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Tiivistelma

Téssd tutkielmassa kisitellddin Ramseyn teoriaa ja keskitytdédn erityisesti Ramseyn
lauseen todistukseen sekd Ramseyn lukuihin ja niiden arviointiin. Ramseyn teorias-
sa etsitddn riittdvin isolta joukolta pienempid osajoukkoja, joilla on jokin haluttu
ominaisuus. Erityisesti mielenkiintoista on my0s se, kuinka iso alkuperdisen joukon
taytyy olla, jotta haluttu osajoukko voidaan 10ytaa.

Ramseyn teoriaa voidaan havainnollistaa esimerkiksi verkkoteorian avulla, joka
on otettu 1ihtokohdaksi my0s tdssd tutkielmassa. Ennen Ramseyn teoriaa esitellddn
verkkoteorian peruskasitteitd, sekd havainnollistetaan niitd esimerkein. Tamin li-
sdksi tutustutaan kyyhkyslakkaperiaatteeseen, joka on hyvin hyddyllinen monessa
Ramseyn teoriaan liittyvissd ongelmassa. Tutkielmassa kisitellddn myos verkkojen
virityksid, jotka ovat keskeinen osa Ramseyn teoriaa.

Ramseyn teoriaa esitelldén erilaisten esimerkkien avulla ja médritelliin Ram-
seyn teorian kannalta olennaisia kisitteitd ja kdydddn lapi muutamia hyodyllisid
apulauseita. Tutkielman merkittivimpina osana todistetaan Ramseyn lause eri viri-
tyksille ja osajoukoille, seka esitellddn tihdn mennessa 10ydettyjd Ramseyn lukuja ja
arvioita esimerkkien avulla. Esimerkeissd hyodynnetéin erityisesti Ramseyn lauseen
todistuksissa saatuja tuloksia etsittidessi yldrajoja Ramseyn luvuille. Koko tutkielman
tarkein lahdeteos on Ronald L. Grahamin, Bruce L. Rotschildin ja Joel H. Spencerin
kirja Ramsey Theory.
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1 Johdanto

Tama tutkielma késittelee Ramseyn teoriaa ja tutkielmassa keskitytddn erityisesti
Ramseyn lauseen todistukseen sekd Ramseyn lukuihin ja niiden arviointiin. Ramseyn
teoriassa etsitddn riittdvan isolta joukolta pienempid osajoukkoja, joilla on jokin
haluttu ominaisuus. Erityisesti mielenkiintoista on myos se, kuinka iso alkuperdisen
joukon tdytyy olla, jotta haluttu osajoukko voidaan 10ytdd. Yhdessd tunnetuimmassa
Ramseyn teoriaan liittyvdssd tapauksessa osoitetaan, ettd kuuden henkilon joukosta
voidaan aina 16ytdi sellaiset kolme henkil64, joista kaikki joko tuntevat toisensa tai
kukaan ei tunne toisiaan.

Ramseyn teoriaa voidaan havainnollistaa esimerkiksi verkkoteorian avulla, joka
on otettu ldhtokohdaksi my0s tédssd tutkielmassa. Luvussa kaksi esitellddn verkko-
teorian peruskisitteitd, sekd havainnollistetaan niitd esimerkein. Tadmén lisdksi tu-
tustutaan kyyhkyslakkaperiaatteeseen, joka on hyvin hyodyllinen monessa Ramseyn
teoriaan liittyvissid ongelmassa. Luvun lopussa madritelldin verkkojen véritykset,
jotka ovat keskeinen osa Ramseyn teoriaa. Lihdeteoksina tidssd luvussa on kiytetty
Reinhard Diestelin kirjaa Graph Theory, Kenneth A. Rossin ja Charles R. Wrightin
kirjaa Discrete Mathematics sekd Kenneth H. Rosenin kirjaa Discrete Mathematics
and Its Applications.

Luvussa kolme kasitelldin itse Ramseyn teoriaa ja aluksi tutustutaan teoriaan
erilaisten esimerkkien avulla. Esimerkeissid ldhteend on kaytetty Bin Xiongin ja
Zhongyi Zhengin kirjaa Graph Theory. Esimerkkien jidlkeen méiritelladn Ramseyn
teorian kannalta olennaisia kisitteitd ja kdydddn ldpi muutamia hyodyllisid apu-
lauseita. Lopuksi todistetaan Ramseyn lause eri virityksille ja osajoukoille. Luvun
kolme ja samalla koko tutkielman térkein ldhdeteos on Ronald L. Grahamin, Bruce
L. Rotschildin ja Joel H. Spencerin kirja Ramsey Theory.

Tdhédn mennessi 10ydettyihin Ramseyn lukuihin ja arvioihin tutustutaan luvussa
nelja esimerkkien avulla. Esimerkeissd hyodynnetéén erityisesti Ramseyn lauseen to-
distuksissa saatuja tuloksia etsittdessi yldarajoja Ramseyn luvuille. Lihdeteoksena on
kéytetty Stanislaw P. Radziszowskin artikkelia Small Ramsey Numbers. Sivuldhteena
tutkielmassa on kiytetty myos Vera Rostan artikkelia Ramsey Theory Applications.



2 Esitietoja

Ramseyn teoriaan liittyvii tilanteita on mahdollista havainnollistaa esimerkiksi verk-
koteorian avulla. Téassd luvussa tutustutaankin verkkoteorian peruskasitteisiin. Ram-
seyn teoriassa olennaisessa osassa ovat verkkoihin liitettavat viritykset, joita kdaydaan
lapi luvun lopussa.

2.1 Verkkoteoria

Verkkoteoriassa verkot muodostuvat solmuista ja solmujen vililld esiintyvistd sér-
mistd. Solmujen ja sdrmien merkitsemisen helpottamiseksi jatkon kannalta kdaydaan
ensin lidpi madritelma erilaisten joukkojen merkitsemisti varten.

Madritelmé 2.1. Mairitelldan [n] := {1,2,...,n}. Merkinnilld [n]¥, jossa k >
1, tarkoitetaan joukon [n] kaikkien k-alkioisten osajoukkojen joukkoa. Vastaavasti
voidaan mairitelld [A]* = {A’ C A : |A'| = k},jossa 1 < k < |A].

Havainnollistetaan maaritelmaa esimerkin avulla.

Esimerkki 2.2. (a) Tarkastellaan joukkoa [4]%, kun k € {2,3}. Jos k = 2, niin
[4]% = {{1,2},{1,3},{1,4}, {2,3}, {2, 4}, {3,4}}. Jos taas k = 3, niin
[4]° = {{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}}

(b) Olkoon A = {a, b, c,d, e}. Tallsin [A]* = {{a, b, c}, {a, b, d}, {a, b, e}, {b, c, d},
{b,c,e},{c,d, e}, {a,c,d}, {a,c e}, {a d e}, {bd, e}}.

Hakasulkumerkintid pystytddn hyodyntdméan nyt verkon solmujen ja sidrmien
merkitsemisessd. Kidydidin seuraavaksi 1dpi méidritelmé verkon ominaisuuksista.

Miritelméi 2.3. Olkoon V iirellinen joukko ja E C [V]?. Tillgin paria (V, E)
sanotaan verkoksi ja merkitddn G = (V, E). Joukon V alkioita kutsutaan verkon G
solmuiksi ja joukon E alkioita sarmiksi. Verkkoa G = (V, E), jossa |V| = nja E =
[V]? sanotaan tiydelliseksi n-solmuiseksi verkoksi K,. Solmua w sanotaan solmun
v naapuriksi, jos {v,w} € E. Lukua v € N, missd év = |{w € V : {v,w} € E}|
sanotaan solmun v asteeksi.

Huomautus 2.4. Solmua v sanotaan parittomaksi, mikili sen aste v on pariton ja
vastaavasti parilliseksi, mikéli sen aste 6v on parillinen.

Seuraavan esimerkin avulla havainnollistetaan maaritelmid. Verkkoja voidaan
kuvata myos merkitsemélld solmuja pisteilld ja sarmii pisteiden vilisilld janoilla ku-
ten kuvissa 2.1 on havainnollistettu seuraavan esimerkin tilanteita vastaavia verkkoja.

Esimerkki 2.5. (a) OlkoonG = (V, E) verkko, jossaV = [5]jaE = {{1, 2}, {1,3},
{1,4},{3,5}, {4, 5}}. Nyt esimerkiksi 61 = 3 ja 62 = 1. Verkkoa on havinnol-
listettu kuvassa 2.1.



G =(V.E) H

Kuva 2.1: Verkot G ja H

(b) Olkoon H = (V, E) verkko, jossaV = [S]ja E = {{1, 24 {1,3}{1,4},{1,5},
{2,3},{2,4},{2,5},{3,4}, {3, 5}, {4,5}}. Talloin verkko H on Ks ja ov = 4
kaikilla v € [5]. Verkon H kaikki kirjet ovat siis parillisia. Verkkoa on havin-
nollistettu kuvassa 2.1.

Seuraavissa kahdessa lauseessa 2.6 ja 2.8 on hyddynnetty teosta Discrete Mat-
hematics and Its Applications [4]. Todistetaan seuraavaksi lause liittyen solmujen
asteisiin.

Lause 2.6. Verkon G = (V, E) solmujen v € V asteille pditee ..\, 6v = 2|E|.
Todistus. Tarkasteltaessa kaikkien verkon G solmujen vy, ...,v,, n € N asteiden
summaa ), ., 6v huomataan, ettd yhden sirmin lisdédminen verkkoon G suurentaa

summaa )}, 0v kahdella, koska jokaiseen sdarméin liittyy aina kaksi solmua. Néin
ollen )} ., 0v = 2|E|. O

Edelli olevaa lausetta voidaan hyodyntia esimerkiksi tutkittaessa verkon sarmien
lukumaaraa, kuten seuraavassa esimerkissé tehdaan.

Esimerkki 2.7. Osoitetaan, ettd verkolla G = (V, E), jolle |V| = 10, pitee, ettid
|E| < 45. Huomataan, ettd verkon sarmien lukumééra on suurin silloin, kun 6v = 9
kaikilla v € V. Tallgin lauseen 2.6 nojalla

20E| = ) ov

veVvV

21E| =10-9 =90 & |E| = 45.
Siis |E| < 45.

Koska verkon solmujen asteiden summa on lauseen 2.6 nojalla aina parillinen,
saadaan seuraava tulos.



Seuraus 2.8. Verkon parittomien solmujen lukumééri on parillinen.

Todistus. Olkoon G = (V,E) jaV = V| + V,, missd V| on verkon G parillisten
solmujen joukko ja V5 verkon G parittomien solmujen joukko. Selvasti nyt ViNnV, = 0.
Lauseen 2.6 perusteella tiedetéin, ettd 3’ ., 0v = 2|E|. Voidaan siis péitelld, ettd

2|E| = Zav+ Zév.

veV) vev,

Nyt 2y, 6v = 2m jollain m € N, silld joukon V) médritelmén nojalla jokaisen
solmun v € V| aste on parillinen. Koska my6ds summa Zvevl ov + Zvevz ov on
parillinen, on my6s summan 2 .y, v oltava parillinen. Timéa on mahdollista vain, jos
joukon V5 alkioiden lukumaiiré on parillinen, silld joukon V> miiritelmén perusteella
jokaisen alkion v € V, aste on pariton. O

2.2 Kyyhkyslakkaperiaate

Tarkasteltaessa esimerkiksi verkon solmujen naapureiden lukuméérii, voidaan hyo-
dyntdda kombinatoriikasta tuttua kyyhkyslakkaperiaatetta. Kdyd&dén ensin 1dapi kyyh-
kyslakkaperiaatteen yksinkertaisempi muoto.

Lause 2.9 (Kyyhkyslakkaperiaate). Olkoon A ja B ddrellisid joukkoja siten, ettd
|A| =n+1ja|B| =n, neN. Olkoon f : A— B. Tdlldin on olemassa b € B siten,
ettd | f~1(b)| > 1.

Todistus. Olkoon B = {by,...,b,} ja A; = f~'(b;), jolloin A = Lnj A;. Tehddin
vastaoletus ja oletetaan, etti kaikilla b € B pitee | f~'(b)| < 1. Kosl<;1:|1 bl <1,
saadaan |A;| < 1 ja edelleen |A| = CJ Ajl < n-1 = n. Tami on ristiriita, silld
|A| = n + 1. On siis olemassa b € B sitl;, ettid | F1(b)| > 1. O

Kyyhkyslakkaperiaatteen nojalla siis lajiteltaessa esimerkiksi kyyhkysid loke-
roihin, on johonkin lokeroon sijoitettava useampi kyyhkynen, mikili kyyhkysid on
enemman kuin lokeroita. Kdydadidn seuraavaksi ldpi myOs kyyhkyslakkaperiaatteen
yleisempi muoto, jota hyodynnetidin myohemmin Ramseyn lauseen todistuksessa
luvussa 3.

Lause 2.10. Olkoon A ja B ddrellisid joukkoja siten, ettd |A| = g1 + ... + g, —n+ 1
ja|B|=n,neN, g e [n]. Olkoon f : A — B. Tilléin on olemassa b; € B, i € [n]
siten, ettd | f~1(b)| > gi.
n
Todistus. Olkoon A; = f~1(b;), jolloin A = |J A;. Tehdiin vastaoletus ja oletetaan,
i=1
etti kaikilla b; € B pitee | f~1(b;)| < ¢;. Koska | f~1(b;)| € N, voidaan piitelld, etti



q
L

Kuva 2.2: Kittelyt

|/~1(bi)| < ¢ — 1. Nyt |A;| < ¢; — 1, joten

o

i=1

|A| = <@g -D+..+(@-1)=q1+...+qg, —n.

Tamai on ristiriita, silld oletuksen nojalla |A| = g; + ... + g, —n + 1. Siis on olemassa
bi € B, i € [n] siten, ettid | f~1(b;)| > ¢;. O

Kyyhkyslakkaperiaatetta voidaan hyodyntidd useissa kdytdnnon esimerkeissa. Kiy-
déén seuraavaksi ldpi yksi tdllainen tilanne havainnollistamaan kyyhkyslakkaperiaa-
tetta.

Esimerkki 2.11. Kyyhkyslakkaperiaatteen nojalla voidaan todistaa, ettd joukosta,
jossa on n henkilod, 10ytyy vihintddn kaksi henkilod, jotka ovat kételleet yhtd mon-
taa henkilod. Yhden henkilon kéttelemien henkildiden lukumaééri on vihintdédn O ja
korkeintaan n — 1. Huomataan, ettd O ja n — 1 ovat toisensa poissulkevia, silld jos
joku ei ole kitellyt ketdin, ei kukaan ole voinut katelld kaikkia. Néin ollen mah-
dollisia vaihtoehtoja kétellyiden henkildiden lukumaiiralld on n — 1 kappaletta, joten
kyyhkyslakkaperiaatteen nojalla vihintddn kaksi ihmistd on kitellyt yhtd montaa
henkiloa.

2.3 Verkon viritys

Edellisen kaltaista esimerkkia voitaisiin havainnollistaa kuvalla, jossa verkon solmut
vastaavat henkil6itd ja solmujen vililld on sdrmi, mikili henkilot ovat kitelleet
toisiaan. Toisaalta voimme havainnollistaa tilannetta verkolla G, joka on K}, ja jossa
solmujen viliset sdrmét on vdritetty punaiseksi, mikéli solmuja vastaavat henkilot
ovat kitelleet tai vastaavasti siniseksi, mikali henkilot eivit ole kitelleet. Selvennetain
asiaa esimerkin avulla.

Esimerkki 2.12. Henkil6isté a, b, ¢, d vain a ja b, b ja ¢ seki c ja d ovat kételleet toi-
siaan. Tilannetta voidaan havainnollistaa esimerkiksi kuvan 2.2 kaltaisilla verkoilla.



Verkkojen sdrmiin voidaan siis liittdd jokin véri. Seuraavan madritelméan mukaiset
véritykset ovat olennainen osa Ramseyn teoriassa.

Mairitelmé 2.13. Joukon S r-vdritys on kuvaus y : S — [r]. Kun s € §, sanotaan
ettd y(s) on alkion s viri. Joukko T C S on yksivdirinen, jos y on vakio joukossa T,
eli toisin on olemassa i € [r] siten, ettd kaikilla r € T pitee y(¢) = i. Sanotaan, ettd
joukko T on tdll6in viriltdan i.

Huomautus 2.14. Edellisen kohdan miiritelméé voidaan laajentaa hyvaksymalla
r-virityksen y maalijoukoksi myos miké tahansa joukko A, jolle |A| = r.

Havainnollistetaan vérityksen mééritelméd tarkastelemalla esimerkin 2.12 tilan-
netta vield tarkemmin verkon avulla ja liittamalla siihen viéritys.

Esimerkki 2.15. Olkoon G = (V, E) verkko, jossa V = {a,b,c,d} ja E = V], ja
olkoon y : E — {p, s} siten, ettd

p, kun {x,y} e {{a, b}, {b,c}, {c, d}}

s, kun {x,y} e {{a,c}, {a,d}, {b, d}}

x({x, y}) =

Kuvaus y on siis joukon E 2-viritys, silld |{p, s}| = 2. Joukko {{a, b}, {b, c}, {c, d}}
on selvisti yksivirinen kuvauksen y mdéritelmédn nojalla ja viriltddn p. Olkoon
C = {a, b, ¢}. Tilldin joukko [C]? ei ole yksivirinen, silld esimerkiksi {a, b}, {a, c} €
[C]?, mutta x({a, b}) = p ja x({a,c}) = 5.



3 Ramseyn teoria

Ramseyn teoriaan liittyvissé lauseissa osoitetaan, kuinka jaettaessa riittdavin iso jouk-
ko alkioita satunnaisesti ddrelliseen madrdin pienempid osajoukkoja, l0ydetddn va-
hintdén yksi osajoukko, jolla on jokin haluttu ominaisuus [6]. Erityisesti voidaan
tutkia sitd, minkd kokoinen alkuperiisen joukon tulisi vdhintdin olla, jotta tédllainen
halutun ominaisuuden siséltidvi osajoukko varmasti 10ytyy. Ramseyn teoriaa voidaan
soveltaa eri matematiikan osa-alueilla, mutta tdassi tutkielmassa keskitymme verkko-
teoriaan etsimalld yksivérisid osajoukkoja verkolta, johon on liitetty jokin r-viritys.
Tunnetuin Ramseyn teorian erikoistapaus esitellddn seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 3.1. Mistd tahansa kuuden henkilon joukosta voidaan 10ytdd vihintdin
kolme henkil6d, jotka tuntevat toisensa, tai kolme henkilod, jotka eivit tunne toisi-
aan. Merkitdan henkil6itid a, b, c,d, e, f. Jos a ja b tuntevat toisensa, niin a tuntee
henkilon b ja b tuntee henkilon a. Kyseessd on siis symmetrinen relaatio. Voim-
me havainnollistaa tilannetta verkkoteorian avulla. Olkoon G = (V, E) verkko, jossa
V ={a,b,c,d,e, f}. Kyyhkyslakkaperiaatteen nojalla voidaan olettaa, ettd a joko
tuntee vahintdaan kolme henkil64 tai a ei tunne vihintdin kolmea henkilod. Oletetaan
ensin, ettd a tuntee henkilot b, ¢, d, eli {a, b}, {a, c},{a,d} € E. Nyt jos on olemas-
sa x,y € {b,c,d} siten, ettd {x, y} € E, olemme 16ytdneet kolmen hengen joukon
a, x, y, jossa kaikki tuntevat toisensa. Jos taas {x, y} ¢ E kaikilla x,y € {b, c,d}, on
{b, ¢, d} etsitty joukko ja viite on todistettu. Oletetaan sitten, ettd a ei tunne hen-
kiloita b, c, d, eli {a, b}, {a,c}, {a,d} ¢ E. Jos on olemassa x,y € {b,c,d} siten,
ettd {x,y} ¢ E, on {a, x, y} etsitty joukko ja viite on todistettu. Jos taas {x, y} € E
kaikilla x, y € {b, ¢, d}, on {b, ¢, d} etsitty joukko ja viite pitee.

Esimerkin tilannetta voitaisiin havainnollistaa myos 2-virityksen avulla, jossa
verkon punainen sirmd merkitsee tuntemista ja sininen sdrmi ei-tuntemista. Jo-
kaiselta kuuden solmun verkolta 10ydetédén siis aina sellaiset kolme solmua, jotka
muodostavat yksivirisen K3 verkon. Titd tulosta voidaan hyodyntii esimerkiksi seu-
raavien tapausten todistamisessa.

Esimerkki 3.2. Kaksi lentoyhtiotd liikenndi kymmenen kaupungin vilisid reitteja
siten, ettd jokaista kahden kaupungin vilistd suoraa menopaluureittid liikennoi vain
toinen lentoyhtidistd. Osoitetaan, etti tilloin toisella lentoyhtiolld on olemassa kaksi
rengasreittii siten, ettd molemmilla reiteilld on pariton méara kaupunkeja ja reiteilld
on korkeintaan yksi yhteinen kaupunki. Viite voidaan todistaa verkkoteorian ja ver-
kolle liitetyn 2-vérityksen avulla. Muotoillaan vidite nyt matemaattisesti. Madritelldin
ensin, ettda A™ = {{al, ar}, {an, az}, ..., {ap—1, ap}, {ap, al}}, kun A = {ay, ay, ...,ap}
ja b € N. Olkoon sitten G = (V, E) verkko, jolle |[V| = 10 ja E = [V]? ja olkoon
x : [10]> = [2] joukon [10]* 2-viritys. Osoitetaan, etti tilldin on olemassa alkio
i € [2]jajoukot T, S C V siten, ettd seuraavat ehdot toteutuvat:

i) T"nS§* =0
(i) xy({u,v}) =i kaikilla {u,v} € (T* U S*)

10



Kuva 3.1: Verkko G’ = (W, [W]?)

(iii) |T|=2n+1ja|S| =2m+ 1jollain n,m € N, n,m > 0.

Merkitdan V = {vy,....,vio}. Esimerkin 3.1 nojalla on olemassa sellainen kolmen
solmun joukko X C V siten, ettd X™ on yksivdrinen. Yksinkertaisuuden vuoksi
voidaan olettaa, ettd X = {vg, v, vio} ja x(X*) = 1. Edelleen esimerkin 3.1 nojalla
voidaan péadtelld, ettd joukosta V \ X l0ydetdidn kolmen solmun joukko ¥ € V
siten, ettd Y™ on yksivirinen. Yksinkertaisuuden vuoksi voidaan jélleen olettaa, ettid
Y = {vs,vs, v7}. Tilloin selvdasti X* N Y* = 0 ja |X| = |Y| = 3, joten ehdot (i)
ja (iii) toteutuvat. Jos y(¥Y*) = 1, niin myos ehto (ii) toteutuu. Oletetaan sitten,
ettdi y(Y*) = 2. Olkoon Kxy = {{x,y} cx € Xjay € Y}, jolloin|Kxy| = 9.
Kyyhkyslakkaperiaatteen nojalla voidaan 10ytdd viisi samanvéristd sarmaa {x, y} €
Kxy. Tastd voidaan edelleen pdéitelld, ettd on olemassa solmu x € X siten, ettd
sarmit {x, y1}, {x, 2} € Kxy ovat samanvirisid. Olkoot ndmi sdrmit {vg, v¢} ja
{vs, v7} ja x({vs,ve}) = x({vs,v7}) = 2. Olkoon sitten Z = {vg, v7,vs}, jolloin
x(Z*) = 2. Tutkitaan seuraavaksi joukkoa W = {vy, ..., vs}. Jos on olemassa i € [2]
ja joukko W’ C W siten, ettd |W’| = 3 ja y(W’*) = i, niin selvisti yhdessé joukot
W’ ja W” toteuttavat ehdot (i)-(iii), kun W” e {X, Z}. Mikdli tdllaista joukkoa W’
ei 10ydy, on joukon W solmujen vililli olevien sdrmien vérityksen oltava kuvan 3.1
mukainen, silld yhdenkin sdrmén vérin muuttaminen muodostaisi tillaisen joukon
W’. Uudelleen jérjestelemilld joukon W alkiot voidaan siis todeta, ettd on olemassa
i € [2]siten, ettd y(W™) = i, jolloin joukko W yhdessi joukon W” € {X, Z} toteuttaa
ehdot (i)-(iii) ja viite on todistettu.

Esimerkki 3.3. Jaetaan luvut 1,2, 3,4, 5 satunnaisesti kahteen joukkoon A ja B, ja
osoitetaan, ettd on olemassa sellaiset luvut x, y € C, missd x > y ja C € {A, B} siten,
ettd x — y € C. Havainnollistetaan tilannetta verkolla G = (V, E), jossa V = [6] ja
E = [V]?. Kaikille solmuille x,y € V, x > y pitee | < x —y < 5. Méiritelldin
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joukon [V]? 2-viritys y : [V]> — [2] siten, etti

I, kun x—-yeA
x({x,y}) =
2, kun x—-yeB

Olemme muodostaneet siis tdydellisen 6-solmuisen verkon Kg, johon on liitetty 2-
viritys. Esimerkin 3.1 nojalla 18ydetdéin solmut V' = {vi,vp,v3} C V, v; < v},
kun i < j siten, etti [V’]*> on yksivirinen. Olkoon @ = v3 — vi,b = vz — » ja
¢ = vy — vq. Nyt virityksen y médritelmin perusteella a, b, c € C, missd C € {A, B}
jaa—b=(Wv3—vi)—(v3—vy)=wvm—v;=c,jotena—b e C.

3.1 Peruskasitteet

Kiydéddn seuraavaksi ldpi muutamia peruskasitteitd ja apulauseita, joiden avulla
voimme kasitelld itse Ramseyn teoriaa. Seuraavan miiritelmén avulla voimme esittaa
esimerkin 3.1 véitteen matemaattisesti.

Miritelmé 3.4. Merkitdin n — (), jos millid tahansa joukon [n]? 2-viritykselld
x : [n]> = [2] on olemassa joukko T C [n],|T| = [ siten, etti [T]*> on yksivirinen.
Kun [T]? on yksivirinen, |T| = [, sanotaan, ettd [T']* on yksivirinen K.

Esimerkin 3.1 viittimai voidaan siis merkitd 6 — (3). Mikdli tilannetta ajatel-
laan verkkoteorian avulla, lI0ydetdin siis jokaiselta kuusi solmua sisiltaviltd verkolta
jokaisella 2-viritykselld sellaiset kolme solmua, joiden viliset sarmét ovat samanvé-
risid. Madritelméssa 3.4 keskitytddn vain 2-virityksiin, mutta mééritelméad voidaan
laajentaa koskemaan myos r-viérityksid seuraavalla tavalla.

Miaritelmé 3.5. Merkitdan n — ([y, ..., 1), jos seuraava ehto toteutuu: jokaiselle
joukon [n]? r-viritykselle y : [n]*> — [r] on olemassa i € [r] ja joukko T C [n],
siten, etti |T| = [; ja [T]? on viriltdin i.

Yksivirisen joukon koko voi siis vaihdella véristi riippuen. Jos kuitenkin /; =

- = I, = [, niin merkitisn n — (I),. Toisin sanoen jokaisella joukon [n]* r-

viritykselld y : [n]> — [r] 16ytyy yksivirinen joukko [T]?, jolle T C [n]ja |T| = L.

Merkinnéssd n — (I) on r = 2. Niin ollen viitteet n — (I), n — ()2 jan — (I,1)
ovat yhtipitavia.

Aikaisemmin todettiin, ettdi 6 — (3), eli jokaisella joukon [6]* 2-viritykselld
l0ydetiddn yksiviarinen K3. Selvisti tdlloin 10ydetddn myos yksivirinen verkko Ko,
jolloin 6 — (2). Toisaalta vaikuttaa myos selvilti, ettd mikéli alkuperidiseen verkkoon
lisatddn yksi solmu, pitee tdlloinkin 7 — (3). Todistetaan seuraavaksi muutama
madritelmaan 3.5 liittyva trivialiteetti.

Apulause 3.6. (i) Jos ! <[, kuni € [r]jan — (L, ... ;), niinn — (], ..., [}).
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(i) Josm >njan — (I}, ... 1), niinm — (I, ..., [,).

Todistus. (i) Oletetaan siis, ettd ll.’ <l,kuni € [r]jan — (I,..., ). Olkoon
y : [n]> = [r]. Oletuksen perusteella on olemassa i € [r] ja T C [n] siten,
ettd [T| = [; ja T on viriltdén i. Valitaan joukko T’ C T siten, ettd |T’| = [.
Selvisti 77 on edelleen viriltiin i. Siis jokaisella r-viritykselld y : [n]*> — [r]
10ydetdédn joukko 77 C [n] siten, ettd |T’| = I/ ja T” on vdriltdéin i, joten
n— (I7,...100).

(ii) Oletetaan siis, etti m > njan — (I1,...,1). Olkoon y : [m]*> — [r].

Midritelldsn viritys y” @ [n]> — [r] siten, ettd x’({u, v}) = x({u, v}) kaikilla

{u, v} € [n]?. Tdmi on mahdollista, silli [1#]*> C [m]?, koskam > n. Sovelletaan

oletusta n — (ly, ..., 1) viéritykselle y’. On siis olemassa i € [r] jaT C [n]

siten, ettd |T'| = [; ja T on vdriltddn i. Edelleen T C [m] eli jokaisella r-

varitykselld y 10ytyy joukko T C [m] siten, ettd |T| = [; ja T on viriltdin i,
jotenm — (L, ..., 1).

|

Havainnollistetaan néitid tapauksia vield esimerkin avulla.

EsimerkKki 3.7. Esimerkissd 3.1 todistettiin, ettdi 6 — (3,3). 6 hengen joukosta
loytyy siis 3 henkilod, jotka tuntevat kaikki toisensa tai kukaan ei tunne toisiaan.
Selvisti voimme tarkastella niistd vain kahta henkilod, jotka edelleen joko tuntevat
tai eivit tunne toisiaan, eli 6 — (2,2). Toisaalta voimme my®ds lisitd joukkoon yhden
henkilon, mika ei vaikuta muiden henkil6iden suhteisiin, eli 7 — (3, 3).

Vaikuttaa selviltd, ettd madritelmin 3.5 nuolimerkinndn n — ([y, ;) paikkan-
sapitdvyyden kannalta voimme vaihtaa virit keskenddn merkintdd vastaavassa 2-
virityksessd y : [n]> — [2] , jolloin viite edelleen pitid paikkansa, kunhan nuo-
limerkintdd muutetaan vastaavasti, eli n — (I, ;). Tami voidaan tehdd myos r-
virityksille, joissa r > 2. Asian todistamisessa hyodynnetdin permutaatiota, joka
madritellddn seuraavaksi.

Miaritelmé 3.8. Permutaatio o on bijektio o : [r] — [r]. Alkio oi on alkion i
kuva, eikd merkinnéssa siis kiytetd sulkuja.

Ennen virien permutointia mahdollistavaa apulausetta kdyddin esimerkin avulla
lapi yksittdistapaus, jota voidaan hyodyntdd myohemmassi todistuksessa.

Esimerkki 3.9. Oletetaan, ettd n — (5, 3,4) ja osoitetaan, ettd tdlloin n — (3,4, 5).
Olkoon y : [n]*> — {1,2, 3} viitetti n — (3,4,5) vastaava kuvaus. Miiritelldin
kuvaus y, : [n]> — {1,2,3} siten, etti

I, kun y({u,v}) =3

(3.1 Xo{uw,v}) =9 2, kun y({uv}) =1

3, kun y({u,v}) = 2.
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Sovelletaan oletusta n — (5, 3,4) kuvaukselle y,. On siis olemassa joukko 7' C [n]
siten, ettd yksi seuraavista on totta:

(a) |T| = 5, joukon T viri kuvauksella y, on 1, eli vdri kuvauksella y on 3.

(b) |T| = 3, joukon T viri kuvauksella y, on 2, eli vdri kuvauksella y on 1.

(¢) |T| = 4, joukon T viri kuvauksella y, on 3, eli véri kuvauksella y on 2.
Niin ollen viite n — (3,4, 5) siis pitee.

Yleisen tapauksen todistusta varten kuvaukselle y, olisi 10ydyttava kuitenkin
formaalimpi mééritelma. Olkoon siis o joukon [3] permutaatio, eli bijektio o :
[3] — [3]. Saadaan

2, kun r=1

or=93, kun r=2

1, kun r =3.

Talloin kohdan (3.1) kuvaus y, saadaan muotoon

o3, kun y({u,v}) =3

Xo({w,v}) =94 o1, kun xH{u,v}) =1

02, kun y({u,v}) =2.

Huomataan, ettid y,({u, v}) = oo y({u, v}). Tarkastellaan vield nuolimerkinnin n —
(L, ..., I) lukujen [; € [r] jarjestyksen vaihtumista tdssd esimerkissd. Madritellddn
luvut [}, [, I3 € N oletuksen n — (5, 3,4) mukaisesti, eli [; = 5,1, = 3 jals = 4.
Huomataan, etti n — (3,4,5) © n — (ly1, ls2, [3).

Nyt voimme muotoilla esimerkin 3.9 tapauksen yleisessd muodossa.

Apulause 3.10. (i) Olkoon o joukon [r] permutaatio. Talloin n — ({4, ..., ;)
joss n = (Ip1y eony lyy).

(i) n — (I1, ..., 1) joss n — (Iy, ..., I, 2). Erityisesti [; — (I1,2).

Todistus. (i) Olkoon kuvaus o siis joukon [r] permutaatio. Oletetaan, ettd n —
(i, ... I-) ja osoitetaan, ettd tillsin n — (ly1, ..., [r). Merkitddn ] = I,
kun i € [r], jolloin [; = l(,rli = lJ’.. Olkoon y viitettd n — (Iy1, ..., lor)
koskeva viritys y : [n]> — [r]. Miéritelldin esimerkin 3.9 mukaisesti viritys
Yo © [n]* — [r] merkitsemilld v ({z, v}) = oo x({u, v}). Sovelletaan oletusta
n — (ly, ..., I,) véritykselle y,. On siis olemassa joukko 7" C [n] jai € [r]
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siten, ettd |T| = [; ja joukon T viri viritykselli y, on i. Olkoon j = o,

Koska [; = ljf, saadaan |T| = lJ’. ja y({u,v)) = o yoe(uv}) = o7li =
jokaisella {u,v} € [T]?. Siis n — (I, ..., Iy elin — (ls1, ..., loy). Toiseen
suuntaan todistus tehdddn vastaavasti.

(ii) Oletetaan ensin, etti n — (Iy,...,[,). Olkoon y : [n]> — [r + 1]. Jos on
olemassa {u, v} € [n]® siten, etti y({u,v}) = r + 1, niin tilloin 7 = {u, v} on
vidriltddn r + 1 ja |T'| = 2 ja méidritelmén 3.5 ehto toteutuu. Jos taas kaikilla
{u,v} € [n]? pitee, etti y({u, v}) # r+ 1, niin madritelldén kuvaus y’ : [n]?
[r] asettamalla y'({u,v}) = x({u,v}) kaikilla {u,v} € [n]*>. Nyt oletuksen
perusteella on olemassa i € [r]jaT C [n] siten, ettd |T| = [; ja T on viriltddn
i. Jilleen miadritelméan 3.5 ehto siis toteutuu, joten n — (14, ..., [, 2). Oletetaan
sitten, ettd n — (1, ..., L., 41), missd r + 1 = 2. Olkoon y : [n]*> — [r] ja
médritelldan kuvaus y’ : [n]> — [r + 1] asettamalla y’({u,v}) = x({u,v})
kaikilla {u, v} € [n]*. Nyt oletuksen perusteella on olemassa i € [r + 1] ja
T C [n] siten, ettd |T| = [; ja T on viriltddn i varitykselld y’. Nyti # r + 1,
sillar + 1 ¢ ran(y’). Siisi € [r] ja |T| = [; ja T on viriltddn i. Maéritelméan
3.5 ehto siis toteutuu, joten n — ({1, ..., [,) ja viite on todistettu.

—

O

Jos siism > njan — (I, ..., 1), niin apulauseen 3.6 kohdan (ii) nojalla saadaan,
ettd m — ([, ...,[,). Solmujen lukumidrdd voidaan siis kasvattaa mielivaltaisen
suureksi, mutta usein olemmekin kiinnostuneita pienimmasti mahdollisesta luvusta
n,jollan — (1, ..., [,). Midritelldin seuraavaksi funktio, jonka kuva on tdmai haluttu
pienin luku.

3.2 Ramseyn lause joukolla [n]?

Miaritelmé 3.11. Ramseyn funktio R(/y, ..., [,) kertoo pienimmén luvun n € N,
jollan — (Iy,...,1,). Tatd lukua n kutsutaan Ramseyn luvuksi. Merkitdin R(/;r) =
R, ....l.),kunly =--- =1 =1jaR(l) = R(l;2) = R(.,]).

Seuraavaksi todistetaan, ettd tdllainen luku n todella aina 10ytyy. Kyseessd on
Ramseyn lause, joka on yksi timidn tyon merkittdvimmistd lauseista. Selvyyden
vuoksi todistetaan lause ensin tapauksessa r = 2 kahdella eri tavalla, jonka jilkeen
voimme hyodyntii todistuksia tapauksen r > 2 todistamisessa.

3.2.1 Ramseyn lause 2-varityksilla

Lause 3.12 (Ramseyn lause). Funktio R on hyvin mddritelty: kaikille Iy, . . .,l, € N
on olemassa n € N siten, ettin — (I, ..., 1,).

Todistus 1. Todistetaan lause induktiolla. Apulauseen 3.10 kohdan (ii) nojalla R(/, 2) =
R(2,1) = . Oletetaan, ettd luvut R(l},l, — 1) ja R(l; — 1, ;) ovat olemassa.

Viiite. R(l], L - 1) + R(l] -1, 12) - (l], 12)
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Olkoon y joukon [n]? 2-viritys, kun n = R(l;, [ — 1) + R(l; — 1, 1). Valitaan
satunnainen x € [n]. Olkoon

Xi={yeln]:y#ux x(xy =1}
Xo={yeln]:y#x x(xy) =2}
= [n\(X; U {x})
Talloin | X | + | X>| = n — 1. Tastd seuraa, ettd joko
(i) X1l = R(L - 1, ) tai
(i) |X2| = R(l1, L - 1),

silld jos olisi | X| < R(l; — 1, ) ja |Xz| < R(l;, b —1)eli | X;| < R(l; - 1,1)—1ja
|X>| < R(l1, 1, — 1) — 1, niin saataisiin

IXi|+ | X2l <R(L-Lh)-1+R(,L-1)-1
<RL-1LL)+R(lj,L-1)-2
<n-2,

Tamai on ristiriita, silld |X;| + |X2| = n — 1. Oletetaan nyt, ettid (i) patee. Oletuksen
nojalla R(; — 1, ) on olemassa. Koska nyt | X;| > R(/; — 1, ), niin huomautuksen
3.6 kohdan (ii) nojalla voidaan 16ytdd joko joukko 7' C X siten, ettd |T| = L, ja
[T]? on viriltizn 2, jolloin miiritelmin 3.5 ehto tiytty tai on olemassa joukko S,
S C X, siten, ettd |S| = [; — 1 ja [S]? on viriltdin 1. Olkoon §* = S U {x}. Koska
S C Xi, kaikki alkiot {x, s} ovat viriltdin 1, joten [S*]? on yksivérinen, |S*| = I;.
Jilleen médritelmin 3.5 ehto tiyttyy, joten n — ([, ) ja viite on todistettu. Tapaus
(ii) todistetaan vastaavasti. O

Huomautus 3.13. Edellisessi todistuksessa 1 saatu tulos R(l1,l,—1)+R(l;1—1,5) —
(11, I) on yhtapitava viitteen R(l}, [, — 1)+ R(l; — 1, b) > R(l;, [) kanssa apulauseen
3.6 kohdan (ii) nojalla.

Ennen toista tapaa todistaa lause 3.12, esitetdin todistusta varten erds apulause,
jossa tarkastellaan haluttua muotoa olevien lukujen ominaisuuksia.

Apulause 3.14. Olkoon ! € N. Jos luvuille x; € N, i < 2/ — 1 pitee x; > 221 -1
ja xip1 > (x; — 1)/2, niin tilloin x; > 227 -1 > 1.

Todistus. Todistetaan apulause induktiolla luvun i suhteen. Oletuksen nojalla viite
patee selvisti, kuni = 1, silld x; > 22I=1_1. Oletetaan, etti viite pitee, kuni = k-1,
eli xp_; > 221 _ 1. Nyt oletuksen nojalla x; > (xz_; — 1)/2. Induktio-oletuksen
nojalla saadaan

22l—k+1 -1-1 22l—k+1 )
> = = 221_k —
e = 2 2

joten x; > 2%~ — 1. Huomataan vield, ettd kun i = 2/ — 1, niin

L

Xi > 22[—(2[—1) _ 1 _ 22[—2l+1 _ 1 _ 21 _ 1 _ 1
1 = - - - L

joten viite on todistettu. O
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Nyt voimme kiydi 14pi vaihtoehtoisen todistuksen lauseelle 3.12.
Todistus 2. Riittii osoittaa, ettd 221 — 1 — (1), missd [ = max{ly, [}, silla tilloin
21 S5 () =227 -1 5 L b).

Olkoon S; joukko, jolle |S;| > 2%~!—1ja y joukon [S;]* 2-viritys. Olkoon x; satun-
naisesti valittu alkio joukosta S;. Miiritellddn joukot S; ja alkiot x; € §; seuraavasti,
kun2 <i <2/ -1:

(i) Kun §; on valittu, valitaan satunnainen x; € S;

(ii) Olkoon T, = {u € S; : x(x;,u) = c}, missd ¢ € {1,2}. Valitaan a € {1,2}
siten, ettd |T,| > |Tp| molemmilla b € {1,2} ja asetetaan S;; = 7.

Koska |T1| + |T2| = |S;| — 1, niin |S;y ] > (|S;] — 1)/2. Nyt |S;| > 2%/~ — 1, joten
apulauseen 3.14 nojalla voidaan pételld, ettd |S;| > 22~ -1 > Lkuni < 21 — 1.
Joukko §; on siis epityhjd niin kauan, kun i < 2/ — 1, joten voidaan valita alkiot
X1, ..., Xp—1. Madritellddn uusi véritys y* : {x1,...,x-1} — {1,2}. Kuvaus yx*
kertoo alkion {x;, y} virin, kun y € S;,1, koska joukkojen S;;; miiritelmén nojalla
on olemassa j € {1,2} siten, ettd y(x;, y) = j kaikilla y € S;;|. Asetetaan siis
x"(x;) = j. Koska viritys y* jakaa 2/ — 1 solmua kahteen ryhmién, voidaan 16ytaa [
pistettd x;,, . .., x;, siten, ettd }*(x;) = j, kun 1 < s < [. Olkoon A = {x;,...,x;},
missd 1 < s <t <[ Tilloin x;, € S;, € Si.+1ja x({xi,, x;, }) = j kaikilla x;, x;, € A

jaselvisti |A| = [, joten A on haluttu yksivarinen joukko. O

3.2.2 Ramseyn lause r-varityksilla

Kéaydaan seuraavaksi ldpi todistuksia 1 ja 2 vastaavat todistukset Ramseyn lauseelle
3.12 tapauksessa r > 2. Tehdéén ensin todistus, joka on tehty mukaillen tapauksen
r = 2 todistusta 1.

Todistus 1. Olkoon A; = R(ly,...Li—1,; — 1,li41, ..., 1), kun i € [r]. Todistetaan
lause induktiolla. Apulauseen 3.10 nojalla voidaan todeta, ettd luvut R(/1, b, 2, ..., 2),
R(22,b,13,2,...,2), ..., R(2,...,2,l,_1, 1) ovat olemassa, silld Ramseyn lauseen 3.12
tapauksen r = 2 perusteella luvut R(/’, /") ovat olemassa kaikilla /’, [ € N. Oletetaan,
ettd luvut A; ovat olemassa.

Viite. A1+ ...+ A, — (ll, cen lr)

Olkoon y joukon [n]? r-viritys, kun n = A; + ... + A,. Valitaan satunnainen
x € [n]. Olkoon

Xi={yeln]:y#x x(xy) =i}
Tallin | X| + ... + | X,| = n — 1. Tistd seuraa, ettd |X;| > A; jollain i € [r], silld jos

olisi | X;| < A; kaikillai € [r], eli | X;| < A; — 1, niin saataisiin

IXi|+...+|X | <A -D)+..+(A - 1)=A1+...+A, —r=n-r
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Tama on ristiriita, silld |X| + ... + |X,| = n — 1. Koska |X;| > A; jollain i € [r],
voidaan apulauseen 3.6 kohdan (ii) nojalla 16ytdé joko joukko T C X; ja j € [r],
J #isiten,ettd |T| = [;ja [T 1% on viriltizn j jolloin magritelmin 3.5 ehto tiyttyy tai
on olemassa joukko S, S C X; siten, etti |S| = §; — 1 ja [S]? on viriltiin i. Olkoon
S* = S U {x}. Koska S C X;, kaikki alkiot {x, s} ovat viriltidzn i, joten [S*]*> on
yksivirinen ja |S*| = /;. Jdlleen médiritelmén 3.5 ehto tdyttyy, joten n — ([y, ..., [,) ja
vdite on todistettu. O

Huomautus 3.15. Valintaa n = A; + ... + A, voitaisiin parantaa vield siten, ettid
saataisiin | X1 |+...+|X;-| < n—2, miké tuottaisi ristiriidan yhtdlon | X |+...+| X,| = n—1
kanssa. Yksinkertaisuuden vuoksi tissa tutkielmassa on kuitenkin paadytty valintaan
n=A+..+A,.

Ramseyn lause voidaan todistaa my0s todistuksen 2 tavoin tapaukselle r > 2.
Ennen todistusta muotoillaan kuitenkin apulausetta 3.14 vastaava toinen apulause
lukujen ominaisuuksista, kun kantalukuna onkin r > 2.

Apulause 3.16. Olkoon / € N. Jos luvuille x; € N, i < (I — 1)r + 1 pitee x; >
pU=Dr+l _ 1ja xj+1 = (x; — 1)/r, niin télloin x; > pU=Dr+l=i > 1,

Todistus. Todistetaan apulause induktiolla luvun i suhteen. Oletuksen nojalla viite
patee selvisti kuni = 1, silld

xp 2 POl s p (D =Dkl

Oletetaan, ettd viite piatee kuni = k — 1, eli x;_1 > pU=Drtl=k+l = (I=Dr—k+2, Nyt
oletuksen nojalla x; > (xx—1)/r. Induktio-oletuksen nojalla saadaan

r(l—l)r—k+2 -1 _ r(l—l)r—k+1 ~ 1
r r

Xi =

Nyt r > 2, joten % < 1. Koska x; € N, voidaan piitelld, ettd x; > pU=Dr+1-k

Huomataan vield, ettd kuni = (/ — 1)r + 1, niin

(I=Dr+l=i _ (=Dr+l=(=Dr=1 _ 0 _ {

X =>r =r r
joten viite on todistettu. O

Todistetaan Ramseyn lause 3.12 nyt tapaukselle » > 2 osoittamalla, ettd
P ().
Todistus. Olkoon S; joukko, jolle |S;| = r~1"*+1 —1 ja y joukon [S;]? r-viritys. Va-
litaan x; satunnaisesti joukosta S;. Madritelldin joukot S; ja alkiot x; € S; seuraavasti,

kun2 <i<(I-1r+1:

(i) Kun §; on valittu, valitaan satunnainen x; € S;
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(i) Olkoon T, = {u € S; : x(x;,u) = ¢}, kun ¢ € [r]. Valitaan a € [r] siten, ettd
|T,| = |Tp| kaikilla b € [r] ja asetetaan S;+; = T,. Joukko S;;; on siis suurin
joukoista T,, kun ¢ € [r].

Nyt [Ty] + -« + |T,| = [Si] = 1, joten |Si+1] > (|S;| = 1)/r. Koska |Sy| > =D+l — 1,
voidaan apulauseen 3.16 nojalla paitelld, ettd |S;] > r?~D*1= ja joukko |Sj| on
epiityhjé niin kauan kuin i < (I — 1)r + 1. Voidaan siis valita alkiot xy, . . ., X(—1)y+1-
Madiritellddn uusi viritys

X, ~,X(1—1)r+1} — [r].

Kuvaus y* kertoo alkioiden {x;, y} vérin, kun y € §;,, koska joukkojen S;,; méaéri-
telmin nojalla on olemassa j € [r] siten, ettd y(x;, y) = j kaikilla y € S;;;. Asetetaan
siis y*(x;) = j. Koska viritys y* jakaa (I — 1)r + 1 solmua ryhmiin, joita on yh-
teensd r kappaletta, voidaan 16ytdd [ pistettd x;,, . . ., x;, siten, ettd x*(x;,) = j, kun
1 <s<1[.0OlkoonA = {x;,...,x;,},missd 1 <s <t <[ Tilldinx; € S;, C S; 41 ja
x({xi,, x;, }) = j kaikilla x; , x;, € Ajaselvisti |A| = [, joten A on haluttu yksivirinen
joukko. O

3.3 Ramseyn lause joukolla [n]*

Tdhdan mennessid olemme tarkastelleet vdrityksid ja Ramseyn lausetta tapauksessa
[n]?. Siirrytiin seuraavaksi tarkastelemaan joukon [n]*, k € N virityksid, jolloin
voimme yleistdd miiritelmin 3.5 ja lauseen 3.12 tapaukset, joissa k = 2.

Miiritelmi 3.17. Merkitdinn — (14, . . ., [.)*, jos jokaiselle joukon [n]* r-viritykselle
on olemassa i € [r] ja joukko T, |T| = I; siten, ettd [T]* on viriltisn i. Kun
Iy = -+ =1, = [, merkitiiin n — (I)¥, jos jokaisella joukon [n]* r-virityksell 16ytyy
yksivirinen joukko [T], kun |T| = 1.

Oletetaan, ettd r = 2, mikéli muuttujaa r ei ole ilmoitettu. Néin ollen merkinnat
n— )k n— (l)’z‘ jan — (1, 1)¥ ovat yhtipitivia.

Miiritelma 3.18. Madiritellddn Ramseyn funktio Ry k-joukoille seuraavasti:

Ri(ly,....[.)=min{n e N:n— (I1,...,1.)*}
Ri(l;r)y=min{fn e N :n — (l)’,‘}
Ri(l) = min{n € N : n = (1)*}
Huomautus 3.19. Edellisessd miiritelmissd 3.18 kédytetddn samaa merkintdd Ry

kaikille kolmelle funktiolle. Tdma ei ole suotavaa, mutta vakiintuneen merkintatavan
vuoksi kidytamme kyseistd merkintaa.

Ennen Ramseyn lauseen todistusta kdydaén lapi 2-virityksen yhteydessa todis-
tetut trivialiteetit koskien relaatiota n — ([y, . . ., lr)k.
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Apulause 3.20. (i) JosI/ <[, kuni € [r]jan — (I}, ....[,)*, niinn — (I}, ..., [))*.

k

(i) Josm >njan — (I}, ... [,) , niinm — (I, ..., 1)k,

(iii) Olkoon o joukon [r] permutaatio. Talléin n — (1, ..., [)¥
joss = (L1, ooy Loy )X

(iv) n— (1, ... )k jossn — (Iy, ..., L, 2). Erityisesti [ — (11, 2)%.

Todistus. Todistukset sivuutetaan tdssd tutkielmassa, mutta ne vastaavat tapauksen
k = 2 todistuksia apulauseissa 3.6 ja 3.10. O

Jotta Ramseyn lause saataisiin todistettua yleistetyssi tapauksessa, tarvitaan apu-
lause lukujen ominaisuuksista, jotta voimme méérittaa riittdvan suuren joukon, jolla
relaation — (I, . .., [.)* pitee.

Apulause 3.21. Olkoon [ € N. Jos luvuille x; € N, i < ¢ — (k — 2) pitee x; >
k\I~(k=2) . Koo k\I-(k=2)-i
(rt ) —1ljaxiy1 = (x; — 1)/r", niin télloin x; > (rt ) > 1

Todistus. Todistetaan apulause induktiolla luvun i suhteen. Oletuksen nojalla viite
patee selvisti kuni = 1, silld

: t—(k-2) K t—(k-2)-1
x| = (r ) > (r ) .

o\~ k=2)=(n=1)
)

Oletetaan, ettd viite patee kuni = n— 1 eli x,-1 > . Oletuksen

nojalla x, > (x,-1 — 1) /r’k, joten induktio-oletuksen nojalla saadaan

o\ 1—(k=2)—(n—1)
X1 — 1 (’ ) -1 \mk=2-n ]
n 2 k 2 k = (r ) - =

PR
rt rt rt

t—(k=2)-n
Koska x; € N ja % < 0, voidaan paitella, ettd x,, > (rtk) . Huomataan viela,
r
ettd kunn <t — (k — 2), niin

t—(k-2)- 0
Xy > (rtk) " > (r’k) =1,

joten viite on todistettu. O
Nyt voimme todistaa Ramseyn lauseen yleisessi tapauksessa.

Lause 3.22. Funktio R on hyvin mddritelty: kaikille k,1,,...,l. € N on olemassa
ny € N siten, etti kun n > ng, niinn — (I, . . ., [)~.
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Todistus. Todistus mukailee lauseen 3.12 todistusta 2. Todistetaan lause induktiolla
luvun & suhteen. Kun k = 1 jai € [r], viite on triviaali:

T+ D =1 = (1),
i=1

silld jos n > 1 + X.7_,(l; — 1) ja solmut véritetddn r virilld, on jotain virid kéytettava
kyyhkyslakkaperiaatteen nojalla /; kertaa. Tapaus k = 2 on todistettu jo aiemmin.
Oletetaan siis, ettd vdite patee tapauksessa k — 1, missd k > 2. Riittdd siis 10ytdd
n siten, etti n — (l)',‘, kun [ = max{ly,...,I}, silli lemman 3.20 kohdan (i)
nojallan — (ly,...,1). Olkoon n = (rtk) — 1+ (k —2) ja y joukon [n]* r-viritys.
Induktio-oletuksen nojalla on olemassa t € N siten, ettd t = Ry_;(/;r). Valitaan
satunnaisesti eri alkiot ay,...,ax—» € [n] ja madritellddn Sy, = [n] \ Ax—2, kun
Ar_s ={ay, ..., ar—p}. Valitaan nyt a;, S; seuraavasti:

(i) kun §; on méiritelty, valitaan mielivaltainen a;4; € S;
(ii) kun g;;; on valittu, jaetaan joukko S; \ {a;;} ekvivalenssiluokkiin: x = y jos

ja vain jos kaikilla joukoilla T, joille T C [A;;1]*7! pitee, ettd x(T U {x}) =
X(TU{y})
i+1

NytlLm = )
Olkoon S;4; suurin néistd luokista. Tdlléin S;y1 € S; \ {air1} ja [Siv1] = (ISi] -
l)r‘(/l:—ll). Koska (:*1) < (i + 1)¥~!, huomataan etti kun i + 1 < 7, niin

k-1
Isi-0 _dsl-b _ dsi=b _ 1Sl -1

r;;jll TpEDRL T e T rt

) , joten ekvivalenssiluokkia on korkeintaan () kappaletta.

|Si+1| 2

Nyt myos |Si—z| = (rtk) — 1, joten apulauseen 3.21 nojalla voidaan péaitelld, etta

|Si| > (rtk e > 1 ja joukko S; on epityhji niin kauan kun i < t — (k — 2).
Voidaan siis valita alkiot ay, ..., a;. Oletetaan, etti i < i| <ip < -+ <ij_1 < s < 1.
Talloin joukkojen S; ja alkioiden a; médritelmien nojalla a; € S;—; € S;,_,+1. Ekvi-
valenssiluokkien midritelmén nojalla viri y({a;,, . .., a;,_,, as}) ei muutu, vaikka a;
korvataan milld tahansa alkiolla x € S;,_,+1, mukaan lukien silloin, kun x = a,,

k —1 < r <t. Olkoon y* joukon {ay, ..., a;} k — 1-osajoukkojen viritys:

X*({aip cees aik_l}) = X({ail, R aik_l’ as})

kaikillaiz—; < s < t. Kuniz_; = ¢, médritellddn y* mielivaltaisesti. Koska aikaisem-
min madriteltiin = Rg_(/;r), on funktion R méiritelmin nojalla olemassa joukko
B ={by,...,b;} C{ay,...,a} siten, ettd B on yksivirinen kuvauksen y*suhteen.
Télloin kaikilla 1 < j; < -+ < jro1 < jx <1,

X({bjl’ SRR bjk—l’ bjk}) = X*({bjl’ s bjk—l})’

joten {by, ..., b;} on haluttu yksivirinen /-joukko ja viite on todistettu.
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Huomautus 3.23. Todistuksessa kéytettiin luvulle n hyvin korkeaa arviota n =
(rtk) — 1+ (k — 2). Olisi mahdollista 16ytdd n’ € N siten, ettd n’ < n ja lause 3.22
toteutuu, mutta todistuksen helpottamiseksi paiddyttiin edelld mainittuun lukuun n =
(r’k) —1+(k—2). Téllainen luku n’ olisi esimerkiksi n’ = 2r¢, missic = Y!7} | (;;11)
Tama valinta on esitetty teoksessa [2].
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4 Ramseyn luvut

Yksi mielenkiintoisista osa-alueista Ramseyn teoriassa on Ramseyn lukujen tutki-
minen. Selvisti R(/,1) = 1 kaikilla /[ € N ja apulauseen 3.10 kohdan (ii) nojalla
R(l,2) = 2 kaikilla [ € N. Tarkkojen Ramseyn lukujen R(l;, ;) 10ytiminen ja nii-
den todistaminen, kun /1, > 2, on hyvin hankalaa yksinkertaisimpia tapauksia
lukuunottamatta ja tdhin mennessa epitriviaaleja Ramseyn lukuja 2-vérityksille on-
kin 16ydetty vain yhdeksén kappaletta. Tunnetuin niistd luvuista on R(3,3) = 6.
Tapausta késiteltiin jo esimerkissid 3.1, jossa todistettiin, ettd 6 — (3, 3). Timin no-
jalla voidaan kuitenkin vasta paitelld, ettd R(3,3) < 6. Alarajoja Ramseyn luvuille
etsiessd voidaan hyodyntdi vastaesimerkkeji. Mikili on mahdollista muodostaa sel-
lainen n-solmuinen verkko, jolla n - (Iy, ...l,), voidaan todeta, ettd R([y, ..., ) > n.
Todistetaan seuraavaksi, ettd R(3,3) = 6.

Esimerkki 4.1. Tutkitaan verkkoa G(V, E), jossa |V| = 5,V = {a,b,c,d, e} ja
E = {{a, b}, {b,c},{c,d}, {d, e}, {e, a}}. Verkkoa on havainnollistettu kuvassa 4.1.
Kuvan avulla voidaan helposti todeta, ettd ei ole olemassa sellaisia solmuja x, y, z €
V, V* = {x,y,z} siten, etti joko [V*]* C E tai ([V]*\ [V*]?) C E. Tillin siis
5 -+ (3,3) © R(3,3) > 5. Koska esimerkin 3.1 nojalla tiedetdén, ettd R(3,3) < 6,
voidaan nyt paitelld, ettd R(3,3) = 6.

Kiydian seuraavaksi ldpi esimerkki, joka osoittaa, ettd Ramseyn luku R(3,4) on
yhdeksén.

Esimerkki 4.2. Osoitetaan, etti R(3,4) = 9. Todistetaan ensin, ettd 9 — (3,4).
Olkoon y : [9] — [2]. Kyyhkyslakkaperiaatteen nojalla saadaan, ettd joko

A 1 X11=Hyel9]: x{x,y}) =1,x # y}| = 4 jollain x € [9] tai
(i) |X2] =y € 9] : x({x,¥}) =2,x # y}| = 5 kaikilla x € [9].

Oletetaan ensin, ettd (i) pitee ja valitaan alkiot yy, ..., y4 € X;. Muodostetaan joukko
Ti = {x,yi,yj}, jos on olemassa alkiot y;, y;, missd i # j, i,j € [4] siten, ettd
x{yi,y;j}) = 1. Télloin joukolle T pitee, ettd 71 = 3 ja T on viriltidn 1 ja
midritelméan 3.5 ehto tdyttyy. Olkoon sitten 7> = {y, ..., y4}. Jos x({yi, y;}) # 1 eli
x{yi.y;}) = 2 kaikilla i, j € [4], i # j, niin tdlloin |T3| = 4 ja T> on viriltdédn 2.
Jilleen méadritelmén 3.5 ehto tayttyy.

Oletetaan sitten, ettd (ii) pitee. Seurauksen 2.8 perusteella voidaan paitelld, ettd
on olemassa x € [9] siten, ettd |X;| = 2n jollain n € N, jolloin oletuksen nojalla
| X>| > 6. Valitaan alkiot yy, ..., y¢ € X, ja tarkastellaan tdtd joukkoa T = {y, ..., V¢ }.
Esimerkin 3.1 nojallaonolemassa7’ C T jai € [2] siten, ettd |T| = 3 jaT on vériltddn
i.Josi = 1, niin miiritelmin 3.5 ehto tiyttyy. Oletetaan sitten, ettd i = 2 ja merkitdan
T’ = {y}, ¥}, y4}. Médritellddn uusi joukko 7”7 = {x, y{, ¥}, ¥}, jolloin [T”| = 4 jaT”
on viriltddn 2. Jilleen médritelmén 3.5 ehhto tayttyy, joten 9 — (3,4) & R(3,4) < 9.

Osoitetaan vield, ettd R(3,4) > 8 muodostamalla sellainen kahdeksan solmun
verkko, joka osoittaa, ettd 8 - (3,4). Téllainen verkko on esitetty kuvassa 4.1.
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G =(V,E) Go= (V',E

Kuva 4.1: Verkot G, R(3,3) > 5jaG’, R(3,4) > 8

Kuvan verkko G’ = (V’, E’) ei sisilld sellaista kolmen solmun joukkoa, jossa kaikkien
solmujen vililld olisi sdrmi, eikd myoskdidn sellaista neljdn solmun joukkoa, jossa
minkéin solmujen vililld ei olisi sdirmaé. Nain ollen R(3,4) > 8, joten R(3,4) = 9.

4.1 Ramseyn lukujen arviointi

Vaikka Ramseyn lukujen 10ytdminen ja arvioiminen on hyvin hankalaa, on tieto-
konealgoritmien avulla pystytty viimeisten kolmen vuosikymmenen aikana 16yta-
miin parempia arvioita Ramseyn luvuille [3]. Taulukossa 4.1 on kuvattu tdhin men-
nessd 10ytyneet Ramseyn luvut, sekd yli- ja alarajoja vield tuntemattomille Ram-
seyn luvuille 2-virityksilld. Taulukon merkintd n — m vastaa lukuja n,m € N, joille
n < R(l}, ;) < m. Taulukko on poimittu artikkelista Small Ramsey Numbers [3],
jota pdivitetdin aina loydettidessd uusia Ramseyn lukuja tai arvioita luvuille.

Taulukosta voi huomata, ettd jo lukujen R(4,6) ja R(5,5) arviointi on hyvin
hankalaa. Ramseyn lukuja voidaan arvioida esimerkiksi tdssékin tutkielmassa ldpi-
kédytyjen Ramseyn lauseen todistusten avulla. Tutkitaan seuraavaksi Ramseyn lukuja
sellaisilla verkoilla, joihin on liitetty 2-véritys.

Esimerkki 4.3. Koska Ramseyn lauseen 3.12 todistuksen 1 ja huomautuksen 3.13
nojalla R(l;, [, — 1)+ R(l; — 1, 5) > R(l;, ), voimme rekursiivisesti 10ytdd seuraavien
esimerkkien mukaiset arviot.

(a) Olkoon /; =3 jaly, = 3. Koska R(l;,l, — 1) + R(l; — 1,) > R(l}, ), saadaan
R(3,2) + R(2,3) = R(3,3). Apulauseen 3.10 nojalla R(3,2) = 3 ja R(2,3) = 3,
joten R(3,3) <3+3 =6.
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ﬁ—; 3 4 5 6 7 8 9 10

3 6 9 14 18 23 28 36 40 — 42
4 18 25 36-41 |49-61 |59-84 |73-115 |92—149
5 43-48 |58-87 |80-143 |101-216| 133-316 | 149 — 442
6 102 - 165 | 115-298 | 134 —495 | 183 =780 | 204—1171

Taulukko 4.1: Ramseyn lukuja ja arvioita kun r = 2

(b) Olkoon [/} =4 jal, = 5. Kohdan (a) tavoin saadaan R(4,4) + R(3,5) > R(4,5).
Tutkitaan ensin lukua R(4, 4). Edelleen voimme paitelld, ettd R(4, 3)+R(3,4) >
R(4,4). Apulauseen 3.10 kohdan (i) nojalla R(4,3) = R(3,4), joten riittdd
tutkia lukua R(3,4). Nyt R(3,3) + R(2,4) > R(3,4). Esimerkin 3.1 perusteella
R(3,3) = 6 ja apulauseen 3.10 kohdan (ii) perusteella R(2,4) = 4, jolloin
saadaan R(3,4) < 6 + 4 = 10. Koska R(4,3) = R(3,4) < 10 ja R(4,3) +
R(3,4) > R(4,4), voidaan siis paitelld, ettd R(4,4) < 10 + 10 = 20. Tutkitaan
sitten lukua R(3,5), jolle patee R(3,4) + R(2,5) > R(3,5). Nyt R(3,4) < 10 ja
R(2,5) = 5, joten R(3,5) < 10+ 5 = 15. Voimme siis paitella, ettd

R(4,5) < R(4,4) + R(3,5)
<20+ 15
=35

Kaavan R(l;,l, — 1) + R(l; — 1,) > R(l;, ) avulla voidaan 16ytéa siis yldrajat
Ramseyn luvuille R(/}, [). Esimerkin 3.1 nojalla voidaan huomata, ettd tapauksessa
Iy = 3,1 = 3 edellisen esimerkin kohdassa (a) arvioimalla loydetty luku n = 6
olikin itseasiassa Ramseyn luku R(3,3) = 6. Kédydiin seuraavaksi ldpi, miten viite
R(l;,b-1)+R(l;—-1,1) > R(l}, ) saadaan tietyin ehdoin vield hieman paremmaksi.

Apulause 4.4. Jos R(l1,[, — 1) = 2m ja R(l; — 1,1;) = 2m’ jollain m,m’ € N, niin
talloin

R(l1, ) < R(li, L = 1) + R(l; = 1, ).

Todistus. Olkoon siis R(l;,l; — 1) = 2m ja R(l; — 1,1) = 2m’ jollain m,m’ € N ja
tehddidn vastaoletus, ettd R(l;,lr) > R(l;,b — 1) + R(l; — 1,1), jolloin R(l}, 1) >
R(l], L - 1) + R(l] -1, 12) — 1. Olkoon n = R(l], L - 1) + R(l] -1, lz) - 1ja X € [I’l],
i € [2] ja midritellddn

Ai={y€[n]: x{x,y}) =i, x # y}.

Koska vastaoletuksen nojalla R(l;,1,) > n, on olemassa sellainen joukon [n]? 2-
viritys y, jolla ei ole olemassa sellaista alkiota i € [2] ja joukkoa 7; C [n] siten,
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ettd |T;| = [; ja T on vdriltddn i. Tilloin on oltava |Ay;| = R(l; — 1,h) -1 ja
|Ax2| = R(l;, 1, — 1) — 1 kaikilla x € [n], silld muutoin tillainen joukko 7; 10ytyisi.
Nyt

[{tey) € P < x(tnyh = 1} = RO LB 2D

{{x v} e[l x({xy}) =2}| = n(R(ll’lzz_ D=1 e

€ Nja

Timi on kuitenkin ristiriita, silli 2&% _21 b)~1) ”(R(l"%_l)_l) ¢ N, koska méairitelmien

nojalla R(l;, [, — 1) = 2m, R(l; — 1, b) = 2m’, n = 2m” + 1 jollain m, m’, m"” € N. Siis
vastaoletus oli vaari, joten R(l, ) < R(l;,lb—1)+R(l1 -1, L), kun R(l;, [ —1) = 2m
jaR(l; — 1,1) = 2m’ jollain m, m" € N.

O

Tutkitaan seuraavaksi esimerkin 4.3 tapausten arvioita Ramseyn luvuille Ram-
seyn lauseen 3.12 todistuksen 2 avulla, jonka perusteella 22/~1 — 1 — (I).

Esimerkki 4.5. (a) Olkoon /| = 3 jaly = 3, jolloin [ = max{l},lr} = 3. Nyt

-1 e2 ' -1-503)e31-0).

(b) Olkoon [} =4jal, = 5, jolloin I = max{l;,b} = 5. Talldin
21 S5 () e 227 -1 5 (5) o511 - (5).

Huomataan, ettd edellisessid esimerkissd 10ydetyt luvut n, = 31 ja n, = 511
eroavat huomattavasti esimerkissd 4.3 19ydetyisté luvuista n;, = 6 ja n, = 35. Todis-
tuksen 2 viitteen 2%~! — 1 — (I) avulla 16ydetiin siis huonommat arviot Ramseyn
luvuille R(/y, [;), mutta toisaalta arvion laskeminen on huomattavasti helpompaa kuin
rekursiivisesti todistuksen 1 kaavan R(l1,, — 1) + R(l; — 1,15) — (I}, ) avulla.

Siirryttdessa virityksiin, joissa r > 2, Ramseyn lukujen etsiminen vaikeutuu en-
tisestddn. Virityksille, joissar > 2, on 10ydetty tdhdn mennessi vain yksi epétriviaali
Ramseyn luku R(3,3,3) = 17, mutta my0s tédssd tapauksessa jo aikaisemmin ldpi-
kiytyjen Ramseyn lauseen todistusten avulla voidaan 10ytdd luku n € N siten, ettd
Ri (14, ..., 1) < n. Havainnollistetaan tétd esimerkin avulla.

Esimerkki 4.6. Olkoon /; =3, =3jal; = 4.

(a) Etsitddn yldraja Ramseyn luvulle R(3,3,4) lauseen 3.12 tapauksen r > 2
todistuksen 1 avulla, jonka mukaan

R(h = 1L,b,B)+ R(h, b= 1L, B) + R(h, b, 5 = 1) = (I, b, ).
Voidaan siis paitelld, ettd

R(2,3,4)+ R(3,2,4) + R(3,3,3) — (3,3,4).
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(b)

Tutkitaan ensin lukuja R(2,3,4) ja R(3,2,4). Apulauseen 3.10 kohdan (i) no-
jalla saadaan R(2,3,4) = R(3,2,4) = R(3,4,2). Saman apulauseen kohdan (ii)
nojalla voidaan paitelld, ettd n — (3,4,2) © n — (3,4). Esimerkin 4.3 perus-
teella tiedetddn, ettd 10 — (3,4), jolloin R(2,3,4), R(3,2,4) < 10. Tutkitaan
sitten lukua R(3, 3, 3). Nyt

R(2,3,3) + R(3,2,3) + R(3,3,2) — (3,3,3),
ja apulauseen 3.10 kohdan (i) nojalla voidaan péaitelld, ettd
R(2,3,3) = R(3,2,3) = R(3,3,2).

Edelleen saman apulauseen kohdan (ii) perusteella saadaan R(3, 3,2) = R(3, 3).
Esimerkistd 3.1 tiedetdén, ettd R(3,3) = 6, jolloin R(3,3,3) <6+ 6+ 6 = 18.
Koska aikaisemmin todettiin, ettd R(2, 3,4), R(3,2,4) < 10, saadaan

R(3,3,4) < R(2,3,4) + R(3,2,4) + R(3,3,3)
<18+10+10
=38

Etsitdédn yldraja Ramseyn luvulle R(3,3,4) todistuksen 2 avulla, jonka mukaan
pU=Dr+l 1 (12 r), missd [ = max{l}, b, 3}. Apulauseen 3.6 kohdan (i)
nojalla r=V+1 1 — (1 : r) & r=Dr+l 1 (I, b, 3). Nyt r = 3jal = 4,
joten

3U-D31 1 5 3,3,4) © 310 - 1 - (3,3,4) © 59048 — (3,3,4)

Kuten esimerkkien 4.3 ja 4.5 tapauksissakin todettiin, tuottaa rekursiivinen to-
distuksen 1 avulla tehty arvio yldrajasta Ramseyn luvulle huomattavasti tarkem-
man arvion kuin todistuksen 2 perusteella saatu ylidraja, mutta todistuksen 2 kaavan

A=+

— 1 — (I : r) avulla arviointi on huomattavasti helpompaa.
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