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Tiivistelma

Tdmaén tutkielman aiheena on pseudoalkuluvut ja alkulukutestaus. Aluksi kdydéddn
lapi joitakin yksinkertaisia tuloksia kongruensseihin liittyen seké tarvittavia méaéri-
telmid. Alussa osoitetaan my0s joitakin isompia apulauseita, jotka ovat hyvin oleelli-
sia tutkielmassa. Tarkeimmat lapikéytavit apulauseet ovat Fermat'n pieni lause, jota
kaytetddn lédpi tutkielman, kiinalainen jdinnoslause seka resiprookkilause.

Ensimmadiseni isona kokonaisuutena kiydéén 1api pseudoalkuluvut. Ensin pseu-
doalkuluvut mééritellddn, jonka jilkeen osoitetaan muutamia lauseita pseudoalkulu-
kuihin liittyen ja lauseita havainnollistetaan esimerkein. Seuraavaksi kisitellddn eri-
laisia pseudoalkulukutapauksia tdarkeimpind mainittakoon vahvat pseudoalkuluvut
sekd Eulerin pseudoalkuluvut.

Toinen kokonaisuus tutkielmassa on alkulukutestaus. Aluksi kerrataan Fermat'n
pieni lause, koska sité kéytetdén lihes kaikissa késiteltdvissd alkulukutesteissd. Suu-
rin osa lapikaytévisti testeistd on deterministisid eli antavat varman vastauksen kysy-
mykseen luvun jaottomuudesta. Kisiteltivit deterministiset alkulukutestit ovat Pe-
pinin, Lucas’s ja Lehmerin, Pocklingtonin sekd Millerin ja Rabinin alkulukutestit.
Viimeisena esitellddn Solovayn ja Strassenin probabilistinen alkulukutesti. Solovayn
ja Strassenin testi antaa todennédkoisen vastauksen kysymykseen, onko luku alkuluku.
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1 Johdanto

Alkulukujen tutkiminen on kiinnostanut matemaatikkoja ldpi aikojen. Aluksi mo-
nilla oli tavoitteena 10ytdd jokin yleispatevd kaava, jonka avulla saataisiin kaikki
mahdolliset alkuluvut. Téllaista kaavaa ei kuitenkaan tihédn pédivdin mennessé ole
16ytynyt, mutta on kuitenkin 10ydetty tiettyjd ominaisuuksia, jotka vain alkuluvuilla
on. Esimerkiksi Fermat viitti kehittdneensd kaavan, jonka tuloksena saataisiin pelk-
kia alkulukuja. Fermat'n kaava ei pitidnyt paikkaansa, mutta sen pohjalta on kehitetty
testi, jolla voidaan osoittaa, onko luku alkuluku.

Koska matemaatikot luulivat aina vililli kehittineensa kaavoja alkuluvuille, mut-
ta aina kaavat todistettiin vadriksi, kehitettiin késitd pseudoalkuluku. Pseudoalkulu-
vulla tarkoitetaan yhdistettyja lukuja, joilla on ominaisuuksia, joiden joskus luultiin
kuuluvan vain alkuluvuille. Pseudoalkuluvuilla on tirked tehtéivé julkisen avaimen

Vaikka yleispatevdd kaavaa alkuluvuille ei ole 10ytynyt, on kuitenkin olemassa
monia ominaisuuksia, joita on vain alkuluvuilla. Alkulukutestaus ei anna luvun te-
kijahajoitelmaa, mutta kertoo kuitenkin testistd riippuen joko ettd luku on alkuluku
tai ettd luku on yhdistetty. Alkulukutestejd on kahdenlaisia. Deterministiset testit
kertovat varmasti onko kisiteltava luku alkuluku. Probabilistiset testit antavat to-
dennikoisyyden, jolla luku on alkuluku. Olisi helppoa ajatella, ettd aina kannattaisi
kayttidd deterministid testejd, mutta todellisuus on kuitenkin toinen. Deterministiset
testit ovat usein aikaavievii ja sitd kautta kalliita kayttdd. Probabilistiset testit ovat
usein nopeampia ja antavat yleensd tarpeeksi hyvin todennikoisyyden, jotta niitad
kannattaa kayttia.

Tassa tutkielmassa kdydddn ensin lédpi tarvittavia apulauseita, jotka auttavat ym-
mirtdmain tutkielmasssa esitettyji lauseita. Ensimméinen isompi kokonaisuus, joka
kdydadn lapi, on pseudoalkuluvut. Aluksi pseudoalkuluvut médritelldén, jonka jal-
keen esitetddn tirkeitd lauseita ja esimerkkejd niistd. Toinen kokonaisuus on alku-
lukutestaus. Kokonaisuudessa kidydién 1dpi erilaisia alkulukutestejd ja niitd avataan
esimerkkien avulla. Alkulukutesteisti esitellddan sekéd deterministisid ettd probabilis-
tisia testeja.

Téssd tutkielmassa odotetaan lukijalta jonkin verran ymmarrysti lukuteoriasta
ja erityisemmin kongruensseista. Pddldhdeteoksena on kdytetty Rosenin kirjaa Ele-
mentary Number Theory and Its Applications, 6th ed. Lisdlidhteiné on kiytetty useita
lukuteoriaan tai kryptografiaan liittyvii kirjoja, ja lopussa lihteena on kéytetty Kevin
Conradin esseetd Solovayn Strassenin alkulukutestia kisiteltavissid luvussa.



2 Aputuloksia

Téssd luvussa kiydédén ldpi joitakin tarvittavia médritelmid ja lauseita. Ensimmai-
sen aliluvun tarkoitus on palauttaa lukijalle mieleen muutamia kongruensseihin seki
yleisemmin myos jaollisuuteen liittyvid ominaisuuksia. Toisessa aliluvussa kdydaéan
lapi Fermat'n pieni lause, jota kiytetddn useasti myOs seuraavissa luvuissa. Kol-
mannessa kohdassa kidydéén lipi tarvittavia méiédritelmid esimerkiksi kertaluvusta,
Jacobin symbolista sekd matriiseista. Viimeinen aliluku koostuu isommista tirkeista
lauseista, joita kiytetdén seuraavissa luvuissa.

2.1 Joitakin tarvittavia kongruensseja

Mairitelmé 2.1. Oletetaan, ettd a € Z jan € N siten, ettd syt(a, n) = 1. Kokonaislu-
vun a kaidnteisluku modulo n on kokonaisluku x, mikili ax = 1 (mod n). Merkitdan
luvun a kddnteislukua symbolilla a.

Lause 2.1. Olkoon p alkuluku. Positiivinen kokonaisluku a on itsensd kddinteisluku
modulo p, jos ja vain jos a = 1 (mod p) tai a = —1 (mod p).

Todistus. (Ks.[8,s.160].)Josa = 1 (mod p)taia = —1 (mod p), niin a*> = 1 (mod p),
joten a on itsensd kddnteisluku modulo p.

Toisaalta, jos a on itsensd kddnteisluku modulo p, niin ¢ = a - a = 1 (mod p).
Tillsin p | (@*> = 1). Koskaa? =1 =(a—1)(a+1),jokop | (a— 1) taip | (a + 1).
Nyt siis pitee @ = 1 (mod p) tai a = —1 (mod p). O

2

Lause 2.2 (Wilsonin lause). Jos p on alkuluku, niin (p — 1)! = —1 (mod p).

Todistus. (Vrt. [8, s. 218].) Kun p = 2, saadaan (p — 1)! = 1 = —1 (mod 2). Siis
Wilsonin teoreema pitee, kun p = 2. Oletetaan nyt, ettd alkuluku p on suurempi
kuin 2. Mairitelmén 2.1 perusteella jokaiselle kokonaisluvulle a, kun 1 <a < p-1,
on olemassa kiénteisluku @ siten, ettd aa = 1 (mod p). Lauseen 2.1 nojalla a = a,
jos ja vain jos a = 1 tai a = p — 1, eli kaikilla a € {2,3,... ,p — 2} pitee, ettd
a # a. Koska jokaiselle luvulle a on olemassa kokonaisluku @ € {2,3,...,p — 2}
siten, ettd aa = 1 (mod p), kokonaisluvut luvusta 2 lukuun p — 2 voidaan jakaa
(p — 3)/2 kokonaislukupariin siten, ettd jokaisen parin tulo on kongruentti luvun 1
kanssa modulo p. Siis

2:3---(p=3)-(p—-2) =1 (mod p).
Nyt kongruenssin molemmat puolet kerrotaan luvuilla 1 ja p — 1, ja ndin saadaan
p-D'=1-2-3---(p=-3)p-2)p-1)=1-(p-1)=-1(mod p).
O

Lause 2.3 (Kiidnteinen Wilsonin lause). Jos n on positiivinen kokonaisluku siten,
ettd (n—1)! = -1 (mod n), niin n on alkuluku.



Todistus. (Vrt. [7, s. 199].) Tehddin aluksi vastaoletus, ettd n on yhdistetty luku
ja(n—1)! = —1 (mod n). Koska n on yhdistetty luku, niin se voidaan kirjoittaa
muodossa n = ab, missi 1 < a <njal < b < n. Koska a < n, niin tiedetddn, ettd
a | (n — 1)!. Néin on, koska a on yksi niistd luvuista, jotka kerrotaan, jotta saadaan
(n—1)!. Nyt koska (n — 1)! = —1 (mod n) ja a | n, niin (n — 1)! = —1 (mod a). Siis
al(m-1!+1jaal (n—1)!. Tastd seuraa, ettiia | (n— D!+ 1-(n-1!) =1,
mika on ristiriita. O

Lause 2.4. Jos a, b, c ja m ovat kokonaislukuja siten, ettd m > 0, d = syt(c, m) ja
ac = bc (mod m), niina = b (mod 7).

Todistus. (Ks. [8,s. 149].) Jos ac = bc (mod m), niin tiedetdin, ettd m | (ac — bc) =
c(a — b). Siis on olemassa kokonaisluku k siten, ettd c(a — b) = km. Jakamalla
molemmat puolet luvulla d saadaan

g(a _b) = k%.
Koska m e
syt(E, 2) =1,
niin tdstd seuraa, ettd % | (a — b). Siis @ = b (mod 7). O

Seuraus 2.1. Jos a, b, ¢ ja m ovat kokonaislukuja niin, ettd m > 0, syt(c,m) =1 ja
ac = bc (mod m), niin a = b (mod m).

Todistus. Kyseinen seuraus on lauseen 2.4 erityistapaus. O

Lause 2.5. (Ks. [8, 5. 151].) Olkoona =b (mod m;), a=b (mod mp), ..., a=b
(mod my), missd a, b, my, my, ..., my ovat kokonaislukuja ja luvut my, my, ..., my ovat
positiivisia. Silloin pditee

a=b (mod pyj(mi,my,....mp)),
missd pyj(my, my, ..., my) on lukujen my, my, ..., my pienin yhteinen jaettava.

Todistus. Koskaa = b (mod m;), a = b (mod my), ..., a = b (mod my), tiedetdin,
ettam; | (a—b), my|(a—=">b), ..., m | (a—b). Nyt

pyj(mi, ma, ....mg) | (a — b).

Niin ollen
a = b (mod pyj(my, my, ..., my)).

O

Lause 2.6. Jos a = b (mod my), a = b (mod my),...,a = b (mod my), missd a ja b
ovat kokonaislukuja ja luvut my, mo, ..., my ovat pareittain keskendicin jaottomia, niin

a=b (mod mmy---my).



Todistus. (Ks. [8,s. 151].) O

Lause 2.7. Olkoot a ja b kokonaislukuja siten, ettd syt(a, b) = d. Yhtdlolld ax + by =
¢ ei ole kokonaislukuratkaisuja, jos d 1 c. Jos taas d | c, on kokonaislukuratkaisuja
olemassa ddreton mddrd.
Erityisesti jos x = xo, y = yo on yhtdlon ratkaisu, niin silloin kaikki ratkaisut
ovat muotoa
x=xo+((b/d)n, y=yo—(a/d)n,

missd n on kokonaisluku.
Todistus. (Ks. [8,s. 138-139].) m|

Lause 2.8. Olkoot a, b ja m kokonaislukuja siten, ettd m > 0 ja syt(a,m) = d. Jos
d t b, kongruenssilla ax = b (mod m) ei ole ratkaisuja. Jos d | b, lausekkeella
ax = b (mod m) on tismdlleen d kappaletta epikongruentteja ratkaisuja modulo
m.

Todistus. (Ks.[8,s. 158].) Lineaarinen kongruenssi ax = b (mod m) on ekvivalentti
Diofantoksen yhtdlon ax — my = b kanssa. Kokonaisluku x on kongruenssin ax = b
(mod m) ratkaisu, jos ja vain jos on olemassa kokonaisluku y siten, ettd ax —my = b.
Lauseen 2.7 perusteella tiedetéin, ettd jos d 1 b, ei ole olemassa yhtédén ratkaisuja
ja toisaalta, jos d | b, yhtdlolld ax — my = b on olemassa dédreton miira ratkaisuja,
jotka ovat muotoa

x=x0+(m/d)t, y=yo+(a/d),

missd x = xp, y = yo on erds yhtdlon ratkaisu. Luvun x = xo + (m/d)t ylldannetut
arvot ovat lineaarisen kongruenssin ratkaisuja ja nditd lukuja x on olemassa déreton
maara.

Jotta voidaan midrittdd kuinka monta epidkongruenttia ratkaisua on olemassa,
taytyy 10ytdd se ehto, joka kertoo milloin kaksi ratkaisua x; = xo + (m/d)t; ja xp =
xo + (m/d)t, ovat kongruentteja modulo m. Jos ndamai ratkaisut ovat kongruentteja,
niin pétee

xo + (m/d)t; = xo + (m/d)t; (mod m).

Vihentimalld xo pois molemmilta puolilta saadaan
(m/d)t; = (m/d)t; (mod m).
Nyt syt(m,m/d) = m/d, koska (m/d) | m, joten
t) =t (mod d).

Téstd ndhdién, ettd tdydellinen epdkongruenttien ratkaisujen joukko koostuu rat-
kaisuista, jotka ovat muotoa x = xo + (m/d)t, missa luku ¢ kay ldpi kaikki jako-
jaannokset modulo d. Yksi niistd joukoista saadaan, kun x = xg + (m/d)t, missi
t=012,..d-1. O



2.2 Fermat’n pieni lause

Lause 2.9 (Fermat’'n pieni lause). Jos p on alkuluku ja a on positiivinen kokonaisluku
siten, ettd p 1 a, silloin
a’'=1 (mod p).

Todistus. (Vrt. [8, s.219].) Huomataan ensimmaiseksi, ettd mikdin kokonaisluvuista
a,2a,...,(p — 1)a ei ole jaollinen luvulla p. Nimittdin jos p | ja olisi voimassa, niin
p | j, koska p ¥ a. Nyt p | j ei voi pitdd paikkaansa, koska 1 < j < p — 1.
Edelleen mitkddn kaksi erisuurta kokonaislukua joukosta a, 24, ..., (p — 1)a eivit ole
kongruentteja modulo p. Oletetaan, etta

ja = ka (mod p),

missd 1 < j < k < p — 1. Nyt seurauksen 2.1 mukaan, koska syt(a, p) = 1, saadaan
Jj = k (mod p). Tami ei voi pitdd paikkaansa, koska j ja k ovat lukua p — 1 pienempié
erisuuria positiivisia kokonaislukuja.

Koska kokonaisluvut a, 2a, ..., (p — 1)a ovat joukko, joka koostuu p — 1 kappa-
leesta kokonaislukuja, jotka kaikki ovat epdkongruentteja luvun 0 kanssa ja mitkdan
kaksi eivit ole kongruentteja modulo p, tiedetéddn, ettd pienimmét positiiviset jain-
nokset ovat 1,2, ..., p — 1. Tistd seuraa, ettd kokonaislukujen a, 24, ..., (p — 1)a tulo
on kongruentti lukujen 1,2, ..., p — 1 tulon kanssa modulo p. Siis

a-2a---(p-la=1-2---(p-1) (mod p).
Eli siis
a”Y(p-1)!=(p-1)! (mod p).

Koska syt((p—1)!, p) = 1, niin seurauksen 2.1 perusteella luku (p — 1)! voidaan jakaa
pois molemmilta puolilta, jolloin saadaan

a’ ! =1 (mod p).

Lause 2.10. Jos p on alkuluku ja a on positiivinen kokonaisluku, niin
a’ = a (mod p).

Todistus. (Ks. [8, s. 220].) Jos p 1 a, Fermat’n pienen lauseen perusteella tiedetiin,

etti a?~! = 1 (mod p). Kertomalla kongruenssin molemmat puolet luvulla a, saadaan
a’ = a (mod p).

Jos p | a, silloin myos p | a?, joten a” = a = 0 (mod p). Taten a” = a (mod p).

O

Lause 2.11. Jos a ja m ovat keskendicin jaottomia alkulukuja siten, ettdi m > 0 ja b
on kokonaisluku, silloin lineaarisella kongruenssilla ax = b (mod m) on yksikdsit-
teinen ratkaisu modulo m.

Todistus. (Ks. [8,s. 158].) Koska syt(a, m) = 1, tiedetéén, ettd syt(a, m) | b. Lausees-
ta 2.8 seuraa, ettd kongruenssilla ax = b (mod m) on tismélleen syt(a, m) = 1 epa-
kongruenttia ratkaisua modulo m. O



2.3 Tarvittavia maaritelmia kertaluvusta matriiseihin

Miaritelma 2.2. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Eulerin ¢-funktion arvon ¢(n)
maidritellddn tarkoittavan niiden positiivisten kokonaislukujen m mairéé, jotka ovat
pienempid kuin n siten, ettd n ja m ovat keskeniin jaottomia, eli

o) = {m|0<m<n-1,sytimn) =1} |.

Lause 2.12 (Eulerin lause). Jos m on positiivinen kokonaisluku ja a on kokonaisluku
niin, ettii syt(a, m) = 1, silloin a®™ =1 (mod m).

Todistus. (Ks. [8, s.236-237].) O

Mairitelmé 2.3. Olkoot a ja n keskenddn jaottomia alkulukuja siten, ettd a # 0 ja
n on positiivinen. Silloin pieninti sellaista positiivista kokonaislukua x, ettd a* = 1
(mod n), kutsutaan luvun a kertaluvuksi modulo 7 ja kertalukua merkitdan symbolilla
ord,a.

Lause 2.13. Jos luvut a ja n ovat keskendidin jaottomia alkulukuja siten, etti a #+ 0
ja n > 0, positiivinen kokonaisluku x on kongruenssin a* = 1 (mod n) ratkaisu, jos
ja vain jos ord, a | x.

Todistus. (Ks. [8, s. 348].) Jos ord,a | x, niin x = k - ord,a, missi k on positiivinen
kokonaisluku. Siis

at = ak~0rd,,a — (aordna)k =1 (mod n)
Pdinvastoin, jos a* = 1 (mod n), saadaan
x =q-ord,a +r,
missd 0 < r < ord,a. Ylldolevasta yhtilostid saadaan
a® = aq-ordna+r — (aord,,a)qar =4 (mod l’l)

Koska a* = 1 (mod n), tiedetdén, ettd a” = 1 (mod n). Epayhtilostd 0 < r < ord,a
seuraa, ettd r = 0, koska miiritelmédn mukaan y = ord,a on pienin positiivinen
kokonaisluku siten, ettd ¥ = 1 (mod n). Koska r = 0, saadaan x = ¢ - ord,a. Siis
ord,a | x. |

Maaritelma 2.4. Jos luvut r ja n ovat keskendén jaottomia lukuja siten, ettd n > 0, ja
jos ord,r = ¢(n), niin lukua r kutsutaan primitiiviseksi juureksi modulo 7 tai luvun
n primitiiviseksi juureksi, ja tdlloin voidaan sanoa, ettd luvulla n on primitiivinen
juuri.

Maiéritelma 2.5. Jos m on positiivinen kokonaisluku, sanotaan, ettd kokonaisluku a
on luvun m nelionjdannos, jos syt(a, m) = 1 ja kongruenssilla x> = @ (mod m) on
ratkaisu. Jos kongruenssilla x> = a (mod m) ei ole ratkaisua, sanotaan, etti luku a
on luvun m nelionepdjdannos.



Miaritelma 2.6 (Legendren symboli). Olkoon p pariton alkuluku ja a kokonaisluku

siten, ettd alkuluku p ei jaa sitid. Legendren symboli % madritellddn seuraavasti

a\ | 1, josaonluvun p nelionjdidnnos
(;) - { —1, jos a on luvun p nelidnepdjaannds.
Miaéritelmé 2.7 (Jacobin symboli). Olkoon n pariton ja positiivinen kokonaisluku
siten, ettd sen alkulukutekijoihinjako on n = ptl1 ptz2 -« pim_ ja olkoon a kokonais-
luku siten, ettd luvut a ja n ovat keskendén jaottomia. Silloin Jacobin symboli (%)
mairitellddn kaavalla

a a a 131 a 1% a tm
= () =) ) G2

missd oikeanpuoleiset symbolit ovat Legendren symboleja.

Seuraavat matriiseihin liittyvit maaritelmait 10ytyvit Rosenin kirjasta Elementary
Number Theory and Its Applications sivuilta 180-183.

Miiritelma 2.8. Kaksi kokonaislukualkioista matriisia ovat kongruentteja modulo
m, jos niiden vastaavat alkiot ovat kongruentteja modulo m.

Mairitelma 2.9. (Ks. [8, s. 182]). Jos A ja A ovat (n x n) -kokonaislukumatriiseja
ja kongruenssi AA = AA = I (mod m), missd

1 00 ... 0
010 ...0
I={. . . . .
000 ... 1

on identiteettimatriisi kertalukua n, pitee, niin matriisia A kutsutaan matriisin A
kaanteismatriisiksi modulo m.

Miaritelma 2.10. n X n-matriisin A adjungaatti on se n X n-kokoinen matriisi, missi
(i, j):s alkio on Cj;. Cj; muodostetaan niin, ettd se on (=1)"*/ kertaa sen matriisin
determinantti, joka saadaan poistamalla i:s rivi ja j:s sarake. Adjungaattia merkitddn
merkinnilld adjA.

Lause 2.14 (Eulerin kriteeri). Olkoon p pariton alkuluku ja a kokonaisluku, joka ei
ole jaollinen alkuluvulla p. Silloin

(2) =a? V2 (mod D).
p

Todistus. (Vrt. [8, s. 418]). Oletetaan ensin, etta (%) = 1. Silloin kongruenssilla

x%2 = a (mod p) on ratkaisu x = xo. Kéyttimalld Fermat'n pienti lausetta nihdisn,
etta
a? V2 = (P2 = xPh = 1 (mod p).

10



Siis kun (%) = 1, tiedetdén, etta (%) = a2 (mod p).

Oletetaan seuraavaksi, ettid ( [%) = —1. Nyt kongruenssilla x> = a (mod p) ei ole

ratkaisuja. Lauseen 2.11 perusteella jokaiselle kokonaisluvulle i, kun syt(i, p) = 1, on
olemassa kokonaisluku j siten, ettd ij = a (mod p). Edelleen koska kongruenssilla
x2=a (mod p) ei ole ratkaisuja, tiedetdén, ettd i # j. Siis kokonaisluvut 1, 2, ..., p—1
voidaan jakaa (p — 1)/2 kappaleeseen pareja, joiden tulo on aina a. Kertomalla nama
parit keskenddn huomataan, etti

(p-1=a?V? (mod p).
Koska Wilsonin lauseesta saadaan (p — 1)! = —1 (mod p), pitee

~1=a?Y? (mod p).

Siis my0s tédssd tapauksessa (%) = a?"Y2 (mod p). =

2.4 Kiinalainen jaannoslause ja muita isompia apulauseita

Lause 2.15. [Kiinalainen jddnnoslause] Olkoot luvut my, my, ..., m, pareittain kes-
kendicin jaottomia positiivisia kokonaislukuja. Télloin kongruenssiryhmdilld

x=a; (mod my),

x=ay (mod my),

x=a, (mod m,),
on yksikdsitteinen ratkaisu modulo M = mymy - - - m,..

Todistus. (Ks. [8, s. 162-163].) Aloitetaan todistus muodostamalla yksi ratkaisu
kongruenssijoukolle. Olkoon

My = M[my = mimy - - my_1Mgyy -+ - My,

Tiedetéidn, ettd syt(My, my) = 1, koska syt(mj, my) = 1 aina kun j # k. Lauseen
2.8 perusteella 10ydetddn luvun M kddnteisluku y; modulo my siten, ettd My, =
1 (mod my ). Muodostetaan seuraavaksi summa

x=a My, + axMyy, + - - -+ a,Myy,.

Kokonaisluku x on yksi ratkaisu kongruenssijoukolle. Timén todistamiseksi néyte-
tddn ensin, ettd x = a; (mod my) kaikilla k = 1,2, ...,r. Koska my | M; aina, kun
J # k, pitee nyt M; = 0 (mod my). Nyt siis luvun x summassa kaikki termit, lu-
kuunottamatta k. termid, ovat kongruentteja luvun O kanssa modulo my. Niin ollen
X = ap My, = a; (mod my), koska My, = 1 (mod my).
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Niytetdin seuraavaksi, ettd mitka tahansa kaksi ratkaisua ovat kongruentteja mo-
dulo M. Olkoot luvut xq ja x; vaihtoehtoisia ratkaisuja kongruenssijoukolle. T4lloin
jokaisella luvulla k pitee xo = x; = ax (mod my), joten my, | (x9 — x1). Lauseen 2.5
perusteella saadaan M | (xo — x1). Siis xo = x; (mod M). Taméan perusteella huo-
mataan, ettd vaihtoehtoiset ratkaisut kongruenssijoukolle ovat yksikésitteisid modulo
M. |

Lause 2.16. [Gaussin lemma] Olkoon p pariton alkuluku ja n sellainen kokonaisluku,
ettd syt(p, n) = 1. Merkitddn luvulla r joukon {n,2n, ..., %(p— 1)n} sellaisten alkioiden
lukumdidrddi, joiden jakojddnnos modulo p on suurempi kuin p/2. Silloin

-
p

Todistus. (Vrt. [6, s. 138-139].) Médritellddn luku s siten, ettd r + s = (p — 1)/2.
Kisitellaan joukkoa ay, ay, ..., as, by, by, ..., by, missid a; < p/2 kaikilla arvoilla i ja
b; > p/2kaikillaarvoilla j. Koska kyseisen joukon alkiot ovat joukon {n, 2n, ..., %(p—
1) - n} pienimpii jakojdannoksid, saadaan

N r _ 1
(2.1) l_[ai nbj = (pT)!n(p_l)/2 (mod p).
1 =1

i=

Koska p/2 < b; < p, pitee 0 < p — b; < p/2 kaikilla arvoilla j. Siis a; # p — b;
kaikilla arvoilla i ja j.

Osoitetaan seuraavaksi viitteen a; # p — b; paikkansapitévyys. Tehdédan vastao-
letus, ettd a; = p — b; joillakin arvoilla i ja j. Silloin joillakin kokonaisluvuilla A, k,
missi h#k, 1 <h<(p-1)/2,1 <k <(p-1)/2, pitee

(h+kn=hn+kn=a;+bj=p=0 (mod p).

Téstd seuraa, ettd p | (h + k)n ja koska syt(p,n) = 1, niin p | (h + k). Kuitenkaan
tama ei voi pitdd paikkaansa, koska 0 < h + k < p.

Edellisistd ehdoista seuraa, ettd kaikki (p — 1)/2 kokonaislukua ay, ay, ..., a5, p —
by, ...,p — by, ovat erisuuria ja toteuttavat epayhtidlon 1 < x < (p — 1)/2. Siis ne ovat
kokonaisluvut 1,2, ..., (p — 1)/2 jossain jérjestyksessd. Nyt siis

s r

p=1y),_ , ‘

(T) =[Ta]]o-5) modp.
i=1 j=1

Nyt p voidaan héavittdd kongruenssista, koska késitellddn kongruenssia modulo p.

Siis s -
(1%1)7 =(-1) 1_[ a; H bj (mod p).
j=

i=1
Kayttdmalld yhtdlod (2.1) saadaan

2.2) (‘%1)! = (<1Y (‘%1)!;10’—”/2 (mod p).

12



Koska (1%1)! ja p ovat selvisti keskenddn jaottomia, voidaan kongruenssin (2.2)

molemmat puolet jakaa luvulla (p;l) .

2
Edeltavistd ehdoista seuraa, etta
(2.3) 1=(=1Yn?Y2 (mod p).

Kertomalla yhtdlon (2.3) molemmat puolet luvulla (—1)" ja kéyttdmillda Eulerin
kriteerid saadaan

(2.4) (=1) = n?~ V2 = (g) (mod p).

Siis (-1)" — ( %) = tp jollain luvulla 7. Mutta koska yhtdlon vasemman puolen tulee
olla +2 tai 0 Legendren symbolin (g) madritelmén (%) = +1 mukaan seuraa, ettd
t = 0, josta edelleen seuraa (g) =(-1)". |

Lause 2.17. [Resiprookkilause ] Jos luvut p ja q ovat erisuuria parittomia alkulukuja,

niin
(1_’) (2) _ (1),
q)\p

Todistus. (Vrt. [6, s. 139-141].) Todistus perustuu ylldesitettyyn Gaussin lemmaan.
Kisitellaan kokonaislukuja ¢, 2¢, ..., %(p —1)g. Olkoon 1 < k < (p — 1)/2. Jakoal-
goritmin perusteella kg = pqr + tr, kun g ja t; ovat kokonaislukuja siten, ettd
1 <t < p—1.Siis t; on pienin luvun kg jakojaannos mod p. Koska kq = pqi + 11,
missd 0 < t; < p, pitee

joten 0 < t;/p < 1. Nytsiis gx = | kg/p]. Merkitiddn symboleilla ay, ay, ..., a; luvun
fx niitd arvoja, jotka ovat pienempid kuin p/2, ja merkitdan symboleilla by, by, ..., by
luvun #; niitéd arvoja, jotka ovat suurempia kuin p/2. Siis Gaussin lemman perusteella

B
Olkoona =3,  a;jab= Z;zl bj joten
s r (p=1)/2
(2.5) a+b=Yai+) bj= > 1
i=1 j=1 k=1

Kuten Gaussin lemman todistuksessa luvut ay, ..., a5, p — by, ...,p — b, ovat luvut
1,2, ...,(p — 1)/2 jossain jérjestyksessa. Siis
S r
a+rp—b:2a,-+2(p—bj)
i=1 j=1
(p=1)/2
= > k&
k=1

(2.6)
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Kiytetidin seuraavaksi kaavaa Y _ k = %n(n + 1), mihin sijoitetaan n = (p — 1)/2 ja
saadaan
(p-1)/2

2
-1
2.7) atrp-b= k:p8 .
k=1

Yhdistamalla yhtilot kg = pgx + t; ja (2.5) saadaan

(p=1)/2 (p-1)/2
(2.8) p Y ata+tb= Y (pgi+n)
k=1 k=1
(p-1)/2
(2.9) = > kq.
k=1
Kaytetdin vield yhtédlod (2.6), jolloin saadaan
(p=1)/2 -1
2.10 +a+b=————q.
(2.10) p kZ::‘ gk +a e

Vihentidmalla yhtdlo (2.6) yhtélostd (2.10) puolittain saadaan

(p-1)/2 S

Q2.11) Py qk+2b—rp=p8
k=1

(g —1).

Kéytetddn seuraavaksi hyviksi sitd tietoa, ettd luku g on pariton. Tavoitteena on
selvittdd, miké lausekkeen (—1)" arvo on, ja siksi halutaan tietdd, kumpi seuraavista
kongruensseista pitid paikkansa r = 0 vai r = 1 (mod 2). Koska (p> — 1)/8 on
kokonaisluku, jap = ¢ = 1 (mod 2), yhtdlostéd (2.11) saadaan seuraava kongruenssi

(p-1)/2
(2.12) Z ge=r (mod 2).
k=1
Merkitdan seuraavaksi

(P12 (o2
u= > aq= ) lka/pl.

k:] k:]

Nyt kongruenssin (2.12) ja Gaussin lemman perusteella saadaan

(9) = (-1 = (1"
p
Jos toistetaan sama kasittely, mutta vaihdetaan lukujen p ja ¢ paikkoja ja merki-
tadn
(g=1)/2
v= > Lir/gl
k=1
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saadaan (g) = (=1)". Siis

-

Seuraavaksi tdytyy vield osoittaa, ettd seuraava viite pétee:

1
u+v:§(p—1)v%(q—l).

Olkoon T sellainen joukko, joka koostuu muotoa jp — kg olevista alkioista, kun
k=12 .., %(p— Djaj=12,.., %(q— 1). Todistetaan, ettd mikédédn joukon 7 alkioista
ei ole nolla. Nimittdin jos olisi jp — kg = 0, niin jp = kq ja p | kq. Mutta tami ei
voi pitdd paikkaansa, koska syt(p,q) = 1 jal < k < (p—1)/2. Sama perustelu pitee
viitteelle, ettd kaikki joukon T alkiot ovat erisuuria ja 7" sisaltaa %(p -1)- %(q -1)
alkiota.

Seuraavaksi tutkitaan, kuinka monta positiivista ja negatiivista alkiota joukossa
T on. Jokaiselle alkiolle j, jp — kg > 0O kaikilla arvoilla k = 1,2, ..., x, missd x on
suurin kokonaisluku siten, ettd jp > xq. Siis jokaista luvun j arvoa kohti on olemassa
x = | jp/q] arvoa luvulle k, jotka tuottavat positiivisia joukon 7T alkioita. Siis joukon
T positiivisten alkioiden kokonaismaéra on

(g-1)/2
v=">" Llir/ql-
k=1
Samoin,
(r-1)/2
u= > lkq/ql
k=1

on joukon 7" negatiivisten arvojen lukumaard. Ndin kdydéén ldpi joukon T alkiot ja
saadaan

1 1
u+v:§(p—l)-§(q—1).
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3 Pseudoalkuluvuista

3.1 Pseudoalkulukujen maaritelma

Fermat’n pieni lause kertoo, ettd jos n on alkuluku ja b on mikéa tahansa kokonaisluku,
niin »" = b (mod n). Toisaalta siis, jos 10ydetdan kokonaisluku b siten, ettd b #
b (mod n), niin tiedetdin, ettd n on yhdistetty luku.

Esimerkki 3.1. Voidaan nayttid, ettd luku 15 ei ole alkuluku kdyttamailld Fermat’'n
pienti lausetta:

215 =212.23 =242 . 23 =16%. 23 =23 =8 £ 2 (mod 15).

Fermat’n pienen lauseen avulla voidaan siis nidyttdd, ettd luku on yhdistetty
luku. Olisi vield hienompaa, jos sen avulla voitaisiin ndyttaa, ettd kokonaisluku on
alkuluku. Aiemmin luultiin, ettd jos 2" = 2 (mod n), niin luvun n tulee olla alkuluku.
Tami viite pitee luvuilla 1 < n < 340. Valitettavasti kdidnteinen Fermat'n pieni
lause ei pade, kuten seuraava esimerkki todistaa. Esimerkin n = 341 keksi Sarrus
vuonna 1919.

Esimerkki 3.2. Olkoon n = 561 = 3 - 11 - 17. Fermat’'n pienen lauseen perusteella
nahdain, etta

2360 = (22280 = 1 (mod 3),

2360 = (21036 = 1 (mod 11),

2560 = 2193 = 1 (mod 17).

Siis lauseen 2.6 nojalla saadaan, etti 2°°° = 1 (mod 561). Kertomalla kongruenssin
molemmat puolet luvulla 2 saadaan

2501 = 2 (mod 561),
vaikka luku 561 ei ole alkuluku.
Tadménkaltaiset esimerkit johtivat seuraavaan maaritelméén.

Maaritelma 3.1. Olkoon b positiivinen kokonaisluku. Jos n on yhdistetty ja positii-
vinen kokonaisluku sekéd b" = b (mod n), niin lukua »n kutsutaan pseudoalkuluvuksi
kannan b suhteen.

Huomataan, etté jos syt(b,n) = 1, niin kongruenssi " = b (mod n) on ekviva-
lentti kongruenssin #"~! = 1 (mod n) kanssa. Ensimmiisesti kongruenssista saadaan
toinen jakamalla molemmat puolet luvulla b ja ensimmaiinen kongruenssi saadaan
toisesta kertomalla molemmat puolet luvulla b.

Jos on olemassa suhteellisen vahin pseudoalkulukuja kannan b suhteen, kongruens-
sin b* = b (mod n) tarkastelu on hyddyllinen testi. Ainoastaan pieni méiri jaollisia
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lukuja ldpdisee testin. Itse asiassa on olemassa paljon vihemmin pseudoalkuluja
kannan b suhteen tiettyyn lukuun asti kuin alkulukuja. Esimerkiksi on olemassa
455 052 512 alkulukua ja 14 884 pseudoalkulukua kannan b suhteen, mitkd ovat
lukua 10'° pienempii. Vaikka pseudoalkuluvut ovatkin harvinaisia, on niiti silti
olemassa ddreton miiri jokaisen kannan suhteen.

Apulause 3.1. Jos d ja n ovat positiivisia kokonaislukuja siten, ettd d | n, niin
Q-1]@" -1.

Todistus. (Ks. [8, s. 226].) Koska d | n, on olemassa positiivinen kokonaisluku ¢
siten, ettd dt = n. Merkitian x = 29 yhtilossd x' — 1 = (x = D(x T+ x"2 ...+ 1),
eli

"1 =4 -1)QWND 4 2d0=2 4 . 42 1),

Nyt siis (24 = 1) | (2" = 1). O
Lause 3.2. On olemassa ddreton mdcdrd pseudoalkulukuja kannan 2 suhteen.

Todistus. (Ks. [8, s. 226-227].) Osoitetaan, ettd jos n on pariton pseudoalkuluku
kannan 2 suhteen, niin myos m = 2" — 1 on pariton pseudoalkuluku kannan 2
suhteen. Koska on olemassa ainakin yksi pariton pseudoalkuluku kannan 2 suhteen,
nimittdin ny = 341, voidaan muodostaa ddreton maara parittomia pseudoalkulukuja
kannan 2 suhteen merkitsemalld ny = 341 jangy = 2™ — 1, kun kK =0,1,2,3,....
Kaikki ndin muodostetut kokonaisluvut ovat eri lukuja, silld

ny<n<ny<---<np <Ny <---.

Oletetaan seuraavaksi, ettd n on pariton pseudoalkuluku kannan 2 suhteen, eli n
on yhdistetty luku ja 2"~! = 1 (mod n). Koska n on yhdistetty luku, voidaan merkiti
n=4dt,missi | <d <njal <t < n Osoitetaan nyt, ettdi m = 2" — 1 on my0s
pseudoalkuluku ndyttamailléd ensin, ettd se on yhdistetty luku ja sitten ettd kongruenssi
2m=1 = 1 (mod m) piitee.

Luvun m jaollisuuden todistamiseksi kiytetddn lausetta 3.1 osoittamaan, ettd
29 -1) | (2" = 1) = m. Koska 2" = 2 (mod n), huomataan, etti on olemassa
kokonaisluku k siten, ettd 2" — 2 = kn. Siis 2"~! = 22"-2 = 2k Apulauseen 3.1
avulla ndhd&in, ettd

m=02"-1)| -1 =2m"1-1.

Nyt siis 27~! — 1 = 0 (mod m), joten 2”1 = 1 (mod m). Tisti nahdin, ettd m on
pseudoalkuluku kannan 2 suhteen. O

Jos halutaan tietdd, onko kokonaisluku n alkuluku ja huomataan, ettd kongruenssi
2"=1 = 1 (mod n) pitee, niin # on joko alkuluku tai pseudoalkuluku kannan 2 suhteen.
Asian selvittimisen jatkamiseksi voidaan testata kongruenssia »"~! = 1 (mod n)
monilla positiivisilla kokonaisluvuilla b. Jos 16ydetddn luvun b arvoja siten, ettd
syt(b,n) = 1 ja b"! £ 1 (mod n), tiedetiin, ettid n on yhdistetty luku.
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Esimerkki 3.3. (Ks. [8,s.227].) Néytetiin ensin, ettd 341 on pseudoalkuluku kannan
2 suhteen:

231 = 2302 = 2193 .2 = 1024** . 2 = 1%* . 2 = 2 (mod 341).
Koska
73 =343 = 2 (mod 341)
ja
210 = 1024 = 1 (mod 341),

saadaan

=8-7=56 % 1 (mod 341).

Kayttdmalld Fermat'n pientd lausetta kddnnettynd nidhddin, ettd 341 on yhdistetty
luku, koska 734° # 1 (mod 341).

3.2 Carmichaelin luvut

Valitettavasti on olemassa jaollisia kokonaislukuja n siten, etté niité ei pystytd osoitta-
maan jaollisiksi kdyttdmalla ylld olevaa tapaa. Ndin on, koska on olemassa kokonais-
lukuja, jotka ovat pseudoalkulukuja jokaisen kannan suhteen, eli on olemassa jaollisia
kokonaislukuja 7 siten, ettd "~ = 1 (mod ) kaikilla luvuilla b kun syt(b, n) = 1. Ti-
mi johtaa seuraavaan mééritelmiin, joka on nimetty Robert Carmichaelin mukaan.
Carmichael tutki asiaa 1900-luvun alkupuolella.

Miiritelmé 3.2. Yhditettyd kokonaislukua 7, joka toteuttaa kongruenssin "~ =
1 (mod n) kaikilla sellaisilla positiivisilla kokonaisluvuilla b, ettd syt(b,n) = 1,
kutsutaan Carmichaelin luvuksi tai absoluuttiseksi pseudoalkuluvuksi.

Esimerkki 3.4. Kokonaisluku 1105 = 5 - 13 - 17 on Carmichaelin luku. Todetaan
aluksi, ettd jos syt(b, 1105) = 1, niin my0Os

syt(b, 5) = syt(b, 13) = syt(b,17) = 1.

Fermat’n pienen lauseen perusteella voidaan muodostaa kongruenssit 5* = 1 (mod 5),
b'? =1 (mod 13) ja b'% = 1 (mod 17). Siis

b1104 — (b4)276 =1 (mod 5)’
b1 = (2% = 1 (mod 13),
b1 = (b1 = 1 (mod 17).

Nyt siis lauseen 2.6 perusteella b''% = 1 (mod 1105) kaikilla b, kun syt(b, n) = 1.
Siis 1105 on Carmichaelin luku.

18



Lause 3.3. Olkoon n on yhdistetty kokonaisluku. Jos n on jaollinen jollain tdydelli-
selldi neliolld, n ei ole Carmichaelin luku.

Todistus. (Vrt. [2, s. 1].) Oletetaan, ettd n on Carmichaelin luku. Todistetaan, etta
luku 7 ei ole jaollinen millaédn neliolld. Jos alkuluvun p potenssi > 1 jakaa luvun n,
merkitiin n = pfn’, missd k > 1 ja syt(p,n’) = 1. Tavoitteena on nyt osoittaa, etti
k=1.

Tehdiiin vastaoletus, ettid k > 2, joten p? | n. Kiinalaisen jiznnoslauseen mukaan
on olemassa kokonaisluku a siten, etti a = 1 + p (mod p¥)jaa = 1 (mod n’). Nyt
siis syt(a, n) = 1, joten Carmichaelin lukujen méiritelméan mukaan

a =1 (mod n).

Nyt koska p? | njaa = 1 + p (mod p*), niin edelld olevasta kongruenssista seuraa,
etta
(I+py~'=1 (mod p?).

Binomilauseen mukaan pitee

n—1

(L+p)y' =" (”: l)pi =1+(n-1p (modp?).

i=0
Nyt koska p | n, saadaan
l+(n-Dp=l+np-p=1-p (mod p?).
Siis
l-p=1 (mod p?).
Tdma ei voi pited, joten tulos on ristiriita ja k = 1. O

Vuonna 1912 Carmichael viitti, ettd on olemassa diarettoméan monta Carmichaelin
lukua. Kesti 80 vuotta, ettd viite pystyttiin todistamaan. Vuonna 1992 Alford, Gran-
ville ja Pomerance todistivat, ettd Carmichael oli oikeassa. Seuraavaksi esitetdin osa
kyseisestd todistuksesta; teoreema, jolla voidaan 10ytdad Carmichaelin lukuja.

Lause 3.4. Olkoon n pariton yhdistetty kokonaisluku. Jos mikdcn nelioé ei jaa lukua
n, on n Carmichaelin luku, jos ja vain jos p — 1 | n — 1 jokaisella luvulla p, joka
Jjakaa luvun n.

Todistus. (Ks. [4, s. 128].) O

Esimerkki 3.5. Lauseen 3.4 nojalla 8911 = 7 - 19 - 67 on Carmichaelin luku, koska
kaikki luvut 7, 19, 67 ovat alkulukujaja6 = (7—1) | 8910, 18 = (19—-1) | 8910 seka
66 = (67 —-1) | 8910.

19



3.3 Millerin testi

Kun kongruenssi #"~! = 1 (mod n), missi n on pariton kokonaisluku, on testattu,
toinen mahdollinen lihestymistapa on tutkia luvun 5"~ 1/2 pieninti jaznnostd modulo
n.Nythédnjos x = p=D/2 piinx?2 = p1 =1 (mod n). Jos n on alkuluku, niin lauseen
2.1 perusteella tiedetdén, ettd joko x = 1 tai x = —1 (mod ). Kun ensin todetaan,
etti b"~! = 1 (mod n), voidaan kokeilla kongruenssia b"~V/2 = +1 (mod n). Jos
edelld oleva kongruenssi ei pide, tiedetiin, ettd n on yhdistetty luku.

Esimerkki 3.6. Olkoon b = 5 ja n = 1105. Huomataan, etti 5(1105-1)/2 = 5552 =
560 (mod 1105) eli luku 1105 on yhdistetty luku.

Maaritelma 3.3. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Merkitiddn n—1 = 2°¢, missad s
on ei-negatiivinen kokonaisluku ja # on pariton positiivinen kokonaisluku. Sanotaan,
etti luku 7 toteuttaa Millerin testin kannalle b, jos joko &' = 1 (mod n) tai b*'* =
—1 (mod n) jollakin luvulla j, kun 0 < j < s — 1.

Esimerkki 3.7. Olkoon n = 121 = 112, Nyt
3120 = (3%)24 = 243%* = 1 (mod 121),

joten 121 on pseudoalkuluku kannan 3 suhteen.
Nyt merkitizn, ettd 121 —1 = 120 = 2*-15 ja Millerin testin méiritelmin mukaan

315 = (39)3 = 2433 = 1° = 1 (mod 121),
eli 121 toteuttaa Millerin testin kannalle 3.

Lause 3.5. Jos n on alkuluku ja b on positiivinen kokonaisluku siten, ettd n 1 b, niin
luku n toteuttaa Millerin testin kannalle b.

Todistus. (Ks. [8,s.229].) Olkoon n — 1 = 2°¢, missé s on ei-negatiivinen kokonais-
luku ja ¢ on pariton ja positiivinen kokonaisluku. Olkoon x; = b=1/2° = p2'™1 kun
k=0,1,2,...,s. Koska n on alkuluku, Fermat'n pienen lauseen perusteella tiedetian,
etti xo = b"! = 1 (mod n). Lauseen 2.1 perusteella koska xl2 = (D22 = xo =
1 (mod n), niin x; = —1 (mod n) tai x; = 1 (mod n). Jos x; = 1 (mod n), koska

x3 = x; = 1 (mod n), niin x, = -1 (mod n) tai x, = 1 (mod n). Jos

X=X =xp=x3=---=x; = 1 (mod n),

missda k < s, niin koska xiﬂ

—1 (mod n) tai x;4+; = 1 (mod n).

Kun tdtd jatketaan & = 1,2, 3,..., s, huomataan, ettd joko x; = 1 (mod n) tai
x; = —1 (mod n) jollakin kokonaisluvulla k, missd 0 < k < s. Siis luku n toteuttaa
Millerin testin kannalle b. O

= xx = 1 (mod n), tiedetdin, ettd joko xz4; =

Olkoon n — 1 = 2%t ja luku ¢ pariton. Jos positiivinen kokonaisluku 7 toteuttaa
Millerin testin kannalle b, niin »' = 1 (mod #) tai b** = —1 (mod n) jollakin luvulla
J.missa0 < j <s-—1. '

Kummassakin tapauksessa saadaan »"~' = 1 (mod n), koska b"~! = (b*'* )257l =
1 (mod n), kun j =0, 1,2, ..., s, eli siis yhdistetty luku joka toteuttaa Millerin testin
kannalle b on automaattisesti pseudoalkuluku kannan b suhteen.
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3.4 Vahvat pseudoalkuluvut

Miiritelméa 3.4. Jos n on yhdistetty luku ja toteuttaa Millerin testin kannan b
suhteen, niin sanotaan, ettd b on vahva pseudoalkuluku kannan b suhteen.

Esimerkki 3.8. Nyt huomataan, ettd esimerkin 3.7 luku 121 on dskeisen maaritelmén
perusteella my0s vahva pseudoalkuluku kannan 3 suhteen.

Vaikka vahvat pseudoalkuluvut ovat darimméisen harvinaisia, on niita silti ole-
massa ddreton madrd. Annetaan seuraavaksi esimerkkini ddrettomyyden todistus
kannalle 2.

Lause 3.6. On olemassa ddireton mddrd vahvoja pseudoalkulukuja kannan 2 suhteen.

Todistus. (Ks. [8, s. 230].) Tavoitteena on osoittaa, ettd jos n on pseudoalkuluku
kannan 2 suhteen, niin N = 2" — 1 on vahva pseudoalkuluku kannan 2 suhteen.
Olkoon n pariton kokonaisluku siten, ettd se on pseudoalkuluku kannan 2 suhteen.
Siis n on yhdistetty luku ja 2"~! = 1 (mod n). Timin kongruenssin perusteella
saadaan, ettd 2"! — 1 = nk jollakin kokonaisluvulla k. Liséksi luvun k tulee olla
pariton. Nyt
N-1=2"-2=202"1-1)=2"nk.

Huomataan, ettd
2IN=D/2 = pnk — (") = 1 (mod N),

koska2" = (2"-=1)+1=N+1 =1 (mod N). Timén perusteella tiedetdin, ettd luku
N toteuttaa Millerin testin kannalle 2.

Lauseen 3.1 todistuksessa osoitettiin, ettd jos luku n on yhdistetty, niin luku
N = 2"—1 on my0s yhdistetty. Eli nyt luku N toteuttaa Millerin testin ja on yhdistetty,
joten N on vahva pseudoalkuluku kannan 2 suhteen. Koska jokaista pseudoalkulukua
n kannan 2 suhteen vastaa vahva pseudoalkuluku 2" — 1 kannan 2 suhteen, ja koska
on olemassa ddreton maira pseudoalkulukuja kannan 2 suhteen, on olemassa déreton
maird vahvoja pseudoalkulukuja kannan 2 suhteen. O

3.5 Eulerin pseudoalkuluvut

Olkoon p pariton alkuluku ja b kokonaisluku, joka ei ole jaollinen luvulla p. Eulerin
kriteerin perusteella tiedetddn, ettd

b
b(P—l)/Z = (;) (mOd p)

Jos halutaan ottaa selvid, onko positiivinen kokonaisluku n alkuluku, voidaan ottaa
kasittelyyn luku b siten, ettd syt(b, n) = 1, ja testata pateeko

b(n—l)/Z = (S) (mod n),

missd kongruenssin oikeanpuoleinen merkintid on Jacobin symboli. Jos kongruenssi
ei pade, on luku n yhdistetty.
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Miaritelmé 3.5. Paritonta, jaollista ja positiivista kokonaislukua n, joka toteuttaa
kongruenssin

p=1/2 = ([2) (mod n),
n

missd b on positiivinen kokonaisluku, kutsutaan Eulerin pseudoalkuluvuksi kannan
b suhteen.

Esimerkki 3.9. Olkoon 7 = 561 ja b = 2. Nyt 2280 = | (mod 561). Nyt lasketaan
Jacobin symboli

(11205) ) (3 : 1?. 17) - (%) (%) (%) = (=) (-D-1=1.

Siis 2280 = (%) (mod 561). Koska luku 561 on yhdistetty ja pariton, on se Eulerin

pseudoalkuluku kannan 2 suhteen.

Seuraava lause osoittaa, ettd jokainen Eulerin pseudoalkuluku kannan b suhteen
on myos pseudoalkuluku kannan b suhteen.

Lause 3.7. Jos luku n on Eulerin pseudoalkuluku kannan b suhteen, niin n on
pseudoalkuluku kannan b suhteen.

Todistus. (Ks. [8, s. 454].) Jos n on Eulerin pseudoalkuluku kannan b suhteen, niin
n-v/2 _ (2
b = (-] (mod n).
n

Korotetaan kongruenssin molemmat puolet toiseen potenssiin ja saadaan
p\2
(BD/2)2 = (—) (mod n).
n

Koska (ZZ’) = +1, saadaan
p"! =1 (mod n),

mistd seuraa, ettd n on pseudoalkuluku kannan b suhteen. O

Lause 3.8. Olkoot a, d ja r positiivisia kokonaislukuja. Nyt kongruenssi
2 d+1)*=(1+2""ad) (mod 2% %)

pdtee.

Todistus. Todistetaan kongruenssin patevyys induktiolla luvun a suhteen.
1. Olkoon a = 1. Nyt

Q*d+D'=1+2% . 1-d  (mod 2%+?).
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2. Oletetaan, ettd kongruenssi pitee, kun a = n:
Q*d+1 =1 +2* nd) (mod 2%?).
3. Osoitetaan seuraavaksi, ettd kongruenssi patee, kun a = n + 1. Nyt
Q*d+ D" =1+ 2+ 1)d)  (mod 2%7+?)
S 2Md+ DR +1)y' =1+ 2+ 1)d)  (mod 2%7+?)
S+ DA +2" nd) =1 +2" ' (n+ 1)d)  (mod 277*?)
S 2 d+ 27 2d + 1+ 27 nd = 1+ 27 'nd + 2"*'d  (mod 2%*%)

&2 d+ 142 nd =1+2'nd + 2"*'d  (mod 2%*%)

& 1=1 (mod2%*?).
O

Lause 3.9. Jos n on vahva pseudoalkuluku kannan b suhteen, niin n on Eulerin
pseudoalkuluku kannan b suhteen.

Todistus. (Vrt. [8, s. 454-456].) Olkoon n vahva pseudoalkuluku kannan b suhteen.
Nyt jos n — 1 = 2%, missi luku ¢ on pariton, silloin

b'=1(modn) tai b*'=-1(mod n),

missd 0 < r < s — 1. Olkoon n = []Z, p{" luvun n alkulukutekijoihinjako.

Kisitelldin aluksi tapausta b’ = 1 (mod n). Olkoon p luvun n alkulukutekiji. Nyt
lauseen 2.13 mukaan koska b’ = 1 (mod p), niin ord,b | ¢. Koska luku 7 on pariton,
niin luvun ¢ tekijand my6s ord,b on pariton. Siis ord,b | (p — 1)/2, koska ord,b on
parillisen luvun ¢(p) = p — 1 pariton jakaja. Téstd seuraa, ettd

pP~D/2 = 1 (mod p).

Edelleen Eulerin kriteerin (lause 2.14) perusteella saadaan, ettd (%) = 1.

Lasketaan seuraavaksi Jacobin symboli (%’) Edelld on todistettu, ettd (1%) =1
kaikilla alkuluvuilla p, jotka jakavat luvun n. Siis

(5) il (pr) } H (f) -t

Koska b' = 1 (mod n), tiedetiiiin, ettd b~ 1/2 = (b")2™" = 1 (mod n). Téstd seuraa,
etta

pr-D2 =1 = (é) (mod n).
n

Siis n on Eulerin pseudoalkuluku kannan b suhteen.
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Seuraavaksi otetaan kisittelyyn tapaus

b*'' = -1 (mod n)

jollain luvulla r, kun O < r < s — 1. Jos p on luvun n alkulukujakaja, niin
b*'' = -1 (mod p).

Korottamalla molemmat puolet toiseen potenssiin saadaan
= (mod p),

misté seuraa, ettd ord,b | 27+1¢ mutta myos ettd ord,b 1 2'1. Siis

ord,b = 2"*!¢,

missd ¢ on pariton kokonaisluku. Koska ord,b | (p — 1) ja 2r+l ord,b, siitd
seuraa, etti 2"*! | (p — 1). Nyt siis p = 2"*!d + 1, missi d on kokonaisluku. Koska
ord, b = 2+l e niin

(b =1 (mod p),

siis 5% ¢ =1 (mod p) tai b* ¢ = —1 (mod p). Koska 2"¢c = (ord,, b)/2, niin
b #£1 (mod p).

Siis
.

b*¢=-1 (mod p)

eli
peD)/2 = _1 (mod n),

joten saadaan Eulerin kriteerin avulla

(é) = pP=D/2 _ plord,b/2)((p=1)/ordyb)

14
= (=1)P=Dfordpb — (_1)p=D/@) (mod p).
Koska luku ¢ on pariton, tiedetdin, ettd (—1)¢ = —1. Siis
b (p_l)/2r+l d
(3.1) » =(-1) = (-1)%,

koska d = (p — 1)/2"*!. Koska jokainen alkuluku p;, joka jakaa luvun n, on muotoa
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pi =2"*1d; + 1, seuraa siiti, etti

E

ai

n=||p;
=1

ER

(2r+ldi + 1)ai

1

i

|3

I =

(1 + 2" gd))

i=1
=1+2a1d) - (1 + 2 ardy) - (1 + 2" asds) - - -
E(l + 2r+lald1 + 2r+1a2d2 + 22r+2a1a2d1dz + 2r+la3d3
+ 22r+2a1a3d1 d3 + 22r+2a2a3d2d3 + 23r+3a1a2a3d1 d2d3) s
=(1+2a1dy + 2 ards + 27 azds) - - -
m
=1 42! Z a;d; (mod 2%*2). (1)
i=1
Kohdassa = kdytetdan apuna lausetta 3.8.

Eli

125 =(n-1)/2=2" Z a:d; (mod 271). (2)
i=1
Kongruenssista seuraa, etta

25717 = i a;d; (mod 2"*1).
i=1
ja
(3.2) P2 = (P2 = (12T = (=) di (mod n).
Toisaalta yhtdlon (3.1) perusteella tiedetdén, ettd
b\ _ (b “_ - divai _ - aid; _ >m aid;
(;) = H (;) = D((—l) ) = L[(—l) = (=12

Yhdistamalla yhtalot (3.1) ja (3.2), ndhdiin, ettd
b
pr=D/2 = (—) (mod n).
n

Nyt siis n on Eulerin pseudoalkuluku kannan b suhteen. O

Huomautus 3.1. Edellisen lauseen todistus on tehty Rosenin kirjan Elementary
Number Theory and Its Applications pohjalta, mutta kirjan todistus sisdltdd virheité
kohdissa (1) ja (2).
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Vaikka jokainen vahva pseudoalkuluku kannan b suhteen on Eulerin pseudoal-
kuluku saman kannan suhteen, pitdd huomata, ettd jokainen Eulerin pseudoalkuluku
kannan b suhteen ei ole vahva pseudoalkuluku saman kannan suhteen. Seuraavaksi
esitetddn esimerkki tasta.

Esimerkki 3.10. Aiemmin esitettiin, ettd 561 on Eulerin pseudoalkuluku kannan 2
suhteen. Kuitenkaan 561 ei ole vahva pseudoalkuluku kannan 2 suhteen, koska

2061-D/2 = 2280 = 1 (od 561),
vaikka )
2061-D/2" = 270 = 166 2 +1 (mod 561).

On kuitenkin mahdollista liséti ehtoja, jotta jokaisesta Eulerin pseudoalkuluvus-
ta, joka tiyttad kyseiset kriteerit, kannan b suhteen, saadaan vahva pseudoalkuluku.
Seuraavaksi esitetddn kyseiset ehdot.

Lause 3.10. Jos n = 3 (mod 4) ja n on Eulerin pseudoalkuluku kannan b suhteen,
niin n on vahva pseudoalkuluku kannan b suhteen.

Todistus. (Vrt. [8, s. 457].) Kongruenssin n = 3 (mod 4) perusteella tiedetédan, ettid
n—1=2-¢t,missit = (n— 1)/2 on pariton. Tamai pitee, koska

n—3=4k

n—1=4k+2
=2k +1)
= 2t,

missd ¢ on pariton kokonaisluku. Koska n on Eulerin pseudoalkuluku kannan b
suhteen, seuraa siitd, etta

b= prV2 = (é) (mod n).
n

Koska [Z’ = +1, tiedetéin, ettd b’ = 1 (mod n) tai ' = —1 (mod n).
Siis yhden vahvan pseudoalkuluvun méaéritelméssi olevista kongruensseista tulee
pitdd paikkansa, joten n on vahva pseudoalkuluku kannan b suhteen. O

Lause 3.11. Jos n on Eulerin pseudoalkuluku kannan b suhteen ja (%) =—1, niinn
on vahva pseudoalkuluku kannan b suhteen.

Todistus. (Ks. [8, s. 457].) Merkitddn n — 1 = 2°¢, missd ¢t on pariton. Koska n on
Eulerin pseudoalkuluku kannan b suhteen, niin n on pariton ja siten s > 1, ja tédten
saadaan

p¥ = pn=D/2 2 ([2) (mod n).
n
Mutta koska (%) = —1, huomataan, etti

b2 = —1 (mod n).

Tami on yksi vahvan pseudoalkuluvun mééritelmédn kongruensseista. Koska n on
yhdistetty luku, on se vahva pseudoalkuluku kannan b suhteen. O
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3.6 Lucas’n pseudoalkuluvut

Mairitelmé 3.6. Lucas’n jonot parametrein P ja Q ovat {u,} ja {v,}, jotka miari-
telldén seuraavasti:

up = 0,u; = 1jau, = Pup1 — Quy o,
Vo = 2,v = P_]a Vp = Pvyq — Qvn—2’

kunn > 2.

Joskus jonoja merkitddn myos u, = u,(P,Q) ja v, = v,(P,Q), jos halutaan
korostaa riippuvuutta parametreisti P ja Q. Olkoon x> — Px + Q Lucas’n jonoon
liittyvé karakteristinen polynomi, olkoon D = P? — 4Q sen diskriminantti ja olkoot
a ja B kaksi karakteristisen polynomin nollakohtaa.

Fibonaccin luvut saadaan jonona u,, jos P = 1 ja Q = —1. Jos u,, médritelldin
Fibonaccin luvuiksi, niin lukuja v,, = v,(1, —1) kutsutaan Lucasin luvuiksi. Karakte-
ristinen polynomi on tissi tapauksessa x> — x — 1, jonka diskriminantti on D = 5 ja
nollakohdat ovat a, 8 = (1 + V3)/2.

Oletetaan, ettd parametrit P ja Q ovat kokonaislukuja, minké seurauksena myos
kaikki u,:t ja v,:t ovat kokonaislukuja. Yleensi oletetaan myos, etti D = P? — 4Q ei
ole nelio, jolloin pitee, ettd D # 0, joten @ # .

Yhtilostd (x — a)(x — 8) = x> — x(a + B) + a8 = x> — Px + Q nihdiin, ettid
a+B=PjaaB =Q.Nytjosa = (P+VD)/2jaB = (P-+VD)/2,niina -8 = VD.

Todistamme lauseessa 3.12, ettd

_a,n_IBn_a,n_an

U, = oy N

kun n > 0. Naitéd yhtaloitd kutsutaan Binetin yhtaloiksi.

jav, =a" + B",

Huomautus 3.2. Seuraavaa todistusta ei 10ydy ldhteend kéytetysti kirjasta.
Lause 3.12. Olkoon a = (1 +V5)/2, B= (1 —V5)/2 ja D = 5. Yhtilét
ot — ,Bn at — ,8”

Uy = = javy, =a"+p",

a—-p \D

pdtevdt, kunn > 0.

Todistus. Nyt koska Lucasin jonoon liittyvi karakteristinen polynomi on x> — x — 1

ja a ja B ovat sen nollakohtia, niin seuraavat yhtdlot patevit:

I

koska

0=(a?—a-1)at"! = ok — ok — ot

okt = gk — gk-!
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sekd
O — (’82 _ﬁ_ l)ﬁk_l — ﬁk+1 _ﬁk _ﬁk_l
ﬁk+1 — ﬂk —,Bk_l,

kun k£ > 2.
Todistetaan lause induktiolla.
1. Olkoon n = 1. Nyt siis

al =g 1+V5-1+V5

1= up
V5 2v5
ja
1+V5 1-+5
1 1
+ B = + =1=v.
a +p > 3 Vi
2. Oletetaan, ettd yhtilot patevit, kunn = k > 1.
3. Olkoon n = k + 1. Nyt siis
okl — g1 gk gk
Ukl = Uk-1 + Uk = -
' V5 V5
~ okl — ok — (k-1 = gy
V5
a,k+l ,Bk+l
R
sekd
Vitl = Vi—1 + Vg = okt +,3k_1 +at +ﬁk
= okl g ok 4 gl 4 gk
— ak+1 +,3k+1.
O
On olemassa luonnollinen tapa laskea Lucasin lukuja kayttdmalla 2x2-matriiseja.
Merkitdan
L= P -0 jakunn > 0,4, = Untl Vnil]
1 0 Uy Vn
Silloin

1 P
n=|y 5

Osoitetaan seuraavaksi yksinkertaisella induktiolla, ettd A, = L"Agp, kun n > 0,
missd L0 tarkoittaa identiteettimatriisia.
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Lause 3.13. Olkoon
P -0f . Un+1l  Vi+l
= > =
L [ O]Jakunn_O,An [Mn Vn].
Kun n > 0, pdtee
A, = L"Ay.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla.

1. Olkoon n = 0. Nyt Ap = [(1) 12)] ja L0 = [(1) (1)] , joten siis Ag = LOAg = Ay.

2. Oletetaan, ettd seuraava yhtilo pétee; A, = L"Ay.

3. Nyt

Un+2 Vnt2
Apy1 = .
Un+1l Vn+l

Tavoitteena on osoittaa, etti A,.; = L""!Aq. Yhtdlo voidaan muokata seuraavaan
muotoon; A, = LL"Ag. Tiedetddn, ettd A, = L" Ay, joten A, = LA,. Siis

1 0 Uy Vi
_ Puyiq — Qun Pvpy1 — Qvn
Un+1 Vn+1

Un+2 Vn+2
= = Api1.
Un+1l Vsl

|
Huomautus 3.3. Ylli esitettyd induktiotodistusta ei ole 1dhteend kéytetyssa kirjassa.
Lause 3.14. Olkoon n > 0. Silloin pdtee

n
n S
2n—1 — § Pn—tD(t—l)/Z’

. =0
i pariton

n
—1 n —iil?2
yly = Y (i)pn il
i=0
i parillinen

Todistus. (Vrt. [9, s. 162].)Aloitetaan jonon u,, kaavasta ja kisitelldin karakteristisen
polynomin kahta nollakohtaa.

L " =B _(P+VD)'—(P- D)
" a-p 22D '
Kaytetddn binomikaavaa ja saadaan
0 = i ()P"'(YD) = 3, (5) P"'(=VDY
n 2n\/5
(’Z)P"—"«@)f - (-VD)).

2", =

Sil-

i=0
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Kun i on parillinen, erotuksen (VD) — (=VD) jilkimmiisen termin miinusmerkki
hiviaa. Jos taas i on pariton, miinukset kumoavat toisensa. Siis
Yuy ==Y (")erivpy

i=0
i pariton

Lauseen ensimmadinen yhtilo saadaan jakamalla ylldoleva yhtdlo luvulla 2 ja supis-
tamalla yhdet VD:t.
Seuraavaksi otetaan kisittelyyn kaava

(P+VD)" + (P~ VD)"
2" '

w=a"+p" =

Kayttamalld binomikaavaa saadaan

= o ()P'(ND) + 3, (}) P"(~VDY
n — 2}’1

2", = Z (';)P"—f((«/ﬁ)f +(-VD)).

i=0

Nyt erotuksen (VD) + (-VDY jilkimmiisen termin miinusmerkki hividi, joten

n
2v=2 Y (’7)13"—"(\/13)" .
i=0 !
i parillinen
Siis .
2y, = Y (’7)P"-"(\/B)".
i=0 !
i parillinen

O

Lause 3.15. Jos n on alkuluku, u; oni:s Fibonaccin luku ja (%) onvastaava Legendren
symboli, niin n jakaa luvun Uy (1)

Seuraava lause yleistdd ylldolevan lauseen ja todistaa myds sen.

Lause 3.16. Jos p on pariton alkuluku, joka ei jaa lukua PQ, niin

up_(%) =0 (mod p),

D

u, = (—) (mod p) ja
P

vp=vi =P (mod p).

Jos myos syt(p, D) = 1, niin

-,

vp_(2 E2Q(l_( ))/2 (mod p).
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Todistus. (Vrt. [9, s. 162-163].)Olkoon n = p luvun u,, kaavassa

n
n . .
2}1—1 — E Pn—lD(l—l)/2

i=0
i pariton
lauseessa 3.14. Huomataan, ettd koska p on alkuluku, se jakaa kaikki binomikertoi-
! ) . . ) .
met (i’) = 2~ kun 1 <i < n— 1. Ainoa termi summassa on se, jossa i = p, muut
il(p—i)!
termit ovat = 0 (mod p). Myoskin pitee 2°~! = 1 (mod p) Fermat’n pienen lauseen
mukaan. Huomataan, ettd koska

p
2y, = (’; )PP‘iD(i_l)/2,
i=0
niin

D
up = D(P—l)/Z = (;) (mod p)

Eulerin kriteerin mukaan. Tama3 todistaa toisen kaavan.
Ensimmadisen yhtédlon todistamiseksi oletetaan, ettd n = p + 1 luvun u, kaavassa

n
n .
2n—1 — Pn—lD(l—l)/2
n Z (l)

i=0
i pariton

lauseessa 3.14. Koska p on alkuluku, se jakaa kaikki binomikertoimet (” jl), kun
2 <i < p— 1. Ainoat parittomat indeksit 7, jotka eivit ole tdssd intervallissa, ovat
i = 1jai = p,joten summa kutistuu kahteen termiin. Saadaan 27 = 2 (mod p)
Fermat’'n pienen lauseen mukaan. Huomataan nyt, etta

D
2upi1 = (p+ DPPDY + (p + P DPD2 = p(1 + (—)) (mod p),
p

missd kdytetddn kongruensssia p = 0 (mod p), kongruenssia P” = P (mod p) Fer-

mat’n pienen lauseen mukaan sekd Eulerin kriteerid. Jos (%) = —1, ndhdaan heti, ettd

p jakaa luvun u,, | = ”p_(Q)' Jos taas (%) = 1, saadaan 2u,.1 = 2P (mod p), joten
p
Up+1 = P (mod p). Toisen kaavan mukaan u, = (%) = 1 (mod p). Sijoittamalla

ndma rekursiokaavaan u,.1 = Pu, — Qu,_1, saadaan P = P(1) — Qu,_; (mod p).
Téstd seuraa, ettd Qu,_1 = 0 (mod p). Koska syt(p, Q) = 1, voidaan kongruenssi
jakaa luvulla Q. Silloin huomataan, ettd p jakaa luvun u,_; = up_( D).

P
Olkoon n = p luvun v, kaavassa

n
n ..
2}’1—1 — E P}’l—lDl/Z

i=0
i parillinen
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lauseessa 3.16. Nyt taas koska p on alkuluku, se jakaa kaikki binomikertoimet (f ),
kun 1 <i < n— 1. Samoin pitee taas kongruenssi 2! = 1 (mod p). Summaan jii
ainoastaan termi, jossa i = 0. Siis

vp =P =v; (mod p).

Siis kolmas yhtilo pitee.
Oletetaan seuraavaksi, ettd n = p + 1 luvun v, kaavassa

n
n .
211—1 — Pn—lDl/2
we 2 ()

i=0
i parillinen

lauseessa 3.14. Luku p jakaa taas kaikki binomikertoimet (°*'), kun2 <i < p — 1.

i
Muut parilliset indeksit ovat i = 0 jai = p + 1, joten summaan jid kaksi termia.
Fermat’'n pienen lauseen mukaan 2”7 = 2 (mod p). Nyt siis
2", =24y = 1 PPIDY2 4 1. pODWPHDI2 = pprl 4 pPHD/Z - (mod p).
Kaytetddn Fermat’'n lausetta ja Eulerin kriteerid kongruenssiin ja saadaan
2vps1 = P2+ (DP71 - D*HY? (mod p)
= P2+ DY V2. D (mod p)

=P+ (2) -D (mod p).
p

Oletetaan seuraavaksi, etta (%) = 1. Nyt siis

2vpi1 = P2+ D (mod p).
Koska P? = D + 4Q on karakteristisen polynomin diskriminantti, niin
2vpr1=D+4Q0+D =2D+4Q (mod p).

Koska Lucasin jonon alkiot mééritelldan kaavalla v,,; = Pv, — Qv,_1, sijoitetaan se
kongruenssiin, jolloin saadaan

2(Pvp—Qvp-1) =D +4Q + D =2D +4Q (mod p)
2Pv, —2Qv,1 =2D +4Q (mod p).

Kiytetdédn seuraavaksi dsken osoitettua kongruenssia v, = vi = P (mod p), ja saa-
daan

2P* —20Qv, 1 =2D +4Q (mod p)
2D +4Q) - 20Qv,_ 1 =2D +4Q (mod p).
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Nyt molemmilta puolilta voidaan vihentdd 2D ja 4Q, jolloin saadaan
40 -2Qv,1 =0 (mod p).
Koska syt(2Q, p) = 1, voidaan kongruenssi jakaa luvulla 20, joten
2-v,1 =0 (mod p)
vp-1 =2 (mod p).

Oletetaan sitten, ettd (%) = —1. Siis

2vpi1 = P?-D (mod p).

Karakteristisen polynomin diskriminantti on D = P? — 4Q, ja hieman yhtil64 muok-
kaamalla saadaan 40 = P? — D. Sijoitetaan saatu yhtild kongruenssiin, joten

2vpi1 =40  (mod p).

Nyt jakamalla kongruenssi luvulla 2 saadaan haluttu kongruenssi

Vp+1 =20  (mod p).

Olkoon I 2 x 2-identiteettimatriisi.

Lause 3.17. Jos A on nxn-kokoinen kokonaislukumatriisi ja m on positiivinen ko-
konaisluku siten, ettd syt(det A,m) = 1, matriisi A = det A(adj A) on matriisin A
kdcdnteismatriisi modulo m, missd det A on determinantin det A kddnteisluku modulo
m.

Todistus. (Ks. [8, s. 183]). Olkoon syt(det A,m) = 1, joten tiedetddn suoraan, etti
det A # 0. Siis koska det A # 0, saadaan, etta

A(adj A) = (det A)I.
Koska syt(det A, m) = 1, on olemassa determinantin kddnteisluku det A modulo
m. Siis
AdetA(adjA) = A(adjA)detA=detAdetAI =1 (mod m),
ja
det A(adj A)A = det A((adj A)A) = det A(det A) =1 (mod m).
Siis A = det A(adj A) on matriisin A kiizinteismatriisi modulo . O

Lause 3.18. Olkoon L = [’; ;

miseen parametreina P ja Q. Olkoon D = P? — 4Q. Olkoon p alkuluku, joka ei jaa

lukua 2PQD. Jos (%) = 1, niin LP~' = I (mod p). Joka tapauksessa Pl =

] matriisi, jota kdytetddn Lucasin lukujen laske-

(mod p).
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Todistus. (Ks. [9, s. 163-164].) Olkoon (%) — 1. Lauseen 3.16 mukaan

u 1%
Ap—l = p p =
Up-1 Vp-1

1 P
0 2]:A0 (mod p).

Mutta myoskin pitee A,_| = LP~1Ag lauseen 3.13 mukaan. Koska matriisin A
determinantti on 2, se on kiintyvi modulo p. Siis LP~! = I (mod p), koska Ay =
LP7'Ay (mod p). Nyt saadaan

L7 = @y = = [ (mod p).

Oletetaan seuraavaksi, etti (%) = —1. Lauseen 3.16 mukaan

2
_01 }g] (mod p).

p U, vy

Koska Ag on kddntyvd modulo p, ja lauseen 3.17 mukaan sen kidnteismatriisi

_ 2 _P . — 0 2 1 -PJ/2 0
Ag %[0 1 ] (mod p). Siis L = A,Ag = [_1 PQ] [0 1//2 ] = [_1 %]
0 0

0 0

(mod p)ja LP*! = LLP = [ ] = QI (mod p). Nyt

L7 =@yt = 0Pl =1 (mod p)
Fermat’n pienen lauseen mukaan. O

Maiéritelma 3.7. Lucasin todennédkoinen alkuluku parametrein P ja Q on kokonais-
luku n(> 1), joka toteuttaa ehdot syt(n,2PQD) =1 ja U, () = 0 (mod n), missd
D = P> - 4Q.

Lucasin pseudoalkuluku parametrein P ja Q on yhdistetty Lucasin todennidkdinen
alkuluku samoilla parametreilla.

34



4 Alkulukutestauksesta

On todella kallista ja aikaavievidi todistaa, ettd annettu positiivinen kokonaisluku
on alkuluku. On kuitenkin olemassa tehokkaita algoritmeja, jotka osoittavat luvun
olevan alkuluku korkealla todennikoisyydelld. Télldisid algoritmeja kutsutaan alku-
lukutesteiksi.

4.1 Fermat’n alkulukutesti

Ensimmadinen esimerkki alkulukutesteistd on Fermat'n alkulukutesti. Se pohjautuu
Fermat'n pieneen lauseeseen seuraavassa muodossa:

Lause 4.1. Jos n on alkuluku, a"' = 1 (mod n) kaikilla luvuilla a € Z, kun
syt(a,n) = 1.
Todistus. (Ks. Lause 2.9). O

Tétd lausetta voidaan kdyttad médrittimain, onko positiivinen kokonaisluku yh-
distetty luku. Valitaan positiivinen kokonaisluku a € {1,2,...,n — 1}. Lasketaan
seuraavaksi y = a"~! (mod n). Jos y # 1, niin n on yhdistetty luku Fermat’n pienen
lauseen perusteella. Jos taas y = 1, ei tiedetd, onko n yhdistetty luku vai ei, kuten
seuraava esimerkki osoittaa.

Esimerkki 4.1. (Ks. [1, s. 130].) Olkoon n = 341 = 11 - 31. Nyt saadaan
2’40 =1 (mod 341),

vaikka n on yhdistetty luku. Joten jos kdytetddn Fermat’n alkulukutestid luvuin
n =341 jaa = 2, saadaan y = 1, mikd ei todista mitdédn. Toisaalta saadaan my0s

330 =56 (mod 341).

Siis jos kdytetddn Fermat’'n alkulukutestid luvuin n = 341 jaa = 3, niin n on osoitettu
yhditetyksi luvuksi.

Vaikka Fermat’n alkulukutesti osoittaa, ettd n on yhdistetty luku, se ei 10yda
silti luvun n tekijoitd. Se osoittaa ainoastaan, ettd luvulla n ei ole sellaista ominai-
suutta, joka kaikilla alkuluvuilla on. Siksi Fermat’n alkulukutestid ei voi kayttdd
tekijdalgoritmina.

4.2 Pepinin alkulukutesti
Muotoa F,, = 22" + 1 olevia kokonaislukuja kutsutaan Fermat’n luvuiksi. Fermat viit-

ti, ettd kaikki ndin saatavat kokonaisluvut olisivat alkulukuja. Fy, F>, F3, F4 ovatkin
alkulukuja, mutta jo Fs = 22 +1on yhdistetty luku.
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Esimerkki 4.2. (Ks. [8,s. 131-132].) Fermat'n luku F5 = 22 +1on jaollinen luvulla
641. Nimittdin

27 4 1=2241=24 2841 =(641 -5 28 +1
=641 -2 (5.2 +1=641-228 - (641 - 1)* + 1
=641-(2° —641° +4 - 6412 - 6- 641 + 4).
Siis 641 | Fs.
Lause 4.2 (Pepinin testi). Fermat'n luku F,, = 2*" + 1 on alkuluku, jos ja vain jos
3En=D/2 = 1 (mod F,,).

Todistus. (Vrt. [8, s. 438-439].) Niytetddn ensin, ettd F;, on alkuluku, jos lauseen
kongruenssi pitee. Oletetaan siis, ettd

3FEm=D/2 = _1 (mod F,).
Korottamalla molemmat puolet toiseen potenssiin saadaan
3D =1 (mod F,,).
Jos p on alkuluku, joka jakaa luvun F,, niin saadaan
3= =1 (mod p),
eli siis lauseen 2.13 mukaan
ord,3 | (F, — 1) = 22",
Niin ollen kertaluvun ord,3 tulee olla luvun 2 potenssi. Kuitenkin
ord,3 2% = (F, - 1)/2,

koska 3U"»=1)/2 = _1 (mod F,,). Nyt ainoa mahdollisuus on, etti ord,3 = 22" = F,—
1. Koska Fermat'n pienen lauseen ja kertaluvun mééritelmén mukaan ord,3 < p—1,
niin F,, -1 < p-1leli F, < p,jakoska p | Fy, niin p < F,,. Nyt ndhdéin, ettd
p = F,, joten F,,, on alkuluku.

Oletetaan seuraavaksi, etti F,, = 22" + 1 on alkuluku. Nyt jos F,, on alkuluku,
kun m > 1, resiprookkilause kertoo, etti

3\ (B (2) -
0 (7] =(%)- () -
koska F,,, = 1 (mod 4) ja F,, =2 (mod 3).

Kayttdmalld Eulerin kriteerid tiedetéén, etta

(4.2) (Fi) =3F=D2 (mod F,).

Kayttdmalld yhtiloitd (4.1) ja (4.2) saadaan
3En=D2 = 1 (mod F,,).

Tama tdydentdd todistuksen. O
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Esimerkki 4.3. (Ks. [8, s. 439].) Olkoon m = 2. Nyt F, = 227 41 = 17 ja
30R2D/2 238 = 1 (mod 17).

Pepinin testilld ndhdiin, ettd F> = 17 on alkuluku.
Olkoon m = 5. Nyt Fs = 2% + 1 =232 + 1 = 4 294 967 297. Lasketaan

3(Fs-D/2 2 327 _ 32 47483648 = 10304303 2 —1  (mod 4 294 967 297).

Pepinin testin perusteella ndhdaén, ettd F5 on yhdistetty luku.

4.3 Lucas’n ja Lehmerin alkulukutesti

Luvun todistamisen alkuluvuksi tulisi olla nopeaa ja helppoa todistaa. Tamén vuoksi
luvun jaollisuuden testaaminen pelkéstidin jakamalla kyseistd lukua mahdollisilla
tekijoilld ei toimi, koska ensinnikin se voi kestdd todella kauan ja toiseksi, jotta
voitaisiin todistaa sen paikkansapitavyys, taytyisi laskut tehdid kokonaan uudestaan.

Seuraavan alkulukutestin idea on kiyttdd sitd faktaa, ettd ¢(n) = n — 1, jos ja
vain jos n on alkuluku. Tietenkdin ei ole olemassa mitiin tiedettyd keinoa laskea
lukua ¢(n) ilman luvun n tekijoihinjakoa, joten on keksittiva toinen keino nayttéa,
ettd ¢(n) = n — 1. Jos 1oydetédian kokonaisluku a, jonka kertaluku modulononn — 1,
niin n — 1 | ¢(n), koska ord,a | ¢(n). Toisaalta ¢(n) < n — 1, joten ¢(n) = n — 1.
Esitettdavan alkulukutestin kehitti Lucas vuonna 1876 ja se julkaistiin ensimmdiisen
kerran vuonna 1927 D. H. Lehmerin toimesta.

Lause 4.3 (Lucas-Lehmer alkulukutesti). Oletetaan, etti on olemassa kokonaisluku
asiten, ettia" ' = 1 (mod n), mutta jokaiselle alkuluvulle q, joka jakaa luvun n—1,
pitee a""V/4 £ 1 (mod n), niin n on alkuluku.

Todistus. (Vrt. [5, s. 186].) Todistuksen tavoitteena on ndyttaa, ettd ord,a = n — 1.

Kongruenssin a"~' = 1 (mod n) perusteella tiedetizin, koska a ja n ovat keske-
néén jaottomia, ettd ord,a | n—1. Siisn—1 = ord,a- k jollakin luvulla k. Seuraavaksi
halutaan osoittaa, ettd k = 1. Tehddin vastaoletus, ettd k > 1. Nyt jokin alkuluku ¢
jakaa luvun k, joten on olemassa luku [ siten, ettd k = Iq. Silloin g | n — 1, joten
voidaan kirjoittaa

a(n—l)/q = aordnwk/q = aordn al — 1 (mOd n)

Tama ei voi pitdd paikkaansa lauseen oletusten takia, joten k = 1 jaord,a = n — 1.
Koska ord,a | ¢(n) (lause 2.13), on oltava ¢(n) > n — 1, mutta ¢(n) < n — 1, joten
¢(n) = n— 1 ja n on alkuluku. O

Esimerkki 4.4. (Ks. [5, s.187].) Olkoon n = 29. Nytn — 1 = 28 = 2%7. Olkoon
a = 2. Lasketaan Lucas-Lehmer alkulukutestin méadraamit kongruenssit:
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228 =1 (mod 29)
228/2=28 £ 1 (mod 29)
228/T=1621 (mod 29).

Lucas-Lehmer alkulukutestin (lause 4.3) ehdot tayttyvit, joten 29 on alkuluku.

Esimerkki 4.5. (Ks. [5, s. 187].) Olkoon n = 2071723. Saadaan, etti
n—-1=2-3-17-19-1069
ja merkitddn a = 2, niin Lucas-Lehmer alkulukutestin kongruensseiksi saadaan

2" 1'=1 (mod n)
20-D/2 = _1 (mod n)
20-D/3 = 321129 (mod n)

20=D/17 = 100000 (mod n)
20=D/19 = 71064  (mod n)
2(=D/1069 = 1573595  (mod n).

Kaikki Lucas-Lehmer alkulukutestin ehdot tdyttyvit, joten n on alkuluku.

On tirkedd todeta ensin, ettd kongruenssi a”~' = 1 (mod n) pitee. Ilman titi
ehtoa todistuksen loppuosa ei voi toimia.

Tdma kokonaisluku a, joka toteuttaa edelli mainitun ehdon, on primitiivinen
juuri. Useimmiten primitiivinen juuri I0ydetdédn helposti kdymalla 1dpi pienid positii-
visia kokonaislukuja 2, 3, 4, ... Kuitenkin joissakin tapauksissa pienin primitiivinen
juuri voi olla hyvinkin iso, joten sen 10ytimiseen voi mennd paljon aikaa. Seuraava
parannus ehtoihin osoittaa, ettd ei tarvitse 10ytdd privitiivistd juurta todistaakseen,
ettd p(n) =n— 1.

Jos kokonaisluku a ei toteuta kongruenssiehtoa Lucas-Lehmer alkulukutestiss,
on olemassa ¢ siten, etti a"~/4 = 1 (mod n). On mahdollista, etti monille muille
alkuluvuille ¢’ pitee a"*~1/7" £ 1 (mod n). Kiytetdsin mielummin titi ehtoa kuin
yritettiisiin etsid kokonaan uusi arvo a:lle. Seuraava lause osoittaa, miten téti tietoa
voidaan kéyttdd osoittamaan, ettd ¢p(n) = n — 1.

Lause 4.4. Olkoon qi'q5” - - - q;* luvun n — 1 alkulukutekijoihinjako. Oletetaan, ettd
Jokaiselle luvulle i, kun 1 < i < k, on olemassa luku a; siten, ettd a;’_l =1 (mod n)

Jja al(”_l)/ % %1 (mod n). Tlléin n on alkuluku.
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Todistus. (Ks.[5,s. 188].) Ndytetin, ettd jokainen ¢;" jakaa luvun ¢(n), ja etti myos
niiden tulo jakaa luvun ¢(n).

Kiinnitetddan indeksi i; jos a; toteuttaa kongruenssin a?‘l = 1 (mod n), niin
ord,(a;) | n — 1. Merkitdan n — 1 = (ord,a;)k. Viitetdan, ettd ¢; 1 k. Muuten

afn—l)/ih = alf)rdnaik/%' =1 (mod n).

Tami ei voi pitid paikkansa. Koska syt(g;, k) = 1, ¢/ esiintyy luvun n — 1 alkuluku-
tekijoihinjaossa ja n — 1 = (ord,a;)k, on oltava ql.ei | ord,a. Siis n — 1 | ¢(n), mistad
seuraa, ettd n on alkuluku. O

Esimerkki 4.6. (Ks. [5, s. 188].) Olkoon n = 911, n—1 =2-5-7 - 13. Voidaan
laskea seuraavat kongruenssit:

7" 1'=1 (mod n) 70-D/2 = 1 (mod n)
3""'=1 (mod n) 30=D/5 = 482 (mod n)
2"1'=1 (mod n) 20-D/7 = 568  (mod n)

2"1'=1 (mod n) 20-D/13 = 577 (mod n).

Siis 911 on alkuluku lauseen 4.4 perusteella. Voidaan todistaa, ettd pienin primi-
tiivinen juuri on 17. Edelld esitetty tapa on tehokkaampi kuin primitiivisen juuren
etsiminen, koska siini ei tarvitse hylata jo laskettuja arvoja.

Seuraavat vaiheet kuuluvat luvun n jaottomuuden todistamiseen edelld mainitulla
teorialla:

1. Annetaan luvun n — 1 tekijoihinjako.

2. Jokaiselle luvun n — 1 tekijélle ¢ annetaan luku a, joska toteuttaa kongruenssin
a ' =1 (mod n)jaa” V% 21 (mod n).

Jos kiaytetddn edelld esitettyjd alkulukutestejd, on vilttamatontd todistaa myos
kaikkien luvun n — 1 tekijéihinjaon alkioiden jaottomuus. Esimerkiksi esimerkin
4.5 taydellinen todistus sisdltdisi luvun 1069 jaottomuuden todistuksen sekd muiden
pienempien alkulukujen todistuksen, kunnes paistdaan lukuun 2. Télldistéd todistusta
kutsutaan jaottomuussertifikaatiksi (eng. Primality certificate). Tamin tavan etu on
sen helppo todistaminen. Voidaan kirjoittaa yksi ohjelma kehittiméaén sertifikaatti ja
toinen todistamaan sen. Koska tdmai sisiltdd ainoastaan potenssiinkorotusoperaatioi-
ta, on sen toteutus nopeaa.

4.4 Pocklingtonin alkulukutesti

Lause 4.5 (Pocklingtonin alkulukutesti). Olkoon n sellainen positiivinen kokonais-
luku, ettdi n — 1 = FR, missd syt(F,R) = 1 ja F > R. Kokonaisluku n on alkuluku,
jos on olemassa kokonaisluku a siten, ettd syt(a" V9 —1,n) = 1, kun q on alkuluku
siten, ettii q | F, jaa™ ' =1 (mod n).
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Todistus. (Vrt. [8, s. 381].) Oletetaan, ettd p on luvun n alkulukutekija. Koska ole-
tuksen perusteella ¢! = 1 (mod n)ja p | n, niin a"' = 1 (mod p). Tisti seuraa
lauseen 2.13 perusteella, ettd ord,a | n — 1. Siis on olemassa kokonaisluku ¢ siten,
ettin—1=1-ordya.

Oletetaan seuraavaksi, ettd ¢ on alkuluku, ¢ | F ja ettd ¢ on luvun ¢ potenssi,
joka 10ytyy luvun F alkulukutekijdhajotelmasta. Osoitetaan, ettd g { . Huomataan
ensin, ettd jos olisikin niin, ettd ¢ | ¢, niin silloin olisi olemassa luku [ siten, ettd
t = gl ja saadaan kertaluvun médritelmén perusteella

an=V/a — jordpat/q) = gordpal — | (mod p).

Tisti seuraa, ettid p | syt(a”~V/9—1, n),koskap | a~V/9—1jap | n. Tdmi ei voi pitii
paikkaansa, koska syt(a” 1/ — 1,n) = 1. Siis ¢ 1 t. Tisti seuraa, ettd ¢° | ordpa.
Koska jokaiselle alkuluvulle, joka jakaa luvun F, pitee, ettd kyseisen alkuluvun
potenssi luvun F' alkulukutekijahajotelmassa jakaa luvun ord,a, niin F' | ord,a.
Koska Fermat'n pienen lauseen ja kertaluvun mééaritelmén perusteellaord, a < p—1,
niin F < p — 1, joten F < p.

Koska F > Rjan—1 = FR,niin n— 1 < F?. Koska molemmat luvut n — 1 ja F?
ovat kokonaislukuja, pitee, etti n < F?, ja koska sek n ettd F ovat positiivisia, niin
F > +/n. Ndin ollen p > F > +/n. Koska p | n, niin p = n. Siis n on alkuluku. O

Seuraava esimerkki havainnollistaa Pocklingtonin alkulukutestin kayttod, missa
vain osaa luvun n—1 tekijihahmotelmasta on kéytetty ndyttamaén, etti n on alkuluku.

Esimerkki 4.7. Tisséd esimerkissd ndytetddn, ettd 23801 on alkuluku, kayttdmalla
Pocklingtonin alkulukutestid. Merkitdan n = 23801, nyt voidaan kayttda luvunn—1 =
23800 = FR osittaista tekijihajotelmaa, missi F = 200 = 2352 ja R = 119, eli
F > R. Valitaan a = 3 ja lasketaan Wolfam Alphan avulla, ettd
323800 = 1 (mod 23801)

3238002 = 1 (mod 23801)

323800/5 = 19672 (mod 23801).
Kiyttimilld Wolfram Alphaa saadaan, etti syt(323800/2—1, 23801) = syt(—2,23801) =
1 ja syt(323890/5 _ 1,23801) = syt(19671,23801) = 1. Tistd seuraa, etti luku

n = 23801 on alkuluku, vaikka ei ole kaytetty luvun n — 1 = 23800 koko alku-
lukutekijidhajotelmaa (23800 = 23 - 5% -7 - 17).

Pocklingtonin alkulukutestid voidaan kayttidd kehittaméaén uusi testi, joka on hyo-
dyllinen, kun halutaan testata tietynmuotoisia alkulukuja.

Lause 4.6 (Prothin testi). Olkoon n positiivinen kokonaisluku siten, ettin = k2™ +1,
missd k on pariton kokonaisluku ja m on kokonaisluku siten, ettdi k < 2™. Jos on
olemassa kokonaisluku a siten, ettd

(4.3) a" V2 =_1 (mod n),

n on alkuluku.
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Todistus. (Vrt. [8, s. 382].) Olkoon s = 2" jat = k, joten s > t. Todistetaan,
etti syt(a” /2 — 1,n) = 1. Olkoon d sellainen luku, etti d | (a2 - 1) ja
d | n. Silloin kongruenssin 4.3 perusteella d | (a”~"/2 + 1). Tistid seuraa, etti
d | (@ V2 +1) - (a"D/2 - 1) = 2. Koska n on pariton, niin d = 1. Siis kaikki
Pocklingtonin alkulukutestin hypoteesit tayttyvit, joten n on alkuluku. O

Esimerkki 4.8. Olkoon n = 41. Nythidn 41 = 5-23+ 1. Eli luku 41 on Prothin testissi
tarvittavaa muotoa. Jotta voidaan osoittaa, ettd n on alkuluku, tdytyy kongruenssin
a2 = _1 (mod n) pitii paikkaansa. Testaamalla ja laskemalla Wolfram Alphalla
l0ydetidin nopeasti vaadittu a;

a2 =30 =40=-1 (mod n).

4.5 Millerin ja Rabinin alkulukutesti

Téssd aliluvussa esitellddn Millerin ja Rabinin alkulukutestid. Pdinvastoin kuin esi-
merkiksi Fermat'n testi, Millerin ja Rabinin testi pystyy osoittamaan minké tahansa
yhdistetyn luvun jaollisuuden. Millerin ja Rabinin alkulukutesti pohjautuu Fermat’'n
pienen lauseen muunnelmaan.

Olkoon n pariton ja positiivinen kokonaisluku ja

s=max{r e N:2" | n—1},
eli 2° on suurin luvun 2 potenssi, joka jakaa luvun n — 1. Merkitdan
d=(n-1)/2°
Nyt d on pariton.

Lause 4.7. Olkoon G ryhmd. Jos g € G on ddrellistd kertalukua e ja n on kokonais-
luku, luvun g" kertaluku on e/syt(e, n).

Todistus. (Ks. [1,s. 42].) O

Lause 4.8. Jos n on alkuluku ja jos a on kokonaisluku siten, ettd n ja a ovat keskendidin
Jaottomia lukuja, pditee
a® = (mod n)

tai on olemassa luku r € {0, 1, ..., s — 1} siten, ettd

2d - _q

a” = (mod n).

Todistus. (Vrt. [1, s. 132].) Olkoon n alkuluku sekd a ja n keskendin jaottomia
lukuja. Kertolaskuryhmin mod n kertaluku on n — 1 = 2°d, koska n on alkuluku.
Lauseen 4.7 mukaan jiinnosluokan a? + nZ kertaluku k on luvun 2 potenssi, koska

(n—1)/sytn — 1,d) = 2°d/syt(2°d, d) = 2°d/d = 2°.
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Jos timi kertaluku on k = 1 = 29,
@' =a%=1 (mod n).
Jos k > 1, niin k = 2/, kun 1 < [ < s. Lauseen 4.7 perusteella jadnnosluokan
a4 4 n7 kertaluku on 2, silld
k/syt(k,2"71d) = 2! jsyt(2!, 217 d) = 21 )21 = 2.

Kertolaskuryhmén (Z/nZ)* ainoa kertalukua 2 oleva alkio on —1 + nZ, koska
kyseisen alkion tulee toteuttaa kongruenssi »#> = 1 (mod n) ja ainoa alkio, milld
kongruenssi pétee, on —1. Tasti seuraa

a®?=-1 (mod n)
kuinr =1-1. O

Jos n on alkuluku, niin ainakin toinen lauseen 4.8 viittimistd pétee. Joten, jos
loydetiddn kokonaisluku a siten, ettd a ja n ovat keskendidn jaottomia lukuja ja a
toteuttaa toisen viittamistd jollain luvulla r € {0, ..., s — 1}, n on yhdistetty luku.
Kyseistd lukua a kutsutaan luvun 7 jaollisuuden todistajaksi.

Esimerkki 4.9. (Vrt. [1, s. 133]). Olkoon n = 561. Koska n on Carmichaelin luku,
Fermat'n testi ei pysty todistamaan sen jaollisuutta. Mutta a = 2 on todistaja luvun n
jaollisuudelle, miké néytetddn seuraavaksi. Merkitdan s = 4, d = 35 ja

2% =263 (mod 561)
2235 =166 (mod 561)
243 =67 (mod 561)
2835 =1 (mod 561).

Siis lauseen 4.8 perusteella ndhdéin, ettd 561 on yhdistetty luku.

Jotta Miller-Rabin alkulukutesti olisi tehokas, on tirkead, ettd on olemassa mah-
dollisimman monta todistajaa luvun jaollisuudelle.

Esimerkki 4.10. (Ks. [1,s. 134-135].) Méiritetddn kaikki luvun n = 15 jaollisuuden
todistajat. Nytn — 1 = 14 =2 -7, joten s = 1 ja d = 7. Kokonaisluku a, kun a ja n
ovat keskeniin jaottomia, on luvun 7 jaollisuuden todistaja, jos ja vain jos a’ mod
15 # 1 jaa’ mod 15 # —1. Seuraava taulukko sisiltii jasnnokset:

a 11247 8]11]13 |14
a’modl15|1[8[4[13|2|11]|7 |14

Ainoa luku, joka ei ole todistaja, on 1.

Miller-Rabin alkulukutestid parittomalle positiiviselle kokonaisluvulle kaytetdin
niin, ettd valitaan sattumanvaraisesti luku a € {2,3,...,n — 1}. Jos syt(a,n) > 1,
n on yhdistetty luku. Muuten lasketaan a“, a??, ..., a® "' Jos loydetddn luvun n
jaollisuuden todistaja, on osoitettu, ettd n on yhdistetty luku.
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4.6 Solovayn ja Strassenin alkulukutesti

Legendren symbolilla on olemassa yksi perusominaisuus, jota ei 10ydy Jacobin sym-
bolilta: vastaavuus Eulerin kongruenssin a'?~1/% = (%) (mod p),jos1 <a<p-1,

kanssa. Kyseisen kongruenssin luonnollinen vastaavuus parittomalle yhdistetylle lu-
vulle mod n olisi

(4.4) l<a<n-1=ad"?= (g) (mod n),
n

mutta tdma ei kuitenkaan ole voimassa.

4.6.1 Euler-todistaja

Maaritelmé 4.1. Jos n on pariton ja positiivinen kokonaisluku, silloin jos koko-
naisluvulle a € {1,...,n — 1} pitee joko (i) syt(a,n) > 1 tai (ii) syt(a,n) = 1 ja
a2 2 (%) (mod n), niin lukua a kutsutaan luvun n Euler-todistajaksi.

Jos n on pariton alkuluku, kumpikaan ehdoista (i) tai (ii) eivdt pade millddn
luvulla a € {1,...,n — 1}, joten tdlldin luvulla n ei ole yhtdan Euler todistajaa. Siis
luvun n yhdenkin Euler todistajan olemassaolo todistaa luvun 7 jaollisuuden, mutta
olemassaolo ei kuitenkaan kerro, miten miten n voidaan jakaa tekijoihin.

Ehto syt(a,n) > 1 on yhtipitidvd ehdon (%) = 0 kanssa, joten ei tarvitse testata
ehtoja syt(a,n) > 1 ja syt(a,n) = 1 erikseen, jos yritetddn selvittdd, onko luku
Euler todistaja. Jos lasketaan kongruenssi a*~1/% = (%) (mod n), se paljastaa onko
syt(a, n) > 1, kun kongruenssin oikea puoli on 0.

On hieman helpompaa selvittdd, milloin luku a ei ole luvun n Euler todistaja kuin
milloin se on. Se, etti a ei ole luvun n Euler todistaja, tarkoittaa, ettd ehdot

4.5) syt(a,n) =1 ja a(”_l)/2 = 4 mod n),
y ]
n

toteutuvat, ja ehto syt(a,n) = 1 on yhtipitivi ehdon (£) = +1 kanssa.
Esimerkki 4.11. (Ks. [3, s. 1-2].) Olkoon n = 1387. Koska

20=1/2 = 2693 = 512 2 21 (mod 1387),

luku 2 on luvun n Euler todistaja. Luvulla n on 1224 Euler todistajaa, mikd on noin
88.,2% nollasta eroavista luvuista mod 7.

Esimerkki4.12. (Ks. [3,s.2].) Olkoonn = 49141. Alla olevasta taulukosta nihdaén,
ettd luku 5 on luvun 49141 Euler todistaja.

a | "V (mod n) | (4)
2 -1 -1
3 1 1
4 1 1
5 8163 1
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Luvulla n on 36972 Euler todistajaa, mikd on noin 75,2% nollasta eroavista luvuista
mod n.

Esimerkki 4.13. (Ks. [3,s. 1].) Olkoon n = 75361. Alla olevasta taulukosta ndhdéén,
ettd luku 7 on Euler todistaja.

a™=b/2 (mod n) | (

S

— e e e e [

NN RN
I T S e e Y

Toisin kuin kahdessa aiemmassa esimerkissd ensimmadiselld Euler todistajalla
7 pitee a2 = +1 (mod n), mutta merkki ei ole (£). Kongruenssi (4.4) on
tarkempi kuin ¢”~V/2 = £1 (mod n). Luvulla n on 46560 Euler todistajaa, miki on
noin 61,7% nollasta eroavista luvuista mod 7.

4.6.2 Solovayn ja Strassenin lause

Jos yritetddn selvittdd, onko n alkuluku, etsimélld Fermat'n testilld vastaesimerkkia
kongruenssille avl=1 (mod n) luvuista 1, .., n— 1, tiedetddn, ettd vastaesimerkkien
madrd suhteessa Fermat'n todistajiin on suurempi kuin 50%, jos n on yhdistetty ja
n ei ole Carmichaelin luku. Jos n taas on Carmichaelin luku, ainoat vastaesimerkit
kongruenssille a"~! = 1 (mod n) ovat sellaiset luvut a, joille pitee syt(a,n) > 1,
ja tdlloin kyseisten lukujen a miérd voi olla hyvin pieni. Seuraavat Solovayn ja
Strassenin teoriat esittivit, ettd téllaista ongelmaa ei ole Eulerin kongruenssille,
koska sité kisitellessi ei ole mitdan Carmichaelin lukujen kaltaisia lukuja.

Lause 4.9. [Solovayn ja Strassenin lause] Olkoon n pariton, yhdistetty sekd posi-
tiivinen kokonaisluku. Nyt on olemassa kokonaisluku a siten, ettd syt(a,n) = 1 ja
a2 2 (%) (mod n).

Todistus. (Ks. [3, s. 2-3].) Tehdiin todistus kahdessa osassa. Ensimmaisessd osassa
oletetaan, ettd luvulla n ei ole yhtédén tekijad, joka olisi korotettu potenssiin. Toisessa
osassa oletetaan, ettd tdlldinen 10ytyy.

Oletetaan siis, ettd n on yhdistetty luku, jolla ei ole yhtdén tekijda, joka olisi
korotettu potenssiin > 1. Nytn = p1p> - - - p,, kun r > 2 ja kaikki p;:t ovat erisuuria
parittomia alkulukuja. Puolet nollasta eroavista luvuista mod p; eivit ole neligita,
jotenonolemassa b € Z siten, ettd ( pﬁl) = —1. Kiinalaisen jaiinnoslauseen perusteella

on olemassa a € Z, joka toteuttaa seuraavat kongruenssit:

a=b (modp;), a=1 (modpy---p,).
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Nyt siis luvut a ja p; ovat keskenéén jaottomia ja sama pétee luvuille a ja p; - - - py,

. _ cofa_(b\_ 1i.(a)_(b)_ . .
joten syt(a, n) = 1. My0s (pl) = (p]) =—-1ja (p,-) = (p[) =1,kuni > 1, joten

(=) G =)=

Oletetaan, ettd a"~D/% = (£) (mod n), joten a""~1/2 = —1 (mod n). Koska p; jakaa
luvun n, kongruenssista a"~1/2 = —1 (mod n) seuraa, etti a""~1/2 = —1 (mod p»),
mistd saadaan

I1=-1 (mod p»),

koskaa =1 (mod p,). Tamai ei voi pitdid paikkaansa, koska modulus p; on suurempi
kuin 2.

Oletetaan nyt, ettd luvulla » on toistuva alkulukutekija. Merkitidan sitd kirjaimella
p. Silloin n = p*m, missd k > 2 jasyt(p, m) = 1. Kiinalaisen jasinnoslauseen mukaan
on olemassa a € Z, joka toteuttaa kongruenssit

a=1+p (modp?), a=1 (mod m).

Nyt a = k - p> + 1 + p jollakin luvulla k € Z. Tisti seuraa, ettd luku a ei ole
jaollinen luvulla p. Koska a — 1 = 0 (mod m), syt(a,m) = 1, joten syt(a,n) = 1.
Jos a"D/2 = (%) (mod n), korottaminen toiseen potenssiin saa aikaan seuraavan
kongruenssin a”~! = 1 (mod n), ja tavoitteena on osoittaa, etti kyseinen kongruens-
si ei voi pitid paikkaansa. Vihennetiin kongruenssi modulo p?:ksi, jotta saadaan
kongruenssi a”~! = 1 (mod p?). Koskaa = 1 + p (mod p?), saadaan (1 + p)"! = 1
(mod p?). Kiyttimilld binomikaavaa saadaan (1 + p)"! = 1+ (n — 1)p (mod p?),
joten 1 + (n—1)p = 1 (mod p?). Vihentimalld luku 1 molemmilta puolilta saadaan
(n—=1)p =0 (mod p?),jotenn—1=0 (mod p). Nytsiisn = 1 (mod p), mutta luku
p on luvun 7 toistuva alkulukutekiji, joten jakamalla luku » luvulla p ei voida saada
jaannokseksi lukua 1. O

Lause 4.10. Olkoon n > 1 pariton kokonaisluku.
1. Jos n on alkuluku, niin |{1 < a < n—1]a""Y? = (£) (mod n)}| =n - 1.

2. Jos n on yhdistetty luku, niin |{1 < a < n-—1|syt(a,n) =1 ja
a2 = (4) (mod n)}| < .

Todistus. (Ks. [3, s. 3-4].)Kohdan 1. todistus seuraa suoraan Eulerin kriteerista.
Jotta voidaan todistaa kohta 2., muistetaan ensin, etti (%) = +1, jos syt(a,n) = 1, ja
(4) =0, jos syt(a,n) > 1. Merkitddn

A={l1<a<n-1]syt(an ——1'aa(”_1)/2_—— - (mod n)},
y J
n

B={l<a<n-1]|syt(an) =1ja a2 2 (ﬁ) (mod n)},
n
C={l<a<n-1|syt(a,n)>1}.
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Joukot A, B ja C ovat erillisii ja kisittavit kaikki kokonaisluvut 1, ...,n — 1. Joukko
A ei ole tyhjd, koska 1 € A. Joukko C ei ole tyhjd, koska n on yhdistetty luku.
Lauseen 4.9 mukaan myoskéén joukko B ei ole tyhji. Tavoitteena on osoittaa, ettd
Al < (n—1)/2.

Valitaan joukosta B luku bg. Osoitetaan, ettd joukko Aby = {aby (mod n) | a €
A} on joukon B osajoukko, missd "aby (mod n)"tarkoittaa jadnnostd, kun abg jaetaan
luvulla n. Jokaiselle a € A pitee, ettd tulo abg ja n ovat keskendin jaottomia ja

(atbo)("_l)/2 = a("_l)/zbg)n_l)/2 = (ﬂ) bf)”_l)/z (mod n).
n

Joko abp mod n kuuluu joukkoon A tai joukkoon B. Jos (abp mod n) € A, niin
(abo)=D/2 = (“nﬂ) = (%) (%) (mod n), joten (%) (@) = (¢) bg’_l)/z (mod n).

n n
Koska syt(a,n) = 1, saadaan (¢) = =1, joten kongruenssin molemmilta puolita

= bgl_l) /2 (mod n), mik on ristiriita, koska

voidaan jakaa (£), jolloin saadaan (l;—")
bo kuuluu joukkoon B. Siis abg mod n € B kaikilla a € A, joten Aby C B.

Oletetaan, ettd luvut a ja a’ kuuluvat joukkoon A. Jos aby = a’by (mod n), niin
jaetaan by molemmilta puolilta. Tima voidaan tehdd, koska syt(bg,n) = 1. Niin
saadaan a = a’ (mod n), joten a = a’, koska joukon A alkiot kuuluvat joukkoon
{1,2,...,n— 1}.. Siis joukon Abq alkioiden lukuméiira on |A|, joten koska Aby C B,
saadaan |A| = |Abg| < |B|. Siis

n—1=|A|l+|B|+|C| > |A] + |A] + 1 > 2]A],
jotenn — 1 > 2|A|. Nytsiis |A| < (n—1)/2. O

Lause 4.11. Olkoon n > 1 pariton kokonaisluku. Luvun n Euler todistajien mddird
kokonaisluvuista 1, ...,n — 1 on 0%, jos n on alkuluku, ja yli 50%, jos n on yhdistetty
luku.

Todistus. (Ks. [3, s. 4].) Parittomalla alkuluvulla ei ole ollenkaan Euler todistajia
Eulerin kongruenssin mukaan. Lauseen 4.10 mukaan, jos n on yhdistetty luku, niiden
lukujen, jotka eivit ole Euler todistajia, mééra luvuista 1, ..., n — 1 on pienempi kuin
50%, joten Euler todistajien mééra luvuista 1, ...,n — 1 on suurempi kuin 50%. O

Kahtiajako luvun n Euler todistajien lukumaéardssi, kun n on alkuluku tai yhdis-
tetty luku, on todella merkittdva. Tastd seuraa Solovayn ja Strassenin alkulukutesti,
missi testataan, onko n > 1 alkuluku. Testi perustuu korkeisiin todennékoisyyksiin
16ytdd luvun n Euler todistaja, kun n on yhdistetty, verrattuna siihen, ettd luvun n
Euler todistajia ei ole olemassa, jos n on alkuluku.

Testi menee karkeasti ndin:

1. Valitse kokonaisluku ¢ > 1, joka on testin kokeilujen lukumaéra.
2. Valitse satunnainen kokonaisluku a € {1, ...,n — 1}.

3. Jos (4.5) ei pdde luvulle a, lopeta testi ja totea, ettd n on yhdistetty luku.
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4. Jos (4.5) pitee luvulle a, mene takaisin kohtaan 2.

5. Jos testin kokeilujen lukumiiré tulee tiyteen ennen kuin testi loppuu, totea,
ettd n on alkuluku véhintdian todennékoisyydella 1 — 1/27.

Todennikoisyys 1 — 1/27 testin viimeisessd kohdassa saadaan siité, ettd yli puolet
luvuista 1, ...,n — 1 ovat luvun n Euler todistajia, jos n on yhdistetty luku. Toden-
nikoisyys sille, ettid ¢ kokeilun jilkeen ei 10ydy Euler todistajaa luvulle n, kun n on
yhdistetty luku, on yhti todennékdistd kuin kolikon heittdminen ilmaan ¢ kertaa ja
joka kerta sama puoli on ylospdin. Itse asiassa se on vihemmin todennékoistd kuin
kolikon heittely, koska Euler todistajien mééri on suurempi kuin 50%. Siis todenné-
koisyys, ettd n on alkuluku, jos luvulle # ei 10ydy yhtdin Euler todistajaa ¢ kokeilun
jalkeen on suurempi kuin 1 — 1/2.

Huomautus 4.1. Yl esitetty todennikoisyyspéittely ei ole tdysin pitevd, mutta
virhe ei kiytdnnossd ole merkittivi, joten sitd ei kdsitelld tdssd. Lisdtietoja 10ytyy
kuitenkin haluttaessa lidhteesti [3].

Solovayn ja Strassenin testissd luku a € {1, ..., n — 1} valitaan sattumanvaraisesti,
ei jarjestelmallisesti. Osin niin tehdaén, jotta viltytdin tarpeettomalta tiedolta. Esi-
merkiksi esimerkissd 4.13 kohdat a = 4 ja a = 6 ovat tdysin riippuvaisia kohdista
a =2 jaa = 3, koska jos kongruenssi a"~1/2 = () (mod n) ja ehto syt(a,n) = 1
pitee kahdelle luvun a arvolle, pitee se myos niiden tulolle.

Esimerkki 4.14. (Ks. [3, s. 4-5].) Olkoon n = 56052361. Alla olevassa taulukossa
listataan sattumanvaraisesti valittuja lukuja a luvuista 1, ...,n — 1 ja l10ydetdédn eroa-
vaisuus 3 kokeilun jdlkeen, mika todistaa, ettd n on yhdistetty luku. Kuitenkaan tésta

ettd tietdisi tekijoihinjaon.

a a" V% (mod n) | (4)
40715161 1 1
18267097 1 1
55146139 1 -1

Brute-force-laskennalla luvun n Euler todistajien lukumééra on 27783000, joka
on juuri yli puolet kaikista luvuista 1,..,n — 1: gggggggg ~ 0,5043. Alaraja sille, ettd
vahintdin puolet luvuista ovat Euler todistajia, ndyttaa olevan suhteellisen tiukka.

50 prosentin alaraja parittomien yhdistettyjen lukujen Euler todistajien méaarille
on todennékoisesti tiukka: jos 6k + 1,12k + 1 ja 18k + 1 ovat kaikki alkulukuja, joten
Euler todistajien maari tulolle (6k + 1)(12k + 1)(18k + 1) on 50%, kun k — o0. (On
oletettu, ettd 6k + 1,12k + 1 ja 18k + 1 ovat jaottomia dédrettdmén usein.)

Esimerkki 4.15. (Ks. [3, s. 5].) Olkoon n = 7427466391. Alla olevassa taulussa
esitetddn 10 kokeilun tulos, miké on se, ettd luvulle ei 10ydy yhtédédn Eulerin todistajaa.
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a a2 (mod n)
3402235571 1
2277339183 1
3511612661 1
1892495979 -1
735536755 1
-1
1
-1

—_
NN

1
el e e e T e

966099371

3288169902
3037671250
270193898 1
7427466390 -1 -1

[

Jos luku n olisi yhdistetty luku, sen todenniikdisyys olisi noin 1/2'° ~ 0,00097,
joten on luonnollista uskoa, ettd n on alkuluku, mutta taulukko ei kuitenkaan todista
sitd. (Luku n on todellakin alkuluku, minki tietokone pystyy tarkistamaan helposti
kymmennumeroiselle luvulle.)
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