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Tivistelma

TAMPEREEN TEKNILLINEN YLIOPISTO

Teknis-luonnontieteellinen osasto

Matematiikan laitos

Ali-Loytty, Simo: Kalmanin suodatin ja sen laajennukset paikannuksessa
Diplomity6, 80 sivua ja 9 liitesivua

Tarkastaja: professori Robert Piché

Kasitellddn osastoneuvostossa joulukuussa 2004

Tama diplomityo on tehty Matematiikan laitoksen henkilokohtaisen paikannuksen
algoritmien tutkimusryhmésséd. Diplomityossd on aluksi selvitetty kirjallisuustutki-
muksen avulla matemaattisia perusteita Kalmanin suodattimen ja sen laajennuksien
soveltuvuudesta paikannukseen. Téssé tyossd paikannus perustuu seké satelliiteista
ettd matkapuhelimien tukiasemista tuleviin mittauksiin.

Diplomitydssé on keskitytty laajennettuun Kalmanin suodattimeen (EKF, Extended
Kalman Filter), toisen asteen laajennettuun Kalmanin suodattimeen (EKF2,
Second Order Extended Kalman Filter) ja paikkaratkaisun Kalmanin suodatti-
meen (PKF, Position Kalman Filter). Namé edustavat laajasti paikannussovellukseen
sopivia Kalmanin suodattimen laajennuksia. Suodattimien yksityiskohtaiset algoritmit
paikannussovelluksessa on esitetty téassé tyossd. Namé suodattimet on myos toteutettu
Matlab-ohjelmalla, jolla on tehty erilaisia simulaatiota ja vertailuja.

Simulaatioiden ja teorian perusteella voidaan todeta, ettd kyseiset suodattimet
toimivat hyvin yliméaratyissa systeemeissd, eli systeemeissd joissa mittauksia on
jokaisena ajanhetkend enemmaéan kuin mité yksikésitteiseen paikkaratkaisuun tarvi-
taan. Alim&dardtyissd systeemeissé PKF ei toimi optimaalisesti, koska se hylkda
mittauksia. Toisaalta EKF ei alimaératyissa tapauksissa toimi useinkaan konsisten-
tisti, eli EKF:n ennustama virhe on paljon pienempi, kuin mita virhe on todellisuu-
dessa. Simulaatioiden mukaan EKF2 toimi luotettavammin kuin EKF, koska EKF2
ottaa huomioon mittausmallissa olevaa epélineaarisuutta. Kuitenkin mycs EKF2:ssa
oli samoja ongelmia kuin EKF:ssa. EKF:ssa ja EKF2:ssa ongelmia esiintyy ldhinné
silloin kun tiheysfunktiot eivit muistuta normaalijakauman tiheysfunktioita. PKF:lla
ei ole vastaavanlaisia ongelmia konsistenttiuden kanssa.
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This thesis was done in the Personal Positioning Algorithms Research Group of the
Institute of Mathematics. In this thesis, the mathematical foundations of the Kalman
filter and its extensions were studied by literature survey, concentrating on navigation
applications based on signals from satellites and from mobile phone network base
stations.

In this thesis, we concentrate on Extended Kalman Filter (EKF), Second Order Ex-
tended Kalman Filter (EKF2) and Position Kalman Filter (PKF). These extensions
widely represent extensions of Kalman filter in navigation. Algorithms of these filters
are presented in this thesis. These filters were also programmed in Matlab.

The following results are based on simulations and theory. All studied filters work well
on overdetermined systems that contain at every time instant more measurements than
what we need for an unambiguous position solution. For underdetermined systems,
PKF does not work optimally because it ignores some measurements. On the other
hand, EKF does not usually work consistently and actual errors are much larger than
EKF predicts. EKF2 works better than EKF, because EKF2 takes into consideration
the nonlinearity of the measurement models. Nevertheless, EKF2 has also similar
problems as EKF, especially when the probability density function does not resemble
the normal probability density function. PKF does not have this kind of consistency
problems.
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Lihavoitu symboli (x, P, s, ...) viittaa asiayhteydesté riippuen stokastiseen proses-
siin, satunnaismuuttujaan tai vektoriin.

Lihavoimaton symboli (P, ¢, x, ...) viittaa asiayhteyden mukaan satunnaismuut-
tujan realisaatioon, skalaariin tai muodolliseen muuttujaan. Muodollisia muut-
tujia (dummy variables) ovat esimerkiksi tiheysfunktion argumentit ja integroin-
timuuttujat.

Isot kirjaisimet (P, H, K, ...) tarkoittavat matriisiarvoisia stokastisia prosesseja,
matriisiarvoisia satunnaismuuttujia tai matriiseja.

Hattumerkinté (x, z, ...) viittaa lihavoidun symbolin paalla estimaattoriin ja lihavoi-
mattoman symbolin péalla estimaattiin. Ylaviiva X viittaa dynaamiseen systeemiin,
jossa on mallinnusvirhettéd (kts. sivu 24).

alaindeksit ylaindeksit

-1

r: ajanhetkelld ¢ : matriisin inverssi

o: alkuehto/-tila T: transpoosi
<. jatkuvan prosessin parametri ~: priori-tila
nxm: matriisin tyyppi on R”*™ s: satelliitti

el Yk =1y i=1,...,k} t: tukiasema



Luku 1

Johdanto

Paikannuksessa on tarkoitus saada mahdollisimman tarkasti selville paikannettavan
(kiyttajan) paikka. Paikan liséksi on usein tarkoitus selvittdd myos aika ja kiyttéajan
nopeus. Nykyisin suotuisissa olosuhteissa erittdin tarkka paikannus on mahdollista
satelliittipaikannuksen avulla (esimerkiksi GPS, Global Positioning System). GPS-
vastaanottimien halventuessa paikannusta on entistd enemmén alettu kiyttdmaan
ammattilaisten lisdksi myo6s yksityisten ihmisten keskuudessa. Paikannuksen ympé-
rille on kehitetty ja kehitetdan monenlaisia sovelluksia. Esimerkkeja yksityisten tarvit-
semista palveluista ovat autonavigointilaitteisto, joka opastaa autoilijan perille ja hata-
puhelun paikantaminen, jonka avulla apu osattaisiin lahettaa perille vaikka hadéassa-
olija ei osaisi kertoa sijaintiaan. Nyky#én useisiin matkapuhelimiin saa paikannusomi-
naisuuden, joten paikannuksen kdyttdminen ei valttdmatta endd tarvitse edes omaa
erillistd laitetta. On arvioitu, ettd paikannus tulee entisestdén kasvattamaan suosio-
taan myos tulevaisuudessa.

Satelliittipaikannuksen lisdksi paikantaa voidaan esimerkiksi matkapuhelimien tuki-
asemista saamien signaalien avulla. Tukiasemapaikannus on huomattavasti epatar-
kempaa kuin satelliittipaikannus. Satelliittipaikannus kuitenkin vaatii toimiakseen
lahes avonaisen ndkymén taivaalle. Paikoissa, joissa tdmé ei ole mahdollista (sisill4,
kaupunkialueella tai tihedssd metséssd) satelliittipaikannus ei vélttdméattd toimi.
Taman vuoksi on kehitelty hybridipaikannusmenetelmié, jotka kayttavit seka satellii-
teista etté tukiasemista tulevia mittauksia ja nédin pystyvéat toimimaan entisté laajem-
malla alueella. Taméan tyon luvussa 3 on kerrottu tarkemmin GPS-paikannuksesta,

12



LUKU 1. JOHDANTO 13

tukiasemapaikannuksesta ja hybridipaikannuksesta. Téassé tyossa pelkésta paikannuk-
sesta puhuttaessa tarkoitetaan hybridipaikannusta.

Erds tapa paikantaa on ratkaista paikkaestimaatti kiyttden vain nykyisid mittauksia.
Suodatuksen ideana on kayttas paikkaestimaatin ratkaisemisessa hyvéksi kaikkia siithen
mennessa saatuja mittauksia, myos aikaisemmin tulleita. Néin suodatuksella saadaan
aikaiseksi tarkempi estimaatti paikalle, varsinkin silloin kun nykyisid mittauksia ei ole
tarpeeksi yksikésitteisen paikkaratkaisun saamiseksi. Suodatuksen yleistd ongelman-
asettelua on késitelty kappaleessa 2.1.

Tamén tyon varsinaisena aiheena on Kalmanin suodatin ja sen laajennukset paikan-
nuksessa. Kalmanin suodatin (kappale 2.2) on analyyttinen ratkaisu lineaariseen ja
Gaussiseen suodatusongelmaan. Kalmanin suodattimen erilaisia laajennuksia yleiseen
suodatusongelmaan kasitellaan kappalessa 2.3. Laajennuksissa rajoitutaan vain sellai-
siin suodattimiin, jotka pitéavét kirjaa tiheysfunktioiden odotusarvoista ja kovarianssi-
matriiseista.

Téassé tyossa esitettyja Kalmanin suodattimien laajennuksia on jo sovellettu hybridi-
paikannukseen [Heinrichs et al. 2004], [[lmavirta 2002| ja [Ma 2003]. Kyseisissa julkai-
suissa ei ole kovinkaan teoreettisesti paneuduttu perustavaa laatua olevaan kysymyk-
seen siita, pitaisiko suodattimien toimia oikein kyseisissa tilanteissa. Téssa tyossa pyri-
taan selvittdmadn erityisesti tata kysymysta. Tyossé pyritdédn luomaan katsaus kasitel-
tavien suodattimien matemaattisiin perusteisiin. Esimerkiksi Kalmanin suodattimen
yksityiskohtainen johto on esitetty liitteessa A.

Sovellusosassa keskitytddn laajennetun Kalmanin suodattimen (EKF, Extended
Kalman Filter), toisen asteen laajennetun Kalmanin suodattimen (EKF2, Second
Order Extended Kalman Filter) ja paikkaratkaisun Kalmanin suodattimen (PKF, Posi-
tion Kalman Filter) soveltamiseen paikannuksessa (luku 4). Luvussa tutkitaan teorian
avulla muun muassa minkélaisissa tilanteissa EKF ja EKF2 poikkeavat huomattavasti
toisistaan (kappale 4.3.3). PKF:n yhteydessa tutkitaan, kuinka tarkkoihin estimaat-
teihin suodattimella teoreettisesti voidaan ainakin pédstd (kappale 4.4.1). Suodat-
timien algoritmit on esitetty tiiviissd muodossa liitteessda B. Tyohon kuuluu myos
kyseisten suodattimien toteutus Matlab-funktioiksi. PKF:n tarvitsemana paikkarat-
kaisijana kdytetaan Niilo Sirolan toteuttamaa algoritmia [Sirola et al. 2003]. Matlab-
funktioiden avulla tehtyjé erilaisia simulaatioita ja vertailuja on esitetty luvussa 5.
Simulaatiot on pyritty tekeméén mahdollisimman todenmukaisiksi kiyttaméallda muun
muassa tekijan mittaamaa oikeata navigointiviestié satelliittien simuloinnissa.

Lopuksi tyosséd sovelletaan késiteltyja suodattimia myos tekijan mittaamaan todelli-
seen reittiin. Kyseiset tulokset on esitetty kappaleessa 5.4. Tamén tarkoituksena on
antaa kasitys siitd, minkélainen hyoty suodatuksesta on kidytdnnon tilanteessa.



Luku 2

Suodatus

Tamé luku aloitetaan katsauksella yleiseen suodatusongelmaan, jonka erikoista-
pauksen ratkaisuna tunnettua Kalmanin suodatinta késitellidn laajasti kappa-
leessa 2.2. Varsinaisen Kalmanin suodattimen algoritmin (kappale 2.2.2) lisiksi késitel-
ldan missa mielessd Kalmanin suodattimen antama ehdollinen odotusarvo on optimaa-
linen estimaatti tilalle kyseisessé erikoistapauksessa (kappale 2.2.3). Tamén jilkeen
kasitelldan sitd, missa mielessd Kalmanin suodattimen antama ehdollinen odotusarvo
on optimaalinen myos yleisemmélle suodatusongelmalle (kappale 2.2.4). Kalmanin
suodatinta koskevassa kappaleessa puututaan myos kysymykseen, mistd suodatuksen
tilamalli on usein periisin (kappale 2.2.5). Lisdksi Kalmanin suodattimen yhtey-
dessa tutkitaan Kalmanin suodattimen epavarmuutta ja herkkyyttd mallinnusvirheille
(2.2.6). Luvun lopussa esitellddn erilaisia tapoja ratkaista yleistd suodatusongelmaa
Kalmanin suodattimen laajennuksilla (kappale 2.3), erityisesti esitellddn toisen asteen
laajennettu Kalmanin suodatin (kappale 2.3.2).

2.1 Yleinen ongelman asettelu

Monissa teknisissd sovelluksissa halutaan saada selville mahdollisimman hyva esti-
maatti prosessin tilalle tietylla ajanhetkelld. Estimaatin arvon liséksi ollaan kiinnostu-
neita sen tarkkuudesta ja epavarmuudesta. Tahéan tarkoitukseen on kiytettavissa malli

14
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prosessin dynamiikalle, eli sille, miten prosessi muuttuu ajan kuluessa. Tamén lisaksi
on kiytettavissa mittauksia, jotka riippuvat sen hetkisesta tilasta. Mallia ja siihen liit-
tyvia mittauksia kutsumme dynaamiseksi systeemiksi. Esimerkkina talldisestd dynaa-
misesta systeemistd on paikannus. Paikannuksessa tilana on vastaanottimen paikka
ja mahdollisesti muita muuttujia. Mittauksina voi toimia esimerkiksi etdisyysmit-
taukset satelliitteihin ja/tai tukiasemiin, korkeusmittaus ja sektoritiedot. Téssé tyOssi
on tarkoituksena esittda tama ongelma matemaattisessa muodossa, ratkaista se muuta-
massa erikoistapauksessa ja soveltaa ratkaisuja paikannukseen. Ennen varsinaista
ongelman matemaattista formulointia maéaéaritellain muutama késite. Peruskésitteet,
kuten otosavaruus (merkinté €2), joukon 2 o-algebra (merkintd F), todennékoisyys-
mitta (merkintd P), todenndkdisyysavaruus (merkinta (2, F, P)), satunnaismuut-
tuja (merkinté lihavoitu kirjain esimerkiksi x), satunnaismuuttujan x tiheysfunktio
(merkintd f(z) tai fx(z)), riippumattomuus ja satunnaismuuttujien x, y yhteisja-
kauma (merkintd f(z,y)) oletetaan tunnetuiksi. Namé l6ytyviat muun muassa viit-
teistd [Kaleva 2003a] ja [Maybeck 1979].

Maaritelmé 2.1 (Stokastinen prosessi). Olkoon (2, F, P) todenndkéisyysavaruus
ja T parametrijoukko. Stokastinen prosessi on sellainen kuvaus x : Q0 x T — R,
etti jokaisella kiintedlli ty, € T x(-,tx) on satunnaismuuttuja (joka voi olla myds
matriisiarvoinen, talléin maalijoukko on R™™ ). Tdtd satunnaismuuttujaa merkitidan
myds symboleilla xy ja x(t,).

Maaritelma 2.2 (Ehdollinen tiheysfunktio, Bayesin sdantd). Satunnaismuut-
tujan x ehdollinen tiheysfunktio ehdolla y =y mddritellddan yhtdlolld

f(z,y)
f(y)

pisteissd, joissa nimittdji on posititvinen. Jos mimittdjd on nolla, niin ehdollista
tiheysfunktiota ei ole mddritelty. Kyseisen tiheysfunktion omaavaa satunnaismuuttujaa
merkitian x|y.

Faly) = (2.1)

Seuraus 2.3 (Bayesin sddnnon toinen muoto). Mddritelmdstdi 2.2 seuraa, ettd

fle)f@)  flyle)f(=)
fy) [ fylo) f(z)de

flzly) = (2.2)

[Maybeck 1979, s.81].

Maéaritelma 2.4 (Markovin prosessi). Stokastinen prosessi {xp,k € N} on
Markovin prosessi jos kaikilla k € N\{0}

fzglzy, .. xp—1) = f(xg]zr—1). (2.3)

Maéaritelma 2.5 (Valkoinen prosessi). Stokastinen prosessi {xx,k € N} on
valkoinen prosessi jos se on Markovin prosessi ja kaikilla k € N\{0}

farlop—1) = o). (2.4)
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Néiden méaéaritelmien avulla tehtéva voidaan formuloida. Dynaamisen prosessin tilat
ja mittaukset mallinnetaan stokastiseksi prosesseiksi {xx,k € N} ja {yxi1,k € N}
Alkuehtoa merkitdén satunnaimuuttujana Xo. Prosessin dynamiikka mallinnetaan
stokastiseksi differenssiyhtaloksi

Xk+1 = fk(Xk, Wk) (25)

Mittausyhtalo
Y = hk(Xk,Vk) (26)

mallintaa mittauksien ja tilan valista yhteytta. Funktiot oletetaan jatkuvasti derivoitu-
viksi argumenttiensa suhteen. {wy, k € N} kuvaa dynamiikan kohinaa ja {vy,1, k € N}
kuvaa mittauksien kohinaa. Molemmat kohinat oletetaan nollakeskisiksi- ja valkoisiksi
kohinoiksi ja riipumattomiksi toisistaan. Lisdksi oletetaan, ettd {wy} on riippumaton
alkuehdosta x¢. Néin ollen prosessit {xx}, {yx+1} ja {Xk, yr+1} ovat Markovin proses-
seja [Jazwinski 1970, s.143].

Tehtévani on ratkaista tilan x; ehdollinen tiheysfunktio realisoituneiden mittausten
ehdolla. Otetaan kiyttéon mittauksien, jotka tapahtuvat ennen ajanhetked tx.q,
kokoelma yi, = {yi,i = 1,...,k}. Jos mittaukset y1, = {y;,¢ = 1,...,k} ovat
realisoituneet, tehtaviana on ratkaista tiheysfunktio

f(@rlyrr). (2.7)

Bayesin sé@annon ja kohinoiden valkoisuuden avulla saadaan kaava (2.7) muotoon
[Ristic et al. 2004, s.5]

~ fyklre) f(wrlyia-1)
Flarloe) = Flulyre—) (28)

missi normalisointivakio on muotoa
FYelyin—1) = /f(yk|$k)f($k|ylzk—1)d$k- (2-9)

Ratkaistusta ehdollisesta tiheysfunktiosta (2.8) voidaan laskea haluttu estimaatti
tilalle x;, ja arvio sen epavarmuudelle. Useissa tapauksissa ehdollista todennakoisyytta
ei voida ratkaista analyyttisesti [Arulampalam et al. 2002]. Kuitenkin hyvin tarkeéssa
erikoistapauksessa Kalmanin suodatin ratkaisee kyseisen tehtévian. Kalmanin suoda-
tinta kéasitelladn tarkemmin kappaleessa 2.2.

2.2 Kalmanin suodatin

Kalmanin suodatin (KF, Kalman Filter), jonka Rudolf E. Kalman julkaisi vuonna 1960
[Kalman 1960, ratkaisee kappaleessa 2.1 mééritellyn ongelman erikoistapauksen, jossa
kaavojen (2.5) ja (2.6) funktiot ovat lineaarisia ja alkuehto seké kohinat normaalijakau-
tuneita (Méaaritelmé 2.6). Téssé kappaleessa on esitetty Kalmanin suodatin. Suodat-
timen johto 16ytyy liitteesta A.
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Maiéritelmé 2.6 (Normaalijakauma). Olkoon x : Q — RP vektoriarvoinen satun-
naismuuttuja, jonka odotusarvo E(x) = p € RP ja kovarianssimatriisi V(x) = X
on symmetrinen posititisesti definiitti p x p matriisi. Talldin satunnaismuuttuja
x noudattaa p-ulotteista normaalijakaumaa parametrein p ja Y, jota merkitadn
x ~ N,(i, ), jos sen tiheysfunktio on

f(x):;exp<— (:p—,u)TZl(w—u)>7 r e RP (2.10)

/det(27X) 2

2.2.1 Kalmanin suodattimen ongelman asettelu

Kalmanin suodattimen alkuehtona on (oletetaan, ettd Py on positiividefiniitti)

xg ~ N, (o, Po). (2.11)
Kalmanin suodattimen tilamallina on

Xpi1 = Ppxp + Wi (2.12)

ja mittausmallina on
yi = Hixp + vy, (2.13)

missd x; on ng,-dimensionaalisen tilavektorin satunnaismuuttuja ajanhetkelld t.
®; € R"*"» on tilansiirtomatriisi satunnaismuuttujalta x; satunnaismuuttujalle xx 1,
kiytetddn myos merkintdd ®(tgiq1,tx). Wi ~ N, (0,Qx) on tilamallin virhe, joka
oletetaan valkoiseksi ja riippumattomaksi alkuehdosta xg. y, on n,-dimensionaalisen
mittausvektorin satunnaismuuttuja ajanhetkelld t;. H, € R™*™ kuvaa tilan ja
mittauksien vilistd ideaalista yhteyttd ajanhetkella ¢;. vi ~ N, (0,Rx) on mittaus-
virhe, joka oletetaan valkoiseksi ja riippumattomaksi prosessin w; kanssa. Matriisit
Ry oletetaan positiividefiniiteiksi.

Maéaritelma 2.7 (Ehdollinen odotusarvo). Satunnaismuuttujan x ehdollinen
odotusarvo ehdolla y =y mddritelladn yhtalolla

Bxly =y) = [ af(aly)da .14

Huomataan (liite A), ettd kaikki Kalmanin suodattimen antamat ehdolliset tiheys-
funktiot f(zx|y1.x), misséd k € N, ovat normaalisti jakautuneita. Riittd4, ettd saadaan
selville satunnaismuuttujien x; ehdolliset odotusarvot ja kovarianssimatriisit ehdolla
Y1k = Y1k (Madritelmé 2.7), talloin kaikki jakaumien parametrit ovat tiedossa. Merki-
tdan parametreja hattusymbolilla, koska niitd kdytetddn myos tilan ja tilan epévar-
muuden estimaatteina (kappale 2.2.3).

Ty = E(xXk|y1x = Y1) (2.15)

Py = E((xx — &%) (xx — 21) 7 |y 16 = Y18 (2.16)
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X |y1 ~ No, (2%, Pr) (2.17)

Kaavassa (2.17) oleva merkinté tarkoittaa, ettd satunnaismuuttujan x, jonka dimensio
on n,, ehdollinen jakauma ehdolla y;., = y1., on normaalijakauma parametrein Z; ja
f’k. On syytd huomata, ettd parametrit 2 ja f’k riippuvat arvosta ¥i.; ja ovat siten
satunnaismuuttujien Xy ja P}, reaalisaatioita. Satunnaismuuttujan x; ehdollista tiheys-
funktiota ehdolla yi.._1 = w1.,_1 kutsutaan priori-tilan tiheysfunktioksi. Priori-tila,
jonka merkkingd on yldindeksissd miinus (x, ), on suodattimen ennustama tila ajan-
hetkelle t;, mittauksien yi.x_1 = y1.x_1 perusteella. Priori-tilan ehdollisen odotusarvon
realisaatio on

T, = E(Xp|yie—1 = Yr—1) = Cro1Tp—1 (2.18)

ja priori-tilan ehdollisen kovarianssimatriisin realisaatio on

T:’E = E((xx — ;) (x — @;)T‘YL/&A = Yih-1) = q)kflpkflq)gfl + Qp-1- (2.19)

2.2.2 Kalmanin suodattimen algoritmi

Kalmanin suodattimen algoritmi on esitelty myos liitteessd B ja sen johto on esitetty
liitteessd A. Kalmanin suodatin maéritelladn rekursiivisesti. Oletetaan, ettéd

Xp—1|Y1h-1 ~ N, (-1, Pe_1), k€ N\{0}. (2.20)
Merkinta xg|y;.0 tarkoittaa satunnaismuuttujaa xo. Talléin
Xp |y ~ N, (7 + Ky — Hedy ), (1 - KeHy)Py), (2.21)
missd Kj, kutsutaan Kalmanin vahvistukseksi (Kalman gain),
K, = Py HL (H,P HY + R;) ™ (2.22)

Erotusta (y, — Hyi;, ) kutsutaan innovaatioksi, & on maritelty yhtalossa (2.18) ja Py
on madritelty yhtélossa (2.19). Kyseista tilaa, joka saadaan péivittdmélld priori-tilaa
kutsutaan posteriori-tilaksi.

2.2.3 Tilan paras estimaattori

Kalmanin suodattimen algoritmin avulla (2.21) saadaan selville tilan x; normaalisti
jakautuneet ehdollisten tiheysfunktioiden f(zg|y:1.x) parametrit, missd k& € N. Nama
parametrit ovat itsekin satunnaismuuttujia. Monissa teknisissa sovelluksissa kiyttaja
haluaa saada selville mahdollisimman hyvén estimaatin tilalle ja arvion sen hyvyydelle,
eikd ole niinkdan kiinnostunut ehdollisesta tiheysfunktiosta. Seuraavaksi perustellaan
miksi estimaattori

on paras valinta estimaattoriksi. Kuten edelld todettiin, Kalmanin suodatin antaa tilan
estimaatiksi juuri tdmén estimaattorin realisaatioita (2.21).
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Ensin todetaan, ettd valittu estimaattori (2.23) on harhaton, jolla tarkoitetaan
seuraavaa |Jazwinski 1970, s.150]

E(xy) = E(E(xk[y1x)) = E(x). (2.24)

Jotta voidaan vertailla tarkemmin estimaattoreita, maaritelladn kustannusfunktioita
L(x), joilla voidaan kuvata estimaattorin hyvyyttd. Olkoon L(x) reaaliarvoinen
funktio, jolla on ominaisuudet

L(0) =0,

0 < p(x) < ply) = 0 < L(x) < L(y), (225)

missé p on konveksi funktio (Mé&éritelma 2.8).

Maaritelméa 2.8 (Konveksi joukko ja funktio). Vektoriavaruuden R™ osajoukko
A on konveksi, jos

AX+ (1 =Ny € A kaikilla x,y € A, A\ € [0,1] (2.26)
Olkoon A C R™ konveksi joukko. Funktio p: A — R on konveksi jos

p(Ax + (1 = N)y) < Mp(x) + (1 = Np(y) kaikilla x,y € A,0 <A <1 (2.27)

Esimerkki konveksista funktiosta on
p(x) =x'Sx, x€R" (2.28)

missd S € R™ ™ on symmetrinen positiivisesti semidefiniitti matriisi [Kaleva 2003b,
s.69]. Kyseinen funktio sopii selvisti myos kustannusfunktioksi.

Lause 2.9. Olkoon satunnaismuuttujan Xy|yi.x tiheysfunktio f(xg|y1.x) normaalinen,
odotusarvona satunnaismuuttujan X, = E(Xg|y1x) reaalisaatio . Olkoon L(x)
ehdot (2.25) tayttava kustannusfunktio. Talloin satunnaismuuttujan X, paras estimaat-
tori on Xy, siind mielessd, ettd BE(L(xy — X)) minimoituu.

Todistus. Jazwinskin kirjassa [Jazwinski 1970, s.147] on todistettu lause soveltamalla
Shermanin julkaisussa [Sherman 1955| olevaa tulosta. Téssé esitetdén lyhyesti todis-
tuksen idea.

E(L(xk = Xi)) = E(E(L(xr — X)[y1:4)) (2.29)

Koska E(L(xy —Xx)|y1.x) on méaéritelty samassa todenndkoisyysavaruudessa kuin y .,
niin E(L(x; — X)) minimoimiseksi riittda 16ytaa sellainen estimaattori joka minimoi
odotusarvon E(L(x, — Xi)|y1x) jokaisella reaalisaatiolla yj.,. Shermanin mukaan
talldinen estimaattori on X = E(xg|y1.x) [Sherman 1955]. O

Lauseen 2.9 mukaan on selvdd valita tilan estimaattoriksi Xj = E(xx|y1.), koska
tamé estimaattori on optimaalinen, vertaillaan sitd milld tahansa ehdot (2.25)
tayttavalla kustannusfunktiolla. Estimaattoria, joka minimoi kustannusfunktion
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L(x) = x''Sx, missé S on symmetrinen positiivisesti semidefiniitti matriisi, kutsutaan
minimivarianssiestimaattoriksi. Néin ollen Kalmanin suodattimen antama estimaatti
on harhaton minimivarianssiestimaatti. Myos laskettaessa Kalmanin suodattimen
tehtdville MAP (maksimi-a-posteriori) estimaattori, joka maksimoi tiheysfunktion
f(zk|y1.), saamme odotetusti saman estimaattorin kuin edelld [Maybeck 1979, s.234].
Kalmanin suodattimen antama estimaattori on siis suhteessa muihin estimaattoreihin
erittdin hyva. Tamé ei kuitenkaan kerro vield sen absoluuttista "hyvyytta”.

Kalmanin suodattimen ratkaisema estimaatin kovarianssimatriisi (f’k) puolestaan
kertoo minkalaisissa rajoissa todellinen tila todennékoisesti on, jos systeemin malli on
oikein. Téssé tyossd puhutaan suodattimen epdvarmuudesta, kun tarkoitetaan kyseista
tilan virhetté, jonka suodatin antaa kovarianssimatriisin (f’k) muodossa. Suodattimen
epdtarkkuudesta puhuttaessa tarkoitetaan epatarkan mallin aiheuttamia virheita tilalle
ja sen epavarmuuden estimaatille. Epdvarmuutta ja -tarkkuutta késittelemme lisaa
kappaleessa 2.2.6.

2.2.4 Estimaattori yleisemmille ongelmille

Edellisesséd kohdassa mééritelty estimaattori X, = KE(xj|y1.x) on minimivarianssi-
estimaattori myo6s yleiselle ongelman asettelulle, joka on esitetty kappaleessa 2.1
[Sage&Melsa 1971, s.178| ja [Robert&Casella 1999, s.11]. On hyvd muistaa, etté
Kalmanin suodatin laskee kyseisen estimaattorin vain hyvin rajatussa tapauksessa.
Kuitenkin jos kiytetddn Kalmanin suodattimen algoritmia ja verrataan lineaarisia
harhattomia estimaattoreita kustannusfunktion L(x) = x”x avulla, niin osoittautuu,
ettd Kalmanin suodattimen algoritmi antaa parhaan estimaatin tilalle my6s ilman
satunnaismuuttujien xg, {wy} ja {vis1} (k € N) normaalisuusoletusta. Kalmanin
suodatinta kutsutaan tdmén takia myos parhaaksi lineaariseksi harhattomaksi esti-
maattoriksi (BLUE, Best Linear Unbiased Estimator). Toisin sanoen Kalmanin

suodattimessa Kalmanin vahvistus méaaraytyy siten, etta estimaattori

X, =X, + Ki(ye — HpX},) (2.30)

minimoi kustannusfunktion L(x) = x’x mukaisen virheen, vaikka jakautumat eivit

olisi normaaleja [Brown 1983, s.195] ja [Candy 1986, s.71].

Téamaé tulos on erittdin miellyttéava, koska usein jakautumat eivét ole aivan normaaleja.
Tamaéan ominaisuuden valossa Kalmanin suodattimelta voi odottaa néissdkin tilanteissa
hyvid tuloksia. Tosin t&lloin suodatin on paras kyseisen kustannusfunktion mielessé
vain harhattomien lineaaristen suodattimien joukosta. Toinen Kalmanin suodattimen
rajoittava ehto on oletus tila- ja mittausmallien lineaarisuudesta. Epalineaarisuutta
késitellaan tarkemmin kappaleessa 2.3.
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2.2.5 Stokastinen differentiaaliyhtalo

Yleensé kaavojen (2.5) ja (2.12) takana on stokastinen differentiaaliyhtélo. Téssd
tapauksessa keskitytadn vain lineaariseen stokastiseen differentiaaliyhtéaloon ja siihen
kuinka se diskretoituu yhtaloksi (2.12). Lineaarinen stokastinen differentiaali yht&lo
on

dx(t) = F(t)x(t)dt + G(t)dB(1), (2.31)
missé x(t) on n,-dimensionaalinen tilan stokastinen prosessi, F(t) ja G(t) ovat vastaa-
vasti ng X ng ja n, X ng-dimensionaalisia ei-satunnaisia jatkuvia matriisifunktioita, ja
B on ng-dimensionaalinen Brownin liike, joka maéritelldén seuraavasti.

Maaritelma 2.10 (Brownin liike). Stokastinen prosessi xi, tp > to on Brownin
litkettd, jos

1. Xg, X; — Xi_1, ¢ = 1,2,...,k ovat ripumattomia satunnaismuuttujia kaikilla
to <ty <ty <--- <ty (ritppumattomien lisdysten prosessi)

iii. lisaykset ritppuvat vain aikavdlin pituudesta, eivdt ajasta (stationdaariset lisiykset)

iv. X noudattaa normaalijakaumaa x5, ~ N, (0, (tx — t9)Q.) jokaisella t, > to
(Matriisia Q. kutsutaan diffuusiomatriisiksi)

Yhtélon (2.31) ratkaisu voidaan kirjoittaa muotoon (|[Maybeck 1979, s.171] ja
[Jazwinski 1970, s.200])
Xk+1 = (I)(thrla tk)Xk + Wk, (232)

missé xy, on tila ajanhetkelld ¢5, ®(ty41, 1)) on tilansiirtomatriisi (méaaritelma 2.11) ja
w;. on valkoista, nollakeskistéd, normaalisti jakautunutta kohinaa, jonka kovarianssi-
matriisi on

Viwy) = / " B (thr G QC (T D (. 1), (2.33)

tg

Maaritelma 2.11 (Tilansiirtomatriisi). Matriisi ®(t,tx) on tilansiirtomatriisi, jos
i. O(t,tp) = F(t)®(t, ty,)

ii. P(tg, ty) =1

Merkitdan tilansiirtomatriisia ®(t541,t;) lyhyesti vain @y, talloin yhtdlo (2.32) on

Kalmanin suodattimen tilamallin mukainen (2.12). Jos matriisi F(¢) on vakio, tilan-
siirtomatriisi voidaan laskea matriisieksponentina kaavan

q)(tk_;,_l,tk) = e(t’H’l_tk)F (234)

avulla [Maybeck 1979, s.42].
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Tilansiirtomatriisilla on monia ominaisuuksia, joita on lueteltu muun muassa kirjoissa
[Maybeck 1979, s.41] ja [Grewal&Andrews 1993, s.38|. Eréis niistd on

D(tpio, tr) = Ptrga, tir1) P (it te)- (2.35)

Lause 2.12. Olkoon tilansiirtomatriisit (®) madritelmdn 2.11 mukaisia ja olkoon wy,
ja Wiy ratkaisun (2.32) tilansiirtomatriiseja vastaavia kohinoita, lisiksi wy,, vastaa
tilansiirtomatriisia ®(tgio,ty). Tdlldin

X2 = P(toyo, i) Xp + Wiy, = P(rgas toy1) (P (tigr, tr)Xe + Wi) + Wipr. (2.36)

Todistus. Koska ominaisuuden (2.35) mukaan

D (tpro, tor1 ) (P(thrr, tr)Xp + Wi) + Wi1 = P(tpao, )Xk + P(trto, 1) Wi + Wi,
(2.37)
niin riittada nayttad, ettd w,, ja @(tgro, ter1)Wr + Wiy ovat identtisesti jakautuneita.
Koska molemmat ovat normaalisti jakautuneita, viite on todistettu, jos kyseiset satun-
naismuuttujien odotusarvot ja kovarianssimatriisit ovat samoja. Odotusarvot ovat
samat nollakeskisyyden ja odotusarvo-operaattorin lineaarisuuden johdosta:

E(Wi,,) = 0= @(tri2, trsr) E(Wi) + E(Wi1) = E(@(trya, b)) Wi + Wigr). (2.38)

Koska wy ja wy,1 ovat perdisin valkoisesta prosessista niin maéritelmien 2.2 ja 2.5
mukaan:

f(Wii1, W) = f(Wipa[we) f(Wi) = f(Wei) f(wWr), (2.39)

joten wy. 1 ja wj ovat riippumattomia. Nain ollen

V(@ (tyr2, tir1)We + Wig1) = @(tgro, tert) V(W)@ (trga, tepr)” + V(Wes1)  (2.40)

Integraalin lineaarisuuden ja ominaisuuden (2.35) mukaan

tot1
O(tpro tor1) VIWR)P(tpio, thir)! = / D(tpyo,t)G(H)QG() @ (b o, t) dt. (2.41)

ty
Toisaalta

V(W) = / " Bty e, )G QG () D (tnn, 1), (2.42)

tet1

Laskemalla yhtdlot (2.41) ja (2.42) yhteen saadaan, etti

thto
V(P (tpra, Lo )Wk + Wiir) = / D(thr2, ) G(H)QG(1) P (thro, 1) dt = V(Wy,,)

ty
(2.43)
[

Lause 2.12 takaa hyvin hyddyllisen ominaisuuden virhemallille. Mikéli mittauksia
ei saada ajanhetkelld t5,; niin x;,» on samoin jakautunut, riippumatta siita
onko suodatin, jonka tilamalli on perdisin stokastisesta differentiaaliyhtélosta (2.31),
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laskenut arvion tilalle x;,; vai ei. Ta&méa ominaisuus olisi itsestdén selvé, mikéli virhe
koostuisi pelkédstdédn Brownin liikkeestd. Kuitenkin yhtélossd (2.31) voidaan halut-
taessa liitosmatriisin G(¢) avulla mallintaa vain osa tilanvirheestéd Brownin liikkeell.
Talloin tilassa voi olla komponentteja, joiden virhe ei ole Brownin liikettéd ja virheen
lisdyksen suuruus riippuu myds ajasta eikd vain valin pituudesta, jolloin edelld todis-
tettu ominaisuus ei ole aivan itsestaan selva.

2.2.6 Epavarmuus ja herkkyys mallinnusvirheille

Tassé kappaleessa késitellaéan sitd, minkélaisissa rajoissa suodattimen epavarmuus on.
Arvio on tarkoitus muodostaa ilman, ettéd lasketaan tarkasti estimaattien kovarianssi-
matriiseja P,. Téamin avulla, mikéali malli on oikea, voidaan huomata milloin suodatus
on ylipdatdansa mahdollista ja kuinka paljon suodatus ainakin parantaa tilan estimaat-
toria verrattuna muihin estimaattoreihin. Liséksi kasitelladn sitéd, kuinka mallinnusvir-
heet vaikuttavat naihin kovarianssimatriiseihin. Téssa kappaleessa esitetadn padasiassa
vain tuloksia. Tulokset ovat peréisin Jazwinskin kirjasta, jossa on myos kéasitelty
tarkemmin kyseistéd aihetta todistuksien kera [Jazwinski 1970].

Maiéritelmé 2.13 (Ohjattavuus- ja tarkkailtavuusmatriisit). Matriisia C kutsu-
taan ohjattavuusmatriisikst

k—1
C(k, = > Ot b)) Qi @ (b, L), (2.44)

i=k—n,
missd D(ty, tiy1) on tilansiirtomatriisi ja Q;v1 = V(Wit1).

Matriisia T kutsutaan tarkkailtavuusmatriisiksi

k
T(kk—n) = Y O (t;, tp) H/ Ry Hi®(t;, ), (2.45)

i:k—nt
missa ®(t;,ty) on tilansiirtomatriisi, H on mittausmatriisi ja R; = V(v;).

Maaritelma 2.14 (Taydellisesti ohjattavissa ja tarkkailtavissa). Dynaaminen
systeemi (2.12), (2.13) on tdaydellisesti ohjattavissa, jos on olemassa positiivinen koko-
naisluku n, ja posititviset o, ja (3, siten, ettd

0 < a,l <C(k,k—mn,) < Bl (2.46)

kaikilla k > n,. Kyseinen dynaaminen systeemi on taydellisesti tarkkailtavissa, jos on
olemassa posititvinen kokonaisluku n, ja positiiviset oy ja (3, siten, ettd

kaikilla k& > ng.
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Symmetristen matriisien tapauksessa A < B tarkoittaa, ettd B — A on positiivisesti
definiitti. Vastaavasti A < B tarkoittaa, ettd B — A on positiivisesti semidefiniitti.

Lause 2.15. Olkoon dynaaminen systeemi (2.12), (2.13) taydellisesti ohjattavissa ja
tarkkailtavissa siten, ettd n, = ny, « = min(«,, ;), f = max(0,, B;) ja Po > 0. Tdlloin
Py on tasaisesti rajoitettu kaikilla k > n,.

Q . 1+ ap
[<P, < I 2.48
1+af8 — F=Ta ( )
Todistus. Todistus on esitetty Jazwinskin kirjassa [Jazwinski 1970, s.234]. O

Seuraava lause kertoo, ettd mallinnusvirhe alkuehdon kovarianssimatriisissa hévida
ajan kuluessa estimaatin kovarianssimatriisista, mikéli dynaaminen systeemi on taydel-
lisesti ohjattavissa ja tarkkailtavissa.

Lause 2.16. Olkoon dynaaminen systeemi (2.12), (2.13) taydellisesti ohjattavissa ja
tarkkailtavissa. Oletetaan, ettd Py, ja Py, ovat kaksi systeemin kovarianssimatriisien
ratkaisua vastaten alkuehtoja Py, > 0 ja Py, > 0. Olkoon APy = Py, — Py,. Tdlloin

|AP|| — 0, kun %k — oco. (2.49)
Todistus. Todistus on esitetty Jazwinskin kirjassa [Jazwinski 1970, s.242). O

Seuraavaksi perehdytéin tarkemmin siihen, kuinka virheiden mallinnusvirheet vaikut-
tavat suodattimen toimintaan. Olkoon

Xpt1 = PpXp + Wy,
Vi = Hyxp + v

2.50
E(xo) = w0, V(x0) = Py, (2.50)
E(wi) = E(vi) =0, V(wy) = Qi ja V(vi) = Ry
todellinen systeemi ja
X1 = DXy + Wi,
Vi = HiXi + Vi, (2.51)

E(io) - To, V(io) == Fo, . .

malli kyseiselle systeemille. Ylaviivalla merkitaddn mallinnettuja suureita, jotka poik-
keavat todellisesta systeemistid. Téssd oletetaan, etteivat suureet &, ja Hj sisalla
mallinnusvirheita.

Seuraava lause kertoo, kuinka voidaan tarpeeksi pessimistisilla virhearvioilla taata se,
ettd mallin antama epévarmuus on arvioitu ylakanttiin. Téalloin mallin antama epévar-
muus mallisysteemin Kalmanin suodattimen estimaattorille on ainakin niin suuri kuin
kyseisen estimaattorin epavarmuus olisi todelliselle systeemille. Tésté seuraa myos se,
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ettd mallin estimaattorin epdvarmuus on ainakin yhtéa suuri kuin todellisen systeemin
minimivarianssiestimaattorin epavarmuus. Lauseessa 2.17 kiytetetddn merkintoja

P, = V(X — %) (2.52)

missé 7, on Kalmanin suodattimen antama BLUE-estimaatti (kappale 2.2.4) malli

systeemille (2.51).

Lause 2.17. Jos Py < Py, Qi < Qk ja Ry < Ry, kaikilla k, niin f’k < Py, kaikilla k.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla.
Induktioalku: Kun £ = 0 niin véite on selvé.
Induktioaskel: Naytetiadn, etta viitteesta arvolla k = n seuraa viite arvolla k = n+1.

Kalmanin suodattimen algoritmin mukaan (Liite B)

= — = — = = =T
Pn+1 = (I - Kn-‘rlHn—&—l)(q)nan)Z + Qn)(I - Kn+1Hn+1)T + Kn+1Rn+1Kn+1 (2‘54)

§n+1 = (I - Kn+1Hn+1)(q)n§n) + Kn—‘,—l}’n—‘,—b (255)

Huomaa, ettd mallisysteemissé estimaatin laskemiseen kéytetdén todellisen systeemin
mittauksia. Kaavoista (2.50) ja (2.55) seuraa

Xn+1 — §nJrl = Xn+1 — (I - Kn+1Hn+1)(q)n§n> - Kn+1)’n+1
= Xp41 — (I - Kn—&-lHn—l—l)(q)nin) - Kn—i—l(Hn—i-an—i-l + Vn-‘,—l) (256)
- (I - Kn—&-lI_In—i—l)((Ijn(Xn - in) + Wn) - Kn—&-an—H'

Joten riippumattomuusoletuksien nojalla

— ~ — =T
Pn+1 = (I - Kn—&-lHn—H)((I)nan)g + Qn)(l - Kn-i-lHn-i-l)T + Kn+1Rn+1Kn+1' (2'57)

Talloin
i-:v’n+1 - Fn+1 :(I - Kn+1Hn+1)(I)n(i5n - Fn)q)Z(I - Kn+1Hn+1)T

+ (I - Kn-l—lHn-i-l)(I)n(Qn - Qn)q)g;(l - Kn-i-lI—In-i-l)T (258)

— — =T
+ Knp1(Ro1 — Roy1) Ky

Koska oletuksen mukaan R, < R, niin R,,1 —R,,+1 on negatiivisesti semidefiniitti.

Toisin sanoen x’ (R, 1 — Rpy1)x < 0 kaikilla x. T&llsin myos
— B —
Y o1 (Rt — R ) Kogy < 0 (2.59)

kaikilla y, koska voidaan valita x = KZ 41y Vastaavasti voidaan toimia kaavan 2.58

oikeanpuolen ensimmaéisen ja toisen termin kanssa. Nain ollen 1~3n+1 < ?n_i_l. Tamén
ja induktioperiaatteen nojalla véite on tosi kaikilla k. O



LUKU 2. SUODATUS 26

Kalmanin suodatimella on siis erittdin miellyttdavia ominaisuuksia mallinnuksen
kannalta. Edellisen ja BLUE-ominaisuuden (kappale 2.2.4) avulla suodatinta voidaan
jarkevasti kayttaa, vaikkei taysin tiedetdkdan kuinka virhe kdyttaytyy. Tamén vuoksi
sovelluksissa voidaan arvioida (ylakanttiin) virheiden kovarianssimatriiseja ja sovellus
toimii siltikin halutulla tavalla. Kovarianssimatriisien arviointia kutsutaan myos
suodattimen virittdmiseksi (tuning) [Maybeck 1979] [Julier&Durrant-Whyte 2003].
Jos suodattimen antama kovarianssimatriisi estimaattorille on aina suurempi tai
yhtd suuri kuin todellinen kovarianssimatriisi estimaattorille olisi niin estimaat-
toria kutsutaan konsistentiksi (consistent) [Lefebvre et al. 2004]. Maybeck kutsuu
konsistentiksi estimaattoriksi estimaattoria, joka konvergoi todelliseen arvoon
ajan kuluessa [Maybeck 1979, s.235] [Maybeck 1982, s.96]. Tésséd tyossd kéyte-
tdan Lefebvren maéadritelmad. Léhes poikkeuksetta hyviltd estimaattorilta vaadi-
taan, ettd se on konsistentti. Edelld mainittu tapa arvioida virheet yldkanttiin
on erds keino varmistaa estimaattorin konsistenttius. Mikéli kovarianssimatriiseja
arvioidaan ylédkanttiin, niin estimaattorin epdvarmuus kasvaa |[Lefebvre et al. 2004|
[Maybeck 1979, s. 338|. Kaytannossi kovarianssimatriisien arviointiin haetaan kompro-
missi, jonka avulla estimaattori on ldhes varmasti konsistentti ja estimaattorilla on
mahdollisimman pieni epavarmuus. Useinkaan virheet eivét ole normaalijakautuneita.
Talloin tyydytdan BLUE-estimaattiin.

Odotusarvo ja kovarianssimatriisi méaaradavat téysin normaalijakautuneen suureen
tiheysfunktio. Néin ei ole yleisessa tapauksessa, kuitenkin seuraavaksi esitettéavian Tshe-
byshevin epéayhtalon nojalla voidaan arvioida tilan epédvarmuutta odotusarvon ja kova-
rianssimatriisin avulla. Tosin kiytdnnossa virheet ja siten myds tila usein oletetaan
lahes normaalijakautuneiksi ja kiytetdan normaalijakauman ominaisuuksia. Varsinkin
epéalineaarisessa tapauksessa néin ei kuitenkaan voida tehdé. Epélineaarisesta tapauk-
sesta lisda kappaleessa 2.3.

Tshebyshevin epayhtilo

Seuraava lause on erikoistapaus Tshebyshevin epéyhtélostd [Evans 2002, s.14].
Matriisin jalki-operaattoria merkitaan tr.

Lause 2.18. Olkoon x n-dimensionaalinen jatkuva satunnaismuuttuja siten, ettd

E(x) = p ja V(x) = X. Tdlldin satunnaismuuttuja x saa arvon p keskisen ky/tr(X)-
k2-1
2

sateisen pallon sisdltd vahintddn todenndakoisyydelld
Todistus. Koska Y on symmetrinen reaalimatriisi niin Schurin lauseen mukaan
[Perttula 1999b, s.95] on olemassa ortogonaalinen matriisi Q siten ettéi

¥ = QAQT, (2.60)

missd A on diagonaalimatriisi, jonka diagonaalilla on matriisin > ominaisarvot. Tiede-
tadn, ettd |Perttula 1999b, s.91]

tr() = tr(A). (2.61)
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Tehdaén kovarianssimatriisin integraaliin muuttujanvaihto x = Qy + p. Télldin integ-
raalioperaattorin lineaarisuuden mukaan

Vi(x) = / (= 1)z — )" fulw)dz = Q / W Qu QT =S (2.62)

Joten

/ yyT o(Qy + p)dy = A (2.63)

Olkoon alue A origokeskinen ja k+/tr(X)-sédteinen pallo. Télloin integraalioperaattorin
lineaarisuuden ja integrandin positiivisuuden mukaan

tr(¥) = / Y yf(Qy + p)dy > / Yy f(Qy + p)dy

Rm\ A

(2.64)
> u() [ Q= u) (1 [ a@u+ o).
R\ A A
Kaavasta (2.64) seuraa véite
k*—1
[ pQu iy = S (2.65)
A
U

Seuraavassa taulukossa 2.1 on sovellettu edellisté lausetta kolmiulotteiseen tapaukseen
ja laskettu milla vahimmaistodennékoisyydelld satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo
ja kovarianssimatriisi tunnetaan, on tietyn séteisen pallon sisdlla. Pallon keskipiste on
satunnaismuuttujan odotusarvo. Tuloksia on verrattu normaalijakauman vastaaviin
todennéakoisyyksiin. o,,.x on kovarianssimatriisin suurimman ominaisarvon neliojuuri.
Taulukosta 2.1 havaitaan, ettd suodattimen antama informaatio vihenee rajusti jos
normaalisuusoletuksesta joudutaan luopumaan.

Taulukko 2.1: Yleisenjakauman ja normaalijakauman todennakoisyysmassan sijainnin
vertailu samoilla odotusarvolla ja kovarianssimatriisilla.

Sdde  Yleinen Normaali
20 max 25% 73%

30 max 66% 97%

40 max 81% 99,8%
60 max 91% 99,99999%
100 max 97% ~100%
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2.3 Kalmanin suodattimen soveltaminen epalineaari-
seen systeemiin

Kalmanin suodatin ratkaisee lineaarisen dynaamisen systeemin ja on sille monessa
mielessd paras estimaattori. Kalmanin suodatin on myds yksinkertainen ja nopea.
Kuitenkaan usein systeemi ei ole lineaarinen. Epélineaarisille systeemeille ei useinkaan
ole olemassa analyyttistd ratkaisua (kaava (2.7)) tai jos on olemassa, niin se on moni-
mutkainen ja hidas laskea. Taméan takia Kalmanin suodatinta on pyritty soveltamaan
my0Os epélineaariseen tapaukseen monella eri tavalla, hyvilld ja huonolla menestyk-
selld. Kalmanin suodatin arvioi vain tilan odotusarvoa ja kovarianssimatriisia, yleinen
jakauma ei ole néiden pohjalta tdysin maaratty. Néin ollen Kalmanin suodatin ei
voi toimia optimaalisesti, mikéli todellinen jakauma ei muistuta normaalijakaumaa,
esimerkiksi jakauma on monihuippuinen. Télloin on selvid, ettd jokin epélineaarinen
suodatin olisi parempi.

Mielikuvan monihuippuisen jakauman tiheysfunktion arvioinnista vain odotusarvolla
ja kovarianssimatriisilla saa taulukon 2.1 liséksi sivulla 68 olevasta kuvasta 5.3. Yhtena
osana kuvaa toisen asteen laajennettu Kalmanin suodatin arvioi kaksihuippuista
tiheysfunktiota odotusarvon ja kovarianssimatriisin avulla. Kuvan perusteella huoma-
taan, ettd pelkkd odotusarvo ja kovarianssimatriisi kertoo monihuippuisesta jakau-
masta suhteellisen vahén.

Mikali Kalmanin suodatin halutaan konsistentiksi, joudutaan usein arvioimaan
virheitd paljon yldkanttiin ja néain ollen estimaattorin epévarmuus kasvaa. Toisin
sanoen Kalmanin suodattimen soveltaminen epélineaariseen systeemiin voi onnistua
hyvin ldhinna vain silloin kun epélineaarisuus on pientd ja virhejakaumat muistut-
tavat normaalijakaumaa. Kappaleessa 2.3.1 kasitellddn erilaisia tapoja hyodyntaa
Kalmanin suodatinta epélineaariseen tapaukseen. Témén jidlkeen kappaleessa 2.3.2
késitelladn toisen asteen laajennettua Kalmanin suodatinta tarkemmin ja esitetdédn
arvioita tilanteista, jolloin kyseistd suodatinta tulisi kiyyttda mieluummin kuin laajen-
nettua Kalmanin suodatinta.

2.3.1 Kalmanin suodattimen erilaisia laajennuksia
LKF

Eras tapa hyodyntdd Kalmanin suodattimen algoritmia epélineaariseen tapaukseen
on linearisoitu Kalmanin suodatin (LKF, Linearized Kalman Filter). Ideana linea-
risoidussa Kalmanin suodattimessa on, ettd tiedetddn suunnilleen tilan kulkema
reitti. Silloin riittdd, ettd lasketaan poikkeama taltd reitiltd. Laskemisessa kiyte-
tdan hyvéksi tilansiirtofunktion ja mittausfunktion linearisointeja reittipisteissa
|Grewal&Andrews 1993, s.169]. Tamé& toimii tietenkin vain niissé tapauksissa, joissa
tilan reitti on suunnilleen tiedossa. Useinkaan néin ei ole, varsinkin henkilon paikan-
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nuksessa. Téssa tyossd emme Kkasittele linearisoitua Kalmanin suodatinta tamaéan
enempaa.

EKF

Laajennettu Kalmanin suodatin (EKF, Extended Kalman Filter) toimii hyvin samalla
tavalla kuin linearisoitu Kalmanin suodatin, mutta ei tarvitse etukéteen tietoa reitista.
EKF on yleisesti kiytetty tyokalu epélineaarisille systeemeille. EKF:ssa priori-tilat
lasketaan tilansiirtofunktioilla ja mittauksien ennusteet lasketaan puolestaan mittaus-
funktioilla. Kovarianssimatriisien ja Kalmanin vahvistusten laskemiseen kiytetdan
tilansiirtofunktioiden derivaattamatriiseja laskettuna posteriori-tilojen odotusarvojen
kohdalla ja mittausfunktioiden derivaattamatriiseja laskettuna priori-tilojen odotusar-
vojen kohdalla. Laajennetun Kalmanin suodattimen algoritmi loytyy liitteesta B.

EKF:ta pidetdan perustyokaluna epélineaarisessa suodatuksessa, johon yleensé verra-
taan uusia menetelmid. EKF on erikoistapaus toisen asteen laajennetusta Kalmanin
suodattimesta, jota kisitellddn kappaleessa 2.3.2. Laajennettu Kalmanin suodatin ei
ota huomioon linearisointivirhettd. Tamén vuoksi suodatin usein aliarvioi virhetta
eikd tdlloin ole konsistentti [Jazwinski 1970, s.357|. Laajennetulle Kalmanin suodatti-
melle on todistettu suppeneminen (tila estimaatin suppeminen kohti oikeata tilaa)
vain erikoistapauksissa, joissa oletetaan systeemiltd niin pienet virheet, ettei niita
kiytannon sovelluksissa saavuteta [Reif et al. 1999]. Suppenemistulokset paranevat,
mikéli kovarianssimatriisit voidaan virittaé (kasvattaa) sopiviksi. Talloin suppenemis-
nopeus hidastuu eikéd kyseesséd ole enéd "puhdas” EKF. Kayttokelpoisia suppenemis-
tuloksia on ldhinné vain dynaamisille systeemeille, joiden tilamalli oletetaan virheet-
toméksi [Ljung 1979] [Boutayeb et al. 1995] [Boutayeb et al. 1997].

EKF2

Laajennettua Kalmanin suodatinta voidaan parantaa ottamalla tilansiirto- ja mittaus-
funktioista mukaan korkeamman kertaluokan derivaattoja. Toisen asteen laajen-
netussa Kalmanin suodattimessa (EKF2, Second Order Extended Kalman Filter,
kappale 2.3.2) |Bar-Shalom et al. 2001, 5.384] on otettu huomioon toisen kertaluvun
termit. Td&man on havaittu parantavan suodattimen toimintaa epélineaarisissa tapauk-
sissa, joissa epélineaarisuus on huomattava [Jazwinski 1970, s.351] [Athans et al. 1968]
[Sorenson&Stubberud 1968]. Sivulla 34 esitellddn tyokalu, jonka avulla voi arvioida,
onko epilineaarisuus huomattava. Toisen asteen laajennettua Kalmanin suodatinta on
kutsuttu my6s muunnetuksi Gaussiseksi toisen asteen suodattimeksi (Modified Gaus-
sian Second Order Filter) [Maybeck 1982, 5.226] [Jazwinski 1970, s.346]. Gaussinen on
nimessé sen takia, ettd suodatin toimii hyvin jos jakaumat oletetaan ldhes Gaussiseksi
(normaaleiksi) [Maybeck 1982, s.216].
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EKF2 on usein niin vaikea tai mahdoton toteuttaa, ettei korkeamman asteen
termejé edes harkita huomioon otetuiksi analyyttisesti. MyGs toisen asteen termien
vaikutusta voidaan arvioida approksimatiivisesti ja kayttdd hyvéna arviona suodat-
timen virittdmiseen, tai huomioida vain epélineaarisuuden aiheuttama poikkeaman
[Maybeck 1982, 5.225]. EKF2:n algoritmi on esitetty tiiviissd muodossa liitteessa B.

IEKF

Toinen tapa parantaa EKF:84 on linearisoida funktiot uudestaan posteritilan
odotusarvon kohdalla ja laskea priori-tilan paivitys uudestaan ja toistaa tata
kunnes posteriori-tila ei juurikaan muutu. Talldistd suodatinta kutsutaan iteroi-
duksi laajennetuksi Kalmanin suodattimeksi (IEKF, Iterated Extended Kalman
Filter) [Jazwinski 1970, $.279]. Tdmé&n on myds havaittu parantavan suodattimen
toimintaa enemmaéan kuin toisen asteen laajennetun Kalmanin suodattimen, varsinkin
tapauksissa joissa systeemi on taydellisesti tarkkailtavissa hyvin lyhyelld aikava-
lilld (esim: ny = 1 médritelméssd 2.14) [Lefebvre et al. 2004| [Jazwinski 1970, s.351]
[Wishner et al. 1969].

Eras ongelmakohta IEKF:ssé on merkityksellisen tulkinnan antaminen tilan kovarians-
simatriisille iteroinnin jélkeen [Moraal&Grizzle 1995|. Liséksi silloin kun dynaaminen
systeemi on tarkkailtavissa hyvin lyhyelld aikavalilla, mittauksia on samalla hetkelld
usein niin paljon, etté niistd voidaan ratkaista tila esimerkiksi Gauss-Newtonin algo-
ritmilld tai joskus jopa suljetun muodon ratkaisijalla. N&ita kasitelladn lisda kappa-
leessa 3.3. Talloin voidaan suodattaa tilaratkaisua tavallisella Kalmanin suodattimella.
Enemmén tésta tavasta seuraavassa kohdassa. Muun muassa ndiden seikkojen vuoksi
tassd tyossa ei késitelld IEKF:44 enempéaa.

Kaksivaiheiset algoritmit

Erés tapa epalineaarisuuden aiheuttaman ongelman ratkaisemiseen mikali mittauksia
on riittévésti, on kiyttdd kaksivaiheista algoritmia. Algoritmin ensimmaéisessa
vaiheessa ratkaistaan mittauksista tila tai osa tilasta joko iteratiivisilla menetelmilla
tai suljetussa muodossa. Tamén jialkeen suodatetaan ratkaisua tavallisella Kalmanin
suodattimella. Tamén algoritmin heikkoutena on tilaratkaisun virheen arviointi, joka
on usein hyvin vaikea tehdé tarkasti.

Téllédista kaksivaiheista algoritmia, tilan ratkaisemista ja suodattamista, on testattu
GPS-paikannuksessa [Chaffee&Abel 1992] (GPS-paikannusta on késitelty luvussa 3).
Tuloksena on yksinkertainen ja nopea algoritmi, sekd paremmat suppenemistulokset
verrattuna EKF:een. Tarkemmin sanoen, jos EKF kiytti samaa virhemallia kuin kaksi-
vaiheinen algoritmi niin EKF harhautui helposti reitiltd (ei pysynyt konsistenttina).
Kun virhetté lisattiin niin ettei hairahtumista tapahtunut tuotti EKF talloin luonnol-
lisesti epdvarmempia tuloksia kuin kaksivaiheinen algoritmi. Tutkimuksessa todettiin
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myos, ettd tasanméadratyssi systeemissd (neljan satelliitin pseudoetéisyysmittaukset
samalla ajanhetkelld) ei ole tilastollisesti merkitystéd suodattaako alkuperéistd mittaus-
dataa vai mittausdatan bijektiivistd muunnosta paikka-avaruuteen. Tosin yleensé,
mikali alkuperdinen mittausdata on normaalisti jakautunut, naistd laskettu paikka
ei useinkaan ole normaalisti jakautunut eikéd laskettu paikkarealisaatio valttadmatta
edusta paikan ehdollista odotusarvoa (ehdolla mittaukset).

Ylimaaratyksi systeemiksi kutsumme sellaista systeemié, jossa mittauksia on samalla
ajanhetkelld enemmaén kuin mitd vaaditaan yksikésitteisen paikan ratkaisemiseen
virheettomista mittauksista. Ma [Ma 2003 testasi edelld mainittua kaksivaiheista algo-
ritmid GPS/tukiasema-paikannukseen ja havaitsi, ettd pelkkd EKF tuotti parempia
tuloksia kuin kaksivaiheinen algoritmi varsinkin ylimaératyssa systeemisséd. Tosin Ma
ei kommentoinut hairahtumisilmiota, joka on EKF:n heikkoutena tasan- ja alimé&a-
riatyissd systeemeissa. Tassa tyossd on keskitytty ldhinnd tasan- ja aliméarattyihin
systeemeihin, koska yleisesti ottaen yliméaaratyssa systeemissd paikan estimaattorin
tarkkuus saadaan riittaviksi molemmilla edelld mainituilla tavoilla.

LRKF

(Toisen asteen) laajennetussa Kalmanin suodattimessa téytyy ratkaista derivaat-
toja analyyttisesti, mikd on usein tyoOldstd tai perédti mahdotonta. On kehitelty
erilaisia suodattimia, joissa kdytetddn muutamia deterministisesti valittuja tilapis-
teitd erilaisilla painoilla siten, ettd pisteistd laskettu odotusarvo ja kovarianssi-
matriisi approksimoivat tilan vastaavia suureita. N&in suodattimet arvioivat linea-
risointia ja sen virhettd numeerisesti. Lefebvre kutsuu néitd suodattimia lineaa-
risen regression Kalmanin suodatimiksi (LRKF, Linear Regression Kalman Filter)
[Lefebvre et al. 2004]. Téllaisiksi suodattimiksi, joissa on eri tavalla valittu kyseiset
pisteet, Lefebvre mainitsee esimerkiksi: keskierotussuodatin (CDF, Central Difference
Filter) [Schei 1997], ensimmaéisen asteen jaettu erotussuodatin (DD1, First Order
Divided Difference Filter) [Ngrgaard et al. 2000] ja hajuttoman Kalmanin suodat-
timen (UKF, Unscented Kalman Filter) [Julier et al. 2000|. Julier tosin toteaa, ettd
Lefebvren UKF:n luokittelu itsensd madrittdmaéksi lineaarisen regression Kalmanin
suodattimeksi ei ole onnistunut, koska UKF:1l4 pystyy pisteita lisdamalla kasitteleméaan
korkeampiakin kuin toisen asteen tilastollisia momentteja ja se on néin ollen parempi
kuin LRKF [Lefebvre et al. 2002] [Julier&Uhlmann 2002| [Julier&Uhlmann 2004].

[mavirran diplomityosséd [[lmavirta 2002] vertailtiin seuraavia suodattimia lentévien
kohteiden seurannassa: EKF, EKF2, IEKF ja UKF. Tutkimuksessa mittaukset tulivat
kahdesta liikkumattomasta tutkasta. Tyossé todettiin, ettd joissakin tapauksissa UKF
tuotti parempia tuloksia kuin EKF2 ja painvastoin. Kaiken kaikkiaan suuria eroja
epavarmuudessa, konsistenttiudessa tai laskenta-ajassa ei EKF2:n ja UKF:n vililla
ollut. Kuten olettaa sopii, EKF ei toiminut yhté luotettavasti kuin edelliset. IEKF
tuotti kaikkein huonoimpia tuloksia, joka ei ole ristiriidassa aikaisemman IEKF kohdan
kanssa, koska kahden liikkumattoman tutkan tapauksessa, silloin kun suodatettavana
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tilana on paikka, nopeus ja mahdollisesti kiithtyvyys, systeemi ei ole taydellisesti tarkail-
tavissa hyvin lyhyelld aikavalilla. Tyossa havaittiin, ettd IEKF on hyva valinta ainoas-
taan paikallaan olevien kohteiden seurannassa.

Téamén tyon sovelluksessa paikannuksessa osoittautuu (luku 4), ettd derivaatat voidaan
laskea analyyttisesti. Tamén takia téssa tyossa ei kiytetd LRKF-suodattimia.

Voi olla, ettd varsinkin hajuton Kalmanin suodatin, missé pisteitd on lisdtty niin,
ettd se huomioi korkeampiakin kuin toisen asteen tilastollisia momentteja, toimisi
paremmin kuin EKF2. Tosin t&lloin sita ei enda voisi pitdd Kalmanin suodattimena,
koska Kalmanin suodatin pitda kirjaa vain tilan kahdesta ensimmaéisesté tilastollisesta
momentista, odotusarvosta ja kovarianssimatriisista. Erilaiset tavat approksimoida
jakaumia tarkemmin kuin kahdella ensimméiselld tilastollisella momentilla jatetdéan
taman tyon ulkopuolelle jatkotutkimusaiheiksi. Naita ovat edellisen lisdksi esimerkiksi
ruudukkomenetelmét (Grid-based Methods) ja partikkelisuodattimet (PF, Particle
Filter) [Arulampalam et al. 2002] [Ristic et al. 2004].

2.3.2 Toisen asteen laajennettu Kalmanin suodatin

Toisen asteen laajennettu Kalmanin suodatin (EKF2) ratkaisee epétarkasti dynaa-
misen systeemin

Xp+1 = fk(Xk) + Wi,
Yi = hp(xz) + v,
E(Xo) = Xy, V(Xo) = PO,

(2.66)

Virheilld {wy}, {vi41} ja alkutilalla on samat riippumattomuus- ja valkoisuusoletukset
kuin yleisessi ongelman asettelussa (kappale 2.1). Tésséd esitetddn EKF2, joka on
esitetty kirjassa [Bar-Shalom et al. 2001, s.385|. Identtinen suodatin EKF2:sen kanssa
on muunnettu Gaussinen toisen asteen suodatin (Modified Gaussian Second Order
Filter), joka on esitetty kirjoissa [Maybeck 1982, s.226| ja [Jazwinski 1970, s.346]. EKF
on EKF2:sen erikoistapaus, joka saadaan kun Hessen matriisit oletetaan nollamat-
riiseiksi. Tosin EKF:ssd voidaan suorittaa tilansiirtofunktion linearisointi posteriori-
tilan odotusarvon sijasta myo0s priori-tilan odotusarvossa, jolloin EKF:n algoritmi
eroaa hieman alla esitetystd. Télldinen EKF on esitetty muun muassa kirjassa

|Grewal& Andrews 1993, s.170].

EKF2:n idea on approksimoida dynaamisen systeemin (2.66) tilansiirto- ja mittaus-
funktioita toisen kertaluvun approksimaatiolla [Perttula 1999a, s.54] ja hyléta
korkeampien kertaluokkien termit. Téall6in dynaaminen systeemi tulee muotoon

X1 = B(2k) + Pplxp — Ti] + 5 2000 eilxn — 2] O [xp — @] + Wi
Yi = hy(2y) + Hilxe — 2] + 5 D00 eilxp — 25 )T Hy' [xe — 2] + Vi
E(xq) = xo, V(x0) = Py,

E(Wk) = E(Vk) = 0, V(Wk) = ka ja V(Vk) = Rk,

(2.67)
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missa n, on tilan dimensio, n, on sen hetkisten mittauksien dimensio, e; on karteesisen
koordinaatiston . kantavektori. "Tilansiirtomatriisit” ja "mittausmatriisit” on korvattu
derivaattamatriiseilla

8fk(xk)
P, = 2.
k? axk 7A’ ( 68)
6hk(xk)
H = —="% 2.
k axk A77 ( 69)
Xk:J?k

“tilansiirtomatriisit” on laskettu posteriori-tilojen odotusarvoissa (2.75) ja "mittaus-
matriisit” on laskettu priori-tilojen odotusarvoissa

. LI -
Ty = f(2r) + 5 Z e; tr(®7'Py), (2.70)
i=1
jotka on saatu ottamalla ehdollinen odotusarvo, ehdolla yi.x = y;1.x, tilan x;; approk-
simaatiosta. Systeemissé (2.67) toisen kertaluvun termeissé esiintyvit Hessen matriisit
lasketaan seuraavalla tavalla. Tilansiirtofunktion f; [.:n komponentin Hessen matriisi

o — (agz(g;j):) 271)

X ==

ja mittausfunktion hy [.:n komponentin Hessen matriisi puolestaan on

! = <M> . (2.72)

on

&cj@xi

XEp=2Z,,
Priori-tilan kovarianssimatriisi lasketaan kaavalla
P = V(X1 — 244
. 1 &\ & P (2.73)
= P ®F 4+ Qp + 5 D) eel tr(Q P Py).
i=1 j=1
Mittauksen ennuste (priori-mittaus) lasketaan vastaavasti kuin priori-tilan odotusarvo
1
U1 = B (24) + 2 Zei tr(Hpy Prpy)- (2.74)
i=1
Priori-tilan odotusarvon ja kovarianssimatriisin paivitys posteriori-tilan odotusarvoksi
ja kovarianssimatriisiksi tapahtuu ldhes samoilla kaavoilla kuin Kalmanin suodatti-
messa (2.21), joten

T = Ty + K1 (U1 — Up1) (2.75)
ja
Pry = (I - Kk+1Hk+1)P1;+1v (2-76)
joissa
L - 1 ny Ny oo o -1
K1 = Pk+1H£+1 Hy1 P Hepr + R + b Z Z eie]T tr<H}cZ—|—1Pk+1HkJ+1Pk:+1)
i=1 j=1
(2.77)

EKF:n ja EKF2:n algoritmit on esitetty tiiviissd muodossa liitteessa B.
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Toisen asteen laajennetun Kalmanin suodattimen kiytto epéilineaarisessa
systeemissa

Eras tarked kysymys EKF2:n kiytosta epélineaarisessa systeemisséd on milloin suoda-
tinta tulee kdyttdd verrattuna EKF:een. Niin kuin aikaisemmin todettiin, suodatin
EKF?2 tuo parannusta EKF:een verrattuna, mikali systeemissé on huomattavaa epéli-
neaarisuutta. Erds tapa arvioida milloin epélineaarisuus on huomattava, on verrata
kaavoissa (2.77) ja (2.73) olevia "korjaustermeja” kohinoiden kovarianssimatriiseihin.
Mittauksissa on huomattavaa epélineaarisuutta mikali

Ny Ny

> el tr(HPLHP,) 2 Ry (2.78)

i=1 j=1

Maaritelma on esitetty Jazwinskin kirjassa skalaaritapaukselle [Jazwinski 1970, s.349].
Merkintd A 2 B tarkoittaa, ettd symmetristen matriisien tapauksessa A on suurempi
tai samaa suuruusluokkaa kuin B. Vastaavasti tilamallissa on huomattavaa epélineaa-
risuutta mikali

Ng Ng
D) ee] tr(RFPLPYPL) 2 Qi (2.79)
i=1 j=1

Niilla kaavoilla voi arvioida milloin tulisi kiyttad EKF2:ta tai muuta vastaavaa suoda-

tinta, joka kompensoi linearisointivirhetta.

Kuten on todettu, EKF2 ei sovellu kaikkiin epélineaarisiin systeemeihin. EKF2:ta tulisi
kiyttdd hyvin varauksellisesti mikali tiedossa on, ettd jakaumat eivit ole normaa-
leja. EKF2:n ideana on arvioida epélineaarisia funktioita toisen kertaluvun approk-
simaatiolla ja tdmé& onnistuu vain, mikéli funktiot ovat kahdesti jatkuvasti osit-
taisderivoituvia ympéristossa, jossa arviota kdytetddn [Perttula 1999a, s.54|. Toisin
sanoen, mikali priori-tilan alueella funktiot eivit ole kahdesti jatkuvasti osittaisde-
rivoituvia, niin EKF2:n alkuoletukset eivat pida paikkaansa. Télloin EKF2:n kaytto
pitdisi kyseenalaistaa.

Paikannussovelluksessa (luku 3) tukiaseman etdisyysmittaus-funktiot eivét ole derivoi-
tuvia tukiasemien kohdalla. Témé havaitaan esimerkiksi apulauseen 4.2 avulla. Talloin
EKF:n ja EKF2:n kiiytto on hieman kyseenalaista, koska priori-tila on mallin mukaan
koko avaruuteen jakautunut. Tadméan ongelman usein kierretdan silld, etta priori-tilana
kiytetddn "katkaistua” priori-tilaa. "Katkaistun” priori-tilan tiheysfunktio on verran-
nollinen priori-tilan tiheysfunktioon jollain tietylla alueella ja muualla se on nolla.
Tietty alue valitaan siten, etté sen sisélla on priori-tilan todennékoisyysmassasta jokin
osuus, esimerkiksi 95%. Tamakaan ei ratkaise ongelmaa, mikali priori-tilan odotusarvo
on lilan ldhelld tukiasemaa. Vastaavanlaisia ongelmia on myos satelliittimittausten
kanssa.



Luku 3

GPS- ja tukiasemapaikannus

Téassd luvussa keskitytddan GPS- ja tukiasemapaikannukseen. Ensimmaéisessé kappa-
leessa kisitelladn GPS-paikannusta ensin yleiselld tasolla ja sen jdlkeen paneu-
dutaan GPS-mittausyhtéloihin (kappale 3.1.1) ja GPS-mittauksien virhearvioihin
(kappale 3.1.2). Néiden jélkeen siirrytdén tukiasemapaikannukseen, jota késitelladn
kappaleessa 3.2. Luvun lopuksi esitetdén tapa, jolla hybridipaikannusongelmat voidaan
ratkaista yhden ajanhetken mittauksien perusteella (kappale 3.3).

3.1 GPS

GPS (Global Positioning System) on maailmanlaajuinen satelliittipaikannusjérjes-
telmé, jonka avulla vastaanotin voi maérittdd oman paikkansa, nopeutensa ja
tarkan ajan. Jarjestelmd on Yhdysvaltain puolustusministerion (DoD, Department of
Defence) kehittdmé, ja alun perin sotilaskdyttoon tarkoitettu. Jarjestelmé jakautuu
kolmeen osaan: satelliitteihin, kontrolliverkkoon ja kayttéjiin. Satelliitteja on véhin-
tadn 24, jotka kiertavat maapalloa yli 20 000 km korkeudessa noin 4 000 2 vauhdilla.
Satelliiteista on joka hetki nidkyvissd 6-12, mikéli taloja tai muita vastaavia ndkoes-
teitd ei ole. Kontrolliverkko koostuu viidestd maa-asemasta, verkon yllapito ja johto
tapahtuu Colorado Springissa. Kontrolliverkon tarkoituksena on tarkailla satelliittien
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tilaa, madrittda niiden rataelementit ja kellovirheet, seké paivittaa satelliittien lahet-
tamid tietoja. [Poutanen 1998|

Perehdytéaén hiukan perusteisiin siitd kuinka GPS-paikannus toimii. GPS-satelliitit
lahettévat kahta eri kantoaallon taajuutta, L1 =1 575,42 MHz ja L2 = 1 227,60 MHz.
Kantoaaltoihin on moduloitu kaksi pseudosatunnaista jonoa. P-koodin taajuus on
10,23 MHz ja se on moduloitu sekd L1- ettd L2-taajuuteen. C/A-koodin taajuus on
1,23 MHz ja se on moduloitu vain L1-taajuuteen. C/A-koodin tuottava algoritmi on
julkinen ja néin ollen sen siviilikdytté on mahdollinen. P-koodin tuottava algoritmi ei
ole julkinen. Kyseisia koodeja kiytetdan erottamaan satelliitit toisistaan, lisdksi koodin
vaiheen avulla saadaan selville lahetysaika. Lahetysajan perusteella voidaan vastaan-
ottimen kellon avulla laskea signaalin kulkuaika. Koska signaalit kulkevat valonno-
peudella, voidaan kulkuajan avulla ratkaista etéisyys satelliittiin. Tatd etéisyytta
kutsutaan pseudoetiisyydeksi (pseudorange), koska vastaanottimen kellossa on aina
jonkin verran virhettd. Naiden koodien liséksi kantoaaltoihin on moduloitu navigoin-
tiviesti 50,00 MHz taajuudella. Navigointiviestin kokonaispituus on 12,5 minuuttia ja
se sisaltdd muun muassa GPS-viikon numeron, erilaisia korjaustermejé, tiedon satel-
liitin "terveydentilasta”, satelliitin ratatiedot (broadcast ephemeris) ja muista satellii-
teista epédtarkempia ratatietoja niin sanottuja almanakkatietoja (almanac message).
Navigointiviestin avulla vastaanotin pédsee kiinni edelld mainittujen koodien vaihee-
seen, pystyy laskemaan satelliitin tarkan paikan signaalin lahtohetkelld ja korjaamaan
pseudoetaisyysmittauksesta osan virheista pois.

Jos tiedetddn vahintdén neljan satelliitin paikat ja etdisyydet niistd vastaanottimeen,
voidaan vastaanottimen paikka ja aika ratkaista. Ndain GPS-paikannus lyhyk&isyydessa
toimii. Luonnollisesti téssé paikka- ja aikaratkaisussa on virhetté, koska pseudoetii-
syysmittauksissa on virhetté.

Tassa tyossa el paneuduta GPS-jarjestelméaén kuin siltd osalta, joka vaaditaan suodat-
timen onnistuneeseen suunnitteluun. GPS-jarjestelmia on paljon tutkittu ja siitd on
kirjoitettu monia kirjoja. Esimerkiksi seuraavissa kirjoissa on késitelty GPS-jarjes-
telméé: |[Kaplan 1996], [Parkinson&Spilker 1996, [Farrell&Barth 1999] ja suomenkie-
lisessé kirjassa |[Poutanen 1998|.

3.1.1 GPS-mittausyhtalot

Pseudoetéisyys pf i. satelliittiin voidaan laskea |Parkinson&Spilker 1996, s.410|
p; = IIef —rull + 0+ e, (3.1)

missé rf on i. satelliitin paikkavektori (tunnettu, s viittaa satelliittiin), r, on vastaan-
ottimen (kiyttdjén, user) paikkavektori (tuntematon), b on vastaanottimen kellopoik-
keama metreissi GPS ajasta (clock bias, tuntematon) ja €, on virhetermi, jota kisi-
telladn tarkemmin kappaleessa 3.1.2.
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GPS-vastaanottimet pystyvét usein seuraamaan pseudoetiisyyden muutosta sata, jopa
tuhat kertaa tarkemmin kuin pseudoetéaisyytta. Tamaé onnistuu seuraamalla koodivai-
heen lisidksi myos kantoallon vaihetta tai taajuutta [Kaplan 1996, s.190]. Téata pseudo-
etaisyyden muutosmittausta (pseudoetaisyyden derivaattaa) kutsutaan eri nimilla riip-
puen kirjoittajasta ja tavasta, jolla muutos on laskettu. Monesti puhutaan vain pseudo-
etdisyyden erotusmittauksesta (delta pseudorange) [Kaplan 1996, s.190]. Usein, jos
verrataan mitattua taajuutta kantoaallon taajuuteen, puhutaan Doppler-mittauksesta
joka voidaan muuttaa pseudoetiisyyden derivaataksi [Parkinson&Spilker 1996, s.411].
Niéin ollen kyseiset mittaukset voidaan matemaattisesti ilmaista samalla tavalla ja ero
ilmenee vain mittausvirheessi. Seuraavassa kaavassa on esitetty 7. satelliitin pseudo-
etaisyysmittauksen derivaatta

)T

.S (I‘f — Ty

Pi =

_ (VS —vy) + b+ e, 3.2
||I‘§—ruH (Vz V>+ +€pl ( )

missé v§ on i. satelliitin nopeus (tunnettu, voidaan laskea navigointiviestin avulla), v,
on vastaanottimen nopeus (tuntematon), b on vastaanottimen kellopoikkeaman aika-
derivaatta (clock drift, tuntematon) ja ez on virhetermi, jota késitellién tarkemmin
kappaleessa 3.1.2.

3.1.2 GPS-mittauksien virhearviot

Pseudoetéisyysmittauksissa esiintyy virhettd e, vield korjauksien jélkeenkin. Virhe
johtuu lahinné satelliiteista, signaalin kulusta ja vastaanottimesta. Suurimpia virhe-
lahteitd ovat: satelliitteissa rata- ja kellovirheet, signaalin kulussa troposfaérirefraktio,
ionosfaarirefraktio ja monitieheijastukset, ja vastaanottimessa kellovirhe. Kokonais-
virheen jakauma on ldhelld normaalijakaumaa. Tamén vuoksi virhe usein oletetaan
nollakeskisesti normaalijakautuneeksi varianssilla 023 ja riippumattomaksi muiden
pseudoetaisyysmittauksien virheista. Taulukkoon 3.1 on koottu arviot eri virheista
ja arvio vastaanottimen kokonaisetiisyysvirheestd (UERE, User Equivalent Range
Error). Taulukko perustuu lihteisiin [Parkinson&Spilker 1996, s.481] ja [Kaplan 1996,
5.262|. Virheeseen ei ole otettu huomioon rajoitettua saatavuutta (SA, Selective Avai-
lability), jonka avulla DoD voi lisété signaaliin virhetta siten, ettéd vain sotilaskdyttoon
tarkoitetut vastaanottimet osaavat poistaa sen. SA, joka oli noin 30 metrié, kytkettiin
pois kéytostd vuonna 2000 [Clinton 2000).

Kuten edelld todettiin, satelliitteja on jatkuvasti ndkyvissd 6-12, mikili taloja tai
muita vastaavia nékoesteitd ei ole. Paikannus vaatii ldhes aina nékoyhteyden satel-
liitteihin. Satelliitteja, jotka jaavét esimerkiksi talon taakse ei voida kiyttda paikan-
nuksessa. Esimerkiksi Tokiossa on testattu satelliittien nédkyvyytta kaupunkialueella.
Luonnollisesti satelliittien nakyvyytta testattiin vain rakennusten ulkopuolella. Tulok-
sena oli, ettd alle kolme satelliittia oli nakyvissa lihes 30% ajasta ja kolme satel-
liittia oli nékyvissd noin 10% ajasta [Suh et al. 2003]. Kaupungeissa on siis katve-
alueita, joilla ei voi paikantaa pelkdlla GPS:1l4 ilman lisitietoja. Luonnollisesti katve-
alueet riippuvat ajanhetkesté, koska satelliitit liilkkuvat. Liséksi on mahdollista, etta
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Taulukko 3.1: Arvioitu kokonaisetaisyysvirhe

Virheléhde lo virhe (m)
Satelliitin ratavirhe 2,1-4,2
Satelliitin kellovirhe 2,1-3,0

Tonosfaari 4,0-5,0
Troposfadri 0,7-1,5
Monitieheijastus 1,4-2.5
Vastaanotin 0,5-1,5
UERE 5,3-8,1

signaali heijastuu esimerkiksi seinédstd. Mikéali heijastunut signaali on voimakkaampi
kuin suoraan tuleva, jonka kulun esimerkiksi talo on voinut estéé, niin puhutaan moni-
tieheijastuksesta. Monitieheijastus saattaa aiheuttaa suuriakin virheitd pseudoetéi-
syysmittauksiin. Tassé tyossé ei keskityta monitieheijastuksen aiheuttamiin ongelmiin.
Tosin taulukossa 3.1 on otettu huomioon monitieheijastus, joka tapahtuu hyvin ldhella
vastaanotinta.

Niin kuin aikaisemmin todettiin, pseudoetdisyysmittauksen derivaattavirheen (eg)
sigma voi olla jopa tuhannes osa pseudoetaisyysmittaus virheen sigmasta. Tdmén tyon
simulaatioissa kiytamme pseudoetéisyysmittauksen derivaattavirheen sigmana 0,1 2.

3.2 Tukiasemapaikannus

Tukiasemapaikannuksessa on mahdollista hyodyntdda monenlaisia mittauksia. Usein
kiytettyja mittauksia ovat saapumisaika (TOA, Time of Arrival), kulkuaika (RTD,
Round Trip Delay), vastaanotetun signaalin voimakkuus (RSS, Received Signal
Strength), saapumisaikaerotus (TDOA, Time Difference of Arrival), saapumiskulma
(AOA, Angle of Arrival) ja solutunniste (Cell-ID, Cell Identity) [Drane et al. 1998|
[Spirito et al. 2001] [Syrjarinne 2001] [Vossiek et al. 2003].

TOA-mittaus vaatii onnistuakseen tdysin synkronissa olevan verkon ja paételait-
teet. US CDMA-verkko (United States Code Division Multiple Access) on synkro-
nissa, mutta GSM-verkko (Global System for Mobile Communications) ja 3G-verkko
(Third Generation) eivét ole synkronissa. RTD-mittaus puolestaan on mahdollista,
vaikka verkko ei olisikaan synkronissa. GSM-verkossa RTD-mittausta kutsutaan TA-
mittaukseksi (Timing Advance) ja 3G-verkossa RTT-mittaukseksi (Round Trip Time).
TA-mittaus on kvantittunut resoluutiolla 550 metriéd ja RTT-mittaus on kvantittunut
resoluutiolla 80 metrid. Mittausvirheiden sigmat ovat resoluutioiden suuruusluokkaa.
TOA-, RTD- ja RSS-mittaukset ovat matemaattisesti samoja, erotuksena vain virheen
suuruus [Syrjarinne 2001|. Ndiden mittauksien mittausfunktio on

pi = IIri = rull + €, (3:3)
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missd p! on etdisyys i. tukiasemaan, r! on 7. tukiaseman paikkavektori ja €pt ON
tukiaseman etaisyysmittauksen virhe. Etdisyysmittauksen virheen jakauma riippuu
siitd milld tavalla etdisyysmittaus on mitattu. Yleensd virheen odotusarvo olete-
taan nollaksi. Samoin kuin GPS:n pseudoetiisyysmittauksissa, tukiasemaetéisyys-
mittauksissa voi esiintyd monitieheijastusta. Tamén lisdksi etédisyysmittauksiin tulee
virhettd myos signaalin epésuorasta etenemisestd (NLOS, Non-Line of Sight).
Némé aiheuttavat myos virhettd AOA ja TDOA mittauksiin [Caffery&Stiiber 1998].
Taméan virheen tunnistaminen ja korjaaminen on vield hyvin aktiivisen tutki-
muksen alla. Muutamia tutkittuja tapoja on, ettd NLOS-virhe lisdtaéan tilavektoriin
[Najar&Vidal 2003] tai hypoteesin testauksen avulla tunnistetaan misséd mittauksissa
on huomattava virhetermi ja otetaan se laskuissa huomioon [Le et al. 2003]. Téssa
tyossa ei kasitelld monitieheijastuksen ja epdsuoran etenemisen aiheuttamaa virhetta
taman enempaa.

tukiaseman
maksimikuuluvuus

tukiasema

etéisyysmittaus
—sigma
+sigma

Kuva 3.1: Solutunnisteeseen ja etdisyysmittaukseen perustuvan paikannuksen periaate.

Kuvasta 3.1 kdy ilmi solutunnisteeseen ja etdisyysmittaukseen perustuvan paikan-
nuksen periaate. Solutunniste kertoo, minka tukiaseman kuuluvuusalueella kiyttaja
on. Solutunniste identifioi myos sektorin, jossa kiyttaja on. Kuvaan on piirretty myos
etaisyysmittausta vastaava ympyra ja kayttajan sektorin sisédlle on piirretty katkovii-
valla ympyroiden kaaret, jotka vastaavat etdisyysmittausta vihennettyna ja lisdttynéa
mittausvirheen sigmalla. Solutunnisteen avulla voidaan myos mahdollisesti méarittaa
solun keskiméadrdinen korkeus, jota voidaan kayttdd apuna kolmiulotteisen paikan
madarittamisessd. GSM-verkossa kuuluvuus voi olla jopa 35 km tai vieldkin suurempi
laajennetuilla soluilla (extended cells) [Syrjarinne 2001, s.32|. Kuitenkin kaupungissa
paastaan paikannuksessa pelkdn solutunnisteen avulla alle 800 metrin tarkkuuteen,
jolloin usein ollaan alle 500 metrin etéisyydelld tukiasemasta ja esikaupunkialueellakin
alle 2 000 metrin tarkkuuteen [Spirito et al. 2001]. Saapumiskulmamittaus on mate-
maattisesti samanlainen kuin sektoritieto, paitsi huomattavasti tarkempi. Saapumis-
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aikaerotusmittaus vastaa matemaattisesti kahden saapumisaikamittauksen erotusta,
joka matemaattisesti on sama kuin kahden satelliittien pseudoetidisyysmittauksien
erotus, jota on késitelty kappaleessa 4.2.1.

3.3 Hybridipaikannus

Hybridipaikannuksessa pyritdan ratkaisemaan kayttdjan paikka kéytettavissa olevien
mittauksien perusteella. Hybridi-sanalla korostetaan sitd, ettd mittausyhtalot ovat
erilaisia. Toki esitettyd tapaa voidaan soveltaa tilanteisiin, joissa mittausyhtélot ovat
kaikki samanlaisia, esimerkiksi pelkkid GPS-satelliittien pseudoetiisyysmittauksia.
Téassd tyossd tarkastellaan hybridipaikannusta, joissa mittauksina kiytetddn GPS-
satelliittien pseudoetdisyysmittauksia (3.1) ja tukiasemien etdisyysmittauksia (3.3).
Kootaan mittaukset vektoriin

y=105 o]t (3.4)

missd p; on pseudoetdisyysmittaus . satelliittiin, eri satelliittien pseudoetéisyysmit-
tauksia on ng kappaletta, p! on etdisyysmittaus 7. tukiasemaan ja eri tukiasemien
etdisyysmittauksia on n; kappaletta. Mikéli korkeusmittaus on kaytossé, se voidaan
ajatella yhdeksi tukiasemamittaukseksi, siten ettd tukiaseman paikka on maapallon
keskipiste ja etdisyys on korkeutta vastaava etdisyys maapallon keskipisteestd. Néin
my6s korkeusmittaus voidaan kasitelld samalla koneistolla kuin muut mittaukset.
Kootaan vastaavat mittausfunktiot ilman virhetermejé vektoriarvoiseen mittausfunk-

tioon ~ _
s = ol + b
s, — vl +
h(x) = s , 3.5
A R 39
[y, — rull
missd x = [ry,b]7 on tuntematon tilavektori, r, on kiyttijin paikkavektori, b on

vastaanottimen kellopoikkeama metreissi GPS-ajasta, rj on 7. satelliitin paikkavek-
tori ja r! on i. tukiaseman paikkavektori. Viimeisend kootaan vastaavat virhetermit
vektoriin

]T

, (3.6)

€= [epi’"'>€P%S7€p§7""€p%t

missd €, on ¢. satelliittiin pseudoetédisyysmittauksen virhe ja €, on i. tukiaseman
etaisyysmittauksen virhe. Nyt voidaan kirjottaa mittaukset yhden yhtélon avulla,

y =h(x) +e (3.7)

Oletetaan ettd E(e) = 0 ja V(€) = X, missd 3 on positiividefiniitti matriisi. Télloin on
olemassa symmetrinen kifntyvi matriisi, jota merkitdin £'/2 ja jonka kidnteismat-
riisia merkitdin Y712 siten ettd $'/2%Y/2 = ¥ [Pohjavirta&Ruohonen 2004, s.59].
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Télloin kovarianssimatriisioperaattorin ominaisuuksien [Pohjavirta&Ruohonen 2004,
s.43] ja matriisin $!/2 symmetrisyyden nojalla

V(S 2(y —h(x) =2 2V(e)x V2 =L (3.8)

Oletuksen mukaan 0 = E(y — h(x)) = E(X7"2(y — h(x))). Tarkoituksena on opti-
moimalla ratkaista x, siten etti kustannusfunktio L(x) = (y — h(x))T’¥ "1 (y — h(x)))
arvo minimoituu. Kustannusfunktioon on valittu painomatriisiksi ¥ 7!, joka takaa
kaavan (3.8) mukaan sen, ettd eri "mittauksien” varianssit ovat yhtd suuret. T&ll6in
optimiratkaisu sallii epatarkoissa tukiasemaetaisyysmittauksissa suurempia virheitéa
kuin tarkemmissa satelliittien pseudoetiisyysmittauksissa. Tehtdvin voi ratkaista
esimerkiksi iteratiivisella Gauss-Newtonin algoritmilla [Kaleva 2003b, s.126]. Mene-
telméd kutsutaan my6s painotetuksi pienimmén neliGsumman menetelméksi (WLS,
Weighted Least Squares). Algoritmi tuottaa yksikésitteisen ratkaisun, vain jos
mittauksia on vahintdan tilan dimension maéré, tassd tapauksessa nelja. Varmoja
takeita algoritmin toiminnalla ei ole ja vaikka algoritmi konvergoisikin, tamé arvo ei
valttaméatta olisi globaali minimi. Tamén takia alkuarvo iteraatiolle on syyté valita
huolella. Algoritmin (linearisoinnin) avulla voidaan liséksi arvioda saadun ratkaisun
epavarmuutta seuraavasti

V(x) = (W' (x)"S7 (%), (3.9)

missé x on saatu ratkaisu, h'(x) on vektorin h(x) derivaatta ja V(e) = X. Oletetaan,
ettd kyseiset kadnteismatriisit ovat olemassa.

Yhtéalolle (3.7) on kehitetty myos suljetun muodon ratkaisijoita, joissa olete-
taan, ettd € = 0. Sirola kumppaneineen on esittdnyt erddn téalldisen ratkai-
sijan [Sirola et al. 2003|. Luonnollisestikin suljetun muodon ratkaisun epévarmuutta
voidaan arvioida vastaavalla tavalla linearisoimalla kuin Gauss-Newtonin algoritmissa.
Suljetun muodon ratkaisijan avulla voidaan myos arvioida montako lokaalia minimia
tehtévalla on ja kiyttdd naitd esimerkiksi Gauss-Newtonin algoritmin alkuarvoina.
Ennen tata suljetun muodon ratkaisuista voidaan myo6s valita vain ne, jotka tayttavét
mahdollisen lisdinformaation, esimerkiksi sektoritiedon.



Luku 4

Suodatus paikannuksessa

Téassa luvussa késitellaan suodatuksen soveltamista paikannuksessa kolmen erilaisen
suodattimen avulla, jotka edustavat laajasti paikannukseen soveltuvia Kalmanin
suodattimen laajennuksia, kuten kappaleessa 2.3 havaittiin. Namé kolme suodatinta
ovat laajennettu Kalmanin suodatin (EKF, kappale 4.2), toisen asteen laajennettu
Kalmanin suodatin (EKF2, kappale 4.3) ja paikkaratkaisun Kalmanin suodatin (PKF,
kappale 4.4). Kaikki suodattimet kiyttaviat samaa tilamallia, joka on esitetty kappa-
leessa 4.1. EKF2:n tapauksessa keskitytdan mittausfunktion epélineaarisuuteen kappa-
leissa 4.3.1 ja 4.3.2. Kappaleessa 4.3.3 vertaillaan esimerkin avulla EKF:ta ja EKF2:ta.
Luvun lopussa (kappale 4.4.1) on sovellettu kappaleen 2.2.6 menetelmié arvioidessa
PKF:n epavarmuutta.

4.1 Kayttajan tilamalli

Suodatuksen tavoite on saada mahdollisimman hyvéa estimaattori prosessin tilalle
kaytettavissa olevien, nykyisten ja vanhojen, mittauksien perusteella. Paikannuksessa
prosessin tila sisaltda vahintdan kayttajan paikkavektorin. Téssa tyossd koordinaatis-
tona kiytetddn lokaalia itd-pohjois-korkeus (ENU, East-North-Up) koordinaatistoa,
jossa on jokin referenssipiste (koordinaatiston origo, esimerkiksi alkuehto), jonka
suhteen koordinaatit on ilmoitettu metreind itdan, pohjoiseen ja ylospéin. Luonnol-

42
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lisesti negatiiviset arvot ovat painvastaisiin suuntiin. Téssa tyossa prosessin tilana on
kayttdjan paikkavektori ja nopeus

x = [ r“] (4.1)

Vu

On useampia syitd miksi nopeus on osana tilavektoria. Ensiksikin kdyttdja on usein
kiinnostunut myo6s nopeudesta. Pohjimmiltaan kuitenkin on kysymys tilavektorin
valinnasta siten, ettd todellinen malli sopisi hyvin suodatuksen oletuksiin. Suodatuk-
sessa tilamallin perusoletuksiin kuuluu, etté tilamallin virheet muodostavat valkoisen
prosessin ja edelleen tilat muodostavat Markovin prosessin. Toisin sanoen optimaa-
linen ennuste seuraavasta tilasta pitdd pystyad laskemaan nykyisen tilan pohjalta.
Mikéli todellisen mallin mukaan kiihtyvyys muodostaa valkoisen prosessin, niin tila-
mallin vastaava tilavektori koostuu paikasta ja nopeudesta. Tama vastaa téassa
ylla esitettyd tilavektoria (intuition pohjalta kiihtyvyyden valkoisuusoletus tuntuu
oikealta). Talldista tilamallia kutsutaan vakionopeusmalliksi. Liséksi vakionopeus-
mallin avulla voidaan helposti kiyttaa hyodyksi satelliittien pseudoetaisyyksien deri-
vaattamittaukset.

Prosessin tilassa voisi olla my6s monia muita tuntemattomia, esimerkiksi kellopoik-
keama, kellopoikkeaman derivaatta, eri mittaukset, mittauksien virhevarianssit ja
monitieheijastuksen aiheuttama virhe.

Vakionopeusmalli, jossa mukana on myo0s kellopoikkeama ja sen derivaatta, on
usein esitetty GPS-paikannuksen yhteydessd esimerkiksi kirjoissa [Brown 1983]
[Parkinson&Spilker 1996] [Kaplan 1996] [Farrell&Barth 1999]. Kuitenkin halvoille
kelloille, jotka ldhinn&d tulevat kysymykseen massamarkkinoille, tarkka kellomalli
(kellopoikkeaman ja sen derivaatan tilamalli) on vaikea rakentaa. Tdmén takia
prosessin tilaan ei ole otettu kellopoikkeamaan ja sen derivaattaa mukaan. Téalloin tosin
GPS-mittaukset joudutaan muuttamaan siten, ettei niissakddn ole kyseisid suureita.
Tama onnistuu laskemalla mittauksien erotuksia, niin kutsuttuja differenssimittauksia.
Tarkemmin tdmé& on esitetty kappaleessa 4.2. Vakionopeusmallia ilman kellopoik-
keamaa ja sen derivaattaa on sovellettu myos hybridipaikannukseen muun muassa
artikkelissa [Ma 2003].

Mallinnetaan tila stokastiseksi differentiaaliyhtéloksi

dx(t) = F(t)x(t)dt + G(t)dB(t), (4.2)
0 =[ o oo | 4

missa alaindeksi ,,x,, ilmoittaa selvyyden vuoksi, ettd matriisin tyyppi on R™*™. Vakio-
nopeusmallissa nopeuden virhe mallinnetaan Brownin liikkeeksi 3, joten

Gt) = { Oaxa ] . (4.4)

I3><3



LUKU 4. SUODATUS PAIKANNUKSESSA 44

Brownin liikkeen 3 diffuusiomatriisi on

Qc — |: Ut2a5012x2 O2><1 :| , (45)

2
01 X2 Okork

missé o2, kuvaa tilamallin nopeuden virhettd ité-pohjoistasossa. Tarkemmin sanot-
tuna o2, kuvaa sitéi, kuinka paljon nopeuden virheeseen tulee lisié varianssia yhden
sekunnin aikana pohjois-eteld ja itd-linsi suunnissa. Vastaavasti of , kuvaa siti,
kuinka paljon nopeuden virheeseen tulee lisdd varianssia yhden sekunnin aikana
korkeussuunnassa. Tamé on otettu erikseen siksi, ettd intuition mukaan nopeus
vaihtelee hitaammin korkeussuunnassa kuin itd-pohjoistasossa. Kyseisten paramet-
rien o, 0%, arvot riippuvat tietenkin siitd, miten kdyttdji liikkkuu, esimerkiksi
kévellen, pyoralla vai autolla. Tatd ongelmaa on pyritty ratkaisemaan esimerkiksi erilai-
silla adaptiivisilla menetelmilld, joiden tarkoituksena on innovaation (mittauksen ja
mittauksen ennusteen erotuksen) perusteella arvioida tilamallin virheen kovarianssi-
matriisia [Bar-Shalom et al. 2001, luku 11]. Téssé tyossa ei kisitelld adaptiivisia mene-
telmid, vaan o2, ja o2, arvoina kiytetdin vakioarvoja o2, = 2 % ja o2, =1 2.
Saman suuntaisia arvoja 16ytyy variansille o2, artikkelissa [Ma 2003]. Simulaatioiden
kannalta ei ole valid mitd arvoja kiaytetaan, koska simuloidulla reitilla ja suodatuksessa
kaytetaan samoja arvoja.

Stokastinen differentiaaliyhtélon (4.2) ratkaisu voidaan kirjoittaa lineaariseksi tilamal-
liksi, jota tullaan kdyttdméadn tdmén tyon eri suodattimien tilamallina kaavan (2.32)

avulla:
Xpr1 = Ppxp + Wy, (4.6)
missa
B, = eltrr—tF — { 3wz Atlzxs } _ { Iixs Isxs } ' (4.7)
Osx3  Isxs O3x3  Isxs
Merkintd At = t,,1 — t tarkoittaa aika-askeleen pituutta, joka tdssd tyOssd on

vakio 1. Nain ollen ®, on vakiomatriisi. On huomattava, ettd lauseen 2.12 mukaan
vakioaskelpituutta voidaan kiyttda, vaikka vilissd olisi ajanhetkid, jolloin ei saada
mittauksia. Tilamallin virhe wj; on valkoista, nollakeskistd, normaalijakautunutta
kohinaa, joka oletetaan riippumattomaksi alkuehdosta xy ja néin ollen ylla esitetty
tilamalli toteuttaa Kalmanin suodattimen oletukset tilamallille. Tilamallin virheen
kovarianssimatriisi Qj on laskettu yhtélon (2.33) avulla

Qu=V(we) = [ @ltar DGOQUG Dltr1,0)

:{%f@c %QC}ZFQC %Qc],
ATtQC AtQC iQC QC

missd Q. on annettu yhtalossa (4.5). Viimeinen muoto tulee sijoittamalla At = 1, jota
kiytetadn téassd tyossd. Kaytdnnossa kayttdjan tilamalli harvoin on tdysin Brownin

(4.8)

liiketté. Silloin tyydytdédn arvioimaan tilamallin virheen kovarianssimatriisia ylakant-
tiin ja kdytetddn Kalmanin suodatinta BLUE-estimaattorina. Asiaa on kéisitelty
enemman kappaleessa 2.2.6.
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4.2 Laajennettu Kalmanin suodatin

Laajennettu Kalmanin suodatin (EKF) on erikoistapaus toisen asteen laajennetusta
Kalmanin suodattimesta, jota on kasitelty kappaleessa 2.3.2. EKF:n algoritmi on
annettu tiiviissd muodossa liitteessd B. Sovellettaessa laajennettua Kalmanin suoda-
tinta paikannukseen tarvitaan kayttajan tilamalli, jota on késitelty kappaleessa 4.1
(kaava (4.6)), ja mittausmalli, jota kisitelladn seuraavaksi.

Niinkuin edelld on todettu, tilamalli on rakennettu siten, etteivat kellopoikkeama
ja sen derivaatta ole tiloina. Téalloin GPS-satelliittien mittausmallit, joita on kasi-
telty kappaleessa 3.1.1, tulee muuttaa siten, ettei niissd esiinny kyseisid suureita.
Téaméa onnistuu laskemalla niin kutsutut differenssimittaukset, joissa lasketaan GPS-
mittauksien painotettu summa siten, ettd painojen summa on nolla. T&ll6in kellopoik-
keama haviad mittauksista. Painoista viahintddan kaksi tulee olla erisuuria kuin nolla.
Tama ei onnistu mikali mittauksia on vain yhdesta satelliitista, sillé talloin differens-
simittauksia ei voida laskea. Tamén takia téssé tyossa ei kiyteta hyvaksi vain yhdesta
satelliittista samalla hetkella tulleita mittauksia.

4.2.1 Pseudoetaisyysmittaukset

Késitelladn ensin  pseudoetiisyysmittauksia. Olkoon pseudoetéisyysmittauksia
yhteensa ng kappaletta, tassa ng > 2 ja merkitdan pseudoetiisyysmittauksia vektorilla

P =10 (4.9)

Merkitaén vastaavia mittausfunktioita ilman virhetermejé vektoriarvoisena mittaus-
funktiona. Mittausfunktion muuttujana pidetédan vain kayttajan paikkaa r,, kellopoik-
keamaa b pidetdén tuntemattomana vakiona

[r] = |
he(r,) + b1 = : + b1, (4.10)

Hrvsms - ru”

missé r} on . satelliitin paikkavektori. Vektori 1 on aina tilanteeseen sopivan kokoinen
vektori, jonka kaikki alkiot ovat ykkosid. Lisdksi merkitdan kyseisten pseudoetéisyys-
mittauksien virheita vektorilla

€, = [epﬁ,...,ep%S]T, (4.11)

joka oletetaan mnollakeskiseksi. Nain ollen satelliittien pseudoetiisyysmittaukset
voidaan Kkirjoittaa seuraavasti

p* =h(r,) + 01 + €. (4.12)

Maéaritelladn viela matriisi, jonka avulla mittaukset saadaan kuvattua differenssimit-
tauksiksi.
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Maiéritelméa 4.1 (Differenssikuvaus). Olkoon matriisi D sellainen, ettd sen nolla-
avaruuteen kuuluu vektort 1, toisin sanoen D1 = 0. Talloin matriisia D kutsutaan
differenssikuvausmatriisiksi. Matriisi D kuvaa pseudoetdisyysmittaukset (4.9) ja pseu-
doetdisyyksien derivaattamittaukset (4.14) differenssimittauksiksi siten, etta kellopoik-
keama b ja kellopoikkeaman derivaatta b héividvit yhtildista. Erds esimerkki tilldisesta
matriisista on Dy = [ 1 —1 |, missi I € R"=D*=1 on yksikkdmatriisi.

Pseudoetiisyysmittauksien differenssimittaukset talldin ovat
y, = Dp® = Dh}(r,) + bD1 + De; = Dh(r,) + De}, (4.13)

misséd y, tarkoittaa satelliittien pseudoetdisyyksien differenssimittauksia ja D
tarkoittaa differenssikuvausmatriisia.

4.2.2 Pseudoetiaisyyksien derivaattamittaukset

Vastaavalla tavalla toimitaan pseudoetéisyyksien derivaattamittauksien kanssa. Nyt
merkitddn pseudoetéisyyksien derivaattamittauksia vektorilla

pr=1p5 .0 " (4.14)
Pseudoetéisyyksien derivaattamittauksien virheitd puolestaan merkitdan vektorilla
T
Esp-: [Gﬁiw"?eﬁ%s] . (415)
Yksikkovektoreita kiayttajasta ¢. satellittiin merkitdéan vektorilla

w = i T (4.16)

R
Matriisia, johon on koottu yksikkovektorit kiyttéjasta satelliitteihin uf:t merkitaén

Us = [u,...,u |7, (4.17)

) Ng

S

Matriisia, johon on koottu tunnetut satelliittien nopeudet (v:

*) merkitdan

Ve =[vi,...,v¢ ] (4.18)

» Vg

Néin ollen voidaan kirjoittaa pseudoetiisyyksien derivaattamittaukset (yhtdlo 3.2)
mittausyhtalona

y; = Dp* = D(diag(U(V*)") = U'v, + b1 + €})

= D(diag(U*(V*)") = Uva) + De;, (4.19)

missé y} tarkoittaa satelliittien pseudoetéisyyksien derivaattojen differenssimittauksia
ja diag on diagonaali operaattori, joka poimii matriisin diagonaalin vektoriksi.
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4.2.3 Tukiasemien etaisyysmittaukset

Tukiasemien etiisyysmittauksista (kappale 3.2) ei tarvitse muodostaa differenssimit-
tauksia, vaan ne voidaan kayttad sellaisenaan suodatuksessa. Merkitdan etaisyysmit-
tauksia vektorilla

T
PP o (4.20)
missa ng on tukiasemien etaisyysmittauksien lukumaéréa. Merkitdan vastaavia mittaus-
funktioita ilman virhetermejé vektoriarvoisena mittausfunktiona
[} —
hy(r,) = : : (4.21)
[, —
missé r} on i. tukiaseman paikkavektori. Lisdksi merkitadn kyseisten etdisyysmittauk-
sien virheita vektorilla

€ =lep e (4.22)
joka oletetaan nollakeskiseksi.
Niéin ollen tukiasemien etéisyysmittaukset voidaan kirjoittaa
y, = p' =hj(r,) + €, (4.23)

4.2.4 Mittausmalli

Kootaan yhteen laajennetun Kalmanin suodattimen mittausmalli hybridipaikannuk-
sessa. Mittausmalli koostuu pseudoetéisyyksien differenssimittauksista, pseudoetéi-
syyksien derivaattojen differenssimittauksista ja tukiasemien etdisyysmittauksista.
Mittauksista koottua vektoria merkitadn lyhyesti
Yo
y=1Y; | (4.24)
Vs
missé y5 on annettu kaavassa (4.13), y3 on annettu kaavassa (4.19) ja y}, on annettu

kaavassa (4.23). Samojen kaavojen pohjalta saadaan rakennettua yhteinen mittaus-
funktio h(x) ilman virhetermejé

Dhj (ry)
h(x) = | D(diag(U3(V*)") — Usvy)
hy (r,)
0 0 h? (r,)
D 0 diag(Us(V)T) — Usv, (4.25)
0 Tnxn, hz(ru)

D O
0D 0 h(x),
0 0
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missé x on tilamuuttuja, joka on annettu kaavassa (4.1) ja matriisit 0 ovat sopivan
kokoisia nollamatriiseja. Viimeisessé kohtaa on otettu kiyttoon merkinté, jonka tavoit-
teena on lyhentéd tulevia kaavoja. Kootaan vield samojen kaavojen pohjalta virhevek-
tori

De DO 0 €
e=|De | =10 D 0 € |, (4.26)
e 0 0 Tnwn | L€

missd matriisit 0 ovat sopivan kokoisia nollamatriiseja. Ndin ollen EKF:n mittausmalli,
kun aikaindeksi on lisétty suureisiin, on

yi = hy(xi) + vi, (4.27)

missd y; on annettu kaavassa (4.24), hy(x;) on annettu kaavassa (4.25) ja wy = €,
joka on annettu kaavassa (4.26). Mainituissa kaavoissa ei ole selkeyden vuoksi merkitty
aikaindeksia. EKF:n algoritmi vaati mittausfunktion derivaatan ja mittausmallin
virheen vj kovarianssimatriisin, jotka lasketaan seuraavaksi.

Apulause 4.2. Olkoon funktio h(x) = ||a — x|| ja x # a. Tdlloin

x —a)T
B (x) ( ’ (4.28)
|la —x||
lisiksi normin h(x) = ||a — x|| Hessen matriisi (merkitddin Hﬁafxn) on

) 1 (I - ‘(a —x) (a— X>T>. (4.29)

la=xll ~ Jja = x| la— x| la—x]|

Todistus. Muodostetaan yhdistetty funktio
91(%) = g2(h(x)) = [la — x||* = (a —x)" (a — x), (4.30)

missi go(x) = z?. Funktion g; derivaatta on |Perttula 1999a, 5.30,s.35]
91(x) = g5 ((x))'(x) = 2(x — a)", (4.31)

josta seuraa, etta
2x—a)’  2(x—a)T

h'(x) = = . (4.32)
go(h(x))  2fja—x]|
Haettu Hessen matriisi on funktion gs(x) derivaatta, kun
X —a
g3(X) = Ha — XH = g4(X)g5(h(X))7 (433)

missé g4(x) = x — a ja gs(z) = <. Tilloin edellisen kohdan, tulon derivoimisséinnén
ja ketjusddnnon mukaan

HY, g = 85 = g4()g5(h(x)) + () (gh(h())I (x))

| 1 )(X—a)T

~a—x “’“’”(‘ la—x?) Ja—x] (4.34)

1 (I_|(a—x) (a—X)T)'

la —x]| a— x| [la—x]|
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Mittausfunktion (4.25) derivaatta ajanhetkelld ¢; priori-tilan odotusarvon kohdassa
X, = I, voidaan laskea derivaatta-operaattorin lineaarisuuden ja apulauseen (4.2)
avulla

D0 0 U0
ah . . ng X3
Hk_ﬁ — oD 0 Us. — U5 —Us |, (4.35)
A 0 0 Inxn, Ut O, x3

missd D on annettu médritelméssa 4.1, U® on matriisi, joka sisdltdd yksikkovektorit
priori-paikan odotusarvosta satelliitteihin (4.17). U' on samanlainen matriisi kuin
U® paitsi ettd yksikkovektorit, joista matriisi koostuu, ovat priori-paikan odotusar-
vosta tukiasemiin. Matriisit 0 ovat sopivan kokoisia nollamatriiseja ja Uf,u on vektorin
Usv, derivaatta paikan suhteen. Sen laskemisessa on kéytetty hyodyksi apulauseen 4.2
Hessen matriisia,
Vol w
U, = : , (4.36)
_VTHei

U e —rul
missa r, on priori-paikan odotusarvo, v, on priori-nopeuden odotusarvo ja r} on i.
satelliitin paikkavektori. Matriisi Hﬁ;f.fru\\ on normin ||r{ — ry|| Hessen matriisi paikan
r, suhteen:

- L (1o mnl (o) )

Iri=rall = s = x| o5 — || [ — 1]

Matriisi U3, on vektorin diag(U*(V®)”) derivaatta paikan suhteen ja sen laskemisessa
on kiytetty hyddyksi vektorin Usv, derivaattaa, kaava (4.36):

VA & (]
| —(Vi) iy
Vs = : : (4.38)
s \T1y€:
~(Va) His e

missa v; on 7. satelliitin nopeus. Usein matriisit Uf,u ja Ui,s ovat normiltaan hyvin
pienid, koska jakajassa oleva etdisyys satelliittiin on yli 20 000 km (kappale 3.1).

Mittausvirheen vy, kovarianssimatriisi voidaan laskea kaavan (4.26) ja kovarianssimat-
riisioperaattorin ominaisuuksien avulla [Pohjavirta&Ruohonen 2004, s.43|:
DO 0 e Do o 7
Rk = V(Vk) = 0 D 0 A% ( 6; ) 0 D 0 , (439)
0 0 ez 0 0 I

missa V ( € ) on mittauksien yhteiskovarianssimatriisi.

M M
R R Y
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4.3 Toisen asteen laajennettu Kalmanin suodatin

Toisen asteen laajennettua Kalmanin suodatinta on kasitelty kappaleessa 2.3.2.
EKF2:n algoritmi on annettu tiiviissdé muodossa liitteessd B. Sovellettaessa toisen
asteen laajennettua Kalmanin suodatinta paikannukseen tarvitaan kayttdjan tila-
malli, jota on kisitelty kappaleessa 4.1 kaava (4.6), ja mittausmalli, joka on
sama kuin EKF:lla. EKF:ta on kisitelty kappaleessa 4.2. EKF:n, samoin kuin
EKF2:n, mittausmalli on annettu kaavassa (4.27). Mittausfunktion derivaatta Hy on
annettu kaavassa (4.35) ja mittausmallin virheen kovarianssimatriisi Ry on annettu
kaavassa (4.39). Koska tilamalli on lineaarinen, niin epélineaarisuutta ilmenee vain
mittausmallissa, jolloin EKF2 on hieman yksinkertaisempi laskea. Edelld olevien
tietojen lisdksi EKF2:sen soveltamiseen paikannukseen tarvitaan endd tilamallissa
olevan mittausfunktion (4.25) komponenttien Hessen matriisit. Lasketaan n&dmé
Hessen matriisit. Koska derivointi on lineaarinen operaattori, niin mittausfunktion
komponenttien Hessen matriisin laskemiseen riittadd méarittad vektorin

Hri - ruH
( Hrf%);(ruH :
] b (ry) .

hx) = | ding(U(V")7) — Usv, | = s (1.0
h;(l‘u) (Vag —Vu)T(I‘%S —ry)
HI‘ZS—I‘uH
||I‘§ - I'u||
Hrfm - I'u||

komponenttien Hessen matriisit. Muuttujana x on kdyttdjan tila (4.1). Merkitdén
vektorin h(x) i. komponentin Hessen matriisia HY' . Vektorin alku- ja loppupéin
etaisyysmittauksien Hessen matriisit voidaan laskea suoraan kiyttden apulausetta 4.2
(katso my6s kaava (4.37)), jolloin saadaan

H, 0
HE = [r3—r,| U3x3 Ckuni=1,..., n,, (4.41)
(x) O3x3  O3x3
Hi 0
He Iri=rall "2 en i — 2ng = 1,... (4.42)
() Osx3  Osxs

on normin ||r§ — r,|| Hessen matriisi paikan r, suhteen (4.37) ja H}’,
g [[ri —rull

on normin [|r! — r,|| Hessen matriisi paikan r, suhteen. Keskivaiheen pseudoetiisyyk-

. o €;
missé H||r§fruH
sien derivaattamittauksien Hessen matriisista voidaan laskea vastaavasti kuin ylla
kaikki muut paitsi kyseisten mittauksien Hessen matriisia paikan suhteen, joka on
annettu kaavassa (4.45),

0 (He" : (Vg — VS)) H,
HY = | el Tlriorafd i o =l kun i — g =1,...,ns. 4.43
h(x) Hlli‘i—l‘uH O3%3 s ( )
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Pseudoetaisyyksien  derivaattamittauksien Hessen matriisi paikan  suhteen
S

%(Hﬁii—rldl(vu — Vi‘)) voidaan laskea kéyttden apuna derivaattaoperaattorin

lineaarisuutta, apulausetta 4.2, ketjusadntod ja etéisyysmittauksen kdanteisluvun

derivaattaa p . .
1 1 —a a—
@ _ 2(" ) _ X)S. (4.44)
dx [|a — x| la—x[? la—x| [[a—x]

Etaisyysmittauksen kdénteisluvun derivaatan laskemisessa kéytettiin hyvéksi yhdis-
tetyn funktion derivaattaa ja apulausetta 4.2. Kyseinen Hessen matriisi on

0 e; s\ _ d 1 (I’i _ I‘u) (I’f _ ru)T s
EﬁW*m““V”‘EEQm—mKInﬁ—MWﬁ—M|““V”
. 0 ( Vy — V; (r§ —ry) (Vu— V§>T(r§ —Ty)

|

RN N TR N N

Vi) e vi_us < 0 r; —r, 1
T T I T T WiVu—is g = s —

[} — el = ] ry \ |17 = ruf| f|rj — o]

VST , vl us , 1 wusT
= T v (H| 5 T 2)
e xR LI PN P
~ vaeeWy + (- wiudl v pu? +wdvy e (1 - 2ufusT)
- 5 — 2 ’

(4.45)

missa kayttajan ja ¢. satelliitin nopeuksien erotus on v, — v$ merk. Vs ja yksikkovek-
tori kiyttajasta . satellittiin on uf (kaava (4.16)).

Niin ollen on saatu laskettua vektorin h(x) komponenttien Hessen matriisit
(kaavat (4.41), (4.42) ja (4.43)). Naméd kaikki Hessen matriisit lasketaan priori-
tilan odotusarvossa, télldin r, on prioripaikan odotusarvo ja v, on priorinopeuden
odotusarvo. Néiden avulla voidaan laskea mittausfunktion (4.25) komponenttien
Hessen matriisit laskemalla ylla olevia Hessen matriiseja yhteen painottamalla niitéa
méaaraytyvilla kertoimilla.

4.3.1 Epalineaarisuus satelliittimittauksissa

Tarkastellaan, milloin tdmén tyon sovelluksessa tulisi kidyttda EKF2:ta eikd EKF:ta
satelliittimittausten tapauksessa. Téssé tyOssd vain mittausmalli on epélineaarinen,
jonka vuoksi riittaé testata milloin kaava (2.78) toteutuu. Tarkastellaan aluksi tilan-
netta, jossa on vain yksi mittaus, tilloin kaava (2.78) tulee muotoon

A~ A

tr(H“P"H“P™) = R, (4.46)
missd H® on kyseisen mittauksen Hessen matriisi, P~ on priori-tilan kovarianssi-
matriisi ja R on mittauksen varianssi (skalaari). Ndytetadn ensin tietyin oletuksin,
ettd satelliittimittausten tapauksessa kaava (4.46) ei toteudu ja edelleen myoskdan
kaava (2.78) ei toteudu, vaikka mittauksia olisi enemmén kuin yksi. Nayttdmisessa
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kiytetddn differenssikuvausmatriisia Dy = [ I -1 }, jota kaytetddn myos tyon simu-
laatioissa. Arvioidaan yhden satelliittimittauksen tapauksessa kaavan (4.46) vasemman
puolen itseisarvoa. Jélki-operaattorin (tr) lineaarisuuden [Hubbard&Hubbard 1999,
5.418], kolmioepéyhtélon ja ominaisuuden tr(AB) = tr(BA) [Hubbard&Hubbard 1999,
5.420| mukaan

|tr(H%P~H*P )| < 4|tr(Hy! )P HY )ﬁ*)y, (4.47)

missé Hf{(x) on vektorin h(x) (4.40) i. komponentin Hessen matriisi ja molemmat
komponentit i ja j esittdavat joko satelliittien etdisyysmittauksia tai satelliittien
etdisyyksien derivaattamittauksia. Arvioidaan kaavan (4.47) oikeata puolta ylospéin
matriisin normin avulla. Matriisin A normi on [|A|| = max|x=1||Ax||, missé oikealla
puolella on tavallinen vektorinormi. Kun valitaan x = e;, niin A; < ||Ae;|| < [|4],
missd A;; on matriisin A 7. diagonaalialkio. T&ll6in

4|tr(Hf:( )P Heﬂ P < 24||H61 P HEJ P . (4.48)
Matriisinormilla on ominaisuus ||[AB|| < [|A||[|B]|, lisdksi symmetrisen matriisin normi
on suurin sen ominaisarvojen itseisarvoista [Perttula 1999b, s.109]. Olkoon kovarianssi-
matriisin P~ suurin ominaisarvo AP haxs joka on my0ds ominaisarvojen suurin itseisarvo,
koska matriisi P~ on positiivisesti semidefiniitti. Ndiden perusteella voidaan arvioida
[ o L - (4.49)

max )

24|y JPTHE P < 24(\P

Tehtdvina on vield arvioida Hessen matriisin HY' | ominaisarvoja satelliittimittauksilla

h(x)

(i=1,...,2n,).
Satelliitin pseudoetiisyysmittaus
Jos kyseessd on satelliitin pseudoetiisyysmittaus niin HE:(X), kun ¢z = 1,...,ng, on
annettu kaavassa (4.41). Koska matriisin ufu$? pystyriviavaruuden dimensio on yksi
niin m on ainakin kaksinkertainen ominaisarvo matriisille Heﬁi(x), kuni=1,..., ns.
Toisaalta nolla on selvésti ainakin kolmen kertainen ominaisarvo matriisille Hf{(x),
kun ¢ = 1,...,ns. Koska lisiksi ominaisarvojen summa on tr(H%i(X)) = m
[Perttula 1999b, s.90], niin matriisin H:il"(x), kun i = 1,..., n,, ominaisarvot ovat

! L0000 (4.50)

[es—rull  JIr—ru]l : :

Télloin kaavojen (4.47), (4.48) ja (4.49) mukaan

)\15— 2
tr(H*P~H“P7)| < 24%, kuni=1,... ns. (4.51)

Talloin kyseessé on satelliittien pseudoetidisyysmittaukset. Satelliittien etdisyys on
ainakin 2 - 107 (kappale 3.1, kiisiteltdvit suureet ovat SI-yksikdissd) ja paikannuksessa
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P~ suurin ominaisarvo )\El;X on yleensi alle 100%. Oletetaan, etti Af;;X < 1-10°, tilléin

kaava (4.51) tulee muotoon

L 1-10°)2
HrG{“P_}F”P_)|<Z24( )

— —4 S
~ m—610 y kunz-l,...,ns. (452)

Koska R on vihintdén 5% (kappale 3.1.2) niin kaava (4.46) ei toteudu, joten yhdessi
satelliittien pseudoetéisyyksien differenssimittauksessa epélineaarisuus on niin pienté,
ettei EKF2:n tulokset juurikaan poikkea EKF:n tuloksista. Arvioidaan seuraavaksi
yvhden pseudoetéisyysderivaatan differenssimittauksen epélineaarisuutta.

Apulause 4.3. Olkoon e] Ae; = A,; symmetrisen matriisin A € R™™ alkio. Olete-
taan, ettd |A;| < c¢ kaikilla indekseilld i ja j. Tdlloin matriisin A ominaisarvot
{1, ., A\n} ovat itseisarvoltaan pienempid tai yhtdsuuria kuin nc.

Todistus. Kaytetdan hyviaksi tietoa, etta XZ-TAXi = );, missd X; on ominaisarvoa
A; vastaava normalisoitu ominaisvektori [Perttula 1999b, s.101]. Nyt riittd4 néyttas,
ettd |xTAx| < nc, mielivaltaiselle yksikkovektorille x € R™ (symmetrisen reaalimat-
riisin ominaisvektorit voidaan valita reaalisiksi |[Perttula 1999b, s.94|). Mielivaltainen
x voidaan kirjoittaa karteesisten kantavektoreiden avulla

x=) we;. (4.53)
i=1

Téalloin kolmioepéyhtdlon ja Schwarzin [Hubbard&Hubbard 1999, s.62| epéyhtélon
mukaan

x"Ax| — \(gxieifA(ngej)y - |zn: Zn: (i)

i=1 j=1
<3N (lellasliagl) < e(Dlail) (Dlasl)
i=1 j=1 i=1 j=1
< c(11x)* < e 1 ]P[Ix]* < ne,
missd vektorin 1, € R” 4. alkio on +1 jos x; > 0 muutoin ¢. alkio on —1. ]

Apulause 4.3 ei anna aivan tarkkaa yldrajaa matriisin normille mikéli matriisissa on
erikokoisia alkioita, mutta kertaluokka on oikea ja téssé tyossa kyseinen raja on aivan

riittava (erés tarkempi raja on [|A| < \/Z?:l > i—1 A7 [Hubbard&Hubbard 1999,
5.214]).

Satelliitin pseudoetiisyyden derivaattamittaus

Kun kyseessd on satelliitin pseudoetédisyyden derivaattamittaus niin H:i:(x), kun
i —ns=1,...,ny, on annettu kaavassa (4.43). Matriisin H. . (4.37) jokainen alkio

ru|
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on itseisarvoltaan pienempi tai yhtasuuri kolmioepayhtalon mukaan kuin H

rf—ry| "
Vastaavasti matriisin %(Hﬁiﬁ,_r (v — v§)) (4.45) jokainen alkio on itseisarvoltaan
L2(||Val|+[[viax|)

[[r5—rull®
peus. ||[vi..|l~ 4000 (kappale 3.1, késiteltavéit suureet Sl-yksikoissd) ja kiyttdjan

e .
}{(x), kun 7 —ng = 1,...,ng,

jokainen alkio on itseisarvoltaan pienempi tai yhtasuuri kuin ||rT2r||= apulauseen 4.3 ja

pienempi tai yhtésuuri kuin , missé ||v5,.|| on satelliittien maksimino-

nopeus oletetaan tatd pienemmaéksi, joten matriisin H

kaavojen (4.47), (4.48), (4.49) mukaan (i —ns = 1,...,ng, jolloin kyseessé on yhdesta
pseudoetiisyyksien derivaattojen differenssimittauksesta)

tr(HYP~H%P )| < 3456 = Wax . (455
[ex( )= |8 — 1,2 86-1072, kun A\ = 3162 (4:55)

max

(A2 { 8,6-1074, kun AP~ = 1002

Koska R on noin 102 (kappale 3.1.2) niin kaava (4.46) ei toteudu, jos AP < 1002
Téama tilanne on erittdin yleinen mikéli lyhyelld aikavililld (esimerkiksi kymmenen
sekunnin sisdlld) on saatu neljalta eri satelliittilta mittauksia. Talloin epélineaarisuus
on niin pientd myds pseudoetiisyyksien derivaattojen differenssimittauksessa, ettei
EKF2:n tulokset juurikaan poikkea EKF:n tuloksista. Toisaalta kaava (4.46) toteutuu,
jos )\npl;X > 316%. Tailldinen tilanne on mahdollinen, mikili esimerkiksi suodattimen

priori-tila muodostuu pelkastaan tukiaseman solutunnisteen perusteella. Tall6in epali-
neaarisuus on huomattavaa ja EKF2:n tulokset ovat luotettavampia kuin EKF:n.

Nyt on késitelty satelliittidifferenssimittauksien epélineaarisuutta yhden satelliittin
differenssimittauksessa yhdella ajanhetkelld. Laajennus useampiin satelliittidifferens-
simittauksiin on suoraviivainen apulauseen 4.3 mukaan. Tarkoitus on arvioida matriisin
Ny Ny
D) eiel tr(HPLHIP;) (4.56)
i=1 j=1

ominaisarvoja (n, on mittauksien lukuméérd). Matriisin jokainen ominaisarvo

Mhax)?
([ —rull?

on itseisarvoltaan pienempi tai yhtdsuuri kuin n,3456 (apulauseen 4.3 ja
kaavojen (4.51), (4.55) mukaan). Téssd tyossd mittauksia on lahes poikkeuksetta alle
kymmenen, jolloin EKF2:n tarvetta arvioitaessa pédstddn samoihin lopputuloksiin
kuin kaavan (4.55) perusteella. Yhteenvetona EKF2:n kiyttadmisessa satelliittimittauk-
silla voidaan todeta, ettd EKF2:n tulokset eivit poikkea huomattavasti EKF:n tulok-
sista, mikéli priori-tilan kovarianssimatriisin ominaisarvojen nelidjuuret ovat alle 100.
Toisaalta mikili nama arvot ovat selvésti yli 200 niin EKF2:n voisi tuottaa parempia
tuloksia tarkkojen pseudoetéisyyksien derivaattamittausten kanssa. Téassd tyossé ei
tutkita EKF2:ta simulaatioilla satelliittimittauksien osalta, vaan satelliittimittausten

mittausfunktiot késitelladn kuten EKF:ssa, myos simulaatioiden EKF2:ssa (luku 5).

4.3.2 Epalineaarisuus tukiasemamittauksissa

Tarkastellaan, milloin tdmén tyon sovelluksessa tulisi kayttdd EKF2:ta eiké
EKF:ta, tukiasemamittausten tapauksessa. Havaitaan, ettd lahes poikkeuksetta tuki-
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asemamittauksissa on huomattavaa epélineaarisuutta. Edellisen kohdan, erityisesti
kaavojen (4.48), (4.49) ja (4.51) mukaan

e P18 DP— (/\21; )2 .
-t -t < X —
]tr(Hh(x)P Hh(X)P )| 6—HrE 2 kun i —2ns =1,...,n. (4.57)
Jos P~ = )\E;XI (riittéad, kun prioripaikan kovarianssimatriisi on kyseisen muotoinen)

niin kaavalle (4.57) saadaan alaraja jalki-operaattorin ominaisuuksien, matriisin HE’(X)

ominaisarvojen (4.50) ja soveltamalla Schurin lausetta matriisiin H;:(X) (sivu 26)
(Moa)? & Bopje P (Moa)? : _
2M < |tr(Hﬁ(x)P qu(x)P )| < 6m, kun i — 2?15 = 1, NN (458)

Kaupunkialueella ollaan usein alle 500 metrin pééssd tukiasemasta (kappale 3.2)
ja mikili mittauksien sigmat ovat 80 metrid, alimadratyssd tapauksessa on yleistd,
etté priorin kovarianssimatrisin ominaisarvot ovat (AP ) = (200m)2. Niilld arvoilla
kaavan (4.58) alaraja tulee muotoon (SI-yksikoissd)

(D)’

[y = ruf|?

807 < 12800 = 2 < Jtr(HE PTHS P7)|, i—2ng=1,....n. (4.59)

(%) (%)

Néin ollen kaava (4.46) toteutuu hyvin usein tukiasemapaikannuksessa. EKF2:lta
voidaan siis hyvin usein olettaa luotettavampia tuloksia kuin EKF:lta, mikali
kyseessd, on yksi tukiasemamittaus. Jos tukiasemamittauksia olisi enemmén kuin
yksi niin apulauseesta 4.3 seuraa suoraan, ettd tukiasemamittausten perusteella
kootun matriisin (4.56) itseisarvoltaan suurin ominaisarvo on véhintéén itseisarvol-
taan suurimman diagonaalialkion suuruinen. Diagonaalialkioitten alaraja on annettu
kaavassa (4.59). Toisin sanoen EKF2:1ta voidaan hyvin olettaa luotettavampia tuloksia
kuin EKF:lta, silloinkin kun kyseessd on useampia tukiasemamittauksia. Toisaalta
on hyva huomata, ettd tilanteissa, joissa on paljon satelliittimittauksia kaytetté-
vissd, niin priori-tilan kovarianssimatriisin suurin ominaisarvo voi olla luokkaa 102.
Talloin kaava (4.46) ei useinkaan toteudu edes tukiasemienetiisyysmittauksien osalta
ja kyseisid mittauksia voi huoletta kiyttadd EKF:ssa. Tosin néin tarkkaa priori-tilaa
epatarkat tukiasemaetiisyysmittaukset eivit juurikaan tarkenna.

Simulaatioissa luvussa 5 verrataan muun muassa EKF:ta ja EKF2:ta. Simulaatioiden
EKF2 eroaa EKF:sta vain tukiasemamittausten késittelyn osalta, joka tehdaan kuten
edelld esitetyssd EKF2:ssa koska on syyté olettaa, ettd niin saadaan luotettavampia
tuloksia.

4.3.3 Vertailu EKF2 vs. EKF

Vertaillaan EKF2:n ja EKF:n toimintaa kun mittauksena on vain yksi tukiaseman etéi-
syysmittaus. Kuvassa 4.1 on havainnollistettu kyseinen tilanne. Kuvassa ||r|| on priori-
paikan odotusarvon etiisyys tukiasemasta, yhtendisen ympyran sidde on ||r||, katkovii-
valla piirretyt ympyréiden siteet ovat ||r| £ v/R, missi R on mittausvirheen varianssi
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Kuva 4.1: EKF:n ja EKF2:n vertailu

(skalaari), ympyroistd vain osa on nékyvissd. Pystysuora jana kuvaa tasoa, jonka
EKF "muodostaa” linearisoidessa etdisyysmittauksen (kutsutaan tatd mittaustasoksi).
EKF:ssa priori-tilan péivitys lasketaan siten, ettd innovaatiota (mittauksen ja priori-
mittauksen erotusta) pidetddn suunnistettuna etdisyyteni mittaustasolta. Positiiviset
innovaatiot oletetaan sijaitsevan tason oikealla puolella ja negatiiviset tason vasem-
malla puolella. Todellisuudessa innovaatio on suunnistettu etaisyys etaisyysmittauksen
virittdméaan palloon, joka on positiivinen pallon ulkopuolella ja negatiivinen pallon
sisdlld. Ajatellaan, ettd realisoituneen mittauksen virhe on nolla. Kuvasta huomataan,
ettd EKF:n laskema innovaatio on aina yhtdsuuri tai suurempi kuin paikan todel-
linen etdisyys mittaustasosta. EKF2:ssa tdmé otetaan huomioon siten, ettd kaikista
innovaatioista vihennetdan (2.74)

oo P (4.60)

1

— tr(H&

5 t
Kuvassa "korkeus” kuvaa priori-paikan keskimédraistd etdisyyttd priori-paikan

odotusarvosta mittaustasolla, arvioidaan tdméa arvoksi V 2AP~ olettaen, ettd priori-
paikan kovarianssimatriisi on A" I3,3. Télloin kaava (4.60) voidaan laskea vastaavasti
kuin kaava (4.58) ja saadaan

Lo P = " 4.61
5 1"( h(x) k+1) - w ( : )
Kuvassa oleva "poikkeama” on suunnilleen kaavan (4.61) suuruinen, koska
—2 2)\15* )\15*
"poikkeama” = \/||7“||2 + V2P —r| = ||Ir| + T ||| = G (4.62)

Toisaalta voidaan ajatella, ettd mittaustason tulisi kuvastaa pallon pintaa tietylla
alueella (priori-paikassa). EKF kdyttda mittaustasona pallon tangenttitasoa ja EKF2
slirtdé mittaustasoa hieman (noin "poikkeaman” verran) pallon sisélle. Tamé kuvastaa
pallon pintaa keskimédarin paremmin kuin tangenttitaso. Lisdksi EKF2 kasvattaa
mittausvirheen kovarianssimatriisia siten, ettd se ottaa huomioon linearisoinnista
aiheutuvaa virhetta (2.77). Tamé osaltaan auttaa EKF2:sta pysymédn konsistenttina
(katso sivu 26).
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4.4 Paikkaratkaisun Kalmanin suodatin

Paikkaratkaisun Kalmanin suodatin (PKF, Position Kalman Filter) on kaksivaiheisen
algoritmin soveltamisen tulos paikannukseen, jonka nimi ja lyhenne on kehitetty téssé
tyossd. Kaksivaiheista algoritmia on késitelty sivulla 30. Ideana on ratkaista ensin
paikka ja sen jilkeen suodattaa paikkaratkaisua tavallisella Kalmanin suodattimella,
jota on késitelty kappaleessa 2.2. Kalmanin suodattimen algoritmi on annettu kompak-
tissa muodossa liitteessa B.

PKF:n algoritmin ensimmaéinen vaihe ratkaisee ensin tasanméariatystd systeemisté
paikat. Mikali systeemi on ylimaaritty, algoritmi hylkdd geometrialtaan huonot
mittaukset. Ratkaistuja paikkoja kiytetdan Gauss-Newtonin algoritmin alkupaik-
koina (kappale 3.3). Gauss-Newtonin algoritmissa kédytetddn kaikkia saatavissa olevia
mittauksia. Usein ylim&aréatyssa systeemisséa eri alkupaikat tuottavat saman ratkaisun.
Gauss-Newtonin algoritmin tuottamista ratkaisuista valitaan ne jotka toteuttavat lisa-
tiedot, téssa tapauksessa mahdolliset sektoritiedot. Jos tamén jélkeen on jaljelld tasan
yksi ratkaisu, se syotetdan algoritmin toisessa vaiheessa olevaan Kalmanin suodatti-
meen.

Paikkaratkaisun mittausvirheend kéiytetdan Gauss-Newtonin algorimin antamaa
arviota paikkaratkaisun kovarianssimatriisille. Mikéli ratkaisuja ei ole tasan yhta tai
kyseessd on alimadratty systeemi, PKF "unohtaa” kaikki sen hetkiset mittaukset ja
kiyttdaa tilan estimoinnissa tilamallia. Tarkemmin paikkaratkaisun laskemista on kési-
telty kappaleessa 3.3. Tamaén tyon simulaatioissa kiytetddan Niilo Sirolan toteuttamaa
algoritmia paikkaratkaisun laskemisessa.

Mikali satelliittimittauksia on tarpeeksi monesta (vdhintaan neljdstd) satelliitista,
voidaan my6s nopeus ratkaista kaavan (3.2) avulla. Télloin ratkaistaan ensin paikka,
mikd on mahdollista koska satelliittimittauksia on tarpeeksi monesta satelliitista.
Ratkaistu paikka sijoitetaan kaavaan (3.2), jonka jélkeen nopeus voidaan ratkaista line-
aarisesta yhtaloryhmésta (tdmé vastaa ensimmaéisté askelta Gauss-Newtonin iteraa-
tiossa). My6s mahdollista nopeusratkaisua kdytetddn PKF:n toisen vaiheen suodat-
timen mittauksena.

PKF:n toisessa vaiheessa on tavallinen Kalmanin suodatin. Kalmanin suodattimen
tilamallina kdytetdan samaa tilamallia kuin muissakin tdmén tyon suodattimissa. Tila-
mallia on késitelty kappaleessa 4.1 kaava (4.6). Kalmanin suodattimen mittausmallina
kiytetaan (2.13)

Y = Hkxk + Vi, (463)

missd x5 on Kalmanin suodattimen tila, y; on mittaukset, joko paikkaratkaisu tai seké
paikka- ettd nopeusratkaisu. Vastaavasti vektorin v kovarianssimatriisina kdytetdan
Gauss-Newtonin algoritmin tuottamaa arviota paikkaratkaisun kovarianssimatriisista,
pelkén paikkaratkaisun tapauksessa tai lohko-matriisia jossa on Gauss-Newtonin algo-
ritmin tuottamaa arvio seké paikka- ettd nopeusratkaisun kovarianssimatriisista, kun
on kyseessd sekd paikka- ettd nopeusratkaisu. Téssé on tehty oletus, ettd paikka- ja
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nopeusratkaisu ovat korreloimattomia. Tamé ei aivan pidd paikkansa. Kaavan (4.35)
avulla kuitenkin huomataan, etti korrelaatio on vihéisté (koska U —Uf,u ovat selvisti
pienempéd kertaluokkaa kuin diagonaalilla olevat matriisit —U® ). Jos mittauksina on
pelkké paikkaratkaisu niin mittausmatriisi on

Hy = [ Iz Osxs |- (4.64)
Jos mittauksina on sekd paikka- ettd nopeusratkaisu niin mittausmatriisi on

Hy, = Igxe (465)

4.4.1 Epavarmuus PKF:ssa

Tassd kappaleessa on tarkoitus soveltaa paikkaratkaisun Kalmanin suodattimeen
kappaleen 2.2.6 alussa ollutta lausetta 2.15. Lause antaa rajat tilan kovarianssimat-
riisille Py. Sovelletaan lausetta muutamaan tukiasemapaikannuksessa esiin tulevaan
tilanteeseen, missé on saatu ratkaistua vain paikka eikd nopeutta. Lauseen soveltami-
seen tarvitaan ohjattavuus- ja tarkkailtavuusmatriisit (méaaritelma 2.13). Ohjattavuus-
matriisin laskemiseen tarvitaan tilamallin virheen kovarianssimatriisi (4.8) ja tilansiir-
tomatriisi (2.34). Tilansiirtomatriisi tulee muotoon (F on annettu kaavassa (4.3))

(I)(thrl; tk) — e(tk+1*tk)F _ I3><3 (tk+1 - tk)13><3 ) (466)
O3><3 I3><3

Tarkkailtavuusmatriisin laskemiseen tarvitaan tilansiirtomatriisin lisdksi mittaus-
matriisi (4.64) ja paikkaratkaisun kovarianssimatriisi (3.9). Paikkaratkaisun kovari-
anssimatriisin laskemiseksi tarvitaan kaavassa (3.9) oleva mittausvirheen kovari-
anssimatriisi ¥ = (ogr)?I3x3, jossa or on mittausvirheen sigma. Lisiksi tarvitaan
mittausfunktion derivaatta h’(x). Tukiasemapaikannuksessa mittausfunktion deri-
vaatta on —U" (4.35), missd matriisissa U* on yksikkovektorit kiyttajastd tukiasemiin.
Ohjattavuus- ja tarkkailtavuusmatriisien pienin ominaiarvo vastaa lauseessa 2.15
olevaa muuttujaa « ja suurin ominaisarvo vastaa lauseen muuttujaa f3.

Tutkitaan aluksi tilannetta, jossa on kaksi tukiasemaa kayttajastd katsottuna 90°
kulmassa ja korkeusmittaus. Tall6in geometria on hyva, kuten tullaan huomaamaan
tarkempien ratkaisujen muodossa. Oletetaan, ettd aina saadaan ratkaistua yksiké-
sitteinen paikkaratkaisu. T#lloin paikkaratkaisun kovarianssimatriisi on (og)*I3xs.
Alla olevaan taulukkoon (taulukko 4.1) on koottu 3G- ja GSM-verkon sigmojen
(or) arvoilla lauseen 2.15 antama yldraja suodatetun ratkaisun virheen sigmalle

Osuod = # ja aika (fsuoq) jonka jélkeen suodattimen epévarmuus on viimeistaan

padssyt tamén rajan alle. Kyseinen aika vastaa lauseen 2.15 aika-askelien lukumé&araa
(n, = ny). Téssa tyossd 3G-verkossa etédisyysmittauksen sigmana kdytetdén 80 metria
ja GSM-verkossa sigmana kiytetadn 550 metria. Lisdksi taulukossa on vertailun vuoksi
suodatettavan ratkaisun (WLS-ratkaisun) suurin sigma o, (paikkaratkaisun kovari-
anssimatriisin suurimman ominaisarvon neligjuuri). Taulukon laskut ovat suoritettu
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Taulukko 4.1: Suodatettavan ratkaisun virheen sigma ja suodatetun ratkaisun virheen
sigman yliraja kahdella tukiaseman etaisyysmittauksella ja korkeusmittauksella (SI-
yksikoissi).

WLS PKF
Verkko ‘ Oratk ‘ Osuod  tsuod
3G 80 53 9
GSM 550 233 27

Maple-ohjelmistolla. Taulukon tuloksia on myo6s testattu simulaatioiden avulla kappa-
leessa 5.2.

Tutkitaan seuraavaksi tilannetta, missd on kolme tukiasemaa. Oletetaan, ettd
aina saadaan ratkaistua yksikésitteinen paikkaratkaisu. Kayttdjan ajatellaan olevan
origossa ja tukiasemien ENU-koordinaatit ovat r{ = [200,0,20], r} = [0,200,20] ja
rf = [-100,—100,20]. Téssd tapauksessa geometria on huono, koska tukiasemat ja
kayttdja ovat lidhes samassa tasossa. Laaditaan tilanteesta taulukko 4.2, joka vastaa
taulukkoa 4.1.

Taulukko 4.2: Suodatettavan ratkaisun virheen sigma ja suodatetun ratkaisun virheen
sigman ylaraja kolmella tukiaseman etédisyysmittauksella, korkeusmittausta ei ole
kiytossa (SI-yksikoissd).

WLS PKF
Verkko ‘ Oratk ‘ Osuod  tsuod
3G 403 184 23
GSM | 2771 | 797 61

Taulukkoja 4.1 ja 4.2 tulkittaessa on hyva pitad mielessa, etta taulukoissa on ylaraja
suodatetun ratkaisun virheen sigmalle. Tamé ei ole pienin ylaraja, kuten simulaa-
tiosta kappaleessa 5.2 havaitaan. Téastd huolimatta huomataan, ettd suodatuksella
saadaan selvéisti tarkempi estimaatti tilalle kuin ilman suodatusta. Taulukoista havai-
taan muun muassa, ettd suodatus tuottaa entistd parempia tuloksia, mikali tilamallin
virhe on pieni suhteessa mittausvirheeseen. Toisaalta taulukkoja vertaamalla havai-
taan, ettd korkeusmittaus on erittédin térked kolmiulotteisessa tukiasemapaikannuk-
sessa, koska tukiasemat ja kayttdja ovat ldhes tulkoon samalla tasolla. Kolmen tuki-
aseman tapauksessa paikkaratkaisun epaméaraisyydesta vain korkeuden epaméarai-
syys on taulukossa 4.2 annettua kertaluokkaa. Toki usein on kiinnostuttu vain kaksi-
ulotteisesta paikasta, mutta luotettava ja optimaalinen suodatus vaatii hybridipaikan-
nuksessa toimiakseen myo6s korkeustiedon ja sen epdmaaréisyyden, varsinkin silloin kun
mittauksia tulee myos satelliiteista. Varoituksen sanana taytyy todeta, ettd yldrajat
ovat absoluuttisia vain jos systeemi on mallinnettu oikein, esimerkiksi GSM-verkon
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TA-mittauksissa olevien virheiden normaalisuus- ja riippumattomuusoletukset ovat
hyvin kyseenalaisia (kappale 3.2).

Tarkastelun sivutuotteena havaitaan, ettd esimerkkitapaukset ovat taydellisesti ohjat-
tavissa ja tarkkailtavissa. Téalloin muun muassa lause 2.16 on voimassa kyseisissa
systeemeissd. Tarkemman kuvan suodatuksen “tehosta” saa luvun 5 simulaatioista.
Myos mikéli systeemin matriisit ovat vakioita, kuten esimerkeissé oli, voidaan laskea
mitd matriisia tilan kovarianssimatriisi ldhestyy, kun annetaan ajan kulua. Tama
voidaan laskea diskreetin algebrallisen Riccati-yhtdlon (Discrete Algebraic Riccati
Equation) avulla, jota ei kisitelld tarkemmin téssé tyossd. Asiaa on késitelty muun
muassa lahteissi [Grewal&Andrews 1993| ja [Makild 2004].



Luku 5

Simulaatiot ja testaus

Téassa luvussa testataan ja vertaillaan simulaatioiden avulla tyossa esitettyja suodat-
timia: PKF:ta (kappale 4.4), EKF:ta (kappale 4.2) ja EKF2:ta (kappale 4.3). Simu-
laatioiden EKF2 eroaa EKF:sta vain tukiasemamittausten kasittelyn osalta, kuten
kappaleessa 4.3.2 todettiin. Suodattimia vertaillaan my6s WLS-ratkaisun (kappale 3.3)
kanssa. WLS-ratkaisu on sama jota PKF kiyttda mittauksena, joten tukiasemien
sektoritietoja on kéytetty hyvéksi ratkaisun valinnassa (katso kappale 4.4). Sektori-
tietoja on kdytetty siten, ettd ratkaisu on hylatty, mikéli sen etédisyys sektoriin on
enemmaén kuin tukiasemaetidisyysmittauksen virheen sigma.

Tasan- ja yliméaarattyja systeemeja on vertailtu kappaleessa 5.1.1. Vertailussa tasan-
ja ylimaaratyissa systeemeissa on jokaisena ajanhetkend vakioméaérd mittauksia, jotka
tulevat aina samoista ldhteistd. Alimdardtyn systeemin tapauksessa on vertailtu
EKF:ta ja EKF2:ta kappaleessa 5.1.2. Aliméardtyssia tapauksessa simulaatioissa
on jokaisena ajanhetken&d vakioméard mittauksia, mutta ne tulevat vuorotellen eri
tukiasemista tai satelliiteista. Kappaleessa 5.2 on testattu kappaleessa 4.4.1 esitet-
tyja tuloksia PKF:lle simulaation avulla. Kappaleessa 5.3 on keskitytty EKF:n ja
EKF2:n hairahtumisilmioon. Kappaleessa 5.3.1 on esitetty tasanmaéaérétty systeemi,
joissa EKF:n ja EKF2:n on havaittu hairahtuvan helposti. Kappeleessa myos vertail-
laan kyseiselld reitilla EKF:n ja EKF2:n hairahtumista, tarkemmin sanottuna tutki-
taan koska suodattimet eiviat ole konsistentteja. Kappaleessa 5.3.2 puolestaan on
vertailtu kyseisten suodattimien hairahtumista alimaérétyssid systeemissd. Luvun
lopussa (kappale 5.4) on esitetty suodattimien toimintaa oikealla reitilld, jonka tekija

61
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on kévellyt Tampereen teknillisen yliopiston kampusalueella kesélla 2003. Simulaatiot
on toteutettu Matlab-ohjelmalla.

Simulaatioissa tukiasemien (BS, Base Station) etiisyysmittauksien virheen sigma on
o, = 80 m, jota on kiytetty myds korkeusmittauksen sigmana. Satelliittien (SV, Space
Vehicle) pseudoetéisyysmittauksien virheen sigma on o, = 10 m ja pseudoetiisyyk-
sien derivaattamittauksien virheen sigma on oz, = 0,1 % (vertaa luku 3). Kaikissa
simulaatioissa satelliittimittaukset esiintyvat pareittain, eli satelliitista on aina seké
pseudoetiisyysmittaus ettd pseudoetiisyyden derivaattamittaus tai ei kumpaakaan
mittausta. Simulaatioissa kdytetyt reitit on simuloitu kappaleessa 4.1 olevan tilamallin
mukaan. Kaytettyjen tukiasemien paikkavektorit on annettu kyseisten simulaatioiden
kohdalla. Satelliittien paikat on simuloitu navigointiviestin avulla, jonka tekijad on
mitannut 18.6.2003 noin kello 15:00 Tampereen teknillisen yliopiston kampusalueella.

5.1 Suodattimien vertailu

5.1.1 Tasan- ja ylimaaratty systeemi

Tutkitaan tasan- ja yliméarattyja systeemeja simulaatioiden avulla. Kuvassa 5.1 on
esitetty erds simuloitu reitti. Reitin kesto (pituus) on 120 sekuntia ja reitin normaalija-
kautuneen alkuehdon (14hdén) odotusarvo on zy = [0, 500, 0,0, 0, 0] ja kovarianssimat-
riisi on Py = Diag([1 000, 1 000, 1 000, 100, 100, 100]), misséd Diag on operaattori, joka
tekee vektorista diagonaalimatriisin. Kuvassa on myos esitetty suodattimien antamat
reitit ja WLS-ratkaisut. Mittauksia on tullut jokaisena ajanhetkend kolmesta tuki-
asemasta, jotka on piirretty kuvaan. Jokaisena ajanhetkend on ollut kiytossd myos
korkeusmittaus.

Tukiasemien  paikkavektorit — ovat  r!{ =[1000,0,0], r§=][-1000,0,0] ja
rf = [0,1 000, 0]. Seuraavissa simulaatioissa, joissa ei ole etdisyysmittauksia kaikkista
kolmesta tukiasemasta, tukiasemat ovat mukana téssd jarjestyksessd. Esimerkiksi,
jos simulaatiossa on mukana vain yksi tukiasema niin sen paikkavektori on rf.
Kuvaan on liséksi piirretty ajanhetkilla ¢1, t49, tso ja t129 suodattimien ja WLS-
ratkaisijan antamat kovarianssimatriiseja vastaavat 68% ellipsit itd-pohjoistasossa
(kovarianssimatriisia vastaavan neliomuodon tasa-arvopinta, jonka sisdlld on 68%
paikan ehdollisen tiheysfunktion todennékéisyysmassasta). Tamén tyon simulaatioissa
oletetaan tietyn prosenttista ellipsid laskettaessa hieman virheellisesti, ettd kaikki
jakaumat ovat normaaleja. Laskut osoittavat suodattimien ja WLS-ratkaisun osalta,
etta koko reitin 68% ellipsien sisilld oli noin 68% oikeita reittipisteiti.

Kuvasta 5.1 huomataan, ettd kyseisessa tapauksessa EKF ja EKF2 toimivat ldhes
samalla tavalla. Taméan takia EKF:n reittid on vaikea havaita EKF2:n reitin alta.
Myoskddan paikkaratkaisun Kalmanin suodatin ei juurikaan poikkea toisista suodat-
timista. Kuvasta voidaan havaita, kuinka selvisti suodatus parantaa paikkaesti-
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Kuva 5.1: Suodattimien ja WLS-ratkaisun vertailu. Mittaukset tulevat joka hetki
kolmesta tukiasemasta, lisdksi korkeusmittaus on kaytossa.

maattia verrattuna WLS-ratkaisuun. Toisaalta havaitaan myos vakionopeusmallin
(kappale 4.1) suodattimille hyvin tyypillinen ominaisuus: mutkat tahtovat menné
pitkdksi. Vakionopeusmallissa oletetaan, ettd kiihtyvyys on valkoinen prosessi. Tosin
mutkien kohdalla tdméa valkoisuusoletus on kyseenalainen, koska kiihtyvyydet eri ajan-
hetkilla ovat toisistaan riippuvia, kun kiddnnytdan samaan suuntaan koko ajan.

Suodattimien ja WLS-ratkaisun virheet vaihtelevat reitin ja mittausten mukaan.
Taméan vuoksi tutkitaan suodattimia ja WLS-ratkaisijaa useammilla reiteilld ja
mittauksilla. Taulukossa 5.1 on esitetty viidenkymmenen eri reitin tuloksia eri maaralla
mittauksia (eri kombinaatioilla). Reitit on simuloitu tilamallin mukaan (kappale 4.1) ja
alkuehtona on kiytetty samaa kuin edellisessa esimerkissa. Eri kombinaatioissa olevien
satelliittien, joista saadaan sekd pseudoetaisyysmittauksia ettd pseudoetaisyyden deri-
vaattamittauksia, lukuméard on annettu sarakkeessa SV. Kombinaatioissa olevien
tukiasemien etéisyysmittauksien lukumééra on annettu sarakkeessa BS. Kaikissa eri
kombinaatioissa on mukana myos korkeusmittaus lukuunottamatta yhdeksatta kombi-
naatiota, jonka BS-sarakkeessa on ). Téssia kombinaatiossa on siis vain neljan satel-
liitin mittaukset, ei korkeusmittausta eikd tukiasemien etédisyysmittauksia. Kyseisille
viidellekymmenelle reitille on simuloitu kymmenet eri mittaukset ja tuloksista on
laskettu kolmiulotteiset 68%- ja 95%-virherajat metreissa, jotka on esitetty taulu-
kossa 5.1. 68%-virherajalla tarkoitetaan seuraavaa: lasketaan kaikkien estimaattien
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virheet estimoitavasta paikasta kolmiulotteisesti, 68% tapauksista tdmé virhe on
pienempi kuin 68%-virheraja. Vastaavasti 95% virheistd on pienempiia kuin 95%-
virheraja. Virheraja on co mikéli ratkaisuja ei ole saatu edes virherajan prosentti-
madrad vastavaa lukumaarda. Taulukkoon on myos WLS-ratkaisun kohdalla sarake
7. Kyseisessa sarakkeessa on ilmoitettu prosenttiosuus tapauksista, joilla ei ole saatu
vksikésitteista paikkaratkaisua. Tamaé voi johtua siita, ettd WLS-ratkaisut ovat konver-
goineet eri arvoihin tai mikddn WLS-ratkaisu ei ole tayttinyt tukiasemien sektorieh-
toja (katso kappale 4.4). On hyvé pitdd mielessé, ettd suodattimet antavat jokaisena
ajanhetkend tilaestimaatin riippumatta mittauksien lukuméaarasta.

Taulukko 5.1: Suodattimien ja WLS-ratkaisun vertailua eri méaralla mittauksia.

Mittauksia WLS PKF EKF EKEF2
SV BS [68% 95% @ |68% 95% | 68% 95% | 68% 95%

0 3 160 oo 6% | 66 113 | 63 101 | 63 101
2 1 00 oo 34% | 222 1032 | 77 206 | 77 203
2 2 122 212 1% | 51 85 30 84 20 84
2 3 114 214 3% | 49 82 47 80 47 80
3 0 8 172 0% | 36 68 34 67 34 67
3 1 82 160 1% | 34 65 32 64 32 64
3 2 76 149 1% | 33 62 31 61 31 61
3 3 72148 2% | 31 60 28 o7 28 57
4 X 35 58 0% 7 14 7 14 7 14
4 0 34 5 0% 7 13 7 13 7 13
4 1 34 56 0% 6 13 6 13 6 13
4 2 34 55 0% 7 13 7 13 7 13
4 3 33 55 0% 6 13 6 13 6 13

Taulukosta 5.1 voidaan pééatella: ensinnakin, ettd kyseisissé tilanteissa kaikki suodat-
timet pienentévit virhettd huomattavasti (jopa 80%) verrattuna WLS-ratkaisuun.
Toisaalta EKF:n ja EKF2:n vililld ei ole taméan perusteella huomattavaa eroa. Myo6s-
kidan PKF:lla ei ole huomattavaa eroa muihin suodattimiin kuin tapauksissa, joissa ei
ole yksikésitteistd WLS-ratkaisua, eli pddasiassa ensimmadisessd (SV = 0 ja BS = 3)
ja toisessa (SV = 2 ja BS = 1) mittauskombinaatiossa. Mikéli mittauksia on neljasta
satelliitista, havaitaan etteivit tukiasemien etaisyysmittaukset endéd paranna paikka-
estimaattia. Ainoastaan korkeusmittauksella saattaa olla pieni paikkaestimaattin
virhettéd vahentédva vaikutus.

5.1.2 Alimaaratty systeemi

Kappaleessa 5.1.1 tutkittiin tilannetta, jolloin systeemi on tasan- tai ylimaaratty.
Kuitenkin systeemi saattaa usein olla alimaaratty. Talloin ei luonnollisesti voida
ratkaista paikkaestimaattia WLS-ratkaisijalla, koska mittauksia on liilan vahén. Nain
ollen myotskddin PKF suodatin ei toimi optimaalisesti, koska se ei kiyta kaikkia
saatavilla olevia mittauksia hyodyksi. Toisaalta EKF ja EKF2 voivat toimia varsin
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hyvin, vaikka systeemi olisi aina alimaératty. Seuraavaksi tutkitaan EKF:n ja EKF2:n
toimintaa aliméaratyissa tilanteissa.

Taulukossa 5.2 on esitetty EKF:n ja EKF2:n suodattimien toimintaa samalla tavalla
kuin taulukossa 5.1. Erona on vain se, ettd nyt mittaukset tulevat vuorotellen eri
tukiasemista ja satelliiteista, siten etté jokaisena ajanhetkena on sarakkeen SV ilmoit-
tama méaara eri sateliitteista tulevia mittauksia ja sarakkeen BS ilmoittava méara
tukiasemien etaisyysmittauksia. Naiden lisdksi korkeusmittaus on kiytossa lukuunot-
tamatta kolmatta ja viimeistd kombinaatiota, joiden BS-sarakkeessa on ). Taulu-
kossa 5.2 on esitetty viidenkymmenen reitin tulokset, joille jokaiselle on simuloitu
kymmenet eri mittaukset. Reitit on simuloitu samalla tavalla kuin kappaleessa 5.1.1.

Taulukko 5.2: EKF:n ja EKF2:n vertailu alimaéarétyissa systeemeissé eri maaralla
mittauksia.

Mittauksia EKF EKF2

SV BS | 68% 95% | 68% 95%

1 | 88 148 | 87 148
2 | 72 119 72 119
® |15 21| 15 27
0
1
®

15 26 15 26
14 26 14 26
9 17 9 17

wNoNNn OO

Taulukosta 5.2 havaitaan jélleen, ettei kyseisissidkdan tapauksissa EKF:n ja EKF2:n
valilla ole huomattavaa eroa. Tulokset ovat EKF:n ja EKF2:n osalta hyvin mairit-
televia, mikali niitd verrataan taulukossa 5.1 esitettyihin WLS-ratkaisijan tuloksiin.
Esimerkiksi EKF:n ja EKF2:n tuottavat huomattavasti paremman paikkaestimaatin,
mikali jokaisena ajanhetken& on vain yhden tukiaseman etédisyysmittaus ja korkeus-
mittaus, kuin WLS-ratkaisu kolmesta tukiaseman etdisyysmittauksesta ja korkeusmit-
tauksesta. Toisena esimerkkiné voisi verrata keskendén tilannetta, joissa suodattimilla
on jokaisena ajanhetkend mittauksia vain kahdesta satelliitista ja WLS-ratkaisu on
perdisin neljan satelliitin mittauksista, kolmesta tukiaseman etaisyysmittauksesta ja
korkeusmittauksesta. Talloin kyseiset suodattimet tuottavat huomattavasti paremman
paikkaestimaatin kuin WLS-ratkaisu.

Taman ja edellisen kappaleen tuloksien pohjalta havaitaan, ettad kyseisissé tilanteissa
EKF ja EKF2 eivit juurikaan eroa toisistaan, miké oli odotettua, koska priori-tilan
suurin sigma oli samaa kertaluokkaa kuin 10 (priori-nopeuden suurin sigma oli simu-
laatioissa aina pienempi kuin priori-paikan suurin sigma), jolloin mittauksissa ei ollut
huomattavaa epéalineaarisuutta. Tarkemmin asiaa on analysoitu kappaleessa 4.3.2.

Kysymykseen toimivatko suodattimet edelld esitetyissd systeemeissd oikein, on
huomattavasti vaikeampi vastata. Suodattimen oikein toimiminen tarkoittaa sita,
ettd suodattimen antamat tilan ehdolliset tiheysfunktiot vastaavat yleisen suodatus-
ongelman tarkkaa ratkaisua (kappale 2.1). Kappaleen 2.2.4 pohjalta tiedetédén, ettd
PKF on ainakin BLUE-estimaattori kyseisille systeemeille, kun ehdollistavina mittauk-
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sina on PKF:lle syttetyt mittaukset, olettaen, ettd lasketut paikka- ja nopeusrat-
kaisujen virheiden kovarianssit ovat oikein. Tosin vaikka ne eivéit olisi oikein, niin
kappaleen 2.2.6 perusteella tiedetddn, ettd PKF:n antama estimaattori on ainakin
konsistentti, jos mittausvirheet on mallinnettu todellisia virheitd suuremmiksi. Teorian
mukaan PKF:n tiedetdén siis toimivan lahes oikein, kun ehdollistavana mittauksina on
PKF':lle syotetyt mittaukset. Systeemeissé, joissa PKF, EKF ja EKF2 toimivat ldhes
samalla tavalla taulukon 5.1 mukaan, voidaan PKF:n avulla péaatelld, ettd myos EKF
ja EKF2 toimivat néissé systeemeissa ldhes oikein.

Toimivatko EKF ja EKF2 oikein taulukossa 5.2 esitetyissa tilanteissa? Tiedetdén, etta
virhejakaumat ovat normaaleja, mittausfunktioiden epélineaarisuus ei ole huomattavaa
ja systeemit ovat téydellisesti tarkailtavissa lyhyelld aikavélilla. (Lineaariselle suodatti-
melle kyseinen ominaisuus on maéritelty méaritelmassa 2.14. Epéalineaarisessa tapauk-
sessa aikavélin pituus vastaa likimain sitd kuinka pitkalta ajalta tarvittaisiin tarkkoja
mittauksia, ettd tila saataisiin ratkaistua yksikésitteisesti.) Néaiden perusteella tilan
ehdolliset tiheysfunktiot muistuttavat normaalijakaumaa ja EKF2:n tulisi toimia lahes
oikein (kappale 2.3.1). Néin ollen my6s EKF toimisi ldhes oikein. Kuitenkin kappa-
leessa 5.3 esitetddn systeemejé, jotka EKF2:n mielesta eivit ole huomattavasti epali-
neaarisia ja joiden virhejakaumat ovat normaaleja. Naistd huolimatta EKF2 ja EKF
saattavat toimia kyseisissé systeemeissd taysin vaarin. Pohjimmaisena ongelmana on
se, ettei EKF:lle ja EKF2:1le ole todistettu niiden oikein toimimista yleisessd tapauk-
sessa. Syy tahén on tietenkin selvd kappaleen 5.3 perusteella, jossa nédytetdéin etteivét
kyseiset suodattimet toimi aina yleisessé tapauksessa oikein.

5.2 PKF:n epavarmuus

Téassé kappaleessa testataan kappaleessa 4.4.1 esitettyja tuloksia PKF:n epavarmuu-
desta. Téssa keskitytddn ensimmaiseen tilanteeseen eli taulukon 4.1 tuloksiin. Kysei-
sessd systeemissa kaksi tukiasemaa on kayttajasta katsottuna 90° kulmassa. Simulaa-
tiossa systeemi rakennetaan siten, ettd ensimméinen tukiasema on origosta katsot-
tuna iddssd ja toinen pohjoisessa. Tukiasemien pysyminen kayttdjastd katsottuna
90° kulmassa varmistetaan silla, ettd etéisyys origosta tukiasemiin on yhtd suuri
kuin maapallon séde. Systeemissé on kiytettavissd myos korkeusmittaus. Korkeusmit-
taus ajatellaan maapallon keskipisteesséd olevan tukiaseman etdisyysmittaukseksi. Néin
ollen kuvitteellisessa systeemisséd on kolme tukiasemaa ja kaikki ovat yhtd kaukana
origosta.

Simuloidaan  tilamallin ~ mukainen  reitti, jonka alkuehto on  normaa-
lijakautunut odotusarvolla zo = [0,0,0,0,0,0] ja kovarianssimatriisilla
Py = Diag([1 000,1 000, 1 000,100, 100, 100]). Simuloidaan kyseiselle reitille sadat
mittaukset ja ratkaistaan paikkaestimaatit sekd WLS-ratkaisijalla ettd PKEF:lla.
Kuvassa 5.2 on punaisilla palkeilla simulaation paikkaestimaatin virheiden normien
tiheysfunktiot molemmille tapauksille. Lisdksi WLS-ratkaisun kuvaan on piirretty
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siniselld taulukossa 4.1 olevaa teoreettista sigmaa (0. = 80 m) vastaava virheen
normin tiheysfunktio. PKF:n kuvaan on piirretty siniselld edelld mainitussa taulu-
kossa 1oytyvin ylirajaa (osuoqa = 53 m) vastaava virheen normin tiheysfunktio.
PKF:n kuvaan on mustalla piirretty PKF:n simulaatioissa antaman ehdollisen
jakauman avulla laskettu virheen normin tiheysfunktio. Tapauksissa on oletettu, etté
kovarianssimatriisit ovat muotoa vakio kertaa yksikkématriisi.

WLS PKF
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Kuva 5.2: Teorian, WLS-ratkaisun epévarmuuden ja PKF:n epdvarmuuden vertailu.

Kuvasta 5.2 voidaan paatelld, ettd WLS-ratkaisija toimii téssd tapauksessa kuten
teoria olettaakin. Havaitaan myos, ettd kappaleessa 4.4.1 annettu ylaraja PKF:n
ratkaisun virheen sigmalle on selvasti ylaraja ja vielé aika 16yséa sellainen. Lisdksi havai-
taan, ettd PKF:n antaman ehdollisen jakauman avulla laskettu tiheysfunktio virheen
normille vastaa hyvin tarkasti realisoituneita virheitd. Kyseisissd tapauksissa myos
EKF ja EKF2 toimivat vastaavalla tavalla kuin PKF.

5.3 EKF:n ja EKF2:n hairahtuminen

Kappaleessa 2.3.1 mainittiin, ettd EKF:n erés heikkous tasan- ja alimaératyissa systee-
meissa on hairahtumisilmio, jossa suodatin aliarvioi estimaattorin virhettéa, eikd néin
ollen ole konsistentti. Téllaista tapahtuu esimerkiksi tilanteissa, joissa WLS-ratkaisu ei
ole yksikésitteinen ja eri ratkaisut ovat suhteellisen ldhella toisiaan. Télldinen tapaus on
esitelty kappaleessa 5.3.1. Toisaalta hairahtumista esiintyy usein myos alim&arétyissa
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systeemeissa, jotka ovat taydellisesti tarkkailtavissa vain pitkalla aikavalilla. Tallaista
tapausta on kisitelty kappaleessa 5.3.2. Yhteista néille tilanteille on se, etteivit tilan
ehdolliset tiheysfunktiot muistuta normaalijakaumaa.

5.3.1 Tasanmaaratty systeemi

Kuvassa 5.3 on esitetty tilanne, jossa EKF on hairahtunut. Kuvassa on 120 sekunnin
mittainen tilamallin mukaan simuloitu reitti. Mittauksia on ensimmaisten 110
sekunnin aikana ensimmaéisesté ja toisesta tukiasemasta, viimeiset kymmenen sekuntia
mittauksia tulee myos kolmannesta tukiasemasta. Naiden lisdksi korkeusmittaus on
jokaisena ajanhetkend kaytossd. Kuvaan on merkitty kohdat, jolloin kolmannesta
tukiasemasta alkaa tulla mittauksia. Kuvaan on myo6s piirretty kovarianssimatriiseja
vastaavat 68% ellipsit ita-pohjoistasossa. Ellipsit on piirretty alkuehdossa ja ajanhet-
killa tg0, t110, t111 ja t120. Ellipsija vastaavien odotusarvojen ympaérille on hahmotta-
misen helpottamiseksi piirretty pienet ympyrét.

* Reitti
« EKF
1000 « EKF2
3. tukiasema (8
Cd oo ® \/
500 B °
ok g g'@ °.
2. tukiasema 1. tukiasema
Lahtd
-500
Naissé kohdissa ja nadiden jalkeen ) .
mittauksia myds kolmannelta tukiasemalta. [Pog
@ h-t@
-1000 - \_}
|

| | | | |
-1000 -500 0 500 1000 1500

Kuva 5.3: EKF:n hairahtuminen ja EKF2:n kovarianssimatriisin kasvattaminen.

Kuvasta 5.3 huomataan, ettd EKF on hairahtunut keskivaiheilla todellisen reitin peili-
kuvareitille ensimmaéisen ja toisen tukiaseman kautta kulkevan suoran suhteen. EKF
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ei taméan takia ole konsistentti, koska on erittdin epatodennékoista, ettda todelliset
virheet olisivat perdisin EKF:n antamista virhejakaumista. Tamén havaitsee helposti
muun muassa ajanhetkella ¢;19 kuvaan piirretystd EKF:n ellipsistd. Kuvan tapauksessa
EKF2 on puolestaan kasvattanut kovarianssimatriisia ja nédin pysynyt konsistenttina.
Kuvasta havaitaan, ettd mikéli EKF hairahtuu, sen palaaminen oikealle reitille kestaa
suhteellisen pitkan aikaa vaikka olisi kdytossd kolmannen tukiaseman etaisyysmittaus.
Toisaalta EKF2 "loytad” oikean reitin lahes valittomaéasti kolmannen tukiaseman etéi-
syysmittauksen avulla. Kyseisten suodattimien konsistenttiutta ja hairahtumista on
kisitelty tarkemmin seuraavan simulaation yhteydessé.

Kuvassa 5.3 olevalle reitille on generoitu ylla esitetyt mittaukset tuhat kertaa ja ne on
suodatettu sekd EKF:lla, ettd EKF2:1la. Tuloksena saatiin, etté

EKF oli konsistentti 277 kertaa ja
EKF2 oli konsistentti 892 kertaa.

Téasséd suodatinta on pidetty konsistenttina, mikéli realisoituneita virheitd suurempia
virheité realisoituisi jokaisena ajanhetken&d suodattimen antamista virhejakaumista
vahintdin todennikoisyydelld 10719 Virheet on laskettu kolmiulotteisesti. Kaikissa
simulaatioissa, joissa suodattimet eivit olleet konsistentteja suurimmat virheet olivat
yli 1 300 metrid. Suodattimien reitit keskivaiheilla vastasivat siis todellisen reitin peili-
kuvaa ensimmadisen ja toisen tukiaseman kautta kulkevan suoran suhteen. Silloin kun
EKF oli konsistentti, sen antama reitti kulki lahelld todellista reittid (suurin virhe oli
alle 650 metrid). Silloin taas kun EKF2 oli konsistentti, vain 37 kertaa EKF2 oli 1dhella
todellista reittid (suurin virhe oli alle 650 metria). Muulloin (855 kerralla) EKF2 toimi
kuten kuvassa 5.3 eli kasvatti kovarianssimatriisia ja niin pysyi konsistenttina.

Todellisuudessa tilan ehdollisten tiheysfunktioiden jakaumat suurimmassa osassa
tapauksista ovat kaksihuippuisia reitin keskivaiheilla. Jakaumien huiput sijaitsevat
oikealla reitilla ja reitilla, johon EKF hairahtui kuvassa 5.3. Tallaisen kaksihuippuisen
jakauman odotusarvon ja kovarianssimatriisin EKF2 antaa ldhes oikein silloin kun
se kasvattaa kovarianssimatriisia kuten edelld kerrottiin. Naissd tapauksissa EKF2
toimi siis "oikein” eli EKF2:n antamat ehdolliset odotusarvot ja kovarianssimatriisit
vastasivat hyvin todellisuutta. Lainausmerkit ovat siksi, ettd kyseisessd tapauksessa
tilan ehdollista tiheysfunktiota ei voi esittdd pelkkien kahden ensimmaéisen tilastol-
lisen momentin avulla. Kuten kappaleessa 2.3 todettiin, tiheysfunktion ollessa kaksi-
huippuinen tiheysfunktion odotusarvo ja kovarianssimatriisi kertovat tiheysfunktiosta
suhteellisen vahan, kuten kuvasta 5.3 havaitaan.

Sellaisia kertoja, jolloin EKF oli konsistentti ja EKF2 ei ollut, oli 24. On vaikea sanoa
toimiko EKF télloin "oikein” vai ei. Mikéli todellinen ehdollinen tiheysfunktio olisi
mittausten perusteella kaksihuippuinen, EKF ei toimisi "oikein”. Néissd tilanteissa
EKF saattaisi antaa paremman estimaatin todelliselle reitille. Koska ehdollinen tiheys-
funktio on kaksihuippuinen, EKF:n antama ratkaisu ei olisi "oikein”. Tamaé sen takia,
koska mittauksien perusteella ei voitaisi oikeasti péaatella kummalla reitilla kiyttajé
on. Naissa tapauksissa EKF olisi vain sattunut arvaamaan oikean reitin.
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Tama sama problematiikka on esilla usein kun suodattimia vertaillaan, koska usein-
kaan ei tiedetd mitkd ovat oikeat ehdolliset tiheysfunktiot. Ehdollisten tiheysfunk-
tioiden sijasta yleensa tiedetdén vain todellinen reitti, jonka tilapisteitd voidaan pitaa
ehdollisten tiheysfunktioiden realisaatioina. Toisin sanoen, suodattimet antavat satun-
naismuuttujan odotusarvon ja kovarianssimatriisin, joiden perusteella pitéisi paatella
minké suodattimen antamat arvot vastaavat parhaiten tilan oikeata ehdollista tiheys-
funktiota. Oikeasta ehdollisesta tiheysfunktiosta tiedetdén vain yksi realisaatio.

Kuvassa 5.4 on esitetty EKF:n ja EKF2:n antamien estimaattien kovarianssimatriisien
ja realisoituneiden kolmiulotteisten paikkavirheiden vélistd yhteytta tdméan kappaleen
simulaatioille. Kuvassa on piirretty kuinka monta prosenttia realisoituneista virheisté
on tietyn suuruisen ellipsoidin sisdlld. Ellipsoidit vastaavat suodattimien antamia
estimaattien kovarianssimatriisien neliomuotojen tasa-arvopintoja. Ellipsoidin séteella
tarkoitetaan estimaatin todennékoisyysmassan osuutta, joka sijaitsee edelld mainit-
tujen ellipsoidien sisdlla. Kuvassa punaiset viivat vastaavat oikein toimivaa konsis-
tenttia suodatinta ja siniset viivat vastaavat otsikon mukaisia suodattimia. Seuraa-
vassa kappaleessa on annettu esimerkki kuinka kuvaa tulkitaan.
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Kuva 5.4: EKF:n ja EKF2:n antamien estimaattien kovarianssimatriisien ja realisoi-
tuneiden kolmiulotteisten paikkavirheiden vélinen yhteys.

EKF:n tapauksessa ympyroity kohta tarkoittaa, ettd EKF:n antamien kovarianssi-
matriiseja vastaavien 70% ellipsoidien sisilla on vain 50% realisoituneista virheisti
(tapauksista). Taméa tarkoittaa sitéd, ettda EKF aliarvioi estimaatin virhettd, joka on
todettu myo6s kappaleessa 2.3.1. EKF2:n tapauksessa ympyroéity kohta tarkoittaa, etté
EKF2:n antamien kovarianssimatriiseja vastaavien 20% ellipsoidien sisilld on 25%
realisoituneista virheisté (tapauksista). Tama tarkoittaa sité, ettd EKF2 yliarvioi téassi
kohden estimaatin virhettad. Néin ollen EKF2 ei toimi optimaalisesti kyseisessa systee-
missa.
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Lisaksi kuvasta huomataan, ettd EKF hairahtuu myos useammalla ajanhetkella kuin
EKF2. Tosin kuvan perusteella myos EKF2 hairahtuu joissakin tapauksissa. Kuvan
perusteella voidaan sanoa, ettd EKF2 toimii paremmin kuin EKF kyseisessa systee-
missd, tosin kumpikaan suodatin ei toimi taysin oikein kyseisessa systeemissa.

5.3.2 Alimaaratty systeemi

Tutkitaan seuraavaksi EKF:n ja EKF2:n konsistenttiutta aliméaratyssa systeemissa,
jossa suodattimilla on jokaisella ajanhetkelld kiytossa vain yksi tukiaseman etéisyys-
mittaus ja korkeusmittaus. Tukiaseman etédisyysmittaus tulee aina samasta tukiase-
masta, joten ajan mittaan paikan ehdollisten tiheysfunktioiden tasa-arvopinnat alkavat
muistuttamaan "donitsia”, jonka sdde on kiyttajan etaisyys tukiasemasta. My0Os téssé
tapauksessa on oletettavaa, ettei EKF toimi aina konsistenttisesti.

Simuloidaan tuhannelle eri reitille kymmenet mittaukset ja ndmaé kaikki on suodatettu
sekd, EKF:lla ettd EKF2:1la. Jokaisen reitin kesto oli 120 sekuntia. Jokaisella kerralla
méaritettiin pysyivatko kyseiset suodattimet konsistentteina samalla kriteerilla kuin
kappaleessa 5.3.1. Tuloksena saatiin, etté

EKF oli konsistentti 3 362 kertaa ja
EKF2 oli konsistentti 8 949 kertaa.

Simulaatiossa kdytetyn tukiaseman paikkavektori oli r* = [1 000,0,0]. Simu-
laatioiden reittien alkuehtojen kovarianssimatriisit olivat kaikilla samat
Py = Diag([1 000,1 000, 1 000,100, 100, 100]), mutta alkuehtojen odotusarvot olivat
muotoa xg = [eg, 0,0, 0,0, 0], missé ey sai 200 metrin vélein arvoja valilta [—800, 1 000].
Jokaisen arvon eq sai siis sata kertaa. Simulaation tuloksien perusteella alkuehdon
odotusarvolla ja EKF2:n konsistenttiudella ei ollut korrelaatiota. EKF:n konsistenttiu-
della ja alkuehdon odotusarvolla oli korrelaatiota. Mikéli alkuehdon odotusarvon ey oli
pieni, eli kaukana tukiasemasta, niin EKF ei ollut konsistentti noin 50 — 60 prosentin
todennékoisyydella. Toisaalta, mikili alkuehdon odotusarvo oli lihelld tukiasemaa (eg
oli suuri) niin EKF ei ollut konsistentti lihes 80 prosentin todennékoisyydelld. Tama
oli odotettu tulos, koska tukiaseman etédisyysmittauksen epélineaarisuus on suurta
lahelld tukiasemaa. EKF ei ota huomioon epélineaarisuuden aiheuttamaa virhetta,
toisin kuin EKF2.

Taman kappaleen yhteenvetona voidaan todeta, ettd EKF:lla esiintyvaa hairahtumis-
ilmiotéa esiintyy myos EKF2:1la, tosin selvéisti vihemmaén kuin EKF:lla. Kaytannon
tilanteissa hairahtumisilmio on erittdin kiusallinen, koska suodatin "luulee antavansa”
hyvin estimaatin, joka todellisuudessa on pahasti pielessa. Lisdksi suodatin kiyttaa
tatd pahasti pielesséd olevaa, "omasta mielestdan” tarkkaa, estimaattia estimoidessa
seuraavaa tilaa ja néin virhe sdilyy aikasarjassa suhteellisen pitkdn ajan. Yhtena
perussyyné ongelmaan on epélineaarisuuden liséksi se, ettd EKF ja EKF2 kiyttavét
edellista tilaestimaattia mittausmallin tekemisessd. Nain ollen pienet virheet saat-
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tavat kasaantua ajan myota suureksi virheeksi, kuten téssd kappaleessa on esitetty.
Ratkaisun kehittdminen tdhén ongelmaan jatetdan jatkotutkimusaiheeksi.

Toisaalta on hyva pitdd mielessé, ettd vaikka PKF ei ole aina optimaalinen niin silla
ei esiinny vastaavanlaista virheiden kertymisilmiota. Témé johtuu siitd, ettd PKF:n
mittausmalli ei riipu tilaestimaatista. Lisdksi PKF:lle on kehitetty teoria, jonka avulla
PKF saadan pysymaéaéan konsistenttina.

5.4 Suodattimien toiminta oikealla reitilla

Viimeisessd simulaatiossa néytetdan esimerkinomaisesti, miltd WLS-ratkaisut ja
suodattimien antamat ratkaisut nayttdvat kartalla. Simulaation pohjana kiytetédan
reittid, jonka tekijad on mitannut 18.6.2003 Tampereen teknillisen yliopiston kampus-
alueella. Samoista mittauksista on myds perdisin simulaatioissa kdytetty navigoin-
tiviesti. Simulaatioon otettu reitti on 1 116 sekuntia pitkd ja mittauksia on tullut
1 093 eri ajanhetkené. Simulaation pohjana kdytetty reitti on laskettu joka hetki noin
kuuden eri satelliitin mittauksien pohjalta ja on néin ollen hyvin tarkka. Kyseiselle
reitille on simuloitu mittaukset kolmesta satelliittista, yksi tukiaseman etaisyysmittaus
ja korkeusmittaus. Mittauksien perusteella on laskettu WLS-ratkaisut ja suodatettu
mittauksia PKF:1la, EKF:lla ja EKF2:lla. Tulokset on esitetty kuvassa 5.5. Kuvaan
on myos piirretty tukiasema, josta simuloidut mittaukset ovat tulleet. Kuva on ENU-
koordinaateissa, siten etté origo on Obeliskin kohdalla. Reitti my6s paéttyy Obeliskille.
Reitin 1ahto ja paattyminen (Obeliski) ovat merkitty kuvaan. Obeliski on maamerkki
Tampereen teknillisen yliopiston kampusalueella.

Kuvassa 5.5 olevalle simulaatiolle on laskettu tunnuslukuja taulukkoon 5.3. Taulu-
kossa olevat tiedot on esitetty samalla tavalla kuin taulukossa 5.1, jonka yhteydessa
eri sarakkeiden merkitys on myos selitetty. Kuvasta ja taulukon perusteella huomataan,
ettd EKF ja EKF2 toimivat téssékin tilanteessa ldhes samalla tavalla. PKF:n virhe on
selvésti suurempi kuin EKF:n ja EKF2:n. Tama johtuu siitd, ettd WLS-ratkaisija ei
saa ratkaistua yksikéasitteista paikkaa kuin noin 80% tapauksista ja néiin ollen PKF ei
kiytd huomattavaa maardaa mittauksia hyodyksi.

Taulukko 5.3: WLS-ratkaisun ja suodattimien vertailu oikealla reitilla.

Mittauksia WLS PKF EKF EKF?2
SV BS |68% 95% o |68% 95% | 68% 95% | 68% 95%
3 1 |[132 oo 20| 44 82 [ 29 63 | 29 62

Mikali suodattimien toimintaa kyseisessd simulaatiossa vertaillaan kuten EKF:ta ja
EKF2:ta on vertailtu kuvassa 5.4, havaitaan, ettd EKF ja EKF2 yliarvioivat esti-
maatin virhettd. WLS-ratkaisun ja PKF:n odotusarvon virheet puolestaan vastaavat
sitd mitd WLS-ratkaisija ja PKF ennustavat virheiden kovarianssimatriisien muodossa.
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Kuva 5.5: WLS-ratkaisut ja suodattimien toiminta oikealla reitilla. Taustakuvan osalta
(© Tampereen kaupunkimittausyksikko 2004.

Tietenkddn yhden simulaation ja reitin perusteella ei voida vetda merkittavia johto-
paatoksid puoleen tai toiseen. Huomionarvoista kuitenkin on, mikéli kuvassa 5.5 olevaa
reittia verrataan kuvissa 5.1 ja 5.3 oleviin reitteihin, etta tyossa kiytetty tilamalli ei
tassd tapauksessa vastaa todellista tilamallia. Ensinnédkin kuvan 5.5 reitissd nopeus
pysyy pitkidkin aikoja ldhes vakiona ja ennen kaikkea rajoitettuna. Tamén tyon tila-
mallin mukaan nopeus yleensd muuttuu nopeammin kuin kyseessé olevalla reitillé ja
tilamallin nopeuden ei tarvitse pysya rajoitettuna. Kuitenkin tiedetédén, ettd nopeus
on aina rajoitettu. Toisin sanoen tyossa esitetty tilamalli ei kuvaa todellista tilannetta
tarkasti. Suodattimet toimisivat paremmin sovelluksessa, mikéli tilamalli olisi realisti-
sempi. Tamé, kuten aikaisemmin todettiin, jatetdan jatkotutkimusaiheeksi.
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Y hteenveto ja jatkotutkimus

Téassa tyossa tutkittiin Kalmanin suodattimen ja sen laajennuksien soveltamista
hybridipaikannukseen. Tyo0ssd perehdyttiin suodatuksen matemaattisiin perustei-
siin laajasti. Suodattimien soveltamisessa paikannukseen keskityttiin laajennettuun
Kalmanin suodattimeen (EKF, Extended Kalman Filter), toisen asteen laajennettuun
Kalmanin suodattimeen (EKF2, Second Order Extended Kalman Filter) ja paikka-
ratkaisun Kalmanin suodattimeen (PKF, Position Kalman Filter) sen vuoksi, ettd
ndmé suodattimet edustavat laajasti (hybridi)paikannussovellukseen sopivia erilaisia
Kalmanin suodattimen laajennuksia. Tyossé Kalmanin suodattimen laajennukset on
rajattu suodattimiin, jotka pitévat kirjaa vain ehdollisten tiheysfunktioiden odotusar-
voista ja kovarianssimatriiseista.

Tyossd havaittiin, ettd Kalmanin suodattimen antama estimaatti on optimaalinen
monessa eri mielessa. Kalmanin suodatin on myos yksinkertainen ja nopea laskea.
Lisdksi Kalmanin suodatinta on tutkittu paljon ja sille on naytetty monia hyodyl-
lisid ominaisuuksia sovellusten kannalta. Esimerkiksi Kalmanin suodatin saadaan
pysyméadn konsistenttina, mikéli virheiden kovarianssimatriisit on arvioitu ylékant-
tiin. Tama on erityisen hyodyllinen ominaisuus, koska useinkaan virheiden todellisia
kovarianssimatriiseja ei tiedetd. Kalmanin suodatin toimii my6s BLUE-estimaattorina,
vaikka virheiden jakaumat eivét olisikaan normaaleja. Kuitenkaan Kalmanin suoda-
tinta ei voida suoraan soveltaa paikannukseen, koska mittausfunktiot eivét ole line-
aarisia. Téméan vuoksi tarvitaan erilaisia Kalmanin suodattimen laajennuksia, jotta
Kalmanin suodatinta voitaisiin soveltaa paikannukseen.

74
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PKF on tyossé esitetyista suodattimista ldhinnd Kalmanin suodatinta. Tosin PKF:ssa
virheiden jakaumat eivit aivan ole normaaleja, joten tarkasti ottaen joudutaan tyyty-
maidn BLUE-estimaattoriin. Lisdksi PKF:ssa ei kiytetd hyvéksi kaikkia mittauksia.
Muun muassa niiden ajanhetkien mittauksia, joina ei saada ratkaistua yksikésitteistéa
paikkaa, ei kidytetd ollenkaan PKF:ssa hyodyksi. PKF on BLUE-estimaattori vain
kun ehdollistavina mittauksina on PKF:lle syotetyt mittaukset. Oikein toteutetussa
PKF'ssa ei esiinny hairahtumisilmiota kuten EKF:ssa ja EKF2:ssa.

EKF ja EKF2 ovat hyvin yleisia epélineaarisessa suodatuksessa. Niilld ei kuitenkaan
ole laheskdan yhta vankkaa teoriaa takana kuin varsinaisella Kalmanin suodattimella.
Simulaatioissa kuitenkin todettiin, ettd EKF ja EKF2 toimivat ldhes oikein silloin,
kun yksikésitteinen paikkaratkaisu on lahes aina saatavilla. T&lloin myoskidan EKF2:n
antamat ehdolliset odotusarvot ja kovarianssimatriisit eivét juurikaan eronneet EKF:n
vastaavista arvoista. Simulaatioissa havaittiin myds, ettd joissakin tasanméérétyissé ja
alimaarityissé systeemeissd EKF hairahtuu hyvin helposti eiké ole konsistentti. Toisin
sanoen se ei toimi oikein. Yhteista naille systeemeille on, etté ehdolliset tiheysfunktiot
eivat muistuta normaalijakaumaa. Myoskaan EKF2 ei kyseisissé tilanteissa aina ole
konsistentti, mutta on useammin konsistentti kuin EKF. Toisaalta EKF2 yliarvioi
helposti virhetta, eikéd néin ollen ole optimaalinen. Kuitenkin hairahtuminen on niin
suuri ja suhteellisen usein ali- ja tasanméaratyissa systeemeissa tapahtuva virhe, etté
se kannattaa ottaa sovelluksissa huomioon.

Jatkotutkimuksessa olisi tarkedtéd rakentaa suodatin, joka olisi konsistentti, mahdolli-
simman optimaalinen ja nopea toteuttaa kaytannossa. Myoskdan pelkkiin Kalmanin
suodattimen laajennuksiin ei tulisi keskittyd vaan tarkastella myos erilaisia suodat-
timia, jotka huomioivat korkeampiakin tilastollisia momentteja. Esimerkiksi partikkeli-
suodattimet ja ruudukkomenetelmét vaikuttavat lupaavilta tutkimussuunnilta. Menes-
tyksekés soveltaminen kdytdntoon vaatii mahdollisimman oikean tilamallin ja mittaus-
mallin, joten sen puolen tutkimustakaan ei sovi unohtaa. Kdaytannon kannalta erittain
mielenkiintoisilta vaikuttavat suodattimet, jotka adaptiivisesti innovaatioiden perus-
teella sopeuttavat “tilamallia” ja/tai "mittausmallia” kyseiseen tilanteeseen. Esimer-
kiksi tilamallin sigma, mittausvirheen sigma ja monitieheijastus voisivat olla mukana
tilavektorissa. Tosin télldin yhé useammin kysymykseen tulee alimédaratty systeemi,
jolloin on tarkeétéa, ettéd kaytettdva suodatin toimii oikein myos alimaaratyissé systee-
meissa.
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Liite A

Kalmanin suodattimen johto

Lause A.1. Oletetaan, ettd on seuraavanlainen dynaaminen systeemi

Alkuehto xg ~ Ny, (20, Po)
Tilamalls X = @k,lxk,l + Wg_1, Wig_1 an (O, Qkfl)
Mittausmalli 'y, = Hpxp, + v, v ~ N, (0,Rg)

missd tilamallin virheet (wy_1) oletetaan wvalkoiseksi ja riippumattomaksi alkueh-
dosta xo ja mittausvirheet (vy) oletetaan valkoiseksi ja riippumattomaksi prosessin
wy kanssa. Matriisit Py ja Rg:t oletetaan positiivi definiittisiksi. Tiheysfunktioita
f(zra1lyin) ja f(zelyie) (K € N) kutsutaan priori- ja posteriori-tilojen tiheysfunk-
tiotksi tdassd jarjestyksessa. Tiheysfunktio f(xo|yio) vastaa alkuehdon xo tiheysfunk-
tiota. Tdlloin ylla olevan dynaamisen systeemain priori- ja posteriori-tilat ovat normaa-
listi jakautuneita ja nitden odotusarvot ja kovarianssimatriisit ovat

Priori-tilan odotusarvo Ty = Op 1Ty
Priori-tilan kovarianssimatriisi P, = CIDk_lPk_lq);‘gfl + Qr_1
Posteriori-tilan odotusarvo 2 = 2, + Ky(yp — HyZy)

Posteriori-tilan kovarianssimatriisi P, = (I— Kka)f’,;
Kalmanin vahvistus K, = P, HI (H P, H] + Ry)™*

81
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kun k > 1, kun k = 0 nin Ty = x¢ ja f’o = Py. Kyseiset kovarianssimatriisit ovat
positiivisestidefiniittejd.

Todistus. Todistetaan induktiolla, ettd posteriori-tiloilla on lauseen mainitsemat
ominaisuudet ja etté siitd seuraa myos lauseen ominaisuudet priori-tiloille.

Induktioalku: Induktioalku on selvé, koska tiheysfunktio f(x|y1.0) on normaalisti
jakautunut ja Py on positiivisesti definiitti.

Induktioaskel: Naytetdin, ettd jos Xgp_1|y1.6-1 ~ an(i’k,l,f’k,l) ja kovarianssi-
matriisi Py_; on positiivisesti definiitti, niin x|y ~ N, (i, Pr) ja kovari-
anssimatriisi P, on positiivisesti definiitti. Naytetddn ensin, ettd priori-tilalla
X, = Xi|y1.6—1 on lauseessa olevat ominaisuudet. Riippumattomuus oletusten mukaan
Wi_1|y1.6—1 = Wi_1. Tilamallin mukaan

)A(I; = [ q)kfl Inzxnz j| |: k-1 :| 3 (Al)

Wi_1
missé oletusten mukaan
Xk—1 Tp—1 Xk—1 Pict Onuun
(e D)= ] vl ) =L o] v

Koska priori-tila on lineaarinen kuvaus normaalisti jakautuneesta satunnaismuuttu-
jasta on se myos itse normaalisti jakautunut odotusarvolla Z, ja kovarianssimatriisilla
P, |Mardia et al. 1979, s.62]

Ty = B(xy) =E< [ @51 Loen, | { Xk ] )

(A.3)
=[ Pt Lnoxns }E( { kot } ) = Qp1 B4y
Wi—1
Pr =V(x;) = Xk-1
kE — (Xk:) =V [ (I)k—l Inxan ] W1
X (I)T R (A4)
=] Pt Lisn, ]V( [ - } ) [I bl } = 1 Pp1 @) + Qi
Wg—1 Ng XNy

Huom: tulos pitda paikkansa myos vaikka satunnaismuuttuja noudattaisi singulaarista
normaalijakaumaa. Télldinen tilanne syntyy silloin, kun Qx_; on singulaarinen. Téssa
tyossa singulaarista normaalijakaumaa ei késitelld tdmén tarkemmin.

Koska Pj_; on positiivisesti definiitti ja Qx_; on positiivisesti semidefiniitti niin 15,;
on positiivisesti definiitti. Nain ollen priori-tilan tiheysfunktio on (2.10)

1 1 R
flarlyrn) = —=——=—==exp | — 5 (zx — ;)" (Py) " (zx — 2) ) (A.5)
klY1:k det(27rf>;) p ( o \Tk k )



LIITE A. KALMANIN SUODATTIMEN JOHTO 83

Bayesin sdannon ja kohinoiden valkoisuuden avulla saadaan posteriori-tilan tiheys-
funktiolle kaava (2.8)
f(rlze) f(@rlyre—1)
f(@rlyix) = : A6
S f(ylyre—1) (4.6)

f(zk|y1k—1) on annettu kaavassa (A.5), joten ratkaistaan seuraavaksi kaksi muuta

kaavassa esiintyvda tiheysfunktiota. Vastaavasti kuin saatiin ratkaistua priori-tilan
tiheysfunktio, saadaan ratkaistua tiheysfunktio f(yx|y1.k—1), koska

_ Xk
Yi = [ Hk Inyxny ] |: Vi :| . (A?)
Néin ollen
exp ( — 3y — Hidy) )T (HRP HE + Ry ™ (o — H,@,;))
fklyiz-1) = = (A.8)
\det(2n(HPHT + Ry)
Ratkaistaan sitten tiheysfunktio f(yx|xy). Mittausmallin mukaan tiedet&én
Vi — (Yk - Hka) ~ Nny(O, Rk), (Ag)
joten
Flonlr) = —— (- 5~ oo ™R~ B ). (10
rp) = —————exp | — =(yr — Hpx — Hpaxy) ). .
Yk | Tk det(27rRk) p 9 Yk kXK YUk kXK
Sijoittamalla kaavat (A.5), (A.8) ja (A.10) yhtdloon (A.6) saadaan
det(2r(H,Py HE + Ry)) 1
Te|yrk) = - exp(—=x), A1l
f(@rlyre) \/ det(27Ry) det(27P; ) p( 5 ) ( )
missa
* =(yx — M) "Ry (e — Hew) + (2 — &) (Pr) ™ (e — ) (A12)
— (y — Hd)"(H P HE + Ri) ™ (g — Hity)
Tutkitaan ensin eksponenttifunktion kerrointa. Aluksi havaitaan, etta
det(2r(HyP, HY + Ry)) 1 (A.13)
det(27R;) det(27P5) (27 JetRe) det(Py) - '

det(H; P, H] +Ry,)

Niytetdin, ettd det(Py) = %,

valentti viitteelle det(Py)det(HyP;HY 4+ R;) = det(Ry)det(Py). Tamé siksi, etti
H, P, H} 4+ Ry on positiivisesti definiitti, jolloin det(H,P, H} + Ri) # 0. Kédytetdédn
véitteen nédyttdmiseen determinantin ominaisuuksia, olkoon A, B reaalisia neliomat-

missi Py = (I— Kka)f’,; Tama on ekvi-

riiseja ja C mielivaltainen reaalimatriisi:

det(AB) = det(A)det(B), [Perttula 1999b,s.30] (A.14)
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det ( { /3 g } ) = det(A) det(B), apulause A.2 (A.15)
Muodostetaan matriisi-identiteetti (P, = Pr(I — HIKT), kovarianssimatriisien

symmetrisyyden johdosta)
I ol[P, o0 ][I Hf
Hy 1 0 Rk 0 I
P P HT
— i . A.16
[HkP,; H, P, H! + Ry ( )
[P P, HY I 0
L0 HPHT +Ri | [ KT I
Kaavojen (A.14), (A.15) ja (A.16) perusteella det(Py)det(H,PyH. + R;) =

~

det(Ry) det(P ), joten kaavan (A.13) mukaan kaavan (A.11) eksponenttifunktion
kerroin on

- . (A.17)

\/det(ZW(Hkp;Hf + Ry)) 1
det<27TRk) det(QWP,:) det(27rI:’k)

Tutkitaan seuraavaksi kaavan (A.12) nelibmuotojen summaa. Tarkoituksena on
kirjoittaa sulut auki ja pyrkid rakentamaan kaava yhdeksi neliomuodoksi. Laskemi-
sessa kiytetddn hyvin paljon kaavaa (A.18), missd A on mielivaltainen nelidmatriisi ja
a, b sopivan kokoisia vektoreita.

(a+b)"A(a+b)=a’Aa+2a”Ab+ b Ab (A.18)

= (yr, — Hya) "Ry (ye — Hiy) + (2, — 35) T (P) " aw — 2)

— (g — Hey )" (HPLHE + Re) ™ (s — Hiy)

= 2] [(Py) ™" + HER;, "Hy ] oy, — 227 [(P) "2y + HER; 'y ]
+yp [Ry' = (HoPHY + Ri) ™y + 2(2)"HY (He P HE + Rye)
+ (&) [(P) ™" + HE(HP HY 4+ Rye) ' Hy] 2

= 2] Yy — 22} 20, + i [R,;l — (ka’;H;‘: + Rk)’l]yk
+2(2;)THT (H P HE + Ry) "'
+ (&))" [(15]:)—1 +Hf (IL,P H] + Ry) "Hy) 2y,

missd on otettu kayttoon merkinnét

(A.19)

Y, = (ﬁ;)—l +H{R, 'Hy, ja z; = (15,;)—1:@,; + HI R,y (A.20)
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Apulauseen A.3 kaavojen (A.32), (A.33) ja (A.34) mukaan kaava (A.19) saadaan
muotoon
* = 1} Sy — 20tz + ¥ Ryt — (HeP HE 4+ Re) s
+2(3 ) "HT (Hy Py HE + Ry) "'y
+ (@) [(PR) ™! + HE (HGPHY + Re) ™ HyJ
= 2} Spay — 22 2g, + Yyl [REIHkEEIHgRgl]yk
+2(3)" () T S HER e+ (50) T [(P) 718 ()~
— 2T S — 20Tz + [(Pr) 8y + HIR ] S0 [(Pr) a5 + HIR; ui]
= xp Spwg — 20) Sp Xy 2 + 2 Sy Sk 2

= [ij - Eglzk}TEk [ka - Z,;lzk}

(A.21)

Apulauseen A.3 kaavan (A.34) mukaan, kertomalla se oikealta ja vasemmalta matrii-
silla P, saadaan

St = [(Pr) ™ + HIR'H] = Py — PrHI[HPCHT + Re] HePy

. (A.22)
= (I - K:Ho)P;

kun K, = ISI;H;‘C(HklA),;Hg + Ry) 7!, joten huomataan, etti P, = E,:l. Edella olevasta
kaavasta huomataan myos, koska 13,; ja Ry on positiivi definiitteja ja positiividefi-
niitti matriisin kééinteismatriisi on positiivi definiitti [Perttula 1999b, s.101], etté Py
on positiivi definiitti.

Kootaan palaset yhteen, kaavojen (A.11), (A.17), (A.21) ja (A.22) mukaan

1 1 R R R
fzk|yrx) = ————exp ( ~ 3 [{Bk — szk} Tplzl [xk — szk}). (A.23)
det(27rPk)

Tésté seuraa, etté posteriori-tila on normaalisti jakautunut (mééritelmé 2.6) odotusar-
volla Pyzj, ja kovarianssimatriisilla Py, = (I — K;Hy)P, , joka tiedetddn positiividefinii-
tiksi. Néytetddn vield, ettd odotusarvo on lauseessa annettua muotoa

Pizy, = (I - K.Hy) Py, [(Py) M4y + HER, 'y
iy — KiHedy + [Py HER, Y — Ko H P HIR, y
iy — KpHpiy + [PrHIR,Y — Kp(H P HY + Ry, — Rp)Ry Yy, (A24)
= & + K(yp — Hey))

I
&

I
=
Ead

Joten
X |y1:k ~ Nu, (Zg, Pr), (A.25)

missid Py, on positiividefiniitti. Néin ollen induktioperiaatteen nojalla lause on todis-
tettu kaikille k£ € N. O
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Apulause A.2. Jos A € R™", B e R™™ C e R™™ ja

D:[ﬁ g] (A.26)
mm det(D) = det(A) det (B) (A.27)

Todistus. Todistetaan lause soveltamalla Hubbardin antamaa laskukaavaa determi-
nantille [Hubbard&Hubbard 1999, s.416|

n+m

det(D) = Z (sgn(aD) H diﬂD(i)), (A.28)
oD =1
missé op on jokin lukujen (1,...,n+m) permutaatio, sgn(op) on +1, jos permutaatio

op on parillinen ja —1 jos permutaatio op on pariton. d; ,, ;) on matriisin D (4, op (7))
alkio. Kaikilla permutaatioilla, joissa op(i) < n, kun ¢ > n, kaavassa (A.28) oleva
tulo menee nollaksi. Jos op(i) > n, kun ¢ > n niin op(i) < n, kun ¢ < n. Olkoon
oa jokin lukujen (1,...,n) permutaatio ja op jokin lukujen (1,...,m) permutaatio.
Té&ll6in permutaatiot op joita vastaava tulo kaavassa (A.28) ei mene nollaksi voidaan
esittdd permutaatioiden oa, op avulla

N oa(i), kuni<n
oo(i) = { og(i—n)+n, kuni>n (4.29)

Permutaatioiden merkkien tulo sgn(oa)sgn(og) = sgn(op). Télloin kaava (A.28)
voidaan kirjoittaa muotoon

n n+m

det(D> = Z ((Sgn(aA) H di,aA(i)) (Sgn(aB) H di,zﬂg(i—n)-ﬁ-n)) : (A?)O)
OA,0B =1 1=n+1

Vaihtamalla summausjérjestysta, saadaan kaava (A.30) muotoon

det(D) = (Z (Sgn(aA) ﬁdi,m(i)>> <Z <sgn(aB) nff di,UB(in)+n>> (A.31)

OA oB t=n-+1

= det(A) det(B).
U

Apulause A.3. Kaytetidn samoja merkintdjd kuin lauseessa A.1. Tdlloin seuraavat
matriisi-identiteetit ovat voimassa:

Ry — [HyPyHY + Ry] ™' = R;'H,[(Py) ! + HI Ry 'Hy] 'HIR;! (A.32)
HY [HPLHE +Ri] = (Pr) 7! [(Pr) ™! + HIR; 'Hy] 'H{R;! (A.33)

A~

N A —1 _ A _ -1, A_\_
(Py) " = Hf [HkPy HY +Ry] ™ Hy = (Py) ' [(Py) "+ HiR, ' He ] (P) ™" (A34)
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Todistus. Olkoon matriisit A ja B

A= { (Péi‘l —Hfi } | (A.35)

[(P;)~' + HIR;'H,]

R, 'Hy[(Py) ! + HIR,'H, |~

Py HT [H P HY + Ry]

X k A.36
—[HPyHY +Ry] (4.36)

1

Kaikki esiintyvat kidanteismatriisit ovat olemassa, koska Ry ja 13,; ovat positiivisesti
definiitteja. Talloin

AB [é H (A.37)

Niin ollen B = A~! [Perttula 1999b, s.21]. Lisdksi
B = (A™HT = (AT '=A"1' =B, (A.38)

koska kddnteismatriisin transpoosi on sama kuin transpoosin kaddnteismatriisi
[Perttula 1999b, s.15] ja A on symmetrinen. Joten B on symmetrinen ja

PrH [P HE 4+ Re] ™' = [(P;) ' + HIR; 'H,] T HIR;! (A.39)

Kertomalla (A.39) vasemmalta puolelta matriisilla (P})~! saadaan kaava (A.33).
Toisaalta myos

1

R 'He[(Pr) ™ + HERH] ™ = [HyPrHT + Ry] HePy (A.40)

Kertomalla (A.40) oikealta puolelta matriisilla HY saadaan
R; 'Hy[(P;)" + HIR; 'H,] 'HY = [H,PyHY + R,] H.P,HY
= [H,PyHY + Ry]  (HyPHY + Ry — Ry) (A.41)
=1— [HPyHY +Ry] 'Ry

Kertomalla (A.41) oikealta puolelta matriisilla R;' saadaan johdettua kaava (A.32).
Kertomalla kaava (A.40) vasemmalta puolelta matriisilla P, H saadaan

PLHE [HPHE + Ry] T HPy = PrHIRHL[(Pr) ! + HIR,TH,]

=P [~ (Py) ™"+ (P) ™ + HER '] [(Pr) ™" + HIR,'H,) (A.42)
=P, — [(P;) ' +HIR'H]
Kertomalla (A.42) oikealta ja vasemmalta puolelta matriisilla (P;)~! saadaan

johdettua kaava (A.34). O
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Algoritmeja

Algoritmi B.1 (Kalmanin suodatin).

Alkuehto xo ~ Ny, (29, Po)

Tilamalli Xpp1 = Ppxp + Wi, Wi ~ Ny, (0, Qp)
Mittausmalli yi = Hixp + v,  vi~ Ny, (0,Ry)
Priori-tilan odotusarvo T, = Pp_1%p1

Priori-tilan kovarianssimatriise 15,; = @k,lf’kq@ﬁl + Qr—1
Posteriori-tilan odotusarvo ty, = &, + Ky (yr — Hey)

Posteriori-tilan kovarianssimatriisi Py = (I — KpHyg)P
Kalmanin vahvistus K, = p;HZ(Hkp;Hg + Ry) ™!

88
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Algoritmi B.2 (Laajennettu Kalmanin suodatin).

Alkuehto

Tilamalli

Maittausmalls

Priori-tilan odotusarvo

Priori-tilan kovarianssimatriisi

Posteriori-tilan odotusarvo

Posteriori-tilan kovarianssimatriisi

Kalmanin vahvistus

E(Xo) = l‘o,v(xo) =Py
Xpr1 = £ (xp) + Wi

E(wy) =0, V(wy) = Qi
yi = hp(xp) + vy
E(Vk) =0 V(Vk) = Rk

Ty, = fi 1($k 1)
P,;—Cbk 1P 1O+ Qs

_ Of_1(xk—1)
q)k—l - OxXp_1

Xp—1=%p—1
Tp = &y, + Ki(ye — he(2))
P, = (I — Kka)P,:

_ Ohy(xp)
H - gxkk

Xk:i';

K, = PyH] (HyP,HY + Ry,)~

Algoritmi B.3 (Toisen asteen laajennettu Kalmanin suodatin).

89

Alkuehto

Tilamalli

Mittausmalli

Priori-tilan odotusarvo

Priori-tilan kovarianssimatriisi

Priori-mittaus

Posteriori-tilan odotusarvo
Posteriori-tilan kovarianssimatriisi

Kalmanin vahvistus

E(Xo) = Xy, V(Xo) == PO
Xpy1 = fi(Xn) + Wy

Yi = he(xi) + v
E(Vk> = O,V(Vk) = Rk

Tpyy = £ (%) + % Z?; €; tr(<1>?f’k)

P — (32(fk(xk))l )

Oz ;0x
I Xp==k

PI; - qu? 1Pk 1(I)k 1+Qk 1+Qext7"a

— €5 J r
Qextra ) Zi:l Zj:l elej tr<q)k qu)k Pk)
&, . = Me1(xn-1)
k—1 — O%p_1
Xp—1= -Tk 1

G = (@) + 5 202 e tr(HPy)

HY = <82(81;,;g;i))1>

XEp=2Z,
Ty = &y + Ki(ye — 9y )
Py = (I — K.Hy) Py

H, = Ohy (xx)

6Xk

Xi= :ck

K, = ,;H (HkP HT +Rk+Rmm)
Remtra - %Z?yl ny e e tr(HeZP He]P )




