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Tydn aiheena on lineaariset differenssiyhtalét. Niiden voidaan sanoa olevan differentiaaliyhtaldi-
den diskreetti analogia. Yhtalén arvo riippuu edellisten arvojen perusteella. Yksinkertainen esi-
merkki differenssiyhtalésta on Fibonaccin lukujono, jonka seuraava arvo riippuu kahdesta edelli-
sesta arvosta. Differenssiyhtaléille on sovelluskohteita monella eri tieteenalalla, kuten biologiassa,
tietojenkasittelytieteessa, singnaalinkasittelyssa ja taloustieteessa.

Ennen yhtal6ita tydssa kaydaan perusteellisesti 1api tarkeimmat asiat differenssilaskennas-
ta maaritelmien ja lauseiden avulla, joihin on esitetty myds todistuksia. Tarkoituksena on luoda
lukijalle alaan hyva pohjatieto ennen kuin siirrytdén yhtaléihin. Yhtaldiden késittely on rajattu en-
simmaisen kertaluvun lineaarisiin yhtéldihin seka lineaarisiin vakiokertoimisiin homogeenisiin yh-
taloihin.

Tydn tarkoituksena on tutustua alan kirjallisuuteen ja koota tarkeimpia tuloksia yhteen. Koko-
naisuutena tyd antaa hyvan pohjan differenssilaskentaan seka tutustuttaa lukijan kahteen yksin-
kertaisimpaan yhtalémuotoon.
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1 JOHDANTO

Differenssiyhtalét ovat differentiaaliyhtaldiden diskreetti analogia. Yhtalé maaritellaan niin,
ettd sen seuraava arvo riippuu edellisistd arvoista. Yhtalélle on annettu alkuratkaisu, ja
loput arvot maaritelldéan rekursiivisesti. Maarittelyjoukko on diskreetti. Differenssiyhtaldille
on sovelluskohteita monella eri tieteenalalla, kuten biologiassa, tietojenkasittelytieteessa,
signaalinkasittelyssa ja taloustieteessa.

Ensimmadisessa luvussa esitelldadn differenssilaskentaa. Maaritelladn differenssi- seka
siirto-operaatio. Kadydaan kertomafunktion méaritelma, joka tulee olemaan hydédyllinen
differenssilaskennasssa. Luvun lopussa méaaritelldén differenssin k&anteisoperaatio an-
tidifferenssi ja katsotaan miten sitd voidaan hyddyntaa aarellisten summien ratkaisemi-
seen.

Toisessa luvussa kerrotaan lineaarisista differenssiyhtaldista. Aivan ensiksi maaritellaén
mitd lineaarisuus tarkoittaa, jonka jalkeen siirytdén differenssiyhtéldiden yksinkertaisim-
paan muotoon, ensimmaisen kertaluvun yhtéléihin. Lopussa kerrotaan toisesta yksinker-
taisesta tapauksesta liittyen differenssiyhtaléihin, lineaarisista vakiokertoimisista homo-
geenisista yhtaldista.

Tyon tavoitteena on tutustuttaa lukija differenssilaskentaan ja yksinkertaisimpiin lineaari-
siin differenssiyhtaléihin. Tyd nojautuu vahvasti aiheeseen liittyvaan kirjallisuuteen ja ai-
kaisempiin tuloksiin.



2 DIFFERENSSILASKENTAA

Tassé luvussa tutustutaan differenssilaskentaan ja kdydaén lapi operaatiot differenssi- ja
vaihto-operaatio. Myéhemmin kaydaan |api kertomafunktion maaritelmé kokonaisluvuil-
la sekd antidifferenssi, joka on differenssin kdanteisoperaatio. Tutustutaan mydés siihen,
miten antidifferenssid voidaan hyédyntaa aarellisten summien ratkaisun etsimisessa.

2.1 Differenssioperaatio

Aloitetaan tutkimalla differenssin késitettd. Suoraan englannista kdannettyna sana "diffe-
rence” tarkoittaa erotusta. Differenssilaskennassa termi differenssi kuvaa funktion arvon
muutosta, kun siirrytdan arvosta y(¢) arvoon y(t + 1).

Maaritelma 2.1.1. [5, s.15] Differenssi A funktiolle y(t) on

Ay(t) =yt +1) —y(t), (2.1)

kunt € R.

Maaritelmassa [2.1.1] muuttujan ¢ alskelpituus on 1. Merkitaan funktion z(s) askelpituutta
muuttujalla ~ > 0 ja olkoon y(t) = z(th). Tall6in
z(s+ h) — 2(s) = z(th + h) — z(th)
—y(t+ 1)~ y(0)
= Ay(t).

Huomataan, ettd askelpituudella ei ole mitaan rajoitetta [5, s.15]. Sovitaan kuitenkin, etta
kaytetddan maaritelmén [2.7.7] mukaista askelpituutta h = 1.
Lause 2.1.1. Olkoon f ja g funktioita. Differennsioperaatio A on lineaarinen, eli

A(ay(t) +bg(t)) = aAy(t) + bAg(1),

kuna,b € R.



Todistus. Voidaan kirjoittaa, etta

Alay(t) +bg(t)) = (ay(t +1) + bg(t + 1)) — (ay(t) + by(t))
= (ay(t +1) —ay(t)) + (bg(t +1) — bg(t))
=a(y(t+1) —y(t) +b(g(t +1) — g(t))

)-

= alAy(t) + bAg(t

Taten lause[2.1.7l lineaarisuudelle on voimassa. O

Kaydaan lapi yksinkertainen esimerkki, jossa lasketaan funktion differenssi.
Esimerkki 2.1.1. Olkoon y(t) = 2t% + 4t — 3. Lasketaan differenssi funktiolle y(t). Line-
aarisuuden avulla

Ay(t) = A(2t* + 4t — 3)
= A2t + A4t — A3
= 2At% + 4At — A3
=2((t+1)2 =) +4(t+1—t)+3 -3
=4t +2+4
= 4t + 6.

Korkeamman kertaluvun differenssi maaritellaan rekursiivisesti.
Maaritelma 2.1.2. [3, s. 19] Kertaluvun n differenssi on

Ay = A(A™ ). (2.2)

Pannaan merkille, ettd Aly = Ay ja Ay = Iy = y.

Katsotaan esimerkki korkeamman kertaluvun differenssista.
Esimerkki 2.1.2. Kolmannen kertaluvun differenssi on

A[A(Ay(t))]

AlA(y(t+1) —y(t))]

Aly(t+2) =2yt + 1) + y(t)]

=y(t+3)—y(t+2) —2(y(t+2) —y(t+1)) +y(t+1) —y(t)
=y(t+3)—3y(t+2)+3y(t+1) —y(t).

Ay(t) =

Kelleyn ja Petersonin kirjassa [5, s.16] on esitetty tapa laskea suuremman kertaluvun
differenssseja funktiolle. Katsotaan tata lausetta tarkemmin.
Lause 2.1.2. Kertaluvunn € N differenssi on



Todistus. Todistetaan lause induktiolla. Valitaan » = 1, jolloin

: 1

Aly(0) = SO0 e +1- 1) = (e + 1) o)
k=0
Saadaan differenssin maaritelman mukainen tulos. Oletetaan, etté jollainn = s > 1
A%y(t) = Z(_l)k <Z)y(t +s—k).
k=0

Vaitetdan, ettd

s+1
AFly(t) =3 (~ 1)k <S Z 1>y(t +(s+1)— k). (2.4)

k=0
Lineaarisuuden lause [2.1.7] nojalla voidaan kirjoittaa, etta

A*Hyt) = AA%(0] = S0P (; ) Ante-+ s - )

k=0

|
hE

C0*(3) e+ s+ 1 =) e 5 - 1)

o

© |

0

(—1)* (Z)y(t +(s+1)—k)+ 28:(—1)’”1 (Z)y(t + 5 — k).

k=0 k=0

Oikean puoleisessa summassa voidaan vaihtaa summan menemaéan k£ = 1 lukuun s + 1
asti. Vaihdetaan lausekkeessa luvun k arvoksi k¥ — 1. Koko lauseke saadaan muotoon

As+H _ - k(S _ - k[ S _
y(t)=> (1) <k>y(t+(s+1) )+ (—1) Lo )yt (s +1) = k).
k=0 k=1

Huomataan, etté (,},) = 0ja (,*;) = 0, jolloin vasemman puoleinen summa voi menné
arvoon s+ 1 asti ja oikean puoleinen alkaa arvosta £ = 0 muuttamatta lausekkeen arvoa.
Yhdistamalla summat yhdeksi saadaan, etta

ASTy(t) = il(—l)’“ [(k i 1> + (Z)} y(t+ (s +1) — k).

k=0
s

Pascalin s&anto [6, s.65] sanoo, etta (,°,) + (;) = (°1"), jolloin lause voidaan kirjoittaa
lopulliseen muotoon, mika on

s+1
Aty = S0 ute+ (5 1) - )

k=0

Iduktiotodistuksen nojalla lause [2.7.2] patee. O



2.2 Siirto-operaatio

Differenssilaskenanssa on tapana kayttaa siirto-operaatiota £ kuvaamaan arvoa aske-
leen jalkeen.
Maaritelma 2.2.1. [5, s.17] Siirto E funktiolle y(¢) on

Ey(t) =y(t+1). (2.5)

Olkoon I identiteettioperaatio, toisin sanoen Iy(t) = y(t), jolloin differenssi voidaan kir-
joittaa A = E — I. Useissa tapauksissa siirto-operaatio selkeyttdd merkintja ja tekee
tekstistéd helpommin luettavaa. Korkeamman kertaluvun siirto on

E™y(t) = E(E"'y(t)) = y(t + n).
Esimerkki 2.2.1. Olkoon y(t) = t2 — 5t + 4. Lasketaan Ey(t) ja E3y(t).

Ey(t) = (t+1)2 =5(t+1)+4
=2 4+2%+1-5t—5+4
=2 -3t

E3y(t) = (t+3) —5(t+3) +4
=t>+6t+9—5t—15+4
=2 4+t—2.

Lause 2.2.1. Olkoon f ja g funktioita. Siirto-operaatio E on lineaarinen, el

E(ay(t) +bg(t)) = aEy(t) + bEY(1), (2.6)
kuna,b € R.
Todistus. Siirto-operaation maaritelman mukaan voidaan kirjoittaa, etta

E(ay(t) +bg(t)) = ay(t+1) + bg(t + 1)
=aBy(t) + bEy(t).

Téaten lause[2.2.1] eli lineaarisuus on voimassa operaatiolle E. O

Kommutatiivisuus eli vaihdannaisuus on algebrallinen kasite. Se tarkoittaa, ettd muutet-
taessa operaatioiden jarjestysta, tulos ei muutu.
Lause 2.2.2. Operaatiot E ja A ovat vaihdannaisia, eli kaikilla y(t)

AEy(t) = EAy(t). (2.7)



Todistus.

AEy(t) = Ay(t+ 1)
=y(t+2)—y(t+1)
=E(y(t+1) —y(t))
= EAy(t).

2.3 Kertomafunktio

Differentiaalilaskennassa potenssifunktion derivaatta on yksinkertaisesti

D pgn

dt
missa n € R. Potenssifunktion differenssi ei ole niin yksinkertainen. Kelleyn ja Petersonin
[5, s. 20] mukaan se voidaan kirjoittaa muotoon

At™ = (t4+1)" — ",

ja binomikavalla saadaan, etta

=
= v,
(+)
k=0
Tulos on monimutkainen, eika kovin kayttékelpoinen. Kuitenkin kertomafunktio antaa sa-
mantapaisen ratkaisun differenssille, kuin potenssifunktion derivaatta differentiaalilasken-

nassa. Kertomafunktio maaritellaan seuraavasti.
Mééritelma 2.3.1. [1, 5.20] Olkoon n € Z. Kertomafunktio ¢(™ on

tt—1)(t—2)-(t—n+1), n>0

(™) = L n=0 (2.8)
1

t+1)(t+2)---(t—n)

n <0

Kertomafunktiolle on maaritelméa myds tapauksille, kun n ei ole kokonaisluku. Se 16ytyy
esimerkiksi Kelleyn ja Petersonin kirjasta [} s. 21]. Se perustuu gamma-funktion k&yttén
ja ratkaisu voidaan yleistad myds kokonaisluvuille. Ei kuitenkaan kéyda sita tassa lapi.



Lause 2.3.1. /5, s. 22] Olkoon t™) mé&dritelty, jolloin
At = pg(n=1),
Todistus. Tarkastellaan ensin tapaus n = 0.
Al=1-1=0=0t0"D,

Olkoon n > 0. Suoraviivainen todistus tapaukselle 16ytyy lahteesta [5, s.22]. Kadydaan se
hieman tarkemmin |api.

A" = (t+ 1) — ™),
Kirjoitetaan kertomafunktiot auki m&aritelman mukaan, saadaan
=@t+1))--(t—-n+2)—t{t—1)---(t —n+1).
Otetaan t"~ Y = ¢(t — 1) --- (t — n + 2) tekijaksi.

=tt—1)---(t—n+2)[(t+1)—(t—n+1)]
=t ),

Lopuksi tarkastellaan tapaus n < 0.

A = (¢ -+ 1) — )
1 1

t+2)E+3)(t+1-n) (E+D)E+2)-(t—n)
1
T B R )
=1V [ +1) = (= n+1)]

— D),

O]

Seuraavaksi esitelladn kaksi lausetta, jotka toteavat, ettd kertomafunktio voidaan aina
esittdd polynomifunktiona ja samoin toiseen suuntaan. Kahden esitysmuodon yhteyteen
liittyy Stirlingin numerot. Stirlingin numeroista voi lukea enemman lahteesta [1, s.22]. Ja-
tetdan lauseiden todistus pois niiden monimutkaisuuden vuoksi.

Lause 2.3.2. |1, s.22] Jokainen asteen n kertomafunktio voidaan Kirjoittaa asteen n po-
lynomifunktiona, niin etta

n
I S
=0

missd s, ; on ensimmdisen lajin Stirlingin numero.
Esimerkki 2.3.1. Esitetdan kertomafunktio y(t) = 2t® + t®) polynomifunktiona. Ei ole



tarvetta selvittda kyseisia Stirlingin numeroita, vaan voimme kertomafunktion maéaritel-
man avulla laskea lausekkeen auki polynomifunktioiksi. Talléin

y(t) =2t(t —1)(t—2)(t —=3)+t{t —1)(t —2)
=t — 1263 + 2212 — 12t + 3 — 32 + 2t
=2t — 113 + 192 — 10t.

Kertomafunktion esittdminen polynomifunktiona onnistuu helposti sen maéaritelmasta[2.3.1]
Kuitenkin toiseen suuntaan, kun polynomifunktio halutaan esittdd kertomafunktiona on
asia vaikeampi.
Lause 2.3.3. [1, s.22] Jokainen asteen n polynomifunktio voidaan kirjoittaa asteen n
kertomafunktiona, niin etta .
=y it@,
=0

missd ry,; on toisen lajin Stirlingin numero.

Toinen tapa polynomifunktion esitykselle kertomafunktiona 16ytyy Kelleyn ja Petersonin
kirjasta [5, s. 46], joka esitetddn seuraavassa lauseessa. Se ei ole riippuvainen Stirlingin
numeroista.

Lause 2.3.4. Olkoon y(t) asteen n polynomifunktio, télléin

u(®) = y(0) + 200400 AV (2.9)

Todistus. [4, s. 9] Lauseen [2.3.3) mukaan voidaan kirjoittaa, etta

Ratkaistaan tasta kerroin rj. Lasketaan puolittain kertaluvun % differenssi. Lauseen[2.3.1]
mukaan

0 i< k
AkT‘Z’t(i) = Tzk' ,i =k
rkItOR Sk

Tallin, kun otetaan kertaluvun k differenssi puolittain, niin
AFy(t) = 0+ rk! + rpp kD oo k1R,
Asetetaan t = 0, tallin saadaan, etta
AFy(0) = rk!
ja edelleen

Aky(0)

"R TR



Saadaan lopullinen muoto lauseelle.

LA y(U) A"Y(0) ()

Katsotaan erilainen tapa todistaa lause 2.3.4]

Todistus. Lahdetaén liikkelle siitd, etta siirto E voidaan ilmaista identiteetin ja differenssin
avulla
E=1+A.

Korotetaan molemmat puolet potenssiin ¢, jolloin
E'= (I +A).

Otetaan funktiosta y(s) kertaluvun ¢ siirto. Kaytetdan avuksi Goldbergin [3, s. 37] kirjasta
I6ytyvaa binomikaavaa. Saadaan

E'y(s) = (I + A)'y(s)
= Z (Z) I A™y(s).

Merkitdan s = 0. Identiteettioperaatiolla I ei ole vaikutusta lopputulokseen, joten se voi-
daan jattaa kirjoittamatta. Saadaan

t
t
£y =3 (1) a"0)
Maaritelman perusteella E'y(0) = y(t), joten merkitaan

w0 = (*)am0)

n=o

Binomikerroin (') voidaan ilmaista kertomafunktion [2.3.1| avulla niin, etta (') = —-.
n
Lauseke saadaan muotoon

yty=>" A7) )

n!
n=o

Jos funktiosta y(s) otetaaan suuremman kertaluvun differenssi, kuin sen aste, niin saa-
daan tulokseksi 0. Todistus télle 16ytyy Goldbergin kirjasta [3, s. 28]. Naiden perusteella
summasta tarvitsee ottaa vain funktion y(s) asteen verran alkioita. Talléin

Ay(0) LA y( )t(n)

(1)
=t

y(t) = y(0) +
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Esimerkki 2.3.2. Esitetdén y(t) = 3t>—5t—4 kertomafunktiona. Kaytetaan lausetta2.3.4
Funktion arvo nollassa

y(0) = —4.

Lasketaan ensimmainen differenssi.
Ay(t) =3(t+1)> —t2) =5(t +1—t) = 6t — 2.

Saadaan, ettd

Ay(0) ) _ ) (2.10)

Toinen differenssi
A%y(t) = 6(t +1) — 2 — (6t — 2) = 6.

Saadaan, etta ,
A°Y(0) @) _ 342).
2!
Talloin
y(t) =3t — 2t — 4,

2.4 Antidifferenssi

Seuraaavaksi maéritelldan differenssin kdanteisoperaatio antidifferenssi. Differentiaali-
laskennan puolella funktiolle f : [a,b] — R on olemassa antiderivaatta F : [a,b] — R,
jos F’ = f. Antiderivaattaa F' kutsutaan usein myds funktion f integraaliksi tai intergaali-
funktioksi. Erilaisiin tapoihin 16ytéa funktion antiderivaatta voi tutustua esimerkiksi Paul J.
Nahinin kirjasta [7]. Samaan tapaan maéaritellaadn antidifferenssi differenssilaskennassa.
Antidifferenssia merkitdan A~! ja silla on ominaisuus

A[AT ()] = AT y(t) = A%(t) = y(b). (2.11)

Tarkoituksena on 16yt&a funktiolle y funktio Y, jonka differenssi on funktio y, eli AY = y.
Maaritelma 2.4.1. [3, s. 41] Jos funktion Y differenssi on funktio f, niin funktiota Y kut-
sutaan funktion y antidifferenssiksi, eli

Jos AY (t) = y(t), niin A~ y(t) = Y (t). (2.12)
Katsotaan integraalia
/2x::1:2+0. (2.13)

Huomataan, ettéd funktion 2z integraalifunktio ei ole uniikki, vaan se sisaltda vakion C.
Samaan tapaan jonkin funktion antidifferenssi ei ole uniikki. Katsotaan esimerkin avulla.
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Etsitdan funktion y(t) = 3 antidifferenssi. Tiedetaan, ettd A3t = 3t + 3 — 3t = 3, joten
tdma kay ratkaisuksi. Ratkaisuja 16ytyy kuitenkin enemman. Esimerkiksi funktion 3¢ + 5
differenssi on A(3t+5) = 3(t+1)+5—(3t+5) = 3. Talldin siis A~13 = 3t+5. Huomataan,
ettd itse asiassa kaikki funktiot

ABt+C) =3, (2.14)

missa C on jokin vakio. Tdman lisadksi on olemassa jaksollisia funktioita, joiden jakso on
1 ja niilla sama maarittelyjoukko kuin funktiolla y(t), eli
ACHt)=C(t+1)—-C(t)=0. (2.15)
Talldin
A3t + C(t)] = A3t + AC(t) = A3t = 3. (2.16)
Lause 2.4.1. [5, s. 25] Jos funktio z(t) on funktion y(t) antidifferenssi, niin funktion y(t)
jokainen antidifferenssi voidaan ilmaista

A~ Yy(t) = 2(t) + C(t), (2.17)

missé funktiolla C'(t) on sama médrittelyjoukko, kuin funktiolla y(t) sekd AC(t) = 0.

Miten 16ytaa funktion antidifferenssi? Yksi tapa on muuttaa funktio kertomafunktioksi ja
niille patee yksinkertainen laskukaava antidifferenssiin. Aikaisemmin todettiin, ettd kerto-
mafunktion differenssi on lauseen mukaan At(™ = pt(—1),

Lause 2.4.2. |2, s. 52] Olkoon kertomafunktio t™ médéritelty, jolloin

t(n—l—l)

AR =
n+1

c() (2.18)
Todistus. Lauseen mukaan At = nt(»=1)_ Tallsin patee, etta

AtFD = (n 4 1)t

ja, ettd
n+1
t(n+1) _
n+1
Antidifferenssin maaritelman mukaan
n+1
AL = oy
n+1

ja lauseen |2.4.1| mukaan jokainen kertomafunktion antidifferenssi voidaan ilmaista muo-

dossa
t(n—l—l)

n+1

A~} = C(t).

O]

Kelleyn ja Petersonin kirjassa [5, s. 26, 29] on enemmankin laskusdantoja antidifferens-
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seille. Tarkastellaan yhtd, joka mybhemmin tulee tarpeeseen.
Lause 2.4.3. Olkoon a vakio. Talldin

at

Algt = —— 2.19
a' = = +C(), (2.19)
missd a # 1 ja AC(t) = 0.
Todistus. Lasketaan suoraan
at at+1 at
A = —
[ —1+C(t>] a—1 a-1
attl — gt
T a—1
B at(a—1)
 a-—1
= at.
Talloin lause [2.4.3 on voimassa. O

Aiemmin todettiin, ettd differenssioperaatio on lineaarinen. Todetaan sama ominaisuus
antidifferenssille.
Lause 2.4.4. [3, s. 43] Olkoon g ja f funktioita. Antidifferenssi on lineaarinen, eli

A Yag(t) + by(t)) = aA g (t) + bA™y(2), (2.20)
missé a ja b vakioita.

Todistus. [3, s. 43] Olkoon AY (t) = y(t) ja AG(t) = g(t). Differenssin lineaarisuuden
mukaan
A(aG(t) + bY (t)) = aAG(t) + DAY (t) = ag(t) + by(t). (2.21)

Tasta saadaan, etta

A Y ag(t) +by(t)) = aG(t) + bY (t) = aA™ g(t) + AT y(2). (2.22)

Katsotaan esimerkin avulla miten funktiolle voidaan 16ytaa antidifferenssi.
Esimerkki 2.4.1. Lasketaan funktion y(¢) = t* antidifferenssi. limaistaan funktio kerto-
mafunktioiden avulla kaytamalla lauseen tulosta. Saadaan, ettéa

t* =™ 46t 4 71 44D,
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Nyt lineaarisuuden lause ja kertomafunktion antidifferenssin lause avulla

A7 = AT LA L 7ATZ)  AT1)
tG) 348 3B ()

=y o).
S R S M

Katsotaan viela muutama laskusaantd antidifferenssille.
Lause 2.4.5. [5, s. 29]

(@) AN (y(t)Az(t) = y(t)2(t) — AT E2(t)Ay(t),

(b) A~ Ey(t)Az(t)) = y(t)=(t) — A~ 2(t) Ay(t).

Todistus. Sivutetaan todistus, mutta sen voi 16ytéda Kelleyn ja Petersonin kirjasta [5, s.
29]. O

Antidifferenssia voi hyédyntaa, kun on etsitdan darellisten summien ratkaisua.
Lause 2.4.6. [5, s. 32] Olkoon funktio Y funktion y antidifferenssi. Talléin

> ylk) =Y (n+1) - Y(a). (2.23)
k=a
Todistus. Tarkastellaan summaa osissa, elikunk =a,a+1,a+2,a+3,--- ,n—1,n.

yla) =Y(a+1) = Y(a),
yla+1)=Y(a+2)-Y(a+1),
yla+2)=Y(a+3)-Y(a+2),

yin—1)=Y(n) =Y (n—1),
yn) =Y (n+1)—Y(n).

Summataan yhteen y(a) + - - - + y(n). Saadaan, etta

D yk) =Y (n+1) - Y(a). (2.24)
k=a

Todistetaan geometrisen summan yleinen ratkaisu kayttéen lausetta [2.4.6]
Lause 2.4.7. |3, s. 46] Geometriselle summalle on voimassa

- _ a—ar”
Zark 1= T (r#1). (2.25)
k=1

Todistus. Etsitaén ensin funktiolle ar*~! antidifferenssi. Kaytetdan apuna lausetta [2.4.3
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Saadaan, ettd

A lark=t = g AR

G/T’kil
=T +C).

Valitaan niin, ettd C'(t) = 0. Summa voidaan nyt kirjoittaa antidifferenssin avulla.

n
h1 ar™ ar?
E ar = -
r—1 r—1
k=1
a—ar™

=4, (r#1).

O]

Katsotaan seuraavaksi lausetta, joka antaa uuden tydkalun aarellisten summien ratkai-
suun. Lauseen osa (a) tunnetaan myds nimella Abelin summakaava.
Lause 2.4.8. |5, s. 33]

(a) Jos m < n, niin

n—1 n—1 n—1
y(k)z(k) = 2(n) Y y(k) = ) (

=m =m

)

k
y(@')) Az(k).

o
o

o

(b) Jos p > n, niin

p

Y oyk)z(k) =2(n=1) Y yk) + ) (Z y(%’)) Az(k —1).

k=n k=n k=n \i=k

Todistus. [5, s. 33] Todistetaan (a) kohta. Etsitdan y(n)z(n) antidifferenssi. Huomataan,
etta

A (i y(’f)) = > yk) - i y(k) = y(n). (2.26)

Kaytetdan lauseen tulosta, jolloin antidifferenssi voidaan kirjoittaa muotoon

n—1 n
A (y(n)z(n) = 2(n) 3 ylk) — A7 (Z y<i>> Az(n).

i=m

Tuloksen [2.26] perusteella

—_

Aly(n) =" y(k) +C. (2.27)

=m

ol

Voidaan kirjoittaa, etta

n—1 n—1 n—1 n
Y (wk)z(k) = =(n) Y y(k) = Y (Z y(%’)) Az(k) + C. (2.28)

Valitaan C = 0, niin saadaan, etté lause (a) on voimassa.
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Todistetaan kohta (b). Huomataan, etta
p p p
An (Z y(’f)) = Y ylk) =D ylk) = —y(n), (2.29)
k=n k=n+1 k=n

Ratkaistaan funktion —z(n)y(n) antidifferenssi, johon kaytetaén lauseen kohtaa (b).
Tallgin

p p
AT (—z(n)y(n)) = 2(n — 1) Y y(k) — A~ (Z y(i)> Az(n —1), (2.30)
k=n i=n
Tuloksen [2.29| perusteella
p p p p

Zy(k)z(k) =z(n-1) Z y(k) + Z <Z y(z)) Az(kE—1)+Cy. (2.31)

k=n k=n k=n \i=k
Valitaan C; = 0, niin saadaan, ettd lause [2.4.8| (b) on voimassa. O

Etsitdan seuraavaksi hieman monimutkaisemmalle summalle yleinen ratkaisu kdytamalla
hyvéksi juuri todettua tulosta.
Esimerkki 2.4.2. Ratkaistaan

n—1
> k3, (2.32)
k=1

Lauseen [2.4.8] (a) mukaan, kun y(k) = 3* ja 2(k) = k niin

n—1 n—1 n—1 k
d kb =nd) 3b-)" ( 3i) . (2.33)
k=1 k=1 1

k=1 \i=

Ratkaistaan ensin

n—1
> 3k (2.34)
k=1
Lauseiden[2.4.3]ja[2.4.6]avulla
n—1
o33
) 3k = S5 (2.35)
k=1

Koko lauseke saadaan muotoon

n—1 n n—1 k41
ko (30 3 _ ¥ 3
> k3 —n(2 2) Z( 5 2). (2.36)

k=1



Ratkaistaan viimeinen summa auki, saadaan

n—1 3k+1 3 3n+1 32 3

;( 2 _2>_ 1 a3V
3t 3 3
T4 2 4

Koko lauseke saadaan muotoon

n—1
3n 3
k _ A
st _”<2 2>

k=1

16

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
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3 LINEAARISET DIFFERENSSIYHTALOT

T&ssa luvussa kaydaan lapi lineaarisia differenssiyhtaldita, jotka kuuluvat differenssiyhta-
I6iden suurempaan joukkoon. Aluksi tutkitaan ensimmaisen kertaluvun differenssiyhtaldi-
ta, jonka jalkeen tutkitaan lineaarisia vakiokertoimisia homogeenisia differenssiyhtalgita.
Kaydaan lapi yhtaldiden maaritelma seka tapa |6ytaa ratkaisu.

3.1 Ensimmaisen kertaluvun lineaariset differenssiyhtalot

Katsotaan ensin differenssiyhtaléinen yksinkertaisnta aluetta, lineaarisia ensimmaisen
kertaluvun yhtal6itéd. Maaritellaan lineaarinen differenssiyhtalo.
Maaritelma 3.1.1. [3, s. 53] Differenssiyhtald yli joukon S on lineaarinen jos se on muotoa

p@oy(t+n) +pthyt+n—1)+ - +p(O)n1y(t +1) +p)ay(t) =),  (3.1)

missé funktiot p(t); on maéaritelty joukossa S.
Maaritelma 3.1.2. [2, s. 2] Olkoon p(t) ja r(t) reaaliarvoisia funktioita, kunt > tg > 0 ja
p(t) # 0 kaikilla t. Ensimmadisen kertaluvun homogeeninen differenssiyhtalé on

u(t+1) —pu(t) =0,  ulto) =uo,  t>1to>0, (3.2)
ja siihen liittyvad epdhomogeeninen yhtéld on
yt+1) —p@yt) =r@),  ylto) =yo, t=t9=0. (3.3)

Yhtélén sanotaan olevan ensimmaisté kertaluokkaa, kun se sisaltda y:n arvojat + 1 ja t,
aivan kuten ensimmaéisen kertaluvun differenssi on Ay(t) = y(t + 1) — y(¢).

Oletetaan, etta funktion maarittelyjoukko on diskreetti, eli t = tg,to + 1, - - - to + n. Homo-
geenisen [3.2] yhtalon ratkaisu [2, s. 3] saadaaan iteroimalla

u(to + 1) = p(to)u(t()) = p(to)uO,
u(to + 2) = p(to + 1)p(to)u(t0) = p(to + 1)p(t0)u0,

n—1 n—1

u(to +n) = u(te) [ p(to +4) = uo [ ] p(to +14).

=0 =0
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Tall6in voidaan kirjoittaa, etta

t—1
u(t) = ug H p(i). (3.4)

1=to

Ep&homogeenisen yhtalon [3.3| ratkaisu [2, s. 3] on muotoa

t—1 t—1 [ t—1
= [H @) v+ > | ] p(i)] r(s). (3.5)
i=tg s=tg Li=s+1

Todistus. [2, s. 3] Ratkaisu voidaan todistaa induktiolla. Olkoon t = ¢y + 1. Tallin

y(to+1) = [HP o+ZO: ]_O[p(i)]rs

i=to s=to Li=s+1

= p(to)yo + r(to).

Oletetaan, etta yhtalo pitdd, kun ¢t = k. Oletuksen nojalla todistetaan, ettd t = k + 1
pitaa.

k—1
yo+ > |plk)

s=to

yk+1) = [Hp

i=to

k—1
I1 p(i)] r(s) +r(k)

i=s+1

Huomaa, ettd

=k+1
jolloin
k k=1 T &k k
yk+1) = [H p@) v+ > | ] p(i)] r(s 11 p(i)] r(k)
i=tg s=tg Li=s+1 i=k+1
t t t
= [H p@) v+ > | ] p(i)] r(s)
i=to s=to Li=s+1
Induktiotodistuksen nojalla kaava [3.5] pitda kaikilla t € Z.. O

Kéydaéan lapi kaksi erikoistapausta ensimmaisen kertaluvun yhtaldista. Ensimmainen ta-
paus on, kun funktio p(¢) on vakio ja alkuratakaisu ¢y = 0 tiedetaén, el

y(t+1) —ayt) =r(t),  y(0) = o (3.6)
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Ratkaisu saadaan kaavalla[3.5]

t—1 t—1 [ t—1
y(t) = [Ha Yo + Z H a] r(s)
=0 s=0 Li=s+1

t—1
_ atyo + Zat717(8+2)r(8)
s=0

t—1
= aly + Z a5 lr(s).
s=0
Toinen erikoistapaus on, kun r(t) on vakio, eli

y(t+1) —ay(t) = b, y(0) = o (3.7)

Talldin ratkaisu on muotoa

t—1

y(t) = a'yo + b Z at=s71L, (3.8)
s=0

Aarelliselle summalle 16ytyy ratkaisu lauseen [2.4.6] avulla. Ratkaistaan ensin antidiffe-
renssi

A—lat—s—l — at—lAs—la—s

— at—lA—l 1 °
* \a

/)
1/a—1"

Talldin summa saadaan muotoon

t—s—1 _ t— (1/a)t t— (1/(1)0
> ¢ =a 11/a_1_a a1

s=0
1 al
" 1-a 1-a
_at—l
Ca—1"

Nyt tapauksen [3.8| ratkaisu voidaan kirjoittaa

Yo + bt, a=1

t ], skl (3.9)

y(t) = a*—1

atyo+b[
a—1

Katsotaan yksinkertainen esimerkki homogeenisen yhtalén ratkaisemisesta.
Esimerkki 3.1.1. Etsitdan ratkaisu yhtaldlle

u(t+1) — (t+ 1u(t) =0, u(0) = c.
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Ratkaisu l6ydetdén suoraan kaavalla[3.4
t—1
u(t) = cH(z +1) = ct!.
=0
Katsotaan hieman haastavampi esimerkki homogeenisen yhtalén ratkaisemisesta.
Esimerkki 3.1.2. Etsitdan ratkaisu yhtaldlle
u(t +1) — e®tu(t) =0, u(0) = ec.
Ratkaisu l6ydetaan kaavalla[3.4]
t—1 '
u(t) = cHeQZ. (3.10)
=0
Tulon ratkaisu tulee muotoon -
[ = esica
1=0

Summa voidaan ratkaista lauseen avulla. Ensin etsimme yhtalén 2i antidifferenssin,
joka on ratkaistavissa lauseella2.4.2]

A2 = AT12iD = i@ 4 0().

Kéaytetaan nyt lausetta[2.4.6]

t—1
D 20 =t —0® =t(t —1).
=0

Alkuperaisen tehtévan ratkaisu [3.10] saadaan muotoon

u(t) = cet1,

Katsotaan esimerkkeja epahomogeenisen yhtalén ratkaisemisesta. Lahdetaan liikkelle
yksinkertaisimmasta tapauksesta, joka kaytiin 1&pi erikoistapauksena.
Esimerkki 3.1.3. Etsitdan ratkaisu yhtalélle

s+ - u =2 y0) =c

Ratkaisu saadaan kaavalla Talléin a = 3 ja b = 2. Saadaan, etta

o= () ero[ 2251
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Ratkaisua voidaan edelleen yksinkertaistaa, jolloin

o) = < 2(1/2" - 1)

2 1/2

c 1
—?—4<2t—1)

1

Katsotaan mutkikkaampaa epahomogeenisté yhtal6a ja etsitdan sille ratkaisu.
Esimerkki 3.1.4. Etsitdan ratkaisu yhtalélle

y(t+1) — (t+1y(t) = 2" (t + 1)), y(0) = c. (3.11)

Esimerkissa[3.1.1]16ydettiin ratkaisu vastaavalle homogeeniselle yhtéldlle. Epahomogee-

nisen yhtalén ratkaisun yksi osa koostuu vastaavan homogeenisen yhtalén ratkaisusta.
Jaljelle jaa ratkaistavaksi osa

t—1 t—1
5 [ 10 p<z->] (5),

s=to Li=s+1
joka tassa tehtédvasséa on

i[ﬁ (i+1)

2%(s 4+ 1) (3.12)
s=0 Li=s+1
Ratkaistaan summan sisélla oleva tulo ensin ja se voidaan kirjoittaa muotoon
t—1,:
; 1 t!
oG+ D) . (3.13)
[lim(i+1)  (s+1)!

Talldin summa on
t—1 t—1
Z A Z 28
s=0 s=0

ja se voidaan ratkaista etsimalld antidifferenssi funktiolle 2°, joka on lauseen mu-
kaan

AT125 =25 1 CO(1).

Nyt antidifferenssid voidaan kayttdd summan ratkaisun etsimiseen. Lauseen [2.4.6| mu-
kaan summa

t—1
d =21
s=0

Kootaan tulokset yhteen, homogeenisen yhtalén ratkaisu seka askettain ratkaistu osa.
Saadaan, etta

yt) =ct! + /(2" —1) = t!(2" +c - 1).
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3.2 Lineaariset vakiokertoimiset homogeeniset
differenssiyhtalot

Aiemmin maariteltiin mita tarkoittaa, etta differenssiyhtalé on lineaarinen ja homogee-
ninen. Tassa aliluvussa kasitelldén lineaarisia vakiokertoimisia homogeenisia differens-
siyhtal6ita. Katsotaan kertaluvun n differenssiyhtéléa joka on muotoa [2, s. 63]

y(t+k) +pry(t+k—1)+- - +ppy(t) =0, (3.14)

missa p; ovat vakiokertoimia ja pr # 0. Jos yhtal6é on tallaista muotoa, niin sit voidaan
kutsua lineaariseksi vakiokertoimiseksi homogeeniseksi differenssiyhtaldksi. Tavoitteena
on ldytaa talle yhtaldlle kantaratkaisujen joukko ja niiden avulla yleinen ratkaisu. Olete-
taan, ettd yhtalén ratkaisut ovat muotoa A", missd A on kompleksiluku. Sijoittamalla
oletettu ratkaisu yhtal66n saadaan niin kutsuttu karteesinen yhtalé

N p N4 = 0. (3.15)

Yhtalén [3.15]juuria sanotaan karteesisiksi juuriksi. Jos juuret ovat yksinkertaisia, eli

M F X F o FE A
niin ratkaisun kanta on joukko {\¢, X5, - -+, A1} ja yleinen ratkaisu [2, s. 64] on muotoa
k
y(t) =Y N, (3.16)
=1

missé a; € C.

Jos karteesisen yhtalén vastaava juuri A; on m;-kertainen, niin ratkaisun kanta ei ole enaa
niin yksinkertainen. Yhtalé [3.14] voidaan kirjoittaa muodossa

(B¥ + i B* o+ pp)y(t) =0 (3.17)
ja edelleen
(E—=XM)"(E—=X)™---(E—=X\)™y(t) =0. (3.18)
Katsotaan yhtal6a
(E — X\)™iy(t) = 0. (3.19)

Sen ratkaisut ovat kaypia myoés yhtaldlle Ei kayda lapi ratkaisua sen monimutkai-
suuden vuoksi, mutta siihen voi tutustua esimerkiksi Kelleyn ja Petersonin kirjassa [9), s.
71]. Ratkaisuksi saadaan joukko G; = {\,tAL ¢2\E, - #™ 1AL} Yhtalon[3.18]ratkaisu-
joukoksi saadaan G = U;_,G;.
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Yleinen ratkaisu saadaan muotoon

y(t) =D Mlajo + ant + apt? + - + i, 1™ ). (3.20)

=1

Esimerkki 3.2.1. Etsitdan yleinen ratkaisu yhtélélle
y(t+2) — 16y(t) = 0. (3.21)

Ensin ratkaistaan karteesinen yhtéld, joka on

A —16 =0. (3.22)

Saadaan, ettd \; = 4 ja \» = —4. Juuret ovat yksinkertaisia joten yhtalén ratkaisu saa-
daan yksinkertaisesti muotoon

y(t) = a14" + as(—4)". (3.23)

Katsotaan esimerkki, jossa juuri on kompleksinen pari A = a + ib. Talléin reaaliarvoiset
ratkaisut yhtélélle saadaan napakoordinaatistoesityksen avulla. Kompleksiluku A napa-
koordinaatistossa on

A = ret = r(cos(6) + isin(h)), (3.24)

missa a? + b? = r? ja tan(#) = b/a. Korotetaan A potenssiin ¢, jolloin
A = rtet 0 — pl(cos(0t) + isin(6t)). (8.25)

Riippumattomat reaaliset ratkaisut [5} s. 72] saadaan muotoon 7! sin(6t) ja rt cos(6t).
Esimerkki 3.2.2. Etsitdan ratkaisu yhtaldlle

(E —3)%(E* +4)y(t) = 0. (3.26)

Ei ole tarvetta muodostaa karteesista yhtaléa, vaan juuret voidaan suoraan paatella yhta-
l6sta. Selvasti A\; = 3 on kaksinkertainen juuri. Huomataan, ettd E? +4 = (E+2i)(E —2i),
jolloin Ao = 2i ja A3 = —2i voidaan paatella. Yleinen ratkaisu on

™

y(t) = 3tay + t3'as + a2t cos (2> + a2t sin <g) . (3.27)

Lucasin numerot on maaritelty differenssiyhtalélla
Ln+2)=Ln+1)+L(n), n>0, L0)=2, L(1)=1. (3.28)

Numerot on maaritelty samaan tapaan, kuin Fibonaccin numerot, seuraavan alkion arvo
saadaan summaamalla kaksi edellista alkiota. Ero Fibonaccin numeroihin on aloitusar-
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voissa. Ratkaistaan L(n). Karteesinen yhtal6 on

A -_A—1=0.

1+5. 1—+5

jai = 5 Yleinen ratkaisu on

1+v5\" 1-v5\"
L(n)=a <+ f) + as ( f)
2 2
Aloitusarvojen L(0) = 2 ja L(1) = 1 avulla saadaan yhtaldpari
0 0
ai + as =2
2 2
1 1 ’
1+5 1-+5
a 5 + ag 5 =1

Saadaan, ettéd a; = 1 ja ay = 1. Talldin yhtalén ratkaisu on

L(n) = (1 +2\/5> + (1 - ‘/5> . (3.29)

Juuriksi saadaan A\, =

2
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4 YHTEENVETO

Ensimmaisessé luvussa kaytiin 1api differenssilaskentaa, sen tarkeimmat operaatiot dif-
ferenssi- ja siirto-operaatio. Todettiin, ettd molemmat operaatiot ovat lineaarisia seka ne
ovat vaihdannaisia keskendan. Esimerkkien avulla naytettiin, miten funktion siirto tai dif-
ferenssi lasketaan. Sen jalkeen maéariteltiin kertomafunktio, joka todettiin hyodylliseksi
funktion differenssia etsiessa. Saatiin tulos, etté jokainen polynomifunktio voidaan ilmais-
ta kertomafunktiona ja jokainen kertomafunktio voidaan ilmaista polynomifunktiona. Ty6s-
sé kaytiin 1api tapoja ilmaista polynomifunktio kertomafunktiona, ja todettiin, ettd muutok-
seen liittyy Stirlingin numerot. Luvun lopussa maariteltiin differenssin kdanteisoperaatio
antidifferenssi ja todistettiin, etta sekin on lineaarinen. Tydssa kaytiin 1api tapoja ratkaista
aarellisia summia antidifferenssin avulla, ja ominaisuus tuli tarpeelliseksi myéhemmin,
kun etsittiin ratkaisuja differenssiyhtaléille. Usein ratkaisun etsimiseen liittyi aarellisen
summan ratkaisu.

Toisessa luvussa kaytiin 1api differenssiyhtaléita ja aihe oli rajattu kahteen yksinkertaiseen
tapaukseen. Ensin maériteltiin yhtalén lineaarisuus sekd mitd homogeenisyys ja epaho-
mogeenisyys tarkoittavat. Sen jalkeen esitettiin ratkaisu ensimmaisen kertaluvun lineaa-
risille differenssiyhtaléille ja kaytiin esimerkkien avulla muutaman yhtalén ratkaisu lapi.
Sitten siirryttiin lineaarisiin vakiokertoimisiin yhtaléihin ja kaytiin 1api niiden ratkaisutapa.
Todettiin, etta ratkaisu perustuu karteesisen yhtalén ratkaisuun ja sen juuriin. Kéytiin 1api
myds tapaus, kun juureksi tulee kompleksiluku.

Differenssiyhtaldille on sovelluskohteita monella eri tieteenalalla. Taloustieteessa aikariip-
puvaiset diskreetisti mitattavat ilmiét voidaan joskus ilmaista differenssiyhtéaléiden avulla,
kuten esimerkiksi investoinnin korkotuotto tietylla aikavalilla. Fysiikassa radioaktiivinen
hajoaminen voidaan ilmaista differenssiyhtalén avulla. Biologiassa evoluution kehitysta
ajan suhteen voidaan mallintaa differenssiyhtélélla. Nama olivat vain yksinkertaisimpia
esimerkkeja yhtaldiden sovelluksista. Differenssiyhtéldiden tutkiminen onkin tarkeda, ei
vain sen takia, etta se olisi hauskaa, vaan yhtéldille 16ytyy suuri kirjo eri sovelluskohteita.
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