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Diplomity6ssa tutkittiin sitd, ettd miksi virtauslaskennan simulaatiotuloksissa esiintyy diskretisoin-
tivirhettd, miten sen suuruutta voidaan arvioida ja kuinka sitd voidaan mahdollisimman tehok-
kaasti vahentda. Diskretisointivirheiden kertaluokasta saadaan arvioita tutkimalla laskennassa
kaytettyja diskretisointimenetelmia, nadiden stabiiliutta ja myds sitd, miten ne reagoivat laskenta-
verkkojen topologisiin virheisiin. Virtauslaskennassa kaytetyssa kontrollitilavuusmenetelmassa
pyritdan yleensa siihen, etta diskretisointivirhe pienenee nelidllisesti laskentaverkkoa tihennetta-
essa, mutta todellisen diskretisointivirheen tason arvioimiseen tarvitaan kuitenkin jalkikateisvir-
hearvio. Parhaimmaksi tavaksi diskretisointivirheen pienentamiseen I6ydettiin jalkikateisvirhear-
viota hyddyntava h-adaptiivinen algoritmi, jolla voidaan lisata laskentaverkon resoluutiota sopi-
vissa paikoissa ja nain ollen tulosten virhetaso saadaan jyrkasti putoamaan. Toisena vaihtoeh-
tona tydssa pohdittiin tulosten virhetason pienentamista lisdamalla runsaasti laskentatehoa, mika
mahdollistaa tihedmpien laskentaverkkojen kayttamisen, mutta tata vaihtoehtoa ei pidetty hyvana
pitkan aikavalin ratkaisuna.

Kontrollitilavuusmenetelman diskretisointivirheestd saadaan kohtuullinen kuva kasittelemalla
ratkaistavissa yhtaloissa esiintyvien termien diskretisointia yksi termi kerrallaan. Diffuusiotermien
diskretisointi keskeisdifferenssimenetelmalla toisen kertaluvun tarkkuudella on kohtuullisen suo-
raviivaista, kun laskentaverkon epaortogonaalisuus otetaan huomioon. Sen sijaan toisen kertalu-
vun konvektiomenetelmien ongelmana on niiden epastabiilius. NVD-viitekehykseen pohjautuva
Gamma-menetelma havaittiin parhaaksi konvektiomenetelmaksi, silla kyseinen menetelma tuot-
taa tuloksia paaasiassa toisen kertaluvun tarkkuudella ja lisda vain minimimaaran numeerista
diffuusiota ratkaisuun. Gradienttitermien diskretisoinnissa yleensa jaddaan halutusta toisen ker-
taluvun tarkkuudesta, ellei laskentaverkko ole sdanndllinen tai siind esiintyy vinoumaa. Painote-
tun pienenimman neliGsumman gradienttimenetelma yleensa karsii ndista vahiten ja menetelma
yleensa tuottaa gradientteja ensimmaisen kertaluvun tarkkuudella myds epasaannollisissa las-
kentaverkoissa. Lahdetermien osalta kontrollitlavuusmenetelma on luonnostaan tarkkuudeltaan
toista kertalukua. Tavoiteltu toisen kertaluvun tarkkuus ei menetelmien yhteisvaikutuksesta joh-
tuen aina tayty.

Virtauslaskennan numeeristen ratkaisujen virhetasoa tutkittiin erilaisilla kontrollitilavuusmene-
telmaan johdetuilla jalkikateisvirhearvioilla, kuten momenttivirhe- ja jdanndsvirhemenetelmalla.
Virhearvioiden havaittiin antavan hieman toisistaan poikkeavia tuloksia niin kdytanndssa kuin teo-
riassa. Realistisissa kayttokohteissa erityisesti jddnndsvirhemenetelman tunnetaan arvioivan
diskretisointivirheen suuruutta hyvin. Adaptiivisen algoritmin suorituskyky ei kuitenkaan merkitta-
vasti riippunut valitusta virhearviomenetelmasta ja adaptiivinen algoritmi osoittautui erittain hy-
vaksi tavaksi vahentaa diskretisointivirhettad insindérisovelluksessa. Diskretisointivirheen tilavuus-
keskiarvon pienentdmisessa adaptiivisuus on jopa kertaluokkaa parempi kuin perinteinen lasken-
taverkon mallinnusmetodi, jossa mallinnetaan rajakerrokset tarkasti. Algoritmin toteuttamiseen
valittu OpenFOAM v5.0 -virtauslaskentasovellus osoittautui hyvaksi kehitysalustaksi adaptiivi-
selle algoritmille ja algoritmi saatiin toteutettua kohtuullisessa ajassa.

Avainsanat: adaptiivisuus, diskretisointivirhe, kontrollitilavuusmenetelma, OpenFOAM, PIMPLE-
algoritmi, virtauslaskenta, virhearvio, virheldhde
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This Master’s thesis investigates why simulation results in computational fluid dynamics are af-
fected by discretisation errors, how these errors can be estimated and most efficiently reduced.
The order of magnitude of these discretisation errors can be found by researching the different
discretisation methods that are used during simulation and examining their stability and how they
respond to topological errors. Well established practice of computational fluid dynamics indicates
that these discretisation errors usually diminish quadratically as the mesh size is reduced but a
more accurate evaluation of discretisation errors require the use of an a posteriori error estimate.
The best way to reduce such errors is to use an h-adaptive algorithm that is driven by appropriate
error estimates, which permits rapid reduction of the discretisation error as mesh resolution is
increased only where it is needed. Another way to reduce discretisation errors is to significantly
increase the available computational power, which allows for much finer mesh size to be used.
However, this idea was quickly abandoned for its unsustainability in long term use.

A preliminary a priori estimate of the discretisation error present in the simulation results can
be found when error sources of different discretisation methods are evaluated method by method.
Discretisation of diffusion terms is generally straight forward with central difference method and
27 order accuracy can be easily shown if nonorthogonality is handled appropriately but 2" order
convection discretisation methods on the other hand are unstable by nature. To resolve this,
Gamma-method within the NVD-framework was found to be the most attractive method as this
method produces nearly 2" order results with limited numerical diffusion. Different gradient meth-
ods show remarkabile difficulty in reaching 2" order accuracy unless the used mesh is structured
or does not have any significant skewness. Usually, the weighted least squares method suffers
least from these and produces 15t order accurate gradients even in unstructured cases. To the
contrary, evaluation of source terms in 2" order accuracy is straightforward but due to the overall
discrepancy of the different discretisation methods, simulation results in computational fluid dy-
namics might not always reach the desired 2" order accuracy.

In this study, a more accurate estimation of the discretisation error of the numerical solutions
was done by using a posteriori error estimates that fall within the framework of the finite volume
method such as the moment error estimate and the residual error estimate. Both error estimates
produce distinct results and the difference between these error estimates is known in literature as
well. In realistic situations, the residual error estimate can be trusted to estimate the discretisation
error with reasonable accuracy. An adaptive process driven by either error estimate proved out
to be an excellent method to reduce discretisation errors in a realistic case study. Up to an order
of magnitude benefit can be found over the traditional mesh modelling method where user man-
ually puts more resolution in wanted places such as boundary layers. Chosen OpenFOAM v5.0
platform turned out to be a very capable option for the practical application of the studied h-adap-
tive algorithm and the algorithm was thus implemented in a reasonable time schedule.

Keywords: adaptivity, discretisation error, finite volume method, OpenFOAM, PIMPLE-
algorithm, computational fluid dynamics, error estimate, error source
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1. JOHDANTO

1.1 Tyodn tausta, tutkimuskysymykset ja tutkimusmenetelmat

Diplomity6té 1dhettiin tekeméén siitd ldhtokohdasta, ettd valitettavan usein virtauslasken-
nan simulaatiotuloksissa esiintyy laskennasta johtuvaa diskretisointivirhettd, jonka suu-
ruutta on objektiivisesti vaikea arvioida. Tyypillisesti laskennassa kaytetty laskentateho
ei salli simulaatiotulosten laskemista mielivaltaisella tarkkuudella erityisesti kaytdnnon
insindorisovelluksissa, eikd tulosten diskretisointivirheen taso ole itsestddn selvi. Toisi-
naan virtauslaskijalle tulee vastaan seuraava ongelma: vaikka virtauslaskenta on tehty
moitteettomasti alusta ldhtien ja parhaita virtauslaskentakirjallisuuden kdytinteitd nou-
dattaen (Ferziger & Peri¢ 2002, Moukalled et al. 2016), ei numeerinen ratkaisu silti vastaa
kaytannon kokeissa saatuja tuloksia. Jos laskennassa kiytettyjen yhtildiden ja mallien
oletetaan kuvaavan fysikaalisia ilmidité riittdvan hyvin, ja kaikki saatavilla olevat resurs-
sit, kuten esimerkiksi laskentateho on hyddynnetty, niin miten tulosten tarkkuutta voidaan
endd niissi tapauksissa parantaa? Joudutaanko vain hyviksyméén saavutettu virhetaso?
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Kuva 1.1 Virtauslaskennan (OpenFOAM) skaalaavuus kaksi Intel XEON-E5 2687W -
prosessoria sisdltivilld tyoasemilla (Keough 2014, s. 19)

Erdind keinona simulaatiotuloksissa esiintyvén diskretisointivirheen pienentdmiseen on
laittaa useita tietokoneita laskemaan yhté virtausmallia kuvan 1.1 kaltaisesti, jolloin saa-
tavilla olevat resurssit kasvavat ja laskentaverkkoa voidaan merkittavasti tthenti. Tulos-
ten virhetaso tdlloin paranee ja jiljelle jddneet virheet voivat olla sovelluskohteesta riip-
puen hyviksyttdvdn pienid. Ongelmana tdssd ratkaisutavassa on se, ettd esimerkiksi
Keough (2014, s. 1-20) mukaan virtauslaskentasovelluksiin (OpenFOAM) laskentatehoa



ei voida rajatta lisdtd HPC-teknologialla (engl. High Performance Computing), vaan saa-
vutettu lisdhyoty katoaa todella nopeasti, silld useampien tietokoneiden tuoma monimut-
kaisuus vdhentdd laskennan hyotysuhdetta. Téll6in laskentateho saturoituu kuvan 1.1
osoittamalla tavalla, eikd tulosten tarkkuus endi tietyn pisteen jilkeen huomattavasti pa-
rane. Vaikka tulosten tarkkuutta todenndkdisesti saadaan parannettua merkittévésti, niiden
absoluuttisesta virhetasosta ei kuitenkaan ole tietoa. Tésté syysté titd tapaa ei voida pitdd
hyvéni pidemman aikavilin ratkaisuna, vaan on mietittdva vaihtoehtoisia ratkaisuja.

Toisena, ja ehdottomasti realistisempana tapana, on parantaa virtauslaskennassa kdytetyn
virtausmallin tarkkuutta lisddméllé laskentaverkkoon resoluutiota vain niihin paikkoihin,
joissa sitd todella tarvitaan. Télldin saadaan suhteellisesti tarkempia tuloksia resursseihin
ndhden, koska laskentatehoa hukataan vidhemmaén. Haasteena on se, ettd miten lasketuista
simulaatiotuloksista saadaan esille niiden virhetaso ja toisaalta millé logiikalla laskenta-
verkkoa tihennetdin, jotta laskentaverkon tiheyttd muutetaan oikeissa paikoissa. Objek-
tiivinen virhearvio ja tdmén perusteella hienonnettu laskentaverkko ei tietenkdén takaa
avaimia menestykseen vaan on varmistuttava siité, ettid valitut laskentamenetelmit ovat
parhaat mahdolliset, eli virhetasot ovat jo alkujaankin mahdollisimman pienié, erityisesti
kaytdnnon insindorisovelluksissa. Talloin lopputulokset voivat olla hyvid, vaikka kéytet-
taisiinkin vain kohtuullista laskentatehoa, kuten esimerkiksi tdssd ty0ssd hyodynnettyi
Intel 15-4690k -prosessorin ja 16 GB -keskusmuistin siséltdvéa tietokonetta.

Edelld mainittujen seikkojen vuoksi tissd diplomity0sséd pyritddn vastaamaan seuraavan-
laisiin tutkimuskysymyksiin:

1. Miten kontrollitilavuusmenetelmilld saavutetaan toisen kertaluvun diskretisointi-
virheen pienemisnopeus, joka on mahdollisimman riippumaton kéytetysta lasken-
taverkon tyypistd?

2. Miten saadaan muodostettua kontrollitilavuusmenetelmaillad turbulenttisten ja ko-
koonpuristumattomien Navierin—Stokesin yhtidldiden virhearvio ja tdmén avulla
arvioitua diskretisointivirheen ylérajaa luotettavasti?

3. Miten virhearvioon perustuva adaptiivinen laskentaverkon tithentiminen parantaa
numeerisen ratkaisun tarkkuutta perinteiseen rajakerroksia tarkemmin mallinta-
vaan menetelmiin verrattuna?

4. Korreloiko virhearviot myds kokeellisen datan kanssa?

Ensimmaistd tutkimuskysymystd pohditaan tyon toisessa luvussa, kun syvennytdin vir-
tauslaskennassa kéytetyn kontrollitilavuusmenetelmén periaatteisiin (Moukalled et al.
2016), erityisesti siind kdytettyihin konvektiomenetelmiin (Sweby 1984, Jasak 1996),
gradienttimenetelmiin (Syrakos et al. 2017) seké pikaisesti my0s aikaintegrointimenetel-
miin (Ferziger & Peri¢ 2002). Toiseen tutkimuskysymykseen paneudutaan tarkemmin
kolmannessa luvussa kidymaélla lapi jélkikéteisvirhearvioiden teoriapohjaa (Ainsworth &
Oden 1997) ja samalla tuodaan esille virtauslaskennan tarpeisiin kehitettyjd virhearvio-
menetelmid, kuten momenttivirhe- ja jaannosvirhe-estimaatit (Jasak 1996) seka sivutaan
Richardsonin ekstrapolointiin pohjautuvia menetelmid (Roache 1994). Diplomityon nel-



jannessd luvussa késitellddn kuvan 1.2 kaltaiset adaptiiviset laskentaverkot mahdollista-
vaa algoritmia seké sen toteuttamista OpenFOAM-sovellukseen. Toteutetun adaptiivisen
algoritmin avulla tuotetaan my6hemmin simulaatiotuloksia ja tuloksia analysoidaan vii-
dennessé luvussa, ja tulosten perusteella vastataan kolmanteen tutkimuskysymykseen.
Lopuksi tydsséd vield vertaillaan virhearvioiden ennustamaa virhetasoa kokeelliseen da-
taan ndhden ja vastataan viimeiseen tutkimuskysymykseen. Diplomitydn tutkimusmene-
telmind ovat siis teoriakatsaus, simulointi ja kdytannon koe.

Kuva 1.2 Virtauslaskennassa kdytetty h-adaptiivinen laskentaverkko (Muzaferija & Gos-
man 1997, s. 782)

Yleisesti kirjallisuudessa toteutettava algoritmi tunnetaan h-adaptiivisuutena, jonka
avulla laskentaverkon lokaalia kokoa muokataan virhearvion méérittelemissa kohdissa ja
uusi laskentaverkko perustuu niin aina edelliseen simulaatiotulokseen. Vaihtoehtoisesti
diskretisointimenetelmien tarkkuutta voitaisiin nostaa joko paikoitellen tai koko lasken-
taverkossa (p-adaptiivisuus) tai jakaa olemassa olevan laskentaverkon solmut uudelleen
siten, ettd niistd saadaan eniten hyotyé (r-adaptiivisuus). Eri menetelmistd h-adaptiivisuus
on ehdottomasti suosituin. (Zienkiewicz et al. 2013, s. 545-548) Kyseisen h-adaptiivi-
suuden erinomaisen soveltuvuuden virtauslaskentaan ovat todistaneet esimerkiksi Jasak
(1996) ja Muzaferija & Gosman (1997).

1.2 OpenFOAM-virtauslaskentasovellus

Ennen teoriaosuuteen siirtymisté tutustutaan lyhyesti tyohon valittuun virtauslaskenta-
sovellukseen, silld simulointi kattaa ison osan koko tydstd. Ndin saadaan muutamia tar-
vittavia perustietoja, ennen kuin lisdominaisuuksia ldhdetdan myohemmin toteuttamaan,
sillé kirjoittajan tiedossa ei ole tiysin valmiita ratkaisuja, joita voisi suoraan hyddyntaa.



Tyon simulaatio-osuus suoritetaan avoimeen ldhdekoodiin pohjautuvalla OpenFOAM
v5.0 -sovelluksella (engl. Open Source Field Operation and Manipulation), joka on ko-
koelma erilaisia virtauslaskennassa tarvittavia esikisittelyyn, ratkaisemiseen ja jalkika-
sittelyyn liittyvid sovelluksia (Greenshields 2017, s. 17). Erityisen sopivan sovelluksesta
diplomityon puitteissa tekee kuvassa 1.3 esitetty sovellusrakenne, joka mahdollistaa kéyt-
tdjan tekemien sovellusten ajamisen. Kédytdnnossa tima tarkoittaa, ettd adaptiivisen algo-
ritmin toteuttamisen tydmééra on hieman pienempi, silld ohjelmointiteknisiin seikkoihin
ei tarvitse kiyttda niin paljoa aikaa.

Open Source Field Operation and Manipulation (OpenFOAM) C++ Library

Post-processing

Meshing User Standard Others
Tools Applications|Applications e.g.EnSight

Solving

Utilities ParaView

Kuva 1.3 OpenF OAM-virtauslaskentasovelluksen rakenne (Greenshields 2017, s. 17)

Sovelluksen perustoiminnallisuus pohjautuu aiemmin kehitettyihin FOAM-kirjastoihin
(engl. Field Operation and Manipulation), joiden erityispiirteend on niiden suoraviivainen
mallinnuskieli, silld sovelluksessa kéytetty koodi heijastaa ratkaistavien differentiaaliyh-
tdloiden muotoa. Témén vuoksi kirjastot sopivat hyvin myds muiden mekaniikan osa-
alueiden mallintamiseen, kuten esimerkiksi lujuuslaskentaan tai magnetohydrodynamiik-
kaan. Ratkaistavien yhtéldiden diskretisointi on kohtuullisen vaivatonta, silld esimerkiksi
jatkuvuusyhtélon dp/dt + V - ¢ = 0 ohjelmointi onnistuu yksinkertaisella koodilla

fvMatrixScalar rhokEq

(
)s

fvm: :ddt(rho)+fvc::div(phi)

ja yhtdlo voidaan myohemmin ratkaista suoraviivaisesti kdskylld rhoEq.solve(). FOAM-
mallinnuskielessd funktioiden edelld oleva fym-etuliite merkitsee sitd, ettd termistd muo-
dostetaan matriisi valittujen diskretisointimenetelmien avulla ja fvc-etuliite puolestaan
sitd, ettd suureesta muodostetaan skalaari-, vektori- tai tensorimuotoinen kenttd. N&in
kayttdja voi valita, ettd minkd termin suhteen yhtdlo halutaan ratkaista. Sovellus sallii
myOs matemaattisten operaattoreiden kayttimisen sellaisenaan kuten esimerkiksi yhté-
16issé esiintyvien termien summaamisen tai ndiden kertomisen keskenddn. Myds termien
yksikot on otettu huomioon, silld sovellus automaattisesti tarkastaa, vastaavatko lasketta-
vien termien yksikot toisiaan, ja ilmoittaa mikili nédin ei kdy. Weller et al. (1998, s. 620—
630) Tarkemmin OpenFOAM:in ohjelmointiteknisiin seikkoihin paneudutaan my6hem-
min tyon neljdnnessi luvussa.



2. DIFFERENTIAALIYHTALOIDEN DISKRETISO-
INTI KONTROLLITILAVUUSMENETELMALLA

2.1 Kontrollitilavuusmenetelman periaate

Lahtokohtaisesti kontrollitilavuusmenetelméssd mielenkiinnonkohteena oleva laskenta-
alue jaetaan pienempiin diskreetteihin osatilavuuksiin siten, ettd koko alue tiyttyy néistad
kontrollitilavuuksista. Kontrollitilavuuksien keskipisteeseen sijoitetaan laskentasolmu,
jonka oletetaan kuvaavan toisen kertaluvun tarkkuudella kontrollitilavuuden keskimai-
rdistd arvoa. Vaihtoehtoisesti laskenta-alueelle asetetaan jokin méaaréd laskentasolmuja ja
rakennetaan kontrollitilavuudet ndiden solmujen ympdrille siten, ettd kontrollitilavuuk-
sien viliset pinnat ovat yhtd kaukana solmukohdista. Erona tdssd menetelmédssi on se,
ettd pintaintegraalit miéritetdén luonnostaan tarkemmin, mutta muuttujan arvoa ei enii
valttamétta kuvata toisen kertaluvun tarkkuudella kontrollitilavuuden sisédlld. (Ferziger
& Peri¢ 2002, s. 71-72) Yleisesti kontrollitilavuusmenetelmén hy6tyind voidaan pitdd sen
joustavuutta ja erityisesti kykya sdilyttdd ratkaistavien differentiaaliyhtdloéiden integraa-
liominaisuuus. Toisaalta kontrollitilavuusmenetelma on helppokdyttdinen, koska erillisid
laskentakoordinaatiston muunnoksia ei tarvita. (Moukalled et al. 2016, s. 103—104)

Kuva 2.1 Tyypillinen laskentaverkko, yksittdisen kontrollitilavuuden sdilymisominaisuus
sekd kontrollitilavuutta ympdroivit naapurit (Moukalled et al. 2016, s. 109)

Paneudutaan tissa luvussa tarkemmin siithen, miksi kuvan 2.1 kaltainen, mielivaltaisista
monikulmioista muodostettu laskentaverkko, ei aina johda tarkkuuden kannalta hyvik-
syttdvddn lopputulokseen ja siithen, miten differentiaaliyhtdlot ylipdédtddn ratkaistaan
kontrollitilavuusmenetelmailld. Helpoiten tdma kdy tutkimalla esimerkkiyhtdld, jossa on
monia todellisien virtauskenttdd mallintavien yhtiloiden piirteita.



Perinteisesti kontrollitilavuusmenetelméssé ldhdetdén diskretisoimaan sdilymisyhtdloa

d(pd)
ot

+ V- (pugp) = V- (I'*ve) + Q?, (2.1)

jossa ¢ on jokin skalaarimuuttuja, p tiheys ja I'? diffuusiokerroin. Integroimalla kontrol-
litilavuuden V, yli ja jattdmalla pois yhtdlon (2.1) vasemman puolen aikatermi, saadaan
ajasta riippumattomaksi integraalimuotoiseksi yhtaloksi

f V-(pud))dV:f v-(r¢v¢)dv+f Q%av, (2.2)
V V, V,

c c Cc

jonka tarkka ratkaisu takaa, ettd kaikkien kontrollitilavuuteen sisddn- ja ulostulevat vuot
ovat yhtdsuuret ja haviottomait. Divergenssiteoreeman nojalla on mahdollista yksinker-
taistaa yhtdlossad (2.2) esiintyvid integraaleja, minkd seurauksena yhtildlle saadaan muoto

(pugp)dS = ¢ (T?vep)ds + j Q%dv, (2.3)

v, v, v,

jossa u on nopeusvektori, S pinnan normaalin suuntainen pintavektori ja Q% lihdetermi.
(Moukalled et al. 2016, s. 104—105) Mikali kontrollitilavuusmenetelmén halutaan olevan
toisen kertaluvun menetelmd mielivaltaisen muotoisissa kontrollitilavuuksissa, tulee
kaikkien yhtilon (2.3) diskretisointimenetelmien toteuttaa timé vaatimus. Yhtélon (2.3)
pinta- ja tilavuusintegraalien diskretisointi asettaa puitteet titen koko numeerisen ratkai-
sun tarkkuudelle.

Integroimalla kontrollitilavuuden pintaintegraalit jokaisen pinnan yli, saadaan konvektio-
termin sisdltdva pintaintegraali muutettua summamuotoon

n(f)
(pu)ds = > ( | - ds>, (2.5)
Ve =
ja vastaavasti saadaan myds diffuusiotermin sisdltdva integraali muotoon
n(f)
jﬁ (rove)ds = . ( J (T*ve) - dS). (2.6)
Ve f=1 f

Integraalien (2.5) ja (2.6) tarkka integrointi sdilyttdé kontrollitilavuusmenetelmén konser-
vatiivisuuden. Jotta diskretisoinnissa padstdin eteenpdin, tarvitaan keino laskea konvek-
tio- ja diffuusiovuon siséltidvien yksittdisten pintojen integraalit ilman niiden tarkkaa rat-
kaisemista. Gaussin kvadratuurin mukaisesti pinta-integraaleille (2.5) ja (2.6) voidaan
johtaa tulokset



n(f) n(ip)
 (pug)ds = Zl pz [wip(0ue)yy - 5] 2.7)
ja
n(f) n(ip)
fﬁa VC(F¢V¢)dS - Z lpz |00(979), - 5], (2.8)

jossa w;;, merkitsee painofunktion arvoa integrointipisteessd ip ja Sy pinnan normaalin
suuntaista vektoria, jonka suuruutena kiytetédén kyseisen pinnan f pinta-alaa S¢. Jos pin-
taintegraalit (2.7) ja (2.8) halutaan mairittaa toisen kertaluvun tarkkuudella, riittda, ettd
kdytetdédn vain yhtd integrointipistettd ja asetetaan painofunktiolle w;, = 1. Tassé tapauk-
sessa integraalin arvo méiédrdytyy pinnan f keskipisteessd tunnetun arvon perusteella. Kor-

keamman asteen kontrollitilavuusmenetelmid voidaan muodostaa, kun lisétdan integroin-
tipisteiden madrda. (Moukalled et al. 2016, s. 105-107)

Léhdetermin tapauksessa tilavuusintegraali saadaan muodostettua vastaavalla tavalla
kuin edelld asettamalla useita Gaussin integroimispisteiti kontrollitilavuuden sisélle. Tél-
16in lahdetermin tilavuusintegraali voidaan méérittda yhteydesta

n(ip)

f Q*av =) (QhwiV) (2.9)
Ve ip=1

jossa toisen kertaluvun tarkkuuteen riittdd, kun kontrollitilavuuden keskipisteeseen sijoi-
tetaan vain yksi Gaussin integroimispiste. Talloin valitaan painofunktioksi w;, = 1, eli
ldhdetermin suuruus arvioidaan vain kontrollitilavuuden keskipisteen arvon perusteella.
Soveltamalla tuloksia (2.7-2.9) yhtdl66n (2.3) saadaan kontrollitilavuuskohtainen yhtilo

n(f)
Z(puq,’) ~I?v¢) -8 = Qdv,, (2.10)
=1

jota yleensd kutsutaan puolidiskretisoiduksi yhtéloksi, koska yhtédlossd esiintyvét vuot ja
tilavuuskohtaiset arvot eivit ole vield tunnettuja. (Moukalled et al. 2016, s. 107-108)

Luvuissa 2.3-2.5 késitellddn tarkemmin sitd, miten yhtdlossd (2.10) tarvittavat arvot maa-
ritetdén toisen kertaluvun menetelmilld. Kontrollitilavuusmenetelmén tarkkuuden paran-
taminen isommalla maarilld integroimispisteitd on varsin houkuttelevaa, mutta yhtdlon
(2.10) termien arvioiminen toisen kertaluvun tarkkuudella on itsessdén jo suuri haaste,
eikd tdmén toteutumisesta valttdmatti ole varmuutta mielivaltaisen muotoisten kontrolli-
tilavuuksien tapauksessa kuten myohemmin osoittautuu. Tarkempi integrointi ei véltti-
matté tuo lisdhydtyd, joten pyritdén toisen kertaluvun tarkkuuteen tissé tyossa.



2.2 Ratkaistavat yhtalot

Ennen yksityiskohtaisempien diskretisointimenetelmien johtamista on paikallaan mééri-
telld yhtélot, joille tydssd haetaan numeerista ratkaisua. Olettamalla virtauksen olevan
kokoonpuristumatonta, virtausta voidaan kuvata tarkasti massan sdilyvyysyhtidlon

o
axi

=0, (2.11)

ja liikkeméddran sdilymisyhtidlon

an aUl apP aZUi

pﬁ-l_pUja_xj:pgi_a_xi-l_ﬂ_axf’

(2.12)
avulla, joista yhtdlod (2.12) yleensi kutsutaan Navierin—Stokesin yhtiloiksi (Nieuwstadt
etal. 2016, s. 10—11). Liikeyhtdldssd termi g; kuvaa gravitaatiovoiman i-suuntaista kom-
ponenttia ja 4 dynaamista viskositeettia. Yhtdloiden ratkaiseminen insinddrisovelluksissa
ei ole Nieuwstadt et al. (2016, s. 71-74) mukaan jirkevad ilman yhtdléiden merkittdvad
yksinkertaistamista turbulenssimallilla, koska yhtél6iden vaatima resoluutio rajoittaa yh-
tidloiden kéyttdmisen ldhinnd laminaarisille virtauksille. Ty0ssé ratkaistaan péddasiassa
turbulenttisia virtauksia, joten ongelma kierretdin muuttamalla Navierin—Stokesin yhtéa-
16t ajallisesti keskiarvoistetuiksi yhtdloiksi. Wilcoxin (1993, s. 16) mukaan virtausmeka-
niikassa kyseiset yhtdlot yleensd tunnetaan nimelld RANS-yhtdlot eli Reynoldsin keskiar-
voistetut Navierin—Stokesin yhtélot (engl. Reynolds Averaged Navier—Stokes equations).

Navierin—Stokesin yhtéldiden ajallinen keskiarvoistaminen hyddyntdd nimensd mukai-
sesti Reynoldsin esittiméai keskiarvomenetelméa. Yleiselld tasolla ajasta riippumattoman

muuttujan f (x, t) aikakeskiarvo Fr(x) voidaan madrittia yhteydestd

t+T

Fr(x) = lim = f(x, t)dt, (2.13)
T—oo T ¢

jossa T on mallinnettavien ilmididen kannalta riittdvén pitkd integrointiaika. Toisena

vaihtoehtona on médrittdd muuttujan f(x, t) tilavuuskeskiarvo integroimalla se tilavuu-

den V yli, eli

Fy(t) = ‘}ijgo% JU f(x,t)dv. (2.14)

Kolmantena mahdollisuutena on muodostaa kokeisiin perustuva koekeskiarvo summaa-
malla tulokset f,(x,t) ja jakamalla ne kokeiden lukuméirilld, jolloin saadaan koekes-
kiarvoksi méadritettyd



N
Fp(x,t) = Imo%z]i(x, 0, (2.15)

n=1

joka ei aseta erityisehtoja keskiarvon kdyttdmiselle. Sen sijaan ajan suhteen keskiarvois-
tamisessa ja tilavuuskeskiarvon laskemisessa tiytyy varmistua, voidaanko nditd ylipaa-
tddn soveltaa. Koska keskiarvomenetelmid (2.13-2.15) sovelletaan turbulenttisiin vir-
tauksiin, vain (2.15) on yleisesti voimassa. Mikadli turbulenssi on stationddristi, eli ajasta
riippumatonta, voidaan hyddyntdé aikakeskiarvoa. Jos taas turbulenssi on homogeenista,
toisin sanoen tasaisesti jakautunutta spatiaalisesti, on mahdollista maarittda tilavuuskes-
kiarvo. Useimmissa virtaustapauksissa vain edelld mainittu stationdarisyysehto tayttyy,
joten aikakeskiarvoa voidaan helpoimmin hyddyntdd Navierin—Stokesin yhtdl6ihin, jos
yhtél6illd halutaan kuvata virtauskentén keskiarvosuureita, eikd yksittiisid pyorteitd valt-
tdmatta ole tarkoitus ratkaista. (Wilcox 1993, s. 11-13)

Turbulenssin kisittely on itsessddn oma laaja tieteenalansa, joten oletetaan aikakeskiar-
vojen kuvaavan riittdvalld tarkkuudella virtauskentdn keskiarvosuureita, mikd mahdollis-
taa tdssd tyOssd esiintyvien virtaustapauksien ratkaisemisen. Vaihtoehtoinen suurten
pyorteiden menetelmad, eli LES-menetelmé (engl. Large Eddy Simulation), 16ytyy kiin-
nostuneelle lukijalle esimerkiksi 1dhteestd (Pope 2000), kompakti katsaus turbulenssi-il-
midihin l4hteestd (Nieuwstadt et al. 2016) ja suuren joukon erilaisia turbulenssimalleja
esittdd esimerkiksi (Wilcox 1993).

Yksinkertaisin tapa muodostaa aikakeskiarvo stationdérille muuttujalle on jakaa se kes-
kiarvo-osaan ja ajallisesti vaihtelevaan osaan. Nopeusvektori U voidaan esittdd muodossa

Ui(X, t) = ui(x) + u{(x, t), (216)

jossa esiintyva keskiarvo u;(x) voidaan médrittdi aikakeskiarvon

t+T

1
u;(x) = YLLI&TJ U;(x,t)dt (2.17)
t

avulla. Keskiarvo on voimassa, mikali integrointiaika T on merkittdvésti suurempi kuin
turbulenttisessa virtauksessa esiintyvéa pisin aikaskaala. Hyodyntdmalld madritettya aika-
keskiarvoa saadaan kokoonpuristumattomien Navierin—Stokesin yhtéldiden ja jatkuvuus-
yhtdlon aikakeskiarvoistetuiksi muodoiksi

aul-

a = 0, (2.18)
L

ja
aui aui aP 6 —

pop TPY o = 3% + o% (2uS;; — puuy), (2.19)
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jossa esiintyvd tensori S;; kuvaa muodonmuutosnopeutta, ja tima saadaan yhteydesté

v 2 ax] 6xl- . .
Uutena termind ilmestynyttd korrelaatiotermid 7;; = —pw,u; yleisesti kutsutaan Reynold-

sin jannitystensoriksi, joka on symmetrinen. (Wilcox 1993, s. 15-16) Litkemaarén séily-
misyhtdldiden (2.12) sisdltimé gravitaatiotermi on jitetty pois yhtdloistd (2.19)

Yhtélo6 (2.19) kirjoitetaan jatkoa varten hieman toisenlaiseen muotoon jakamalla molem-
mat puolet tiheydelld p, merkitsemidlld p = P/p ja muuttamalla viskositeetti u kinemaat-
tiseksi viskositeetiksi yhteyden v = u/p avulla. Tyossi ratkaistavaksi yhtédloksi ndin ol-
len saadaan

ou; du; dp

9 .
L S N R Oy, 2.21
o " Yax T o +axj( vSji — ujiy), (221)

ja jatkossa keskimiirdistd nopeutta u kutsutaan lyhennetysti nopeudeksi ja ominaispai-
netta p lyhyesti paineeksi.

Jannitystensorille T voidaan johtaa Reynoldsin keskiarvomenetelmalld erillinen differen-
tiaaliyhtéld, ja lopputuloksena on kuusi uutta ratkaistavaa yhtdlod, mutta valitettavasti
yhtdloitd ei voida ratkaista ilman sulkeumahypoteeseja. Huomattavasti suoraviivaisem-
paa on hyodyntdd yleisesti tunnettua Boussinesqin hypoteesia ja muodostaa kokoonpu-
ristumattomassa tapauksessa turbulenttisen viskositeetin y; avulla yhteys

S 2
jossa hyodynnetddn turbulenssin kineettistd ominaisenergiaa k muodossa
1
k =-uu,, (2.23)

2

ja timé puolestaan voidaan muodostaa nopeusvaihteluiden u; avulla, jos ndmé tunnetaan.
(Wilcox 1993, s. 17-75)

Todellisuudessa nopeusvaihtelut u; ovat tuntemattomia, joten tarvitaan kayttokelpoi-
sempi keino ratkaista k. Tamén vuoksi vuosikymmenien aikana on kehitetty laaja joukko
erilaisia malleja tdhén tarkoitukseen. Suosituimpana kahden yht4l6n mallina voidaan pi-
tdd Launder & Sharma (1974, s. 131-133) kehittdmaa turbulenttisen kineettisen energian
dissipaatioon € perustuvaa k-e -turbulenssimallia, jonka avulla k voidaan ratkaista. Mal-
lin heikkoudet anisotrooppisessa turbulenssissa ja voimakkaassa pyorteilyssd ovat
Nieuwstadt et al. (2016, s. 169—170) mukaan yleisesti tiedossa, ja malli voi muun muassa
ndissd tapauksissa aiheuttaa merkittdvan suuria virheitd. Sen sijaan esimerkiksi Wilcoxin
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(1993, s. 84-87) esittdmid ominaisdissipaatioon w pohjautuva k-w -turbulenssimalli toi-
mii hyvin néissé tilanteissa, mutta Menterin (1993, s. 2) mukaan malli on liian herkké
vapaan virtauksen turbulenssiarvoille eikd siten mallinna esimerkiksi leikkausjannitys-
kerroksia oikein.

Parempana vaihtoehtona on yhdistdd edelld mainitut turbulenssimallit siten, ettd rajaker-
roksissa ratkaistaan turbulenssi kdyttden k-w -turbulenssimallia ja kauempana rajaker-
roksista k-€ -turbulenssimallilla. Ndin paddytddn kahteen uuteen turbulenssia kuvaavaan
yhtdloon, joiden mukaisesti

d(pk) dpwk)  du 9 ok

Frani ox, Tija_xj_.g pwk+6_xj (ll+0kHT)a—xj (2.24)
ja
d(pw)  dlpwyw) vy, OJy , O dw

at T ax;, v tij 0x; pow”+ 0x; e+ owmr) 0x;

1 0k dw

20(1—-F _ 2.2
+2p( 1)Uw2waxj Oxj' (2.25)

missé F; -rajoitusfunktio varmistaa mallin noudattavan k-w -turbulenssimallia ldahell sei-
ndmid. Funktion arvo madrdytyy seindmaietdisyyden y perusteella yhteyden

_ k2 500v\ 4po,,k *
F; = tanh {|min | max B oy’ 32w ) Chuy? , (2.26)

mukaisesti, missé esiintyvén ristidiffuusiomuuttujan €Dy, arvo saadaan yhtélosti

1 0k 0
@ -2°>. (2.27)

CDka) = max <2p0'w2 ZEW, 10
] ]

Uusissa differentiaaliyhtdloissd esiintyville pyorreviskositeetille v, voidaan méérittda
arvo pyorteisyyden itseisarvon (2, avulla yhteydesti

a k

12 (2.28)

- max(a,w, 2,F,)’

jossa hyddynnetdin vastaavanlaista rajoitusfunktiota kuin aiemmin. Rajoitusfunktiona
tdssé tapauksessa kiytetddn

2k1/2 500v\|"
F, = tanh{|max oy’ yw , (2.29)
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ja timén tavoitteena on varmistaa, ettd pyorreviskositeetti midrdytyy padasiassa yhtey-
desti v, = u;/p = k/w, ja F,-rajoitin kytkeytyy péille, kun suhde k/w kasvaa liian suu-
reksi. Lopputuloksena olevaa mallia kutsutaan k-w SST -turbulenssimalliksi. (Menter
1993, s. 2-5) Yhtéloiden sisdltdmat malliparametrit esitetddn, kun kyseistd mallia sovel-
letaan myohemmin viidennessi luvussa.

Turbulenssimalli on osoittautunut tutkimuskéyton lisdksi sopivan my0s teollisuuden
kayttotarpeisiin ja malli saadaan kéytettivyyden kannalta perinteisen k-€ -turbulenssi-
mallin tasolle, jos alkuperdiseen malliin tehddén pienid muutoksia. Turbulenssimallista
on mahdollista kdyttd4 hieman péivitettyd formulaatiota, minkd mukaan yhtilossa (2.24)
kdytetddn 7;; sisdltiméan termin sijaan turbulenssin muodostamista rajoittavaa funktiota

ja pyorreviskositeetti madritetddn uudesta yhteydesta

a k

v, (2.31)

B max(a;w, S F,)’
jossa kdytetdén nyt pyorteisyyden (2, sijaan muodonmuutoksen nopeutta kuvaavan ten-
sorin §;; invarianttia S;;. (Menter et al. 2003, 625-627) Pdivitetyssd turbulenssimallissa

ei sovellettu Pg-rajoitinfunktiota yhtilén (2.25) vasemman puolen ensimmiiseen ter-
miiin, mutta Rumseyn (2015) mukaan kyseessé oli kuitenkin painovirhe, eli kyseinen
termi péivitetddn rajoitettuun muotoon

Yo aui Yo =
L —L=2p 2.32
V¢ Y ox i Vi k ( )
ja pyorreviskositeetille (2.31) tarvittava muodonmuutosnopeutta kuvaavan tensorin inva-
riantti madritetddn seuraavasti:

Nyt kaikki tarvittavat yhtélot kokoonpuristumattomien ajallisesti keskiarvoistettujen Na-
vierin—Stokesin yhtéldiden ratkaisemiseen on esitetty. Yhtiloiden (2.21) ja (2.24-2.25)
voidaan havaita sisidltdvin monia luvussa 2.1 esitetyn skalaarimuuttujan sidilymisyhtidlon
piirteitd. Esimerkiksi yhtdlossa (2.21) esiintyy aikaderivaatta du; /dt, gradientti dp/0dx;,
divergenssi du;/0dx; ja termin dSj;/dx; vuoksi muodostuvat Laplacen termit. Muiden
termien voidaan katsoa kuuluvan ldhdetermeihin. Keskitytdén seuraavaksi Laplacen ter-
meihin, eli diffuusiotermien diskretisointiin.
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2.3 Diffuusiotermi

Diffuusiotermin V - (F¢Vq,’>) diskretisointia on helpoin ldhted muodostamaan, kun lu-
vussa 2.1 esitetystd skalaarimuuttujan sdilymisyhtilosti (2.1) eliminoidaan tarpeettomat
termit ja jitetddn vain diffuusiotermi ja l&hdetermi jiljelle. Myos lukijalle on helpompaa
seurata, kun termeja kasitellddn yksitellen.

Stationdérisen diffuusioyhtélon
~v - (r*ve) = Q¢ (2.34)

kontrollitilavuusmenetelmin mukainen diskreetti muoto on

n)
> [~ ve), 57| = otve, (2.35)
=1

jossa n(f) merkitsee kontrollitilavuuden pintojen lukumdirdd. Yhtdlossd (2.35) esiinty-
véan gradientin arvioiminen yleisessd tapauksessa vaikeutuu, mikéli kontrollitilavauden C
ja sen naapurin F keskipisteitd yhdistdva vektori dr ei ole samansuuntainen kuin pinnan
normaalin suuntainen yksikkdvektori n. (Moukalled et al. 2016, s. 211-241)

Kuva 2.2 Kahden kontrollitilavuuden vilisen pinnan epdortogonaalisuus ja téitd muoto-
virhettd kompensoiva ylirelaksoitu korjausmenetelmd (Moukalled et al. 2016, s. 243)

Kontrollitilavuuksien vililld esiintyvédn pinnan epdortogonaalisuuden vuoksi diffuusio-
yhtélon diskretisoinnissa tarvittava pintavektori S5 on jaettava pinnan normaalin suuntai-

seen komponenttiin E; ja epdortogonaaliseen pintavektoriin Ty yhteyden

mukaisesti. Muodostamalla kontrollitilavuuksien keskipisteiden vélisen suoran suuntai-
nen yksikkdvektori e, joka tunnetaan geometrian perustella yhteydesté

Xr —X¢ dcr

e (2.37)

- lIxr — xcl| B dCF’
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saadaan tdmén vektorin suuntaiseksi gradientiksi médritettya

ad)) $r—¢Pc _ Pr— ¢C. (2.38)

Ve e)f - (% f B IxF — xcll B dcr

Gradientin (2.38) perusteella diffuusiovuo voidaan kokonaisuudessaan, laskentaverkon
epdortogonaalisuus huomioon ottaen, kirjoittaa muotoon

¢r — Pc

josta voidaan tunnistaa ensimmadinen termi ortogonaaliseksi diffuusiovuoksi ja toinen
termi epédortogonaalisuuden aiheuttamaksi lisdtermiksi. Yleisesti titd termid kutsutaan
ristidiffuusioksi. Yhteydessi (2.39) kéytetty lineaarinen interpolaatio diskretisoi ortogo-
naalinen osuuden toisen kertaluvun tarkkuudella, mutta epdortogonaalinen osuus vaatii
vield erillisen Tg-vektorin muodostamisen. (Moukalled et al. 2016, s. 241-242)

Pintavektorin Sy jakaminen Ef- ja Tr-komponentteihin voidaan suorittaa kolmella eri ta-
valla. Ensimmdisend vaihtoehtona on projisoida Sy ortogonaalisesti yksikkdvektorin e

suuntaiselle suoralle siten, etti
E; = (e-S;)e = (S cos)e, (2.40)

jossa 6 on vektorien Sf ja d¢p vilinen kulma. Toisena vaihtoehtona on muodostaa Ef

kertomalla pintavektorin Sy suuruus yksikkovektorilla e, eli
E; = Sre, (2.41)

joka on siis riippumaton pintojen vélisestd kulmasta. Kolmantena vaihtoehtona on kéyttaa
ylirelaksoitua menetelmé, jonka mukaisesti vektori E; méaraytyy yhteydesta

2 .
Efz(sf )e=< i >e=sf 5/ o (2.42)

cos 0 Spcos 0 e-Sf

Yleisesti ensimméinen menetelmi tunnetaan minimikorjauksen nimelld, toinen ortogo-
naalisena korjauksena ja viimeinen nimensd mukaisesti ylirelaksoituna korjauksena.
(Moukalled 2016, s. 242-243) Ylirelaksoitua korjausmenetelmad on havainnollistettu ku-
vassa 2.2.

Erilaisten epdortogonaalisten korjausten toimivuutta voidaan tarkastella ratkaisemalla yk-
sinkertainen Laplacen yhtdlo V - V¢p = 0, joka ei sisélld 1dhdetermejd. Muuttamalla nelis-
kulmaisen laskentaverkon epédortogonaalisuutta vililld 10-65° voidaan nostaa esille muu-
tamia havaintoja. Pienilld epdortogonaalisuuden arvoilla kaikki kolme menetelmdi sup-
penevat samaan lopputulokseen, mutta epdortogonaalisuuden nosto arvoon 30° aiheuttaa
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jo merkittdvad oskillaatiota minimikorjauksen menetelmii kéytettdessd. Yli 40° epdorto-
gonaalisuus aiheuttaa sen, ettd minimikorjausmenetelma ei endd suppene lainkaan ja or-
togonaalinen menetelmé oskilloi, mutta suppenee lopulta. Mikili epdortogonaalisuus on
65°, vain ylirelaksoitu menetelma suppenee. Ylirelaksoidun menetelmén etuna on myds
se, ettd menetelmi suppenee monotonisesti oikeaan arvoon. (Jasak 1996, s. 138—143)
Edelld mainituista syistd on selkeda, ettd kdytdnnon sovelluksiin kannattaa valita yhtdlon
(2.42) mukainen epdortogonaalisuuden korjaus. Tétd menetelméd kiytetddn myos tissé
tyossd, koska myohemmin osoittautuu, ettd laskentaverkkojen epdortogonaalisuus on
luonnostaan varsin suuri.

Yhtilossa (2.39) esiintyville ristidiffuusiolle voidaan ylirelaksoidun menetelmin tapauk-
sessa muodostaa yhtalo

1
— e) S, (2.43)

(Vé)r - Tp = (Vs - (S5 — Ep) = (Vo) - (n N

jonka vaikutus hividé, jos epdortogonaalisuutta ei ole. Epdortogonaalisen lisdtermin si-
séltdvd gradientti V¢pr voidaan arvioida, jos tunnetaan gradientti kontrollitilavuuden kes-
kipisteessd. Kontrollitilavuuksien C ja F viliselld rajapinnalla tarvittava gradientti V¢

voidaan interpoloida yhteydesta
Vor = gcVde + grV o, (2.44)

jossa g, ja gy médrdytyvat kontrollitilavuuksien perusteella. Vaikeutena diffuusio-ongel-
massa on se, ettd miten ristidiffuusiotermissé (2.43) esiintyva gradientti lasketaan, koska
tdtd el saada muodostettua suoraan arvojen ¢¢ ja ¢ avulla, vaan gradientti V¢, taytyy
muodostaa erikseen. (Moukalled et al. 2016, s. 244-245) Oletetaan gradientti V¢ s tun-

netuksi tdssd vaiheessa, silld tarkemmin gradienttien laskentaan perehdytddn luvussa 2.4.

Diffuusioyhtdlon (2.35) sisdltimastd diffuusiokertoimesta Ffd’ ei ole kuitekaan vield tehty
paitelmid, eikd ole oletettavaa, ettd diffuusiokerroin olisi vakio koko laskenta-alueessa
tai edes yksittdisen kontrollitilavuuden vélill4. Tastd syystd tarvitaan keino interpoloida
diffuusiokerroin kontrollitilavuuksien vilisille pinnoille.

Olettamalla diffuusiokertoimen muuttuvan lineaarisesti kontrollitilavuuden sisilld, voi-
daan johtaa yhteys

rf =(1-g/)r¢ + g1, (2.45)
jossa esiintyvd interpolaatiokerroin g saadaan yhteydesta

des

= 2.46
der + dsp (2.46)

9r
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Interpolaatiokertoimessa olevat vakiot méaérdytyvét kontrollitilavuuksien keskipisteiden
vilimatkan perusteella. (Moukalled et al. 2016, s. 224-225)

Diffuusioyhtdlon (2.35) lopullinen diskretisointi on nyt mahdollista. Yhtdlossd oleva
summatermi voidaan kirjoittaa yhteyden (2.39) avulla muodossa

n(f) n(f) n(f)

z (r*v9), - 87| = Z[ r"’Ef ¢C)] 2 (r*ve), T, @47)

ja merkitsemdlld lyhyesti geometrista diffuusiokerrointa yhteydelld Dy = Ef/dcp, saa-

daan summatermi (2.47) lopulliseen muotoon

n(f) n(f) n(f)
z [-(r*vg), ;] = z [T Dr (e — be)] + Z [-(r*ve), 1] (2.48)
f=1 f=1 f=1

Ottamalla huomioon alkuperdisen diffuusioyhtilon sisdltima ldhdetermi, voidaan kirjoit-
taa edelld mainittujen yhteyksien avulla jokaiselle kontrollitilavuudelle yhtdlo

n(F)

ache + z ardr = be, (2.49)
F=1

jossa n(F) kuvaa kontrollitilavuuden naapureiden lukumééraa. Tarvittavat a.- ja ag-ker-
toimet saadaan geometristen diffuusiokertoimien avulla, eli diagonaalikerroin yhteydesti

n(f)

a, = z ¢, (2.50)
f

ja naapurikertoimet yhteydesta
ar = -T?D (2.51)
F f f . .

Oikeanpuoleiseen vakiokertoimeen b, voidaan lisiti ldhdetermin ja myds epiortogonaa-
lisuuden aiheuttama lisdtermi, jolloin saadaan

n(f)
be = Q2Ve + Z [(r4vg), - 7). (2.52)
=1

Epéortogonaalisuus aiheuttaa kuitenkin sen lisdvaivan, ettd yhtiloista (2.49) saatava yh-
tdloryhma on ratkaistava iteratiivisesti hyddyntdmalld esimerkiksi alirelaksoinnin periaa-
tetta. (Moukalled et al. 2016, 245-257) Tédhin periaatteeseen palataan tydssd hieman
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my6hemmin. Tulokset (2.50-2.52) ovat yleisid, ja nditd voidaan soveltaa tarpeen mukaan
eri yhtdloille. Ldhdetermien vaikutus otetaan kuitenkin huomioon vain kertaalleen.

Diffuusiotermin diskretisoinnissa nousi siis esille ongelma, ettd jos laskentaverkossa
esiintyy epdortogonaalisuutta, joka on pikemminkin sdénto kuin poikkeus insindorisovel-
luksissa, ei valttimattd saavuteta toisen kertaluvun tarkkuutta. Edella esitetty alirelaksoitu
menetelma on ndilld ndkymin paras tapa ottaa huomioon laskentaverkon epdortogonaali-
suus. Tamaén liséksi epdortogonaalisuuden korjaamisessa tarvittu gradientti V¢, saattaa

siséltdd oman virheldhteensi, jos tétd ei madritetd toisen kertaluvun tarkkuudella.

2.4 Gradienttitermi

Edellisessd osiossa nousi esille tarve madrittad gradientti V¢ tarkasti. Jos halutaan ylla-
pitda diskretisoinnin toisen kertaluvun tarkkuutta, tulee myds gradienttien olla toisen ker-
taluvun tarkkuudella laskettuja. Tasté syysti tissd osiossa esitetdéin kaksi eri menetelmad
gradienttien laskemiseen, ensin Greenin—Gaussin menetelméd ja mydhemmin pienimmén
nelidsumman menetelma.

Greenin—Gaussin lauseen nojalla kontrollitilavuuden yli muodostettu tilavuusintegraali
voidaan muuttaa pintaintegraaliksi, minké seurauksena gradientin tilavuusintegraali voi-
daan lausua muodossa

f VodV = ¢ ¢dS, (2.53)
74

av

ja kontrollitilavuuden yli olevalle keskimiiriiselle gradientille voidaan olettaa péatevian

VoV = f VodV . (2.54)
14
Kontrollitilavuuden keskiméérdinen gradientti saadaan edelld mainittuja ominaisuuksia
(2.53) ja (2.54) hyodyntéen pintaintegraalista

1
Voc =39 &Sy, (2.55)
cJov

ja lyhyesti merkitsemélld keskiméérdistd gradienttia ilman yldviivaa saadaan se diskreet-
tiin muotoon

n(f)

1
Voo = Vz ¢Sy, (2.56)
°F
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mutta yhtdlossd (2.56) esiintyvien kontrollitilavuuksien vélisten rajapintojen pintakeski-
oiden ¢ -arvot ovat kuitenkin vield tuntemattomia. Téstd syystd gradientin laskeminen
hieman hankaloituu. (Moukalled et al. 2016, s. 244-245) Greenin—Gaussin gradientin
(2.56) tarkkuutta tarkastellaan mydhemmin tdssé luvussa. Keskitytdan nyt siihen, ettd mi-
ten gradientissa esiintyvit ¢s-arvot perinteisesti maéritetdén Greenin—Gaussin menetel-

malla.

Mikaili mielenkiinnon kohteena olevan kontrollitilavuuden keskipisteen ¢--arvo ja myos
kontrollitilavuutta ympérdivien naapureiden ¢p-arvot tunnetaan, voidaan muuttujan ¢y-

arvo interpoloida kontrollitilavuuksien véliselle rajapinnalle yhteydesta

¢r = gchc + (1 — gc)Pr, (2.57)

jossa interpolaatiokertoimelle g. saadaan arvo lausekkeesta

e =xgll iy
¢ Ixp —xcll  dpc

(2.58)

tunnettujen etdisyyksien dps ja dp¢ avulla. Huomionarvoista on, ettd interpoloinnilla saa-

vutetaan toisen kertaluvun tarkkuus vain siind erikoistapauksessa, jos pintakeskio ja kes-
kipisteiden vilille muodostettu suora kohtaavat, jota todellisuudessa on vaikea saavuttaa.
(Moukalled et al. 2016, s. 275-276)

Kuva 2.3 Kontrollitilavuuksien vdlisen pinnan vinouma (Moukalled et al. 2016, s. 254)

Tahén asti johdetuissa yhtéloissé on oletettu, ettd kahden kontrollitilavuuden keskipisteen
vélinen vektori d.r kulkee ndiden vilisen pinnan pintakeskion lapi. Jos néin ei kdy, voi-
daan Moukalled et al. (2016, s. 254) mukaan tdméd vinouma ottaa huomioon gradienttiin
pohjautuvalla korjauksella

br =p + (VP)y, - dpr, (2.59)

jossa dys ¢ kuvaa leikkauspisteen ja todellisen pintakeskion vilistd vektoria ja (V¢) 7, leik-

kauspisteen gradienttia, joka taytyy vield erikseen interpoloida leikkauspisteeseen f'. Vi-
nouman aiheuttamaa lisdhaastetta gradienttimenetelmille on havainnollistettu kuvassa
2.3.
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Vinouman vuoksi gradientti ja sen laskemisessa tarvittavat rajapintojen ¢¢-arvot on rat-
kaistava iteratiivisesti. Iteratiivisessa menettelyssé voidaan léhted liikkeelle pinnan nor-
maalin suuntaisen yksikkdvektorin n ja vektorin dgrr = X — Xg, vilisestd ortogonaali-

suusehdosta
(xf —x;) - n=0. (2.60)

Koska leikkauspiste f’ on pisteiden C ja F viliselld suoralla, ja samalla yksikkdvektorin
e suuntainen, voidaan hyddynté titd tietoa muodostamalla vektori leikkauspisteen [ ja
keskipisteen C vilille, minki seurauksena

desr = (Xp — X¢) = i€, (2.61)

missd ny on jokin kerroin. Yhdistimélld molemmat ehdot saadaan vektorille Xf, lauseke

Xp = e. (2.62)

Rajapinnan ¢¢-arvo sen todellisessa pintakeskiossd saadaan nyt yhtélosté
br =9c [¢C + (Vo) - (Xf - Xc)] +(1- gc)[‘.'bF + (Vo)r - (Xf — XF)]

=¢r +gc(VP)e - (xr —x¢) + (1 — go) (VP)r - (X7 — X£), (2.63)

jossa kaksi viimeistd termid ovat vinoudesta johtuvat korjaustermit. Korjauksessa tarvit-
tava interpolointikerroin saadaan yhteydesta

_xe =%l _ deys
Ixr —xcll  dpc

c (2.64)

Gradientti on edelld johdetun ansiosta mahdollista ratkaista iteratiivisesti aloittaen yhté-
16std (2.57) ja laskemalla tdstd saaduilla arvoilla gradientti tuloksesta (2.56). Téhan voi-
daan tehdi lisdkorjaus yhtdlon (2.63) avulla, misti saatujen parannettujen arvojen perus-
teella voidaan taas madrittad uusi tarkempi gradientti tuloksesta (2.56). Menetelméén on
kuitenkin myos toisia vaihtoehtoja. Esimerkiksi leikkauspiste f’ voidaan pakottaa kes-
kelle pisteiden C ja F vilistd suoraa. Kolmantena mahdollisuutena on valita piste f' siten,
ettd vektorin Xy — Xz, pituus on mahdollisimman pieni. (Moukalled et al. 2016, s. 277
280) Kysymykseksi nousee, miten tarkka Greenin—Gaussin gradienttimenetelméa on to-
dellisuudessa ja voidaanko toisen kertaluvun tarkkuus saavuttaa muissa kuin alkeista-
pauksissa.

Greenin—Gaussin menetelmén voidaan todistaa olevan kertalukua min(s, 1), jos lasken-
taverkon tihentdmisen ansiosta sen vinouma viahenee nopeudella O (h®). Yleisesti sddn-
nollisissd laskentaverkoissa vinouman ajatellaan vdahenevan nopeudella O (h), eli tilloin
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gradienttimenetelmi kykenee vain ensimmdisen kertaluvun tarkkuuteen. Greenin—Gaus-
sin gradientin erikoispiirteend on kuitenkin sen hyva tarkkuus sdédnnoéllisissé laskentaver-
koissa, koska Taylorin sarjakehitelmén avulla voidaan todistaa vastakkaisten pintojen ai-
heuttamien virheiden kumoavan toisensa, jolloin Greenin—Gaussin gradienttimenetelmén
kertaluku on parhaimmillaan O(h?). Titi ei voida yleistid esimerkiksi laskenta-alueen
reunamille, koska néilld alueilla sdédnnollisessd laskentaverkossa esiintyy epakeskeisyytti
Y, ja timd voidaan madrittdd yhteydesta

%, — my |
Y= ——, 2.65
e =l (2:65)
jossa my kuvaa kontrollitilavuuksien keskipisteiden avulla saatua vektoria
1
mf = E(XC + XF)' (266)

Greenin—Gaussin menetelmén tarkkuus voidaan havaita karsivan reunamilla, koska néilla
esiintyy kaavan (2.65) mukaista epikeskeisyyttd. Reunoilla laskentasolmu sijoitetaan
reunapinnan keskelle, eikd tilavuuden keskelle, kuten laskenta-alueen sisélld voidaan
tehdd. Seindmaéllé ei voida my0dskédn kayttid toisen kertaluvun tarkkuudella interpoloitua
arvoa, jolloin voidaan todistaa menetelmin virheen pienenevian nopeudella O(h). Jos
kahden kontrollitilavuuden vélisen pinnan leikkauspisteestd on sama matka molempien
kontrollitilavuuksien keskelle, eli yhtdlon (2.65) mukainen epékeskeisyys on nolla, toisen
kertaluvun tarkkuus palautuu. (Syrakos et al. 2017, s. 3-8)

/ F;
o
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/

Kuva 2.4 Sddnnollisistd nelikulmioista kolmioitu laskentaverkko, jossa Greenin—Gaussin
gradientti menettdd tarkkuuttaan. Mukailtu lihteestd (Syrakos et al. 2017, s. 8).

Toinen ongelma voidaan saada esille, jos esimerkiksi 2D-tapauksessa sddnnolliset neli-
kulmiot pilkotaan diagonaalisesti kahdeksi kolmioksi, ja vaikka lopputuloksena on ilman
vinoumaa tai epakeskisyyttd oleva laskentaverkko, odotettu toisen kertaluvun tarkkuus
menetetddn ja menetelmd on vain ensimmaistd kertalukua. Epdsdannollisen laskentaver-
kon tapauksessa tilanne on vieldkin haastavampi, silld vinouskorjaamattoman gradientin
virhe ei suppene ja tilanne paranee vasta, jos suoritetaan n kappaletta korjausiteraatioita,
kunnes gradientti suppenee oikeaan arvoonsa. Télloin menetelmin tarkkuus palautuu ta-
solle O(h). Taustalla on ajatus, ettd tdysin epasddnnollisten laskentaverkkojen vinouma
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pienenee, mutta ei valttdméttd suppene mihinkdin tiettyyn arvoon, koska luodut lasken-
taverkot ovat similaarisia riippumatta niiden tiheydestd. (Syrakos et al. 2017, s. 8-10)
Edelld mainittua tapausta, jossa Greenin—Gaussin gradienttimenetelmén toimivuus karsii,
on havainnollistettu kuvassa 2.4.

Greenin—Gaussin gradientin sijaan on mahdollista ratkaista gradientti V¢ . suoraan pie-

nimmaéin nelidsumman menetelméilld olettamalla kontrollitilavuuden sisille lineaarinen
variaatio

¢r = dc+ (Vo) - (Xp — Xc). (2.67)

Esille nousee kuitenkin ongelma, koska yhteydestd (2.67) saatava yhtéldiden méérd on
pienempi kuin jokaista kontrollitilavuutta ympérdivien naapureiden lukumiérd. Tastd
syysté gradientin V¢ . ratkaisemista varten on muodostettava kohdefunktio

n(k)

Ge = ) {wiltr, = Gc + e - der)]’), (2:69)

k=1
ja avaamalla sen termit saadaan minimoitavaksi funktioksi

n(k)

2
) {Wk 00 - (550 (52),+9(32) 24 () )| } 2.70)
Funktiossa (2.70) kéytetdén yhteyksié

Apy = ¢Fk — ¢¢

Axy = dcp, - 1

Ay, = dcpk “J

Az = d¢p, - K, (2.71)

jawy on painokerroin, jonka avulla voidaan hienosédtad, miten paljon kontrollitilavuuden
yksittdisilld ldhinaapureilla on vaikutusta gradientin arvoon. (Moukalled et al. 2016, s.
285-286)

Kohdefunktiossa (2.70) muuttujina ovat gradientin komponentit d¢p/dx, d¢/dy ja
d¢/0z, joten minimin olemassaolon vélttimaton edellytys on

G G G
C =~ - 9 (2.72)

(5 @) oG
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ja minimiehdoista (2.72) saadaan nyt kolme ratkaistavaa yhtdlod derivoimalla funktiota
G, minkd seurauksena saadaan yhtaloryhma

Z {2 A - Ap, + A (a¢) +A (8(],’)) A (6(]5) } 0
wi Ax;, |— X, | =— Vi |l =— Zi |\ =— =

k=1 “ “ B * * ax C 4 ay I k aZ ol
< | 29 09\ . (99)

2w Ay | —Ady + Ax (—) + Ay (—) Az (—) } =0
kZl { kBYk _ k k\Gx c k dy/, k\ 3, |
n(k)

¢ ¢ d¢
Z ZWRAZk _Ad)k + Axk (a)c + Ayk (@) AZk (E)C = 0. (273)
k=1 c
Yhtélot (2.73) voidaan kasata helpommin kasiteltdvaidn matriisimuotoon
n(k) n(k) n(k) rn(k) 1
Z WkAxkAxk Z WkAxkAyk Z WkAxkAZk B a(l) ) Z WkAxkAd)k
k=1 k=1 k=1 (%)C k=1
n(k) n(k) n(k) ad) n(k)
Z Wi Ay Axy z Wi Ay Ay z Wi Ay Azy (E) - Z Wi AyAdy |
k=1 k=1 k=1 ¢ k=1
nk) n(k) nk) (@) n(k)
Z WkAZkAxk z WkAZkAyk Z WkAZkAZk - aZ c- z WkAZkAd)k
L k=1 k=1 k=1 L k=1
(2.74)

jolle saadaan ratkaisu lineaarialgebran keinoin, esimerkiksi kddntdmalld vasemmanpuo-
leinen kerroinmatriisi. (Moukalled et al. 2016, s. 286—-287) Pienimmén neliésumman
menetelmi on selkedsti monimutkaisempi tapa ratkaista gradientti, mutta menetelma on
ehdottomasti kdyttimisen arvoinen kuten seuraavaksi ilmenee.

Pienimmaén neliosumman menetelmélld saatu gradientti on merkittdvisti Greenin—Gaus-
sin menetelmalld saatua gradienttia tarkempi esimerkiksi epasdédnnollisen laskentaverkon
tapauksessa. Pienimmaén neliosumman menetelmén tarkkuuden voidaan todistaa olevaan
vahintddn O(h) kaikille laskentaverkkotyypeille, myds epasdanndllisille mielivaltaisille
3D-monikulmioille. Molempien menetelmien toimivuutta voidaan tarkastella laskemalla
yksinkertainen malliongelma ¢ = tanh(x) tanh(y) kuvan 2.5 mukaisissa laskentaver-
koissa, joissa laskentatilavuuksien (tdssd tapauksessa pintojen) muodot ovat tiysin epé-
sadnndllisid. Osoittautuu, ettd pienimméin nelidsumman menetelmi kykenee laskemaan
gradientin siten, ettd virheen pienenemisnopeus on O (h) sekd maksimivirheen ettd kes-
kivirheen osalta. Sen sijaan Greenin—Gaussin menetelmén virhe ei pahimmillaan suppene
lainkaan. [lmid voidaan selittdd silld, epidsdanndllisten laskentaverkkojen vinouma tai
epikeskeisyys ei merkittidvasti pienene laskentaverkkoa tihennettdessd. (Syrakos et al.
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2017, s. 25-27) Kuvassa 2.6 on esitetty edelld mainittu menetelmien eroavaisuus, missé
siniset viivat vastaavat eri painokertoimilla w, saatuja tuloksia. Lisdksi punaisella ndkyva
d, vastaa korjaamatonta Greenin—Gaussin menetelmdi, d, yhden korjausiteraation me-
netelméé ja d, vastaavasti kahden korjausiteraation menetelmaa.

FAREN

s

(a) r=0 (b} r=1 (c) r=2

Kuva 2.5 Gradienttimenetelmien tutkimisessa kdytettyjd laskentaverkkoja (Syrakos et al.
2017, s. 26)

Vaikka keskivirhe pieneneekin varsin hyvin kéytettdessd kahta korjausiteraatiota Gree-
nin—Gaussin menetelméssd, Syrakos et al. (2017, s. 30) huomauttaa, ettd esimerkiksi yk-
sinkertaisen Poissonin yhtdlon ratkaisemisessa pienimmén nelidsumman menetelma on
laskennallisesti halvempaa kuin vain yhtd korjausiteraatiota kiyttdvd Greenin-Gaussin
menetelmd. Téstd syystd voidaan pitdd jirkevdna pienimmain nelidsumman menetelmén
kéayttod ja tatd sovelletaankin mydhemmin tdssé tydssd. Alun perin ilman painokertoimia
olevan menetelmin on esittinyt Muzaferija & Gosman (1997, s. 769-771) adaptiivisen
kontrollitilavuusmenetelmén yhteydessé, joten menetelmi vaikuttaa varsin lupaavalta
myo0s tdmin tyon kannalta.
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{a) mean error, Tmean (b) maximum error, Tmax

Kuva 2.6 Pienimmdn neliosumman menetelmdn ja Greenin—Gaussin menetelmdn keski-
mddrdisen virheen ja maksimivirheen kdyttdytyminen (Syrakos et al. 2017, s. 27)
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Pienimmaén nelidsumman menetelmai ei kuitenkaan ole tdysin ongelmaton, vaikka mene-
telmén edut ovat selvét. Syrakos et al. (2017, s. 21-25) nostaa esille kuvan 2.7 mukaisen
ongelmatapauksen, jossa kontrollitilavuus toimii erikokoisten kontrollitilavuuksien vli-
send rajapintana, miké johtaa siihen, ettd painokertoimien vuoksi esimerkiksi kuvan 2.7
vasemmanpuoleisessa tapauksessa gradienttiin painotetaan enemmain pienempien lasken-
tatilavuuksien vaikutusta kuin suurempien. Téstd syystd painokertoimiin kannattaa pa-

neutua pikaisesti.
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Kuva 2.7 Rajapintakontrollitilavuuksien aiheuttama haaste pienimmdn neliésumman me-
netelmdlle. Mukailtu lihteestd (Syrakos et al. 2017, s. 23).

Tyypillisesti pienimmén neliosumman menetelméssa kaytetdén painokertoimina kontrol-
litilavuuksien vélisen etdisyyden kdédnteisarvoa ||xz — X || korotettuna johonkin potens-
siin g, eli

1

_ 2.75
Xy — %l (2.75)

Wi =

Tésta johtuen ldhempéna kontrollitilavuuden keskipistettd olevien naapureiden vaikutus
lisddntyy, miké ei aina ole hyddyllistid. Asettamalla ¢ = 1 menetelmé luonnostaan pai-
nottaa kaikkia tasapuolisesti. Sen sijaan valitsemalla g = 2 saadaan suurempi vaikutus
lahelld olevista kontrollitilavuuksista. Mikéli menetelmai halutaan kéyttdd ilman pai-
nofunktioita, valitaan g = 0, minké seurauksena menetelmé painottaa kauempana olevia
kontrollitilavuuksia enemmin kuin ldhelld olevia. Erikoistapauksessa g = 3/2 voidaan
saada tarkkuudeltaan toisen kertaluvun menetelmad, jos kontrollitilavuuden naapurit ovat
aina pareittain vastakkaisilla puolilla kontrollitilavuutta. Néin voi kdyda esimerkiksi sdén-
nollisten laskentaverkkojen tapauksissa. Tétd ominaisuutta ei voi kuitenkaan yleistié kai-
kille laskentaverkkotyypeille. (Syrakos et al. 2017, s. 14-15)
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2.5 Konvektiotermi

Tahian mennessd on saatu muodostettua sekd diffuusiotermeille ettd gradienteille toisen
kertaluvun menetelmat, joiden tarkkuus on mahdollisimman riippumaton laskentaverkon
muodosta. Seuraavaksi keskitytdankin skalaarimuuttujan differentiaaliyhtdlon konvektio-
termin diskretisointiin tarkastelemalla yksinkertaistettua konvektio-ongelmaa.

Kuva 2.8 Mielivaltaisten kontrollitilavuuksien vdlinen rajapinta f (Moukalled et al. 2016,
5. 457)

Tarkastellaan yhtilosti (2.1) muodostettua stationddristd konvektiivista ongelmaa
V- (pug) = Q%, (2.76)
jonka diskretiksoiduksi muodoksi voidaan johtaa

n(f)
> (oue); -5 = 02V 2.77)
f=1

Yhtilossd vasemmalla puolella esiintyvé termi (pu) s - Sf voidaan tunnistaa itse asiassa

kahden kontrollitilavuuden vélisen rajapinnan f l&pi menevéksi massavirraksi, eli
Sijoittamalla diskretisoituun yhtdloon massavirran lauseke saadaan yksinkertainen muoto

n(f)
> iy = 02V, (2.79)
=1

jossa konvektiotermi muodostetaan massavirtojen 771 ja rajapintojen arvojen ¢y avulla.

Lopulta konvektio-ongelmasta saadaan jokaista kontrollitilavuutta kohden yhtalo
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n(F)

ache + Z ar¢r = bc. (2.80)
F

Yhtilossa (2.80) esiintyvid kertoimia a. ja ar ei voida suoraan lausua arvojen ¢, ja ¢p
perusteella kuten diffuusiotermin tapauksessa, vaan kertoimet ovat konvektiomenetel-
misté riippuvia. Erddné vaihtoehtona on muodostaa kertoimet alavirran painokertoimien
menetelmilld, eli DWF-menetelmilld (engl. Downwind Weighing Factor Method).
(Moukalled et al. 2016, s. 456—463) Kontrollitilavuuksien vilistd rajapintaa on havain-
nollistettu kuvassa 2.8.

Edelld mainitusta syystd tdssd tyossd ei sen enempad keskitytd kertoimien a. ja ap méa-
rittdmiseen konvektiotapaukselle, vaan riittid, ettd ymmaérretdin konvektiotermin diskre-
tisoinnin johtavan kyseisiin kertoimiin, jotka voidaan lisitd diffuusiotermeistd saataviin
kertoimiin. Luonnollisesti 1dhdetermid ei diskretisoida moneen kertaan, jos timé on jo
aiemmin suoritettu. Seuraavaksi tutustutaan erilaisiin konvektiomenetelmiin, joilla tarvit-
tavia rajapintojen ¢ s-arvoja voidaan madrittda.
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Kuva 2.9 1D-laskentaverkko ja konvektiotermin lineaarinen variaatio kontrollitilavuuk-
sien vililld (Moukalled et al. 2016, s. 370)

Yksinkertainen tapa tutkia yleisempien konvektiotermin diskretisointimenetelmien toi-
mivuutta on ratkaista konvektio- ja diffuusiotermit sisiltivé yksidimensionaalinen yhtélo

d(pup) d d¢
_ % (re _) —0, 2.81
dx dx ( dx ( )
jolle tunnetaan analyyttisend ratkaisuna
¢_¢W ePeLx—wa_ 1
= . (2.82)

br —dw  ePer—1
Analyyttisessi ratkaisussa ilmeneva dimensioton Pécletin luku saadaan yhteydesté

pul

PeL :F—d),

(2.83)
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jossa esiintyvéd L = xg — xy, kuvaa itdnaapurin ja ldnsinaapurin védlimatkaa. (Moukalled
etal. 2016 s. 366—367) Koska analyyttinen ratkaisu tunnetaan, voidaan verrata numeerista
ratkaisua ja analyyttistd ratkaisua keskenéén ja saada ainakin jonkinasteinen ymmérrys
konvektiomenetelmien toimintaan, joilla kontrollitilavuuksien vélisten rajapintojen ¢ -

arvoja pyritdin ratkaisemaan. 1D-malliongelmaa on havainnollistettu kuvassa 2.9.

Yhtélo (2.81) voidaan ratkaista numeerisesti integroimalla se kontrollitilavuuden yli ja
olettamalla muuttujalle ¢ lineaarinen profiili kontrollitilavuuksien vilille kuvan 2.9 esit-
tdmailla tavalla. Lineaarisen profiilin avulla rajapinnan arvo saadaan yhteydesta

(¢ — Pc)

(xg — x¢)

e = ¢c + (xe — x¢), (2.84)
joka yleisesti tunnetaan Taylorin sarjakehitelmien perusteella toisen kertaluvun interpo-
lointimenetelmédksi. Tdmin avulla voidaan johtaa ratkaisu

Pey
¢c—¢w=e 2 -1
¢ — Py efer -1’

(2.85)

mutta valitettavasti lineaarisen profiilin kiyttdminen aiheuttaa kuvan 2.10 mukaisen on-
gelman. Numeerinen ratkaisu vastaa tarkkaa ratkaisua vain hyvin pienilld Pécletin lu-
vuilla ja kasvaa rajatta, eiké siten rajoitu vélille [0,1], kuten analyyttinen ratkaisu. Tastéd
syystd lineaarisen interpolointimenetelmén voidaan sanoa tuottavan epéfysikaalisia tu-
loksia. (Moukalled et al. 2016 s. 368—373) Vaikka kyseessé onkin toisen kertaluvun me-
netelmi, nousee kysymys, voidaanko 16ytdd parempi vaihtoehto, joka estéd edelld maini-
tun rajapintojen epifysikaalisuuden ja sdilyttdd toisen kertaluvun tarkkuuden.

——  Euadd salulion

15 i " cpirl differcnce scheme soluticn

—&——  Upwind scheme solution

Kuva 2.10 Keskeisdifferenssimenetelmdn, yldvirran menetelmdn ja analyyttisen ratkai-
sun vertailu (Moukalled et al. 2016, s. 378)

Toisena vaihtoehtona lineaariselle interpoloinnille on olettaa kuvan 2.11 mukaisesti as-
kelittain muuttuva, pisteestd C katsoen aina yldvirrasta (engl. upwind) haettu profiili
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¢c, me >0 ¢c, my, >0

te=loe w20 P =l m <0 (2:86)

missi m, ja m,, ovat rajapintojen ldpi menevid massavirtoja. Yldvirran suunta voidaan
paételld massavirran etumerkisti. Profiilien (2.86) kdyttdminen johtaa numeeriseen rat-
kaisuun

¢C —_ ¢W . 2 + maX(_PeL, 0)
¢r —dyw 4+ max(—Pe;,0) + max(Pe,,0)’

(2.87)

jonka voidaan havaita aina rajoittuvan vilille [0,1], kuten kuva 2.10 osoittaa. Menetelmén
tarkkuus on kuitenkin heikko, kun titi verrataan analyyttiseen ratkaisuun, koska numee-
rinen ratkaisu vastaa analyyttistd tulosta vain erittdin pienilla Pécletin luvuilla. (Moukal-
led et al. 2016 s. 376-378)

Lineaarisen interpoloinnin eli keskeisdifferenssimenetelmin heikkoa suorituskykya voi-
daan selittd silla, ettd konvektio on luonnostaan hyvin suunnasta riippuvaa. Olettamalla
lineaarinen variaatio pisteiden C ja E vilille tehdddn implisiittinen oletus, ettd molem-
milla pisteilld on yhtd suuri vaikutus ndiden vilisen rajapinnan arvoon, kuten diffuusion
tapauksessa voitiin olettaa. Todellisuudessa suuntariippuvuuden takia ylavirran arvolla
on suurempi vaikutus kuin alavirran arvolla. Téstéd syystd askelmainen yldvirran profiili
toimii paremmin, kun Pécletin luku kasvaa. Voidaan todistaa, etti keskeisdifferenssime-
netelmi johtaa epifysikaalisiin tuloksiin, kun Pe > 2.(Moukalled et al. 2016, s. 373-375)
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Kuva 2.11 Ylivirran menetelmd (Moukalled et al. 2016, s. 376)

Taylorin sarjakehitelmien avulla on mahdollista saada selville keskeisdifferenssimenetel-
min ja yldvirran menetelmédn diskretisointivirhe malliongelman (2.81) tapauksessa.
Osoittautuu, ettd keskeisdifferenssimenetelmén virhe pienenee nopeudella O(h?) mutta
ylévirran menetelméd vain O(h), minka seurauksena yldvirran menetelma aiheuttaa rat-
kaisuun numeerista diffuusiota. Stabiiliustarkastelun jélkeen kuitenkin huomataan, ettid
yldvirran menetelmd on aina stabiili, eivitkd numeeriset virheet voi kasvaa laskennan ai-
kana rajatta. Keskeisdifferenssimenetelmille tétd ominaisuutta ei voida taata edes yksin-
kertaisessa 1D-tapauksessa, jos Pécletin luku on suuri. (Moukalled et al. 2016, s. 380—
388)
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Kolmantena vaihtoehtona on hyddyntéé lineaarista ekstrapolointia, jossa painotetaan yla-
virran arvoja kuvan 2.12 mukaisesti. Profiilina voidaan télloin kdyttaa

(bc — ¢u)

e —x0) (xr — x¢), (2.88)

¢r =¢c +
jossa U kuvaa yldvirran kontrollitilavuuden keskipistettd ja C normaalisti mielenkiinnon
kohteena olevan kontrollitilavuuden keskipistettd. Menetelmdd kutsutaan lineaariseksi
ylavirran menetelméksi, jolla saavutetaan toisen kertaluvun tarkkuus, eli menetelmén

virhe pienenee nopeudella O(h?). Menetelmi on myds stabiili malliongelman tapauk-
sessa. (Moukalled et al. 2016, s. 388-392)
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Kuva 2.12 Lineaarinen yldvirran menetelmd (Moukalled et al. 2016, s. 390)

Lukijalle voi tdssd vaiheessa tulla kysymys, eiko lineaarisen ekstrapoloinnin sijaan voisi
sovittaa toisen tai kolmannen asteen kdyrid esimerkiksi pisteiden U, C ja D vilille, jolloin
virhe pienenisi ainakin nopeudella O (h?). Niin voidaankin tehdd, ja toisen asteen kiyrii
hyddyntivd menetelmi yleisesti tunnetaan QUICK-menetelména (engl. Quadratic Up-
stream Interpolation for Convective Kinematics), mutta Moukalled et al. (2016, s. 392—
395) huomauttaa QUICK-menetelmin olevan stabiili vain hyvin yksinkertaisissa 1D-ta-
pauksissa.

Yleisesti Swebyn (1984, s. 997-998) mukaan kaikki ensimmadistd kertalukua tarkemmat
konvektiomenetelmaét aiheuttavat tulosta vairistelevaa oskillaatiota numeeriseen ratkai-
suun siind esiintyvissd epédjatkuvuuskohdissa, ellei menetelmin voida todistaa olevan sel-
lainen menetelmad, joka takaa ratkaisun totaalivariaation

TV(p2) = X [ — o™ (2.89)
pienenevin aika-askeleiden vililla, eli toisin sanoen totaalivariaatioehto
TV(ptA8) < TV(¢Y) (2.90)

takaa ratkaisun suppenevan fysikaalisesti oikeaan ratkaisuun. Tdmin seurauksena kon-
vektiotermin diskretisointi vaatii tdysin erilaista ndkokulmaa, eikd vain keinoa, jolla in-
terpoloidaan tai ekstrapoloidaan rajapintojen pintakeskididen ¢s-arvot.
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TVD-ehdon (engl. Total Variation Diminishing ) toteuttavien menetelmien ideana on joh-
taa ylemmaén kertaluvun konvektiomenetelmasté sellainen muoto, jossa fysikaalisuus voi-
daan taata hyodyntdmélld vuorajoittimien (engl. flux limiter) periaatetta. Vuorajoittimelle
kaytetddn funktiota 1, = (1), jossa esiintyvi rajoitinparametri 13, saadaan lineaarisen
skalaariyhtélon tapauksessa kahden perdkkiisen gradientin suhteesta, eli

Vo,
ro= Pz 2.91)
Vdii1)2
Pitkéllisen yhtdloiden johtamisen jdlkeen saadaan vuorajoittimelle TVD-ehto
T
0< (1’05 k),¢(rk)> <2, (2.92)
k

miké graafisesti esitettynd on kuvan 2.13 mukainen alue. Tdmén seurauksena vuorajoit-
timen Y (13,) voidaan taata olevan TVD-alueella, kun se téyttda ehdot

0’ Tk < O,

min(2r,2), 1, >0, (2.93)

Y1) = {
minké perusteella menetelmé redusoituu ensimmaisen kertaluvun menetelméksi minimi-

ja maksimipisteiden ldheisyydessd, kun gradientti vaihtaa merkkid, jolloin 7, < 0.
(Sweby 1984, s. 999-1000) Kysymykseksi nousee, voidaanko koko TVD-alue kayttda
hyddyksi ja miten tima ylipaataan tapahtuu.

Y=
TVD-alue

A
PY(ry)

A

1

Kuva 2.13 Vuorajoittimien TVD-alue. Mukailtu lihteestd Sweby (1984, s. 1001).

Liahtokohtaisesti vuorajoitin kannattaa formuloida siten, ettd menetelma kykenee piiasi-
assa toisen kertaluvun tarkkuuteen ja tdyttdd samalla myos TVD-ehdon. Haluttu toisen
kertaluvun alue saadaan, kun vuorajoitin muodostetaan vuorajoittimien ¥ (r;) =1 ja
Y (ry) = 1y painotettuna keskiarvona. Vuorajoittimen tulee kuitenkin aina kulkea pisteen
(1,1) kautta. (Sweby 1984, s. 1000-1001) Itse asiassa Moukalled et al. (2016, s. 447—448)
mukaan (1) = 1 rajoitin kuvastaa keskeisdifferenssimenetelmaé ja () = 1y lineaa-
rista ylavirran menetelmii. Kyseiset rajoittimet on esitetty kuvassa 2.13.
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Seuraavana ongelmana on selvittdd, miten vuorajoitin muodostetaan rajoittamaan raja-
pintojen vilisid arvoja. Sweby (1984, s. 1002) ehdottaa aiemmin mainittujen ominaisuuk-
sien perusteella toisen kertaluvun TVD-alueella paloittain jatkuvaa vuorajoitinta

Y (1) = max[0, min(Ory, 1), min(ry, )], (2.94)

jossa @-parametri voidaan valita vapaasti vdliltd 1 < © < 2. Kuvassa 2.14 on esitetty ky-
seinen toisen kertaluvun TVD-alue, Swebyn rajoitinfunktio ja myds toinen suosittu Van
Leerin rajoitinfunktio. Pelkkéd vuorajoittimen formulointi ei vield vie 1dhemmaéksi raja-
pintojen arvojen madrittimistd, vaan vuorajoittimella saatiin varmistettua konvektioter-
min fysikaalisuus.

A A
Y(r) P ()
2 2
(5] I
n . . “::‘\‘\\\\\\\\\\\\\\\\\
i o | > . ] ] ] >
170, 2 3 Tk 1 2 3 Tk
Swebyn vuorajoitin Van Leerin vuorajoitin

Kuva 2.14 Swebyn ja Van Leerin ehdottamat rajoitinfunktiot. Mukailtu ldihteestd (Sweby
1984, 5. 1002).

Kontrollitilavuuksien vélisten rajapintojen arvot voidaan TVD-viitekehyksessd maarittaa
ylavirran menetelmén ja tdhan lisdttdvan vuomaisen termin yhdistelména, eli yhteydesta

1
¢r = ¢ + Elp(rk)(d)D —¢c), (2.95)
jossa kahden perdkkiisen gradientin suhde on esimerkiksi 1D-tapauksessa

¢c — ¢y
¢p — Pc

e = (2.96)
Mikili vuorajoitin asetetaan TVD-alueen sisélle, konvektiomenetelmén voidaan tilldin
luottaa tuottavan fysikaalisia tuloksia. Erikoistapauksissa 1(r;,) = 0 saadaan palautettua
perinteinen yldvirran menetelméd, (r,) = 1 lineaarinen yldvirran menetelma ja kes-
keisdifferenssimenetelma, kun valitaan ¥ (r;) = 1. Ongelmana perinteisissdé menetel-
missd on se, ettd vain yldvirran menetelma rajoittuu TVD-alueelle, sen sijaan muut me-
netelmat ovat osittain TVD-alueen ulkopuolella. (Moukalled et al. 2016, s. 444—-448)

Erilaisia rajoitinfunktioita on lukuisia, eiké nditd ole mielekésta esitelld timén enempéda,
koska TVD-menetelmilld on omat heikkoutensa. Sweby (1984, s. 1003) nostaa nimittdin
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esille, ettd TVD-menetelmid kéytettdessd tulee tdyttdd Courant—Friedrichs—Lewy-ehto.
Jasakin (1996, s. 100) mukaan tdmai kuitenkin kdytdnnossd tarkoittaa sitd, ettd kdytetyn
aika-askeleen suuruus voi vaikuttaa esimerkiksi stationdiritilanratkaisuun, joten parem-
pana ratkaisuna on siirtyd kayttiméaén normalisoidun muuttujan menetelmai (engl. Nor-
malised Variable Approach), eli lyhennettynd NVA.

Saannollisen 1D-laskentaverkon tapauksessa mikd tahansa muuttuja ¢p voidaan normali-

soida kéyttden yldvirran ja alavirran arvoja ¢ ja ¢p siten, ettd

:_ 9~y

O =—" (2.97)
ép — ¢y

Hyo6dyntdmalla yleistd tapausta (2.97) voidaan kontrollitilavuuksien rajapinnan ¢¢-arvo

lausua normalisoidussa muodossa

4=y
. (2:98)

ja vastaavalla menettelylld voidaan myds normalisoida kontrollitilavuuden keskipisteen
arvo ¢, jonka normalisoiduksi muodoksi saadaan

~ _$Pc—du
e (2.99)

NVA-menetelmén ideana on nyt rajoittaa koko laskentaverkossa ehto

by = Pc < ¢p, (2.100)
tai
by = Pc = Pp, (2.101)

mik4 varmistaa sen, ettei yksittdisen kontrollitilavuuden arvo ¢, voi kasvaa suuremmaksi
tai pienemmaksi kuin sen yld- ja alavirran naapureiden arvot ¢y ja ¢p. Hyodyntdmalla
ehtoa (2.100) yhtilo6n (2.99) saadaan normalisoidulle muuttujalle ¢, ehdoksi

0< ¢ <1, (2.102)

jota yleensd kutsutaan konvektion rajoitusehdoksi (engl. Convection Boundedness Crite-
rion), eli CBC-ehdoksi. Kyseinen ehto takaa, ettd konvektiomenetelmin tulokset pysyvit
fysikaalisina, kun rajapinnan arvo (}5} muodostetaan kiyttden muuttujaa ¢. (Jasak 1996,
s. 100-101)

CBC-ehto voidaan esittdd graafisesti kuvan 2.15 tavalla NVD-kaavion (engl. Normalised
Variable Diagram) muodossa. Mikali perinteiset konvektiomenetelmét muutetaan NVD-
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muotoon, huomataan, ettd vain yldvirran menetelma toteuttaa CBC-ehdon, kuten kuvasta
2.15 voidaan pédtelld. Muut menetelmét eivit kulje pisteiden (0,0) sekd (1,1) kautta, joten
ndité ei voida pitdd fysikaalisina. (Jasak 1996, s. 101-102) Oikealla kuvassa 2.15 aiem-
mista nimityksistd hieman poiketen UD vastaa yldvirran menetelmié, CD keskeisdiffe-
renssimenetelméd, LUD lineaarista ylavirran menetelmai, ja QUICK aiemmin esilld ol-
lutta kvadraattista mallia normaalisti. Paneudutaan tarkemmin vield sithen, miten NVA-
viitekehystd voidaan hyddyntéd mielivaltaisen muotoisille kontrollitilavuuksille.

Eﬁf A (}Ef A QUICK\
NVD-—alue LUD\ R T
1 4 1 4 /el A
| 72277 Nep
E 3/4 4 =2t :
: o :
E Yo ROZ AN
! el ! !
i s i
T —> . | i —>
Loae Az 1 g

Kuva 2.15 Vasemmalla CBC-rajoitusehto NVD-kuvaajassa ja oikealla yleisimmdit kon-
vektiomenetelmdt NVD-viitekehyksessd. Mukailtu lihteestd (Jasak 1996, s. 102).

Ongelmaksi NVA-menetelmissd muodostuu yhtdloissd (2.98-2.99) esiintyvd yldvirran
¢y-arvo, jota usein ei epdsddnnollisen laskentaverkon tapauksessa tunneta. Koska las-

kentapiste C on kontrollitilavuuden keskelld, tehddan olettamus, etti (,TEE-arvo on vililla
¢r < dc < Pf, (2.103)

jossa ¢]'f kuvaa rajapintojen arvoista suurempaa ja vastaavasti ¢r pienempéé. Oletetaan
ylavirran arvon olevan pienempi kuin alavirran arvo, jotta edelld mainitun avulla voidaan
madrittid ¢, uudelleen. Kun korvataan ¢y = ¢r ja¢p = q,');! , hormalisoidulle muuttu-
jalle saadaan lauseke

Cde—dF . b —¢c

pp = —=1—2———, 2.104
TR T (2100

joka ei sisélld endd lainkaan yldvirran tai alavirran arvoja. (Jasak 1996, s. 104-105)

Yhtélossé (2.104) esiintyvid rajapintojen arvoja ei kuitenkaan tunneta. Ratkaisuna ongel-
maan on se, ettd arvojen ¢ }’ — ¢ erotus lausutaan gradientin V¢ f avulla muodossa

(¢p — ¢c)

d dpc = gcdnc(v¢)f € (2.105)
DC

¢F —¢c =9c(pp — dc) = gc
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joka on saatu aikaan yksinkertaisella manipuloinnilla. Sijoittamalla saatu yhteys (2.105)
yhtéloon (2.104) saadaan

Fo=1 ¢F—¢c _ 1_gcdDC(V¢)f'e
c= = .

T o= (2.106)

Suorittamalla vastaavanlainen manipulaatio saadaan my0s yhtdlossa (2.106) tarvittava ra-
japintojen arvojen erotus (,‘b]ir — ¢; samanlaiseen gradienttimuotoon

of — ¢
P —p; =——de+p- = de+-(VP) - €. (2.107)
R e o fHf
Yhtilo (2.106) saadaan nyt yhteyden (2.107) avulla muotoon

. gcdnc(v¢)f -e
df+f— (V(I))C ‘e

bc=1 (2.108)

Oletetaan, ettéd piste C on kontrollitilavuuden keskelld, minki seurauksena interpolointi-
kertoimelle pitee yhteys

b xell 1l %l 1dpe-
Ixp —xcll  2MIxp —Xcll 2 dpe

c (2.109)
Sijoittamalla interpolaatiokertoimen tulos (2.109) yhtdloon (2.108) saadaan kontrollitila-

vuuden keskipisteessi tunnetulle normalisoidulle muuttujalle ¢ lopullinen muoto

$c=1- 20Vh)e e (2.110)

joka ei riipu endd lainkaan yldvirran arvosta ¢. Yhtélossi (2.110) esiintyvd (Vo) - e

tunnetaan, koska

(Vo) -e=d¢p— ¢ (2.111)

Tulos (2.110) on voimassa kaikille laskentaverkkotyypeille, myds tdysin epdsdéannolli-
sille kontrollitilavuuksille, koska tima ei endd riipu arvosta ¢;. (Jasak 1996, s. 104—-107)

NVD-menetelmi osaa normalisoituun arvoon ¢, perustuen valita, miti konvektiomene-
telmad se kayttad, mutta keskeisdifferenssimenetelméd kannattaa kuitenkin tarkkuutensa
vuoksi hyddyntid mahdollisimman laaja-alaisesti. Sen sijaan tilanteissa, joissa ¢ ei ra-
joitu CBC-ehdon (2.102) vaatimalle vélille voidaan turvautua kiyttimééan ylavirran me-
netelméd, joka varmistaa numeerisen ratkaisun olevan edelleen fysikaalinen. Keskeisdif-
ferenssimenetelman ja yldvirran menetelmén vilille tarvitaan jokin keino estdd NVD-me-
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netelmin virdhtelyt edelld mainittujen konvektiomenetelmien valilld. Téstd syystd on jér-
kevaa kayttdd keskeisdifferenssimenetelméad vain johonkin alarajaan f3,,, asti. Transitio-
alueella 0 < ¢ < B, voidaan sekoittaa keskeisdifferenssimenetelma ja lineaarista yli-
virran menetelmis sekoituskertoimen ¥,,, = ¢/, mukaisesti. Lopputuloksena saadaan
NVD-menetelmi, joka osaa laskettujen gradienttien perusteella arvioida, mitd konvek-
tiomenetelmii tulee soveltaa ja sen jdlkeen médrittdd rajapintojen arvot yhteyksistd
(2.112). Kyseistd menetelmdd voidaan kutsua Gamma-menetelméksi. (Jasak 1996, s.
107—109) Tydssi sovellettavaa Gamma-menetelméai on esitetty kuvassa 2.16.

( (l)~f: Cr 1S@
— 1 1__ —_
by =5 +5%c Bm < e <1
. P (2.112)
— 1 — —_
¢f=_%+(1+ﬁ)¢cf 0< ¢¢ <PBm
L ¢ = ¢, $c< 0

Rajoitusparametrin f3,,, valinnalla voidaan vaikuttaa Gamma-menetelméan toimivuuteen.
Mikili painotetaan menetelmén suppenemista stationdiritilanteeseen, voidaan suosia
suurempia f3,,-arvoja. Parametrin lisddminen kuitenkin lisdd numeerista diffuusiota, joten
tille kannattaa kdyttdd korkeintaan arvoa 0,5. Mikili menetelmén halutaan toimivan epé-
jatkuvuuksien yhteydessd, parametrin arvo valitaan mahdollisimman pieneksi, arvon 0,1
tuntumaan. Edelld mainituista syisté rajoitusparametri f3,,, valitaan yleensa vélilta

1

< < .

N =

koska liian pienten rajoituskertoimien valitseminen saattaa johtaa tilanteisiin, joissa me-
netelmd vaihtelee konvektiomenetelméstd toiseen iteraatioiden valilld. Merkittdvini
etuna Gamma-menetelmissa on se, ettd sen lopputulos ei riipu aika-askeleesta, eikd me-
netelmai siten kérsi aikariippuvuudesta. (Jasak 1996, s. 110-111)

Kuva 2.16 Gamma-menetelmd NVD-viitekehyksessd. Mukailtu ldhteestd (Jasak 1996, s.
110).
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2.6 Aikatermi

Tutustutaan vield lyhyesti skalaarimuuttujan differentiaaliyhtdlossa (2.1) esiintyvén aika-
termin diskretisointiin. Samalla tavalla kuin muiden termien tapauksessa, myds aikater-
mille tarvitaan toisen kertaluvun diskretisointimenetelma.

Kontrollitilavuusmenetelmalla ratkaistavien differentiaaliyhtdléiden aikatermin diskreti-
sointia voidaan tutkia yksinkertaisen ensimmadisen kertaluvun alkuarvo-ongelman

do(t) .

T f(t, @) (2.114)
avulla, mink# alkuehdoksi asetetaan ¢ (t,) = ¢°. Integroimalla molemmat puolet yhti-
16std (2.114) ajan suhteen valillé [t , t,, ;1] saadaan ratkaisuksi

tnt1

P — P = f f(t o(®)dt, (2.115)

tn

mutta ongelmaksi nousee, ettd yhtdlon (2.115) oikean puolen integraalia ei voida laskea
suoraan numeerisesti, ellei integraalia yksinkertaisteta jollakin menetelmailld. Yksinker-

taisin tapa on olettaa f (t, (1)) vakioksi valilld [t, , t,41] ja médritd sen suuruus ajan-

hetkelld t, tunnetulla arvolla ¢™. Tdmin seurauksena ajanhetkelli ¢p™*! = ¢p(t,41)
oleva uusi arvo saadaan yhteydesta

P = @™ + f (b, P™AL, (2.116)

jota yleisesti kutsutaan eksplisiittiseksi Eulerin menetelméksi. Vaihtoehtoisesti voidaan
arvioida funktion f (t,(,b(t)) suuruus ajanhetkelld t,,; olevalla arvolla ¢™*1, jolloin

muuttujan ¢™*1 arvo médrdytyy yhteydesti

P = ™ + f(tnpr, VAL (2.117)

Yhtildssd (2.117) tuntemattomana on molemmilla puolilla muuttuja ¢™*2, eli yhtilo tiy-
tyy vield erikseen ratkaista, jos muuttujalle ¢™*?1 halutaan arvo ajanhetkelle t,,,,. Tésti
syystd menetelmid kutsutaan implisiittiseksi Eulerin menetelméksi. Kolmantena vaihto-
ehtona on hyddyntda funktion arvoa tunnetulla ajanhetkelld t,, ja tuntemattomalla ajan-
hetkelld t,,, ja ottaa niistd aritmeettinen keskiarvo. Niin ollen saadaan Crankin—Nicol-
sonin menetelma, eli

n+l _ 4n 1 £ n £ n+1
¢ = ¢+ S [f(tn ™) + ftnsr, 0™ DAt (2118)

joka on myds implisiittinen. Yhtilo tdytyy siis ratkaista, jotta saadaan ¢p™**-arvo tunne-
tuksi. Kyseisessd menetelméssd hyodynnettyd keskiarvoa kutsutaan myos puolisuunni-
kassddnnoksi. (Ferziger & Peri¢ 2002, s. 135-137)
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Molempien Eulerin menetelmien voidaan osoittaa olevan vain ensimmadisen kertaluvun
aikaintegrointimenetelmié, eli niiden virhe riippuu lineaarisesti kdytetyn aika-askeleen
At = t, 41 — t, suuruudesta. Sen sijaan Crankin—Nicolsonin menetelmén voidaan osoit-
taa olevan toisen kertaluvun menetelmi, jolloin virhe pienenee O (At?) mukaisesti. Myds
korkeamman kertaluvun menetelmid voidaan johtaa, joista tyypillisimpid ovat erilaiset
Adamsin—Moultonin ja Rungen—Kuttan menetelmaét. Toista kertalukua tarkemmat mene-
telmait vaativat poikkeuksetta yli kahden aika-askeleen arvot, joten ndistd kdytetidn myos
nimitystd monipistemenetelmét. (Ferziger & Peri¢ 2002, s. 138—142)

Téssé tyossd ei kdyda ldpi syvéllisemmin aikaintegrointimenetelmii tai pohdita niiden
vaikutusta numeeriseen laskentaan, koska tydon mielenkiinto on stationdéritilan tapauk-
sissa ja niiden numeerisessa tarkkuudessa. Myohemmin esitettdva ratkaisualgoritmi voi
kisitelld my0Os ajasta riippuvia virtaustilanteita, joten jonkinlainen kisitys aikatermin
diskretisoinnista ei kuitenkaan ole pahitteeksi. Tarkempia tietoja aikaintegrointimenetel-
mistd 16ytyy lahteistd (Ferziger & Peri¢ 2002) ja (Moukalled et al. 2016).

2.7 Lahdetermi

Kontrollitilavuusmenetelméssa ldhdetermin diskretisointi on suoraviivaista. Oletetaan

lahdetermin ng riippuvan vain sen suuruudesta kontrollitilavuuden keskelld, eli

Qc = Q(¢c), (2.119)

josta voidaan ldhdetermi arvioida sellaisenaan. Nidin kannattaa tehdd vain hyvin yksin-
kertaisissa tapauksissa, jos ldhdetermi on positiivinen. Jos ldhdetermin merkki tunnetaan
ja se on negatiivinen, eli 1dhdetermi on nielu, kannattaa se kisitelld implisiittisesti. Nédin
saadaan aikaiseksi laskentaa stabiloiva vaikutus. Léhdetermille Q(¢.) on tapana tehdd
Taylorin sarjakehitelmén tapainen linearisointi, jonka avulla paadytaan yhtdloon

aQ
dc

aQ

5o ) g2+t + 0000 - (2L gr.

d¢pc

(2.120)

2= Qo) + (5 )(¢n+1 o = (51

Yhtilossd (2.120) ensimmaéinen termi muodostaa implisiittisen osuuden ja vastaavasti
kaksi viimeistd termid muodostavat eksplisiittisen osuuden, jotka arvioidaan edellisen ite-
raation n perusteella. Lihdetermin kontribuutio jokaisessa kontrollitilavuudessa on titen

e o ] (e | (-5

_ (aQn VC) Pt + (Q” _o0¢ n) Ve, (2121)

d¢c d¢c
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jonka implisiittinen osuus vdhennetdén kontrollitilavuuskohtaisen yhtilon a.-osuudesta
ja jéljelle jadva eksplisiittinen osa kannattaa sisillyttdd yhtdlon oikealle puolelle b.--ker-
toimeen. Tavoitteena on liséti ratkaistavien yhtdloiden a.-kertoimen suuruutta ja pyrkia
varmistamaan, etteivit niméa kertoimet mene negatiiviselle puolelle ja siten aiheuta di-
vergenssiongelmaa. (Moukalled et al. 2016. s. 535-537)

2.8 SIMPLE- ja PISO-algoritmit seka muut ratkaisumenetelmat

Soveltamalla edelld esitettyjd diskretisointimenetelmid keskiarvoistettuihin Navierin—
Stokesin yhtdloihin (2.21) ja turbulenssiyhtédléihin (2.24) ja (2.25) saadaan jokaiselle
kontrollitilavuudelle yhteensé viisi ratkaistavaa yhtélod. Téssd vaiheessa kannattaa huo-
mata, ettd jatkuvuusehtoa (2.18) ei ole hyddynnetty. Témén lisdksi liikem&érén sdilymista
kuvaavat yhtdlot (2.21) riippuvat painegradientin suuruudesta. Edelld mainitusta syysta
kontrollitilavuusmenetelmén yhteyteen on kehitetty useita menetelmi, joilla tuntematon
painegradientti saadaan selville ja jatkuvuusehto (2.18) saadaan tiytettyd. Aiemmin esi-
tettiin, kuinka differentiaaliyhtdléiden termien diskretisoinnin avulla saadaan selville ker-
toimet a., ar ja b.. Niméa voidaan nyt summata eri termien osalta ja muodostaa ndiden
avulla saatavista yhtdloistd yksi globaali yhtdloryhma.

Liikeyhtdl6iden (2.21) tapauksessa jokaiselle komponentille saadaan lopulta muoto

n(F)

apn+1
aculdt + Z apulft = bt — ( ) ) (2.122)
F c

(')xl-

jossa tuntematon painegradientti on jétetty omaksi termikseen yhtédlon oikealle puolelle.
Yhtélod (2.122) iteroitaessa vasemmalla puolella esiintyvét kertoimet agi ja a?" sekd oi-
kealla oleva b{}i“ lahdetermi voivat muuttua jokaisen iteraatiokierroksen vililld. Koska

lahdetermi tai painegradientti eivét vélttdmatta ole tunnettuja, kannattaa yhtalo ratkaista
edellisen iteraation tunnetuilla arvoilla. Talloin ratkaistavaksi yhtdloksi muodostuu

n(F)

” u; ap™*
actui¢ + Z apuly = bt - Ix , (2.123)
F /¢
jossa merkittiin ul'f 1= u;'c, ja tima esittdd yhtdlon (2.123) ratkaisua iteraatiokierrok-

sella m, eikd titen valttaimattd kyseisen yhtdlon lopullista ratkaisua. Yldindeksi vaihtui
myo0s hieman, nyt m = n + 1. Yhtélo (2.123) ei tdysin vastaa yhtéload (2.122), koska oi-
kealla puolella olevat termit on mééritetty edellisen iteraation perusteella. Ratkaisemalla
yhtilosta (2.123) ainoa tuntematon u;'- -termi, saadaan ratkaisu

pm-1 _ ynF) guiyme 4 g,m-1
Uy = — A e : (2.124)
a a axi c

c c
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ja jatkoa ajatellen yhtélon (2.124) ensimmaiselle termille kannattaa kéyttad lyhennettyd
merkintéd it{ . Titen yhtilolle (2.124) voidaan muodostaa kompaktimpi muoto

. . 1 ap‘m—l
uic = ujc — ui< % ) , (2.125)
CI,C i c

mutta ongelmaksi nousee, ettd kyseinen ratkaisu ei valttimatta toteuta jatkuvuusyhtaloa

I(pw") _ 0
axi ’

(2.126)

mika aiheuttaa sen, ettd yhtdlon (2.125) ratkaiseminen monimutkaistuu. (Ferziger & Peri¢
2002, s. 172—174) Ongelma lisda ratkaistavien yhtéldiden méérda ja hankaloittaa lasken-
taa merkittavasti, kuten seuraavaksi tuodaan esille.

Ratkaisuna ongelmaan on se, ettd suoritetaan painegradientin avulla erillinen lisékorjaus
yhtélosté (2.125) saatuun tulokseen, eli korjaus

1 /op™
ul = 7 — —l_( ) , (2.127)
i i ag ox; .

joka varmistaa ratkaisun toteuttavan jatkuvuusyhtélon. Painegradientti on kuitenkin edel-
leen tuntematon. Sijoittamalla korjaus (2.127) jatkuvuusyhtéloon (2.126) saadaan muo-
dostettua Poissonin yhtdlo painegradientin laskentaa varten, eli yhtdlo

a[p (apm>l Ia(pﬁ{"*)l
I = [22% ) 2.128
(')xi |ﬁl?l (')xl- c (')xl- c ( )

ja ratkaisuna saadaan aiemmin tuntemattomana ollut paine. Sijoittamalla tdstd ratkaistu

painegradientti takaisin yhtdlo6n (2.127) saadaan lopullinen arvo nopeuksille u;'¢., mutta
ratkaisu ei valitettavasti aina toteuta yhtdloa (2.123). Yhtdloitd (2.125), (2.127) ja (2.128)
iteroidaan niin pitkdén, kunnes alkuperdinen yhtalo (2.123) toteutuu. Samalla painegra-
dientin korjaus varmistaa, ettd my0s jatkuvuusehto (2.126) tdytetddn. Naitd iteraatioita
yleisesti kutsutaan ulkoiteraatioksi. Tyypillisesti litkeyhtdlot voidaan ratkaista perdkkain,
koska jokaisessa yhtdlossd on painegradientin lisdksi vain yksi tuntematon nopeuskom-
ponentti. (Ferziger & Peri¢ 2002, s. 174-175)

Yleisemmaissd SIMPLE-algoritmissa (engl. Semi-Implicit Method for Pressure-Linked
Equations) on tapana jakaa nopeustermi u;'¢ viliaikaiseen arvoon u;"" ja korjaukseen u’

yhteyden
wt =+ (2.129)

mukaisesti. Vastaavalla tavalla voidaan tehdd my0s painetermille, eli muodostaa yhteys
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p™=p™ 1t +p, (2.130)

jossa p™~1 kuvaa paineen viliaikaista arvoa ja p’ paineenkorjausta. Sijoittamalla edell4
mainitut yhteydet (2.129) ja (2.130) yhtdl66n (2.123) saadaan nopeuskorjaus lausuttua
painekorjauksen avulla muodossa

, _, 1 (op’
Ujc = Ujc — 2%\ ox. ) (2.131)
V¢

jossa on merkitty

n(F) u;

F o ApUip

I TP
ac

(2.132)

S
a
|

Samalla tavalla kuin aiemmin, painekorjatun nopeuskentén tulee toteuttaa jatkuvuusyh-
tdlo. Jatkuvuusyhtdlon toteutumisen takaa Poissonin yhtdlon tapainen ehto

alon), =,

jossa yhtdlon oikean puolen viimeinen termi on yleisesti tapana jattda SIMPLE-algorit-

9(pu;)

x| (2.133)

axl

missa huomioimatta kokonaan, koska u; . ei ole tunnettu. Ad hoc -tyyppinen yksinker-

taistus ei ole erityisen hyvé, silld timi laskee menetelmén suppenemista huomattavasti.
(Ferziger & Peri¢ 2002, s. 175)

Parempana vaihtoehtona on approksimoida u; . arvoja kontrollitilavuuden naapureiden

painotettuna keskiarvona, eli

n(F) u;

2 ag'uip

iLc n(F) u; ’
F Qf

(2.134)
ja kyseisen oletuksen avulla saadaan approksimaatio ii; o-termille yhtélostd (2.132), eli
a
o~ —uj L (2.135)
a

Sijoittamalla approksimaatio (2.135) aiempaan painekorjausyhtdloon (2.131) saadaan no-
peuskorjaukselle ja painekertoimelle tarkempi riippuvuus

, 1 <6p > (2.136)
u. = —_— —_— .
i,C agi + Zw;b(c) a?i axi c ,

jonka avulla voidaan johtaa Poissonin yhtdlé muodossa
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0
ax

m*)

d(pu;
dx;

(2.137)

p <6p’>]
u; n(F) Qb F) -
at +Xp Xi/].

Nain johdettu algoritmi tunnetaan nimelld SIMPLEC (engl. Semi-Implicit Method for

Cc

Pressure-Linked Equations Consistent), silld kyseinen menetelméa on konsistenssi versio
perinteisestd SIMPLE-algoritmista. Formulaatiosta on se merkittava etu, ettei SIMPLEC
vaadi lainkaan painekorjauksen eksplisiittistd alirelaksointia

p™ =p™ !+ aPp, (2.138)

mitd joudutaan kdyttdmain SIMPLE-menetelméassa. SIMPLE-algoritmi saadaan kuiten-
kin suppenemaan ldhes SIMPLEC-variantin nopeudella, kun alirelaksointikerroin a?
madritetddn yhteydesta

n(F) ul

aP =1+ % (2.139)

ap

Nopeudelle puolestaan saadaan alirelaksointikerroin aU yksinkertaisesta kokemukseen
perustuvasta ehdosta

a’ +aP =1, (2.140)

mika on kuitenkin yleisesti havaittu varsin hyvin toimivaksi sddnnoksi. (Ferziger & Peri¢
2002, s. 175-178)

Kolmantena vaihtoehtona litkeyhtildiden ratkaisemiseen on lisdtd kdytettyjen korjausite-
raatioiden méérdd. Suoritetaan ensimmadinen korjausiteraatio SIMPLE-menetelmén mu-
kaisesti, ja korjataan tdmén jilkeen nopeudet vield uudelleen yhteydesta

1 -/ 1 ap”
Ujc = Ujc — a_? a_xl c, (2.141)

jossa esiintyva uusi painegradientti saadaan ratkaisemalla taas uusi Poissonin yhtilo

a(pi;)
axll <6xl)l [ ox; c, (2.142)

joka varmistaa my0s jatkuvuusehdon toteutumisen. Tamén jdlkeen voidaan suorittaa kol-

mas nopeuskorjaus ja vastaavasti ratkaista myos kolmas Poissonin yhtél6 ja niin edelleen,
kunnes litkeyhtdlot on ratkaistu. Menetelma tunnetaan yleisesti PISO-algoritmina (engl.
Pressure-Implicit with Splitting of Operators), ja useimmiten menetelmissd kiytetdin
vain kahta korjausiteraatiota. (Ferziger & Peri¢ 2002, s. 176)
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SIMPLE-algoritmissa tarvittavan eksplisiittisen alirelaksoinnin liséksi voidaan joskus
tarvita ratkaisuprosessin aikana alirelaksointia myds muille yhtéloille. Yleisesti kdytetddn
Patankarin alirelaksoinnin periaatteena tunnettua menetelmaié, minka perusteella alirelak-
soitu arvo médritetddn yhteydesta

M= ¢+ a®[pit — P2l (2.143)

Témin hetkinen ¢p2**-arvo tunnetaan, joten implisiittisti alirelaksointia voidaan kiyttdi

muodossa

n(F) n+1
— a +b
rr C) — o2, (2.144)

£ =¢f +a? ( -
aC

jossa a® on jokin alirelaksointikerroin, jolla mielivaltaisen ¢--muuttujan liian suurta
vaihtelua iteraatiokertojen vililld pyritdén hallitsemaan. Purkamalla yhtilo (2.144) auki
muotoon

n(F)

(1-a?)

ac
a—¢¢2‘“ + Z appptt = it + At (2.145)
F

voidaan ndhd4 alirelaksointikertoimen skaalaavan vain diagonaalikerrointa a.. Tall4 saa-
vutetaan se, ettd ratkaisuprosessin aikana yhtdloistd muodostettujen yhtidloryhmien ker-
roinmatriisin diagonaali muuttuu hallitsevammaksi ja samalla myds numeerinen stabii-
lius kasvaa. Vastaavanlaista hyotyé ei saavuteta eksplisiittiselld alirelaksoinnilla. Alire-
laksoinnissa kaytetddn tyypillisesti kertoimia véliltd [0,1], mutta alirelaksointimenetel-
mét eivit periaatteessa estd titd suurempien kertoimien kdyttod. Talloin alirelaksointi ei
kuitenkaan endd kykene stabiloimaan laskentaa, eiké ratkaistavat yhtdlot vélttdmatta sup-
pene. (Moukalled et al. 2016, s. 539-541)

Nykyisin on tapana yhdistdd PISO-algoritmi ja SIMPLE-algoritmi uudeksi PIMPLE-al-
goritmiksi (engl. merged PISO-SIMPLE). Menetelmilld voidaan kéyttdd merkittivéin
suuria aika-askeleita ja silti pitdd laskenta stabiilina. Ideana on marssittaa aikaa eteenpdin
ja ratkaista jokainen aika-askel siten, ettd saavutetaan stationddritila. Algoritmi toimii
my06s SIMPLEC-variantilla. Menetelma voi mahdollistaa 1dhes kertaluokkaa suuremman
aika-askeleen kdyton, mutta liian suurien aika-askeleiden kéyttiminen voi olla epdedul-
lista tapauksissa, joissa virtauksen aikahistorialla on merkitystd. Oikein kdytettyna
PIMPLE-algoritmi voi kuitenkin ratkaista monimutkaisia virtaustapauksia huomattavasti
paljon tehokkaammin kuin esimerkiksi PISO-algoritmi, koska PISO-algoritmi voi vaatia
ndissd tilanteissa huomattavan pienen aika-askeleen ollakseen stabiili. (Holzmann 2018,
s. 92-111) Menetelméén paneudutaan tarkemmin neljannessa luvussa, kun PIMPLE-al-
goritmia sovelletaan tdhén ty6hon.
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3. NAVIERIN-STOKESIN YHTALOIDEN VIRHE-
ARVIOMENETELMAT

3.1 Virhearviomenetelmien perusta

Edellisessd luvussa kisiteltiin erilaisten konvektio-, gradientti- ja diffuusiotermien
diskretisointimenetelmid. Menetelmien kokonaisvirheestd saatiin vain hyvin karkeita ar-
vioita ja saatiin johdettua erilaisia kontrollitilavuuksien geometriasta johtuvia virheldh-
teitd. Ongelmana yksittdisten menetelmien tarkastelussa on se, ettd menetelmilld diskre-
tisoitujen Navierin—Stokesin yhtdloiden (2.21) numeerisen ratkaisun todellista virhettd ei
voida johtaa, eikd kontrollitilavuuskohtaisia virheitd tunneta. Sen sijaan elementtimene-
telméan puolella on johdettu useita patevid menetelmid todellisten virheiden arviointiin ja
elementtimenetelmaélle johdetut virhearviot ovat sielld jo yleisesti kdytdssd (Ainsworth &
Oden 1997, s. 3). Téstd syysti tissd tyossd esitetdén erilaisia virhearviomenetelmid ylei-
selld tasolla elementtimenetelmén puolelta ja myohemmissé alaluvuissa sovelletaan néité
kontrollitilavuusmenetelmén viitekehykseen. Ennen virhearvioiden késittelyd kannattaa
kuitenkin tehdé selked ero virhearvioiden ja esimerkiksi virheindikaattoreihin vilille.

Adaptiivisessa kontrollitilavuusmenetelméssid yleensd sovelletaan virheindikaattoreita,
joiden muodostamisessa kéytetddn helposti virtauskentistd saatavia suureita, kuten esi-
merkiksi nopeusgradientteja. Virheindikaattorien kdyttdminen on hyviksyttavaa esimer-
kiksi niissd tapauksissa, joissa virtauskentdissd on luonnostaan epéjatkuvuuksia, kuten
shokkiaaltoja. Epdjatkuvuuksia sisdltdvissd virtaustapauksissa tulosten tarkkuutena voi-
daan nimittdin pitda niissé esiintyvien epédjatkuvuuksien paksuutta, koska todellisuudessa
ndmd ovat on dédrettdmin ohuita. Sen sijaan, jos virtauskentti on siled, eikd sisdlld edelld
mainittuja epdjatkuvuuksia, ei virheindikaattoreita voida kéyttdd hyvéllda menestyksella.
Syyni tdhén on se, ettd siledstd virtauskentdstd ei voida etukdteen tehdéd paitelmid, ettd
riippuuko numeerisen ratkaisun tarkkuus suoraan esimerkiksi nopeusgradienttien suuruu-
desta, eivitka virheindikaattorit tdten voi kuvata virheen todellista suuruutta nédissé ta-
pauksissa. Virheindikaattoreita voidaan niin ollen kdyttdd vain hyvin rajallisesti, koska
ndmé vain enimmaikseen tuovat esille sellaisia numeerisen ratkaisun osa-alueita, joissa
adaptiivisuutta kannattaisi hyodyntéé. (Jasak 1996, s. 154—155)

Mekaniikassa diskretisointivirheen arvioiminen on yleisesti johtanut a posteriori -vir-
hearvioiden eli jdlkikéteisvirhearvioiden syntymiseen ja ndiden kehittimiseen erilaisille
osittaisdifferentiaaliyhtiloille. Jalkikateisvirhearvioissa voidaan hyddyntda jo valmiiksi
laskettua numeerista ratkaisua ja sen jdlkeen muodostaa tille ratkaisulle virhearvio, joka
osoittaa jollakin tavalla tdimén ratkaisun tarkkuutta. Muodostetun jilkikéateisvirhearvion
avulla voidaan parantaa numeerisen ratkaisun tarkkuuta, koska virhearvio osoittaa selke-
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dsti, miten virhettd kannattaa lahted pienentdmédn. Numeerisille ratkaisuille on tyypil-
listd, ettd ndma sisdltdvit aina jonkin médrdn diskretisointivirhettd, eivitka kykene ku-
vaamaan ratkaistavia yhtéloita tdysin tarkasti. Perinteisesti numeerisessa laskennassa on
tistd syysté kdytetty a priori -virhearvioita ndiden virheiden arviointiin, eli etukéteisvir-
hearvioita, joiden ideana on osoittaa, miten nopeasti numeerisen ratkaisun virheet piene-
nevit. Toisaalta virhearvioina on historiallisesti kdytetty esimerkiksi asiantuntijan koke-
musta tai muita subjektiivisia arvioita ratkaisun tarkkuudesta. Valitettavasti nditd ei voida
pitdd hyvind menetelmind, vaan virhetti on pyrittdvé arvioimaan tdsmillisesti. Néin ollen
paistddn adaptiivisuuden késitteeseen, eli algoritmiseen numeerisen ratkaisun parantami-
seen jalkikateisvirhearvioiden avulla. (Ainsworth & Oden 1997, s. 1-2) Adaptiivisuuden
kdytannon toteuttamista késitellddn tarkemmin neljannessd luvussa, mutta toistaiseksi lu-
kijalle riittdd tieto, ettd jalkikéteisvirhearvion avulla parannetaan kaytettyd laskentaverk-
koa muuttamalla sen tiheyttd virhearvion osoittamissa paikoissa.

Seuraavaksi esitetdédn muutamia keskeisid havaintoja elementtimenetelméén johdetuista
jélkikéteisvirhearvioista. Tama tehdddn sen vuoksi, ettd esimerkiksi Carstensen et al.
(2005, s. 2497) mukaan kontrollitilavuusmenetelmédn virhearvioiden teoriapohjaa ei
voida pitdd vield tdysin valmiina, vaikka elementtimenetelmén virhearvioiden teoriapuo-
lelta on saatu lainattua luotettavia menetelmid myds virtausmekaniikan tarpeisiin. Sen
sijaan (Ainsworth & Oden 1997, s. 3) toteaa elementtimenetelmén virhearvioiden teorian
olevan jo niin pitkille kehitetty, ettd painopiste on enemmain virhearviomenetelmien suo-
rituskyvyn tutkimisessa kuin kokonaan uudenlaisten virhearvioiden kehittdmisessa. Cars-
tensen et al. (2005, s. 2498) my6s huomauttaa, ettd kontrollitilavuusmenetelmén ja ele-
menttimenetelmén ero on matemaattisesti loppujen lopuksi varsin pieni, joten elementti-
menetelmén puolelta voidaan soveltaa virhearviomenetelmid ilman sen kummempia on-
gelmia. Merkitdédn virhearvioissa Ainsworth & Oden (1997, s. 3—5) mukaisesti laskenta-
aluetta symbolilla (2, sen reunaa 9.2 ja lokaalia elementtikokoa h.. Lisdksi ), viittaa
yksittdiseen elementtiin, df2; elementin reunoihin ja y elementtien vililld oleviin reunoi-
hin.

Elementtimenetelméédn johdetut jalkikiteisvirhearviot voidaan karkeasti jakaa kolmeen
eri ryhméédn. Yksinkertaisimpina niistd ovat niin sanotut gradienttimenetelmét, joissa
verrataan lasketun gradientin arvoa tarkkana pidetyn gradientin suuruuteen. Toisena vaih-
toehtona on maiirittdd jokaisen elementin sisdltimat residuaalit, eli jddnnokset, jotka
osoittavat, ettd numeerinen ratkaisu ei tiytd alkuperdistd ongelmaa tiysin. Integroimalla
ndma jadnnokset jokaisen elementin yli saadaan muodostettua kayttokelpoinen element-
tikohtainen virhe-estimaatti, joka kuvaa kyseisesséd elementissé esiintyvéa diskretisointi-
virhettd. Yleisesti kyseinen jadnnosmenetelmé luokitellaan kuuluvan eksplisiittisiin vir-
hearvioihin. Kolmantena vaihtoehtona on hyddyntdd implisiittisid jdlkikéteisvirhearvi-
oita, joissa ratkaistaan jokaista elementtid kohden saatava jaanndsongelma. Implisiitti-
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sestd virhearviosta on se etu eksplisiittiseen virhearvioon nihden, etté télld saadaan joh-
dettua luotettava yliraja diskretisointivirheelle. Yhteistd kaikille ndille menetelmille on
kuitenkin niistd saatava globaali virhe-estimaatti

n(c) 1/2

n= ZW% : (3.1

c=1

jossa 1 on jokaisen elementin C lokaali virhe-estimaatti. Kaikille virhearvoille on vaati-
muksena, ettd globaalille virhearviolle 1 voidaan johtaa yliraja ja alaraja

Cillelle =n < Gllellg, (3.2)
jossa C; ja C, ovat positiivisia vakioita ja ||e||z kuvastaa diskretisointivirheelle
e=u—up (3.3)

globaalisti médritettyd energianormia. Toinen tdrked ehto virhearvioille on se, ettd glo-
baali tehokkuussuhde

U
llells

(3.4)

on mahdollisimman ldhelld arvoa 1, mika kertoo virhe-estimaatin 77 suppenevan samalla
nopeudella, kuin todellinen virhe. Vaatimus ei kuitenkaan ole ehdoton, silld kyseinen
suhde voi ylittyd ja estimaatti voi silti olla kdyttokelpoinen. Tyypillisesti jopa yli 3,0 efek-
titvisyyssuhde voidaan sallia kdytdnnon insindodrisovelluksissa. (Ainsworth & Oden
1997, s. 7-9) Ennen kuin virhe-estimaatteja formuloidaan kontrollitilavuusmenetelméén,
selvitetddn, mitd erityyppiset virhe-estimaatit tarkalleen ottaen pitdvét sisédlldan.

Gradientteja hyodyntdvissd menetelmissd ajatellaan numeerisen ratkaisun gradienttien
vaikuttavan eniten kokonaisvirheeseen. Tdmén seurauksena vain gradienttien aiheutta-
maa virhettd kannattaa 13hted arvioimaan. Tarkastellaan skalaariongelmaa

—V-(Vu) +cu=f, (3.5)

jonka tapauksessa todellinen diskretisointivirhe saadaan yhteydesti

llell =f |Vu — Vu,|%dV, (3.6)
0

jossa Vu on todellinen gradientti ja Vu;, numeerisesta ratkaisusta saatu gradientti. Ongel-
maksi nousee se, ettd todellinen gradientti on miltei aina tuntematon. Sovittamalla jatkuva
gradienttijakauma laskenta-alueelle (2 saadaan approksimoitua todellista gradienttia esi-
merkiksi operaattorilla
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Gn(Ilsu) = Vu, (3.7)

jossa Il interpoloi laskenta-alueen sisilla kertaluvun s tarkkuudella. Tavoitteena on etsid
sellainen Gy, (I1;u)-operaattori, joka muodostaa saatavilla olevasta datasta siledn gradient-
tijakauman, jonka voidaan olettaa olevan tarpeeksi ldhell4 todellista gradienttia. Yleisesti
myos vaaditaan, ettd operaattorissa esiintyva Il interpoloi kertaluvun s tarkkuudella, jos
numeerinen ratkaisu on diskretisoitu kdyttden kertaluvun s + 1 menetelmié. Toinen sel-
ked vaatimus on, ettd G, (II;u) on rajoitettu, eikd kyseiselld operaattorilla parannettu gra-
dientti voi kasvaa ympéroivia solmukohtien gradientteja liioin suuremmaksi. Gradient-
tien ratkaiseminen ei voi myOskéén vaatia globaalin ongelman ratkaisemista, vaan se tu-
lee olla muodostettavissa lokaaleiden arvojen avulla. (Ainsworth & Oden 1997, s. 9—14)

Elementti C;

a) Elementtimenetelméin approksimaatio uy,

b) Approksimoitu
gradientti Vu,,

c) Parannettu gradientti G (u;)

Kuva 3.1 Parannetun gradientin menetelmd. Mukailtu Idhteestd (Ainsworth & Oden
1997, s. 17).

Edelld mainitut ehdot toteutuvat esimerkiksi 1 D-tapauksessa, kun jokaisen elementin kes-
kimaérdisestd gradientista muokataan operaattorilla G, (I1;u) paloittain jatkuva lineaari-
nen gradienttijakauma. Télloin elementtikohtainen virhearvio saadaan vertaamalla paloit-
tain jatkuvaa gradienttijakaumaa alkuperdiseen gradienttijakaumaan, eli yhteydesta

77%,0 = 1Gp(un) — VugllL, ) (3.8)

jossa [[*]|,, ) kuvaa nelidintegroituvan funktion L,-normia. Yleisesti tunnettuna heik-

koutena gradienttimenetelmilld on kuitenkin se, ettd ne toteuttavat virhe-estimaateilta
vaaditun asymptoottisuus ominaisuuden

lim =1 3.9
el 3:9)
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vain hyvin rajoitetuissa tapauksissa. Kyseisissd tapauksissa toteutuu niin sanottu super-
konvergenssiehto. Télloin parannetut gradientit on saatu médritettyd esimerkiksi toisen
kertaluvun tarkkuudella, vaikka ndiden tulisi luonnostaan olla vain ensimmaisté kertalu-
kua. Kyseinen ilmid esiintyy esimerkiksi 1D-tapauksessa, kun kdytetddn paloittain line-
aarista interpolointia ja 2D-tapauksissa, jos kiytetddn bilineaarista interpolointia jatkuvan
gradienttijakauman muodostamisessa. Superkonvergenssi on kuitenkin erittdin harvinai-
nen ominaisuus ja tdmé tdytyy varmistaa tapauskohtaisesti. (Ainsworth & Oden 1997, s.
15-19) Edelld mainittua paloittain lineaarista 1D-tapauksen interpolointimetodia on esi-
tetty kuvassa 3.1, joka my0s tdyttidd edelld mainitun superkonvergenssiehdon.

Eksplisiittisissd virhearviomenetelmissid haetaan diskretisointivirheen energianormille
llel|z virhe-estimaattia prosessoimalla jo valmiiksi saatavilla olevasta numeerisesta rat-
kaisusta siind esiintyvit diskretisointivirheet. Esimerkiksi malliongelman (3.5) tapauk-
sessa voidaan numeerisesta ratkaisusta havaita elementtikohtaisesti jaannos

r=f+V-(Vu,) —cu,  alueella £, (3.10)

ja reunamilla, joille on maaritty malliongelmassa luonnollinen reunaehto g, voidaan to-
deta vuojaannos

R=g- _nh' reunalla 902, N I, (3.11)

missd n kuvaa elementin reunapinnan pinnan normaalin suuntaista yksikkévektoria. In-
tegroimalla jdédnnokset (3.10) ja (3.11) jokaisen elementin yli, saadaan jokaiselle elemen-
tille lokaali eksplisiittinen virhe-estimaatti

1
nEc = helrliz o0 + 5 hellRIIL, @ac) (3.12)

joiden globaalina summana saadaan yléraja energianormille ||e||; muodossa

n(c)
2 2 1 2
llellg < Co hellrllz, oo + EhcllRlle(agc) : (3.13)

c=1

jossa esiintyvé Cy kerroin on tuntematon. (Ainsworth & Oden 1997, s. 21-23) Jos verra-
taan eksplisiittistd menetelmdd gradienttimenetelmién, voidaan huomata, etti eksplisiit-
tiselld virhearviolla ei vélttdmaitta padsty yhtadn sen 1dhemmaiksi luotettavaa diskretisoin-
tivirheen yldrajaa. On siis varmistettava joko superkonvergenssiehto erilaisia jatkuvia
gradienttijakaumia muodostettaessa tai mairitettdva tuntematon C,-kerroin, mutta mo-
lemmat vaihtoehdot ovat tyoliita.

Todellisuudessa jddnnosten (3.10) ja (3.11) arvioinnissa tehdddn virhetté, koska funktio

f joudutaan interpoloimaan elementtien sisélli ja funktio § elementtien reunamilla, joille
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on asetettu luonnolliset reunachdot. Téstd syystd eksplisiittiselle virhe-estimaatille saa-
daan tarkempi rajaus

. n(c) n(c) n(y)
2 2 2 2| £ 2112 A A2
gl < ) n < Col Nl + ) REIF = 1eFl, o + ) helld = sl g |
c=1 c=1 y=1

(3.14)

mutta kdytdnnossd interpoloinnissa tehty virhe on merkitykseton. Myds numeerisen in-
tegroinnin vaikutus voidaan ottaa huomioon, mutta olettamalla numeerisen datan olevan
tarpeeksi siled, voidaan yksinkertaistaa eksplisiittistd virhearviota (3.14) muotoon

n(c)
1 2 § 2 2
C—||€||E < ne < Gollellz, (3.15)
0
=1

jossa esiintyvi lokaali virhe-estimaatti 72 mahdollistaa esimerkiksi adaptiivisten algorit-
mien kiyttdmisen, koska diskretisointivirhe tunnetaan nyt elementtikohtaisesti, eika vain
globaalisti. Menettelylld saatua virhearviota kutsutaan yleisesti eksplisiittiseksi virhear-
vioksi, koska kaikki globaalia virhearviota (3.15) varten tarvittavat termit tunnetaan. Ra-
jojen sisdltima kerroin C, on sen sijaan riippuvainen elementtien sdédnnollisyydestd, mut-
tei suoranaisesti muuttujista u tai h. (Ainsworth & Oden 1997, s. 26-29) Jaédnndspohjai-
nen eksplisiittinen virhearvio kontrollitilavuusmenetelmén viitekehyksessé esitetddn tar-
kemmin luvussa 3.4.

Gradienttimenetelmien ja eksplisiittisten virhearvioiden liséksi saadaan mielenkiintoinen
jalkikéteisarvio, jos diskretisointivirheelle muodostetaan alkuperdisen malliongelman
(3.5) avulla yhtélo

V-(Ve)+ce=f+V-(Vu,) — cuy, (3.16)

jonka ratkaisuna saadaan selville jokaisen elementin diskretisointivirhe. Tdhén vaaditaan
kuitenkin titd ennen asianmukaiset reunaehdot, jotta yhtélo (3.16) voidaan ylipdétian rat-
kaista elementtikohtaisesti. Jos elementille on alun perin annettu oleelliset reunaehdot,
annetaan vastaavasti diskretisointivirheelle oleellinen homogeeninen reunaehto

e=0, reunalla 0. NIy, (3.17)

eli télloin oletetaan, ettd numeerinen ratkaisu tiyttdd aina sille asetetut oleelliset reunaeh-
dot. Vastaavasti malliongelmassa luonnollisia reunaehtoja kéyttéville elementeille anne-
taan reunaehto

de _ Oduy
-=§-—>-, ramlla  90cNIy, (3.18)
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mutta ongelmaksi nousee se, miten laskenta-alueen sisilld annetaan reunachdot, jos yh-
talo (3.16) halutaan ratkaista elementtikohtaisesti, koska kaikki elementit eivit valtta-
mittd noudata reunachtoja (3.17) tai (3.18). Asetetaan laskenta-alueen sisélle elementtien
vilisille rajapinnoille reunachdot

de OJu (auh)
) (3.19)
c

on_on \on

ja yhteydessa (3.19) esiintyva tarkka vuo voidaan arvioida kahden elementin gradientin
keskiarvon avulla, eli approksimatiivisesti

e L) + W)l -, (3:20)
mutta formuloituun ongelmaan ei kuitenkaan aina 10ydeta yksikésitteistd ratkaisua edes
ndin alkeellisen malliongelman tapauksessa, koska yhtdlon (3.16) ratkaisemisessa tarvit-
tava, numeerisesta ratkaisusta saatu data, ei aina tiytd niin sanottuja yhteensopivuuseh-
toja, ellei ongelmaan tehdd muutoksia. Valitsemalla elementtien vililld olevat vuot (3.20)
hieman tarkemmin, saadaan tehokas jilkikdteisvirhearviomenetelmi, jota yleensé kutsu-
taan tasapainotettujen jidnnosten menetelméksi. Menetelmdssid nimensd mukaisesti lo-
kaalit ongelmat on tasapainotettu siten, etti ndille saadaan aina ratkaisu. Néin esitetysti
implisiittisestd menetelmdstd on se etu eksplisiittiseen menetelméén verrattuna, ettd
diskretisointivirheelle saadaan tarkka ylaraja muodossa

n(C)

lellz < D ligliz (3:21)
c=1

jossa @, on implisiittinen lokaali virhe-estimaattori, eikd diskretisointivirheen yléraja
endi riipu tuntemattomasta vakiosta C,. (Ainsworth & Oden 1997, s. 32—69) Tasapaino-
tettujen jaannosten menetelmilld saatavaan virhearvioon perehdytdadn tarkemmin luvussa
3.5, jossa tdtd myos sovelletaan Navierin—Stokesin yhtdloihin.

Edelli esitettyjen virhearviotyyppien yhteiseni piirteeni on se, etti energianormia ||e||%
pyritddn approksimoimaan siten, ettd itse energianormia ei tarvitse laskea. Todellinen
diskretisointi virhe harvoin tunnetaan, eikd tarkkaa ratkaisua differentiaaliyhtil6ihin ole
useinkaan saatavilla. Edelld esitettyjen virhearvioiden yldrajojen ja alarajojen patevyytta
ei sen kummemmin todistettu, mutta asiasta kiinnostuneet voivat tutustua tarkemmin 1dh-
teeseen (Ainsworth & Oden 1997), joka sisdltdd funktionaalianalyysiin pohjautuvaan to-
distukset niille rajoille.

Elementtimenetelméan puolella johdetut tulokset ovat siind mielessd mielenkiintoisia, etti
duaalimenetelmaélld on saatu johdettua vastaavanlaisia eksplisiittisid virhe-estimaatteja.
Esimerkiksi Afif et al. (2003, s. 130) on johtanut hyvin kayttokelpoisen eksplisiittisen
virhearvion elliptiselle 2D-malliongelmalle muodossa
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n(Q) n(y)
2 2 2 1 2
Q=1 y=1

jossa jadnnokset r, summataan aina jokaisen monikulmion muotoisen kontrollitilavuuden
Q yli ja vastaavasti vuojaanndkset, eli gradienttihyppédykset, monikulmioiden reunamien
y yli. Tulos (3.22) on siind mielessd varsin rohkaiseva, ettd duaalimenetelmilld on saatu
johdettua yksittédiselle kontrollitilavuudelle virhearvio, jos ajatellaan, ettd jokainen kont-
rollitilavuus koostuu useista pienemmistd kontrollitilavuuksia. Toinen hyvd ominaisuus
virhearviossa (3.22) on se, ettd se vastaa elementtimenetelmin puolella johdettua tulosta
(3.13). Téassa tyossd etsitddn kuitenkin perinteiselle kontrollitilavuusmenetelmaélle hel-
posti sovellettavia virhearvioita, joten duaalimenetelmille johdettu virhe-estimaatti
(3.22) ikédva kylld joudutaan sivuuttamaan, koska tétd ei voida suoraan hyddyntda, silla
jaannokset . eivit ole suoraan saatavilla, kuten duaalimenetelmassa.

Duaalimenetelméd on Ferziger & Peri¢ (2002, s. 245-246) mukaan yhdistelma elementti-
menetelmada ja kontrollitilavuusmenetelméé, missd esimerkiksi 2D-tapauksessa kolmioi-
dusta laskenta-alueesta saadaan elementtien keskipisteitd ja reunojen keskipisteitd sopi-
vasti keskenéén yhdistelemillda monikulmion muotoisia kontrollitilavuuksia. Kuvassa 3.2
on esitetty tyypillinen duaalimenetelméssa kéytetty 2D-laskentaverkko.

Fy Kolmioelementti

Qi F,

Kontrollitilavuus

Fq
Fs5

Kuva 3.2 Tyypillinen elementtimenetelmdn ja kontrollitilavuusmenetelmdn duaalimene-
telmdssd kdytetty laskentaverkko. Mukailtu ldhteestd (Ferziger & Peri¢ 2002, s. 245).

Seuraavaksi luvussa 3.2 johdetaan helppokéyttdisid virhe-estimaatteja ja luvuissa 3.3-3.4
keskitytddn puhtaasti kontrollitilavuusmenetelméaan johdettuihin eksplisiittisiin virhe-es-
timaatteihin. Néiden jilkeen siirrytdén huomattavasti monimutkaisempaan implisiittiseen
virhearviomenetelméén luvussa 3.5 ja samalla my0s saadaan tarkempi yldraja diskreti-
sointivirheelle kuin eksplisiittisilld menetelmilla.
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3.2 Diskretisointivirheen arvioiminen Taylorin sarjakehitelman
avulla

Oletetaan kontrollitilavuuksilla diskretisoidun laskenta-alueen kuvaavan riittdvan hyvin
todellista virtaustilannetta, minkd seurauksena yksittdisten kontrollitilavuuksien diskreti-
sointivirhe voidaan ilmoittaa approksimatiivisesti Taylorin sarjakehitelménd, eli muo-
dossa

e, ~ DhS + H, (3.23)

jossa H kuvaa korkeamman asteen termeji ja D on tuntematon kontrollitilavuuden koosta
h riippumaton kerroin. Ajatellaan, ettd mielivaltaisen ¢-muuttujan tarkka arvo @ saadaan
jokaisessa kontrollitilavuudessa siten, ettd korjataan approksimaatiosta (3.23) saatavalla
diskretisointivirheelld numeerisen ratkaisun arvoa ¢,,. Tarkaksi arvoksi titen saadaan

(D=¢h+eh=¢h+DhS+H, (324)

ja toinen vastaavanlainen yhtilo saadaan, jos lasketaan sama ongelma tuplasti harvem-
malla tai ttheimmélld laskentaverkolla. Esimerkiksi harvemman laskentaverkon tapauk-
sessa pitee

P = ¢op + e2p = Pop + D(Zh)* + H, (3.25)

jossa @ on edelleen sama arvo kuin yhtdlossé (3.24). Jitetddn korkeamman asteen termit
H huomioimatta yhtéldistd (3.24) ja (3.25), minkd seurauksena voidaan ratkaista tunte-
maton D-kerroin ndistd yhtéloista ja sijoittaa tdméd yhtdloon (3.23). Lopputuloksena on
diskretisointivirheelle saatava arvio

_ oo

¥ s 1

(3.26)
jossa s kuvaa laskennassa kéytetyn diskretisointimenetelmin kertalukua. Jos tdimé on tun-
tematon, se voidaan madrittdd yhteydesti

log (=)

log 2

(3.27)

Menetelmad yleisesti kutsutaan Richardsonin ekstrapoloinniksi, koska diskretisointivir-
heen e; avulla voidaan ikéédn kuin ekstrapoloida tarkempi numeerinen ratkaisu kahden
tunnetun numeerisen ratkaisun ¢, ja ¢ avulla. (Ferziger & Peri¢ 2002, s. 58—60)

Todellisuudessa laskentaverkon koon tuplaaminen tai puolittaminen on liian rajoittava
vaatimus, joten Richardsonin ekstrapoloinnilla saatava diskretisointivirhe kannattaa
yleistdd muotoon
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bn — d2n
en s 12 , (3.28)
jossa
h;
A= h (3.29)

kuvaa laskentaverkkojen koon suhdetta. Tulos (3.28) on siind mielessd kayttokelpoi-
sempi, ettd A-suhde voi olla mielivaltainen, mutta edelleen kuitenkin vaaditaan, ettd las-
kentaverkkoa tihennetddn samassa suhteessa jokaisessa suunnassa. Diskretisointivir-
heelle johdettua yhteytté (3.28) voidaan kdyttdd myos Richardsonin virhe-estimaattina ng

muodossa
__< 3.30
r]R - /15 _ 1’ ( . )

jossa muutossuhde €® muodostetaan tiheimmiin laskentaverkon tuloksen ¢y, , jaharvem-

man laskentaverkon tuloksen ¢, avulla yhteydesta

bn, — dn
¢ =Tl T 3.31
€ o (3.31)

Estimaattia (3.30) voidaan pitdd hyvind vain niisséd tapauksissa, joissa 7z < 1. Yleisesti
virtausmekaniikassa jilkikéteisvirhearviona on kiytetty edelld mainittua e®-suhdetta,
joka ei suoranaisesti riipu diskretisointimenetelmien kertaluvusta s tai laskentaverkkojen

koon suhteesta A, eiké estimaattia (3.31) voida siten voida pitda riittdvan hyvéni. (Roache
1994, s. 406-407)

Richardsonin virhe-estimaatti ei kuitenkaan anna luotettavaa yldrajaa diskretisointivir-
heelle, mutta sen sijaan Richardsonin virhe-estimaatin avulla voidaan muodostaa numee-
risten laskentatulosten raportoinnin kannalta varsin hyddyllinen diskretisointivirheen
suppenemista kuvaava GCI-indeksi (engl. Grid Convergence Index). Indeksi voidaan
madrittdd yhteydesti

Neer = 35 1+ (3.32)

Indeksin perimmaéisend tarkoituksena on normalisoida kaikki erilaisilla A- ja s-paramet-
reilla tehdyt virhe-estimaatit, mutta indeksissd esiintyvd kerroin on puhtaasti ad hoc -
tyyppisesti médritetty, jolla pyritdén saamaan indeksistd konservatiivinen. Richardsonin
ekstrapolointi kuitenkin vaatii tulosten virheen pienenevian asymptoottisesti, minka to-
teamiseen tarvitaan usein vahintddn kolme eri numeerista ratkaisua eri laskentaverkoilla.
(Roache 1994, s. 407-411)
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Richardsonin virhe-estimaatti on kuitenkin alkeellinen, jos verrataan titi edellisessé lu-
vussa esitettyihin eksplisiittisiin ja implisiittisiin virhearvioihin. Kolmen eri laskentaver-
kon kiyttdminen on varsin tyoldstd ja muutenkin virhearvio jattdd korkeamman asteen
virheldhteet huomioimatta taysin. Téstd syystd Richardsonin virhe-estimaattia ei hyodyn-
netd tissd tydssd, mutta menetelmdlld saadaan jonkinlainen kontrollitilavuuskohtainen
virhe-estimaatti, miké on ehdottomasti jo iso askel oikeaan suuntaan. Tutustutaan seuraa-
vaksi hieman monimutkaisempaan eksplisiittiseen virhearvioon.

3.3 Momenttimenetelma

Kontrollitilavuusmenetelméassd numeerista ratkaisua voidaan pitdd tarkkana, jos kontrol-
litilavuuksien keskipisteissi ja kontrollitilavuuksien rajapinnoille interpoloidut arvot vas-
taavat analyyttistd ratkaisua. Mielivaltaisen muuttujan ¢ differentiaaliyhtélon

V- (pugp) =V - (I?ve) + Q¢ (3.33)

tapauksessa my0s kaikki ratkaisun ¢ korkeammat momentit toteuttavat kyseisen yhtdlon,
mutta vain siind tapauksessa, jos numeerinen ratkaisu on tarkka. Esimerkiksi muuttujan
¢ toisen momentin

b — % »? (3.34)

tulee tayttaa differentiaaliyhtilo (3.33). Hyodyntdmalla yhtdloita (3.33) ja (3.34) saadaan
toiselle momentille m® differentiaaliyhtild

V- (pum?) =V (I*vm?) —T? (V¢ - Vo) + Q¢ ¢, (3.35)

jolle yleensid saadaan nollasta poikkeava tulos, koska yhtdlon (3.33) numeerinen ratkaisu
ei ole tdysin tarkka. Téstd syystd toiselle momentille formuloitua differentiaaliyhtdloa
(3.35) voidaan kiyttad virhe-estimaattina, kun se ratkaistaan jokaista kontrollitilavuutta
kohden. Integroimalla jokaisen kontrollitilavuuden yli saadaan

Fin,c(m?®) = f [V (pum?) — V- (I*vm?) — Q%¢p + T?(Vp - V§)|dV,  (3.36)
Ve

jossa tarvittavat m®-arvot tunnetaan entuudestaan ja muut termit saadaan muodostettua
tunnetusta numeerisesta ratkaisusta siind kaytettyjen diskretisointimenetelmien avulla.
Konvektiotermin muodostamisessa suositellaan kdytettdvéksi keskeisdifferenssimenetel-
mad, jotta tarvittavat rajapintojen arvot interpoloidaan toisen kertaluvun menetelmalla.
Momenttimenetelmé voidaan my0s yleistdd vektorimuuttujille. (Jasak 1996, s. 168—170)

Vaikeutena yhtilon (3.36) kiyttdmisessd on kuitenkin se, ettd ratkaisun yksikko ei vastaa
alkuperdisen muuttujan ¢ yksikkdd, vaan lopputuloksen yksikkd on aina muotoa
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[#]2[L]3/[T]. Tisté syystd vaaditaan keino normalisoida momenttivirhe-estimaatin tu-
lokset. Ajatellaan muuttujan ¢ efektiivisen nopeusskaalan riippuvan sen konvektiivisesta
ja diffuusiivisesta siirtonopeudesta. Télloin yksikoiden nojalla pétee

re

Uerr = |ul + p_h' (3.37)

jossa h riippuu lokaalista kontrollitilavuuden koosta. Nopeusskaalan u, ¢ avulla voidaan

madrdtd myos ominaisaikaskaala muodossa

R

N ¢
Nt Julh+

jonka avulla voidaan normalisoida kontrollitilavuuskohtainen —momenttijaannos
Tm,c (m¢), kun jaetaan tdma vield kontrollitilavuuden tilavuudella V. Néin ollen lokaalina

momenttivirhe-estimaatina 7, ¢ voidaan kayttdd muotoa

|fm,C(m¢)|Teff

nm,C(¢) =2 Ve

(3.39)

joka perustuu nelidlliseen riippuvuuteen (3.34). Virhe-estimaatin yksikko vastaa nyt mie-
livaltaista ¢-muuttujaa, eli johdettu virhe-estimaatti kuvaa lokaalia virhettd. (Jasak 1996,
s. 170-171)

Momenttivirhe-estimaatin voidaan osoittaa tiyttivdn virhe-estimaateilta vaaditun
asymptoottisuusominaisuuden, jos yhtdld (3.36) diskretisoidaan neljdnnen kertaluvun
menetelmilld. Syyni tihdn diskretisointivaatimukseen on se, ettd toisen momentin m®
variaatio on nelidllinen eikd lineaarinen. Kdytdnndssi yleensd tyydytdédn toisen kertalu-
vun diskretisointimenetelmiin, koska korkeamman asteen menetelmien tuoma vaikutus
momenttijadnnoksen (3.36) on varsin pieni. Yksinkertaistuksella on kuitenkin se haitta-
puoli, ettd liian harvoilla laskentaverkoilla neljannen kertaluvun termien suhde toisen ker-
taluvun termeihin ndhden saattaa olla liian suuri, jolloin myds estimaatin (3.39) suoritus-
kyky karsii. Tastd huolimatta momenttivirhe-estimaatti kuvaa diskretisointivirhettd huo-
mattavasti paremmin kuin esimerkiksi Taylorin sarjakehitelmiin pohjautuvat estimaatit.
Menetelmin heikkoutena voidaan pitda sitd, ettd se ei valttdmattd kuvaa diskretisointivir-
hettd tdysin oikein edelld mainitusta neljdnnen kertaluvun diskretisointivaatimuksesta
johtuen, kun laskentaverkko tihenee. (Jasak 1996, s. 171-172)

Momenttivirhe-estimaatti on selkeésti eksplisiittinen virhe-estimaatti, silla diskretisointi-
virheestd saadaan arvio jo olemassa olevan numeerisen ratkaisun perusteella, ja neljinnen
kertaluvun diskretisointimenetelmien ansiosta myos asymptoottisuusehto tiyttyy. Tamén
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lisédksi Momenttivirhe-estimaatti vaikuttaa olevan siind mielessé perinteinen eksplisiitti-
nen virhe-estimaatti, ettd sen avulla ei saatu johdettua tarkkaa yldrajaa virheelle. Voidaan
olettaa, ettdi momenttijadnnoksen 7, - avulla muodostetuilla momenttivirhe-estimaateilla
Nm,c €1 voida suoraan approksimoida diskretisointivirheen energianormia, vaikka Jasak
(1996) ei tétd suoranaisesti tuokaan esille. Momenttimenetelmé pikemminkin antaa vain
lokaalisti adaptiivisuuden kannalta kiyttokelpoista tietoa diskretisointivirheesta.

Globaalin virhearvion muodostamisen kannalta toisena heikkoutena momenttimenetel-
massd on se, ettd se el ota huomioon vuojdédnnoksii. Toisaalta momenttijaddnnoksen yk-
sikko ei mydskdédn vastaa alkuperdisen yhtdlon yksikkod, mika estdd suoraan eksplisiitti-
sen virhe-estimaatin (3.12) kaltaisen virhe-estimaatin muodostamisen. Kyseisen estimaa-
tin muodostaminen olisi siind mielessi tirkedd, ettd timén avulla saataisiin myos globaali
virhearvio summaamalla lokaalit virhe-estimaatit keskendéin. Onneksi kontrollitilavuus-
kohtaisten jidnnosten muodostamiseen 10ytyy kuitenkin parempia menetelmid, kuten lu-
vussa 3.4 osoittautuu. Ty0ssd sovelletaan momenttivirhe-estimaattia sellaisenaan, koska
menetelméan kiyttd on varsin suoraviivaista.

3.4 Jaannosmenetelma

Kontrollitilavuusmenetelmissd jadnnosten muodostaminen on elementtimenetelmédn
nihden hankalampaa, silld kontrollitilavuuksien keskipisteiden arvot periaatteessa toteut-
tavat ratkaistavat differentiaaliyhtdlot ratkaisijalle asetetun toleranssin tarkkuudella. Rat-
kaisusta saatavat rajapintojen arvot saattavat kuitenkin poiketa lineaarisella interpoloin-
nilla saatavista arvoista laskentaverkon muotovirheiden tai kdytettyjen diskretisointime-
netelmien vuoksi. Télloin kontrollitilavuuksissa saattaa esiintyd diskretisointivirhettd
jaanndsten muodossa, silld virtauskenttd ei muutu lineaarisesti kontrollitilavuuksien vé-
lilld. Jaannosten muodostamisessa tdytyy kayttdd siis hieman kekselidisyyttd. Kontrolliti-
lavuuksien sisdlld mielivaltaisen pisteen A arvo voidaan lineaarisen variaation nojalla
médrittdd kontrollitilavuuden keskipisteessé tunnetun gradientin V¢ . avulla yhteydesta

ha=¢c+ (Vo) - (x4 — X¢), (3.40)

jossa ¢¢ ja V¢ ovat molemmat tunnettuja. Toisaalta kahden kontrollitilavuuden vélilla

voidaan kiyttdd myos etdisyyteen pohjautuvaa interpolointia
$a=9gcpc+ (1 —gc)or, (3.41)
missd interpolaatiokertoimelle pétee yhteys

_Ixe—=x4ll  dpg
x4 —xcll  dpc

Jdc , (3.42)
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mutta yhtdlostd (3.41) interpoloimalla saatu ¢4-arvo ei vélttdimaittd aina vastaa gradien-
tilla médritettyd arvoa (3.40). Interpoloidut arvot ovat yhtdsuuret vain siind tapauksessa,
jos numeerinen ratkaisu vastaa tarkkaa ratkaisua. Mielenkiintoinen havainto saadaan, jos
piste A sijoitetaan kahden kontrollitilavuuden vilisen rajapinnan pintakeskioon, jolloin
muodostuu jopa kolme eri arvoa kdyttdmalld yhteyksid (3.40) ja (3.41). Ensimmaéinen
arvo saadaan interpoloimalla suoraan yhtdlosté (3.40) ja toinen interpoloimalla sama piste
naapurikontrollitilavuuden arvoilla ¢g, V¢ . ja X, — Xp. Kolmas arvo saadaan etdisyy-
teen pohjautuvalla interpoloinnilla (3.41). Jos arvoissa on eroavaisuuksia, ndiden avulla
voidaan rakentaa jokaiselle kontrollitilavuudelle numeerisen ratkaisun jadnngs. (Jasak
1996, s. 173—-176) Jadnnostd on havainnollistettu kuvassa 3.3.

Interpolointi

Lineaarinen
variaatio ~—~——_

br,

br, -

-
-

o

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

) 1
N 1

' |

A >
A4 ~

I c A|f F

Kuva 3.3 Kontrollitilavuuksien vidlilld esiintyvd jadnnos. Mukailtu ldhteestd (Jasak 1996,
s. 174).

Pelkistddn interpoloitujen arvojen perusteella muodostettu jadnnds ei varsinaisesti ota
differentiaaliyhtdlon konvektio- tai diffuusio-osuutta huomioon. Esimerkiksi yhtdlon
(3.33) tapauksessa saadaan muodostettua edelld mainitut seikat huomioiva virhe-esti-
maatti, jos jddnnos madritetddn jokaiselle kontrollitilavuudelle integraalista

n(f)
rc($) = f [V (oug) - V- (1979) - @?]av = > [(ou),~(1v9) | - Q*V,
Ve 7

(3.43)
jossa rajapintojen arvot saadaan lineaarisen interpolaation
¢ = pc + (Vo) - (Xf - Xc), (3.44)

avulla ja rajapinnan pintakeskidssd oleva gradientti oletetaan samaksi kuin kontrollitila-
vuuden keskipisteen gradientti, eli

(Vé)r = (Vo). (3.45)
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Hienoutena jadnnoksessa (3.43) on se, ettd silld saadaan esille myos diskretisointivirheet,
jotka aiheutuvat laskentaverkon muotovirheistd, kuten esimerkiksi vinoumasta, koska ¢«
madritetddn todellisessa pintakeskiossa f, eikd leikkauspisteessa f'. My6s diskretisointi-
virheiden kannalta kriittinen numeerinen diffuusio vaikuttaa jddnnoksen suuruuteen,
koska se lisdd konvektiojddnnosta suoraan. Merkittdvana seikkana edelld muodostetussa
jaannoksessd on se, ettei se periaatteessa rajoita numeerisessa ratkaisussa kaytettdviad
diskretisointimenetelmiad lainkaan, jos pidetdén huoli siitd, ettd muuttujan ¢ variaatio va-
litaan asianmukaisesti diskretisointimenetelmien kertaluvun perusteella. Ei myoskéén ole
syytd olettaa, ettd menetelméan suorituskyky olisi suoranaisesti riippuvainen laskentaver-
kon koosta. Voidaan my0s todistaa, ettd menetelmd suppenee asymptoottisesti kohti to-
dellista diskretisointivirhettd. Kéyttokelpoisen virhe-estimaatin muodostaminen vaatii
vield jainndsten normalisoinnin, koska niiden yksikkd on [@][L]3/[T]. (Jasak 1996, s.
176-179)

Jaannosvirhe (3.43) kannattaa normalisoida momenttivirhemenetelmin tavoin yksittéis-
ten kontrollitilavuuksien ominaisuuksien avulla. Jadnnosvirheessé esiintyy konvektio-,
diffuusio- ja lahdetermi, joten on etsittdva keino normalisoida ndiden termien yhteisvai-
kutus. Diffuusiotermin tapauksessa on jarkevintd muodostaa kontrollitilavuuskohtainen
diffuusiovuon tilavuuskeskiarvo

n(f)
1 Sf(r¢)
- [ 646

dCF

Vastaavasti samanlaista tilavuuskeskiarvoa voidaan hyodyntdd myos konvektion tapauk-
sessa, kuitenkin silld poikkeuksella, ettd huomioidaan vain kontrollitilavuudesta poispdin
virtaavat vuot. Konvektiotermi otetaan titen huomioon keskiméadrdisend konvektiovuona

L9
FéC = 7 Z max(riy, 0), (3.47)
(o
f

mutta normalisointi ei ole vield tdysin valmis. Tarvitaan nimittdin keino normalisoida
lahdetermien vaikutus, silléd ratkaistava yhtilo saattaa sisdltdd vuomaisia implisiittisié 1dh-
determejd, jotka riippuvat ¢--arvoista, kuten esimerkiksi nopeuskentén divergenssi. Tél-
16in niiden vaikutus tiytyy ottaa huomioon lisdamalld ne erilliseen F®@-termiin. Sen si-
jaan eksplisiittisilla 1dhdetermeilld ei ole vaikutusta normalisointiin, koska ndmai oletetaan
tarkoiksi, eikd ndilld ole edelld mainittua ¢, riippuvuutta. Ottamalla kaikki edelld esitetyt
normalisointikertoimet huomioon, saadaan normalisointikerroin

F® = F®P 4 FoC 4 FéQ (3.48)

jota voidaan soveltaa kontrollitilavuuskohtaiseen jadnnokseen (3.43). Lopulta saadaan
muodostettua lokaali jaddnndsvirhe-estimaatti
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fr,C (¢)

Nrc(P) = VFoC!

(3.49)

jonka yksikkd on sama kuin mielivaltaisen ¢p-muuttujan. Vektorimuuttujan tapauksessa
jaannosvirhe-estimaatti tuottaa vektorimuotoisen virhe-estimaatin, josta saadaan kéte-
vasti my0s skalaarivirhe laskemalla kyseisen virhe-estimaatin normi. (Jasak 1996, s. 179—
181) Implisiittisen ldhdetermin lisdédminen normalisointikertoimeen (3.48) on varsin sel-
ked, jos tarkastellaan aiemmin luvussa 2.7 johdettua 1dhdetermin diskretisointia. Ldhde-
termistd voidaan tunnistaa vuomainen ¢.-muuttujasta riippuva termi ja toinen taysin eks-
plisiittisesti arvioitava termi.

Jaannosmenetelmilld saadulla jadnnokselld voitaisiin periaatteessa johtaa elementtime-
netelmén kaltainen eksplisiittinen virhe-estimaatti (3.12), koska 16ydettiin keino saada
esille kontrollitilavuuskohtainen jaannos (3.43). Tosiasiassa kyseisen virhe-estimaatin
muodostaminen saatiin taidokkaasti kierrettyd, koska jadnnos ottaa huomioon gradient-
tien hyppaykset ja toimii itsessddn jo hyvani virhe-estimaattina, kun se vield normalisoi-
daan. Sen sijaan vaihtokaupassa menetettiin mahdollisuus approksimoida diskretisointi-
virheen globaalia energianormia, koska virhe-estimaatti (3.49) ei selkedsti ole virhe-esti-
maattia (3.12) vastaava. Ei ole selvii, voidaanko jidnndsvirhe-estimaatit summata ja té-
ten arvioida numeerisen ratkaisun virheen yldrajaa. Joka tapauksessa tdma riippuu vield
tuntemattomasta vakiosta, joten ongelma ei ole valttaméittd vakava, koska kontrollitila-
vuusmenetelméédn on johdettu myds luotettavan yldrajan antava implisiittinen virhe-esti-
maatti, jota kasitelldén luvussa 3.5. Jadnnosvirhe-estimaatti on ehdottomasti hyvin diskre-
tisointivirhettd havainnollistava, koska tdmén yksikkd vastaa ¢-muuttujan yksikkod.
Edelld mainituista syistd jddnnosvirhe-estimaattia sovelletaan téssd tyossd sellaisenaan.

3.5 Tasapainotettujen jaannosten menetelma

Tarkastellaan aiemmin luvussa 3.1 esilld ollutta malliongelmaa (3.5) ottamalla huomioon
mielivaltainen diffuusiokerroin a, jolloin saadaan ongelma

V- (aVu) +cu = f, (3.50)
ja télle asetetaan oleelliset ja luonnolliset reunaehdot

{u =0, reunalla Ip,

aVu-ny =g, reunalla Ty, (3.51)

jossa ny on pinnan normaalin suuntainen yksikkovektori. Malliongelmalle (3.50) tunne-

taan diskretisointivirheen globaali energianormi muodossa

llellz = f (aVe - Ve + ce?)dv, (3.52)
n
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jonka kontrollitilavuuskohtaista osuutta ||e||g yritetddn tasapainotettujen jadnnosten

menetelmissd approksimoida jollakin implisiittiselld virhe-estimaatilla ¢.. Ratkaise-
malla jokaisessa kontrollitilavuudessa lokaali ongelma

—V Ve =T (3.53)
reunachdoin

éc=0, reunalla VvV, N Tp,

{Vfc ‘N = Re, reunalla Ve \ Ip, (3.54)

saadaan aikaan jokaista kontrollitilavuutta kohden, gradientista V&, ja kertoimesta a riip-
puva, implisiittinen virhe-estimaatti

1
IOz = | Ve - Vécav. (355)

Ve

Virhe-estimaatti (3.55) on vastine todelliselle energianormille ||e]|g . Mikéli kyseinen
implisiittinen virhe-estimaatti tunnetaan jokaisessa kontrollitilavuudessa, voidaan lokaa-
lit virhe-estimaatit summata globaalisti, eli tdlloin saadaan

n(C)

lellz < ) oI e (3.56)
c=1

joka antaa diskretisointivirheen energianormille luotettavan ylarajan. (Jasak 1996, s. 181—

183) Implisiittisen jdlkikdteisvirhearvion muodostaminen on siis selkedsti tyolddmpéa
kuin aiemmin esitettyjen momenttivirhe- tai jadnndsvirhe-estimaattien kdytto, koska es-
timaatti (3.55) vaatii vield erillisen ongelman ratkaisemisen. Sen sijaan lisddntynyt tyo-
méérd on hyvin perusteltavissa, silld tarkka yldraja (3.56) ei enéi riipu tuntemattomasta
kertoimesta C,. Lokaalien ongelmien (3.53) reunaehdot kuitenkin vaativat vield lisé-
huomiota, ennen kuin ongelma voidaan ratkaista, joten ndihin keskitytdén seuraavaksi.

Reunaehdoissa esiintyvéd vuojddnnds R, vaatii késittelyd, ennen kuin reunaehtoja (3.54)
voidaan soveltaa lokaaliin ongelmaan (3.53). Sen sijaan jddnnoksen 7, tilavuusintegraali
tunnetaan, koska tdmé saadaan yhteydesta

[ reeoav = -re, (357)
Vv

C

mikd vastaa luvussa 3.4 esitettyd jidnnosmenetelméd. Médritetddn reunaehdoissa (3.54)
esiintyvé vuojadnnds R alkuperdisen ongelman reunaehdoista riippuen kahteen osaan

Re =g —aVu, - ng, reunalla aV- N Ty,
c={ ¢ ne Ty ¢ (3.58)

R = —ac[[aVuh . nf]], reunalla Ve \ Ty,
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missa [[Vuh . nf]] kuvaa vuohyppdystd kontrollitilavuuksien vilisilld rajapinnoilla. Ky-
seisille rajapinnoille ei ole maaritty luonnollisia reunaehtoja alkuperdisessd ongelmassa,
ja a¢ on jokin tuntematon kerroin. Rajapinnoilla tapahtuva vuohyppéys saadaan mééri-
tettyd gradienttien avulla yhteydesta

lavuy, - ng] = [a(Vug) - nf]c — [a(Vup) - nf]F. (3.59)

Gradienttihyppéysten lisdksi numeerisessa ratkaisussa saattaa kuitenkin esiintyd myos
muuttujan u hyppdyksia, eli

[ul = [(uh)f]c - [(uh)f]F- (3.60)

Ennen kontrollitilavuuksien vélisissd vuojadnnoksissa esiintyvin a.-kertoimen tarkem-
paa médrittelyd, tarvitaan vield keino interpoloida vuo aVuy, - ns kontrollitilavuuden si-

sdlld. Kyseinen vuo voidaan interpoloida yhteydesta

(aVup, - ng), = aca[(Vuh)f]C ng+ (1- ac)a[(Vuh)f]F ‘ng (3.61)
ja samalla tavalla voidaan myo0s interpoloida muuttuja u

(Up)g = aC[(uh)f]C +(1- ac)[(uh)f]F- (3.62)

Tuntemattomien a.-kertoimien madrittiminen monimutkaistaa implisiittisen virhe-esti-
maatin muodostamista siten, ettd yhteyksissd (3.61) ja (3.62) esiintyvit kertoimet tdytyvit
olla samat kuin vuojddnnoksissd (3.58). Tasapainotettujen jadnnosten menetelméssa
ideana on madrittdd a.-kerroin silld tavalla, ettd timéin avulla muodostetuilla reunaeh-
doilla saadaan merkityksellinen ratkaisu yhtéldstd (3.53). (Jasak 1996, s. 183—184)

Koska a.-kerroin vaikuttaa suoraan lokaalin ongelman reunaehtoihin, tulee kertoimien
avulla midritettyjen vuojdannoksien olla tasapainossa, eli jokaisessa kontrollitilavuu-
dessa tulee toteutua ehto

J

joka varmistaa sen, ettd ongelmalle (3.53) saadaan ratkaisu. Tase-ehdon (3.63) varmista-

re dV + jﬁ RcdA =0, (3.63)

c Ve

minen hankaloittaa menetelman kayttod entuudestaan. Osoittautuu, ettd jakamalla tase-
ehto malliongelman oleellisten ja luonnollisten reunaehtojen avulla pienempiin palasiin,
ja hyddyntdmalld vuojdénnoksié (3.58), saadaan

jvc [f — c(uh)c] dv +£

§dA +f (aVup, -1y 1 gy dA =0, (3.64)

VenTy dVe\Tny\Tp
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jossa esiintyvi interpoloitu vuo {(aVuy, - Ns) ;g on jo yhteydestd (3.61) tuttu. Hankaluu-
tena on se, miten vuon interpolointi tapahtuu, jotta ehto (3.64) tiyttyy ja samalla myos
alkuperdinen ongelma (3.50) toteutuu. Tase-ehtoa voidaan helpoiten hyddyntda, kun lau-
sutaan gradienttihyppéyksid siséltdvit vuojddnnokset sellaisessa muodossa, ettd niissé
esiintyy timé kyseinen vuo (aVuy, - n¢)(1_4). Muokkaamalla kontrollitilavuuksien raja-

pintojen vililld olevaa vuojdanndstd muotoon
—aclaVuy - ne]| = —ac[a(Vuy)c - np — a(Vup)p - g
= (1 —ac)a(Vup)c - ng + aca(Vup)p - ng —a(Vuy)c - ng
= (aVuy - ng)1_q) — a(Vup)c - 0y, (3.65)

saadaan siihen aikaiseksi haluttu suure {(aVuy, - nf)1-q). Kyseinen interpoloitu vuo on
kuitenkin luonnostaan saatavilla kontrollitilavuusmenetelmén tuloksista. Osoittautuu,
ettd a-kertoimia ei tosiasiassa tarvitse midrittid, koska tunnetaan yhteys

(Un)r — (uh)c.

dcr

(aVup -np)q_q) = a (3.66)

Kyseiseen interpoloituun suureeseen voidaan lisétd my0ds epdortogonaalisuuden aiheut-
tama lisdkorjaus, jos laskentaverkossa esiintyy epdortogonaalisuutta. (Jasak 1996, s. 184—
187) Edelld saatiin varmistettua, ettd lokaali ongelma voidaan ratkaista jokaisessa kont-
rollitilavuudessa, misti ei ole takeita, jos tase-ehtoa ei tdyteta.

Lokaaleille ongelmille saadaan téten tase-ehdon tayttivit reunaehdot

Rc = g — aVuy, - ny, reunalla Ve N Ty

R¢ = a (up)r — (Un)c

Ro = (3.67)

+ a(Vup)c - ny. reunalla 9V, \ Ty
dcr

Menetelmd voidaan yleistid my0s mielivaltaisen skalaarimuuttujan sdilymisyhtélolle,
kun otetaan huomioon my0s konvektiotermi. Talloin reunaehdoissa taytyy esiintyd myos
muuttujan u hyppdykset, mutta periaate on sama kuin malliongelman tapauksessa ja lop-
putuloksena saadaan estimaatin (3.55) kaltainen implisiittinen virhe-estimaatti jokaiselle
kontrollitilavuudelle. (Jasak 1996, s. 186—189) Skalaarimuuttujalle yleistystd ei kuiten-

kaan esitetd, vaan siirrytddn suoraan Navierin—Stokesin yhtéldiden implisiittiseen virhe-
estimaattiin, joka ei loppujen lopuksi eroa kovinkaan paljoa malliongelman tapauksesta.

Navierin—Stokesin yhtdloiden tapauksessa numeerisen ratkaisun diskretisointivirhe riip-
puu nopeusvektorin diskretisointivirheesti

e,=u—u (3.68)
u h

ja myds paineen diskretisointivirheesta
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E=p—p, (3.69)

koska Navierin—Stokesin yhtdlot ovat kytkeytyneitd toisiinsa painegradientin kautta. Pai-
neen diskretisoinnissa tapahtuneet virheet lisddvét koko numeerisen ratkaisun virhetta ai-
heuttamalla nopeuskenttidn divergenssid. Tastd syystd energianormin sijaan muodoste-
taan tatd vastaava normi

I(ew E)IL. = f

v(Ve, : Ve,)dV + f E24dV, (3.70)
0

0

mitd approksimoidaan implisiittiselld virhe-estimaatilla .. (Jasak 1996, s. 189—192)

Tasapainotettujen jddnndsten menetelmén soveltaminen Navierin—Stokesin yhtél6ihin
vaatii monimutkaisempien reunachtojen asettamisen lokaalille ongelmalle. Navierin—Sto-
kesin yhtdloiden virhe-estimaatti saadaan, kun ratkaistaan vektorimuotoinen lokaali on-

gelma
-V V& =1, (3.71)
reunachdoin

V& -ng = (Ry)c, §& =0, reunalla JdV.nNIp,
{V‘q’c ‘ng = Rg, reunalla  dV.\ Ip, (3.72)
missé esiintyvé jadnnosvektori ry saadaan tutulla tavalla yhteydesti

re = j [f —Vp, — V- (pupuy) + V- (VWuy)] dV, (3.73)

Ve

jossa f siséltdd Navierin—Stokesin yhtdloiden ldhdetermit. Tase-ehdon tdyttdvien
vuojadnnosten avulla saadaan kontrollitilavuuksien vilisille rajapinnoille asetettua reuna-
ehdot

RC = mf [—(uh)(l_a) + (uh)f] — Sf[—(vVuh . nf)(l_a) + V(Vuh)f . nf] (374)

ja pinnoille, joille on asetettu nopeudelle nollagradientti reunachto Navierin—Stokesin yh-
téloissd, kiytetddn yksinkertaistettua muotoa

RC = mf[—<uh>(1_a) + (uh)f] - va(Vuh)f . nf. (375)

Vastaavasti pinnoille, joille on asetettu Navierin—Stokesin yhtdldissd oleelliset reunaeh-
dot, saadaan edelleen yksinkertaisempi reunaehto

(RU)C = mf [_<uh)(1—a) + (uh)f]» (376)
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joka ei luonnostaan riipu gradienttien suuruudesta, koska luonnollisia reunaehtoja ei ole
annettu niille alueille, eiké siten niissé esiinny hyppayksid. Kaikissa reunaechdoissa inter-
poloitu arvo (up);_,) médritetdéin samalla tavalla kuin konvektiotermin diskretisoin-
nissa. (Jasak 1996, s. 191-192)

Ratkaisemalla jokaisessa kontrollitilavuudessa yhtilo (3.71) saadaan lokaali implisiitti-
nen virhe-estimaatti

1 2
~VE: Ve dV + f [V (up)c]* dV (3.77)

Ve

o7 7wl = |

Ve
ja tdmén avulla globaaliksi virhearvioksi saadaan

n(C)

Iew B> < D llp(VE 7 - upllc’, (3.78)
c=1

joka kuvaa Navierin—Stokesin yhtéldiden diskretisointivirheen energianormin yldrajaa
luotettavasti. (Jasak 1996, s. 192)

Tarkempi johto tasapainotettujen jiinndsten menetelmén soveltamisesta yksinkertaiseen
malliongelmaan 16ytyy léhteestd (Ainsworth & Oden 1993) ja Navierin—Stokesin yhté-
16ille 1dhteestd (Oden et al. 1994). Menetelmii ei johdettu kyseisisté 1dhteista siitd syysta,
ettd kontrollitilavuusmenetelmén sovellus oli jo saatavilla.

Tarkastellaan vield yksinkertaiselle malliyhtilolle johdettua lokaalia ongelmaa (3.53) ja
sille asetettuja oleellisia ja luonnollisia reunaehtoja (3.54). Jasakin (1996, s. 192-193)
mukaan ongelma on hyvin aseteltu ja suoraan lokaalisti ratkaistavissa, jos kontrollitila-
vuuden pinnalle on asetettu ainakin yksi oleellinen reunaehto, mutta méaritteleméton, jos
pinnoille on asetettu vain luonnollisia reunachtoja. Seuraavaksi esitetdédn, miten lokaali
ongelma voidaan ratkaista edelld mainitun havainnon avulla ilman globaalin yhtél6ryh-
mén muodostamista.

Implisiittisessé virhe-estimaatissa (3.55) esiintyvé V¢&.-gradientti voidaan ratkaista jokai-
sessa kontrollitilavuudessa, jos oletetaan, ettd & muuttuu lineaarisesti jokaisen kontrolli-
tilavuuden sisdlld. Muuttujan todellista arvoa ei vélttdmétté tarvita, vaan virhe-estimaat-
tiin muodostamiseen riittdd timén gradientti. Lineaarisen variaation nojalla kontrollitila-
vuuksien rajapinnoilla pétee

¢r=%c+ (Vé)¢- (Xf —X¢) (3.79)

ja timén avulla voidaan koota kontrollitilavuuden keskipisteessa gradientti V&, Greenin—
Gaussin lauseen mukaisesti, eli yhteydesti
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n(f)

1
Ve = Z £S;. (3.80)
<7

Tehdddn myos toinen oletus, ettd keskimddrdinen gradientti on vakio koko kontrollitila-
vuudessa, eli yhteys V¢, = V¢, pétee. Edelld mainitun oletuksen sekd yhtéldiden (3.79)

ja (3.80) avulla saadaan gradientti V&, nyt yhteydesta

n(f)
1

Ve =3 ) 18- (xr = xc)lsy, (381)
7

jossa é-termin vaikutus jatettiin huomioimatta. Jos jitetddn myos laskentaverkon epéor-
togonaalisuus huomioimatta, voidaan kontrollitilavuuden pinnoille asetettuja reunaehtoja
(Rc)r = (V&) - ng soveltaa gradienttiin (3.81) yhteyden

(VO - (xr —x¢) = ||Ixr — x||(VE)f - 1y = dip (VE)f - 1y (3.82)
avulla. Gradientti saadaan ratkaistua edelld mainittujen reunachtojen ansiosta yhteydesta

" n(f) 1 n)
f f

mikili kaikki vuojddnnokset (R¢) s ovat tunnettuja. Tulos (3.83) pitee vain siind tapauk-

sessa, jos kontrollitilavuudessa ratkaistavalle lokaalille ongelmalle on asetettu pelkistddn
luonnollisia reunaehtoja. (Jasak 1996, s. 193—194)

Kaikki kontrollitilavuuden pinnat eivét kuitenkaan ole aina kahden kontrollitilavuuden
valisid rajapintoja, vaan osa pinnoista saattaa olla oleellisia reunaehtoja siséltavid reuna-
pintoja. Télloin gradientin V¢, laskentaa joudutaan hieman monimutkaistamaan. Lokaali
ongelma (3.53) voidaan diskretisoida kontrollitilavuusmenetelmélld muotoon

n(f)
- Z (Véc - Sy =r1cVe, (3.84)
f

jossa esiintyvd summatermi voidaan jakaa kahtia reunaehtojen perusteella, eli

n(f) n(g) n)
D (Ve S)p =) (Ve S)g+ ) (Véc-S)s, (3.85)
f g v
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jossa alaindeksi g viittaa luonnollisia reunaehtoja kayttéviin pintoihin. Vastaavasti v viit-
taa pintoihin, joille on méérdtty oleellinen reunachto. Yhtdlossé (3.85) olevat muuttujat
tiedetéédn, silld tunnetaan yhteys

(VEC)g ) Sg = Sg(vfc)g "Ny = Sg (Rc)g (3.86)

kontrollitilavuudelle asetettujen luonnollisten reunaehtojen vuoksi ja vastaavasti oleellis-
ten reunachtojen avulla voidaan muodostaa yhteys

Ev - EC
de .

(Véc)v - Sp = Su(Véc)y -y, = Sy, (3.87)

Soveltamalla vield lokaalin ongelman oleellista reunaehtoa &, = 0, saadaan yhtildiden
(3.84-3.87) nojalla £é-muuttujan arvoksi médritettyd kontrollitilavuuden keskipisteessa

J, eV + 25 (Re) 45,

n@) Sy_
Zv de

c (3.88)

Tuloksen (3.88) avulla voidaan vaihtaa oleelliset reunaehdot helpommin kiytettdviksi
luonnollisiksi reunaehdoiksi yhteydesti

(wafm=;i.

Niin kannattaa tehdd, koska sijoittamalla ndmé muiden luonnollisten reunaehtojen kanssa

(3.89)

yhtéloon (3.83), voidaan maarittdd helposti VE--gradientti myds niille kontrollitilavuuk-
sille, joissa yhdelle tai useammalle pinnalle on asetettu oleellinen reunaehto. Tulos (3.83)
voidaan yleistdd myds vektorimuotoiselle lokaalille ongelmalle. (Jasak 1996, s. 194—195)

Vaikka implisiittisen virhe-estimaatin muodostamisen teoria on huomattavan monimut-
kainen, saatiin kdyttokelpoinen estimaatti, koska lokaalien ongelmien ratkaisu merkitté-
vésti yksinkertaistuu. Hankaluus tasapainotettujen jddnnosten menetelméssd kohdistuu
enimmaékseen tarvittavien jddnnosten muodostamiseen, mutta jadnndsten muodostamisen
jalkeen gradientin V&, ratkaiseminen ei ole endi vaikea tehtiva.

Tasapainotettujen jadnndsten menetelméan implisiittinen virhe-estimaatti on alun perin
johdettu perinteisille Navierin—Stokesin yhtildille. Jos oletetaan kaikki ldhdetermit ek-
sakteiksi painegradientti pois lukien, voidaan menetelmi yleistdd hyvin myds aiemmin
esilld olleille RANS-yhtiloille. Télloin 1dhdetermiin f sisédllytetddn esimerkiksi Reynold-
sin jannitystensorin sisdltimad termi. My6s momenttimenetelmén ja jaddnndsmenetelmén
tapauksessa nédiden yleistys RANS-yhtéloille tapahtuu ldhdetermien muokkaamisella.
Momenttimenetelméén ja jaédnndsmenetelmédn palataan tarkemmin neljdnnessd luvussa,
jossa néitd sovelletaan.
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4. ADAPTIIVISEN KONTROLLITILAVUUSMENE-
TELMAN OPENFOAM-TOTEUTUS

4.1 OpenFOAM-alustan valmiiden ominaisuuksien selvitys

Edellisissé luvuissa tarkasteltiin erilaisia diskretisointi- ja virhearviomenetelmid seké esi-
tettiin my0s tyossa ratkaistavat yhtdlot. Seuraavaksi siirrytddn soveltamaan teoriasta opit-
tuja asioita ja algoritmien toimivuutta testataan kaytdnnossi. Tétd varten OpenFOAM-
toteutukseen on jirkevintd valita ominaisuuksiltaan mahdollisimman valmis ratkaisija,
johon voidaan toteuttaa helposti tarpeelliset adaptiivisuuteen ja virhearvioihin liittyvit
lisdominaisuudet, joiden toimivuutta tydsséd halutaan tutkia. OpenFOAM v5.0 -ohjelmis-
ton kéyttdjin kasikirjan (Greenshields 2017, s. 91-92) mukaan ohjelmistossa on suoraan
saatavilla PIMPLE-algoritmiin pohjautuva pimpleDyMFoam-ratkaisija, jonka avulla on
mahdollista ratkaista turbulenttisia ja kokoonpuristumattomia virtauksia sekd muuttaa
laskentaverkkoa sisdénrakennetuilla dynaamisilla ominaisuuksilla. Téita ratkaisijaa kan-
nattaa l4hted jatkojalostamaan, jotta tydomaard pysyy kohtuullisena.

PimpleDyMFoam-ratkaisijan kdyttdiminen adaptiivisen kontrollitilavuusmenetelmén to-
teuttamiseen ei ole sindlldédn erityisen uusi idea. Vastaavanlaista on kokeiltu esimerkiksi
siipiprofiilien adaptiivisessa laskennassa, jossa adaptiivisuutta on ajettu turbulenssisuu-
reisiin pohjautuvalla virheindikaattorilla, ja vaikka ratkaisija on alun perin kehitetty enim-
mékseen liikkuville eli dynaamisille laskentaverkoille, myds adaptiivisuus on mahdollista
toteuttaa. (Lindblad 2014, s. 3—60). Vastaavanlainen pimpleDyMFoam-pohjainen ja 2D-
simulaatioihin sopiva alkeellinen adaptiivinen ratkaisija 10ytyy esimerkiksi ldhteestd
(Holzmann 2017). Ongelmana virallisessa ja OpenFOAM-yhteison tuottamissa ratkaisi-
joissa on se, ettd ndissd kaikissa adaptiivisuutta ajavat mielivaltaiset virtauskentdn suu-
reet, eikd nditd siten voida pitdd todellisina adaptiivisina ratkaisijoina. Adaptiivisuuden
topologia-aspekti on jo selkedsti saatu kehitettyd hyville tasolle ja muutamaan otteeseen
todettu toimivaksi, mutta virhearvioita tuottavat lisdiominaisuudet on kuitenkin toteutet-
tava alusta ldhtien tai tuotava ne OpenFOAM:iin jostakin muusta sopivasta 1dhteesta.

Virhearvioiden toteuttamista helpottaa merkittavésti OpenFOAM:iin ajoittain julkaistava
foam-extend -tyokalupakki. Esimerkiksi foam-extendin version 4.0 kayttdjan késikirjaan
(2009, s. 93-94) on listattu muutamia kéyttokelpoisia laminaaristen virtausten jalkiké&sit-
telyyn sopivia virhearviotyokaluja, joilla voidaan luoda momenttimenetelméén ja jaan-
ndsmenetelméidn pohjautuvia virhearvioita. Namé eivét sellaisenaan sovi turbulenttisille
virtaustapauksille, koska virhearvioissa on otettava huomioon myos turbulenssin atheut-
tamat lisdtermit. Toisaalta pelkka tulosten jélkikisittely ei riitd, vaan tyokalut on muutet-
tava sellaiseen muotoon, ettd ndiden kédyttdiminen onnistuu myds simulaation aikana.
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Tavoitteena on siis toteuttaa kuvan 4.1 kaltainen vuokaaviona esitetty sovellus, joka hyo-
dyntdd PIMPLE-algoritmia ja laskennan péatteeksi suorittaa virhearvion sekd tdimén pe-
rusteella madrittdd, missd laskentaverkkoa kannattaa tihentdd tai harventaa. Ajatuksena
on ratkaista SIMPLE-algoritmilla aina stationiéritila ja sen jdlkeen marssittaa aikaa aina
yhden aika-askeleen verran eteenpdin. Varsinaisesti aikahistoriaa ei ole tarkoitus rat-
kaista, vaan aika-askeleena kaytetddan pseudoaikaa. Myoskédan PISO-algoritmin mukaisia
useampia nopeuskorjauksia ei suoriteta, vaan kuvassa 4.1 niakyvé paineyhtilon ratkaise-
minen ja nopeuskentén korjaaminen suoritetaan vain kertaalleen.

Luo lazkentaverkko
12 alkuarvaukset
lazkettaville suureille

Fatkaize nopeuskentts

L)
Ratkaize painevhtild ja
korjaa nopeuskentts

L)
Patlaize
turbulenssiyhisldt

Alirelaksoil vhialst Liz35 aika-askel

Ei

Orvatho yhitglst
Comvergoitumest?

Projizol edellinen tulos
uudelle laskentaverkolle

Paranna laskentaverkdooa

Tee virhearvio . .
virhearvion perusteella

Ei

COmko virhe
hyviksyttavills
tazolla?

Ei

Onko simulaatio
paattynyt?

Eylla

Kuva 4.1 Adaptiivinen PIMPLE-algoritmi
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PimpleDyMFoam-ratkaisijassa violetilla reunustetut vaiheet ovat tdysin kayttdjan vas-
tuulla. Kéyttdjin generoimaan laskentaverkkoon ja laskettavien suureiden alkuarvauk-
seen ei ole tarkoitus tehdd sen kummempaa automatisointia, koska ndméi ovat aina tilan-
teesta riippuvia. Keskitytddn siis seuraavaksi sinisell laatikoitujen osuuksien toteuttami-
seen ja my0hemmin luvussa 4.2 itse virhearviokohdan kehittdmiseen.

OpenFOAM:issa dynaaminen laskentaverkko voidaan luoda usealla eri tavalla. Dyna-
micFvMesh-kirjastoa voidaan hyddyntda ratkaisijoissa muun muassa mahdollistamaan
jaykén kappaleen liike solidBodyMotionFvMesh-luokalla. Laskentaverkon muotoa voi-
daan my0s manipuloida tai lisdtd siithen liikettd esimerkiksi dynamiclnkJetFvMesh- ja
motionSolverFvMesh-luokilla. Laskentaverkon koon muuttamiseen on kuitenkin tehty
erillinen dynamicRefineFvMesh-luokka, joka kykenee tihentdmiin ja harventamaan las-
kentaverkkoa kéyttdjdn asettamien raja-arvojen perusteella. Tdmén liséksi kyseinen
luokka mahdollistaa edellisen laskentaverkon tuloksien interpoloinnin uudelle laskenta-
verkolle. Luokka sisdltdd myds muita hyddyllisid ominaisuuksia, kuten montako kertaa
yksittéistd kontrollitilavuutta voidaan pilkkoa pienemmaéksi ja halutaanko liiallisia hyp-
payksié laskentaverkon koossa kontrollitilavuuksien vililla rajoittaa. Luokan ominaisuu-
det voidaan ottaa kdyttoon erilliselld dynamicMeshDict-sanakirjalla. (Eltard-Larsen 2016,
s. 1-10) Edelld mainitun dynamicRefineF'vMesh-luokan kéyttdd on havainnollistettu oh-
jelmassa 4.1, jonka avulla on mahdollista toteuttaa tarvitut adaptiivisuuteen liittyvit omi-
naisuudet. Kéyttdjille jaa tehtdvéksi vain asettaa virhearvion perusteella lowerRefineLe-
vel- ja upperRefineLevel-kynnysarvot, joiden sisdlld kontrollitilavuudet pilkotaan pie-
nemmiksi ja vastaavasti jokin unrefinelLevel-alaraja, jonka perusteella laskentaverkkoa
harvennetaan kriteerin tiyttavissd kohdissa.

dynamicFvMesh  dynamicRefineFvMesh; // Dynaamisen luokan valinta

dynamicRefineFvMeshCoeffs

{
refineInterval 1; // Miten usein adaptiivisuutta kaytetaan
field momErrorU; // Adaptiivisuudessa kdytettava suure
lowerRefinelLevel 1.295; // Alempi hienontamisen raja-arvo
upperRefinelLevel 99999; // Ylempi hienontamisen raja-arvo
unrefinelLevel 0.432; // Karkeammaksi muuttamisen raja-arvo
nBufferLayers 5; // Rajapintasolujen asettaminen
maxRefinement 2; // Maks. hienontamistasojen lukumaara
maxCells 15000000; // Laskentaverkon maksimikoko
correctFluxes // Interpoloitavat suureet
(
(phi U) // Nopeuskentan interpolointi
)
dumpLevel true; // Tallentaa laskentaverkon hienontamistason
}

Ohjelma 4.1 dynamicRefineFvMesh-luokan sddtoparametrit

Tarkempi katsaus OpenFOAM:in dynamicRefineFvMesh-luokan ldhdekoodiin (2019)
paljastaa, ettd laskentaverkon muokkaaminen voidaan suorittaa vain kdyttdmélld skalaa-
risuureita, eli toisin sanoen vektorisuureiden kaytto ei ole mahdollista. Sisddnrakennettu
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ominaisuus sallii vain heksaedrin muotoisten kontrollitilavuuksien leikkaamiseen kah-
deksaan pienempéén osaan. Laskentaverkon anisotrooppinen leikkaaminen on periaat-
teessa mahdollista toteuttaa OpenFOAM:iin, mutta valmiita testattuja kirjastoja ei ole
saatavilla, joten tyossd hyodynnetddn vain isotrooppista leikkaamista. Tarkempaa tietoa
toimivan anistrooppisen kirjaston toteuttamisesta on ldhteessé (Karlsson 2012).

Toteutettavaan ohjelmaan jaa siis jdljelle vain virhearviokohdan tayttiminen. PIMPLE-
algoritmi osaa hoitaa kuvan 4.1 mustalla reunalla olevat perustoimenpiteet, ja dynamicRe-
fineFvMesh-luokka suorittaa siniselld laatikoidut vaiheet. Keskitytddn seuraavaksi siihen,
miten virhearviot voidaan lisdtd valmiina olevaan pimpleDyMFoam-ratkaisijaan.

4.2 Lisaominaisuuksien ohjelmointi

Ty0ssd ratkaistavien RANS-yhtéloiden (2.21) virhe-estimaatit voidaan toteuttaa ohjel-
moimalla virhearvioiden siséltdmait termit yksi kerrallaan, mutta konvektiotermin tapauk-
sessa tdytyy kuitenkin ottaa huomioon erds virtauslaskennassa kéytetty stabilointikeino.
OpenFOAM:in kayttdjan kidsikirjan (Greenshields 2017, s. 122) mukaan virtauskentén
stationddritilaa ratkaistaessa yleensd diskretisoidaan materiaalisen aikaderivaatan molem-
mat osuudet, eli yleisemmin

D¢_6¢+ \Y —a¢+V( )—(V-u) 4.1
De - TV =G ug W, 1)
koska timén avulla ratkaisu saadaan suppenemaan nopeammin ja termin vaikutus ideaa-
litapauksissa hdvidd kokonaan, jos nopeuskentti on tdysin divergenssiton. Lisdtermin an-

siosta RANS-yhtiloiden (2.21) todellinen ratkaistava vektorimuotoinen yhtilo on

g—?+v-(uu)—(v-u)-u=—Vp+V-(vVu)+V-r, (4.2)
jonka sisdltimén uuden termin vaikutus on otettava virhearvioissa huomioon. Itseasiassa
uusi termi on implisiittinen 1&hdetermi, koska tdmén suuruus riippuu my6s vektorista u.
Loput 1dhdetermeistd, eli painegradientti ja Reynoldsin jénnitystensorin divergenssi ovat
molemmat eksplisiittisid. Momenttijddnnos (3.36) voidaan laajentaa vektorimuotoiseksi
ja lopputuloksena saadaan RANS-yhtédldiden momenttijaannokseksi

o (m) = j [V (um®) — V- (WWm®) — (—Vp) - u— (V- 1) - u— 2(V - wym®

Ve
+v(Vu: Vu)l]dV, (4.3)

sekd vastaavalla tavalla saadaan muodostettua RANS-yhtiloiden jddnndsvirheeksi

rc(u) = j [V:-(uu) =V-(wWu) = (-Vp) = (V- 1) = (V-u) -uldvV, (4.4)

Ve
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jotka voidaan normalisoida lukujen 3.3 ja 3.4 mukaisesti ja tdmin jdlkeen ohjelmoida
pimpleDyMFoam-ratkaisimeen. Momenttivirhe-estimaatin formuloinnissa implisiittisen
lihdetermin kohdalla on hyddynnetty riippuvuutta m* = 1/2||ul|?, joka aiheuttaa kertoi-
men 2,0 kyseisen termin eteen.

OpenFOAM:in ohjelmoijan kisikirjan (2018, s. 35-39) mukaan Laplacen termien, kon-
vektiotermien, gradienttien ja implisiittisten 1dhdetermien ohjelmointi onnistuu suoraan
kayttdimalla sisddnrakennettuja funktioita fve::laplacian(), fvc::div(), fvc::grad() ja
fve::Sp(), ja eksplisiittiset 1dhdetermit on tapana toteuttaa sellaisenaan tai kdyttda auto-
maattista funktiota fvc::SuSp(), joka ohjelmoi ldhdetermin implisiittiseksi tai eksplisiit-
tiseksi sen merkin perusteella. Hyodyntamalld kyseisid funktioita, momenttivirhe-esti-
maatti voidaan muodostaa ohjelman 4.2 kaltaisella koodilla, jonka perustana kiytettiin
laminaarista icoMomentError-tydkalua foam-extend 4.0 -tydkalupakista.

volScalarField momError // Momenttivirheobjekti

(
IOobject
(
"momError" + U.name(),
mesh.time().timeName(),
mesh,
IOobject: :NO_READ,
IOobject: :NO_WRITE
)>
sqrt
(
2.0*mag
(
(
fvc::div(phi, mu) // Divergenssitermi
- nuEff*fvc::laplacian(mu) // Laplacen termi
- (U & -fvc::grad(p)) // 1. Ekspl. ldhdetermi
- (U & fvc::div(turbulence->R())) // 2. Ekspl. ldhdetermi
- 2.0*%fvc::Sp(fvc::div(U), muU) // Impl. lahdetermi
+ 0.5*nuEff* // Momenttitermi
(
gradu && (gradU + gradu.T())
)Y*L/(mag(U) + nuEff/L) // Normalisointikerroin
)
)
)
momError.boundaryFieldRef() = ©.0; // Asettaa reunoilla virheen nollaksi
momError.write(); // Tallentaa momenttivirheen

// Momenttivirheen maksimin, keskiarvon ja tilavuuskeskiarvon tulostaminen
Info<< "\n momError max: "
<< max(momError).value() << endl;

Info<< "\n momError mean: "
<< momError.average().value() << endl;
Info<< "\n momError volMean: "

<< momError.weightedAverage(mesh.V()).value() << endl;

Ohjelma 4.2 Momenttivirhe-estimaatin OpenF OAM-toteutus
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Viimeisen termin muoto ohjelmassa 4.2 on yhtélostd (4.3) hieman poikkeava, mutta ky-
seistd muotoa paddyttiin kdyttiméain, koska néin oli tehty myds momenttivirhe-estimaatin
pohjana olevassa tyokalussa alun perin. Eroavaisuus havaittiin joka tapauksessa varsin
pieneksi. Momenttivirhe-estimaatissa tarvittavat suureet, kuten efektiivinen viskositeetti,
eli kinemaattisen viskositeetin ja pyorreviskositeetin summa, saadaan muodostettua en-
nen momenttivirhe-estimaattia esimerkiksi ohjelman 4.3 mukaisella tavalla. Vastaavasti
nopeusvektorin toinen momentti, nopeusgradientti ja normalisoinnissa tarvittava lasken-
taverkon karakteristinen mitta kannattaa maarittda samassa ohjelmassa.

volScalarField nuEff(turbulence->nut() + turbulence->nu()); // Efektiivinen

viskositeetti

volScalarField mU = 0.5*magSqr(U); // Nopeusvektorin toinen momentti
volTensorField gradU = fvc::grad(U); // Nopeusgradientti
volScalarField L // Karakteristisen mitan objekti
(

IOobject

(

npe

mesh.time().timeName(),

mesh,

IOobject: :NO_READ,

IOobject: :NO_WRITE

)>

mesh,

dimensionedScalar("one", dimLength, 1.0)
)
L.ref() = // Karakteristisen mitan laskenta

mesh.V()/fvc::surfaceSum(mesh.magSf())().internalField();

Ohjelma 4.3 Momenttivirhe-estimaatin muut suureet

Jaannosvirhe-estimaatti on huomattavasti hankalampi toteuttaa, koska OpenFOAM:issa
ei ole suoraan saatavilla tdhin tarvittavia ominaisuuksia. Téstd syystd foam-extend 4.0 -
tyokalupakista joudutaan hakemaan kokonainen errorEstimation-kirjasto ja soveltamaan
sen jdlkeen tdstd 10ytyvid ominaisuuksia. Valitettavasti foam-extend 4.0 -tydkalupakin
kirjastot eivit suoraan toimi OpenFOAM:in uusimmissa versioissa, silldi OpenFOAM
v4.0 -muutoslokin (2016) mukaan tésti versiosta ldhtien sovelluksen 1dhdekoodissa osoit-
timien toimintaa on muutettu, joten haettuun kirjastoon on tehtavé varsin paljon muutok-
sia osoittimien osalta, jotta yhteensopivuus saadaan palautettua. Tarvittavien muutosten
lista on pitkd ja prosessi varsin tydlds, joten sité ei tdssd erikseen esitetd. Kirjaston koodi
on sindlldén toimivaa ldhes sellaisenaan, vaan ongelma liittyy funktioiden internalField()
ja boundaryField() osoittimiin, jotka pitdd pdivittdd uuden version mukaisiksi.

Kirjaston muokkaamisen jilkeen voidaan jaénndsvirhe-estimaatti kétevésti ohjelmoida-
kayttamalla kirjaston funktioita resError::laplacian(), resError::div() ja resError::Sp()
ohjelman 4.4 esittimilld tavalla. Eksplisiittiset 1dhdetermit voidaan toteuttaa Open-
FOAM:in omilla sisddnrakennetuilla késkylld samalla tavalla kuin momenttivirhemene-
telmén yhteydessé tehtiin.
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errorEstimate<vector> rr // 3Jaannosvirhevektori
(
reskError::div(phi, U) // Divergenssitermi
-resError::laplacian(nuEff, U) // Laplacen termi
-resError::Sp(fvc::div(phi), U) // Impl. lahdetermi
-fvc::grad(p) // 1. Ekspl. lahdetermi
+fvc::div(turbulence->R()) // 2. Ekspl. lahdetermi
)
volVectorField resErrorU = rr.error(); // Palauttaa normalisoidun
jaannosvektorin
volScalarField magResErrorU = mag(resErrorU); // Laskee jaanndsvektorin
suuruuden
reserrorU.write(); // Tallentaa jaanndsvektorin
magResErrorU.write(); // Tallentaa jaannosvektorin
suuruuden

// Jaannosvirheen maksimin, keskiarvon ja tilavuuskeskiarvon tulostaminen
Info<< "\n reskError max: "
<< max(magResErrorU).value() << endl;

Info<< "\n resError mean: "
<< magResErrorU.average().value() << endl;
Info<< "\n resError volMean: "

<< magResErrorU.weightedAverage(mesh.V()).value() << endl;

Ohjelma 4.4 Jddnnosvirhe-estimaatin OpenF OAM-toteutus

Tarkempi katsaus foam-extendin errorEstimation-kirjaston ldhdekoodin (2019) sisdlta-
miin funktioihin osoittaa, ettd divergenssitermin diskretisointivirheen arvioiminen tapah-
tuu funktion resError:.:div() sisélld interpoloimalla nopeusvektorin arvot lineaarisen va-
riaation avulla jokaiselle rajapinnalle. Tdmén jilkeen jokaiselle pinnalle muodostetaan
konvektiovuot ja summaamalla ndmé saadaan kontrollitilavuuskohtainen divergenssi-
jaannos. Vastaavasti Laplacen termin diskretisointivirhe arvioidaan funktion resEr-
ror::laplacian() sisélld rajapinnoille muodostettujen gradienttien avulla, kun niilld muo-
dostetaan diffuusiovuot rajapinnoille ja summaamalla ndma vuot yhteen saadaan selville
Laplacen termin jddnnods. Samalla molemmat funktiot méaérittavit tarvittavat kontrolliti-
lavuuskohtaiset normalisointikertoimet. Implisiittisen ldhdetermin tapauksessa funktio
resError::Sp() lisdd lahdetermin sellaisenaan jadnnokseen ja samalla my6s normalisoin-
tikertoimeen. Eksplisiittiset 1dhdetermit on toteutettu ohjelmaan 4.4 sellaisenaan, eika
niilla siten ole vaikutusta normalisointikertoimeen, kuten luvussa 3.4 tuotiin esille.

Lopuksi ohjelmassa 4.4 esiintyva funktio error() palauttaa jddnndsvirhe-estimaatin jaka-
malla jokaista kontrollitilavuutta kohden tunnetut jddnndkset ndille muodostetuilla nor-
malisointikertoimilla. Ohjelmassa lasketaan vield erikseen jddnnosvirhevektorin L1-
normi, silld pimpleDyMFoam-ratkaisija osaa muuttaa laskentaverkon kokoa vain skalaa-
risuureiden pohjalta. Jddnndsvirheen normi voidaan laskea muullakin tavalla, mutta L1-
normia kiytetddn myds foam-extend 4.0 -ohjelman icoErrorEstimate-tydkalussa, jota
kéytettiin ohjelman 4.4 pohjana, eikd sen vuoksi normia ldhdetty enda vaihtamaan.
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4.3 Laskenta-asetusten valinta

Taten tarvittavat ominaisuudet on saatu toteutettua ja ndilld voidaan méadrittaa laskettujen
tulosten diskretisointivirheet. Kdyddan ldpi vield seuraavaksi, miten teorialuvussa esilla
olleet diskretisointimenetelmait ja ratkaisualgoritmit voidaan kytked laskennassa paille.

OpenFOAM:issa diskretisointimenetelmien valitseminen tapahtuu luomalla fvSchemes-
sanakirja, jolla aktivoidaan yhtdloiden ratkaisemisessa tarvittavat diskretisointimenetel-
mat. Diskretisointimenetelmét ovat tdysin vapaasti valittavissa, mutta muutamia suosi-
tuksia on olemassa. Esimerkiksi suureiden interpoloinnissa kontrollitilavuuksien rajapin-
noille kannattaa kdyttdd lineaarista interpolointia, vaikka periaatteessa muitakin vaihto-
ehtoja on. Edelld mainitun lisdksi stationddritilaan pyrkivissi simulaatioissa divergenssi-
termien ylimédrdinen osa kannattaa ottaa huomioon valitsemalla divergenssimenetel-
mistd bounded-variantti, jotka kisittelevit tdimén lisdtermin automaattisesti. Laskentaver-
kon topologian asianmukainen huomioonottaminen on kdyttdjén vastuulla, mutta yleisesti
epdortogonaalisen gradienttikorjauksen suuruutta kannattaa rajoittaa, jos laskentaverkon
maksimaalinen epdortogonaalisuus ylittdd 70°. (Greenshields 2017, s. 118—125)

Laskentaa varten aikaintegrointimenetelméksi valittiin steadyState, eli tdlloin aikaderi-
vaatat asetetaan nollaksi, eikd nditd erikseen ratkaista. Painotettu pienimmaén neliosum-
man gradienttimenetelmai kytkettiin pédlle kaikkiin gradientteihin valitsemalla leastSqua-
res-vaihtoehto. Divergenssitermeihin jouduttiin kiinnittdmiin enemmén huomiota, silld
ratkaistavissa yhtéloissd esiintyy sekd vektorimuotoisia ettd skalaarimuotoisia divergens-
sitermejd. Nopeuden divergenssille valittiin menetelméksi bounded Gauss GammaV 1.0
ja muille suureille bounded Gauss Gamma 1.0. Reynoldsin jannitystensorin divergenssin
diskretisointi vaatii keskeisdifferenssimenetelmain, silld kyseiselle termille on saatavilla
vain Gauss linear -menetelmi. Lisdksi nopeusvektorin toiselle momentille ja nopeusvek-
torin divergenssille asetettiin virhearvioita varten Gauss linear -menetelmi. Open-
FOAM:in ldhdekoodi (2019) osoittaa, ettd Gamma-menetelmien skalaariparametri 1,0 to-
dellisuudessa vastaa teorian mukaista arvoa 0,5, jonka Gamma-menetelméin yhteydessi
todettiin olevan paras vaihtoehto stationdéritilan ratkaisuja haettaessa.

Laplacen termeille valittiin menetelmiksi Gauss linear limited (.5, joka kytkee pidille
alirelaksoidun epdortogonaalisen lisdkorjauksen kaikille Laplacen termeille ja samalla ra-
joittaa epdortogonaalisen korjauksen suuruutta. Poikkeuksellisesti momenttivirhe-esti-
maattia varten nopeusvektorin toisen momentin Laplacen termille asetettiin Gauss linear
corrected, joka sallii tdyden epédortogonaalisen lisdkorjauksen. Suureiden interpolointiin
kontrollitilavuuden sisélld valittiin suositusten mukaisesti /inear. Pinna normaalin suun-
taisen gradientin laskemista varten asetettiin /imited 0.5, jotta diskretisointi on konsis-
tentti my0s Laplacen termeihin ndhden. Itseasiassa Greenshieldsin (2017, s. 123—-125)
mukaan arvo 0,5 rajoittaa epdortogonaalista korjausta siten, ettd timén suuruus voi olla
korkeintaan lasketun ortogonaalisen gradientin suuruinen. Valitut diskretisointimenetel-
mat on esitetty kokonaisuudessaan ohjelmassa 4.5
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ddtSchemes // Aikaintegrointimenetelmat
{
default steadyState;
}
gradSchemes // Gradienttimenetelmat
{
default leastSquares;
}
divSchemes // Divergenssimenetelmat
{
default none;
div(phi,U) bounded Gauss GammaV 1.0;
div(phi,k) bounded Gauss Gamma 1.0;
div(phi,omega) bounded Gauss Gamma 1.0;
div((nuEff*dev2(T(grad(U))))) Gauss linear;
div(R) Gauss linear; // Virhearvioille
div(U) Gauss linear; // Virhearvioille
div(phi, (0.5*magSqr(U))) Gauss linear; // Virhearvioille
}
laplacianSchemes // Laplacen menetelmat
{
default Gauss linear limited 0.5;
laplacian((0.5*magSqr(U))) Gauss linear corrected; // Virhearvioille
}
interpolationSchemes // Interpolointimenetelmat
{
default linear;
}
snGradSchemes // Pinnan normaalin suuntaiset gradienttimenetelmat
{
default limited 0.5;
}
fluxRequired // Vuoasetukset
{
default no;
pcorr;
P;
}
wallDist // Seinamdetaisyyden laskentamenetelmat
{
method meshWave;
}

Ohjelma 4.5 Diskretisointimenetelmien valinta fvSchemes-sanakirjassa

Ratkaisualgoritmiin, alirelaksointiin ja matriisilaskennan menetelmiin liittyvdt ominai-
suudet voidaan kytked pédlle OpenFOAM:issa fvSolution-sanakirjalla ja erityisesti
PIMPLE-algoritmin hienoséddtdmiseen on kehitetty erilaisia valintoja. Esimerkiksi algo-
ritmin asetuksissa voidaan sddtdd nCorrectors-parametria, jolla voidaan maarittdd PISO-
iteraatiokierrosten lukuméérd ja vastaavasti ulkoiteraatioiden, eli SIMPLE-iteraatioiden
lukumiddrd madritetddn nOuterCorrectors-parametrin avulla. PIMPLE-algoritmiin on
myds liiallisen epdortogonaalisuuden vuoksi mahdollista tehdd vield yliméérdisid pai-
neenkorjausiteraatioita nNonOrthogonalCorrectors-kaskylld, mutta tyypillisesti niditd ei
kuitenkaan suositella tehtdviksi. Lisdksi momentumPredictor-sditd mahdollistaa vield
ylimddréisen lisdyksen algoritmiin. Alirelaksoinnin osalta on mahdollista kayttda joko
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eksplisiittistd relaksointia kenttdmuuttujille tai Patankarin matriisimuotoista alirelaksoin-
tia ratkaistaville yhtélgille. (Greenshields 2017, s. 125-131)

PIMPLE-algoritmin sisilld valittiin konsistentti SIMPLEC-versio SIMPLE-algoritmista
ja ulkoiteraatioiden maksimimaaréksi asetettiin 500 kappaletta. SIMPLEC-algoritmin si-
sdlld paineenkorjaus suoritetaan vain kertaalleen, eli timén jilkeen erillisid PISO-kier-
roksia ei endd tehdad. Erillisid laskentaa stabiloivia epdortogonaalisia lisékierroksia ei li-
satty laskentaan lainkaan, koska niilld ei ollut merkittivdd vaikutusta laskentaan.
PIMPLE-algoritmi asetettiin pysdhtyvén, kun jidnnokset tippuvat alle 107 toleranssin tai
iteraatioiden maksimimaara tayttyy. Valitut PIMPLE-algoritmin sdadot on esitetty ohjel-

massa 4.5.
PIMPLE
{
correctPhi yes; // Dynaamisille laskentaverkoille
consistent yes; // SIMPLEC-variantin valinta
turbOnFinalIterOnly no; // Turb. yhtaldiden ratkaiseminen
nOuterCorrectors 500; // Ulkoiteraatioiden maara
nCorrectors 1; // Paineenkorjausiteraatioiden maara
nNonOrthogonalCorrectors 0; // Ep. ortog. lisditeraatiot
residualControl // Toleranssien kaytto
“(U|p|k|omega)” // Sovellettavat suureet
{
relTol 9; // Suhteellinen toleranssi
tolerance le-3; // Absoluuttinen toleranssi
}
}
}

Ohjelma 4.5 PIMPLE-algoritmin sddtoparametrit fvSolution-sanakirjassa

Alirelaksointikertoimien kohdalla meneteltiin silld tavalla, ettd vain painekentélle mééri-
tettiin eksplisiittinen alirelaksointikerroin. Kertoimeksi paddyttiin valitsemaan 0,9, koska
tdma oli suurin mahdollinen kerroin, joka mahdollisti laskennan olevan stabiili seuraa-
vassa luvussa tutkittavalle virtausmallille. Teoriassa SIMPLEC-variantti ei vaadi paine-
kentélle lainkaan alirelaksointia, mutta todellisuudessa pieni alirelaksointi on paikallaan
ja tdma stabiloi laskentaa merkittdvésti. Nopeuskentidn yhtiloille asetettiin alirelaksointi-
kertoimeksi 0,9, joka mahdollisti mahdollisimman nopean suppenemisen. Sen sijaan tur-
bulenssisuureille jouduttiin laskemaan alirelaksointikertoimia arvoon 0,7, jotta laskenta
sdilyy stabiilina. Relaksointikertoimien asettamista on havainnollistettu ohjelmassa 4.6.

Lineaarialgebran yhtéldiden ratkaisemiseen OpenFOAM tarjoaa suuren médrin erilaisia
matriisilaskentaan kehitettyjd ratkaisijoita, esimerkiksi multigrid-menetelmia erilaisilla
tasoittimilla ja useampia pohjustettuja konjugaattigradienttimenetelmia. Lineaarialgebran
ratkaisijoiden toimintaan voidaan vaikuttaa sddtdmalld niiden parametreja, toleranssia,
suhteellista toleranssia, eli alkujddnnoksen ja tavoitellun loppujddnnoksen suhdetta, seka
iteraatioiden maksimimaarad. (Greenshields 2017, s. 125-129)
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relaxationFactors // Alirelaksointikertoimet

{

fields // Eksplisiittinen alirelaksointi kenttasuureille

{
"(p|pFinal)" 9.9;

equations // Matriisimuotoinen alirelaksointi yhtaldille

{
"(U|UFinal)" 0.9
"(Kk|kFinal)™" 0.7
" (omega|omegaFinal)" 0.7

.
)
.

-

B

Ohjelma 4.6 Alirelaksointiin liittyvit parametrit fvSolution-sanakirjassa

Paineyhtéloiden ratkaisemisessa hyddynnettiin GAMG-ratkaisijaa, jonka suorituskyvyn
havaittiin olevan paras kaikista menetelmista, kun tasoittimeksi valittiin DICGaussSeidel.
Liikeyhtédldiden ja turbulenssiyhtidloiden ratkaisemisessa kdytettiin PBiCGStab-ratkaisi-
jaa DILU-pohjustimella, joka myds osoittautui parhaaksi vaihtoehdoksi. Kaikkien pyséh-
tymistoleransseiksi annettiin 10°° eik iteraatioiden maksimiméaria rajoitettu tai suhteel-
lista toleranssia kdytetty. Valitut lineaarialgebran ratkaisijat on esitetty ohjelmassa 4.6.

“(pcorr|pcorrFinal|p|pFinal)”

{
solver GAMG; // Valittu ratkaisija
tolerance le-6; // Absoluuttinen toleranssi
relTol 0; // Suhteellinen toleranssi
smoother DICGaussSeidel; // Kaytettdva tasoitin
nPreSweeps 9; // Ratkaisijan saatdparametri
nPostSweeps 2; // Ratkaisijan saatdparametri
cacheAgglomeration true; // Ratkaisijan saatoparametri
agglomerator faceAreaPair; // Ratkaisijan sdatoparametri
nCellsInCoarsestlLevel 10; // Ratkaisijan saatoparametri
mergelLevels 1, // Ratkaisijan saatoparametri

}

"(U|UFinal|k|kFinal|omega|omegaFinal)"

solver PBiCGStab; // Valittu ratkaisija
preconditioner DILU; // Kaytettava pohjustin
tolerance le-6; // Absoluuttinen toleranssi
relTol 0; // Suhteellinen toleranssi

Ohjelma 4.6 Lineaarialgebran ratkaisijat fvSolution-sanakirjassa

Nyt kaikki tarvittavat sdddot on tehty ja tarvittavat ominaisuudet toteutettu pimple Dy M-
Foam-ratkaisijaan, joten seuraavaksi voidaan keskittyd tutkimaan h-adaptiivisen algorit-
min toimintaa kidytdnnon insindorisovelluksessa ja timén jdlkeen voidaan arvioida las-
kentatulosten virhetasoja valituilla virhearviomenetelmilld. Kaikki edelld esitetyt asetuk-
set on pidetty samanlaisena koko tyon lépi, jotta tulokset ovat vertailukelpoisia keske-
nddn, ja simulaatiot ajettiin kdyttden neljda rinnakkaista prosessia, joita varten laskenta-
alue jaettiin OpenFOAM:in sisddnrakennetulla scotch-tyokalulla neljdén osaan.
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5. TOTEUTETUN MENETELMAN KAYTANNON-
SOVELLUS

5.1 Esimerkkitapaus ja ongelman asettelu

Kehitetyn adaptiivisen pimpleDyMFoam-ratkaisijan toimintaa paadyttiin testaamaan ku-
van 5.1 mukaisessa insinodrisovelluksessa, jonka tavoitteena on mallintaa staattisen pitot-
putken periaatteella toimivan virtausmittarin sisélle jaavaa ilmatilavuutta ja ratkaista sii-
hen muodostuva virtauskenttd mahdollisimman tarkasti. Virtausmittarissa ilmavirtaus pa-
kotetaan elliptisen muotoisesta sisddntulosta rakovirtaukseksi, jonka jélkeen ilmavirta oh-
jataan takaisin suurempaan tilavuuteen. Geometria on symmetrinen korkeussuunnassa,
joten geometria on leikattu télld symmetriatasolla ennen laskentaverkon luomista.

a) b)

\

‘-J\i

)

e

Kuva 5.1 Testigeometrian a) sisddnmeno, b) ulostulo ja c) symmetriataso

Laskentaa varten muodostettiin mahdollisimman harva laskentaverkko, joka kykenee ku-
vaamaan virtausmittarin sisdgeometriaa riittdvélla tarkkuudella. Laskentaverkko paadyt-
tiin generoimaan foam-extend 4.0 -tydkalupakista 16ytyvalla cfMesh-verkotustydkalulla,
jolla muodostettiin pidasiassa tasakokoisista heksaedrien muotoisista kontrollitilavuuk-
sista oleva laskentaverkko. Kuvassa 5.1 ndkyvien sylinterimiisten mittakammioiden ja
rakojen vélilld olevien ohuiden kanavien ympéristo tihennettiin vield erikseen. Kontrolli-
tilavuuksia on alkuarvauksena kaytettdvissd laskentaverkossa yhteensd noin 737 000
kappaletta. Tdmén jilkeen simulaatiossa laskettaville suureille asetettiin taulukon 5.1 mu-
kaiset reunachdot. Asetetuista reunachdoista on muutama sana paikallaan.
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OpenFOAM:issa luonnollisella zeroGradient-reunaehdolla voidaan asettaa kayttdjén va-
litsemille pinnoille haluttujen suureiden pinnan normaalin suuntainen gradientti nollaksi
jafixedValue-reunachtoa puolestaan kdytetién asettamaan kyseiselle pinnoille jokin kayt-
tdjan valitsema oleellinen reunaehto. Néiden yhdistelména olevaa inletOutlet-reunaehtoa
hyodynnetddn yleensd tapauksissa, joissa reuna halutaan asettaa zeroGradient-tyyp-
piseksi, kun kyseiselld reunalla virtaus on pinnan normaalin suuntaista, ja fixedValue-
tyyppiseksi, jos virtaus kulkee vastakkaiseen suuntaan, eli ilmenee takaisinvirtausta. Ko-
konaispaineen p = p, — 1/2||ul|? asettavaa fotalPressure-reunaehtoa kiiytetiin yleisesti
pressurelnletOuletVelocity-reunachdon kanssa, joiden ideana on estdi liian suuria no-
peusvaihteluita laskennan edetesséd, koska virtausta hallitsee péddasiassa sen painegra-
dientti, eikd nopeuskenttd titen pédidse hallitsemattomasti kasvamaan. Symmetry-reuna-
ehto taas puolestaan peilaa geometrian asetetulla reunalla pinnan normaalin suuntaisesti.
(Greenshields 2017, s. 141-144) Kokonaispaineen arvoksi asetettiin sisdéntulolla
p = 1000 m?/s? ja ulostulolla staattiselle paineelle annettiin arvo p, = 0 m?/s. Painereu-
nachdoilla saadaan asetettua paine-ero sisddnmenon ja ulostulon vilille, joka aiheuttaa
virtauksen ulostulon suuntaan. Ulostulossa nopeuden inletOutlet-reunachdon avulla es-
tettiin takaisinvirtaus kokonaan ja turbulenssisuureille kaytettiin takaisinvirtaukselle mi-
tittdman pienid arvoja, koska esimerkiksi w-suureen asettaminen nollaksi saattaa johtaa
nollalla jakamiseen, silld pyorreviskositeetti madrdytyy padasiassa suhteesta v, = k/w.

Taulukko 5.1 Laskennassa kdytetyt reunaehdot

Suure Sisdinmeno Ulostulo Seindmit Symmetriataso
p (m?/s?) totalPressure fixedValue zeroGradient symmetry
pressurelnletOutlet- . .
u (m/s) Velocity inletOutlet noSlip symmetry
k (J/kg) turbulentIntensity- inletOutlet kLowReWallFunction symmetr
& KineticEnergylInlet ym Y
turbulentMixingLength- . .
w (1/s) FrequencyInlet inletOutlet ~ omegaWallFunction symmetry
2 nutUSpaldingWall-
Ve (m*/s) calculated calculated Function symmetry

Turbulenssisuureiden ja pyorreviskositeetin seindfunktioita (engl. wall function) kiyte-
tddn OpenFOAM:issa yleensd sen vuoksi, ettd ilman nditéd jokaisella seindlld seinimén-
viereisen kontrollitilavuuden keskipisteen tulisi sijaita viskoosin rajakerroksen sisélla,
jotta turbulenssimallit toimisivat hyvin. Téstéd syystéd joudutaan usein kdyttdmadn kokeel-
liseen dataan pohjautuvia seindfunktioita, joilla suureiden seindmikéyttaytymistd mallin-
netaan. Erilaisia k-w -turbulenssimalleja kéytettdessd omegaWallFunction- ja kLowRe-
WallFunction-seindfunktiot asettavat itsendisesti seinénviereisen kontrollitilavuuden tur-
bulenssiarvot oikein seindmadetdisyyden perusteella. Pyorreviskositeetin seindfunktioille
on useita vaihtoehtoja, mutta nutUSpaldingWallFunction-seindfunktio on ndisté helpoin
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vaihtoehto, silld kdyttdjan ei tarvitse huolehtia siitd, missd kohdassa rajakerrosta ensim-
mdinen kontrollitilavuus on. (Liu 2017, s. 3-27) Turbulenssisuureet asetettiin sisddntu-
lossa turbulentlntensityKineticEnergylnlet- ja turbulentMixingLengthFrequencylnlet-
reunaehdoilla, joissa kéytettiin turbulenssin intensiteettind 5% sekd pyorteiden karakte-
ristiseksi mitaksi valittiin elliptisen osuuden hydraulinen halkaisija kerrottuna kertoimella
0,07. Turbulenssiyhtéldissa esiintyville malliparametreille asetettiin taulukon 5.2 mukai-
set Menter et al. (2003, s. 627) ilmoittamat arvot, joiden avulla muut yhtéldissé esiintyvat
parametrit saadaan madritettyd laskennan aikana, esimerkiksi y-parametri saadaan maa-
rattyd yhteydestd y = y, F; + y,(1 — F;). Lisidksi a,-kerroin perustuu Menterin (1993, s.
5) alkuperdisen mallin yhteydessé esitettyyn arvoon.

Taulukko 5.2 k- SST -turbulenssimallin malliparametrit

. *
Vakio Ok1 Ok2 Ow1 Ow2 b1 B B Yw1 Yw2 a

Arvo 0,85 1,0 0,5 0,856 0,075 0,0828 0,09 0,555 0,44 0,31

Laskentaa varten paineen alkuarvaukseksi annettiin arvo p =400 m?/s?, nopeusvektorin
pituussuuntaiselle komponentille asetettiin u, =20 m/s, turbulenssisuureille k = 3,5 J/kg

ja w =40000 1/s seké pyorreviskositeetille v, = 107 mz/s. Koko laskennan ajaksi ilman
aincominaisuuksiksi  asetettiin  20°C  limpétilassa v =1,505*10" m%*s ja
p=1,188 kg/m3, jotka perustuvat Millssin (2014, s. 920) taulukoimiin arvoihin. Virtaus-
tilanteen Reynoldsin luku on sisddnmenon suureiden perusteella noin 22 000.

5.2 Menetelman tulokset ja vertailu perinteisiin metodeihin

PimpleDyMFoam-ratkaisijassa tarvittavat raja-arvot muodostettiin Jasakin (1996, s. 228—
232) suositusten mukaisesti, eli 1,5-kertaisesti diskretisointivirheen tilavuuskeskiarvon
ylittdvat laskentaverkon alueet tihennetdén ja 0,5-kertaisesti alittavat harvennetaan. Al-
kuperdisessd lahteessd kéytettiin diskretisointivirheen keskiarvoa, mutta tilavuuskeskiar-
von havaittiin paremmin kuvaavan koko laskenta-alueen keskivirhettd. Tilavuuskeskiar-
vot médritettiin alkuarvaukseksi tehdyn laskentaverkon tuloksesta, josta saatiin keskiar-
voiksi momenttivirhe-estimaatilla 0,863 m/s ja jidnndsvirhe-estimaatilla 0,280 m/s. Sa-
malla asetettiin rajapintasolujen vihimmaisméériksi viisi kappaletta, ettd laskentaverkko
muuttuu riittdvén siledsti tihennettyjen alueiden viélilld. Tdma oli hyvd kompromissi sta-
biiliuden kannalta, eikd tdma liioin kasvattanut adaptiivisten laskentaverkkojen kokoa.

Virhe-estimaattien muodostamisen jilkeen tehtiin kaksi testiajoa, joista toisessa adaptii-
visuutta ajoi momenttivirhe-estimaatti ja toisessa jddnndsvirhe-estimaatti. Analysointia
helpottamaan geometrian keskeltd leikattiin kuvan 5.2 mukaiset siivut, joista voidaan
ndhda selkedsti adaptiivisen algoritmin aikaansaannokset. Kahteen eri virhearvioon poh-
jautuvat adaptiiviset laskentaverkot ovat jonkin verran toisistaan poikkeavia.
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Molemmilla adaptiivisilla iteraatioilla momenttivirhe-estimaatti pyrkii selkedsti tihenté-
maiin laskentaverkkoa rakojen alkupdissd enemmaén kuin jiddnndsvirhe-estimaattia hyo-
dyntiva algoritmi. Sen sijaan jddnndsvirhepohjainen algoritmi keskittyy enemmainkin ra-
jakerroksien tihentdmiseen, eikd tihennd niin laaja-alaisesti rakojen alkuosuutta. Eroavai-
suuksia voidaan havaita myo0s alueella, jossa virtaus poistuu suihkumaisesti raoista kohti
laskenta-alueen ulostuloreunaa. Esimerkiksi ensimmaiisen adaptiivisuusiteraation jilkeen
molempien virhe-estimaattien vaikutuksesta pienempien suihkujen ulostuloalueella ja
isomman suihkun reunamilla laskentaverkkoa on tihennetty ldhes samalla tavalla, silld
niilld alueilla tiedettivisti aiheutuu suuria nopeusgradientteja. Toisella adaptiivisuuskier-
roksella momenttivirhe-estimaatti pyrkii tihentiméén niitd alueita vield lisd4, mutta jain-
nosvirhe-estimaatin tapauksessa laskentaverkkoa on tihennetty toisella kierroksella péa-
asiassa suihkujen viliselld alueella. Momenttivirhe-estimaatti tuotti ensimmaéisell4 iteraa-
tiokierroksella kaiken kaikkiaan 2 130 000 kontrollitilavuuden laskentaverkon ja toisen
kierroksen jilkeen kontrollitilavuuksia on 1dhes 7 050 000. Jdannosvirhe-estimaatin tuot-
tamissa laskentaverkoissa on noin 2 010 000 ja 6 760 000 kontrollitilavuutta, eli molem-
missa tapauksissa laskentaverkko kuta kuinkin kolminkertaistuu jokaisella adaptiivisella
iteraatiokierroksella.

a) Mommttivirhemenete‘ty/ \ b} Jadnndsvirhemenetelmi

Kuva 5.2 Kahden eri virhe-estimaatin avulla luodut adaptiiviset laskentaverkot.

Edelld mainitut erot laskentaverkkojen vililld voidaan selittdd virhe-estimaattien erilai-
sella toiminnalla. Kuvassa 5.3 esitettyjen momenttivirhe- ja jaddnndsvirhe-estimaattien ja-
kaumat laskentaverkoissa poikkeavat toisistaan merkittavasti. Alkuperdisessa laskenta-
verkossa momenttivirhe-estimaatti ennustaa suurimpien diskretisointivirheiden olevan
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rakovirtauksen alkupééssi, jossa virtaus kiihtyy ja samalla pyrkii irtoamaan seindmilt.
Jaannosvirhe-estimaatti sen sijaan osoittaa, ettd suurimmat virheet aiheutuvat vain aivan
rakovirtauksen alkupaissi ja my0s suihkujen ulostuloalueiden viliss, silld virtausnopeus
muuttuu niilld alueilla merkittévisti. Jidnnosvirhe-estimaatti 10ytdd myos rakojen keski-
osasta laskentaverkon virheitd aivan reunamien vierestd, jotka voidaan ndhdé pistemai-
sind virhealueina, mutta momenttivirhe-estimaatti on epaherkempi néille virheille.

Molempien virhe-estimaattien tapauksessa voidaan kuvasta 5.3 todeta, ettd toteutettu h-
adaptiivinen algoritmi on todella tehokas tapa vihentda diskretisointivirhettd. Molempien
estimaattien ajava adaptiivisuus kdytdnndssi poisti kokonaan virhekeskittymit analysoi-
dulta alueelta, eikd merkittdvisti tuonut lisdvirhettd esimerkiksi huonontuneen laskenta-
verkon laadun vuoksi. Ensimmdiisen adaptiivisuusiteraation jélkeen ja&nnosvirhe-esti-
maattia kiytettdessd tosin aiheutuu hieman lisdvirhettd isoimman raon alkuosaan, mutta
virhe kuitenkin hdvidd seuraavassa adaptiivisuusiteraatiossa. Molemmissa tapauksissa
laskentaverkkoihin jai rakojen sisddntuloreunalle laskentaverkon tihentdmisestd huoli-
matta vield vahén virhettd, silld ndissd uskotaan olevan mekaniikasta tutun sdrdongelman
kaltainen singulariteetti, jonka suuruus ei vélttimattd pienene, vaan sen koko pienenee.

a) Momenttivithemenetelmi b) Jaanndsvirhemenetelmi

momErrorly (m/s) resErrorU Magnitude (m/s)
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
—— e o— O —
momErrorl (m/s) resErrorU Magnitude (m./s)
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
—— s o— O —
momErrorly (m,/s) resErrorU Magnitude (m./s)
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
—— e o— O —

Kuva 5.3 Analysoitujen laskentaverkkojen virhe-estimaatit

Momentti- ja jddnndsvirhejakaumia analysoitaessa voidaan huomata, ettd estimaattien
suuruus poikkeaa varsin paljon toisistaan, silld jaddnndsvirheen suuruus on vain noin puo-
let tai kolmasosa momenttivirheen ennustamasta diskretisointivirheesti. Momenttivirhe
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on myds huomattavasti suuremmalle alueelle jakautunut, silld jadnndsvirhe on hyvin lo-
kaalia. Virhe-estimaattien eroavaisuus on havaittu myds kirjallisuudessa (Jasak 1996).

Molempien virhe-estimaattien tunnetaan tuottavan lihes samanlaisia tuloksia 2D-malli-
ongelmissa ja arvioivan todellista diskretisointivirheen tasoa varsin tarkasti, eikd ndiden
toiminta merkittdvasti kérsi laskentaverkon topologisista virheistd. Momenttivirhe-esti-
maatin tunnetaan kuitenkin jonkin verran yliarvioivan diskretisointivirhettd, kun lasken-
taverkkoa tihennetddn. Virhe-estimaattien toiminta kérsii silmiénpistdvisti vasta siind
vaiheessa, kun numeerinen ratkaisu sisdltdd poikkeuksellisen paljon numeerista dif-
fuusiota, eli kyseessd on virhe-estimaattien kannalta d4rimmdiinen rasituskoe. Jddnnos-
virhe-estimaatin voidaan tilldin todeta arvioivan todellisen diskretisointivirheen maksi-
mia kohtuullisesti, mutta momenttivirheen ennustama maksimivirhe poikkeaa todelli-
sesta arvosta jo huomattavasti. Keskivirheen tapauksessa pdinvastainen on havaittu piti-
vin paikkaansa, eli momenttivirhe-estimaatti arvioi keskivirheen suuruutta kohtuullisesti,
mutta jadnnosvirhe-estimaatti merkittivasti aliarvioi keskivirhettd. Kyseiselld tavalla saa-
dut havainnot eivit valttimattd kuvaa todellisia laskentaverkkoja erityisen hyvin, vaan
kyseesséd on pikemminkin se, miten hyvin virhe-estimaatit toimivat darimmaisissé tapauk-
sissa. Realistisemmassa virtausmekaniikan 2D-sovelluksessa jdénnosvirhe-estimaatti ky-
kenee arvioimaan seké keskivirheen ettd maksimivirheen hyvin tarkasti pienesti yliarvi-
oiden ndiden suuruutta, mutta momenttivirhe-estimaatin on todettu yliarvioivan seké kes-
kivirhettd ettd maksimaalista virhettd varsin reilusti. Poikkeuksellisen tiheilld laskenta-
verkoilla virhe-estimaattien toiminta saattaa muuttua hieman. (Jasak 1996, s. 201-217)
Edelld mainittujen havaintojen vuoksi jadannosvirhe-estimaatin voidaan sanoa olevan pa-
rempi osoittamaan diskretisointivirheen suuruutta tutkitussa testigeometriassa, vaikka
virhe-estimaattien tarkkaa kayttdytymistd 3D-sovelluskohteissa ei tunnetakkaan. Molem-
mat virhe-estimaatit antavat ehdottomasti kayttokelpoisen arvion diskretisointivirheen
yldrajasta, eikd pienilld eroavaisuuksilla vélttimattd ole niin suurta merkitystd, jos halu-
taan poistaa karkeimmat virheet numeerisesta ratkaisusta, silld molemmat virhe-estimaa-
tit tihentévat laskentaverkkoa ldhes samalla tavalla.

Liikeyhtéldiden diskretisointivirheen pienentyminen ei ole vain teoreettinen hyéty, vaan
tdlla on vaikutuksia myds nopeuskenttién, erityisesti rakojen alkupddhin, kuten kuvasta
5.4 ndhdédédn. Alun perin virtaus pysyy kiinni seindmissi, mutta adaptiivisuuden ansiosta
litkeyhtdloiden ratkaisua on télld alueella saatu huomattavasti parannettua, jolloin virtaus
todellisuudessa irtoaakin sisddntuloreunalla ja vasta myohemmin kiinnittyy taas raon sei-
ndmiin. Samalla my0s sisdéntuloalueen nopeuskenttd muuttuu sileimméksi. Jadnnos-
virhe-estimaattia kdytettdessd ensimmdiisen adaptiivisen iteraation jélkeen on néhtdvissi
jonkin verran adaptiivisuuden aikaansaamaa diskretisointivirhettd, silld virtauksen irtau-
tumiskohdassa kenttd ei ole tiysin siled vaan kontrollitilavuuksien rajat ovat jonkin verran
ndkyvissd ratkaisussa. Toinen adaptiivisuuskierros palauttaa taas silein nopeuskentin,
eikd eri virhe-estimateilla saaduissa lopputuloksissa ole kdytdnndssé lainkaan eroa.
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Kuvassa 5.5 esitetyisséd painekentdn muutoksissa on havaittavissa samanlaista kayttayty-
mistd kuin nopeuskentdssi, silld liikeyhtdloiden tarkempi ratkaisu parantaa myods paine-
kentdn ratkaisua. Alkuun painekenttid vaikuttaa varsin siledltd, mutta adaptiivisuudella
saadaan aikaan paljon lisdinformaatiota. Adaptiivisissa ratkaisuissa esille nousee uusi ja
varsin laaja matalapainealue, joka on kdytdnndssd olematon alkuperdisesséd tuloksessa.
Virhe-estimaattien vililla ei ole suurta eroa, mutta momenttivirhe-estimaatin tuottama
painekenttd on hieman sileampi.

U Magnitude (m/s)

0.0 ] 20. 30. 40,0 50.0

a) Momenttivithemenetelma

U Magnitude (m/s)
0.0 10.0 200 30.0 400 50.0

b) Jaanndsvirhemenetelms

U Magnitude (m/s)
0.0 10,0 20.0 30,0 400 500
| -

Kuva 5.4 Nopeuskentin muuttuminen adaptiivisuuden edetessd

Seuraavaksi adaptiivisuuden suorituskykyd vertailtiin perinteiseen laskentaverkon mal-
linnusmenetelméén, jossa mallinnetaan rajakerrokset tarkasti siten, ettd seinimaén vierei-
sen kontrollitilavuuden keskipiste sijaitsee keskiméérin viskoosin rajakerroksen sisillé,
eli rajakerrosten ratkaisua voidaan tilloin pitdd asianmukaisena. Liséksi koko rako-osuus
tihennettiin vield erikseen, jotta timin sisdltdimét virtausilmiot saadaan vield paremmin
esille. Lopputulema voisi hyvin kuvata asiantuntijan tekemié laskentaverkkoa tutkitta-
valle sovelluskohteelle ja timén jélkeen generoitiin kaksi vastaavaa laskentaverkkoa,
mutta tthedmmalld koolla. Lisdksi mielenkiinnon vuoksi niille laskentaverkoille kiytet-
tiin perinteistd Greenin—Gaussin gradienttimenetelmdd, mutta muita konvektiomenetel-
mid ei kokeiltu, silli Gamma-menetelmén uskottiin antavan hyvia tuloksia sellaisenaan.
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Adaptiivisuuden erinomaista suorituskykyé havainnollistaa kuva 5.6, jossa logaritmisella
asteikolla esitetyt tulokset on muodostettu jaddnndsvirhe-estimaatin avulla, ja momentti-
virhepohjaisille adaptiivisille laskentaverkoille on kiytetty poikkeuksellisesti momentti-
virhe-estimaattia. Diskretisointivirheen tilavuuskeskiarvon pienentdmisessd adaptiiviset
menetelmdt kykenevét ldhes odotettuun toisen kertaluvun suorituskykyyn, mutta perin-
teisten mallien tulokset ovat vain noin ensimmaistd kertalukua, eikd gradienttimenetel-
min vaihto muuta tilannetta. [lmion uskotaan selittyvén silld, ettdi Gamma-menetelma
kayttdd adaptiivisissa laskentaverkoissa huomattavasti enemmaén toisen kertaluvun kon-
vektiomenetelmid, kun taas perinteisissd laskentaverkoissa joudutaan painottamaan
enemmain ensimmadisen kertaluvun konvektiomenetelméa, jolloin myds tarkkuus kérsii.

p (m2/52)
-500.0-250.0 0.0 250.0 500.0 750.0 1000.0
I L —

b) Jaannssvirhemenetelma

p (m?/s7)
-500.0-250.0 0.0 250.0 500.0 750.0 1000.0
o —

Kuva 5.5 Painekentdin paraneminen adaptiivisuuden vaikutuksesta

Diskretisointivirheen maksimiarvon kohdalla voidaan tehdd mielenkiintoisia havaintoja.
Adaptiivisuutta kdytettdessd algoritmi generoi satunnaisiin paikkoihin topologisesti huo-
nolaatuisempia kontrollitilavuuksia, joiden vaikutuksesta erityisesti singulariteettipis-
teissd diskretisointivirhe kasvaa. Rajakerrosten mallintaminen luo kaikkiin perinteisiin
laskentaverkkoihin samanlaisia topologisia virheitd rakojen sisddntulo- ja ulostuloreu-
noille, jotka aiheuttavat suuren maksimivirheen erityisesti pienimmén nelidsumman gra-
dienttimenetelméad kiytettidessd. Tasainen tihentdminen kuitenkin poistaa ndiden topolo-
gisten virheiden midrdé, mutta niin ei kdy adaptiivisissa laskentaverkoissa. Pienimmén
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nelidsumman menetelma vaikuttaa olevan varsin herkka singulariteettipisteille, silld mak-
simivirhe on noin kertalukua suurempi kuin Greenin—Gaussin menetelmén tapauksessa.
Poikkeuksellisen suuri maksimivirheen pienenemisnopeus viittaa my0s singulariteetin
vaikutukseen. Greenin—Gaussin gradientti on selkedsti epdherkempi singulariteeteille,
koska maksivirheen suuruus on samaa kertaluokkaa kuin adaptiivisilla laskentaverkoilla.
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Kuva 5.6 Tulosten diskretisointivirheiden tilavuuskeskiarvot ja maksimiarvot

Kuvaan 5.7 on koottu OpenFOAM:in checkMesh-tydkalun avulla laskettuja erilaisia ja
keskeisid laskentaverkon laadullisia ominaisuuksia, jotka aiheuttavat edelld mainitun
maksimivirheen kasvamisen adaptiivisissa laskentaverkoissa. Topologiavirheet kasvavat,
silld kontrollitilavuuksien pilkkominen aina kahdeksaan osaan nostaa laskentaverkon
epdortogonaalisuutta jokaisella adaptiivisella iteraatiolla. Myds maksimaalinen vinouma
kasvaa hieman. Momenttivirhe-estimaatin kdytto on hieman helldvaraisempi laskentaver-
kon virheiden kannalta. Manuaalisesti tehtyjen laskentaverkkojen kéyttdytyminen on
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pdinvastainen, silld ndiden epdortogonaalisuus ja vinouma véihenee, kun laskentaverkkoa
tihennetddn. Vinouman kannalta adaptiiviset laskentaverkot ovat poikkeuksellisesti laa-
dultaan parempia, silld rajakerrosten lisidminen laskentaverkkoon aiheuttaa niihin luon-
nostaan enemman vinoumaa.
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Kuva 5.7 Ratkaistujen laskentaverkkojen epdortogonaalisuus ja vinouma

Laskentaverkon heikentyneelld laadulla on omat vaikutuksensa myos laskennan etenemi-
seen. Hyvid laskenta-asetuksia haettaessa huomattiin epidortogonaalisuuden aiheuttama
haaste, silld laskennan suppeneminen oli varsin riippuvainen epédortogonaalisen lisédkor-
jauksen mairéstd. Jos laskennassa sallittiin tdysi epdortogonaalisuuskorjaus, laskenta
usein divergoi adaptiivisilla laskentaverkoilla. Sen sijaan normaalit laskentaverkot eivit
olleet niin herkkia kyseiselle asetukselle, koska ndiden epdortogonaalisuus oli huomatta-
vasti pienempi, eikd vinouman vaikutusta suoranaisesti huomattu laskennan aikana.

5.3 Kokeellisen datan ja virhearvioiden vertailu

Viimeiseksi adaptiivisen algoritmin suorituskykya tutkittiin vertaamalla numeerisesta rat-
kaisusta haetun painegradientin arvoa kokeelliseen dataan, silld tutkimuskohteena ole-
vasta virtausmittarista tunnetaan painekammioiden vélinen paine-ero. Virtausmittarissa
ensimmdinen painekammio mittaa noin puolivilistd rakovirtauksen staattista painetta ja
toinen ldhes rakovirtauksen lopusta. Kuvaan 5.8 on laskettu numeeristen ratkaisujen suh-
teellinen virhe, kun kokeellista dataa pidetdén tdysin tarkkana referenssisuureena. Tahin
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liittyy tietysti vield oma epdvarmuutensa, mutta tdhén ei tyon puitteissa voida vaikuttaa.
Painereunaehtojen vuoksi virtausmittarin 14pi meneva tilavuusvirta saattaa hieman vaih-
della ratkaisujen vililla, mutta tdmai otettiin erikseen huomioon, koska saatavilla oli nel-
jannen asteen polynomifunktio mitatulle paine-erolle tilavuusvirran funktiona.
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Kuva 5.8 Painegradientin suhteellinen virhe

Kuvasta 5.8 ndhdéén, ettd momenttivirhe-estimaattiin perustuva adaptiivisuus tuottaa yli-
voimaisesti parhaita tuloksia painegradientin kannalta, mutta myds jddnndsvirhe-esti-
maattiin pohjautuvat tulokset ovat varsin hyvié. Perinteiselld menetelmalla saadut tulok-
set ovat hieman poikkeuksellisia, silld painegradientin suhteellinen virhe ei pienene mo-
notonisesti, eikd molemmilla gradienttimenetelmilld kaikista tihein laskentaverkko enéda
paranna ratkaisun tulosta, vaan pikemminkin heikentda sitd. Aiemmin kuitenkin todettiin
kaikkien ratkaisujen diskretisointivirheen pienenevén. Greenin—Gaussin gradienttimene-
telmén kéyttdytymistd voidaan odottaa teorian perusteella, mutta pienimmén nelidsum-
man menetelmd vaikuttaa kdyttdytyvin samalla tavalla, vaikka gradienttien diskretisointi
pitéisi olla vihintddn ensimmadisté kertalukua. Adaptiiviset tulokset eivit osoita painegra-
dientin suppenevan ensimmadisen kertaluvun nopeudella, vaan téstd jaadddn hieman,
mutta tdma voidaan osittain selittdd silld, ettd laskennan yhteydessd jouduttiin rajoitta-
maan epdortogonaalisen lisdkorjauksen suuruutta. Tdma selittdisi myds sen, miksi jaan-
nosvirhe-estimattia kdytettidessd jiddddn hieman momenttivirhepohjaisen adaptiivisuu-
den suorituskyvysta, silld ndissa laskentaverkoissa maksimaalinen epdortogonaalisuus oli
selkedsti suurempi. Kuitenkin adaptiivisten laskentaverkojen laatu on huonompi ja ndma
silti kykenevét monotonisesti vihentimain painegradientin suhteellista virhettd, joten pe-
rinteisille menetelmille havaittu ilmid ei voi johtua pelkistddn topologisista virheista.

Kaikki saadut tulokset aliarvioivat todellista painegradienttia jonkin verran. Tarkemmissa
tuloksissa esiintyy selkedsti enemmén turbulenssia, jolloin myds rako-osuuden yli las-
kettu painehdvio pyrkii kasvamaan. Tété turbulenssia voidaan havainnollistaa esimerkiksi
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yleisesti virtausmekaniikassa Q-kriteerind tunnetulla nopeusgradientin toisella invarian-
tilla (Nieuwstadt et al. 2016, s. 154—155), joten kuvaan 5.9 on havainnollistettu Q-kritee-
rin 10° 1/s? tasa-arvopintoja testigeometrian suurimmasta kanavasta. Kuvassa tasa-arvo-
pinnat on vérjitty nopeusvektorin suuruudella.

a) Momenttivirthemenetelma

U Magnitude (m/s)
0.0 0.0 20,0 30,0 400  50.0
' T —

b) Jadnndsvirhemenetelma
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c) Peninteinen menetelmi
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Kuva 5.9 Rakovirtauksen turbulenssin kasvaminen eri menetelmilld

Turbulenssin lisdytyminen adaptiivisuutta kiytettdessd on hyvin selvd. Turbulenssi muo-
dostuu nopeasti kolmiulotteiseksi, mutta perinteisillda menetelmillé turbulenssi on pikem-
minkin pitkittdissuuntaista. Kyseisten laskentaverkkojen sisédltdmét kontrollitilavuudet
ovat seindmillé niin ohuita niiden pituuteen ndhden, ettd ne eivit kykene hyvin mallinta-
maan heti rakovirtauksen alussa olevia suuria nopeusgradientteja, koska nopeusgradientti
ei sielld ole pelkéstdén seindmén normaalin suuntainen vaan myds virtaussuuntainen. Tal-
16in my0s painegradientti muuttuu, eikd titd vélttimattd saada laskettua tdysin oikein.
Tiheimmin perinteisen laskentaverkon tulos pitéisi olla huomattavan tarkka mutta ndin
ei kuitenkaan kédynyt, vaikka sen keskimdirdinen dimensioton seindmaéetdisyys on noin
1,2, eli seindmén viereiset kontrollitilavuudet ovat reilusti viskoosin rajakerroksen sisilla.
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6. YHTEENVETO

Ensimmadistd tutkimuskysymysta tutkittaessa, eli miten kontrollitilavuusmenetelmalla
padstddn laskentaverkon tyypistd riippumatta toisen kertaluvun tarkkuuteen, huomattiin
kyseisen vaatimuksen olevan péésiassa kiinni vain valituista diskretisointimenetelmista
ja laskentaverkon topologisista virheisti. Tastd syystd tydssd kdytiin ldpi padpiirteittdén
virtausmekaniikassa kéytettdvan kontrollitilavuusmenetelméan erilaisia virheldhteitd, ja
huomattiin, ettd tavoiteltuun toisen kertaluvun tarkkuuteen ei aina paasti insinddrisovel-
luksissa, joissa laskentaverkko on ldhes poikkeuksetta epdsdanndllinen. Niin ollen tyossa
tutustuttiin tarkemmin erilaisiin diffuusio-, gradientti- ja konvektiomenetelmien virhelih-
teisiin sekd ndiden toimivuuteen epédsiddnndllisissd laskentaverkoissa ja samalla sivuttiin
erilaisia aikatermien ja ldhdetermien asianmukaisia diskretisointitapoja.

Ty06ssé havaittiin diffuusiotermien diskretisoinnin toisen kertaluvun tarkkuudella olevan
varsin suoraviivaista niiden elliptisten ominaisuuksien vuoksi, silld keskeisdifferenssime-
netelmé tuottaa erinomaisia tuloksia kyseisille termeille. Laskentaverkon epdortogonaa-
lisuus asettaa oman lisdhaasteensa, silld timidn huomioonottamisessa on useita vaihtoeh-
toja. Alirelaksoitu epdortogonaalisuuskorjaus osoittautui parhaaksi vaihtoehdoksi, erityi-
sesti niissd tapauksissa, joissa laskentaverkon epdortogonaalisuus on suuri. Epdortogo-
naalisuuden korjaus on riippuvainen myds gradienttimenetelmisti, joten néillekin joudut-
tiin etsimdan mahdollisimman hyvét diskretisointimenetelmat.

Gradienttimenetelmistd parhaimmaksi todettiin painokertoimiin pohjautuva pienimmén
nelidsumman menetelmi, koska yleisesti kdytetyn Greenin—Gaussin gradienttimenetel-
mén hyddyntdminen insinddrisovelluksissa voi pahimmassa tapauksessa johtaa tarkkuu-
deltaan jopa nollannen kertaluvun gradientteihin. Pienimmaén neliésumman menetelmén
todettiin olevan véhintddn ensimmaistd kertalukua vastaavissa tapauksissa. Gradienttien
madrittdminen toisen kertaluvun tarkkuudella on edelleenkin merkittdvén haastavaa kont-
rollitilavuusmenetelmalld, silld toisen kertaluvun tarkkuuden havaittiin toteutuvan vain
hyvin rajoitetuissa mallitapauksissa tydssé tutkituille gradienttimenetelmille.

Konvektiomenetelmiin jouduttiin kdyttdiméadn enemmén aikaa, silld konvektiotermien
diskretisoinnin lopputuloksen huomattiin olevan varsin kehno keskeisdifferenssimenetel-
mall4, silld konvektio on hyvin virtaussuunnasta riippuvaa. Keskeisdifferenssimenetel-
mén kdytto vaatisi erittdin tihedn laskentaverkon, jotta menetelmén stabiiliusehto saatai-
siin tdytettyd. Tastd syystd tutustuttiin erilaisiin vaihtoehtoisiin ensimmaéisen ja toisen ker-
taluvun konvektiomenetelmiin, ja ndiden toiminta havaittiin kohtuulliseksi. Merkitti-
viaksi heikkoudeksi perinteisille toisen kertaluvun konvektiomenetelmille todettiin niiden
epafysikaalisuus, joten tistd syystd ty0ssd jouduttiin paneutumaan TVD- ja NVD-viite-
kehyksiin, josta jalkimmaisessd johdettu Gamma-menetelma osoittautui parhaaksi vaih-
toehdoksi konvektiotermien diskretisointiin ja kyseisen menetelméan todettiin tuottavan
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fysikaalisia tuloksia my0s epdsddnnéllisisséd laskentaverkoissa, eikd menetelma lisdd mer-
kittdvasti numeerista diffuusiota simulaatiotuloksiin.

Yhtéloissé esiintyvien ldhdetermien osalta kontrollitilavuusmenetelmé on yksinkertainen,
mutta numeerista ratkaisuprosessia voidaan stabiloida, jos ldhdetermit linearisoidaan so-
pivasti. Aikatermien diskretisointiin ei paneuduttu syvéllisemmin, vaan niistd nostettiin
pikaisesti esille eri menetelmien stabiilius ja ndiden tarkkuus.

Tyon alkupuolella asetettiin toinen kontrollitilavuusmenetelmén tarkkuuteen liittyvéa tut-
kimuskysymys, eli miten ty0ssé ratkaistaville RANS-yhtiloille saadaan muodostettua hy-
vid virhearvioita ja mielellddn sellaisia, jotka luotettavasti arvioivat diskretisointivirheen
yldrajaa. Vastausta etsittdessd kddnnettiin katse elementtimenetelmén puolelle johdettuun
virhearvioiden teoriapohjaan ja timéan virhearvioteorian todettiin olevan sovellettavissa
my0s kontrollitilavuusmenetelméén, jossa virhearvioiden kaytto ei ole arkipdivadd. Vir-
hearviotyyppeja huomattiin olevan varsin monta erilaista, kuten gradienttivirheisiin poh-
jautuvat virhearviot, seka erilaiset laskennan jélkeen tehtévit eksplisiittiset ja implisiitti-
set virhearviot. Samalla paneuduttiin duaalimenetelmélle johdettuihin virhearvioihin pi-
kaisesti. Ongelmaksi nousi, ettd virhe-estimaateissa kéytettavit jaidnnokset ja gradientti-
hyppéykset eivit ole suoraan virtauslaskennan tuloksista saatavilla. Téten 1dhdettiin ha-
kemaan erityisesti kontrollitilavuusmenetelmiin johdettuja virhearviomenetelmia.

Kontrollitilavuusmenetelmdin johdettuja virhearviomenetelmié 10ydettiin tydssd useita,
kuten Richardsonin ekstrapolointiin pohjautuvia menetelmid, momenttivirhemenetelma
sekd jaannosvirhemenetelmd. Naistd momenttivirhe- ja jddnnosvirhemenetelmin todet-
tiin soveltuvan erittdin hyvin adaptiiviseen laskentaverkon hienontamiseen, koska nididen
tuottama virhe-estimaatti oli kohtuullisen helppo toteuttaa myos kdytanndssi. Ndiden yh-
teydessd kdytiin 1api my0Os elementtimenetelméan puolelta lainattu, implisiittinen tasapai-
notettujen jadnndsten menetelmad, jolla saadaan arvioitua numeerisen ratkaisun diskreti-
sointivirheen energianormia erinomaisella tarkkuudella. Aikaisempi elementtimenetel-
min virhearvioteoriaan paneutuminen osoittautui siis hyddylliseksi. Tyossd paddyttiin
kuitenkin toteuttamaan eksplisiittiset momenttivirhe- ja jidnndsvirhe-estimaatit, ja néi-
den suorituskyky osoittautuikin my6hemmin erittdin hyviksi. Virhearvioiden lopputulos
on hieman erilainen elementtimenetelmén virhearvioihin ndhden, silld valitut virhearviot
tuottavat joko skalaari- tai vektorimuotoisen virhearvion, eikd saatu virhearvio titen vas-
taa elementtimenetelmin puolella kdytettyd diskretisointivirheen energianormia. Virhe-
estimaattien muoto on kuitenkin ehdottomasti havainnollisempi, silld RANS-yhtéldihin
sovellettaessa virhe-estimaattien yksikko vastaa kétevisti nopeusvektorin yksikkoa.

Virhearviomenetelmien kdytdnnon toteutukseen valittiin OpenFOAM v5.0 -ohjelmisto,
johon 18ydettiin osittain valmiita lisdosia foam-extend 4.0 -tydkalupakista, joilla tarvitta-
vat virhearviot saatiin toteutettua. Ohjelmoinnin tydmééri oli néin vield hallittavissa tyon
aikataulun puitteissa. Valmiita kirjastoja ja tydkaluja saatiin hydodynnettyé siten, ettd vain
noin puolet virhearvioiden sisdltdiméstd koodista jouduttiin toteuttamaan alusta ldhtien.
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Adaptiiviset ominaisuudet saatiin kytkettyd paille ilman sen kummempaa lisdtyota, silla
ndmé ominaisuudet 16ytyivét ohjelmistosta jo entuudestaan. Adaptiivinen laskentaverkko
saatiin muodostettua jakamalla aina jokainen kontrollitilavuus pienempiin osiin, jos té-
min diskretisointivirhe oli liian suuri laskentaverkon tilavuuskeskiarvoon néhden ja las-
kentaverkkoa harvennettiin sielld, missd diskretisointivirhe oli huomattavasti alempi.

Tamin jilkeen tyOssd keskityttiin tutkimaan momenttivirhe- ja jadnndsvirhepohjaisen
adaptiivisuuden suorituskykyai, joka todettiin erittdin hyviksi. Diskretisointivirheen tila-
vuuskeskiarvon havaittiin pienenevén ldhes toisen kertaluvun nopeudella. Adaptiivisuu-
den tehokkuutta haluttiin verrata my0s perinteiseen mallinnusmenetelméén, jossa lasken-
taverkko tehtiin seindmilléd niin tihedksi, ettd rajakerroksissa virtauskentin ratkaisu on
hyvé, ja muualle mielenkiinnon kohteena oleville alueille lisdttiin manuaalisesti lisdreso-
luutiota. Lopputuloksena olevien laskentaverkkojen huomattiin pienentdvén diskretisoin-
tivirhettd vain noin ensimmaéisen kertaluvun nopeudella, eli adaptiivisen algoritmin suo-
rituskyvystéd jaddaan huomattavasti. Erityispiirteend adaptiivisissa laskentaverkoissa on
se, ettd adaptiivinen algoritmi kykenee tuomaan uusia virtausilmiditd simulaatiotuloksiin,
kuten esimerkiksi virtauksen irtoamista seindmisté ja kokonaan uusia matalapainealueita.

Taulukko 6.1 Perinteisten mallinnusmenetelmien ennustetut laskentaverkon koot ja las-
kenta-ajat verrattuna jddnndosvirhepohjaiseen adaptiivisuuteen

. Adaptiivinen . Normaali
Menetelmd (jaannosvirhe) Normaali (Green-Gauss)
Laske.n?averkon koko 6.8 81.9 80.4
(miljoonaa kpl)
Laskenta-aika (h) 6,0 47,3 39,7

Aiemmin laskettujen diskretisointivirheiden tilavuuskeskiarvojen avulla voidaan ekstra-
poloida perinteisten mallinnusmetodien vaatima laskentaverkon koko, jolla saavutettai-
siin yhté tarkka lopputulos kuin kaikista tarkin jiinndsvirhepohjaisella adaptiivisella al-
goritmilla saatu tulos. Olettamalla laskenta-ajan riippuvan lineaarisesti laskentaverkon
koosta, voidaan saada taulukon 6.1 mukaisia tuloksia. Laskentaverkkojen parantunut hyo-
tysuhde nékyy selkedsti, silla yhtd tarkkoihin tuloksiin vaadittaisiin jopa 10-kertaisesti
suuremmat laskentaverkot perinteiselld mallinnusmenetelmailld, ja Greenin—Gaussin gra-
dienttimenetelmin kdyttdminen vaikuttaa hieman suotuisammalta rajakerroksia mallinta-
vissa laskentaverkoissa. Laskenta-aikakin nousisi perinteisilld laskentaverkoilla véhin-
tddn 6,6-kertaiseksi adaptiivisen ajon kumulatiiviseen laskenta-aikaan ndhden, joten
adaptiivisuuden tuomat edut ovat kiistattomat.

Adaptiivisen algoritmin havaittiin tuottavan laskentaverkkoon varsin paljon topologisia
virheitd, jotka aiheuttivat tarpeen sille, ettd epdortogonaalisen lisékorjauksen suuruutta
joudutaan rajoittamaan. Perinteisissd laskentaverkoissa topologia paranee sitd mukaa,



92

kun laskentaverkkoa tihennetddn, eikd niille vélttdmattd olisi tarvittu kyseisté lisdrajoi-
tusta tehdé, mutta ndin paadyttiin tekemain, ettd tuloksissa kdytetyt asetukset olivat kes-
kendén samoja. Lisddntyneisté laskentaverkon topologiavirheistd huolimatta adaptiivinen
algoritmi kuitenkin kykenee pienentdméén diskretisointivirhettd erinomaisesti. Vaikka
adaptiivista algoritmia kyettiin kdyttiméén laskentatehon ja muistirajoitteiden puitteissa
vain kahteen kertaan, saatiin kuitenkin vertailukelpoisia tuloksia perinteisiin mallinnus-
menetelmiin ndhden. Jélkikéteen ajateltuna adaptiivisessa algoritmissa kiytettdvid raja-
arvoja olisi voinut sditda siten, ettd olisi saatu useampi miérd adaptiivisia iteraatioita,
mutta télléin olisi jouduttu poikkeamaan kirjallisuudessa suositelluista raja-arvoista.

Lopuksi tyossi verrattiin adaptiivisten ja perinteisten laskentaverkkojen ennustamaa pai-
negradienttia kokeellisiin tuloksiin ndhden. Havaittiin, ettd adaptiiviset laskentaverkot
jadavat hieman odotetusta ensimmadisen kertaluvun suorituskyvyst, sillé erilaisten keino-
tekoisten stabilointimenetelmien kéyttd epaortogonaalisen lisdkorjauksen yhteydessé us-
kottiin vdhentdvin gradienttien tarkkuutta. Perinteisten laskentaverkkojen tapauksessa
painegradientin virheen vdhenemisen ei havaittu olevan monotonista gradienttimenetel-
misti riippumatta, mutta pienimmén nelidsumman menetelmén havaittiin olevan hieman
parempi perinteisten laskentaverkkojen tapauksessa.

Erityisesti painegradientin laskennassa huomattiin se, etti numeeriset laskentatulokset
perinteisilld laskentaverkoilla saattavat antaa harhaanjohtavia tuloksia, silld lisdhienonta-
minen ei valttdimattd endd muuta mielenkiinnon kohteena olevaa suureetta merkittavasti,
eikd suure vélttaimittd suppene oikeaa arvoa kohti. Karkeasti ottaen voidaan todeta, ettéd
jos liikeyhtéldiden keskivirhe pienenee toisen kertaluvun nopeudella, voidaan muidenkin
suureiden, kuten esimerkiksi mitatun painegradientin virheen, olettaa pienevén ldhes teo-
rian mukaisella miniminopeudella. Sama voitanee nostaa esille myos perinteisille lasken-
taverkoille, silld liikeyhtdloiden ratkaisujen ollessa tarkkuudeltaan ensimmaistd kertalu-
kua, voitanee odottaa painegradientin olevan méadritetty pahimmillaan vain nollannen ker-
taluvun tarkkuudella. Virhe-estimaattien ja kokeellisen datan voidaan siis sanoa korreloi-
van kohtuullisesti, mutta tarkempi vastaus vaatisi vield lisdtutkimusta. Tdma ehdottomasti
motivoi adaptiivisuuden kayttéd myos jatkossa, silld adaptiiviset tulokset vaikuttivat jér-
kevammiltd, koska ndiden painegradientin virhe pieneni odotetulla tavalla. Itseasiassa
painegradientin erikoinen kdyttdytyminen oli erds pdésyy sille, miksi adaptiivisuutta ldh-
dettiin kehittdméén virtauslaskennan tarpeisiin. Samalla adaptiivisuus mahdollistaa niin
tarkkoja tuloksia, ettd perinteisilld mallinnusmetodeilla vaaditaan kontrollitilavuuksien
lukumaiérallisesti jopa kertaluokkaa suurempia laskentaverkkoja, jolloin vaaditut resurssit
ovat ainakin kertaluokkaa suurempia. Toisaalta adaptiivisuus véhentdd paljon epdvar-
muutta numeeristen laskentatulosten analysoinnista, koska virheet ovat selkeésti naky-
villd, eikd niiden tulkinta vélttdméttd vaadi endé niin pitkda virtauslaskennan kokemusta.
Talloin virtauslaskija voi keskittyd vapaammin fysikaalisten reunaehtojen tai vaikkapa
turbulenssimallien aiheuttaman mallivirheen pohtimiseen. Tutkimus osoittautui siis kai-
ken kaikkiaan erittdin hyodylliseksi.
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