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Tyossa tarkastellaan toisen kertaluvun differentiaaliyhtaloita ja vertaillaan niihin
liittyvien esimerkkitehtdvien avulla kolmea sdhkoisté jarjestelméad; Abittia, MAT-
LABin Live Editoria ja STACK-jarjestelméé. Abitti on lukion sdhkéinen kurssikoe-
jarjestelmé, kun taas Live Editor ja STACK-jérjestelmé ovat yliopistossa kiytettavia
sahkoisia jarjestelmia. Tyossa tutkitaan, millaista koodikielten osaamista tehtéavan-
annon tekeminen vaatii sen laatijalta ja ratkaisijalta seka sita, milla tavoin tehtavien
arviointi onnistuu eri jarjestelmissa. Lisdksi pohditaan Abitin soveltuvuutta yliopis-

tomatematiikan laskuharjoitustehtéavien ratkaisemiseen.

Tyon alussa kdydaan lapi toisen kertaluvun differentiaaliyhtéléihin liittyvaa yleis-
ta teoriaa, jonka jalkeen syvennytdan tarkastelemaan yhden epélineaarisen toisen
kertaluvun differentiaaliyhtalon, Van der Polin yhtélon, ratkaisemista linearisaation
ja keskiarvottamisteorian avulla. Témén jéalkeen esitelladn sdhkoisten jarjestelmien
vertailuun kéaytettavat esimerkkitehtavit ja vertaillaan tehtavien tekemista eri jar-

jestelmissa. Lopuksi kootaan yhteen sahkoéisten jarjestelmien vertailun tulokset.

Vertailun avulla havaittiin, ettd Abitti ja MATLABin Live Editor ovat hyvin sa-
mankaltaisia jarjestelmid. Abitissa ratkaisemiseen kaytettiin kahta kaavaeditoria,
vaikka Abitissa olisi jarkevin ratkaista tehtavia, joissa kdytetdan vain vastauslomak-
keen kaavaeditoria. Siind on kuitenkin melko suppeat kaava- ja merkkivalikoimat,
joten sen soveltuvuus yliopistomatematiikan laskuharjoitustehtévien ratkaisemiseen
on melko heikko. STACK-jérjestelmé puolestaan voisi sopia seké lukioon etta yli-
opistoon, mutta tehtdvien laatimisen opettelu vie silld enemméan aikaa kuin muilla
jarjestelmilla. Siina ei myoskéan ole WYSIWY G-editoria, kuten muissa jarjestelmis-
s, joten sen kdyttamén syntaksin tunteminen on tehtavan ratkaisijalle lahes valtta-
matonta. STACK-jarjestelma on myos ainoa jérjestelmé, jossa tehtdvien automaat-

titarkastus seké automaattinen vihjeiden ja palautteen antaminen ovat mahdollisia.
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1. JOHDANTO

Nykydan matematiikassa tehdadn tehtavia entistd enemmén erilaisten sahkoisten
jarjestelmien avulla. Ylioppilastutkintolautakunnan viimeisimpéané sahkoistymiseen
liittyvana haasteena on sahkoisiin ylioppilaskokeisiin siirtyminen. Niiden tekemista
ja niiden tekemiseen valmistautumista varten on luotu sédhkoinen kurssikoejarjes-
telmé Abitti. Matematiikan ylioppilaskoe muuttuu sdhkoiseksi viimeisena, kevaallé
2019. Abitin matematiikkavélineistoon tulee viela muutoksia ennen matematiikan
ensimmaisia sdhkoisia ylioppilaskirjoituksia. Abitin matematiikkavélineisté on kui-
tenkin nyt jo varsin kattava ja sen avulla onnistuu hyvin erilaisten tehtévien tekemi-
nen. Tyossa tutkitaan kahta Abitin tdmén hetkisessa versiossa olevaa kaavaeditoria.
Toinen niista on ’libreoffice math’-kaavaeditori ja toinen vastauslomakkeen yhtey-
teen luotu nopeuteen ja helppouteen pyrkia kaavaeditori. Vastauslomakkeen yhtey-
desséa oleva kaavaeditori on viela kehitysversio, joten sithen on tulossa viela muutok-
sia. Seuraavat muutokset tulevat toukokuussa 2018, jolloin siihen lisdtdan ainakin
muutamia uusia merkkeja. Yliopistoissa sahkoisten laskuharjoitustehtavien ja tent-
tien kaytto on alkanut aiemmin kuin lukiossa ja siella onkin kéytossa matematiikan
tehtéavien tekemiseen useampia jarjestelmia. STACK-jarjestelméa on useissa yliopis-
toissa kaytossa oleva tehtavien sdhkoiseen tekemiseen kaytettéava jarjestelma, jossa
on automaattitarkastusominaisuus. Néain ollen STACK-jirjestelmé viahentda huo-
mattavasti myos tehtavan tarkastajan tyomadraa. Toinen yliopistoissa usein kéy-
tetty jarjestelmd on MATLAB, jonka lisdosana tuli vuoden 2016a versiossa myos
Live Editor. Se mahdollisti normaalin tekstin, matemaattisen tekstin ja koodikielen

kirjoittamisen samaan tiedostoon.

Tyossa kasitelladn toisen kertaluvun differentiaaliyhtaloita ja vertaillaan tehtévan-
antojen tekemistd ja tehtdvien ratkaisemista Abitilla, MATLABin Live Editorilla
ja STACK-jarjestelmalla. Tyossa tutustutaan tarkemmin yhteen toisen kertaluvun
differentiaaliyhtalon erikoistapaukseen, Van der Polin yhtéloon. Sahkoisillé jarjestel-
milld tehtavinantojen tekemista ja tehtavien ratkaisemista tarkastellaan esimerkki-
tehtavilla, joissa ratkaistaan Van der Polin systeemin ominaisarvot. Tyossa tarkastel-
laan, millaista koodikielten osaamista tehtdvanannon tekeminen vaatii sen laatijalta
ja ratkaisijalta seké sita, milla tavoin tehtévien arviointi onnistuu eri jarjestelmissa.

Lisdksi pohditaan Abitin soveltuvuutta yliopistotason matematiikan laskuharjoitus-
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tehtdvien tai tenttien ratkaisemiseen.

Tyon alussa kaydadn lépi toisen kertaluvun differentiaaliyhtéaloihin liittyvaa yleisté
teoriaa, jonka jalkeen syvennytaan tarkastelemaan tarkemmin Van der Polin yh-
taloa. Taman jélkeen esitellaédn sdhkoisten jarjestelmien vertailuun kéytettavat esi-
merkkitehtavat malliratkaisuineen ja vertaillaan sahkoisia jarjestelmia esimerkki-
tehtavien avulla. Jokaista sdhkoista jarjestelmad kasitellaan omassa alaluvussaan ja

lopuksi kootaan yhteen vertailun tulokset.



2. TOISEN KERTALUVUN
DIFFERENTIAALIYHTALOT

Maaritelma 2.1 Oletetaan, ettd y on muuttujan x reaaliarvoinen funktio. Tdlléin
funktiot v, y", ..., y™ ovat funktion y derivaattoja. Differentiaaliyhtile voidaan kir-

joittaa yleisessd muodossa

F(:'U7 y? y/7 y”7 cct 7y(n)) = 0

Funktion y korkeimman derivaatan kertaluku on differentiaaliyhtdlon kertaluku. /1,
s. 231]

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtédloiden derivaatan kertaluku on siis kaksi.

Maaritelma 2.2 Toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlé on lineaarinen, jos se on

muotoa
ax(z)y"(z) + a1 (2)y () + ao(z)y(z) = f(2), (2.1)

missd as(x), a1(x), ap(x) ja f(x) ovat muuttujan x funktioita ja y" jay' ovat funktion
y derivaattoja. Jos f(x) = 0, niin yhtilé on homogeeninen. Jos toisen kertaluvun
differentiaaliyhtdlod ei voi esittid Yhtdlon 2.1 mukaisessa lineaarisessa muodossa,

niin se on epdalineaarinen.[1, s. 477—478]

Esimerkki 2.1 Van der Polin yhtdlé [2, s. 198]

d*x dx
ﬁ—a(l—ﬁ)%m:o (2.2)

on epdlineaarinen toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlo.

Tyossa kaytetadn sahkoisten jarjestelmien tutkimiseen Van der Polin yhtéloon liit-
tyvid esimerkkitehtéivia, jotka esitelldan tarkemmin luvussa 4. Niissa ratkaistaan
Van der Polin yhtalosta muodotetun matriisin ominaisarvot, joten maaritellaan vie-

14 ominaisarvo.
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Maaritelma 2.3 Olkoon A neliomatriisi. Tdalloin
det(A— M) =0
on karakteristinen yhtéalo, missd
det(A — \)

on matriisin A karakteristinen polynomi muuttujan A suhteen. Karakteristisen yh-
talon juuret ovat matriisin A ominaisarvoja. Jos matriisin A ominaisarvo on A,
niin on olemassa sita vastaava vektori x, joka ei ole nollavektori ja joka toteuttaa
yhtdlon Ax = \x. Kaikki vektorit x, joilla Ax = Az, ovat ominaisarvoa A vastaavia

ominaisvektoreita. [1, s. 130]



3. VAN DER POLIN YHTALO

Toisen kertaluvun epalineaaristen differentiaaliyhtéloiden ratkaiseminen on huomat-
tavasti monimutkaisempaa kuin lineaaristen toisen kertaluvun differentiaaliyhtéloi-
den ratkaiseminen. Epélineaariset differentiaaliyhtélot ratkaistaan usein numeerises-
ti, eikd niille ole aina loydettavissa eksakteja ratkaisuja. [2, s. 457 Taméan vuoksi
tarkastellaan esimerkkind vain yhden epélineaarisen differentiaaliyhtélon, Van der

Polin yhtalon, ratkaisemista kahdella eri tavalla.

3.1 Van der Polin yhtalon ratkaiseminen linearisaation avulla

Linearisaation avulla voidaan muuttaa toisen kertaluvun epélineaarinen differentiaa-
liyhtalo lineaariseksi, jolloin sen ratkaisemiseen voidaan kayttéda samoja keinoja kuin
lineaarisen differentiaaliyhtalon ratkaisemiseen. Linearisaatiota voidaan hyodyntad

tasapainopisteen (engl. equilibrium point) lahella.[2, s. 457]

Esimerkki 3.1 Tarkastellaan Esimerkin 2.1 Van der Polin yhtaléd. Olkoon a =1,

jolloin yhtdlé on muotoa

d*x dx

27 (1= = —

i L)y e
Merkitadin y = %. Talloin Van der Polin yhtdlo voidaan kirjoittaa yhtdloryhmdnd
[2, 5. 458—459]

T =y

(3.1)

% = —z+ (1 —2?)y.

Yhtiloryhmad kutsutaan Van der Polin systeemiksi. Systeemin tasapainopiste on ori-
gossa, joten tutkitaan, miten ratkaisut kayttaytyvdit sen laheisyydessa. Suuntakenttd
(engl. direction field) on graafinen tapa approksimoida ensimmdisen kertaluvun dif-
ferentiaaliyhtdloiden ratkaisuja yhtdlod ratkaisematta. Se muodostuu, kun eri kohtiin
piirrettyjen tangentin suuntavektorien joukkoon piirretdadan ratkaisukdyrin approksi-

maatio, jonka suuntavektorit osoittavat. Van der Polin systeemille muodostetussa
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suuntakentdssd ratkaisut muodostavat kehdn origon ympdrille, kuten ndhdddn myds

seuraavasta kuvasta.
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Kuva 3.1 Suuntakenttd ja ratkaisujen muodostama kdyrd

Kuvaan 3.1 on piirretty vektorien suuntakenttd ja ne ratkaisut, jotka muodostavat
kehdn origon ympdrille. Jos systeemin ldhelld origoa olevia numeerisia approksimaa-
tioita sijoitetaan koordinaatistoon, ne muodostavat kierteisen kuvion origon ympd-

rille. Tdtd on havainnollistettu Kuvassa 3.2.

02}

Kuva 3.2 Vaihekuva (engl. phase potrait) lihelld origoa

Approksimaation avulla on helpompi analysoida systeemid kuin ilman approksimaa-
tiota. Yhtalopari 3.1 ei ole lineaarinen, mutta siind on vain yksi epdalineaarinen terms
x%y. Muuttujien x ja y ollessa pienid termi x*y on pienempi kuin mikéddn muu yhtd-

loparin termi. Esimerkiksi, jos x = 0,1 ja y = 0,1, niin 2%y = 0,001, joka on huo-
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mattavasti muuttujaa x ja y pienempi. Jos x = 0,01 ja y = 0,01, niin x*y = 107°,
joka on edelleen huomattavasti muuttujaa x ja y pienempi. Tdmdn vuoksi voidaan
useissa tapauksissa approksimoida Van der Polin systeemid jittamdlld termi x®y

kokonaan pois. [2, s. 458—459] Tailloin yhtdlopari saadaan muotoon

a — Y
= Tty
Saadusta muodosta voidaan helposti ratkaista esimerkiksi Van der Pol yhtdlon omi-

naisarvot. Niiden ratkaisemiseen liittyvien tehtdvien avulla vertaillaan tyossd sdh-

kéisid jarjestelmid.
3.2 Van der Polin yhtdlon ratkaiseminen keskiarvottamisteorian
avulla

Van der Polin yhtalon ratkaisemiseen voidaan kayttda myos keskiarvottamisteori-
aa. Luvussa késiteltavia Van der Polin yhtélon ratkaiseminen keskiarvottamisteorian

avulla perustuu Vaitoskirjaan [3, s. 11—15].

Maaritelma 3.1 Tarkastellaan hdiricongelmaa (engl. perturbation problem) stan-

dardiyhtalon
dz 9
o 5f(tax) te g(taxag)
dt
avulla, missd y(to) = wxo. Oletetaan, ettd funktion f jakson pituus on T, jolloin

ndhdddn, ettd funktio f on keskimddrin muuttujan t yldpuolella muuttujan x ollessa

vakio. Talloin keskimaarainen yhtalo on

dy 0
% = Sf (y)> (32)

missd y(ty) = xo ja

)= [ fla)d (3.3)

My6s Van der Polin yhtalon huomataan olevan samanmuotoinen kuin edellé olevassa

madritelméassa esiintyva standardiyhtalo.

Maaritelma 3.2 Olkoon f(t,x) vektorikenttd, kun f : R x R™ — R". Talloin vek-
torikenttd on Lipschitz-jatkuva muuttujan x suhteen, kun D C R™ ja t > 0. Lisdksi

vektorikenttd f on jatkuva muuttujien t ja x suhteen, kun R x D. Jos keskiarvo

f°(z) = lim ! Tf(t,x) dt, (3.4)

t—oo T Jo
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on olemassa f, jota kutsutaan KBM-vektorikentdksi.

Lause 3.1 (Yleinen keskiarvottaminen) Tarkastellaan alkuarvo-ongelmia

yn =ef(t,z), z(0) = xo,

missd f: R x R" — R" ja

f;; =cf%(y),  y(0) = o,

missd x,y,yo € D CR", t € [0,00) ja e € (0,g¢]. Oletetaan, ettd

a) vektorikentti f on KBM-vektorikenttd, jonka keskiarvo on f°.

b) funktio y(t) kuuluu joukon D sisapisteisiin, kun aikajakson pituus on %

=

Tillgin x(t) — y(t) = O(62(¢)), kun e — 0 aikajaksolla L ja

d(e) =sup sup
z€D te(0, L)

[l = P ds

missd L on posititvinen vakio ja keskiarvo

() = lim ;/OTf(t,x) dt.

t—o0

Lause 3.2 Van der Polin yhtilén vaimennusfunktio f(t) = (1 — 2?)% on pariton

funktio.

Todistus. Sijoitetaan vaimennusfunktioon f(¢) = (1 — %)% yhtéloparin

x =rcos(t + 1)

(3.5)
y = —rsin(t + ),
arvot. Talloin funktio saadaan muotoon
ft) = —(1 —r*cos®(t +1))rsin(t + ). (3.6)

Koska funktiossa on parillisen ja parittoman funktion tulo, on saatu tulos pariton.
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Esimerkki 3.2 Tarkastellaan riippumatonta (engl. autonomous) Van der Polin yh-
talod

Az N
-z = —z+a(l—=z )E + bcos(wt). (3.7)

Jos beos(wt) = 0, saadaan yhtilo Esimerkin 2.1 mukaiseen muotoon. Se voidaan

edelleen kirjoittaa
d*x dx

Pl +af(x, a),
missd f on mielivaltainen, riittdvin siled (engl. smooth) funktio joukossa D, kun
D C R%. Toisaalta alkuperdinen Yhtilo 3.7 voidaan kirjoittaa muuttujien x ja y
derivaattojen avulla yhtaloryhmand

% = —z + beos(wt), y(0) =yo

& :y—a(é—x), z(0) = .

Kun b =0, yhtaléryhma on muotoa

dy
dt
3

L=y — oL —a).

= —X

Kun muuttujat x ja y kirjoitetaan Lausekkeen 3.5 mukaisesti, niin hdirioyhtdlot

(engl. perturbation equation) saadaan muotoon

& — —qsin(t + ) f(rcos(t + ), —rsin(t + ¢)), 7(0) = ro

) (3.9)
@ = =2 cos(t + ) f(rcos(t + ), —rsin(t + 1)), ¥(0) = .

Vektorikenttd on 2mw-jaksoinen muuttujan t suhteen. Merkitidn T =t + 1 ja madri-
tellaan Mddritelmdan 3.1 keskimddrdiselle Yhtdalolle 3.3 kaksi funktiota

fi(r) = i f02” sin(7) f(r cos(7), —rsin(7)) dt

(3.10)
fo(r) = % JZ™ cos(7) f(r cos(T), —rsin(r)) dr.
Asymptoottinen approksimaatio saadaan ratkaisemalla yhtdloryhmd
di -
&= —afi(F
dat, f1<~) (3.11)
2 _ o 0)

kayttamdlld alkuarvoina r(0) = ro ja ¥(0) = vy. Muuttujat 7 ja ¥ kuvaavat keski-
madrdisia arvoja. Approksimaation avulla yhtdloryhmd saadaan pelkistettyd ensim-

mdisen kertaluvun ritppumattomaksi systeemiksi.
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Madritelladn asymptoottinen approksimaatio Lauseen 3.2 vaimennusfunktiolle f =

(1-— :L’2)‘Ull—f. Kirjoitetaan ensin Yhtdaloryhmd 3.9 matriisimuodossa

(fh) B (—asin(t—l—iﬂ)f)
W) \geostt+u)f )
Kosinitermin keskiarvo jaksossa on nolla, joten oikea puoli menee nollaan.
Merkitiin ™ =t + . Tdlloin Yhtdlo 3.6 saadaan muotoon
f(1) = —(1 — r*cos®(7))rsin(7).

Sijoitetaan saatu funktio f(r) Yhtdloparin 3.10 funktioon fi(r) ja sievennetddin

lauseketta
1 27
fi(r) = —2—/ rsinQ(T)(l —r? COSQ(T)) dr
7w Jo
]_ 27
=5 / (rsin®(7) — 7% cos?(7) sin®(7)) dr
7w Jo
r 27 7’3 2T
= ——/ sinZ(T) dr + —/ (sinQ(T) 0082(7') dr
21 Jo 27 Jo
C [ 0= coszmyar+ 2 [0 - cost(n) cost(r) d
= —— —(1 — cos — — cos cos
2w Jo 2 T er 21 Jo T TIer
r 27 r 27 703 21 7"3 2T
= —— dr + 7/ cos(27)dr + —/ (COSZ(T) dr — —/ COS4(T) dt
47 Jo 21 Jo 21 Jo 21 Jo
r 27 r 27 /”'3 27
=~ dr + E/o cos(27)dr + %/0 (cos(27) + 1) dr
3 2 1
- ;—/ §(4 cos(27) + cos(47) + 3) dr
7 Jo
27 27 27
1 3 1
= _ﬁ T+ % 3 sin(27) + i—ﬂ / (2 sin(27) + 7-)
0 0 0
2
3 1 1
- ;— 3 <2 sin(271) + 2 sin(47) + 3T>
T
0
_or 3
202 8
1, 1
= ér — 57’.
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Stjoittamalla tulos Yhtaloryhmdadn 3.11 saadaan

& _afi(F) = a(li -
dp _
E_Q

4 (3.12)

Jos alkuarvo ro on 0 tai 2, nitn amplitude 7 on vakio. Tarkastellaan ratkaisun r = 0
vakautta hdiritsemdalld alkuarvoa ro = 0 vastaavaa tasapainopistetta hieman muut-
tujan & avulla. Merkitadn r = 0+ &, tdlloin Yhtdloryhmdsta 3.12 saadaan
¢ «
— ==£4+0(§).
“ %100
Kun ei huomioida toisen ja korkeamman kertaluvun termejdi, & = 506%. Termi &

lahestyy adretontd, kun aika t kasvaa, jolloin tasapainopisteestd tulee epivakaa.

Tarkastellaan vastaavasti toisen alkuarvoa ry = 2 wvastaavan tasapainopisteen va-
kautta. Merkitadin ro = 2+ &. Tdlloin Yhtaloryhmastd 3.12 saadaan

@ _

= al-€+ 0]+ 0'(€").

Tatd voidaan edelleen muokata, kun ei huomioida toisen tai korkeamman kertaluvun

termeja. Tdlloin saadaan

d§

% - —Oéf,
ja puolittain integroimalla

£ = &e .

Termi & ldhestyy nollaa, kun aika t kasvaa, joten alkuarvoa ro = 2 vastaava tasapai-

nopiste on vakaa.

Ratkaistaan Differentiaaliyhtdlo 3.12. Muokataan se aluksi muotoon

8/ 1
LR N 1
a (f3 - 47’) =, (3.13)

missa

1 1
P —AF  —F(F+2)(F —2)

(3.14)



3.2. Van der Polin yhtalén ratkaiseminen keskiarvottamisteorian avulla

Tehddadn termille 3.14 osamurtohajotelma

1 _ A B c
—7(7+2)(7=2) — —F + 7+2 i3
ja kerrotaan sen molemmat puolet termilla —7 (7 + 2)(7 — 2)

1= A7 +2)(7 — 2) — BF(7 — 2) — CF(7 +2.)

12

(3.15)

Ratkaistaan siitd kertoimet A, B ja C sijoittamalla reaalijuuret —2, 0 ja 2 muuttujan

7 patkalle. Kun

=
Il
|
[\
N
|
|

et}
I
[\ (@]
I
|
®I= ool B[

et
I

Joten

11 1 1
P —4F  AF 8(F+2) 8(F—2)

Tdma voidaan sijoittaa Yhtaloon 3.15. Tdlloin

Integroidaan yhtalé puolittain, jolloin

81

1 1
= (7 In[f| = Sl |7+ 2| = SlnfF —20) + Cy = ¢+ Co

Sievennetddn vield yhtdldd ja yhdistetddn integroimisvakiot, jolloin
1 . - -
——Q2In|f| —In|F+2| —In|F —-2|) =t + D.
Q@

Nyt voidaan ratkaista 7, jolloin erds yhtdalon ratkaisu

26%(&D+at)

elaD+at) _ 1 ’
Osoitetaan, ettd myos Viitoskirjassa [3, s. 11—15] oleva ratkaisu

1
265041‘

,/eat+ﬁ—1

F(t) =

(3.16)
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toteuttaa Differentiaaliyhtilon 3.12 tarkastelemalla differentiaaliyhtdlod

dr  ar 1

(1= Iy =0. 1

i ( u )=0 (3.17)
Huomataan, ettd Mdadritelman 2.2 mukaan Differentiaaliyhtdlé 3.17 on homogeeni-

nen. Ndytetddn, ettd Differentiaaliyhtdlon 3.17 homogeenisuus toteutuu.

dr ar 1
- (1= =2
207
2
_d 2e30t a 2029t . 1 2e3at
dt 6041‘/_’_&_1 2\/@ 4 eat+ﬁ_1
at 3at at 30t
e’ oe2 ez e’z

et L 1 (eat—l—ﬁ—l)% et 4 L 1 (eo‘t—i-ﬁ—l)

4rg 4rg

Homogeenisuus toteutuu eli myos Viaitoskirjassa [3, s. 11—15] oleva Ratkaisu 3.16
toteuttaa Differentiaaliyhtdlon 3.12.

Amplitudi 7 pyrkii saavuttamaan vakio arvon 2, kun aika t kasvaa. Tdamd on ndhtd-

villd seuraavassa kuvassa kaikille alkuehtojen ro arvoille.

2

1.9999999 -

1.9909998

1.9999997

1.9999996

1.9999995

Amplitud

1.9999994

1.9999993 |

1.9909992 I

1.9909991

1.999999 ' - ' : - -
150 160 170 180 190 200 210 220 230

Aika
Kuva 3.3 Keskimddrdinen amplitudi 7 ajan t funktiona

Kuva 8.8 on piirretty Funktion 3.16 avulla. Alkuarvoina kdytettiin o = 0,1 jarg = 1.
Tahdn asti on kaytetty muuttujan r ilmaisemiseen keskiarvottamisen teoriaa, joten
hdirioton muuttuja v on saman suuruinen kuin 7 + O(«). Tdlloin Lauseke 3.5 on

muotoa

x(t) = rocos(t + ¢) + O(a). (3.18)
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Kun aikajakson pituus on % ja alkuarvo rq = 2, niin

z(t) = 2cos(t + ) + O(a).
Lisdksi muuttujan x yleiseksi muodoksi saadaan

at
o€ 2

x(t) = \/1 + L3 (et — 1)

cos(t + 1) + O(a).

Arvoille ro = 0 ja ro = 2 vakaa ja ajan suhteen jaksollinen ratkaisu on Yhtdlo 3.18.
Muilla muuttujan r arvoilla ratkaisut pyrkivdt kohti jaksollista Ratkaisua 3.18. Rat-
kaisun vaiheita kutsutaan rajajakson kiertimiseksi. Kuvassa 3.4 on kuvattuna raja-
jakso.

Kuva 3.4 Rajajaksol3, s. 11—15]

Kuvassa 3.5 kahden Fkiertoradan kehittyminen ajan suhteen eri alkuarvoilla.

Kuva 3.5 Kahden eri alkuarvot omaavan kiertoradan kehittyminen ajan funktiona/3,
s. 11—15]

Ensimmdinen kiertoratojen kehittymista kuvaava kdyrd alkaa rajajakson sisdltd ja
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toinen sen ulkopuolelta.
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4. SAHKOISET JARJESTELMAT TEHTAVIEN
TEON APUVALINEENA

Tyossé kasitelladn matematiikan tehtavien tehtdvanantojen laatimista ja tehtavien
ratkaisemista kolmella sdhkoisella jarjestelmalld eli Abitilla, MATLABin Live Edi-
torilla ja STACK-jarjestelmalla. Abitti on lukion sdhkoinen kurssikoejarjestelméal4].
Se on optimoitu kéytettdaviksi nimen omaan lukiossa. MATLABin Live Editor ja
STACK-jarjestelmé ovat puolestaan yliopistojen kédytossa olevia jéarjestelmid, joita
kaytetaan yliopistossa tehtédvien teon apuvalineind. Tyossa tutkitaan kahden esi-
merkkitehtavan avulla kunkin jarjestelman ominaisuuksia. Erityisesti kiinnitetaén
huomiota siihen, mitéd jérjestelmien kayttédjien taytyy osata, miten tehtdvien ar-
vioiminen onnistuu ja millaisten tehtavien ratkaiseminen on mielekkéinta. Lisdksi

testataan Abitin sopivuutta yliopistomatematiikan ratkaisemiseen.

4.1 Sahkoisten jdrjestelmien testaamiseen kaytettavat tehtavat

Sahkoisten tehtdvien ratkaiseminen vaatii erilaista osaamista kuin perinteinen pa-
perilla ja kynélla tehtdvien ratkaiseminen. Jos sdhkoiset jarjestelmat eivét ole en-
tuudestaan tuttuja, vie niiden kdyton opettelu jonkun verran aikaa ja aluksi uuden
jarjestelmén kayttaminen voi olla hidasta. Tamén vuoksi eri jarjestelmia testataan
kahden eri tehtavin avulla. Esimerkin 4.1 tehtavinanto vaatii ratkaisijalta vahem-

méan sahkoisesti tapahtuvaa kirjoittamista kuin Esimerkin 4.2 tehtédvananto.

Esimerkki 4.1 Van der Polin yhtdlosysteemin
dr __
a Y
W=—z+(1-2y
termi xy voidaan approksimoida nollaksi. Approksimaatiota x*y = 0 kdyttien saa-
daan ratkaistua ominaisarvot yhtdlosysteemille. Ratkaise
a) matriisi A, jota tarvitset ominaisarvojen laskemiseen.

b) toisen asteen yhtdlo, josta saadaan ratkaistua ominaisarvot.
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c¢) Van der Polin systeemin ominaisarvot
Kirjoita kaikkiin kohtiin vain lopullinen vastaus. Vilivaiheet voi tarvittaessa kirjoit-

taa omalle suttupaperille.

Esimerkin 4.1 tehtavianannossa on a-, b- ja c-kohdat. Jokaiseen kohtaan pyydetaén
vain lopulliset vastaukset ilman valivaiheita, joten sdhkoisesti kirjoitettavien asioiden
maéra on melko vahainen. Lisdksi tehtdvanannossa oletetaan, etta ratkaisijalla on

kaytossa suttupaperi, joka mahdollisesti nopeuttaa tehtédvan hahmottamista.

Esimerkki 4.2 Ratkaise Van der Polin yhtdlosysteemin

dr __
a =Y

W= 4+ (1—2%y

ominaisarvot kéiyttien approksimaatiota x*y = 0.

Esimerkissa 4.2 jaottelu a-, b- ja c-kohtiin puuttuu, joten selkean ja ymmarrettavan
vastauksen kirjoittaminen vaatii paljon enemmaén sahkoiselld jérjestelmélla kirjoit-

tamista. Seuraavana on esitetty Esimerkin 4.1 tehtédvinannon malliratkaisu.

Esimerkki 4.3 a)

b) N —=A+1=0

c) A\ = 1+ivV3

Esimerkin 4.2 malliratkaisu on puolestaan esitetty seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 4.4
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Ratkaistaan ominaisarvot \ yhtdlosta

det(A —I\) =0

0—A 1
-1 1-A

=

-1
-1 1-2A
S -AN1-XN+1=0
SN -A+1=0
C1EVIP—4-1-1

=

S A

2.1
1+ =

IRNRETS
14+

o= 2“/§

Eli ominaisarvot ovat

)\1 = 71+;\/§ j(l /\2 =

o

1—4
2

Tarkastellaan seuraavissa kappaleissa Esimerkkien 4.1 ja 4.2 tehtavdnantojen ja Esi-
merkkien 4.3 ja 4.4 malliratkaisujen tekemistd Abitilla, MATLABin Live Editorilla
ja STACK-jarjestelmalla.

4.2 Abitti-jarjestelma

Abitti on sdhkéisia ylioppilaskokeita varten kehitetty Ylioppilastutkintolautakunnan
kurssikoejérjestelma, joka julkaistiin tammikuussa 2015[4]. Sdhkoisten ylioppilasko-
keiden tekemistd varten tarvittiin jokin sdhkéinen jarjestelmé, joten luotiin Abit-
ti. Sen avulla pyritéddn tutustuttamaan ylioppilastutkintoon osallistuvat kokelaat
ja kokeita jarjestavat tahot ylioppilastutkinnon sédhkoisisséd kokeissa kaytettavaan
jarjestelmaan[4]. Abittiin voi rekisteréityd kuka tahansa Ylioppilastutkintolauta-
kunnan ‘https://www.abitti.fi/fi/ohjeet /rekisteroityminen/’ -sivun kautta. Kirjau-

tumalla Abittiin voi luoda omille sivuille omia kokeita.[5]

Matemaattisen tekstin kirjoittamista voi harjoitella Abittikokeen vastauslomakkeen
demosivulla osoitteessa "https://math-demo.abitti.fi’ olevalla kaavaeditorin kehitys-
versiolla. Editoria voi kayttad hyodyntamalla IXTEX-koodikielta tai kayttamalla si-
tda WYSIWY G-editorina (What You See Is What You Get). [6] Témén vuoksi ei
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siis ole vélttaméatonta osata IXTEX-koodikieltd. Koska Abitti on suunnattu lukiolai-
sille, on varmasti yleisempéd, etenkin lukion juuri alottaneiden keskuudessa, etta
jarjestelméd kédytetdan ilman KTEX-koodikielen osaamista. Tarvittavat merkinnat
valitaan niita vastaavista kuvakkeista kaavaeditorista. Vaikka matemaattisen teks-
tin kirjoitusharjoitukset onnistuvat demosivulla, ei kysymyksiin tai koetehtaviin voi
vastata muuta kuin koejarjestelmén kautta, silla demosivulle ei voi syottad teh-
tavanantoa, eika sitd kautta voi lahettaa kirjoittamaansa vastausta arvioitavaksi.
Koejérjestelmé koostuu kokelaiden koneista eli paételaitteista, kahdesta palvelimes-
ta ja paikallisverkosta[6]. Koetilanteessa ja tehtdviid testatessa kdynnistetdén muisti-
tikulta Ylioppilastutkintolautakunnan toimittama kayttojarjestelma toiselle koneis-
ta; koetilanteessa oppilaan koneelle. Koetilassa olevista palvelimista toisen kautta
kokelaat tai kokeen testaaja saavat koetehtdvinsa ja oheisaineistot. Sen lisaksi sa-
man palvelimen kautta saadaan vastaanotettua koesuoritukset. Toinen palvelin eli
varapalvelin puolestaan kopio kaikki tiedot. Tamén lisaksi tarvitaan paikallisverk-
ko ja etenkin testauksessa ja tulevissa ylioppilaskirjoituksissa verkko on langallinen.
Kokeen tai testitehtavien teon jéalkeen suoritukset siirretdan verkkopalveluun, jonka
kautta tarkastaja pddsee tarkastamaan tehtévit.[6] Kokeen testaamiseen tarvitaan
siis kaksi tietokonetta, verkkokaapeli ja kolme muistitikkua. Témén vuoksi kokeen

testaaminen on hankalaa.

4.3 Tehtavdnantojen tekeminen Abitilla

Tehtévinantojen luominen onnistuu Abitin omien sivujen kautta. Aluksi painetaan
'Luo uusi koe’ -painiketta, jonka jalkeen luotavalle kokeelle annetaan nimi. Yksi
koe on kaytettavissa ainoastaan kerran, jos koetta ei monista. Yleisia lisdohjeita
kokelaalle voi antaa sille varattuun kenttadn. Ensimmaéisen kysymyksen luominen
aloitetaan valitsemalla kysymyksen tehtavityyppi painamalla halutun tehtavétyy-
pin painikkeesta. Valittavissa on kolme erilaista tehtévatyyppia: tekstikenttd, mo-
nivalinta ja aukkotehtéva. [7] Koska Abitin toimintaa testataan tyossia Esimerkkien
4.1 ja 4.1 avulla, kaytetaan tehtdvanantojen luomiseen tekstikentté-tehtavityyppia.
Tyossa tehtavét kirjoitetaan BTEX-koodikielelld, vaikka tehtédvien kirjoittaminen on-
nistuisi myos AsciiMath-koodikielella[5]. Ennen koodia kirjoitetaan tehtdvianannon
kirjoituskenttaan kenoviiva ja sulku auki mainitussa jarjestyksessa ja koodin jélkeen
kenoviiva ja sulku kiinni jélleen edelld mainitussa jarjestyksessi[5]. Tehtdvanannon
kirjoittaminen on siis melko helppoa, jos osaa KTEX- tai AsciiMath-koodikielté.
Internetistd 16ytyy myos paljon ohjeita ITEX-koodikielen kdyttoon Abitissa, joten
my6s KTEX-koodikieltd osaamattoman on helppo oppia tekeméén tehtdvia Abitilla.
Seuraavana on esitetty kuvakaappaus tekstikentté-tehtavatyypilld luodusta tehté-

vasta.
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© Poista

ojen laskemiseen.

an ratkaistua ominaisarvot.

aus. Vélivaiheet voi tarvittaessa kirjoittaa omalle suttupaperille.

@ opiskelija voi liittdd kuvankaappauksen vastaukseensa

Max & P f{arvicintivain kokonaisilla pisteilla

Kuva 4.1 Tehtdvinanto kirjoitettuna sille tarkoitettuun tekstikenttadn

Kuvan 4.1 tekstikentassa nakyy Esimerkin 4.1 tehtédvananto kirjoitettuna KETEX-
koodikiella. Lisédksi tekstikentdn alapuolella nakyy, saako tehtédvan ratkaisija liittda
vastaukseensa kuvakaappauksen, ja tehtavastd saatava maksimipistemadrd. Kuten
kuvasta huomataan, tyossé saa liittaa tehtavan ratkaisun yhteyteen kuvakaappauk-
sen. Jos kuvakaappausta ei saisi liittaé, vastausta ei pystyisi kirjoittamaan kaavae-
ditoreja kayttaen, eikd se ole tyossa tarkoituksenmukaista, koska tyossa on tarkoitus
testata Abitin ’libreoffice math’ -kaavaeditoria ja vastauslomakkeen kaavaeditoria.
Muut Abitissa olevat ohjelmat jatetdan tyossd huomiotta, koska testitehtavien rat-

kaisemisen onnistuu ilman niité.

Luotua tehtavia voi esikatsella kokeen luomisen yhteydessa painamalla "Esikatsele
koetta’ -painiketta. Esikatselu on nopea tapa varmistua siita, ettei koodiin ole jaanyt
virheita. Kuvassa 4.2 on kuvakaappaus Kuvan 4.1 tekstikentéssa olevan tehtévan
esikatselusta.

Van der Polin yhtalésysteemin
dz
5"
di' =T+ (1 - 32)'9'

termi 22y voidaan approksimoida nollaksi. Approksimaatiota 2y = 0 kéyttien saadaan ratkaistua
ominaisarvot yhtalosysteemille. Ratkaise

a) matriisi, jota tarvitset ominaisarvojen laskemiseen.

b) toisen asteen yhtals, josta saadaan ratkaistua ominaisarvot.

¢) Van der Polin systeemin ominaisarvot

Kirjoita kaikkiin kohtiin vain lopullinen vastaus. Valivaiheet voi tarvittaessa kirjoittaa omalle suttupaperille. (6 p)

Kuva 4.2 Tehtivinannon esikatselu

Tehtdavanannon esikatseleminen on nopeaa tehtdvanannon teon yhteydessa, mutta

tehtavan ratkaisemisen testaaminen on monimutkaisempaa.
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Vastauslomakkeen kaavaeditorista on pyritty luomaan mahdollisimman nopea ja

helppokéyttoinen[8]. Sen kehitysversiota voi kdyttdd aiemmin manitulla demosivul-

la. Kehitysversiosta on kuvakaappaus seuraavassa kuvassa.

= >

Z Liséé kaava

+ Namé ominaisuudet tulevat vasta seuraavaan koeympéristén

versioon: yhtiléryhmd, paloittain médritelty funktio ja integraalin

sijoitusmerkinta

« “Lis#a kaava’ -napin alta loydét yleisimpia matematikassa, fysiikassa
ja kemiassa kaytettavia merkintoja. Lisaksi erikoismerkkeja voi kayttaa

kaavan kirjoittamiseen

- Kaavoja voi rakentaa klikkaamalla valikon merkintoja ja/tai

Kirjoittamalla LaTeXia

- Editorin vastauskenttaan voi kirjoittaa tekstia ja kaavoja seka lisata

kuvia

Vastaus 1

Liita kuva leikepoyaaita
Kirjoita kaava

Kaavassa

Jakoviva

Kertomerkki

Eksponentti

Sulje kaava

Lisaa kaava seuraavalle riville

ctrl-y
Cctrl-E

Esc

Enter

Kuva 4.3 Vastauslomakkeen kaavaeditorin kehitysversio

Koetilan palvelimen vastauslomakkeen kaavaeditorissa vastaus kirjoitetaan vastaa-

vanlaiseen tekstikenttdan kuin Kuvan 4.3 kehitysversiossa.

Kuvassa 4.3 ndhdéan osa kéytettavissa olevista merkeista. Kaikki valittavat merkit

saadaan seka koetilan palvelimen vastauslomakkeen yhteydessa ettd kehitysversion

yhteydessa nakyviin, kun laajennetaan merkkivalikko Kuvan 4.3 oikeassa ylakul-

massa olevasta nuoli-painikkeesta. Lisdksi kaavaeditorissa kaytettévissa olevat kaa-

vat saadaan nakyviin painamalla ’Y" Lisaé kaava’ -painikkeesta tai kayttamalla pika-

nappéin yhdistelméa "Ctrl-E’. Seuraavassa kuvassa on esitetty kaikki kehitysversiossa

ja taman hetkisessé vastauslomakkeen kaavaeditorissa kiytossa olevat merkit ja kaa-

vat.

i 0 sin
— @m o s
L ]

kirjoittamalla LaTeXia

« Editonn vastauskenttaan voi kirjoittaa tekstia ja kaavoja seka lisata

kuvia

Vastaus 1

& o
cos tan [0

ik O

5
1+V1 —4-1-1

A= 2.1

\lambda=\frac{1\pm\sqrt{1~

@ = = = o
1z z
- 1 \
-
Sulle kaava
Lis3a kaava seuraavalle riville

{2\cdot1}

Q n u

2-4\cdotl\cdotl}}

Kuva 4.4 Vastauslomakkeen kaavaeditorin kehitysversiossa olevat merkit ja kaavat sekd
esimerkki kaavan kirjoittamisesta tekstikenttddan
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Merkkien ja kaavojen lisdksi Kuvassa 4.4 ndkyy tekstikentté, johon on kirjoitet-
tu Esimerkin 4.4 malliratkaisussa esiintyvéa toisen asteen yhtélon ratkaisukaava. Sen
avulla havainnollistetaan tekstikentan kaavankirjoittamisnakymaa. Kuvan 4.4 teks-
tikentésséd on nakyvilla kaavankirjoittamisnakymaé, kun se suljetaan, jaa jaljelle pelk-
ké toisen asteen yhtalon ratkaisukaava ilman vieressd nakyvaa koodikielta. Taman
jalkeen kirjoittamista voi myos jatkaa normaalisti tekstikenttaén kirjoitetun kaavan

ymparille. Myos koetilan palvelimen kaavaeditori toimii vastaavasti.

Esimerkin 4.1 ja 4.2 tehtévét ratkaistiin Abitilla kiyttéden vastauslomakkeen kaavae-
ditoria ja ’libreoffice math’ -kaavaeditoria. Vastauksista pyrittiin luomaan vastaa-
vat kuin Esimerkkien 4.3 ja 4.4 malliratkaisuista. Vastauslomakkeen kaavaeditorista
puuttui viela tietyt ominaisuudet, kuten yhtaloryhmén kirjoittaminen, matriisi ja
determinantti, joten koko tehtavaa ei pystynyt kirjoittamaan kayttamaélld vastaus-
lomakkeen kaavaeditoria. 'Libreoffice math’ -kaavaeditorissa oli kéytosséd enemmén
erilaisia merkkeja ja kaavoja, joten sen avulla sai tehtya tehtavien ratkaisuihin ne
kohdat, joita ei vastauslomakkeen kaavaeditorilla pystynyt tekeméan. ’Libreoffice
math’ -kaavaeditorin valikoista oikeiden merkkien etsiminen oli aluksi hidasta, mut-
ta nopeutui melko nopeasti editorin tullessa tutuksi. Valikoista merkkien etsimisen
sijasta oli kaavojen kirjoittaminen mahdollista myos kayttamélla suoraan ’libreoffice
math’ -kaavaeditorin kiyttaméaa syntaksia. Osaltaan tehtéavien ratkaisemista hidas-
ti valilehdesté toiseen liikkuminen. ’Libreoffice math’ -kaavaeditori avautui uuteen
valilehteen, joten saman aikaisesti ei voinut ndhdé tehtdvanantoa ja tehtavan vas-
taukseen kirjoitettavaa kaava. Editorissa ei voinut myoskaan kirjoittaa tekstia kaa-
vojen valiin, koska se tuli kursivoituna ja kaikki sanat yhteen kirjoitettuna. Taman
vuoksi jokainen tehtavan ratkaisemiseksi tarvittava kaava oli liitettavd aina kuva-

kaappauksella vastauslomakkeeseen ja kirjoitettava sielld kaavojen valiin tekstia.

Abitin uusi versio tulee ladattavaksi muistitikulle 2.5.2018, jolloin vastauslomak-
keen kaavaeditoriin tulee joitakin uusia ominaisuuksia, kuten yhtaloryhmaé, paloit-
tain maaritelty funktio ja integraalin sijoitusmerkinta[9][10]. Kaavaeditorin kehitys-
versioon korjataan siis vahitellen havaittuja puutteita, jotta se saadaan palvelemaan
lukiolaisia entista paremmin. Matriisin puuttuminen on myos havaittu, mutta mat-
riisilaskennan osaaminen ei kuulu lukion opetussuunnitelmaan([10][11, s. 131—139].
Tamén vuoksi sen lisdamisella vastauslomakkeen kaavaeditoriin ei ole kiire. Koska
Abitin ominaisuuksia tutkittiin Esimerkkien 4.1 ja 4.2 avulla, huomattiin nopeas-
ti, ettd Abitin kohderyhméané ovat lukiolaiset, eikd sen tdmén hetkinen kehitys-
versio viela sovellu sujuvasti yliopistomatematiikan perustehtavien ratkaisemiseen.
Vastauslomakkeen kaavaeditorin kaytté oli nopeaa IXTEX-koodikielelld, mutta ku-
vakkeita painelemalla se on hidasta ennen kunnollisen rutiinin saavuttamista. Talla

hetkella oletetaan, ettd useimmat kayttajat kirjoittavat matemaattista tekstia ensin
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kayttaen kuvakkeita, joissa nakyy haluttu merkki, mutta vahitellen osan uskotaan
siirtyvan kayttaméadn BTEX-koodikieltd, silld se on nopeampaa.[8] . Seuraavassa ku-
vassa on esitetty Esimerkin 4.4 mukainen malliratkaisu kirjoitettuna Abittia kéyt-

taen.

Kun approksimoidaan, ettd x*y=0, saadaan Van der Polin yhtil6systeemi muotoon

Yhtzlosysteemistd muodostettava matriisi
A’ |
-1 1

Ratkaistaan ominaisarvot A yhtalostad

det(A—1I 2)=0

0-7 1
0

ﬁ‘—l 1-

A=
2
1++-3
<::,. -
2
141
= G
2
Eli ominaisarvot ovat
1 ] . 1—1
A= +T*v”§ b A= TW’?

Kommentoi vastausta

Kuva 4.5 Tehtdvan ratkaisu Abitilla tehtynd

Kuvasta 4.5 huomataan, etté vastauksesta saa luotua melko siistin, mutta tietyt koh-
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dat on liitetty vastaukseen ’libreoffice math’ -kaavaeditorista otettujen kuvakaap-
pausten avulla, joten ne nakyvét tehtavassi eri vérisella taustalla. Koska Abitin
vastauslomakkeen kaavaeditorilla pyritdan nopeuteen ja helppoutteen, on Abitilla
jarkevin ratkaista sellaisia kaavaeditorilla ratkaistavia tehtavia, jotka pystyy teke-
maan kokonaan vastauslomakkeen kaavaeditorilla. Nain saadaan kdytettya hyodyksi
vastauslomakkeen kaavaeditorin nopeus ja helppous. Kuvan 4.5 alareunassa nékyy
my6s 'Kommentoi vastausta’ -kohta. Siitd painamalla avautuu ratkaisijan vastauk-
sen alapuolelle tekstikentté, johon tarkastaja voi kirjoittaa tehtavakohtaisen palaut-
teen. Myos tehtédvista saatavat pisteet merkataan omaan tekstikenttdansa tehtéavan

ratkaisun arvioinnin yhteydessa.

4.5 MATLABIN live-editori

MATLAB (MATrix LABoratory) on numeerinen laskentaohjelmisto, jonka on ke-
hittanyt MathWorks. MATLABia kédytetddn monessa maassa tutkijoiden ja insi-
noorien keskuudessa.[12, s. 9][13, s. 13] Sen avulla voi suorittaa symbolista las-
kentaa, signaalinkésittelyé, visualisointia ja simuloimista monipuolisten tyokalujen
avulla [12; s. 9]. MATLABin Live Editor on MATLABIn yhteyteen luotu lisiominai-
suus, joka on ollut kiytossi 2016a -versiosta lahtien. Siind on mahdollista kirjoittaa
ETEX-koodikielen lisdksi myos normaalia tekstia ja matemaattisia kaavoja. Versios-
ta 2016b ldhtien Live Editoria on pystynyt kayttdméaan myos WYSIWY G-editorina,
jonka ansiosta silla voi kirjoittaa matemaattista tekstia ilman KTEX-koodikielen

osaamista.[13, s. 13]

MATLABIn Live Editorista 16ytyy hyvin vastaavia ominaisuuksia kuin Abitista.
Esimerkin 4.2 tehtavinanto ja sitd vastaava Esimerkissa 4.4 esitetty malliratkaisu

on esitetty MATLABIn Live Editorilla kirjoitettuna seuraavassa kuvassa.
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Ratkaise Van der Polin yhtaldsysteemin

& i (1-x)y
dt

ominaisarvot kayttaen approksimaatiota x°y = 0.

Kun approksimoidaan, etta )C:Lfb' = 0, saadaan Van der Polin yhtaldsysteemi muotoon

Saadusta yhtaltﬁsysteemista voidaan muodostaa matriisi A, junlvaa avulla saadaan
ratkaistua ominaisarvot A
A 01
T -1 01

det(A-IA) = 0
e |77 1al=0

Ratkaistaan ominaisarvot A yhtaldsta

= | /=0
o= -A1-2)+1=0
S A-k+1=0
_1:ViP-4.1.1

)
2-1

{E}ﬂ:ii\'—3
2

o 12i0V3
2

Eli ominaisarvot ovat

iv3

A :wja ,J'zz-l_T

! 2

Kuva 4.6 MATLABin live-editorilla kirjoitettu tehtdvinanto ja tehtdvin ratkaisu

Kuvassa 4.6 nékyvat tehtavananto ja tehtéva tehtiin kdyttamalla live-editoria

WYSIWY G-editorina. MATLABIn Live Editorissa kaavoja ja merkkeji on valitta-
vissa enemmén kuin Abitissa ja niitd on useissa eri valikoissa. Sielld on myos kuvake,
josta saa matriisin. Suurempi kaavojen ja merkkien maara hidastaa kuitenkin oikean
merkin l6ytamistd jonkun verran, joten nopeuteen ja helppouteen pyrkivistda Abitin

kaavaeditorista on varmasti tietoisesti tehty suppeampi. Muuten nama kaksi jar-
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jestelméd olivat melko samanlaisia. Abitin kayton oppineiden on varmasti helppoa
siirtya kayttaméaan MATLABin Live Editoria, silla yhden editorin kdyton oppiminen

helpottaa todella paljon seuraavan editorin kéyton oppimista[l4].

4.6 Stack-jarjestelma

STACK (a System for Teaching and Assessment using a Computer algebra Kernel)
on avoimen lahdekoodin ohjelmisto, jonka on kehittanyt Chris Sangwin [15, s. 102—
104]. STACK kayttda symbolisten ja numeeristen ilmaisujen késittelemiseen Maxi-
maa, joka on avoimen lahdekoodin matematiikkaohjelmisto. Matemaattisen tekstin
kirjoittaminen onnistuu Maximassa KTEX-koodikielella. [16, s. 14]. STACK pyrkii
tarjoamaan hyodyllisen ja luotettavan arviointijarjestelmén matematiikan tehtévil-
le. Jarjestelman avulla pystytaan arvioimaan ja antamaan palautetta siihen syotet-
tyjen tehtavien ratkaisuista. Lisaksi jarjestelmé keraé ylos ratkaisijoiden kaikki rat-
kaisuyritykset, joten sen avulla pystyy keradmaéaéan tietoa tyypillisimmista virheista,
joita tapahtuu tiettya tehtavaa ratkaistaessa.[15, s. 102—104] STACK-jarjestelmén
kerdamien ratkaisuyritysten avulla pystytdan muokkaamaan tehtavinantoja ja an-
tamaan tasmallisempia vihjeita, jotta ratkaisija onnistuisi tehtavianratkaisemisessa.
STACK-jarjestelmén automaattinen arviointi ja palautteen anto helpottavat myos

monella tapaa tehtdvien tarkastajien toité.

STACK-jarjestelmén avulla voidaan myos luoda satunnaisuutta tehtéviin. Satun-
naisuuden ansiosta malliratkaisuja ei voi jakaa tehtavéin ratkaisijoiden kesken, vaan
jokaisen on itse ratkaistava tehtdva. [15, s. 102—104] Satunnaisuuden luominen on-
nistuu, kun tehtavan tekija maarittelee tehtévassa kaytettavat muuttujat sellaisiksi,
ettd ne saavat vaihdella satunnaisesti tietylla valilla. Tyossa esimerkkina kaytettyissa
tehtavissé satunnaisuuden hyodyntdminen ei onnistu, koska késitelladn tiettyd yh-
talod. STACK-jarjestelméaédn ei myoskdan ole tarkoituksenmukaista syottad pitkia
ratkaisuja, jotka pystyisi ilmaisemaan usealla eri tapaa, koska télloin automaatti-
tarkastuksen luominen olisi mahdotonta. Sen vuoksi luodaan STACK-jarjestelméaé
kéyttaen vai Esimerkin 4.1 mukainen tehtavé. Tyossa keskitytdan vain tehtavinan-
non luomiseen ja tehtévan ratkaisemiseen STACK-jérjestelmaélla. Lisdksi hyodynne-

tdan STACK-jarjestelmén automaattitarkastus ominaisuutta.

4.7 Tehtavdanannon tekeminen ja automaattitarkastus STACK-

jarjestelmalla

STACK-jarjestelméllé tehtédvien luominen vaatii jonkin verran Maximan ja KTEX-

ohjelmiston tuntemista STACK-jarjestelmén tuntemisen lisiksi. Monimutkaisten
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tehtavien teon oppiminen voi viedd aikaa, mutta yksinkertaisten tehtévien teke-
misen oppiminen on mahdollista nopeastikin [16, s. 16]. Esimerkin 4.1 tehtaviananto
on melko yksinkertainen, joten sen kirjoittaminen STACK-jarjestelmallé sujuu koh-
talaisen helposti. Seuraavassa kuvassa on esitetty kuvakaappaus STACK-tehtéavien

luomislomakkeen kohdasta, johon tehtavinanto on kirjoitettu kdyttaen koodikielté.

Kysymysteksti*

van der el .
W\begin{cases }\frac{dx}{dt}=y\\ frac{dy}{dt}=-x+(1-x"2)y\end{cases}\)

termi W 2y\) voidaan approksimoida nollaksi. Approksimaatiota \(x"2y=0\) kiyttden saadaan
ratkaistua ominaisarvot yhtdldsysteemille. Ratkaise

a) matriisi, jota tarvitset ominaisarvojen laskemiseen,
[[input:ans1i]] [[validation:ans1]]

[[feedback:prt1]]

b) toisen asteen yhtdld, josta saadaan ratkaistua ominaisarvot.
[linput:ans2]] [[validation:ans2]]

[[feedback:prt2]]

c) Van der Polin systeemin ominaisarvot:
Y(\ambda_1\)=[[input:ans3]] [[validation:ans3]]
[[feedback:prt3]]

Y\(\ambda_2\)=[[input:ans4]] [[validation:ans4]]
[[feedback:prt4]]

Kirjoita kaikkiin kehtiin vain lopullinen vastaus. Valivaiheet voi tarvittaessa kirjoittaa omalle
suttupaperille.

Kuva 4.7 STACK-tehtdavin tehtdvinanto koodikielelld

Kuvan 4.7 tehtdvanannossa ndkyvien kaksinkertaisten hakasulkeiden sisélla olevat
tekstit viittaavat myohemmin tehtédvanantolomakkeessa mééritettyihin vastauskoh-
taisiin lisatietoihin, joissa méaaritellian muun muassa vastauksen tyyppi ja vastaus-
kentan koko. Lisaksi tehtavaan kaytettaviat muuttujat ja vastaukset on kirjoitettava
erilliseen "Tehtdvan muuttujat’ -kohtaan, jotta pystytdan kiyttamadn automaatti-
tarkastus ominaisuutta ja satunnaisuutta. Satunnaisuutta ei kuitenkaan esimerkki-
né kéytetyssa tehtavéssa voi hyodyntaa, eikéd tehtdvassd ole maarittelya kaipaavia
yksittaisia muuttujia, joten "Tehtavin muuttujat’ -kenttaan tulee vain kaikkien koh-

tien vastaukset automaattitarkastusta varten.

Automaattitarkastusta varten luodaan myos vastauspuu, jossa madritelladn, mil-
loin vastaus tulee hyvéksya. Halutessaan vastauspuun yhteyteen voi kirjoittaa myos
tehtavasta annettavan palautteen. Automaattitarkastusta luodessa on otettava huo-

mioon, kuinka monella eri tapaa vastauksen voi kirjoittaa oikein, jotta automaatti-
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tarkastus hyvaksyy kaikki vihan eri tavoin, mutta silti oikein, kirjoitetut vastaukset.
Lisaksi voi luoda vihjepolun, joka ohjailee ratkaisijaa oikeaan ratkaisuun péaasyssa.
Tehtavanannon tekijan taytyy kuitenkin maarittaa, misséd kohdassa vihjeita anne-
taan ja millaiset vihjeet ovat sopivia. Tamé vaatii usein tehtavinannon tekijalta
tietoa tai jopa arvauksia tyypillisimméasté virheistd. Jos tehtavananto tehdédan en-
simmaista kertaa, eikéd ole saatavilla tietoa tyypillisimmistd virheistd ratkaisussa,
ei vihjepolusta valttamatta saada tarpeeksi kattavaa. Usein vihjepolku muotoutuu
paremmaksi vasta, kun tehtavin ratkaisemiseen liittyvista tyypillisimmista virheis-
té saadaan tietoa. Luodut STACK-tehtévat voi myos tallentaa myohempaa kayttod
varten, joten hyvéksi havaittuja tehtévid ei tarvitse joka kerta luoda uudestaan.

Lisaksi tehtavantekija voi helposti taydentda tehtavadnsa havaitsemiaan puutteita.

Seuraavassa kuvassa on puolestaan kuvakaappaus ratkaisijalle nakyvésta tehtdvan-

annosta.

termi #%y voidaan approksimoida nollaksi. Approksimaatiota @y — 0 kayttaen saadaan ratkaistua ominaisarvot yhtalosysteemille. Ratkaise

a) matriisi, jota tarvitset ominaisarvojen laskemiseen.

|

Kirjoita kaikkiin kehtiin vain lopullinen vastaus. Valivaiheet voi tarvittaessa kirjoittaa omalle suttupaperille.

Kuva 4.8 STACK-tehtivin ratkaisijalle ndkyvd versio

Koska STACK-jarjestelmassa tehtdvinratkaisu tarkastetaan automaattisesti, on se
oltava yksiselitteisesti ratkaistava. Ratkaisijalle nakyva Kuvassa 4.8 olevan version
vastauskentét johdattelevat ainakin matriisin kohdalla hieman oikeaan ratkaisuun

paasyssa.
4.8 STACK-tehtavan ratkaiseminen

Kuvassa 4.8 olevan tehtéavan ratkaisemiseksi taytyy osata kirjoittaa tiettyja merkkeja
ja symboleita Maximan syntaksia kayttaen. Ratkaisemiseen tarvittavia merkkeja ei

kuitenkaan ole kovin montaa ja suurin osa niisté on useimmille tehtavén ratkaisijoille
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entuudestaan tuttuja muualta. Seuraavassa kuvassa on esitetty Kuvan 4.8 tehtavin
ratkaisu. Siitd ndhddan myos, mitd merkkejéd taytyy osata kirjoittaa, jotta tehtédvan
saa ratkaistuksi.

Kysymys 1

g . g Tidy question | Suorita testitapaukset. ..
Van der Polin yhtaldsysteemin Lerje Lol e Lo e LTS
Vastaus dr _
tallennetiu @ Y
s gy _ 2
Kaokonaispisteistd 3 —T 1 (1 — I )y’

A termi z?y voidaan approksimoida nollaksi. Approksimaatiota 2y = 0 kayttden saadaan

ratkaistua ominaisarvot yhtaldsysteemille. Ratkaise

a) matriisi, jota tarvitset ominaisarvojen laskemiseen.

0 1

-1 1

Vastauksesi tulkittiin muodossa: [ 01 ﬂ

b) toisen asteen yhtdld, josta saadaan ratkaistua ominaisarvot.
lambda~2-lambda+1 =0

Vastauksesi tulkittiin muodossa: A2 — A +1=0

The variables found in your answer were: [A]

c) Van der Polin systeemin ominaisarvot:

A= (1+pqrt(3)*i)/2

Vastauksesi tulkittiin muodossa:

1+v3-i
2
A= (1-sqrt(3)*i)/2
Vastauksesi tulkittiin muodossa:
1—+/3-i
2

Kirjoita kaikkiin kohtiin vain lopullinen vastaus. Valivaiheet voi tarvittaessa kirjoittaa omalle
suttupaperille.

Kuva 4.9 STACK-tehtivin vastaus

Jos Kuvan 4.9 mukaisen ratkaisun tekemiseen vaadittavien symbolien ja merkkien
osaamista ei vaadita ennakkotietona tehtdvan ratkaisijalta, voidaan ne kirjoittaa
tehtavianannon yhteyteen.
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4.9 Sahkoisten jarjestelmien vertailu

Kaikilla jarjestelmilla onnistui esimerkkind kaytettyjen tehtdvanantojen luominen.
STACK-jarjestelmassa Esimerkin 4.2 tehtdvanantoon vastaaminen ei kuitenkaan oli-
si ollut mielekastd. Koska automaattitarkastus vaati, ettd tehtavéi on ratkaistavissa
lahes yksikasitteisesti tai vain rajallisella méaralla vaihtoehtoja. Esimerkin 4.2 tehtéa-
van olisi voinut ratkaista aarettoméan monella eri tavalla, jos oletetaan, etta nakyviin
halutaan valivaiheet, jotka perustelevat sen, miten tiettyyn ratkaisuun on paadytty.
Tamén vuoksi kyseiselle tehtavélle olisi ollut mahdoton luoda automaattitarkastus-
ta. Muissa jéarjestelmissa molempien esimerkkien tehtdvanantoihin vastaaminen on-
nistui, mutta jos sahkoisia jarjestelmia on kayttanyt vain vahan, on Esimerkin 4.1
tehtava nopeampi ratkaista, koska sédhkoisesti kirjoitettavaa tekstid on vahemman.
Seuraavassa taulukossa on esitetty eri sihkoisten jarjestelmien vaatimat koodikielet.
Liséksi siina on eritelty, tarvitseeko kyseisté koodikieltd seka tehtavianannon tekija

ettd tehtévin ratkaisija.

Taulukko 4.1 Eri koodikielten osaamisvaatimukset tehtdvinannon tekijilta ja tehtdvdn-
ratkaisijalta Abitissa, MATLABin Live Editorissa ja STACK-jarjestelmassa

Abitti MATLABIn Live Editor STACK
XTEX-koodikielen osaamista vaaditaan:
Tehtavanannon tekijalta KYLLA®* EI KYLLA
Tehtévan ratkaisijalta EI EI* EI
AsciiMath -koodikielen osaamista vaaditaan:
Tehtévanannon tekijalta KYLLA®* EI EI
Tehtévéin ratkaisijalta EI EI EI
Maksima -koodikielen osaamista vaaditaan:
Tehtévinannon tekijilta EI EI KYLLA
Tehtévan ratkaisijalta EI EI KYLLA*

* = Tehtavanannon tekija voi tehtdvinannollaan maarittaa, tarvitaanko tehtévéin ratkai-
semiseen koodikieltd, joten riippuen tehtavéstd vastaus voi olla my6s péin vastainen.
**= vaihtoehtoiset keskendén, molempien osaamista ei tarvita.

Taulukosta 4.1 huomataan, ettd MATLABin Live Editor on ainut jirjestelma, jos-
sa el tarvitse osata mitdan koodikieltd. Muissa jarjestelmissa IXTEX tai AsciiMath
-koodikielen osaaminen on tehtavanannon tekijélle valttamatonta. STACK-jarjestel-
méssé vaaditaan myos Maxima-ohjelmiston tuntemista. Ainoastaan STACK-jarjes-
telmassa Maksiman syntaksin osaamista tarvitsee myos tehtavanratkaisija. Useim-
missa tehtavissa sen syvallistd osaamista ei vaadita. Tietyt merkit on osattava kir-
joittaa koodikielelld, koska STACK-jarjestelmé on kolmesta tutkitusta jarjestelmés-
té ainoa, jossa ei ole mahdollisuutta kirjoittaa WYSIWY G-editorilla. Seuraavassa

taulukossa vertaillaan eri jarjestelmien yleisid ominaisuuksia.



4.9. Sahkoisten jérjestelmien vertailu 31

Taulukko 4.2 Abitin, MATLABin Live Editorin ja STACK-jarjestelmdn ominaisuuksien
vertailu

Abitti MATLABIn Live Editor STACK
Tehtévinannon kirjoittaminen helppoa | KYLLA KYLLA EI
Tehtdvanannon testaaminen nopeaa EI KYLLA KYLLA
Automaattitarkastus EI EI KYLLA
Automaattinen vihjeiden antaminen EI EI KYLLA
Automaattinen palautteen antaminen EI EI KYLLA

Taulukosta 4.2 huomataan, ettd Abitin ja MATLABIn Live Editorin ominaisuudet
ovat todella samankaltaisia. Abitissa tehtdvinannon testaaminen on hidasta koeti-
lan palvelimen kautta, mutta tehtdvianannon esikatseleminen on kuitenkin nopeaa.
STACK-jarjestelméssa testaaminen taas on nopeaa, mutta itse tehtédvinannon kir-
joittaminen on huomattavasti hitaampaa kuin Abitilla ja MATLABiIn Live Editoril-
la, koska siind taytyy kirjoittaa muun muassa tehtdvinannon ja vastausten muut-
tujat sekd maéaaritelld vastaustyypit. STACK-tehtavit ovat ainoita, joissa on omi-
naisuutena automaattinen tarkastus, vihjeiden antaminen ja palautteen antaminen.
Silla tehtyjen tehtavien avulla pystytaén siis vihentaméaén tarkastajan tyomaaraa

ja antamaan kesken tehtdvan ratkaisun vihjeitéd tilanteen niin vaatiessa.

Seuraavassa taulukossa vertaillaan eri jarjestelmien sopivuutta lukioon ja yliopis-
toon. Kaytetaan vertailussa asteikkoa 1-3, missa 1 tarkoittaa sita, etta jarjestelma
ei sovellu kaytettéavaksi lukiossa tai yliopistossa, 2 tarkoittaa sité, etta jarjestelma

soveltuisi kohtalaisen hyvin ja 3 tarkoittaa, etté jarjestelma soveltuisi erittain hyvin.

Taulukko 4.3 Abitin, MATLABin Live Editorin ja STACK-jdrjestelmdn sopivuus lukioon
ja yliopistoon

Abitti MATLABIn Live Editor STACK

Sopii lukioon 3 2 2
Sopii yliopistoon 1 3 2

Taulukosta 4.3 havaitaan, ettd lukioon sopii kaikki jarjestelmat erittdin hyvin tai
kohtalaisen hyvin. MATLABin Live Editor soveltuvat kohtalaisen hyvin, koska jar-
jestelmé on melko samanlainen kuin lukiossa kéytossa oleva Abitti. Siind on kuiten-
kin kaytossd huomattavasti lukion tarpeita enemman erilaisia kaavoja ja merkkeja,
jotka saattavat osaltaan hidastaa oikeiden kaavojen ja merkkejen 16ytamista, jolloin
ajatus nopeasta ja helposta kaavaeditorista ei valttamatta toteutuisi. Myos STACK-
jarjestelmén soveltuvuus lukioon on kohtalaisen hyvé. Tehtavien ratkaiseminen sen

avulla onnistuisi varmasti lukiolaisilta ja STACK-jarjestelmén avulla oppilaat voi-
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sivat saada ratkaistavakseen sdhkoisia harjoitustehtévia, joiden ratkaiseminen olisi
mahdollista juuri oppilaalle itselleen sopivalla hetkelld. STACK-jarjestelmalla teh-
tavanantojen tekeminen on kuitenkin monimutkaisempaa kuin muilla jarjestelmilla,
joten sen kdyton oppiminen vaatii opettajilta perehtymistda. Ainoastaan Abitti siis
soveltuu lukioon erittdin hyvin, mutta siitakin l0ytyy vield toistaiseksi omat puut-
teensa. Kuitenkin uusimman péivityksen tullessa toukokuun alussa, alkaa vastauslo-
makkeen kaavaeditorissa olla lahes kaikki yleisesti lukiossa tarvittavat merkit ja kaa-
vat, jolloin kyseinen kaavaeditori palvelee entistd paremmin lukion tarpeita. Yliopis-
ton kayttoon Abitti olisi kuitenkin edelleen huono, koska nopeuteen ja helpouteen
pyrkiva vastauslomakkeen kaavaeditori ei sovellu yliopistomatematiikan laskemiseen
ja olisi turhan monimutkaista, jos joutuisi aina kayttdméaan myos ’libreoffice math’
-editoria. Vastaavat ominaisuudet kuin vastauslomakkeen kaavaeditorista l0ytyvét
my6s MATLABin Live Editorista. Niiden lisdksi Live Editorista 16ytyy helposti myos
muut usein yliopistomatematiikassa tarvittavat kaavat ja merkinnat, joten sen sovel-
tuvuus yliopistomatematiikkaan on erittdin hyva. STACK-jarjestelméan ominaisuu-
det soveltuvat hyvin myos yliopistomatematiikan tehtévien ratkaisemiseen, mutta
my0s yliopistossa tehtavanantojen tekijoiden on perehdyttéava hieman monimutkai-
sempaan tehtavien tekojarjestelmaan. Taméa vihentdd hieman jérjestelmén helppoa

ja nopeaa kaytettavyytta.
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Tyosséd on tarkasteltu toisen kertaluvun differentiaaliyhtéloita ja vertailtu niihin
liittyvien tehtavien avulla kolmea sdhkoisté jarjestelméad. Aluksi on kéasitelty toisen
kertaluvun differentiaaliyhtéloihin liittyvéaéa yleista teoriaa, jonka jédlkeen on syven-
nytty tarkastelemaan epélineaaristen toisen kertaluvun differentiaaliyhtaléiden rat-
kaisemista. Koska niiden ratkaiseminen tapahtuu usein numeerisesti, eika eksakteja
ratkaisuja ole aina 16ydettéavissé, tarkastellaan tyossa esimerkkiné vain yhden epali-
neaarisen differentiaaliyhtdlon eli Van der Polin yhtéalon ratkaisemista. Van der Po-
lin yhtalon ratkaisemista on kasitelty seka linearisaation etta keskiarvottamisteorian

avulla.

Sahkoisten jéarjestelmien eli Abitin, MATLABin Live Editorin ja STACK-jarjestel-
man vertailuun on kaytetty esimerkkitehtévié, joissa ratkaistiin Van der Polin yhta-
16n ominaisarvot. Tyo0sséa on vertailtu, millaista koodikielten osaamista tehtavianan-
non tekeminen vaatii sen laatijalta ja ratkaisijalta seké sita, milla tavoin tehtavien
arviointi onnistuu eri jarjestelmissa. Lisaksi pohdittiin jarjestelmien soveltuvuut-
ta yliopisto- ja lukiomatematiikan ratkaisemiseen. Seuraavana on esitelty vertailun
tulokset.

Tehtavan laatijalta vaaditaan kaikissa muissa jarjestelmissé paitsi MATLABIn Live
Editorissa joko I{TEXtai AsciiMath -koodikielen osaamista. Lisdksi STACK-jarjestel-
massa tarvitaan myos Maxima-ohjelmiston tuntemista. Maksiman syntaksin osaa-
mista vaaditaan STACK-jarjestelméssia myos tehtavan ratkaisijalta. Muissa jérjes-
telmissd ratkaisu onnistuu useimmiten WYSIWY G-editoria kdyttden. Abitissa ja

Live Editorissa ratkaisemisessa voidaan kdyttaa myos IXTEX-koodikielta.

Abitin ja MATLABIn Live Editorin ominaisuudet ovat hyvin samankaltaisia. Kum-
massakin jarjestelméssa tehtavinannon kirjoittaminen on helppoa. Abitissa tehtavin
esikatselu on nopeaa samoin kuin Live Editorissa. Tehtévan ratkaisujen testaaminen
on kuitenkin Abitissa tyolastéd ja Live Editorissa nopeaa. Kummassakaan jarjestel-
méssd ei myoskadn ole mahdollista antaa vihjeitd tai palautetta automaattisesti.
Tehtavan ratkaisun tarkastuskaan ei naissd jarjestelmisséd onnistu automaattises-

ti. STACK-jarjestelméssa puolestaan on mahdollista antaa automaattisesti vihjeité
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ja palautetta. Siind myos tehtdvan tarkastaminen onnistuu automaattitarkastuso-
minaisuutta kayttiden. STACK-jérjestelméssé tehtavinannon esikatselu on helppoa,

mutta sen kirjoittaminen monimutkaisempaa.

Jarjestelmista lukioon soveltuu parhaiten Abitti, mutta my6s muiden jérjestelmien
soveltuvuus lukioon on kohtalaisen hyva. Live Editor on hyvin samankaltainen
kuin Abitin vastauslomakkeen kaavaeditori, mutta siitd 10ytyy turhan paljon kaa-
voja ja merkkeja, joiden osaamista ei lukiossa tarvita. Tamén takia Abitin vas-
tauslomakkeen kaavaeditori suppeampine kaava- ja merkkivalikoimineen on parem-
pi. Tyossa kaytettiin myos Abitissa olevaa toista kaavaeditoria, ’libreoffice math’
-kaavaeditoria, koska yliopistotason tehtédvien ratkaiseminen ei kokonaisuudessaan
onnistunut pelkélla vastauslomakkeen kaavaeditorilla. Sen kayttaminen ei kuiten-
kaan ollut kovin nopeaa, koska siind on paljon merkkeja ja kaavoja eri valikoissa.
Liséksi silla tehdyt kaavat taytyy liittad vastauslomakkeeseen kuvankaappauksel-
la, joka osaltaan myoOs hidastaa ratkaisun tekemistd. Taméan vuoksi Abitilla sopii
parhaiten ratkaistavaksi tehtédvat, jotka pystyy ratkaisemaan kokonaan vastauslo-
makkeen kaavaeditorilla. Koska vastauslomakkeen kaavaeditorista ei loydy kaikkia
yliopistomatematiikan laskuharjoitustehtavien ratkaisemiseen tarvittavia kaavoja,

se ei sovellu kovinkaan hyvin yliopistoon.

My6s STACK-jarjestelmé soveltuisi kohtalaisen hyvin lukioon. Sillé voisi antaa hel-
pommin sidhkoisesti ratkaistavia kotitehtdvia lukiolaisille kuin Abitilla. Liséksi op-
pilas voisi ratkaista tehtavin juuri haluamallaan hetkella ja STACK-tehtéviin luota-
van vihjepolun avulla saada ratkaisemiseen myo6s vinkkeja, jos ratkaisemisessa tulee
ongelmakohtia. Oppilas voisi myos heti ndhdé, onko tehtdva oikein ja mahdollisesti
pystyisi heti korjaamaan tekeménsé virheet. STACK-jarjestemalld tehtavanantojen
laatiminen ja tehtavien ratkaiseminen on kuitenkin vihan monimutkaisempaa kuin

muilla jarjestelmilla.
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LIITE A: KUVAN 3.1 PIIRTAMISEEN KAYTETTY
MATLAB-KOODI

3Kuva 3.1 Suuntakenttd ja ratkaisujen muodostama kayra

sratkaisujen muodostama kéayra

vdpl = @(t,z) [z(2), (1 - z(1)"2)*z(2) - z(1l)]';%mddritelldadn van Der Polin yhtdld
[T,Z] = ode45(vdpl, [0 20],[2 0]);%maarda, milld arvoilla vpdl ratkaistaan

figure (1)
plot(2(:,1),2(:,2),'-")
set (findobj (gca, 'Type', "11
xlabel ('x"');

ylabel ('y');

e'),'Color','m"', 'LinewWidth', 2);

hold on

sSuuntakentan suuntavektorien piirtdminen

[x,y] = meshgrid(-3:0.25:3);%piirretdan vektorit koordinaatistoon valille x=[-
3,31]ja 3]

U = y; %méddritelldédn Van der Polin yht&dldsysteemin ensimmdinen yhtalo

V=-x+(1 - x.72).*y ; %maaritellddn Van der Polin yhtdldsysteemin toinen yhtald

L=sqrt (U.”2+V."2); %vektorin pituus
quiver(x,y,U./L,V./L,0.6,'b") ;%piirretddn vektorit
axis tight;

hold off



LIITE B: KUVAN 3.2 PIIRTAMISEEN KAYTETTY
MATLAB-KOODI

%$Kuva 3.2 Vaihekuva l&hella origoa
smadritelldan x0 ja zO0
x0=-0.2:0.1:0.2;

n=numel (x0) ;
z0=[x0; zeros (size (x0))];

tMadritelldan ajanhetket, joilla Van der Polin yht&lé ratkaistaan
aika_taaksepain= 10:-0.05:0;
aika_eteenpain=0:0.05:30;

$Maaritelldan kuvaan taustaruudukko ja sopivat akselit
figure (2)

hold on;

axis equal;

grid on;

axis([-0.25 0.25 -0.25 0.25]);

for i=1:n
vdpl = @(t,z) [z(2), (1 - z(1)"2)*z(2) - z(1)]"';
[T, Z]=oded5 (vdpl, aika_taaksepain, zO0(:,1)'); %etsitdédn ratkaisut
plot(z(:,1),2(:,2),'b-", 'LineWidth',2);%piirretddn ratkaisut kuvaan

$piirretddn nuolet ja etsitdan niiden paikat suoran y=-x kohdalta
TF = find(islocalmin(abs(Z(:,1)+Z(:,2)), 'MinSeparation',10));
for j=1:numel (TF)
v=Z(TF(J)+1,:)=2(TF(3),:);
v=-0.002*v/norm(v) ;
quiver (Z(TF(J),1),Z2(TF(j),2),v(1l),v(2),'b", 'LineWidth', 4)
end

[T,Z] = oded5(vdpl,aika_eteenpain,z0(:,1)");%etsitdédn ratkaisut
plot(z(:,1),2(:,2),'b-", 'LineWidth',2);%piirretadn ratkaisut kuvaan

piirretdan nuolet ja etsitdédn niiden paikat suoran y=-x kohdalta

TF = find(islocalmin(abs(Z(:,1)+Z(:,2)), 'MinSeparation',10));

for j=1:numel (TF)
v=Z(TE(J)+1,:)-Z(TF(3),:);
v=0.002*v/norm(v) ;
quiver (Z(TF(j),1),Z(TF(J),2),v(1l),v(2),'b", 'Linewidth', 4)

end

end

smuotoillaan kuvan akseleita ja nimetdan ne
set (gca, 'XTick',-0.2:0.2:0.2)

set (gca, 'YTick',-0.2:0.2:0.2)

xlabel ('x");

ylabel ('y');



LIITE C: KUVAN 3.3 PIIRTAMISEEN KAYTETTY
MATLAB-KOODI

sKuva 3.3: Keskimddrdinen amplitudi {$\tilde{r}$} ajan t funktiona
r0=1;

a=0.1;

t=(150: 225/1000: 225);

r=2.*exp(a.*t./2)./sqrt(-l+exp(a.*t)+4./xr0.%2);
figure (3)

plot(t,r, '-k')

xlabel ('Aika');

ylabel ('"Amplitudi'");



	Johdanto
	Toisen kertaluvun differentiaaliyhtälöt
	Van der Polin yhtälö
	Van der Polin yhtälön ratkaiseminen linearisaation avulla
	Van der Polin yhtälön ratkaiseminen keskiarvottamisteorian avulla

	Sähköiset järjestelmät tehtävien teon apuvälineenä
	Sähköisten järjestelmien testaamiseen käytettävät tehtävät
	Abitti-järjestelmä
	Tehtävänantojen tekeminen Abitilla
	Tehtävien ratkaiseminen Abitilla
	MATLABin live-editori
	Stack-järjestelmä
	Tehtävänannon tekeminen ja automaattitarkastus STACK-järjestelmällä
	STACK-tehtävän ratkaiseminen
	Sähköisten järjestelmien vertailu

	Yhteenveto
	Lähteet
	Liite A: Kuvan 3.1 piirtämiseen käytetty MATLAB-koodi
	Liite B: Kuvan 3.2 piirtämiseen käytetty MATLAB-koodi
	Liite C: Kuvan 3.3 piirtämiseen käytetty MATLAB-koodi

