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Tassa kandidaatintydssa tutkittiin laskennallisesti hiukkasen diffuusiota grafeenin kal-
taisessa hilarakenteessa, Lorentz-kaasussa. Energian arvoina kaytettiin Lorentz-kaasun
sirottajien potentiaalien suhteen normalisoituja arvoja siten, ettd arvo E = 1 vastasi
sirottajien potentiaalin suuruutta. Tata pistetta kutsuttiin tyOssa kriittiseksi energiak-
si, koska kyseisen pisteen jalkeen mallinnettavalla hiukkasella saattoi olla riittavasti
energiaa ylittdd mallinnetut pehmedt potentiaalit.

Lahelld kriittista energiaa mallinnettavan hiukkasen havaittiin jadvan loukkuun tie-
tyille alueille, jolloin sen diffuusiokertoimen havaittiin l3hestyvan nollaa eli hiukkasella
havaittiin subdiffuusiota. Toisaalta pienilld muutoksilla potentiaalien pehmeyteen ja
vierekkdisten sirottajien viliseen etdisyyteen hiukkasen havaittiin superdiffusoituvan
eli diffuusiokertoimen havaittiin kasvavan voimakkaasti, koska hiukkasella esiintyi bal-
listisia ratoja ja se kulkeutui ldhes suoraviivaisesti pois pain alkupisteestdan. Tarkas-
teltaessa Iahemmin kyseisia ballistisia ratoja havaittiin osan radoista olevan ballistisia
mahdollisesti jopa 80% mallinnettavasta radasta, minka jalkeen diffuusionopeus ta-
saantui ja hiukkasella esiintyi normaalia diffuusiota.

Selkedsti hiukkasen energian ollessa lahelld kriittista energiaa silld esiintyy mielenkiin-
toisia ominaisuuksia. Tassa tyossa tutkittiin hiukkasen diffuusiota vain muutamilla eri
parametreilla, ja lisdlaskuille tulee olemaan tarvetta, jotta kyseisid ilmidita voitaisiin

ymmartaa paremmin.
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This thesis explored computationally a particle’s diffusion in a graphene-like lattice
structure called Lorentz gas. The used energy values were normalized to the scatte-
rer potential energies so that the value E = 1 would correspond to the potentials’
magnitude. This point was called the critical energy in the thesis because after that
point the simulated particle could have enough energy to sometimes cut across the
soft potential scatterers.

Near the critical energy the modeled particle was noticed to get trapped in certain
areas so that its diffusion coefficient approached zero because the particle was sub-
diffusing. Then again with small changes into the system parameters, namely the
potential softness and the wideness of the gap between two adjanced scatterers the
particle's diffusion coefficient would sometimes be abnormally high because the par-
ticle was superdiffusing. Within these superdiffusing trajectories sometimes it was
noticed that the particle would be ballistic even up to 80% of the modeled trajectory,
after which it would derail from the ballistic trajectory and show normal diffusion.

Clearly with the energy of the particle being close to the critical energy the particle
seems to have many interesting properties. In this thesis only a few different system
parameters were explored and there is surely much more information to be found even
in classical models such as this.



SISALTO

5.

Johdanto. . . . . .. 1
Taustaa Lorentz-kaasusta. . . . ... .. .. ... ... .. ... .. ....... 3
2.1 Pehmed ja kova Lorentz-kaasu . . . ... ... .. ... L. 4
2.2 Kaaosteoria . . . . . ... 4
2.3 Diffuusiokerroin . . . ... 6
Litkeyhtdlon mallinnus . . . .. .. ... .. .. 8
3.1 Newtonin litkeyhtdlo . ... .. ... ... . ... .. ... .. .. ... .. 8
3.2 Nopeus Verlet -algoritmi . . . . .. ... ... L 8
3.3 Neljannen kertaluvun symplektinen integrointi. . . .. ... ... .. .. 10
Tulokset . . . . . . e 12
4.1 Pehmed Lorentz-kaasu . . ... ... ... ... .. . . ... ... ... .. 12
4.2 Diffuusio kriittiselld energialla . . . . ... ... ... ... ....... 14
Yhteenveto ja paatelmat . .. ... ... ... ... ... ... ... 19

Lahteet . . . . . . 20



1. JOHDANTO

Kaaosteorian yhtenad uranuurtajana pidetdadn yhdysvaltalaista matemaatikkoa ja me-
teorologia Edward Lorenzia, joka esitti vuonna 1972 julkaisussaan kysymyksen "Voi-
ko perhosen siiven isku Brasiliassa aiheuttaa tornadon Texasissa?"[1]. Kyseisesta jul-
kaisusta syntyi termi perhosefekti, jota on kdytetty paljon muun muassa mediassa
ja tieteellisissd julkaisuissa. Lorenzin kysymyksen tarkoituksena oli johdatella lukijaa
kaaosteoriaan ja kaaokseen, jossa pienetkin muutokset tarkasteltavan jarjestelman
alkuarvoihin saattoivat johtaa tdysin erilaisiin lopputuloksiin [2]. Sittemmin kaaos-
teoriaa on sovellettu monenlaisiin eri jarjestelmiin, jotka ovat vahvasti riippuvaisia
niiden alkuarvoista. Yhtena esimerkkina tillaisesta jarjestelmasta on H. A. Lorentzin
esittdma Lorentz-kaasu (engl. Lorentz gas) [3].

Lorentz-kaasu on yksinkertainen malli metallien immaén- ja sihkonjohtavuudelle. Tut-
kittaessa hiukkasten kulkeutumista Lorentz-kaasussa diffuusion nopeus eli diffuusio-
kerroin on hyvin tarked ominaisuus. Diffuusiokertoimella kuvataan etdisyyttd, jolle
hiukkaset voivat levitd alkupisteestddn tietyn ajan kuluttua, eli diffuusionopeutta [3].

Lorentz-kaasua on aiemmin tutkittu melko kattavasti, mutta paaasiallisesti kdyttaen
sirottajina kovia potentiaaleja. Taman tyon tarkoituksena oli tutkia elektronien kul-
keutumista laskennallisesti keinotekoisessa grafeenissa, joka vastaa matemaattisen
diffuusion tutkimuksessa Lorentz-kaasua [3]. Kaytetyssd mallissa sirottajat olivat peh-
meitd potentiaaleja eli kyseessa oli pehmed Lorentz-kaasu (engl. soft Lorentz gas).

Koska hiukkasten kulkeutumista Lorentz-kaasussa on tutkittu kattavasti, tiedetdan
sen ominaisuudet hyvin tarkasti [3]. Lorentz-kaasu on deterministinen jarjestelm3 eli
sen tila pystytddn periaatteessa koska tahansa laskemaan tarkasti. Kuitenkin, koska
Lorentz-kaasu on vahvasti alkuarvoistaan riippuvainen jarjestelma, pienetkin muu-
tokset sen alkutilassa voivat saada aikaan erittdin suuria muutoksia hiukkasen rataa
tarkasteltaessa. Ndin ollen tyd pohjautuu siis myds vahvasti kaaosteoriaan.

Tyossa kaytettiin sirottajien energioihin normalisoituja energian arvoja. Hiukkasten
ratoja tutkittiin useilla eri kokonaisenergian alkuarvoilla 13helld normalisoitua ener-
gian arvoa E = 1. Lisdksi hiukkasille laskettiin diffuusiokertoimet jokaisella kaytetylld
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energian arvolla. Kaytetyilld kokonaisenergian arvoilla hiukkaselta odotettiin epataval-
lista diffuusiota. Joillakin energian arvoilla havaittiin, ettd hiukkasten kulkema matka
kasvoi huomattavasti nopeammin kuin toisilla energian arvoilla tietyn ajan kuluttua
alkuhetkesta. Talloin kyseisilla energioilla havaittiin diffuusiokertoimen divergoivan
aarettomyyteen.

Tama tyd on jaettu viiteen lukuun. Luvussa 2 kdayddadn lapi yleistd teoriaa Lorentz-
kaasusta, kaaosteoriasta seka diffuusiokertoimen maarittamisestd hiukkasille. Luku 3
keskittyy yleisiin liikeyhtdlon integrointialgoritmeihin sekd varsinaiseen mallinnuksessa
kaytettyyn algoritmiin. Luvussa 4 esitellddn mallinnuksesta saatuja tuloksia ja luvussa
5 tiivistetddn tyon oleellisimmat tulokset.



2. TAUSTAA LORENTZ-KAASUSTA

Grafeeni on vuonna 2004 |6ydetty yhdestd hiiliatomikerroksesta koostuva materiaali
[4]. Sitd kutsutaan usein vuosituhannen ihmemateriaaliksi: se on kestdvin ja jousta-
vin tunnettu aine, 98-prosenttisesti lapinakyvaa mutta lahes tdysin lapaisematon, ja
silld on erinomaiset sahkon- ja limmdnjohtavuusominaisuudet. Vuonna 2009 valmis-
tettiin ensimmainen keinotekoinen grafeeni [5], jossa joitakin grafeenin ominaisuuksia
voidaan hyédyntda muusta kuin hiilestd koostuvassa hunajakennorakenteessa. Nyky-
aan keinotekoista grafeenia valmistetaan puolijohdekvanttipisteista [6] sekd metalli-
molekyylipintojen avulla [7, 8]. Tassa tydssa mallinnettiin hiukkasta Lorentz-kaasussa,
joka geometrisesti muistuttaa ylld kuvattua keinotekoista grafeenia. Alkujaan Lorentz-
kaasu on yksinkertaistettu malli metallien ammaon- ja sahkdnjohtavuudelle, missa ionit
oletetaan litkkkumattomiksi ja elektronien viliset vuorovaikutukset jatetdan huomioi-
matta [3]. Lorentz-kaasun ionit toimivat elastisina sirottajina ja hiukkaset kimpoavat
ioneista peilimaisesti.

Yhtena esimerkkind Lorentz-kaasusta on

kuva 2.1, missd on kaytetty kovien sirot- e ' :
tajien sijaan pehmeitd sirottajia. Kuvassa °[ )
: , : ~ P
oranssit ympyrat ovat Lorentz-kaasun si- 4(_\ -
rottajia. Pieni sininen ympyra kuvaa hiuk- N \ =
kasen ldhtopaikkaa x(t,), josta se kulkeu- spmmnl —— Ié—— \
tuu ajan t —t, kuluessa siniselld viivalla D, )
merkittya reittidaan pitkin sinisella neliél-  4f (f——-) 4 \ -
|a merkittyyn loppupisteeseen x(t) tietyn 29V ’/ . \
ajan kuluttua. j ;/5 -/
yy __
: .oy é
Tassd luvussa kdydaan lapi  lyhyesti )
Lorentz-kaasun ominaisuuksia sekd peh- -1} \ /
mean etta kovan Lorentz-kaasun tapauk- -4 -3 -2 -1 o0 1 2

sessa, minka jalkeen tutustutaan hieman Kuva 2.1 Esimerkki hiukkasen radasta peh-
kaaosteoriaan tihin tydhén liittyen. Lo- medssd Lorentz-kaasussa.

puksi kdydaan lapi, miten diffuusiokerroin

maaritetdaan hiukkaselle Lorentz-kaasussa.
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2.1 Pehmea ja kova Lorentz-kaasu

Tyypillisesti Lorentz-kaasun sirottajina kdytetaan kovia potentiaaleja, jolloin hiukka-
nen siroaa niista elastisesti peilikuvana pinnan normaaliin ndhden [9]. Kovan Lorentz-
kaasun tormayksissa hiukkasen kokonaisenergia sdilyy, koska tormaykset ovat elastisia
[3]. Kuitenkin myGs pehmedssd Lorentz-kaasussa kokonaisenergia sdilyy ja hiukkasen
kineettinen energia muuttuu sen mukaan, miten lahelld se on potentiaaleja.

Pehmedssa Lorentz-kaasussa kovareunaiset sirottajat korvataan potentiaalilla

V(1) = [1+exp(w)] 1, (2.1)
o

jossa R, on sirottajan keskipisteen sijainti, r on tarkasteltavan hiukkasen sijainti, d on
sirottajan side ja o on vakio, joka kuvaa potentiaalin pehmeytta [10]. Toisin sanoen
pehmean potentiaalin tapauksessa potentiaalin suuruus vakiokokoisilla ja vakiopeh-
myisilla sirottajilla riippuu lahtokohtaisesti vain tarkasteltavan hiukkasen etdisyydesta
sirottajasta.

Pehmedpotentiaalisessa Lorentz-kaasussa yhtdlon (2.1) mukaisia potentiaaleja on da-
rettdman monta kuvan 2.1 kaltaisessa hilarakenteessa. Laskennallisesti on kuitenkin
jarkevintad ottaa potentiaalit huomioon vain tiettyyn etdisyyteen asti. Tama voidaan
huomata tarkasteltaessa funktion V,(r) raja-arvoa kun r — oco. Koska tiedetdan, etta
Xlirgo exp (x) = oo, pidettaessa termit R, ja d vakioina

1
lim V,(r)= lim =0

| =00 Irl—seo ) eXp(llr—Rall—d) (2.2)

(o2

eli hiukkasen siirtyessd etaammalle potentiaalista, potentiaali |3hestyy eksponentiaa-
lisesti nollaa. Talldin jo melko pienelld hilasumman katkaisulla paastaan hyviin ap-
proksimaatioihin.

2.2 Kaaosteoria

Kaaosteoria on matematiikan haara, jossa tutkitaan epalineaarisia dynaamisia jarjes-
telmid. Nama jarjestelmat ovat usein hyvin vahvasti riippuvaisia niiden alkuarvoista,
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mistd syystd niiden tilojen ennustaminen on hyvin vaikeaa tai jopa mahdotonta —
ainakin pitkalla aikavalilld [11]. Kaaosteoriaa sovelletaan monilla eri tieteenhaaroilla,
kuten esimerkiksi fysiikassa, kemiassa ja biologiassa.

Kaoottiset jarjestelmdt ovat deterministisia eli periaatteessa tiedetaan tarkasti, miten
kappaleiden tulisi kdyttaytya tietyissd tilanteissa. Siitd huolimatta niiden kayttayty-
mistd on mahdotonta ennustaa tarkasti pidemmalld aikavalilla. Yhtend syyna on se,
ettd muuttujia on mahdotonta mitata taydellisen tarkasti. Toisaalta jopa suurempa-
na syyna on lilan monien muuttujien maara. Kaikkia mahdollisia muuttujia ei aina
pystytd ottamaan huomioon [12].

Kaaos on jarjestelman herkkyytta alkuarvoille, ja sitd voidaan mallintaa kaksiulottei-
sen biljardin tapauksessa seuraavalla yhtalolla [12]:

ldx(e)Il ~ e [|dx(O)Il, (2.3)

jossa A on Lyapunovin eksponentti, joka on jarjestelman ratojen keskimaardinen er-
kaantumisnopeus, x(t) kuvaa hiukkasen sijaintia annetulla ajanhetkelld t jollain tie-
tylla radalla, ja dx(t) taas kuvaa ajanhetkelld t vaihtoehtoisella radalla kulkevan
hiukkasen etdisyyttd alkuperaisestd radasta. [12]

Hiukkasen ollessa etaisyydella ||dx(0)|| alkuperdisesta radasta voidaan sen dynamiikan
ennustettavuutta kuvata korkeintaan Lyapunovin ajan (T;) verran [12] eli

T ~—lln
LN A

: (2.4)

dx(0) H

Yhtilossa (2.4) termi L kuvaa jarjestelman kokoa, eli sitd kuinka suureksi etdisyys
|ldx(t)|| voi kasvaa. Kaoottisilla jarjestelmilld Lyapunovin eksponentti on aina posi-
tilvinen, mutta positiivinen Lyapunovin eksponentti itsessaan ei tarkoita jarjestelman
olevan kaoottinen [12].

Lorentz-kaasu on hyvin vahvasti riippuvainen alkuarvoistaan. Hyvinkin pieni ero tar-
kasteltavan hiukkasen alkuarvoissa voi saada hyvin nopeasti radat erkanemaan toi-
sistaan, eli kyseessa on kaoottinen jarjestelmad. Koska hiukkanen saattaa kulkeutua
aivan eri suuntaan riippuen sen alkuarvojen pienista vaihteluista, diffuusiota Lorentz-
kaasussa tutkitaan yha paljon.
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2.3 Diffuusiokerroin

Diffuusio kuvaa aineiden sekoittumisnopeutta. Esimerkiksi hajuvesipullon avaaminen
toisella puolella huonetta saa hajuveden molekyylit vapautumaan ilmaan ja leviamaan
diffuusion avulla koko huoneen alueelle. Oikeassa elamassa diffuusio on kuitenkin vain
marginaalinen levidamistapa hajuvedelle, ja pelkdn diffuusion avulla hajuveden levia-
minen huoneen toiseen paahan veisi mahdollisesti useita paivia [13]. Diffuusio on
kuitenkin merkittavampi ilmié pienessd mittakaavassa kuten Lorentz-kaasussa [3].
Hiukkasen siirtymda Lorentz-kaasussa voidaan kuvata diffuusiokertoimella D, jonka
yksikkdni on m?/s. Diffuusiokerroin kuvaa nopeutta, jolla hiukkaset keskimaarin pys-
tyvat levidmaan jollekin alueelle tietyssd ajassa [13].

Tarkasteltaessa Lorentz-kaasua R%:ssa, jossa d ilmoittaa vapausasteiden miirin, R?
on yksinkertaisimpia jarjestelmid, joilla voidaan havaita determinististd diffuusiota
[12]. Jos kdytetyt sirottajat ovat riittdvan suuria ja hilarakenne on jokin muu kuin
neliomallinen, hiukkasen keskimdardinen vapaa matka on darellinen. Kuten kuvasta
2.2 voidaan huomata, aarettoman vapaan matkan tapauksessa hiukkanen ei koskaan
térmad muihin kappaleisiin, vaan se voi matkata hairiottd darettdomyyteen.

Kuva 2.2 Esimerkki neliémallisesta hilarakenteesta, jossa hiuk-
kasen vapaa matka voi olla daretén.

Diffuusiokertoimen maarittamiseksi hiukkaselle tarvitaan hiukkasen keskimdardistd
nelisityd siirtymaé (engl. mean squared displacement, MSD), jossa otetaan useiden
ratojen pituuksien nelididen keskiarvo eli {||r(¢t)—r(0)]|?), ja muodostetaan sen avulla
lauseke diffuusiokertoimelle [12]:
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_ 2 _ 2
b g Q=) (@ —xO)I") (2.5)
t—00 2t-d t—00 4t

Lorentz-kaasulle yhtalon (2.5) vapausasteiden maard d on 2. Riittavan suurella ajan
t arvolla voidaan approksimoida, ettd D ~ (||r(t) —r(0)|* )/4t. Ottamalla riittavan
monta rataa huomioon ratojen pituuksien nelidllistd keskiarvoa laskettaessa ja kayt-
tamalld sopivan suurta aikaa t, voidaan diffuusiokertoimelle ndin saada melko hyva
approksimaatio.

Normaalissa diffuusiossa hiukkasen MSD on likimain suoraan verrannollinen kulunee-
seen aikaan, jolloin mydés D ~ vakio. Taman lisaksi on olemassa kahden tyyppista
anomaalista diffuusiota: superdiffuusio ja subdiffuusio [14, 15]. Subdiffuusiossa eli
MSD ~ t%*, kun a <1 MSD kasvaa hitaasti, jolloin hiukkanen voi jaada loukkuun
jollekin alueelle. Talldin diffuusiokerroin D = 0. Superdiffuusiossa taas MSD kasvaa
eksponentiaalisesti eli a > 1. Jos hiukkanen p3dsee etenemaan hairioitta, kuten ku-
van 2.2 tapauksessa, huomataan hiukkasen superdiffusoituvan. Yhtdléssa (2.5) MSD
on suoraan verrannollinen kuljettuun matkaan, joka on yhtaléssa toiseen potenssiin.
Talldin MSD ~ t? eli kyseinen hiukkanen superdiffusoituu.

Jaksollisessa Lorentz-kaasussa voidaan havaita determinististd diffuusiota [12], joka
vaikuttaa ulkoisesti hyvin satunnaiselta, mutta siita huolimatta se ei ole satunnais-
ta. Deterministisessa diffuusiossa hiukkasen liikettd mallinnettaessa voidaan esimer-
kiksi diffuusiokertoimelle muodostaa yhtilé ilman approksimaatioita [12]. Kuitenkin
kaytanndssa diffuusiokertoimen laskennallisessa maarittamisessa joudutaan tekemaan
approksimaatioita, mutta se voidaan maarittaa halutulla tarkkuudella.



3. LIIKEYHTALON MALLINNUS

Tydssa tutkittiin yksittdisen pistemaisen kappaleen liikettad hilarakenteessa. Jotta kap-
paleen liikettd voidaan mallintaa, taytyy liikkeelle pystyd ensin muodostamaan lii-
keyhtdlo. Tassa tarkastellaan liikeyhtadlon kayttoa ensin perustasolla, minka jalkeen
kdaydaan lapi hieman monimutkaisempaa numeerista integrointia velocity Verlet -
menetelmaa kayttden. Lopuksi tutustutaan vield erddseen neljannen kertaluvun symplek-
tiseen algoritmiin, jota kdytettiin tydssd hiukkasten liikkeen laskemiseen.

3.1 Newtonin liikeyhtalo
Yksinkertaisimmillaan litkeyhtdlona voidaan kayttdd Newtonin toista lakia, eli

F(t) = ma(t), (3.1)

jossa F on voima ajan t funktiona, m on tarkasteltavan kappaleen massa ja a on
kappaleen kiihtyvyys ajan funktiona. Jos tunnetaan kappaleeseen vaikuttavat voimat,
niin yhtdlon (3.1) mukaan voidaan ratkaista kappaleen liikerata, koska tillin tun-
netaan myOs kappaleen kiihtyvyys. Tastd voidaan myds johtaa differentiaaliyhtald
(3.2), koska kiihtyvyys a voidaan ilmaista nopeuden v ja paikan x aikaderivaattojen

avulla:

dv(t) _ d?x(t)

3.2
dt U de (32)

F(x(t)]=m

Tama yhtalo voidaan ratkaista useilla eri differentiaaliyhtildiden ratkaisumenetelmil-
|4, joista seuraavaksi kdyddan lapi erdaat ratkaisumenetelmat toisen ja neljannen ker-
taluvun differentiaaliyhtaldille.

3.2 Nopeus Verlet -algoritmi

Yksi yleinen toisen kertaluvun differentiaaliyhtalon ratkaisumenetelma on numeerinen
Verlet -integrointi [16]. Nopeus-Verlet -menetelmd on paranneltu versio tavallisesta
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Verlet-integroinnista. Nopeus-Verletissd edetdan aika-askeleissa t = t, + At, ja yksi
aika-askel voidaan kirjoittaa muodossa

@ vt 5 ) =u(e) + Sralxe)
(2) —>x(t)=x(t0)+v(t0+%)At (3.3)

3) -—-v(t)= v(t0 + %) + %a[x(t)].

Nopeus-Verletissd madritelladn yhtdlon (3.3) vaiheessa (1) ensin nopeus puolen aika-
askeleen padstd alkuhetkestd, toisin kuin esimerkiksi leapfrog-menetelmissd, jossa
kaytetaan kokonaisia aika-askeleita. Nopeus-Verletissd kaytetdan tunnettuja nopeu-
den ja sijainnin arvoja alkuhetkelld, ja taman jdlkeen lasketaan aina seuraava vaihe
kdyttden edellisestd vaiheesta saatua tulosta. Vaiheessa (2) kaytetdan edellisesta vai-
heesta saatua nopeutta, jonka jalkeen vaiheessa (3) lasketaan vaihe (1) uudestaan
kayttamalla edellisessa vaiheessa laskettua sijaintia ja (1) vaiheessa laskettua nopeut-
ta [17]. Nopeus-Verlet on yksi esimerkki symplektisestd integrointialgoritmista. Yhta-
|6ssa (3.3) kiihtyvyys a ei saa riippua kappaleen nopeudesta v, koska talldin kaytetty
algoritmi ei enda toimi eikd ole symplektinen [18].

Symplektiset integraattorit ovat numeerisia integrointijarjestelmia, jotka sailyttavat
integroitaessa kappaleen ominaisuuksia, kuten kokonaisenergian ja pydrimismaaran, ja
ne ovat myds ajan suhteen kaantyvia [19]. Esimerkiksi laskettaessa hiukkasen etene-
mistad kdyttden kyseistd menetelmaa, hiukkanen voi menetta3 liike-energiaansa, mutta
talldin se myds saa potentiaalienergiaa siten, ettd sen kokonaisenergia ei kuitenkaan
muutu. Koska symplektinen integrointi on ajan suhteen kaantyva [18], niin ajan suh-
teen toiseen suuntaan integroitaessa ajanhetkelld t, hiukkasella olisi kuitenkin yhta
paljon kokonaisenergiaa ja sama maara liike-energiaa ja potentiaalienergiaa kuin alus-
sa.

Koska nopeus-Verlet on toisen kertaluvun menetelma, saadaan menetelman virheen
¢ suuruusluokaksi osoitettua ¢ ~ At [19], jolloin tuloksen tarkkuus on verrannolli-
nen kaytetyn aika-askeleen toiseen potenssiin. Pienilld aika-askeleilla toisen kertaluvun
menetelmai kadyttaen voidaan siis saada jo melko hyvia tuloksia. Lisdksi koska nopeus-
Verlet -menetelmassa kaytetddn aika-askeleen puolikasta kokonaisen aika-askeleen si-
jaan, saadaan pienilld aika-askeleilla myds hieman parannettua tulosta esimerkiksi
verrattuna aiemmin mainittuun leapfrog-menetelmaan.
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3.3 Neljannen kertaluvun symplektinen integrointi

Taman tydn simulaatioissa kaytettiin Yoshidan seka Forestin ja Ruthin esittelemaa
symplektistd neljannen kertaluvun integrointialgoritmia, jota pystytdan tarvittaessa
muokkaamaan myds kuudennen tai kahdeksannen kertaluvun menetelmaksi toista-
malla samat vaiheet, joilla algoritmi saatiin muodostettua [19, 20].

Kyseiselld algoritmilla neljannen kertaluvun symplektiset integraattorit ovat muotoa

4

Siu(t) =] |ei™ed™E 4 ¢
) 1:1[ (3.4)

c1TA _d1TB _cyTA dyTB

= 1T TB 2 TALdTB o c3TA

ed3TBeC4TAed4TB + ¢,

jossa T on kdytetty aika-askel, € ~ 7> on virhetermi. Talldin saatu tulos vastaa tulosta
e"™*B) aina aika-askeleen neljinteen potenssiin asti, kun A ja B ovat ei-kommutoivia
operaattoreita [19]. Yht&lon (3.4) kertoimet ¢; ja d; ovat integroimisvakioita, joiden
avulla kappaleen litkerataa voidaan laskea askeleittain. Yhtena esimerkkina Yoshida
antaa approksimaation (3.4) kertoimiksi [19]

1
CiL=C = —2(2 — 21/3)
1—213
C2 = C3 = —2(2 — 21/3)
_g -1 (3.5)
dy=dy=—
Q= 21/3
27 2213
d,=0.

Kaytetyissa jarjestelmissd tunnetaan vektori z,, joka sisiltda alkuarvot paikkakoordi-
naateille x, ja y, seka x- ja y-suuntaiset nopeustermit v,, ja v, eli

Xo

1Y _ | Yo
Zy = =

Vo Vxo

Vyo

Yhtilossa (3.4) esiintyvat operaattorit A ja B ovat kdytetyissa jarjestelmissd Hamil-
tonin operaattoreita [10]. Operaattorilla A voidaan laskea uudet paikkakoordinaatit

eC1 za | Yo N r
Vo Vo

hiukkaselle el
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ja vastaavasti operaattorilla B uudet nopeudet hiukkaselle eli

oi7B i |h '
Vo Vi

Toisin sanoen yhtalon (3.4) vakioiden avulla voidaan operoida nopeutta ja paikkaa
samaan tapaan, kuin yhtilossd (3.3) aiemmin esitellylld velocity Verlet -menetelmilla
[19, 21]. Tunnettaessa kappaleen alkunopeus ja alkusijainti voidaan laskea yksi aika-
askel seuraavasti: 1) operoidaan vektoria z, termilld e®™, jotta saadaan laskettua

d,TB

hiukkasen uusi sijainti, 2) operoidaan edelleen vektoria z; termilld termilld e“1™*, jolloin

saadaan vektori z;, 3) toistetaan vaihe 1 operoimalla uutta vektoria z; termilld ™,

jolloin saadaan vektori z, 4) operoidaan vektoria z; termilld ed27B

, Jolloin saadaan
termi z,. N&itd vaiheita toistamalla saadaan laskettua yksi aika-askel yhtalon (3.6)

mukaisesti [19, 21].

r r
1) eC17A of_, |1
r r
2) edl 22 I NN B
| Vo | Vi
r r
3) eC2TA 1 N 2
| V1 | Vi
r r
4) edz’fB 2 N 2
Vi Va
- (3.6)
r r
5) eC3TA 2 — 3
| V2 | Va
r r
6) ed3TB 1 - 3
| V2 | V3
r r
7) eC4TA SN N
Iy r
8) ed4rB o N
_V3_ _V4_

Kuten voidaan huomata, timd menetelmd on melko samankaltainen yhtaldssa (3.3)
esitellyn velocity Verlet -menetelmian kanssa.



12

4. TULOKSET

Tassad luvussa kdydaan lapi simulaatioissa kaytetty jarjestelmd, minka jalkeen esi-
tellddn simulaatioista saadut tulokset. Simulaatioissa kaytettiin bill2d-ohjelmaa [10],
joka tarjoaa hyvin monipuolisia mahdollisuuksia erilaisten klassisten, dynaamisten jar-
jestelmien simuloimiseen.

4.1 Pehmea Lorentz-kaasu

Tyossa tutkittiin jaksollista pehmeda Lorentz-kaasua, jonka sirottajien potentiaali on
maaritelty yhtalossd (2.1). Kuva 4.1 havainnollistaa tyossd kdytettyd jarjestelmaa.
Ruskeat ympyrat ovat yhtalon (2.1) mukaisia pehmeitd sirottajia, ja niiden ympa-
rilla olevat katkoviivat kuvaavat tasapotentiaalikdyrid. Mallinnetulla hiukkasella on
lilke-energiaa, jonka avulla se voi nousta korkeampaan potentiaaliin ja riittavan isolla
energialla (E > 1) jopa sirottajien paalle.

g ..---"'

b= n

~ S Emm=R P "mmm=
Se o LR . e .

0

Kuva 4.1 Esimerkki tutkitusta jarjestelmdstd. Kuva on lainattu ldhteestd [22]
tekijsiden luvalla.
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Yhtidlod (2.2) tarkasteltaessa huomattiin sirottajien potentiaalien ldhestyvan nollaa
nopeasti niista loitottaessa. Hiukkaseen vaikuttavista sirottajista mallinnuksessa otet-
tiin huomioon hiukkasen ymparilla olevan yksikkdkopin lisaksi myds sirottajat viiden-
teen lahimpaan asti. Kahden potentiaalin valiin jadvaa valia kohdassa V = 0,5 merki-
tdan kirjaimella w = ||[R, —Ry/||—2d (ks. kuva 4.1), missa R, ja R, ovat vierekkiisten
sirottajien keskipisteet ja d on sirottajien sade kuten yhtalossa (2.1).

Kuvan 4.1 potentiaalikuvaajassa on myds havainnollistettu potentiaalin pehmeyden
vaikutusta. Valin w keskella hiukkaseen vaikuttava potentiaali on pienimmilldan, kun
taas sen ldhestyessd sirottajien reunoja sen potentiaalienergia kasvaa.

Tassa tyossa kaytettiin sirottajien sateelle arvoa rp = 1. Kahden vierekkaisen sirot-
tajan valiin jadvalle etdisyydelle kdytettiin arvoja w = 0,5 ja w = 0,05. Vastaavasti
potentiaalin pehmeydelle eli yhtalossa (2.1) o:lle kdytettiin arvoja o = 0,05 sekd o =
0,01. Simulaatiot ajettiin aika-askeleilla At =0,001 aikaan t = 1500 asti, missa yk-
sikkdina kaytettiin atomaarisia yksikéita (ajalle 1 a.y. = 2,418884326505(16)-107 s,
etdisyyksille 1 a.y. =5,2917721092(17)-10 ''m). Koska diffuusiokertoimen maaritti-
misessa yhtdléssd (2.5) otetaan keskiarvo useista eri radoista, jokaisessa simulaatiossa
laskettiin 70 000 rataa kullekin energian arvolle. Ndin pystyttiin laskemaan MSD eli
keskiarvo ratojen nelidlliselle pituudelle. Hiukkasen etenemista laskettiin luvussa 3.3
esitellylld Yoshidan neljannen kertaluvun symplektiselld integrointialgoritmilla.

Suurin osa simulaatioista suoritettiin likimain samoilla parametreilla muuttaen vain
energian arvoja, potentiaalin pehmeyttd ja sirottajien valin leveytta. Erds esimerkki
simulaatioihin kaytetysta komennosta on

bill2d _diffusion _coefhicient --table 0 --soft-lorentz-gas --periodic --billtype 3
--propagator 4 --soft-lorentz-radius 1 --unit-cell 2.5 --soft-lorentz-sharpness 0.05
--soft-lorentz-lattice-sum-truncation 3 --energy 1.140 --max-t 1500 --delta-t le-3
--ensemble-size 70000.

YIld esiteltyihin parametreihin voi tutustua tarkemmin bill2d:n USERGUIDE -doku-
mentaatiossa [23]. N&illd parametreilla maériteltiin jarjestelmaksi jaksollinen pehmea
Lorentz-kaasu ilman seinid, joista hiukkanen paisisi kimpoamaan. Mallinnettavalle
hiukkaselle otettiin huomioon vuorovaikutukset sirottajien kanssa, mutta ilman mag-
neettikenttid. Simulaatioissa otettiin huomioon kolme l3hintd yksikkokoppia eli vii-
denteen |lahimpadan sirottajaan asti ja sirottajien siateena kaytettiin arvoa rp = 1. Yk-
sittdisten simulaatioiden laskeminen kesti noin kuusi tuntia, mutta riippuen kaytetysta
energiaresoluutiosta, joilla simulaatiot lasketaan, laskuissa voi kestdd huomattavasti
pidempaankin.
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Simulaatioista saatiin 1500 tulosta kullekin kaytetylle energian arvolle. Jokainen tulos
antoi tarkastellun hiukkasen ratojen siirtymien nelididyn keskiarvon eli MSD:n ajan-
hetkella t, kun t,,, = 1500. Saaduista tuloksista jatettiin ensimmaiset 1250 huo-
mioimatta tarkkuuden parantamiseksi ja loppujen 250 tuloksen avulla muodostettiin
Matlabilla [24] lineaarista regressiota hyddyntéden sovite hiukkasen diffuusiokertoimel-
le D ajan t funktiona.

4.2 Diffuusio kriittisella energialla

Tyon inspiraationa olivat [ahteen [25] tulokset, joiden mukaan hiukkasen liikettd mal-
linnettaessa odotettiin hiukkasen jaavan loukkuun jollekin alueelle energian arvoilla
E ~ 1, jolloin hiukkasen diffuusiokerroin D — 0. Saadut tulokset esitelldan kuvassa
4.2.

0.25

D (a.y.}

0.1

0.05 |

0 1 1 1 | | 1 1
0.96 0.97 0.98 0.99 1 1.01 1.02 1.03 1.04

El(ol( (a'y')

Kuva 4.2 Diffuusiokerroin kokonaisenergian funktiona simulaatioparametreilla
w=0,05 ja o0 =0,01. Simulaatiot laskettiin energiavéleilli AE = 0,005.

Kuten kuvasta 4.2 voidaan huomata, energian arvoilla E ~ 1 hiukkasen diffuusio-
nopeus pienenee |l3dhelle nollaa. Tall6in voidaan paatelld hiukkasten jadvan loukkuun
tietylle alueelle, eivatkd ne kulkeudu kovinkaan pitkille alkupisteestdan. Kyseiset si-
mulaatiot ajettiin potentiaalien pehmeydelld o = 0,01, kun sirottajien valiin jdava
etdisyys oli w = 0,05. Kuvaajasta voidaan my6s huomata energian arvoilla E < 0,995
diffuusiokertoimen pysyvan likimain vakiona, jolloin hiukkasen alkuenergian muutta-
minen ei muuta sen diffuusionopeutta. Toisaalta energian arvoilla E > 1,010 dif-
fuusiokertoimen huomataan kasvavan voimakkaasti. Suuremmilla energian arvoilla
hiukkanen padsee yha todennakdisemmin pehmeiden potentiaalien paille, tai jopa
lahes suoraan niiden yli. Tallin hiukkanen pddsee kulkeutumaan ldhes samalla ta-
valla kuin kuvassa 2.2, jolloin hiukkasilla esiintyy superdiffuusiota. Tallaisten ratojen
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voidaan sanoa olevan ballistisia eli niissi hiukkasen MSD ~ t2.

Seuraavana tavoitteena oli tutkia, miten hiukkanen kayttaytyy hieman muutetuilla
lahtoarvoilla. Kuvan 4.3 simulaatioissa sirottajien valinen etdisyys pidettiin vakiona,
mutta niiden potentiaalien pehmeyttd kasvatettiin arvoon o = 0, 05.

D (a.y.)

e | 1 | 1 1 | 1

0.98 0.99 1 1.01 1.02 1.03 1.04 1.05 1.06 1.07
E,  (ay.)
kok ’

Kuva 4.3 Diffuusiokerroin kokonaisenergian funktiona simulaatioparametreilla
w=0,05 ja o =0,05. Simulaatiot laskettiin energiavéleilli AE =0,001.

Vaikka simulaatioissa kaytettiin ldhes samoja parametreja, saadut tulokset poikkesi-
vat merkittavasti toisistaan. Toisin kuin kuvassa 4.2, kuvan 4.3 tuloksista huomataan,
ettd hiukkanen ei jaa taysin loukkuun millaan energian arvoilla. Kasvattamalla poten-
tiaalin pehmeyttd 0,01:std 0,05:een ja energian ollessa vililla 0,995 < E < 1,050
hiukkasella esiintyy ballistisia ratoja, joiden takia sen diffuusionopeus kasvaa voi-
makkaasti. Toisaalta ndilla lahtdarvoilla energian arvon E = 1,050 jalkeen hiukkasen
kayttdytyminen palaa odotetun kaltaiseksi, kun sen energiaa kasvatetaan.

Seuraavaksi tutkittiin edelleen hieman muutetuilla jarjestelmaparametreilla hiukkasen
kayttaytymista. Talld kertaa potentiaalien pehmeys pidettiin vakiona, mutta kasva-
tettiin sirottajien valiin jadva etdisyys arvoon w = 0,5. Tulokset muuttuivat jalleen
merkittavasti melko pienen parametrimuutoksen jalkeen. Kuvassa 4.4 harmaalla mer-
kitylld alueella energian arvoilla 0,998 < E < 1,020 havaittiin hiukkasella esiintyvan
erityisen paljon ballistisia ratoja, joiden takia hiukkasen diffuusiokertoimen arvot di-
vergoivat kohti darettomyyttd. Toisaalta erityisen mielenkiintoista on myds ballististen
ratojen ldhes taydellinen havidaminen kokonaisenergialla E = 1,020.
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D (a.y.)

0.96 0.98 1 1.02 1.04 1.06 1.08
El(olc (ay}

Kuva 4.4 Diffuusiokerroin kokonaisenergian funktiona simulaatioparametreilla
w=0,5 ja o =0,05. Simulaatiot laskettiin energiavileilli AE =0,001.

Tarkasteltaessa tarkemmin kuvan 4.4 korkeinta piikkia havaitaan sen olevan kohdassa
E = 1,014. Koska talla energialla tiedetdan esiintyvan erityisen paljon ratoja, jotka
diffusoituvat nopeasti kauas alkupisteestdan, on jarkevad tarkastella myos hiukka-
sen yksittdisia ratoja. Yhtena esimerkkind kuvassa 4.5 on hiukkasen kokonaisenergian
arvolla E = 1,014 joitakin ratoja. Kuvaan piirrettyjen varillisten ratojen havaitaan
kayttaytyvan ballistisesti, eli hiukkasten kulkema etaisyys kasvaa likimain r ~ t2 suh-
teessa. Ndiden ballististen ratojen olemassaolo saa myds hiukkasen diffuusiokertoimen
arvon kasvamaan merkittavasti, mistd johtuen diffuusiokertoimen kuvaajassa (kuva
4.4) havaitaan piikki.

12.10°
10-10° |

8.10° [

-
]
®

r(

200 400 600 800 1000 1200 1400

t(ay.)

Kuva 4.5 Joitakin yksittdisid ratoja, kun hiukkasen kokonaisenergia E =
1,014.
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Edelleen hieman Iahemmin tarkasteltaessa kyseisid kuvan 4.5 ratoja, huomataan hiuk-
kasen saavan kokonaisenergiastaan riippuen aina tietyn muotoisia saanndllisia ratoja.
Nama3 ballistiset radat saavat samalla energialla aina saman muotoisia ratoja ja ku-
vassa 4.6 ndytetdan kolmella eri energialla kyseisten ratojen mahdollisia muotoja.

Kuva 4.6 Lyhyilli aikavaleilld yksittdisia ballistisia ratoja parametreilla w = 0,5 ja
o =0,05. Kuvan kohdassa a) E=1,190 b) E=1,014 c) E =1,058.
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Kuvasta 4.6 voidaan huomata hiukkasen diffuusionopeuden olevan selkedsti suuri,
koska hiukkasen litke on kauempaa tarkasteltuna ldhes suoraviivaista kuten kuvan
2.2 ddrettdoman vapaan matkan tapauksessa. Vaikka hiukkasen liike jatkui hyvin pit-
kddn samanlaisena, huomattiin tietyn pisteen jalkeen myds tapahtuvan dkillisia liike-
radan muutoksia, jolloin hiukkanen vaihtoi kulkusuuntaansa. Esimerkkina kyseisesta
tilanteesta kuvassa 4.7 on kaksi tapausta, joista kummastakin on jatetty noin 60%
alkupaan vakiomuotoisesta liikkeesta pois kuvan selkeyttamiseksi.

Kuva 4.7 Yksittdisid ratoja parametreillaw = 0,05 ja o = 0,05 energian arvoilla E =1,014
ja E=1,190.

Lahtokohtaisesti Lorentz-kaasun tiedettiin olevan kaoottinen jarjestelmd, mika tar-
koittaa kuvan 4.7 kaltaista dynamiikkaa. Simulaatioissa hiukkasen liike pysyi lahes
suoraviivaisena hyvinkin pitkddn, mutta siind saattoi kuitenkin tapahtua pienia lahes
huomaamattomia muutoksia, jotka kasaantuivat hiljalleen ja lopulta saivat hiukkasen
suistumaan radaltaan.
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5. YHTEENVETO JA PAATELMAT

Tassd tyossa tutkittiin muutamilla eri parametreilla hiukkasen diffuusiota Lorentz-
kaasussa sen kokonaisenergian ollessa ldhelld kriittistd energiaa E = 1. Hiukkaselta
odotettiin epanormaalia kayttaytymista lahelld kriittista energiaa, ja saadut tulokset
olivatkin mielenkiintoisia. Hiukkasen diffuusiota tutkittaessa kyseisilld energian arvoil-
la havaitaan selvasti ilmiditd, joita ei pystytd vield tdysin selittimaan ilman kattavia
lisdlaskuja.

Hiukkasella havaittiin kdytetyilld jarjestelm3parametreilla usein joko subdiffuusiota tai
superdiffuusiota riippuen jarjestelman pehmeydestd ja sirottajien vilisista etdisyyksis-
ta. Kriittisen energian laheisyydessa ballististen ratojen havaittiin olevan aina saman
muotoisia sdanndllisia ratoja riippuen vain hiukkaselle annetun kokonaisenergian suu-
ruudesta. Toisaalta myds ndenndisesti ballistisilla radoilla havaittiin erkaantumista
saannollisestd radasta tietyn ajan kuluttua. On mahdollista, ettd kyseinen saannol-
liselta radalta suistuminen tapahtuu lopulta kaikilla ballistisilla radoilla tietyn ajan
kuluttua.

Kokonaisuudesta ei vield pystyta luomaan riittavan tarkkoja johtopaatoksia ilman kat-
tavaa lisdtutkimusta, jossa tutkitaan hiukkasen kayttaytymista useilla eri parametreil-
la vaihdellen potentiaalien pehmeytta ja vierekkdisten sirottajien valiin jadvan alueen
leveytta. Aihe tarjoaakin paljon tutkittavaa tulevaa ajatellen erityisesti, koska kyseiset
simulaatiot vievat hyvin paljon aikaa.
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