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Taman tyon tavoite on tutkia bindari- ja Fibonacci-kekojen soveltuvuutta priori-
teettijonon toteutukseen ja vertailla niitd kaytannolliselld ja teoreettisella tasolla.
Prioriteettijono on yleisesti kiytossa oleva tietorakenne, jota kiytetddn muun muas-

sa erilaisissa graafialgoritmeissa.

Binaarikeko on yksinkertainen ja tehokas rakenne prioriteettijonon toteutukseen. Se
on myos yleisin tapa toteuttaa prioriteettijono ohjelmistoissa. Monet ohjelmointi-
kielet tarjoavat bind#rikekoprioriteettijonon standardikirjastoissaan. Toinen tyGssa
kasiteltava kekorakenne, Fibonacci-keko, tarjoaa keko-operaatiot asymptoottisesti

bindarikekoa tehokkaammin monimutkaisemman rakenteen kustannuksella.

Kummankin keon rakenne esitelldén yksityiskohtaisesti. Liséksi niiden tehokkuuksia
vertaillaan Dijkstran ja Primin algoritmeissa. Fibonacci-keolla toteutettuna kumpi-

kin néaisté algoritmeista on asymptoottisesti tehokkaampi.

Fibonacci-keon tehokkuusetuja voi kuitenkin olla kiytanndssa vaikea saavuttaa keon
monimutkaisen rakenteen johdosta. Siten sen merkitys korostuu teoreettisena poh-

jana tehokkaammille tietorakenteille.
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1. JOHDANTO

Prioriteettijono on jonon kaltainen tietorakenne, jossa alkioihin on liitetty priori-
teetti. Alkioita késitelladn prioriteetin mukaisessa jarjestyksessd. Prioriteettijonoa
kiaytetddn laajasti muun muassa verkko-optimointialgoritmeissa kuten Dijkstran al-
goritmissa, jolla etsitdén lyhin reitti graafin solmusta toiseen solmuun. Dijkstran al-
goritmia kiytetddn muun muassa navigaattoreissa ja reitityksessé, joissa kummassa-
kin verkostoa mallinnetaan painotettuna graafina. Toinen yleinen kéyttckohde prio-
riteettijonolle on kevyimman virittdvan puun etsiminen. Kevyimpié virittavia puita
kiytetddn muun muassa luokittelussa [0] ja yleisldhetyksiin tietoverkoissa [4]. Liséksi

prioriteettijonoa kiytetddn esimerkiksi prosessien vuorontamisessa.

Vaatimuksena tehokkaalle prioriteettijonolle on pienimmén alkion nopea loytami-
nen. Prioriteettijono toteutetaan usein jonkinlaisena kekona. Keko puolestaan to-
teutetaan usein puuna tai puukokoelmana, jossa pienin alkio 16ytyy puun (tai jon-

kin puun) juuresta.

Binaarikeko on yleisin tapa toteuttaa prioriteettijono, ja se on toteutettu monis-
sa ohjelmointikielisséd. Keon toteuttamiseen on kuitenkin esitelty teoreettisesti te-
hokkaampia tietorakenteita kuten Fibonacci-keko (jatkossa F-keko). Téassia tyossé
vertaillaan kahden edelld mainitun tietorakenteen tehokkuuksia eri kiyttotarkoituk-
sissa ja tutkitaan F-keon teoreettista kayttokelpoisuutta. Liséksi sivutaan Rintalan
ja Valmarin tutkimukseen [7] perustuen mahdollisuuksia parantaa bindérikeon te-
hokkuutta.

Binaérikekoa kisitelldén luvussa 2] ja Fibonacci-kekoa luvussaf3] Nama luvut sisélta-
vat teknisen kuvauksen tietorakenteiden toteuttamisesta, tehokkuusanalyysin seka
mainintoja toteutuksista eri ohjelmointikielissd. Luvussa || tutkitaan kekojen kéyt-
t0a lyhimman reitin ja kevyimmaén virittdvin puun etsimiseen graafeissa. Yhteenveto

on luvussa Bl



2. BINAARIKEKO

Bindarikeon esitteli J. W. J. Williams vuonna 1964 tietorakenteeksi kekolajittelu-
algoritmia (engl. heapsort) varten [§]. Vaikka kekolajittelu, kuten suurin osa muis-
takin lajittelualgoritmeista, on aikavaatimukseltaan O(n log n)E], on se kdytdnnossa
hitaampi kuin esimerkiksi quicksort [3, s. 162]. Se ei my6skéén ole vakaa, eli saman-
suuruisten alkioiden keskindinen jérjestys voi muuttua. Bin&érikeolle on kuitenkin

muitakin kayttokohteita kuten prioriteettijono.
2.1 Keko
Kekoﬂ on tietorakenne, joka toteuttaa vahintdan seuraavat operaatiot:

e Make-heap: luo uuden tyhjan keon
e Insert: sijoittaa uuden alkion kekoon
e Find-min: etsii keon pienimmén alkion

e Extract-min: palauttaa ja poistaa keon pienimman alkion

Keko-sanaa kiytetddn myos synonyyminé bindérikeolle, mutta téssd tyossd keon

méadritelméana kiytetadn edelld kuvattua abstraktia tietorakennetta.

Lisaksi méaaritellaan yhdistettaviksi keoksi (engl. mergeable heap) tietorakenne, joka
toteuttaa edelld lueteltujen operaatioiden lisdksi Union-operaation (kirjallisuudessa
my0s Meld tai Merge) [3l, s. 505|. Néiden liséksi voidaan toteuttaa muita operaa-
tioita kuten Decrease-key, joka viahentdad alkion arvoa tai Delete, joka poistaa

mielivaltaisen alkion.

!Operaatioiden tehokkuuksia esitetiiin téssi tyossi Theta- ja iso-O-notaatioilla (O ja O), joista
ensimmaéinen kuvaa operaation asymptoottista yld- ja alarajaa ja jalkimmé&inen pelkkda ylarajaa.

2Téssi tyossi kisitelladn selkeyden vuoksi vain minimikekoa. Maksimikeolle pétevit vastaavat
operaatiot kadnteisesti.
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Kuva 2.1 Binddrikeon esitys taulukkona ja puuna.

2.2 Binaarikeon maaritelma

Binaarikeko on lahes tédydellisesti tasapainoitettu binddripuu, jossa jokainen solmu
on pienempi tai yhtasuuri kuin sen lapsisolmu. Bindarikeko toteutetaan taulukkona,
jonka alkioden jérjestys toteuttaa ehdon Afi] < Alj] : 2 < j < n,i = j/2 (ensim-
méinen alkio on A[l]| ja n on keossa olevien alkioiden lukuméird). Maaritelmésté
seuraa, ettd alkio A[l] on aina keon pienin alkio, miké tekee sen 16ytdmisesta help-
poa. Liséksi bindérikeko-oliolla on taulukon koosta eroava koko-ominaisuus. Kaikki
taulukon alkiot eivit siis valttamétta kuulu kekoon [3, s. 151]. Téamé kiy selkeim-
min ilmi kekolajittelussa, jossa keon kokoa pienennetédén sitd mukaa kun taulukkoa

jarjestetdan. Kuvassa esitetdadn bindarikeko taulukkona ja puuna.

Koska binéérikeko on ldhes téydellisesti tasapainotettu bindéripuu (vain alin kerros
voi olla vajaa, ja se on tdytetty vasemmalta oikealle), sen korkeus on logs n, missi
n on solmujen maara. Téstd seuraa, ettd monet bindarikekoon liittyvét algoritmit

ovat aikavaatimukseltaan logaritmisia.

Binaarikeon maaritelmésta seuraa, ettd isd- ja lapsisolmujen sijainnit taulukossa

ovat helposti laskettavissa solmun jarjestysluvun mukaan. Maéritellaan tata varten
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operaatiot isd- ja lapsisolmujen l6ytdmiseksi. Left palauttaa vasemman ja Right
oikean lapsisolmun, ja Parent palauttaa isdsolmun. Namé& operaatiot voidaan to-

teuttaa helposti bittisiirtoina [3, s. 152].

Parent(i) [3, s. 152]

1 return [1]

Left(i) [3, s. 152/
1 return 2

Right(i) [3, s. 152]
1 return 2¢+41

Koska binadrikeko toteutetaan taulukkona ja sitd voidaan késitella puuna edelld
kuvatuilla operaatioilla, se ei tarvitse osoittimia puun solmujen yhdistdmiseen. Nain
ollen se kuluttaa vihemmé&n muistia perinteiseen osoittimilla toteutettuun puuhun
verrattuna, ja taulukon indeksointi on nopeampaa osoittimia pitkin kulkemiseen

verrattuna.

2.3 Binaarikeon toteutus

Bindarikeon alkion prioriteettia korotetaan Decrease-key-algoritmilla. Téta algo-
ritmia kiytetddn myos Insertin toteuttamiseen. Alkiolle etsitdan uusi paikka ver-

tailemalla sitd isdsolmuihin, kunnes oikea paikka 16ytyy:

Decrease-key(A, i, key) [3, s. 164/

input: A kekotaulukko, ¢ alkion indeksi, key alkion uusi arvo

esiehto: key < A[i]

A[i] <+ key

while i > 1 and A[Parent(i)] > A[i]
exchange A[i] with A[Parent (i)]
i < Parent (i)

N O Ot e W N

Binéarikekoon lisdtaén alkio Insert-algoritmilla. Alkiolle etsitddn paikka asetta-
malla se viimeiseksi ddrettomélla avaimella ja sen jalkeen etsimailla sille paikka

Decrease-key-algoritmilla:

Insert(A, key) [3, s. 164]

input: A kekotaulukko, key lisdttdvid alkio

[N
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3 A.heap_size < A.heap_size + 1
4 A[A.heap_size] + —o©
5 Decrease-key (A, A.heap_size, key)

Paikallisesti rikkoutunut kekoehto korjataan Heapify-algoritmilla. Heapify olettaa,
ettd taulukko on juurta lukuun ottamatta keko. Heapify uudelleenjérjestaa juuren
ja sen lapset siten, ettd kekoehto toteutuu niille ja rekursiivisesti kutsuu itsedan
sille alipuulle, johon isdsolmu siirrettiin. Tété algoritmia kédytetddn Extract-minin

ja Build-heapin toteuttamiseen.

Heapify(A, i) [3, s. 154]

1 input: A kekotaulukko, ¢ indeksi, jossa kekoehto rikkoutuu
2

3 1 < Left (i)

4 r < Right (i)

5 if 1 > A.heap_size and A[1] < A[i]

6 smallest <+ 1

7 else smallest <+ i

8 if r > A.heap_size and A[r] < Alsmallest]
9 smallest + r

10 if smallest # i

11 exchange A[i] with A[smallest]

12 Heapify (A, smallest)

Keon pienin alkio voidaan lukea taulukon ensimmaisestd indeksistd. Pienin alkio
poistetaan Extract-min-algoritmilla. Se korvataan ensin keon viimeisella alkiolla,

jonka jélkeen jéljelld olevat alkiot uudelleenjérjestetédén keoksi ja pienin alkio palau-

tetaan:
Extract-min(A) [3, s. 163]
1 input: A kekotaulukko
2
3 min < A[1]
4 A[1] + A[A.heap_size]
) A.heap_size < A.heap_size - 1
6 Heapify (A, 1)
7 return min

Tavallisen taulukon voi muuttaa keoksi Build-heap-algoritmilla. Taulukko kiydaén
lapi puolesta vilistd alkuun Heapifyta kutsuen. Loppupuolen solmuilla ei ole lapsia,

joten niille kekoehto pétee automaattisesti.

Build-heap(A) [3, s. 157]

1 input: A keoksi muutettava taulukko
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A.heap_size < A.length

LA.le;LgthJ

for i + downto 1

T = W N

Heapify (A, i)

Binaéarikeolle voidaan myos toteuttaa Merge-operaatio. Siinéd kekotaulukot liitetdén

yhdeksi taulukoksi, jolle suoritetaan Build-heap-operaatio [3] s. 505].

Merge(A, B) [3, s. 505/

input: A ja B yhdistettdvidt kekotaulukot

C < concatenate(A, B)
Build-heap (C)
return C

T W N =

Merged kuitenkin harvoin toteutetaan sen tehottomuuden vuoksi.

2.4 Toteutukset ohjelmointikielissa

Bindérikeko on toteutettu useissa ohjelmointikielissd, kuten C-+-+:ssa (priority_
queue), Pythonissa (heapq) ja Javassa (PriorityQueue). Yksinkertaisuutensta vuok-
si myos epavirallisia toteutuksia on runsaasti saatavilla eri kielille. Kuitenkaan mi-

kéan edelld mainituista toteutuksista ei tarjoa Decrease-key-operaatiota.

C+-+:m standardikirjaston eli STL:n priority_queue-tietorakenne tarjoaa peruso-
peraatiot Insert, Find-min ja Extract-min. Rajapinta ei kuitenkaan tarjoa mah-
dollisuutta muokata tietorakennetta erityistarpeiden mukaiseksi [7]. Bin&érikeolle
voidaan toteuttaa logaritminen Decrease-key-operaatio aliluvussa 2.3 kuvatulla ta-
valla, mutta se ei ole mahdollista standardikirjaston prioriteettijonolle. Rintalan ja
Valmarin tutkimus [7] osoittaa, etté itsetoteutettu Decrease-keyn tarjoava priori-
teettijono toimii tutkimuksessa kéytetyille algoritmeille nopeammin kuin STL:n tar-
joama prioriteettijono. Tutkimuksessa toteutettu prioriteettijono tallentaa solmujen
sijainnit keossa erilliseen taulukkoon. Prioriteettijono-olio yllapitaa taté taulukkoa,

ja prioriteettia muutettaessa siitd ndhdaan alkion sijainti keossa.

2.5 Tehokkuusanalyysi

Binéérikeon operaatioiden aikavaatimukset on esitetty taulukossa [ 2.1} Heapifyssa
vakioaikainen operaatio suoritetaan korkeintaan |log,n| kertaa, missd n on alkioi-

den méaéra. Insertissé, Decrease-keyssi ja Extract-minissa kekoa késitelldén kor-
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keintaan sen korkeuden verran, joten ndma operaatiot ovat korkeintaan logaritmisia.

Merge on kuitenkin toteutettavissa vain lineaarisessa ajassa.

Taulukko 2.1 Binddrikekoprioriteettijonon aikavaatimukset [3, s. 157-159, 506].

Operaatio ‘ Aikavaatimus

Build-heap | ©(n)
Heapify | O(logn)
Insert | O(logn)
Find-min | ©(1)
Extract-min | O(logn)
Decrease-key | O(logn)
Merge | O(n)

Build-heapissd logaritminen Heapify suoritetaan n/2 kertaa, mistd saadaan sen
aikavaatimukseksi O(n log n). Kuitenkin Heapifyn aikavaatimus riippuu sen solmun,
jolle operaatio suoritetaan, korkeudesta puussa. Jos solmun korkeus on h, Heapifyn
aikavaatimus télle solmulle on O(h), ja siten Build-heapin aikavaatimuksen yliraja

on

|logn] n [log ] A
> (5 10(h) =0 | n > o | (2.1)
h=0 h=0

Voidaan osoittaa, ettd » - 2% on vakio [3] s. 159], jolloin Build-heapin aikavaati-

mus pienenee lineaariseksi:

0) (nhz 2%) = O(n). (2.2)

Kaikki bindarikeon operaatiot ovat hyvin yksinkertaisia, joten niiden vakiokertoimet
ovat pienet. Yksinkertaisen rakenteensa vuoksi binaarikeko ei myoskdan vaadi muis-
tia muulle kuin alkioiden arvoille. Jos Mergeé tarvitaan, binédarikeko ei kuitenkaan

ole hyvéa vaihtoehto.



3. FIBONACCI-KEKO

Fibonacci-keon esittelivit Fredman ja Tarjan [5] vuonna 1987. F-keon avulla muun
muassa Dijkstran ja Primin algoritmit voidaan toteuttaa bind#rikekoa asymptootti-
sesti tehokkaammin. Se tarjoaa logaritmista poistoa lukuun ottamatta perusoperaa-
tiot amortisoidusti vakioaikaisina, ja lisaksi vakioaikaiset Decrease-keyn ja Mergen.

Se siis toteuttaa kaikki yhdistettévin keon vaatimat operaatiot.

F-keko vaatii muistia datan (ja mahdollisesti erillisen prioriteetin) lisdksi neljélle
osoittimelle, yhdelle kokonaisluvulle ja yhdelle bitille. Datan koosta riippuen té-
mé voi olla huomattava lisdys muistinkulutuksessa. C- tai C+--kielten standardi-
kirjastoissa ei ole toteutusta F-keolle, mutta se on toteutettu C+-+-kielelle Boost-

kirjastossa [I]. Monille muille kielille 16ytyy myos epévirallisia toteutuksia.

3.1 Toteutus

F-keko toteutetaan kokoelmana binomipuiden kaltaisia puital] Niiden puiden juu-
risolmut kytketddn toisiinsa kahteen suuntaan linkitettyna listana. Juurisolmua lu-
kuun ottamatta kaikissa solmuissa on osoitin isdsolmuun, ja lehtisolmuja lukuun
ottamatta kaikissa solmuissa on osoitin yhteen lapsisolmuun. Jokaisen solmun lap-
sisolmut on myos linkitetty toisiinsa kahteen suuntaan linkitettyné listana. Liséksi

tallennetaan osoitin pienimpéaén solmuun.

3.1.1 Binomipuut ja binomikeot

Binomipuu on puu, jolle pétevéit seuraavat ehdot:

e Asteen 0 binomipuu on yksittdinen solmu.

e Asteen k binomipuussa juurisolmun lapset ovan asteiden k-1, k-2, ... 0 bino-

mipuita.

1Vain Decrease-key- ja Delete-operaatiot voivat rikkoa binomipuun ehdot.
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Kuva 3.1 Asteen 8 binomipuu. Juurisolmun lapset ovat asteiden 2, 1 ja 0 binomipuita.
Kuvattu puu tayttda myos kekoehdon.

Binomikeko on binomipuu, jossa lapsisolmu on arvoltaan suurempi tai yhta suuri
kuin isésolmu. Samanasteisia binomipuita voi binomikeossa olla korkeintaan yksi.
F-keossa jalkimmaéinen saanto rikkoutuu joissain tilanteissa. Kuvassa esitetdan

asteen 3 binomipuu. Juurisolmun lapsina ovat téssa asteiden 2, 1 ja 0 binomipuut.

Binomipuun rakenne sallii kahden k-asteisen puun yhdistdmisen yhdeksi k+1-astei-
seksi puuksi asettamalla ensimmaéisen puun juurisolmun toisen puun juurisolmun
lapseksi. Binomikeossa kekoehdon sailyttdmiseksi tdmé tehdadn niin péin, etta juu-
risolmuksi paatyy pienempi solmu. Tésta yhdistettavyydestd voidaan padtella, etta
asteen kasvaessa yhdelld solmujen mééara kaksinkertaistuu. Koska asteen 0 binomi-

puu on yksi solmu, asteen & binomipuussa on t#lléin 2¢ solmua.

3.1.2 Operaatioiden toteutukset

Insert toteutetaan luomalla uusi yhden solmun siséltéva keko, joka yhdistetddn
olemassa olevaan kekoon Merge-operaatiolla. Merge toteutetaan yhdistamalla yh-
teenliitettavien kekojen juurilistat ja valitsemalla minimisolmuksi pienimmaéan nai-

den kekojen minimisolmuista.
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Kuva 3.2 Eztract-min-operaatio F-keossa. Vaihe a) on lihtétilanne. Minimialkio 2 pois-
tetaan. Tamdn jdlkeen samanasteiset alkiot 11 ja 16 yhdistetaan, sitten 7 ja 11. Vaihe b)
on lopputilanne.

a) min
@
19
b) min

Extract-min aloitetaan poistamalla pienin alkio ja yhdistamalla tdmén lapsilista
juurilistan kanssa. Seuraavaksi juurilistan puita yhdistetdéan, kunnes listassa ei ole
kahta samanasteista puuta (téalloin binomikeon jalkimméinen kekoehto téyttyy vé-
liaikaisesti). Yhté téllaista puiden yhteenliittamistd kutsutaan myohemmaéssé ana-
lyysissa liittamisvaiheeksi (engl. linking step). Tahén kiytetdan osoitintaulukkoa, jo-
ka ensin alustetaan nollaosoittimiksi. Juurilista kdyd&an lépi ja juurisolmujen osoit-
timet asetetaan taulukkoon juurisolmun asteen mukaiseen indeksiin. Jos tassé indek-
sissé on jo osoitin toiseen juureen, nama kaksi k-asteista puuta yhdistetdan yhdeksi
k+1-asteiseksi puuksi, jonka osoitin asetetaan taulukkoon. Kun koko juurilista on
kayty lapi, taulukon osoittimista kasataan uusi juurilista ja etsitddn uusi minimisol-

mu. Kuva[3.2] esittdé Extract-min-operaation vaikutuksen F-kekoon.

Decrease-key-operaatiossa solmun arvoa pienennetidén ja se irrotetaan isésolmus-
taan ja siirretdédn juurilistaan. Jos uusi avain on keon minimié pienempi, tasté sol-
musta tehddén uusi minimisolmu. Delete-operaatiossa poistettava solmu irrotetaan

isdsolmustaan samaan tapaan, ja sen lapsilista yhdistetddn juurilistaan. Jos pois-
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a) min b) min

()
& ©® @
@ ©

Kuva 3.3 Delete- ja Decrease-key-operaatiot F-keossa. Vaihe a) on lihtétilanne. Vai-
heessa b) alkiolle 13 on suoritettu Delete-operaatio, jonka seurauksena 8 on merkitty. Vai-

heessa c) alkion 9 prioriteetti on nostettu 7:ksi Decrease-key-operaatiolla. Koska 8 on jo
merkitty, se stirretddn juurisolmuksi. 4 on juurisolmu, joten sitd ei merkitd.

tettava solmu on keon minimisolmu, operaatio muuntuu Extract-min-operaatioksi.
Seké Decrease-key- ettd Delete-operaatioissa ei-juurisolmun menettéessd yhden
lapsisolmuistaan se merkitdan. Jos lapsisolmu on jo merkitty, se irrotetaan samaan
tapaan isdsolmustaan ja isdsolmu merkitién, jos se ei ole juurisolmu. Jos myés isésol-
mu on jo merkitty, irrotus toistetaan sille. Jos merkitty juurisolmu paatyy liittamis-
vaiheessa toisen solmun lapseksi, merkki poistetaan. Kuvassa keolle suoritetaan
ensin Delete alkiolle 13 ja sitten Decrease-key alkiolle 9, missd sen prioriteet-
ti nostetaan 7:ksi. Edelld kuvattujen irrotusten (engl. cascading cut) tarkoitus on
rajata alhaalta puun kokoa suhteessa sen asteeseen. Naiden irrotusten vaikutusta

tehokkuuteen kasitelladn tarkemmin seuraavassa aliluvussa.

3.2 Tehokkuusanalyysi

Amortisoitujen aikavaatimusten] analysoimiseksi midritelliin keon potentiaaliksi
n-+2m, missa n on sen sisdltdmien puiden méara ja m on merkittyjen ei-juurisolmujen
méara. Operaation amortisoitu aika on ajoajan ja aiheutetun potentiaalin kasvun

summa (kasvu voi olla my6s negatiivista). Koska potentiaali on tyhjélle keolle 0 ja

2 Amortisoitu analyysi tarkoittaa keskimiirdisen aikavaatimuksen laskemista sarjalle operaa-
tioita.
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aina positiivinen, joukon operaatioita vaatima todellinen aika on aina korkeintaan

sen amortisoitu aika.

Operaatiot Make-heap, Find-min ja Merge eivit vaikuta potentiaaliin ja ovat vakio-
aikaisia. Niin ikéén vakioaikainen Insert kasvattaa puiden méérad, ja siten poten-
tiaalia, yhdelld. Extract-min-operaatiossa pienimmén alkion poistaminen kasvat-
taa puiden méaarad korkeintaan keon koon logaritmin verran. Sitd seuraava puiden
yhdistdminen vie aikaa saman verran kuin potentiaali laskee, joten koko operaatio
vie amortisoidusti logaritmisen ajan. Decrease-key-operaatiossa potentiaali kasvaa

korkeintaan vakioméaraisesti:

e Ensimmaéinen irrotus muuttaa mahdollisesti merkitseméattémén ei-juurisolmun

juurisolmuksi (potentiaali voi nousta yhdell4).
e Viimeinen irrotus voi merkité ei-juurisolmun (potentiaali voi nousta kahdella).

e Jokainen irrotus ensimmaisté lukuun ottamatta siirtda merkityn ei-juurisolmun

juurisolmuksi (potentiaali vihenee irrotusten médran verran).

Decrease-key on siis amortisoidusti vakioaikainen. Samoin perustein myos Delete
on ei-minimisolmulle amortisoidusti vakioaikainen. Poistettavan solmun ollessa mi-
nimisolmu se kuitenkin muuttuu Extract-min-operaatioksi, eli sen aikavaatimus
kasvaa logaritmiseksi. Build-heapin voi toteuttaa sarjana vakioaikaisia Insert-
operaatioita, jolloin sen aikavaatimus on ©(n). Taulukkoon on koottu amor-
tisoidut aikavaatimukset F-keon operaatioille.

Taulukko 8.1 F-keon amortisoidut aikavaatimukset [3, s. 157-159, 506].

Operaatio ‘ Aikavaatimus

Build-heap | ©(n)
Insert | ©(1)
Find-min | ©(1)
Extract-min | O(logn)
Decrease-key | ©(1)
Merge | ©(1)
Delete | O(logn)

Sarjassa operaatioita suoritettavien lapsisolmujen irrotusten maara on korkeintaan
siiné suoritettujen Decrease-key- ja Delete-operaatioiden maara. Néiden irrotus-
ten tarkoitus on rajata puun kokoa suhteessa sen asteeseen. Fredman ja Tarjan

osoittavat [5], ettd k-asteisessa puussa on viahintddn Fj,o > #* solmua, jossa Fj, on
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ik g

Koko 1 2 3 5

Aste

Kuva 3.4 Pienimpii mahdollisia puita Fibonacci-keossa [5].

k:mnes Fibonaccin luku ja ¢ = (1 ++/5)/2 on kultainen leikkaus. Kuvassa esite-
taan pienimmaéat mahdolliset puut asteille 0-5. Siitd havaitaan myos, ettd koon suhde

asteeseen vastaa Fibonaccin lukuja. Tastd myos juontuu Fibonacci-keon nimi.

Vaikka tdmén luvun alussa todettiin F-keon tarvitsevan muistia neljélle osoittimelle
solmua kohden, se on toteutettavissa myos kolmella tai jopa kahdella osoittimella

suurempien vakiokertoimien kustannuksella suoritusajassa. [5]

F-keolla toteutetut verkko-optimointialgoritmit ovat asymptoottisesti aiempia rat-
kaisuja tehokkaampia graafeille, joissa kaarien méard on huomattavasti suurempi
kuin solmujen méaéra ja huomattavasti pienempi kuin solmujen mééran nelio. Ke-
vyimmaén virittdvan puun etsinndn asymptoottinen tehokkuus paranee myds graa-

feille, joiden tiheys on pieni. [5]

F-keosta on esitetty erilaisia muunnelmia tavoitteena saavuttaa samat aikavaati-
mukset yksinkertaisemmalla rakenteella tai ilman amortisoitujen aikavaatimusten
aiheuttamaa ennakoimattomuutta |2, [5]. Téllainen yksinkertaisempi rakenne voisi

mahdollistaa kiytdnnollisemmaén toteutuksen.
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4. KEKOJEN VERTAILU JA KAYTTO
ALGORITMEISSA

Binaéarikeon ja F-keon aikavaatimukset esitetddn taulukossa Asymptoottisesti
F-keko on jokaisessa operaatiossa vihintddn yhtéa tehokas tai tehokkaampi kuin bi-
nadrikeko. Merge-operaatiossa parannus lineaarisesta vakioaikaiseksi on naista mer-

kittavin.

Taulukko 4.1 Kekojen aikavaatimukset [3, s. 506].

Operaatio \ Binéérikeko (huonoin tapaus) \ Fibonacci-keko (amortisoitu)

Make-heap | ©(1) O(1)
Insert | ©(logn) O(1)
Find-min | ©(1) O(1)
Extract-min | ©(logn) O(logn)
Merge | O(n) o(1)
Decrease-key | ©(logn) O(1)
Delete | ©(logn) O(logn)

F-keko on kuitenkin rakenteeltaan monimutkainen bindarikekoon verrattuna, joten
asymptoottiset tehokkuusparannukset tulevat esiin vasta suurikokoisilla syotteill.
Monissa sovelluksissa Extract-min- ja Delete-operaatiota kutsutaan harvoin suh-
teessa muihin operaatiohin. Teoreettisesti F-kekoa kiyttamalla voidaan t&alloin saada
parempia tehokkuuksia. Kuitenkin kiytannossa suuret vakiokertoimet voivat kumo-
ta néin saadut edut. [3, s. 507]

4.1 Lyhimman reitin etsiminen painotetussa graafissa

Suunnatussa ja painotetussa graafissa G = (V, E), jossa V' on solmujen ja E kaarien
joukko, lyhin reitti yhdesté lahtosolmusta johonkin muuhun tai kaikkiin muihin sol-
muihin voidaan etsid Dijkstran algoritmilla, jos kaikki painot ovat ei—negatiivisiaﬂ

Dijkstran algoritmi kiy solmuja lapi etéisyysjarjestyksessa lahtosolmuun néhden.

L Graafeille, jonka kaarilla on negatiivisia painoja, voidaan kiyttii Bellman—Ford-algoritmia [3]
s. 651]
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Loydetyt solmut lisdtddn minimiprioriteettijonoon (), jossa prioriteettina kiytetaan
niiden etaisyytta lahtosolmusta. Prioriteettijonosta otettaessa solmu merkitaan ka-
sitellyksi (lyhin mahdollinen reitti sithen on silloin tiedossa), ja sen naapurisolmut
lisdtaén prioriteettijonoon. Jos jo 16ydettyyn solmuun loydetédan lyhempi reitti, voi-
daan toimia kahdella eri tavalla riippuen siité, tukeeko kiytettavé prioriteettijono
Decrease-key-operaatiota. Jos operaatio on saatavilla, voidaan jonossa olevan sol-
mun prioriteettia korottaa lyhemmén reitin mukaiseksi. Muutoin solmu lisdtdan uu-
destaan jonoon. Jalkimmadisessd tapauksessa dsitellyt solmut on merkittava, jottei
niitéd késitella toistamiseen. Algoritmilistauksessa d on solmun etéaisyys lahtésolmus-

ta ja m sen isdsolmu.

Dijkstra(G, w, s) [3, s. 658

1 input: G kiasiteltava graafi, w reitin paino, s l&dhtdsolmu
2

3 for each vertex v € G.V

4 v.d + o©

5 v.m < NIL

6 s.d «< 0

7

8 S «— 0

9 Q < G.V

10 while Q # 0

11 u < Extract-min(Q)

12 S + S € {u}

13 for each vertex v € G.Adj[ul
14 if v.d > u.d + w(u, v)
15 v.d <« u.d + w(u, v)
16 V.T 4 u

Binaarikeolla toteutettaessa while-silmukassa suoritetaan V' kertaa logaritminen ope-
raatio (Extract-min) sekdi £/V kertaa logaritminen operaatio (Decrease-key tai
Insert). Aikavaatimus binaarikekototeutukselle on siis O((V 4+ FE) log V). Tésté huo-
mataan myos, ettei Decrease-keyn saatavuudella ole vaikutusta asymptoottiseen
tehokkuuteen téssd tapauksessa. Rintalan ja Valmarin tutkimuksessa [7] kuitenkin
Decrease-keylla toteutettu algoritmi oli nopeampi verrattuna ilman sita toteutet-
tuun. F-keolla toteutettaessa Decrease-key on amortisoidusti vakioaikainen. T4al-
16in aikavaatimus pienenee O(V logV + E):ksi.

4.2 Kevyimmadn virittdvdn puun etsiminen

Painotetun graafin G = (V, E) kevyin virittdvd puu on sen kaikki solmut siséltavi

sykliton alipuu, jonka painojen summa on pienin mahdollinen. Kevyimmén virit-
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tavan puun etsimiseen kaytettyjé algoritmeja ovat muun muassa Primin algoritmi
ja Kruskalin algoritmi. Molemmat néisté algoritmeista ovat ahneita algoritmeja |3,
s. 625], eli ne valitsevat edetikseen kulloinkin parhaalta ndyttévian vaihtoehdon. Kes-
kitymme téssd Primin algoritmiin, koska prioriteettijonolla on merkittava osa sen

toteutuksessa.

Primin algoritmi aloittaa kevyimmaéan virittdvan puun rakentamisen mielivaltaisesta
juurisolmusta. Puuhun yhdistetdén siita erilldén olevista solmuista ldhin. Tét& tois-
tetaan, kunnes kaikki solmut on liitetty puuhun. Solmuja késitelldaén minimiprio-
riteettijonossa (), joka sisdltdd aina puusta erilladn olevat solmut prioriteettinaan
niiden etéisyys puuhun. Primin algoritmi on toiminnaltaan hyvin samankaltainen
kuin Dijkstran algoritmi. Algoritmilistauksessa key on alkion prioriteetti ja 7 sen

isdsolmu graafissa.

Prim(G, w, r) [3, s. 634]

1 input: G kdsiteltdvd graafi, w reitin paino, 7 juurisolmu
2

3 for each u € G.V

4 u.key ¢+ o0

) u.m < NIL

6 r.key «< O

7

8 Q < G.V

9

10 while Q # 0

11 u < Extract-min(Q)

12 for each v € G.Adj[ul

13 if v € Q and w(u, v) < v.key
14 V.T ¢ u

15 v.key < w(u, v)

Binaarikeolla toteutettaessa algoritmissa suoritetaan V' kertaa logaritminen Extract-
min sekd E/V kertaa logaritminen Decrease-key. Aikavaatimus on siis O(V log V +
ElogV) = O(ElogV). F-keolla toteutettaessa Decrease-key on vakioaikainen, jol-
loin aikavaatimus paranee O(V log V' + E):ksi.
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5. YHTEENVETO

Tassé tyossa tutkittiin bindari- ja Fibonacci-kekoja prioriteettijonon toteuttamiseen.
Tyon tavoite oli selvittdda kummankin tietorakenteen etuja ja haittoja sekd kay-
tannollisesta etta teoreettisesta ndakokulmasta. Binddrikeko on suosituin tietoraken-
ne prioriteettijonon toteuttamiseen, mutta Fibonacci-keko tarjoaa keko-operaatiot

asymptoottisesti tehokkaampina.

Binéérikeko on yksinkertainen ja tehokas tietorakenne. Operaatiot ovat hyvin yksin-
kertaisia toteuttaa, eivitkd vaadi ylimaéraistd muistia. Se ei kuitenkaan ole asymp-

toottisesti tehokkain tietorakenne prioriteettijonoksi.

Toinen tutkittu tietorakenne, Fibonacci-keko, tarjoaa pienimmén alkion poistamista
lukuun ottamatta prioriteettijono-operaatiot amortisoidusti vakioaikaisina. Se kui-
tenkin on rakenteellisesti hyvin monimutkainen bin#darikekoon ndhden. Aikavaati-
musten saavuttamiseksi keolle on suoritettava sen muotoa korjaavia operaatioita,

jotka hidastavat keko-operaatioita.

Vertailussa selvisi, ettd F-keko on kaikkiin keko-operaatioihin asymptoottisesti vé-
hintaén yhta tehokas tai tehokkaampi kuin bindérikeko. Siten Dijkstran algoritmi
ja Primin algoritmi ovat toteutettavissa F-keon avulla bindérikekoa tehokkaammin.
F-keon monimutkaisuus voi kuitenkin kdytdnnossd kumota ndméa tehokkuusparan-

nukset.

Nama aikavaatimukset voisi kuitenkin olla mahdollista saavuttaa yksinkertaisem-
malla tietorakenteella. Tulevaisuuden haasteeksi osoittautuukin siten samat aikavaa-
timukset tayttavin tehokkaamman tietorakenteen suunnittelu. Téaten F-keon hyo-

dyllisyys nakyy padasiassa teoreettisella tasolla tienavaajana uusille tietorakenteille.
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