TAMPEREEN TEKNILLINEN YLIOPISTO
TAMPERE UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

OLLI HUOPIO

JOHDANTO KOMPLEKSISIIN MONIARVOISIIN FUNKTIOI-
HIN

Kandidaatintyo

Tarkastaja: Petteri Laakkonen
1.12.2017



THVISTELMA

OLLI HUOPIO: Johdanto kompleksisiin moniarvoisiin funktioihin

Tampereen teknillinen yliopisto

Kandidaatintyo, 25 sivua, 4 liitesivua

Joulukuu 2017

Teknis-luonnontieteellinen koulutusohjelma

Paaaine: Matematiikka

Tarkastajat: Tutkijatohtori Petteri Laakkonen

Avainsanat: kompleksianalyysi, moniarvoinen funktio, kiertopiste, haara, leikkauskayra,
funktion analyyttisyys, logaritmifunktio, yleinen potenssifunktio, arkussinifunktio

Moniarvoisella funktiolla tarkoitetaan funktiota, jonka jotakin méarittelyjoukon al-
kiota vastaa useampi kuin yksi maalijoukon alkio. Voidaan ajatella, etta funktio saa
talloin arvokseen maalijoukon alkion sijasta joukon maalijoukon alkioita. Komplek-
sianalyysissi etenkin monet alkeisfunktioiden kéénteisfunktiot ovat moniarvoisia.
Tassa tyossa perehdytaan kompleksianalyysin perustason oppikirjojen tapaan kasi-
tella moniarvoisia funktioita. Tyosséd méaaritellaén moniarvoisiin funktioihin liittyvét
késitteet kiertopiste, haara ja leikkauskéayra seka havainnollistetaan néité kasitteita
kompleksisen logaritmifunktion, yleisen potenssifunktion ja arkussinifunktion kaut-
ta. Lisdksi tyossd perehdytadn ndiden kolmen esimerkkifunktion avulla siithen, miten
moniarvoisia funktioita voidaan késitelld yksiarvoisina ja analyyttisind funktioina.
Kasittelyn perusperiaate on se, ettd maéarittelyjoukon jokaisella luvulla funktion ar-
voista valitaan sopivalla tavalla yksi, ja nédin saatu yksiarvoinen funktion haara on

analyyttinen jossain kompleksitason alueessa.
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TERMIT JA SYMBOLIT

Oa

exp

f: X—=>Y

Z,W, ¢

log

Ad
Argz, ©
2z =re'
arg z

(a,b]

re X

argumentti valilla (o, o + 27]

asiayhteydesta riippuen joko reaalinen tai kompleksinen eksponent-
tifunktio

asiayhteydesta riippuen joko reaalinen tai kompleksinen aéretto-
myys

funktio f, jonka maérittelyjoukko on X ja maalijoukko Y
kompleksilukuja

kompleksilukujen joukko

kompleksinen luonnollinen logaritmifunktio

kulman 6 muutos

luvun z argumentin padhaara eli argumentti valilla (—m, 7]

luvun z eksponenttiesitys, jossa r = |z| ja 6 € arg z

luvun z moduli

nollasta poikkeavan luvun z argumenttien joukko

reaalilukujen a ja b vélinen jana tai puolisuora, johon ei sisally lukua
a ja johon sisdltyy luku b

reaalilukujen joukko

reaalinen luonnollinen logaritmifunktio

reaalinen neligjuurifunktio

x ei ole joukon X alkio

x on joukon X alkio

{reR:z2>0}

{zeC:2+#0}

{z€Cyu:agargz}



1. JOHDANTO

Yleensa matemaattisella funktiolla tarkoitetaan sellaista relaatiota joukosta X jouk-
koon Y, jossa jokaista joukon X alkiota vastaa tasmdlleen yksi joukon Y alkio [5].
Itse vastaavuus usein maaritellian jonkinlaisen sdannon, esimerkiksi kaavan avulla,

kuten reaalifunktion f: R — R{, f(x) = 2? tapauksessa.

Joskus vastaavuuden maéarittelemisessia saénnon avulla tulee kuitenkin ongelmia.
Niin kiy esimerkiksi, jos funktio g : Ry — R mééritellidn siten, etti g(z) on
sellainen luku 7, joka toteuttaa yhtdlén y?> = z. Talldin funktion madritelmi ei

tayty, silla jokaista aidosti positiivista reaalilukua = vastaa nyt kaksi lukua, —/ ja

JZ.

Tallaisesta "funktiosta', jonka jotakin maérittelyjoukon alkiota vastaa useampi kuin
yksi maalijoukon alkio, kiytetddn nimitystd moniarvoinen (multivalued) funktio.
Voidaan ajatella, etté funktio saa arvokseen maalijoukon alkion sijasta joukon maa-
lijoukon alkioita. Moniarvoisen funktion termin yhteydessa saatetaan normaalista

funktiosta selvyyden vuoksi kiyttda termié yksiarvoinen (single-valued) funktio.

Kompleksianalyysissé etenkin alkeisfunktioiden kaénteisfunktiot ovat usein moniar-
voisia funktioita. Jotta funktion analyyttisyytté ja siithen liittyvid tuloksia padstiaéan
naihin funktioihin soveltamaan, on niité tarpeen pystyé kasittelemaéan yksiarvoisina
funktioina. Téman tyon tarkoituksena on esitelld kompleksisiin moniarvoisiin funk-
tioihin liittyvia kasitteita seké kolmen esimerkkifunktion avulla sitd, miten moniar-
voisia funktioita voidaan kasitelld yksiarvoisina ja analyyttisind funktioina. Esimerk-

kifunktioina toimivat logaritmifunktio, yleinen potenssifunktio ja arkussinifunktio.

Luvussa [2| perehdytédan moniarvoisen funktion kiertopisteen, haaran ja leikkauskay-
ran késitteisiin kompleksisen nelidjuurifunktion avulla. Luvuissa[3]- [f nditd kasitteita
havainnollistetaan esimerkkifunktioiden kautta seké tarkastellaan, miten esimerkki-
funktioita voidaan késitelld yksiarvoisina ja analyyttisind funktioina. Luvussa [6] on
yhteenveto tyossa esitetyista asioista. Tyo perustuu kompleksianalyysin perustason

oppikirjoihin, ja lukijalta oletetaan alan perustietojen hallintaa.



2. MONIARVOISIIN FUNKTIOIHIN LIITTYVIA
KASITTEITA

Tassa luvussa perehdytddn moniarvoisen funktion kiertopisteen, haaran ja leikkaus-
kiyrdn kisitteisiin kompleksisen nelidjuurifunktion z'/2 (jatkossa vain nelidjuuri-
funktio)E] avulla. Luku tarjoaa ymmaérrettavin kokonaisuuden naista késitteisté, jot-
ka tyon tekijan ndkemyksen mukaan on kirjallisuudessa esitelty hajanaisesti ja ly-

hyesti.
2.1 Neligjuurifunktion maaritelma

Maaritelladn ensin neliojuurifunktio. Téssa tyossa moniarvoisen funktion arvo on
joukko, johon kuuluu kompleksilukuja eli funktion yksittdisid arvoja. Neliojuuri-
funktion yksittéisid arvoja luvulla z kutsutaan luvun z nelijuuriksi. Jos z on jokin
nollasta poikkeava kompleksiluku eli z € Cg, se voidaan esittad polaarimuodossa
2z =re jossa r = |z| ja @ € argz. Téllsin sen nelidjuuri on luku w = pe', jolle

2

on voimassa w? = p?e??? = z = re?. Luvut ovat yhtdasuuret, jos niiden modulit ovat

yhtésuuret ja luvun w? argumentti on jokin luvun z argumenteista eli jos
pr=r ja 2¢ € arg 2.

Téasta seuraa p = /r ja ¢ = 6/2, kun § on luvun z argumentti. Neliojuurifunktion

arvoksi eli neliojuurten joukoksi saadaan siis
2 = {\/re'®? ;g € arg 2}. (2.1)

Toisaalta jokainen luvun z argumentti 6 voidaan esittda padargumentin Arg z avulla
0 = Argz + k2w, jossa k on jokin kokonaisluku. Merkitdén © = Argz. Talloin
neligjuurten argumentit ovat muotoa /2 = ©/2+kr. Koska kyseessa on sama luku,
jos argumentit eroavat jollain luvun 27 monikerralla, luvulla z on kaksi nelidjuurta,

joiden argumentit saadaan kokonaisluvun k arvoilla 0 ja 1. Arvolla £ = 0 neligjuuri

1 Jatkossa yleisemminkin: ilman tarkentavaa ilmausta "reaalinen'tai "kompleksinen'kyseessd on
kompleksinen versio.
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on /re'®/?) Arvolla k = 1 neliéjuuri on

Jrel®©/2Hm — | [roi(®2)gim | [ri(©/2)

eli toisen neliGjuuren vastaluku. Neliojuurifunktion arvo voidaan mydos siis kirjoittaa

V2 = {\[rei®/D _ [rei®/2)), (2.2)

Moniarvoista neliojuurifunktiota ei yleensa mééritella origossa [4} s. 64], |2, s. 25].
Tama johtuu siita, etta nollalla on vain yksi neliojuuri, mika aiheuttaisi kaytannon
hankaluuksia moniarvoisuutta késiteltdessé. Neligjuurifunktion méarittelyjoukko on

siis Co.

2.2 Kiertopiste

Tutkitaan neliojuurifunktion yksittéisté arvoa, kun kierretdéan origoa ro-siteisté ori-
gokeskistd ympyria pitkin. Olkoon zg = 7€ piste télld ympyrilli. Yhtéilon (2.1)

mukaan ,/70e"%/2) on tamén pisteen neliojuuri.

Jos ldhdetdan kiertamaan ympyraéd vastapaivaan liikkuen kerralla vain pienen kul-
manmuutoksen verran ja valitaan pisteiden neliojuureksi aina edellisen pisteen ne-
lijuurta lihinnd oleva nelidjuuri, pisteessi roe’®*+49) nelivjuuri on /roe!®+29)/2,
Talla tavalla ikadn kuin jatkuvasti kierretyn tdyden kierroksen jéalkeen pisteen z

neliojuuri on muuttunut luvuksi

\/T_O i(6o+2m)/ \/—61(90/2+7r :_\/T—Oei(GO/Q)

eli pisteen zg toiseksi neligjuureksi. Neli6juurifunktion yksittdinen arvo pisteessé zg
on siis eri ennen origon kiertoa kuin origon kierron jialkeen. Témaéan takia origo on

moniarvoisen neliojuurifunktion kiertopiste.

Maaritelma 2.2.1. [1], s. 440] Kompleksitason pistetta ¢y kutsutaan moniarvoisen
funktion f(z) kiertopisteeksi (branch point), mikali funktion f yksittdinen arvo jos-
sakin pisteessa z; minka tahansa pisteen ¢y ympari jatkuvasti kierretyn kierroksen
jalkeen ei ole sama kuin ennen kierrosta. Piste ¢y on kertaluokan n kiertopiste, mi-
kali yksittdinen arvo pisteessé zy palautuu alkuperéiseksi vahintaan n kierroksen

jalkeen. Muutoin ¢y on ddarettomdn kertaluokan kiertopiste.

Origo on neliéjuurifunktion kertaluokan 2 kiertopiste, sillé toisen kierroksen jéalkeen
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pisteen zy neliojuuri on sama kuin ennen kierroksia:

\/_ i(Oo+4m)/2 __ \/_67,(6()/2-{-271' \/T—Oei(GO/Q).

Kirjan 1] mukaan myos laajennetun kompleksitason piste z = oo voi olla funktion
f(2) kiertopiste ja tdméan tutkimiseksi tulee tarkastella, onko origo funktion f(1/z)
kiertopiste. Koska pisteen 2y = roe’® kidnteisluku on 1/zy = ryte"%) tamén yksi
neliojuuri on \/7 ~00/2)  Vastaavanlaisella tarkastelulla kuin ylempéana nahdéén,
ettd origo on funktion (1/z)'/? kertaluokan 2 kiertopiste, joten piste z = oo on

neliojuurifunktion kertaluokan 2 kiertopiste.

Origo ja piste z = oo ovat neligjuurifunktion kiertopisteitd kiytannossa sen takia,
ettd miké tahansa kierros origon ympari aiheuttaa muutoksen pisteiden zy ja 1/z
valituissa argumenteissa. Tasté poiketen minké tahansa darellisen pisteen ¢ # 0 ym-
péri voidaan aina kiertaé sellainen pistettéd tarpeeksi lahella kulkeva kierros, joka ei
kierra origoa. Télloin kierros ei aiheuta muutosta pisteen zy valitussa argumentissa.
Liséksi koska pisteen zy moduli on aina sama, neliojuurifunktion yksittainen arvo
pisteesséd zp on sama ennen kierrosta kuin kierroksen jalkeen. Tasta ndhdaan, ettei
mikadn aérellinen kompleksitason piste ole neligjuurifunktion kiertopiste, ja origo

ja piste z = oo ovat siten neliGjuurifunktion ainoat kiertopisteet.

2.3 Haara

Mikili jokaisessa pisteessd z € Cyo nelidjuureksi valitaan yhtiléstd (2.2)) y/re'©/2),

saadaan funktio
6(2) = Vre©/.

Talla yksiarvoisella funktiolla on sama maéaarittelyjoukko kuin moniarvoisella ne-
liGjuurifunktiolla ja se saa jokaisessa méarittelyjoukkonsa pisteessd arvoksi jonkin

neliojuurifunktion yksittaisen arvon.

Tutkitaan, missi ¢ on jatkuva. Eulerin kaavaa e® = cos ¢+ sin ¢ kiyttien ¢ voidaan

kirjoittaa komponenttifunktioina

g(z) = \/rcos(©/2) +iy/rsin (0/2).

Téssa funktio /r = \/|z| on jatkuva joukossa Cg, koska |z| on jatkuva joukossa
Co ja reaalinen nelijuuri on jatkuva kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla. Olkoon C,
joukko, johon kuuluvat ne joukon Cy, kompleksiluvut, jotka eivit sijaitse negatii-

visella x-akselilla. Funktiot cos (©/2) ja sin (©/2) ovat jatkuvia joukossa C,, silld
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O = Argz on jatkuva joukossa C; ja sini ja kosini ovat jatkuvia kaikilla reaalilu-

vuilla.

Funktiot /7, cos (©/2) ja sin (©/2) ovat siis jatkuvia joukossa C,, joten funktion g
molemmat komponenttifunktiot ovat jatkuvia joukossa C,. Tamén perusteella g on
jatkuva kaikkialla méaérittelyjoukossaan C paitsi negatiivisella x-akselilla. Funktio
g ei ole jatkuva negatiivisella x-akselilla, silld ldhestyttdessa akselia alhaaltapéain

funktion raja-arvo

lim g(roe’ ™) = lim /roe' T2 = froet ™D = — frgi

e—0t e—0t

on erisuuri kuin funktion arvo akselilla eli

g(ree’™) = \/roe'™? =\ /rgi.

Funktio g saa siis jokaisessa maéarittelyjoukkonsa pisteessa arvoksi pisteen jonkin
nelidjuuren ja on joukossa Cyy jatkuva paitsi negatiivisella x-akselilla. Tallaista

funktiota kutsutaan neliéjuurifunktion haaraksi.

Maaritelma 2.3.1. [4, s. 80] Moniarvoisen funktion haara (branch) on mika ta-
hansa yksiarvoinen funktio, joka saa jokaisessa sen madrittelyjoukon pisteessa jon-
kin moniarvoisen funktion yksittéisista arvoista kyseisessé pisteessa ja on méaéaritte-

lyjoukossaan jatkuva, paitsi mahdollisesti joukon reunalla.

Maéritelméan mukaan haara voi olla myos sellainen yksiarvoinen funktio, jonka méaa-
rittelyjoukko on moniarvoisen funktion maérittelyjoukon aito osajoukko. Téssa tyos-
sé késitellaan kuitenkin selkeyden vuoksi vain sellaisia haaroja, jotka on maaritelty
moniarvoisen funktion maérittelyjoukossa. Lisaksi méaritelméssé "joukon reuna'ei
tarkoita joukon tdsméllista topologista reunaa. Eivithdn esimerkiksi neliojuurifunk-
tion haaran g tapauksessa negatiivisen x-akselin pisteet ole joukon C.( reunapistei-
ta. Esitystavasta C4o = {re? : r > 0ja — 7 < 6 < 7} niiden pisteiden voidaan

kuitenkin kéasittad olevan argumentin kannalta joukon 'reunalla’.

2.4 Leikkauskayra

Edellisessa aliluvussa mééaritellyn neliojuurifunktion haaran ¢ todettiin olevan epé-
jatkuva negatiivisella x-akselilla. x-akseli on tédstd johtuen neli6juurifunktion leik-

kauskdyrd.

Maéritelma 2.4.1. [6, s. 399] Moniarvoisen funktion leikkauskdyrd (branch cut) on

kompleksitason kéyré, jolla jokin funktion haara on epajatkuva.
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Maaritelma sallii leikkauskédyran olla hyvinkin monimutkainen kéyra. Téssé tyossa
pitaydytaan kuitenkin selkeyden vuoksi mahdollisimman yksinkertaisissa leikkaus-

kayrissd kuten puolisuorissa.

Kirjan [6] mukaan leikkauskayra yhdistad moniarvoisen funktion kahta kiertopistet-
ta. Esimerkiksi haaran g tapauksessa negatiivinen x-akseli eli puolisuora (—o0, 0) yh-
distad neliGjuurifunktion kiertopisteita eli origoa ja pistetta darettomyydessa, vaikka

kiertopisteet eivat olekaan kdyran pisteité.

Huomautetaan lukijaa vieléd siita, etta téssa luvussa esiteltyjen kasitteiden méaari-
telmat voivat jonkin verran poiketa toisistaan eri oppikirjojen vélilla. Esimerkik-
si [2] méaarittelee moniarvoisen funktion haaran olevan koko méérittelyjoukossaan
analyyttinen ja leikkauskédyréan "viivan tai kdyréan osaksi, jonka avulla moniarvoisen
funktion haara madaritelldén'. [2] ja [4] molemmat taas méérittelevit kiertopisteen
kompleksitason pisteeksi, joka kuuluu moniarvoisen funktion jokaiseen mahdolliseen
leikkauskayradn. Tahan tyohon valittiin kuitenkin sellaiset méaaritelmét, jotka tyon
tekijan mielestd antavat kasitteista selkeimmén kuvan asiaan ensi kertaa perehty-

valle.



3. LOGARITMIFUNKTIO

3.1 Maaritelma ja kiertopisteet

Kompleksinen logaritmifunktio on kompleksisen eksponenttifunktion kaénteisfunk-
tio. Logaritmi tarkoittaa nyt logaritmifunktion yksittaista arvoa ja logaritmifunktion

arvo logaritmien joukkoa. Luku w on luvun z logaritmi, mikali
e’ = z. (3.1)

Logaritmifunktiota ei ole méaritelty origossa, silld eksponenttifunktio ei saa arvok-

seen nollaa millaédn luvulla w. Tama nadhdaédn kirjoittamalla w = u + v, jolloin
€] = ] = [e¥][e] = ] -1 = e*

Koska reaalinen e* on aidosti positiivinen kaikilla reaaliluvuilla u, eksponenttifunk-

tion e itseisarvo on positiivinen kaikilla luvuilla w. |2} s. 90]

Toisin kuin reaalinen eksponenttifunktio, kompleksinen eksponenttifunktio on jak-
sollinen funktio. Témé johtuu reaalisten funktioiden sinz ja cosz jaksollisuudesta,

jonka perusteella mille tahansa kokonaisluvulle £ on voimassa

W TR — ewelk2™ — ¢ (cos (k27) + dsin (k27)) = (1 +140) = €.

Kompleksinen eksponenttifunktio on siis jaksollinen imaginaariosan suhteen, ja sen
jakson pituus on 27. Jaksollisuudesta johtuen jokaiselle eksponenttifunktion arvo-
joukon C alkiolle kuvautuu adrettoman monta médrittelyjoukon C alkiota. Jo
tasta havaitsemme, ettéd logaritmifunktio on eksponenttifunktion kéénteisfunktiona

lahtokohtaisesti moniarvoinen.

Eksplisiittinen maéritelma logaritmifunktiolle voidaan johtaa merkitsemélla yhtalon
(3.1) muuttujaa z = re? ja sen logaritmia w = u + iv. Télldin yhtild saadaan
muotoon

e’ = ret.

Néma eksponenttimuotoiset kompleksiluvut ovat yhta suuret vain, jos niiden modu-
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lit ovat yhtd suuret ja luvun e“e”™ argumentti v on jokin luvun z = re? argumen-

teista. Yhtasuuruudelta siis vaaditaan
e'=r ja v € arg 2.

Néistd vasemmanpuoleinen yhtalé on reaalinen, joten u = In (r). Annetaan tdmén

johdannon[4} s. 158] perusteella logaritmifunktiolle seuraava mééritelma.

Maiiritelméa 3.1.1. Olkoon z = re nollasta poikkeava kompleksiluku. Logaritmi-

funktio log (z) maaritellaan

log (2) = {In(r) +i0 : 0 € argz}.

Maéaritetadn logaritmifunktion kiertopisteet, ja aloitetaan tutkimalla, onko origo
funktion kiertopiste. Olkoon zy = roe’® piste ro-siteiselld origokeskiselld, ympyrélla.
Maaritelmén [B.1.1] mukaan

wo = In (r9) + 16y

on pisteen zp eréds logaritmi. Jos lahdetaan kiertdméan ympyraéd vastapaivaan ku-
ten neliGjuurifunktion tapauksessa liikkuen kerralla vain pienen kulmanmuutoksen
verran ja valiten pisteiden logaritmiksi edellisen pisteen logaritmia ldhinné oleva

logaritmi, tayden kierroksen jalkeen pisteen zy logaritmi on
In (o) + i(6p + 2m) = wq + i27.

Origo on téaten logaritmifunktion kiertopiste. Lisdksi koska jokainen uusi kierros vas-
tapaivaan lisda pisteen zg logaritmiin luvun 27, logaritmi ei milldan kierrosluvulla
palaa takaisin luvuksi wy. Origo on siis logaritmifunktion adrettomén kertaluokan
kiertopiste. Myo0s piste z = oo on logaritmifunktion adrettomén kertaluokan kierto-
piste, silld pisteen 1/zp = ry e’ (=%) eris logaritmi on In (ry ') +i(—6p) ja kierrokset
origon ympari vastapaivaén lisdavit logaritmiin luvun —i27. Muita kiertopisteita lo-
garitmifunktiolla ei ole, mikéd voidaan perustella vastaavasti kuin neliéjuurifunktion

tapauksessa.

3.2 Haarat ja leikkauskayrat

Olkoon Log (z) funktio, joka saa joukon C4, jokaisella kompleksiluvulla z arvoksi

luvun sen logaritmin, jonka imaginaariosa on luvun z pddargumentti © eli

Log (z) =1In(r) +iO.
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Log (z) on yksiarvoinen funktio, koska jokaisen nollasta poikkeavan kompleksiluvun
paaargumentti on yksikéasitteinen. Komponenttifunktioiden jatkuvuuden perusteella
Log (z) on jatkuva kaikkialla joukossa C.( paitsi negatiivisella x-akselilla, jossa paa-
argumentti on epajatkuva. Log (z) siis tdyttdd médritelméan ehdot ja on siten
logaritmifunktion haara. Tata padargumentin avulla maariteltyd haaraa kutsutaan
logaritmifunktion pddhaaraksi [2], ja sen tapauksessa logaritmifunktion leikkauskay-

rd on negatiivinen x-akseli.

Yleisemmin joukon Cq jokaisen luvun z logaritmiksi voidaan valita se logaritmi,
jonka imaginaariosa on luvun z yksikésitteinen argumentti joltain valilta (o, a+27],

jossa a on mielivaltainen reaaliluku. Jos tatd argumenttia merkitdan 6,, niin
log, (z) =In(r) +1i0,

on joukossa C.( yksiarvoinen funktio. Olkoon C, joukko, johon kuuluvat ne nollasta
poikkeavat kompleksiluvut, jotka eivat sijaitse origosta kulmassa « lahtevalld puo-
lisuoralla. Funktio log, (2) on jatkuva joukossa C,, sillda sen komponenttifunktiot

ovat téssd joukossa jatkuvat. Funktio log, (z) on siis logaritmifunktion haara.

Haara log, (z) ei ole jatkuva origosta kulmassa « lahtevilld puolisuoralla. Taméa
johtuu argumentin 6, epajatkuvuudesta, jonka takia lahestyttaessa puolisuoraa sen

eri puolilta haaran raja-arvot

lim log,, (ree @) = lim (In (r¢) 4 i(a + €)) = In (ro) + ia, (3.2)

e—0F e—0t

lim log, (1o’ @t?™9) = lim (In (r¢) + i(a + 2w — €)) = In (1) + i(a + 27) (3.3)

e—0t e—0t

ovat erisuuret. Témén perusteella origosta kulmassa a lahteva puolisuora on logarit-
mifunktion leikkauskéyra. Koska o on on mielivaltainen reaaliluku, kaikki origosta

lahtevat puolisuorat ovat logaritmifunktion leikkauskéyria.

Seuraavan lauseen mukaan haara log, () on bijektio, kun maalijoukko koostuu kai-
kista niistd kompleksiluvuista, joiden imaginaariosa on vililla («, « + 27]. Lauseen

todistus ja lausetta seuraavat havainnot ovat kirjoittajan omia.

Lause 3.2.1. Logaritmifunktion haara log, (z) = In(r) + 60, on bijektio joukolta
Co joukolle Sy ={z € C:a <Imz < a+ 2r}.

Todistus. Todistetaan bijektiivisyys todistamalla injektiivisyys ja surjektiivisuus.

Aloitetaan injektiivisyydestd. Olkoon z; = rie=1 ja 2z = rqe?2 nollasta poik-

keavia kompleksilukuja, joille on voimassa log, (z1) = log, (22). Talloin funktion
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log,, (z) méaaritelmén mukaan
In (7‘1> + iea,l =In (7‘2) + 2.00672.

Koska ndméa kompleksiluvut ovat yhté suuret, niiden reaali- ja imaginaariosat ovat
yhta suuret eli

In(r)=In(ry) ja 6Ou1 =040

)

Néistd vasemmanpuoleisen yhtasuuruuden perusteella lukujen modulit ovat yhté
suuret ja oikeanpuoleisen yhtasuuruuden perusteella luvuilla on sama argumentti.
Siispd ne ovat sama luku, minké perusteella log, (z) on injektio. Todistetaan viela
surjektiivisuus. Olkoon w = u+1v joukon S, kompleksiluku, jolloin @ < v < a4 27r.

u iU

Jos z = e"e", niin z on nollasta poikkeava kompleksiluku ja
log, () =lne" +iv =u+iv = w,

minké perusteella log, (2) on surjektio. O

Huomautus 3.2.1. Koska eksponenttifunktio on logaritmifunktion haaran log, (2)
kéaanteisfunktio, Lauseesta seuraa suoraan eksponenttifunktion bijektiivisyys
joukolta {z € C:a < Imz < a+ 27} joukolle Cy.

Haaran log, (z) arvojoukko koostuu siis kaikista niistd kompleksiluvuista, joiden
imaginaariosa on valilld (o, v+ 27|. Esimerkiksi pd&haaran Log (z) arvojoukko koos-
tuu luvuista, joiden imaginaariosa on valilla (—7, 7], ja haaran logs (z) arvojoukko
luvuista, joiden imaginaariosa on valilla (5,5 + 27|. Néitd arvojoukkoja on havain-
nollistettu kuvassa [3.11

Seuraavan lauseen mukaan logaritmifunktion haara log, (z) on analyyttinen jou-
kossa C,. Valitsemalla haara sopivasti logaritmifunktiota voidaan siten kasitell&
analyyttisena funktiona kaikkialla muualla joukossa C.q paitsi vapaasti valittavalla

origosta lahtevalld puolisuoralla.

Lause 3.2.2. Logaritmifunktion haara log, (z) = In(r) + i 0, on analyyttinen alu-
eessa C,. Lisdkst tassd alueessa

d 1
Zlog, (2) = -
0 (2) .

dz
Todistus. Mukaillaan todistusta [4, s. 165], ja todistetaan lause kdyttéen liitteen A
lauseen polaarimuotoisia derivoituvuuden Cauchy-Riemannin ehtoja. Jétetaan
argumentin 6, alaindeksi merkkaamatta, jolloin haaralla log, (z) on reaaliosan kom-

ponenttifunktio U(r,#) = In (r) ja imaginaariosan komponenttifunktio V(r,8) = 6.
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124

Im(w) =5+ 27

Kuva 3.1 Logaritmifunktion haarojen Log (z) ja logs z arvojoukot kompleksitasossa.

Nailla komponenttifunktioilla on alueessa C, jatkuvat osittaisderivaatat

U, = ja V., =0,

o I

Ug = ja Vg =1.
Osittaisderivaatat toteuttavat polaarimuodon CR-yhtéalot U, = Vj ja Uy = —rV,

alueen C,, jokaisessa pisteessd, joten CR-ehtojen perusteella log, (z) on derivoituva
alueen jokaisessa pisteessi ja

d o 11
Eloga(z):e (UT+ZW):WW—_

z

Koska alue C, siséltaa vain omia sisdpisteitdédn, log, (z) on alueessa analyyttinen.

O
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4. YLEINEN POTENSSIFUNKTIO

4.1 Maaritelma ja kiertopisteet

Kompleksinen yleinen potenssifunktio mééritelldan logaritmifunktion avulla. Maa-
ritelméé motivoi reaalisille funktioille voimassa oleva kaava x% = exp(aln (x)), jossa

notaation siistimiseksi eksponenttifunktiota merkitdan exp.

Maaritelma 4.1.1. |4, s. 171] Olkoon ¢ kompleksiluku ja z nollasta poikkeava

kompleksiluku. Yleinen potenssifunktio maaritelladn

2¢ = exp(clog (z)).

Potenssifunktion arvot ovat joukkoja, jotka koostuvat luvuista, joissa logaritmifunk-
tion sijalle on sijoitettu pisteen z logaritmeja. Potenssifunktiota ei tdssa tapaukses-
sa ole méaritelty origossa, koska logaritmifunktiota ei ole maéritelty origossa. Jos

kirjoitetaan ¢ = a + ib ja kaytetadn logaritmifunktion Maaritelmas (3.1.1}

clog (z) = (a +b)(In (r) + i0)
=aln(r) — b0 + i(ad + bln (r)),

jossa @ on jokin luvun z argumentti. Téll6in yleinen potenssifunktio voidaan esittia

muodossa
2¢ = {exp(aln (r) — b0) exp(i(ab + bIn (r))) : 6 € arg z}. (4.1)

Potenssifunktion yksittdisten arvojen modulit ovat siis muotoa exp(aln (r) — bf) ja

argumentit muotoa (af + bln (r)).

Funktion 2¢ yksittaisten arvojen maéara tietyssa pisteessa riippuu luvusta ¢ = a + ib.
Tamé nahdadn kolmessa seuraavassa esimerkissé, joissa tutkitaan potenssifunktion
yksittédisten arvojen madrad mielivaltaisella nollasta poikkeavalla kompleksiluvulla z
ja jotka kattavat kaikki mahdolliset luvun c arvot. Esimerkit ovat kirjoittajan omia.
Ensimmaisessa esimerkissa ¢ on kokonaisluku, toisessa jokin muu rationaaliluku kuin

kokonaisluku ja kolmannessa irrationaaliluku tai sen imaginaariosa b # 0.
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Esimerkki 4.1.1. Olkoon ¢ kokonaisluku. Talléin a = ¢ ja b = 0 yhtalossa (4.1) ja

se voidaan esittad muodossa

2¢ = {exp(cln (r)) exp(i(ch)) : 6 € arg z}
= {r¢exp(i(ch)) : 0 € arg z}.

Jos argumentti 0 kirjoitetaan padargumentin © avulla 6 = © + k27, jossa k on jokin
kokonaisluku, yksittaisten arvojen argumentit ovat muotoa ¢(© + k27) = cO +ck2.
Tasta nahdaan, ettd argumentit eroavat toisistaan luvun 27 monikerroilla. Lisdksi
koska yksittaisilla arvoilla on sama moduli ¢, ne ovat yksi ja sama kompleksiluku.
Jos siis ¢ on kokonaisluku, yleinen potenssifunktio z¢ on tavallinen yksiarvoinen

funktio.

Esimerkki 4.1.2. Olkoon c¢ rationaaliluku m/n, joka ei ole kokonaisluku ja jossa
luvuilla m ja n ei ole yhteista tekijaa. Talloin a = m/n ja b = 0 yhtélossa (4.1)) ja

se voidaan esittad muodossa

2"/ = {exp((m/n)In () exp(i((m/n)f)) : 6 € arg 2}
= {r™/™exp(i(mf/n)) : 6 € arg z}. (4.2)
Jos argumentti @ kirjoitetaan taas padargumentin avulla,

C) k2
Zm/n = fpmin exp(z‘(m + mren
n

)) ke Z). (4.3)

n

Funktion 2™ kaikilla yksittéisilli arvoilla on sama moduli ™. Kaavassa (4.3))

mE2T 6 ole mikddan luvun 27 mo-

luvun £ arvoilla 1,2,...,n — 1 argumentin termi
nikerta, silld muutoin luvuilla m ja n olisi yhteinen tekija. Témén vuoksi kaavan
antama funktion 2™™ yksittdinen arvo luvun k arvolla 0 on erisuuri verrattuna yk-
sittaisiin arvoihin luvun £ arvoilla 1,2,...,n — 1. Yksittaiset arvot kuitenkin ovat
samat luvun k arvoilla pn, jossa p on jokin kokonaisluku, silla talloin argumentit

eroavat luvulla pm2m.

Soveltamalla vastaavanlaista padttelyd kaavan (4.3]) antamiin funktion 2™/™ yksitti-
siin arvoihin luvun k arvoilla 1,2,...,n — 1 voidaan paatella, ettd namé yksittaiset
arvot ovat keskenaédn erisuuret, mutta ne toistuvat aina luvun k arvoilla luvun n

vilein. Funktiolla 2™ on siten tésmélleen n kappaletta yksittdisid arvoja.

Funktion z™/" kiertopisteet ovat origo ja piste z = oo, ja kummatkin ovat kertaluo-
kan n kiertopisteitd. Origon tapauksessa tdma ndhdaan aloittamalla origon kierto

ympyréd pitkin pisteestd zp = roe’, jossa yhtélon (4.2)) perusteella erds funktion



4.1. Maaritelma ja kiertopisteet 14

yksittdinen arvo on rj”/" exp(i(mby/n)). Yksittainen arvo k kierroksen jélkeen on

m/n . ) k2
7’0/ eXp(Z(m >+ = F))a
n n

ja vastaavilla perusteilla kuin ylempana tdmé palautuu alkuperaiseksi vasta n kier-
roksen jalkeen. Pisteessa z = oo paadytadan samaan lopputulokseen, silla pisteessa
1/20 = rotexp(i(—6y/n)) funktion erds yksittiinen arvo on ry ™™ exp(i(—mbo/n))
ja myo6s tama palautuu takaisin vasta n origon ympéri kuljetun kierroksen jalkeen.
Muita kiertopisteita funktiolla ei ole, mikd voidaan todeta vastaavasti kuin nelio-
juurifunktion tapauksessa.

Jos siis yleinen potenssifunktio on muotoa ™", jossa m/n on redusoidussa muo-
dossa eika se ole kokonaisluku, jokaisella joukon C.y kompleksiluvulla funktio saa
arvoksi n kompleksilukua ja origo seké piste darettomyydessa ovat funktion kertaluo-
kan n kiertopisteita. Téalla funktiolla on tarkedna erikoistapauksena n. juurifunktio
21/ jota kasitelladn tarkemmin aliluvussa .

Esimerkki 4.1.3. Viimeisené tutkitaan funktiota z¢ silloin, kun luvun ¢ = a + ib

reaaliosa a on irrationaaliluku tai imaginaariosa b # 0.

Kasitellaédn ensin tapaus, jossa a on irrationaaliluku. Yhtalon (4.1]) mukaan funktion
2¢ yksittéisten arvojen argumentit ovat muotoa af + b1n (7). Jotta yksittéiset arvot
luvun z eri argumenteilla 6 voivat olla samat, taytyy arvojen argumenttien erota jol-
lain luvun 27 monikerralla. Jos a on irrationaaliluku, tdma ei ole mahdollista, mika
nahdéan esittdmalla luvun z kaksi eri argumenttia padargumentin © avulla. Mikali
talloin yksittdisten arvojen argumentit eroaisivat toisistaan luvun 27 monikerral-
la, olisi olemassa kaksi erisuurta kokonaislukua n; ja ny sekd nollasta poikkeava
kokonaisluku £, joille olisi voimassa

(a(© 4+ ni2m) +bln(r)) — (a(© + no2m) + bln (r))) = k2.

Tamé sievenee muotoon a(n; — ny) = k, joka ei voi olla tosi, silld a(n; — ng) on

irrationaaliluku ja k kokonaisluku.

Kaésitelldan vield tapaus, jossa b # 0. Yhtélon (4.1)) mukaan funktion z¢ yksittdisten
arvojen modulit ovat muotoa exp(aln (r) — b6). Jos b # 0, modulit eivit ole samat
milldédn luvun z kahdella erisuurella argumentilla 6, silla reaalinen eksponenttifunk-

tio on aidosti monotoninen funktio.

Jos siis luvun ¢ reaaliosa on irrationaaliluku tai imaginaariosa ei ole nolla, yleisella
potenssifunktiolla 2¢ on jokaisella joukon Cyy kompleksiluvulla darettémén monta

yksittédista arvoa. Origo ja piste z = co ovat talloin molemmat funktion darettémén
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kertaluokan kiertopisteitd, mikd voidaan origoa kiertdessd perustella vastaavin ta-
voin kuin yksittaisten arvojen dareton maara. Muita kiertopisteita funktiolla ei ole,

miké voidaan jélleen todeta vastaavasti kuin neligjuurifunktion tapauksessa.

4.2 Haarat ja leikkauskayrat

Oletetaan jatkossa, ettd c ei ole kokonaisluku, jolloin z¢ = exp(clog (z)) on moniar-
voinen funktio. Jos jokaisella 2 € C4y logaritmifunktion arvoksi valitaan sen haaran

log, (z) arvo, saadaan yksiarvoinen funktio

2o = exp(clog, (2)). (4.4)

Koska sisafunktio clog, (z) on jatkuva alueessa C, ja ulkofunktio eli eksponent-
tifunktio on jatkuva kaikkialla, z$ on yhdistettynéd funktiona jatkuva alueessa C,.
Maaritelméan mukaan z¢ on siis yleisen potenssifunktion haara. Yleisen potens-
sifunktion padhaaraksi kutsutaan funktiota exp(cLog (z)), jossa logaritmifunktion

arvoista valitaan sen padhaaran arvot |2, s. 102].

Logaritmifunktion haaran raja-arvojen (3.2) ja (3.3) perusteella funktiolla z¢ on

origosta kulmassa « ldhtevaa puolisuoraa eri puolilta ldhetyttaessé raja-arvot

lim (roe’@*9) = exp(c(In (ro) + i), (4.5)
e—0F

lim (roe 7 9) = exp(c(ln (rg) + i(a + 27))). (46)
e—

Taman takia yleisen potenssifunktion haara z{ on epajatkuva talla puolisuoralla.
Kaikki origosta ldhtevét puolisuorat ovat siis myos yleisen potenssifunktion leik-
kauskéyria.

Seuraavan lauseen mukaan z¢ on analyyttinen samassa alueessa kuin logaritmifunk-
tion haara log, (z). Téstd johtuen valitsemalla logaritmifunktion haara sopivasti
my0s yleista potenssifunktiota voidaan késitella analyyttisend funktiona kaikkialla

muualla joukossa C( paitsi vapaasti valittavalla origosta lahtevélla puolisuoralla.

Lause 4.2.1. Yleisen potenssifunktion haara z& = exp(clog, (2)) on analyyttinen

alueessa C,,. Lisdksi tassd alueessa

—2z° = cz2¢

d -1
dZ [e% @ ‘

Todistus. Taydennetadn selitysté [2, s. 101]. Olkoon zg € C,. Lauseen mukaan

logaritifunktion haaran log, (z) derivaatan arvo pisteessi zy on i, joten funktion
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clog, (z) derivaatan arvo samassa pisteessia on c%. Liséksi koska exp(z) on itsen-
sé derivaatta kaikkialla, derivoinnin ketjusdénnon mukaan z5 = exp(clog, (2)) on

derivoituva pisteessa zy ja sen derivaatan arvo tassé pisteessa on

o exp(clog, z9) = exp(clog, zo)cz—o.

Logaritmin mééritelman perusteella voidaan kirjoittaa zo = exp(log, 2p), jolloin
1

exp(loga 20)
= cexp((c — 1) log, o).

— exp(clog, 29) = exp(clog, zo)c

dz

c—1
«

piste, 25 on derivoituva alueen jokaisessa pisteessa ja silli on pisteissa vastaava

Tédméa on funktion cz arvo pisteessa zp. Koska zy on alueen C, mielivaltainen

derivaatan arvo. Alue C, sisaltdd vain omia sisapisteitdan, joten 2 on alueessa

analyyttinen. |

4.3 Juurifunktio yleisen potenssifunktion erikoistapauksena

Olkoon n jokin lukua 1 suurempi luonnollinen luku. Léhestytadn téssa aliluvussa

n. juurifunktiota z'/™ yleisen potenssfunktion erikoistapauksena. Lahestymistapa on
kirjoittajan oma. Yhtalon (4.2)) perusteella

2= {/re%) g € arg 2} (4.7)

Esimerkin mukaan télla funktiolla on jokaisella méérittelyjoukkonsa Cg lu-
vulla n kappaletta yksittiisia arvoja, jotka yhtalon (4.3) perusteella ovat muotoa

C/?exp(i@ + m)),

n

jossa © = Argz ja 0 < k < n — 1. Namé luvut ovat luvun z n:nnet juuret. Li-

1/n

siksi esimerkin mukaan origo ja piste z = oo ovat juurifunktion z'/" kertaluokan n

kiertopisteita.

Edellisen aliluvun perusteella juurifunktion haarat ovat muotoa

zg/n = exp((l/n) log,, (Z>>
= exp((1/n)(In (1) +i6,))
— freitte/m)
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ja haara

2" = exp((1/n) Log (2)) = V/re©/ (48)

on juurifunktion padahaara. Lauseen perusteella z!/" on analyyttinen alueessa

Ca.

Lause 4.3.1. n. juurifunktion haara z}/™ = {/re!% /™ on bijektio joukolta Cao
joukolle {pei‘l5 p>0ja 2 << &4 %ﬂ}

Todistus. Késitelldan haaraa muodossa z!/" = exp((1/n)log, (2)). Lauseen m

«

mukaan log, () on bijektio joukolta Cg joukolle {z € C: a < Imz < a+27}, joten
funktio (1/n)log, () on bijektio joukolta Cg joukolle {z € C: ¢ <Imz < ¢+ 27}

Lisaksi Huomautuksen perusteella eksponenttifunktio on bijektio talta joukolta

1/n

J/" on

joukolle {pew tp>0jad < <24 2“}, joten n. juurifunktion haara z

n

funktioiden (1/n)log, (2) ja e yhdistettyna funktiona bijektio. O

Lauseen perusteella n. juurifunktion haaran z!/™ arvot ovat kaikki ne komplek-

siluvut, joilla on argumentti valilla (%, 2+ %’r} Vastaavasti haaran ziérngﬂ arvot ovat

2r «a

Lo+ %}, ja nain jatkaen

ne kompleksiluvut, joilla on argumentti valilla (% +
1/n

ot (n—1)2r ATVOL Ovat ne luvut, joilla on argumentti valilla

haaran z

_ (oz+ (n—1)27r’a+27r}.
n n n

a (n—121 o n2rm
(5 T

n n n

Tista nahdaan, ettd juurifunktion z'/” yhden haaran arvojoukko kattaa sektorina
yhden n:nnen osan nollasta poikkeavasta kompleksitasosta ja n kappaletta tarkoin
valittuja haaroja kattaa koko joukon C.o. Téama eroaa logaritmifunktiosta, jolla

mikaan maard haaroja ei kata koko kompleksitasoa. Kuvassa havainnollistetaan

1/4 /

N . o : 1/4 : .
juurifunktion z!/4 padhaaran z'/4 ja haaran z3/" arvojoukkoja.
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1/

Kuva 4.1 Juurifunktion z'/* haarojen 24 ja z3

1/4

7+ arvojoukot kompleksitasossa.

18
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5. ARKUSSINIFUNKTIO

5.1 Maaritelma ja kiertopisteet

Perustellaan arkussinifunktion maaritelma lahtien sinifunktion maaritelmaéasta kuten

[4, s. 189]. Yksi tapa méiritelld sinifunktio on eksponenttifunktion avulla

¥ —1z

e’ —e
21

sin z =

Merkitdin w = sin 2, ja ratkaistaan z. Yhtilo voidaan muokata muuttujan e suh-

teen toisen asteen yhtaloksi
e?* — 2jwe”” — 1 =0.
Soveltamalla tdhédn kompleksista toisen asteen ratkaisukaavaa saadaan

2w + ((—2iw)? — 4)2
B 2
= iw + (1 —w?)Y2,

eiz

jossa (1—w?)'/? on moniarvoinen juurifunktio. Ottamalla vield logaritmi molemmilta

puolilta seuraa
iz = log {z’w +(1— wz)l/z} & z=—ilog [iw + (1 - w2)1/2}.

Luvun z lauseketta ei tiassa tapauksessa ole méaaritelty luvun w arvoilla 1 tai -1, koska
juurifunktiota ei ole mééritelty kun 1 — w? = 0. Kaikilla muilla luvuilla w lauseke
on maééritelty, silld logaritmifunktion siséll oleva funktio iw 4 (1 —w?)'/? ei milldin
naistéd luvuista saa arvokseen nollaa, jolla logaritmifunktiota ei ole méaaritelty. Tama

nahdaan tekemalld vastaoletus

iw+(1-—uw)?=0 o (1-uw)?=—iw,
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josta molemmat puolet nelivimalla saadaan

1—w?=—-w? < 1=0.

Annetaan ylld olevan perusteella arkussinifunktiolle seuraava méaaritelma.

Maaritelma 5.1.1. Olkoon z jokin muu kompleksiluku kuin 1 tai —1. Arkussini-

funktio maaritellaan

arcsin z = —i log [zz +(1— 22)1/2}.

Arkussinifunktion arvot ovat joukkoja, jotka koostuvat luvuista, joissa logaritmi-
funktion sijalle on sijoitettu pisteen z logaritmeja ja juurifunktion sijalle toinen

juurifunktion yksittaisisté arvoista.

Funktiolla iz + (1 — 22)'/2 vaikuttaa olevan kiertopisteet z = 1 ja z = —1, silld origo
on neligjuurifunktion kiertopiste. Tamén perusteella ndméa pisteet saattaisivat olla

myos arkussinifunktion kiertopisteitd. Néin todella onkin [7, s. 119].

5.2 Paahaara ja siihen liittyvat leikkauskayrat

Jos arkussinifunktion méaarittelyjoukon jokaisessa pisteessa logaritmifunktion ja juu-
rifunktion arvoiksi valitaan funktioiden tiettyjen haarojen arvot, saadaan arkussini-
funktion haara. Jos arvoiksi valitaan funktioiden pddhaarojen arvot, saatua haaraa

kutsutaan arkussinifunktion paahaaraksi ja sitd merkitddn Arcsin z.[2, s. 113]

Tutkitaan yksinkertaisuuden vuoksi vain arkussinifunktion pddhaaraa Arcsinz ja
sithen liittyvia leikkauskayrid. Merkitsemalld juurifunktion pddhaaraa poikkeuksel-

lisesti (1 — 22)!/2 arkussinifunktion pdihaara voidaan kirjoittaa muodossa

Arcsin z = —iLog (iz + (1 — 2%)/?).

Tutkitaan, missd Arcsin z on epédjatkuva. Tamé osio on kirjoittajan omaa tyoté.
Aloitetaan juurifunktion paahaaran epajatkuvuuskohdista. Yhtéalon (4.8)) perusteella

tamé funktio voidaan esittdd muodossa

(1—22)Y2 = /|1 — 22| exp <2Arg<12_22)>

Jos z = x + 1y, niin
1—22=1— (2% — %) +i(—2zy).
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Koska pasargumentti Arg z on epijatkuva negatiivisella x-akselilla, Arg (1 — 2%) on
epajatkuva, kun
1—(2* —9*) <0 ja —2zy = 0.

Jalkimmaéisen yhtalon mukaan x = 0 tai y = 0. Jos = 0, lausekkeen 1— 22 reaaliosa

1 +y? on aina positiivinen, eika 1 — 2?2 siten sijaitse negatiivisella x-akselilla. Téaytyy

siis olla y = 0 ja 1 — 22 < 0 eli
r<—1 tai x> 1.

Kun 2 < —1 ja x-akselia liahestytdin ylapuolelta, lausekkeen 1 — 2? imaginaariosa
—2xy on positiivinen ja lihestyy nollaa, joten argumentilla Arg (1 — z2) on raja-arvo

7. Téman perusteella

(1—22)2 = Mexp (zW)

— /|1 — 22| exp (/;) = Va2 — 1i, (5.1)

kun z < —1 ja x-akselia ldhestytadn ylapuolelta. Akselia alapuolelta léhestyt-
tdessa imaginaariosa —2zy on negatiivinen ja lahestyy nollaa, joten argumentilla

Arg (1 — 2%) on raja-arvo —7. Tamén perusteella

(1—2)Y2 = /|1 — 22| exp (Z(_;T)> = —V22 — 1, (5.2)

kun x < —1 ja x-akselia ldhestytdan alapuolelta.

1/2 on siis epdjatkuva puolisuoralla (—oo, —1). Néy-

Juurifunktion padhaara (1 — 2?)
tetddn vield, ettd myos Arcsin z on epajatkuva talla puolisuoralla. Raja-arvon (5.1))

perusteella
Arcsin z = —i Log (iz + (1 — 2%)Y?) = —iLog (iz + Va2 — 1i), (5.3)

kun x < —1 ja x-akselia lahestytdan ylapuolelta. Vastaavasti raja-arvon ([5.2)) perus-

teella
Arcsin z — —i Log (ix — Va2 — 1i), (5.4)

kun z < —1 ja x-akselia lahestytdan alapuolelta. Koska logaritmifunktion péa-

haara on Lauseen mukaan bijektio sen arvojoukolle, raja-arvot (5.3) ja (5.4])
ovat erisuuret. Arkussinifunktion padhaara on tamén takia epéjatkuva puolisuoralla

(—o0, —1).
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Vastaavasti perustellen voidaan nayttaéd, ettd Arcsinz on epdjatkuva myos puoli-
suoralla (1, 00). Nama kaksi puolisuoraa ovat siten arkussinifunktion leikkauskéyrié.
Seuraavan lauseen mukaan Arcsin z on analyyttinen kaikkialla muualla sen maarit-

telyjoukossa paitsi nailld puolisuorilla.

Lause 5.2.1. Arkussinifunktion pddhaara Arcsinz = —iLog (iz + (1 — 22)Y/2) on
analyyttinen kaikkialla muualla kompleksitasossa paitsi puolisuorilla (—oo, —1] ja

[1,00). Lisiksi tassd alueessa

. 1
@ ATCSIHZ = m

Todistus. Todistus on kirjoittajan oma. Olkoon 2z kompleksitason piste, joka ei si-
jaitse puolisuorilla (—oo, —1] ja [1,00). Lauseen [£.2.1] ja ketjusdinnén perusteella
funktio (1 — 22)1/ 2 on derivoituva pisteessi z ja sen derivaatan arvo téssi pisteessi

on —z(1 —2%)~1/2. Tamén tiedon, lauseen ja ketjusddnnon perusteella Arcsin z

on derivoituva pisteessa z ja sen derivaatan arvo téssa pisteessé on

1+iz(1 — 22)"1/2

dz Tz (1= 22)12
Laventamalla lauseketta luvulla (1 — 22)!/2 saadaan
Arcs (1—22)Y2 iz 1 1
— Arcsin z = : - _
dz iz 4+ (1 =222 (1—22)1/2 (1 - 22)1/2

Luku z on lauseessa mainitun alueen mielivaltainen piste, joten Arcsin z on vastaa-
valla tavalla derivoituva kaikkialla alueessa. Lisdksi koska alue sisaltad vain omia

sisépisteitdan, Arcsin z on alueessa analyyttinen. [
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6. YHTEENVETO

Tamén tyon tarkoituksena oli selvittda, miten moniarvoisia funktioita kasitellaan
kompleksianalyysin perustason oppikirjoissa. TyoOssé esiteltiin moniarvoisiin funk-
tioihin liittyvéat kasitteet kiertopiste, haara ja leikkauskayra. Naité kasitteita havain-
nollistettiin logaritmifunktion, yleisen potenssifunktion ja arkussinifunktion avulla.
Liséksi naiden esimerkkifunktioiden avulla naytettiin, kuinka moniarvoisia funktioi-

ta voidaan kasitella analyyttisind funktioina.

Moniarvoisen funktion kiertopisteelld tarkoitetaan kompleksitason pistettd, jonka
kierron jalkeen moniarvoisen funktion yksittdinen arvo jossain pisteessé on eri kuin
ennen kiertoa. Moniarvoisen funktion haara on sellainen yksiarvoinen funktio, joka
saa jokaisessa madarittelyjoukkonsa pisteessé jonkin moniarvoisen funktion yksittéi-
sistd arvoista ja on yksittaisia kayria lukuun ottamatta méarittelyjoukossaan jatku-

va. Naita epdjatkuvuuskéyria kutsutaan moniarvoisen funktion leikkauskéyriksi.

Logaritmifunktion haarat saatiin valitsemalla jokaiselle méarittelyjoukon pisteel-
le sellainen logaritmi, jonka imaginaariosa eli pisteen argumentti on tietylla 27-
pituisella vililld. Yleisen potenssifunktion haarat saatiin valitsemalla funktion mééa-
ritelméssa kaytetyn logaritmifunktion arvoiksi sen jonkin haaran arvot. Vastaavasti
arkussinifunktion haarat saatiin valitsemalla sen méarittelméssa kaytettyjen loga-
ritmifunktion ja yleisen potenssifunktion erikoistapauksen arvoiksi niiden joidenkin

haarojen arvot.

Talla tavalla saatujen haarojen todistettiin olevan analyyttisid kaikkialla muualla
moniarvoisen funktion maarittelyjoukossa paitsi haaraan liittyvalla leikkauskayral-
la. Naiden esimerkkifunktioiden perusteella voidaan siis todeta, ettd kompleksiana-
lyysin perustason oppikirjoissa moniarvoisten funktioiden kasittely yksiarvoisina ja

analyyttisind funktioina perustuu funktion yksittaisten arvojen sopivaan valintaan.

Alan edistyneemmissa teksteisséd moniarvoisten funktioiden késittely eroaa huomat-
tavasti perustason oppikirjojen késittelystéd. Naissa funktioita ei maaritella tavallisel-
la kompleksitasolla, vaan kullekin funktiolle ominaisella Riemannin pinnalla (Rie-

mann Surface), jotka kuuluisa matemaatikko Bernhard Riemann esitteli vuonna
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1851 ilmestyneessd vaitoskirjassaan |3]. Intuitiivinen selitys Riemannin pinnoista
annetaan perustason oppikirjoissa [2] ja [4]. Esimerkki edistyneemmén tason oppi-

kirjasta on suuren suomalaisen matemaatikon Lars Ahlforsin teos Complex analysis:

An introduction to the theory of analytic functions of one complex variable.
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A. FUNKTION KARTEESI- JA
POLAARIMUODOT SEKA CAUCHY-RIEMANNIN
EHDOT

Olkoon z kompleksimuuttuja ja f tdman kompleksiarvoinen funktio. Funktion f
arvot voidaan ilmaista niiden komponenttien eli reaaliosan v ja imaginaariosan v
avulla f(z) = u + iv. Jos my6s kompleksimuuttuja z ilmaistaan sen reaaliosan x ja
imaginaariosa y avulla z = x 4 1y, funktion f arvon komponentteja u ja v voidaan

pitdd muuttujien z ja y funktioina. Talloin esitystapaa

f(z) = u(z,y) +iv(z,y).
kutsutaan funktion f komponenttiesityksen karteesimuodoksi.

Toisaalta jokainen nollasta poikkeava kompleksiluku z = = + 1y voidaan komplek-
sitason pisteend ajateltuna ilmaista polaarikoordinaateilla r ja 6, jossa r on pisteen
ja origon valisen janan pituus ja € on janan ja positiivisen x-akselin muodostaman
kulman suuruus. Eulerin kaava e = cos (¢) 4 sin (¢) antaa yhteyden esitystapojen

valille, silld sen perusteella
2(r,0) = re® = rcos (0) + irsin (6).

Funktion f arvon komponentteja voidaan siis pitdd myos muuttujien r ja 6 funk-

tioina. Télloin esitystapaa
f(z)=U(r,0)+iV(r,0)

kutsutaan funktion f komponenttiesityksen polaarimuodoksi. Eri muuttujien takia
komponenttifunktioita merkataan eri symboleilla verrattuna karteesimuotoon. Lau-
seet ja antavat karteesi- ja polaarimuodossa riittavat ehdot funktion deri-

voituvuudelle pisteessi. Ehtoja kutsutaan Cauchy-Riemannin (CR) ehdoiksi.

Lause A.1 (Cauchy-Riemannin ehdot karteesimuodossa). |4, s. 105]. Oletetaan,

etta funktio f(z) = u(x,y) +iv(x,y) on jatkuva pisteen zy = xo + iy jossain ympa-
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T15t08sa ja etta:

1. osittaisderivaatat u,, u,, vz, vy ovat olemassa kyseisessa ympdaristossa

2. osittaisderivaatat ovat jatkuvia pisteessd zy, ja ne toteuttavat siindg Cauchy-

Riemannin karteesiset yhtdlot u, = vy ja u, = —v,

Tdalloin f on derivoituva pisteessd zy ja

f(20) = ua(x0, o) + iva(w0, Yo).-

Lause A.2 (Cauchy-Riemannin ehdot polaarimuodossa). Oletetaan, ettd funktio

f(z) =U(r,0) +iV(r,0) on mddritelty pisteen zg = 19’ # 0 ympdiristissd ja ettd:

1. osittaisderivaatat U,, Uy, V.., Vo ovat olemassa kyseisessd ympdristossa

2. osittaisderivaatat ovat jatkuvia pisteessd zy, ja ne toteuttavat siind Cauchy-

Riemannin polaariset yhtilét rU, = Vy ja Uy = —rV,.

Tdlloin f on derivoituva pisteessd zy ja

f'(z0) = €7 (Uy(ro,00) + iV;(ro, b))

Todistus. Vaikka lauseen oletukset osittaisderivaattojen olemassaolosta ja jatkuvuu-
desta késittelevit vain polaarimuodon komponenttifunktioita U(r, ) ja V(r,0), to-
distuksessa [4, s. 111] niiden oletetaan olevan voimassa myos karteesimuodon kom-
ponenttifunktioille u(x, y) ja v(z,y). Mukaillaan tété todistusta ja todistetaan, etta
polaariset CR-yhtalot ovat yhtapitéavia karteesisten CR-yhtaloiden kanssa.

Pyritd4n ensin esittdmaan komponenttifunktioiden u(zx,y) ja v(z,y) osittaisderivaa-
tat komponenttifunktioiden U(r,0) ja V(r,0) osittaisderivaattojen avulla. Koordi-
naattimuunnoksilla x = r cos ja y = rsin # komponenttifunktioiden véilinen yhteys
on u(x,y) =u(rcos@,rsinf) =U(r,0) jav(z,y) = v(rcosd,rsinf) = V(r,0). Osit-

taisderivoimalla U(r, §) muuttujien r ja 6 suhteen saadaan ketjusdantoa soveltaen

OU _ouds oudy | OU _dudr  udy
or  Oxor  Oyor ) 00  0x 09 = Oy ol

eli
Uy =uzcos+u,sinf ja Uy= —u,rsinb + u,rcosé. (A.1)
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Vastaavalla tavalla komponenttifunktion V(r, #) osittaisderivaatoiksi saadaan
V. =v,co80 +v,sinf ja Vyp=—uvyrsinf + v,rcosé. (A.2)

Kertomalla yhtaloista (A.1) vasemmanpuoleinen luvulla 7 cosf ja oikeanpuoleinen

luvulla — sin # sekéd summaamalla téstd seuraavat yhtalot saadaan
U,rcosf — Ugsin 0 = u,r(sin 6% 4 cos 6?).

Kayttamalla identiteettia sin? 6 + cos? § = 1 ja jakamalla séteelld r (oletuksen z # 0

mukaan r # 0) saadaan
in 6
uy = U, cos — Vo im . (A.3)

Vastaavasti kertomalla yhtéloisté (A.1)) vasemmanpuoleinen luvulla 7 sin 6 ja oikean-
puoleinen luvulla cos @ ja ratkaisemalla summayhtilo saadaan
Up cos 6

uy = U, sinf + p— (A.4)

Menetteleméilld tdsmélleen samalla tavalla yhtéaloiden (A.2)) kanssa saadaan kompo-

nenttifunktion v osittaisderivaatoiksi

in
v, =V, cosf — Yosin : (A.5)
r
ja
Ve 0
vy = Vysing + —n” (A.6)
r
Jos polaariset CR-yhtalot rU, = Vj ja Uy = —rV,. ovat voimassa, niin yhtasuuruus

u, = v, seuraa yhtéloista (A.3)) ja (A.6), ja yhtasuuruus u, = —v, yhtéloistd (A.4) ja
(A.5). CR~yhtéloiden polaarisista versioista seuraa siis karteesiset versiot, ja Lauseen
perusteella f on derivoituva pisteessé zo.

Toisaalta, jos karteesiset CR-yhtalot u, = v, ja u, = —v, ovat voimassa, yhtaloisté
(A.1) vasemmanpuoleisesta ja yhtaloista (A.2]) oikeanpuoleisesta seuraa yhtésuu-
ruus U, = %Vb. Vastaavasti yhtéloista oikeanpuoleisesta ja yhtaloistéa
vasemmanpuoleisesta seuraa yhtasuuruus Uy = —rV,.. Nain siis CR-yhtéloiden kar-

teesisista versioista seuraa polaariset versiot.

Johdetaan vield lauseen esitys derivaatalle f’(zy) polaarimuodossa lédhtien (alain-

dekseja merkkaamatta) sen karteesisesta esityksestd f'(z) = wu.(z,y) + tv.(x,y).
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Tekemaélla yhtéloiden (A.3]) ja (A.5) mukaiset sijoitukset saadaan

in 0 in 6
Uy sin —i—i(VTCOSG—Vesm

T T

f'(z) =U,cosf — ).
Nyt polaarisista CR-yhtéloista seuraa
f'(2) =U,cos0 + V,sinh + i(V, cos @ — U, sin9),

joka sinin parittomuutta ja kosinin parillisuutta kayttden saadaan muotoon

1'(z) = U,(cos(—0) + isin(—0)) + iV, (cos(—0) + i sin(—0)).

29

Kéyttamalld Eulerin kaavaa e = cos ¢-+i sin ¢ ja merkkaamalla alaindeksit saadaan

lauseessa kaytetty esitys

f/(Zo) = B_ieo(Ur(T’o, 00) + Z'V;(To, 00))
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