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Terdsrakenteiden puristetuissa rakenneosissa yksi olennaisimpia mitoitusperusteita on
nurjahdusmitoitus, joka pddosin perustuu oikean nurjahduspituuden valintaan. Yksittéi-
sille rakenneosille on johdettu kirjallisuudessa valmiita nurjahduspituuksia, joita voidaan
suunnittelussa kéyttdd. Rakenteen ollessa monimutkaisempi, on tarkemman nurjahduspi-
tuuden miéritys monimutkaisempaa ja reunaehtojen on oltava todellisuutta vastaavia.

Poikittaistukemattomalla paarteella tydssé tarkoitetaan puristettua ristikkopilarin sisi- tai
kattoristikon alapaarretta. Niissd tapauksissa on perinteisesti kdytetty erillistd nurjahdus-
tuentajérjestelméad, jotta nurjahduspituutta tasosta poispéin on voitu pienentdi. Kuitenkin,
vaikka sisd- tai alapaarre on kokonaan ilman erillistd poikittaistuentaa, voidaan nurjah-
duspituutta redusoida selvésti, jopa arvoon 0,3...0,4*L, jossa L on paarteen pituus. Tama
perustetaan siithen, ettd ristikkoa hyddynnetdin kokonaisuutena ja otetaan huomioon uu-
masauvojen taivutus- ja liitosjaykkyydet sekd tukevan/vedetyn paarteen vdantdjaykkyys.

On olennaista ymmaértaa, ettd hyddynnettiessi ristikkoa kokonaisuutena poikittaistuke-
mattoman paarteen mitoituksessa, aiheuttaa se ristikkoon lisdrasituksia. Merkittdvin
ndistd on K-liitokseen kertyvd momentti tasosta poispdin. Ty0ssé lasketuissa ristikkopi-
lareissa kyseinen momentti vie liitoksen kapasiteetista noin 20...30%, kun se oletetaan
tasaisesti jakautuneeksi ja ristikosta hyddynnetdin kaikki kapasiteetti. Tatd ilmiota ei kui-
tenkaan esimerkiksi CIDECT:n ohjeessa mainita lainkaan.

Tyossi lasketaan elementtimenetelmélld erilaisia ristikkopilareita ja kattoristikoita kayt-
tiden seki kuori- ettd palkkielementtejd. Kuorielementtimallissa liitosjdykkyydet muodos-
tuvat automaattisesti oikein. Ty0ssé esitelldéin menetelma liitosjdykkyyden laskemiseksi,
jota voidaan hyodyntdd palkkielementtimallissa. Liséksi poikittaistukemattomasta paar-
teesta muodostetaan analyyttinen rakennemalli, jonka avulla suunnittelija voi méarittda
nurjahduspituuden. Ty0ssé laskettuja tuloksia verrataan myos CIDECT:n julkaisemaan
ohjeeseen vuodelta 1982, jonka avulla voidaan suoraan laskea nurjahduspituuksia tdmén-
kaltaisille tapauksille. CIDECT:n menetelmai ja tydssd kehitettédvé analyyttinen rakenne-
malli tuottavat lihes saman suuruiset nurjahduspituudet tutkittaville ristikoille.



i

ABSTRACT

TUOMAS HAAPANEN: STABILITY OF A LATERALLY UNSUPPORTED
CHORD

Tampere University of Technology

Master of Science Thesis, 107 pages, 14 Appendix pages

August 2017

Master's Degree Programme in Civil Engineering

Major: Structural Design

Examiner: Professor Sami Pajunen

Keywords: buckling length, laterally unsupported chord, linearized buckling anal-
ysis, non-linear finite element method, rotational stiffness

Buckling analysis, which mainly based on the right choice of buckling length, is the most
fundamental part of designing compressed steel structures. In the literature, the complete
buckling lengths for separated structural components have been demonstrated to facilitate
designing. The more complicated structure, the more challenging it is to define the precise
buckling length, and on top of that, boundary conditions must correspond to the reality.

In this Thesis, a laterally unsupported chord indicates to an inner chord of a lattice column
or a bottom chord of a truss. In these cases, a separated buckling restraint system is tradi-
tionally used to reduce an out-of-plane buckling length. Although the inner or bottom
chord is without buckling restraint, the buckling length can significantly be decreased,
evenup to 0,3...0,4*L, where L is the total length of the chord. This is based on the fact,
that there is a lot of capacity when a truss/a lattice column is considered as an entirety,
bending and rotational stiffness of brace members and torsional stiffness of tension/sta-
bilizing chord as a real.

It’s necessary to understand, that by considering a truss/a lattice column as an entirety
when designing a laterally unsupported chord, it causes additional stresses to truss or lat-
tice column. The most significant additional stress is an out-of-plane moment which
builds up in K-joint. On the lattice columns, which are calculated in this Thesis, this mo-
ment takes approximately 20...30% of a capacity of K-joint if it’s assumed to be con-
stantly divided and all capacity of a lattice column is utilized. This phenomenon isn’t
mentioned in CIDECT’s instruction at all.

In this Thesis, different lattice columns and trusses are calculated by using FEM and both
shell elements and beam elements. In shell element model, the rotational stiffness of K-
joint is formed automatically correctly. A method to determine a rotational stiffhess of K-
joint is also presented in Thesis. Additionally, an analytical model of a laterally unsup-
ported chord is formed. Employing this model, a designer can determine a buckling
length. All results are compared to CIDECT’s instruction by with a buckling length can
also be determined. CIDECT’s and Thesis’ methods generate almost same out-of-plane
buckling lengths to the laterally unsupported chord.
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1. JOHDANTO

Useilla suunnittelijoilla on luontainen ymmarrys stabiilisuuden, tai sen rajatilan, mééri-
telmadstd — pieni kuormanmuutos aiheuttaa ison siirtymdmuutoksen. Rakenteen stabiili-
suudella tarkoitetaankin yleisesti rakenteen tai rakennusosan kykyé ottaa vastaan kuor-
mitusta ilman, ettd siirtymat, kiertymadt tai venymaét ldhtevét suureen kasvuun. Stabiili-
suusteorian ja sen, miksi rakenteesta tulee epdstabiili, ymmaértdminen onkin olennaista
insindoreille, jotka suunnittelevat turvallisia rakenteita. Terdsrakenteiden pdivittdisessd
suunnittelussa puhutaan nurjahdusilmidsté stabiilisuusilmion sijaan ja titd késitettd kay-
tetddn tdssdkin tyossd. Nurjahdus termind kuvaa nimenomaan sauvamaisen rakenteen il-
miotd, kun esimerkiksi lommahdus on niin ikdén stabiilisuuden menetyksen ilmid, mutta
tasomaisille rakenteille.

Puristetun rakenneosan nurjahdustehtivd perustuu pdfosin oikean nurjahduspituuden
madrittdmiseen. Sauvan nurjahduspituudella tarkoitetaan nurjahdusmuodon kahden pe-
rakkiisen kddnnepisteen vilimatkaa [7]. Kuvassa 1.1 on muutama esimerkki nurjahdus-
pituudesta.

a)ln=f b).ﬁ):z‘ C}I(p:o,TI

Kuva 1.1 Nurjahduspituuden esimerkkejd. [7]

Yleisesti voidaan todeta, ettd mitd pienempi on rakenteen nurjahduspituus, sitd suurempi
on sen kriittinen kuorma nurjahduksen suhteen. Kuvasta 1.1 ndhdddn, ettd nurjahduspi-
tuus on tdysin riippuvainen tukiehdoista. Pitkd ja puristettu rakenneosa jaetaankin usein
pienempiin osiin sidejirjestelmédlld, uumasauvoilla tai erilliselld nurjahdustuennalla.
Suunnittelijan on olennaista ymmartéa, ettd nurjahdustuennalla on sen kestdvyyden li-
saksi oltava riittdva jaykkyys [21][22]. Toisaalta nurjahdustuennan jaykkyydelld on vai-
kutus tuettavan rakenneosan nurjahduspituuteen [9]. Tassé tydssd rajataan nurjahdustu-
ennan jaykkyyden tarkastelu padosin pois. Aihetta kuitenkin sivutaan mydhemmissa kap-
paleissa. Yleisesti tdsséd tyossd puhuttaessa nurjahdustuetusta rakenteesta, tuennan olete-
taan olevan seka riittdvén kestdva, ettd jaykka.



Stabiilisuuden laskenta ja sen huomioon ottaminen tulee aina kyseeseen, kun suunnitel-
laan puristettuja rakenteita kuten pilaria tai ristikon puristettua paarretta. Myds palkin
kiepahdusilmi6 seké esimerkiksi isoja levykenttid sisdltdvin korkean I-palkin paikalliset
lommahdusilmiét luetaan stabiilisuustehtdviksi. Rakenteen tai rakenneosan nurjahdus voi
tapahtua rakenteen tasossa tai rakenteen tasosta poispéin. Rakenteet tulee luonnollisesti
mitoittaa molemmille ilmidille. Usein rakenteet tuetaan erilliselld nurjahdustuennalla ta-
sosta poispdin tapahtuvassa nurjahduksessa, silld jaykkyys tdhén suuntaan on tavanomai-
sesti pienempi kuin tasonurjahduksessa.

Téssd tyossd keskitytddn tasosta poispdin tapahtuvaan nurjahdukseen. Erityisesti tyon tar-
koituksena on tutkia poikittaistukemattomien rakenteiden nurjahdusta. Tyypillisié tillai-
sia rakenteita ovat korkean ristikkopilarin sisdpaarre seké kattoristikon alapaarre niissi
tapauksissa, kun ne menevit puristukselle joko tietyltd osaa paarretta tai koko paarteen
matkalta. Ristikkopilareita kdytetddin teollisuusrakentamisessa, kun pilarilta vaaditaan
suurta normaali— ja taivutuskestdvyyttd (esim. nosturirata) ja/tai pilari on hyvin korkea
[17]. Kattoristikon alapaarre voi menné puristukselle johtuen muun muassa ristikon jay-
kastd kiinnityksestd pilariin, poikkeuksellisesta sidejérjestelystd tai kevytrakenteisissa
halleissa tuulen imukuormasta [25].

Tyon tarkoituksena on tutkia edelld mainittuja rakenteita ja selvittdd kriittisen kuorman
perusteella puristetun rakenneosan nurjahduspituus tasosta poispéin tapahtuvaa nurjah-
dusta vastaan. Useissa ldhteissd ja arkisuunnittelussa on usein tyydytty varustelemaan
esimerkiksi ristikkopilarit erilliselld nurjahdustuennalla seka todettu, ettd nurjahduspituus
em. tapauksissa on nurjahdustukien vélimatka. Tamé ldhestymistapa on siind mddrin pe-
rusteltua, ettd ristikon puristetun paarteen on helppo mieltdd toimivan télld tavoin.

Edelld mainittu ei kuitenkaan ota milldan tavoin huomioon ristikon rakennetta kokonai-
suutena. Tarkoituksena on selvittdd, mikd vaikutus ristikon vetopaarteella ja tietyn jayk-
kyyden omaavilla uumasauvojen liitoksilla on puristuspaarteen kriittisen kuorman ar-
voon. Kun ristikkoa ajatellaan kokonaisuutena, on ristikon vedossa olevien osien ja uu-
masauvojen kautta muodostuvalla vddntojaykkyydelld stabiloiva vaikutus [1]. Mikili
edelld mainitut asiat voidaan luotettavasti hyodyntdd, voidaan saavuttaa taloudellisia
sadstoja. Lisdksi etenkddn ristikkopilarin sisdpaarteessa ei voi aina arkkitehtonisista
syistd/kdyttdjan vaatimuksista johtuen kayttdd nurjahdussiteitd mielivaltaisesti, silld teol-
lisuushallilta voidaan vaatia leveyttd rakennuksen toiselta ulkopaarteelta toiselle ulko-
paarteelle.

Diplomitydn tavoite on tuottaa ohje edelld mainitun nurjahduspituuden méérittdmiseen,
jota voidaan luotettavasti kdyttad, mutta eiole liian konservatiivinen. Tydssd kdydédén lidpi
stabiilisuusteorian perusteita, pyritddn yksinkertaisin esimerkein johtamaan kriittisen
kuorman arvo ldhtien puristetun ja taivutetun sauva-alkion differentiaaliyhtilosta. Talla
tavoin tuodaan esiin mitkd asiat vaikuttavat laskentaohjelmista saataviin tuloksiin ja



kuinka tuloksia tulisi tulkita. Lisdksi esitelldén pintapuolisesti niin lineaarisen kuin epé-
lineaarisen elementtimenetelmin perusteet nurjahduskuorman maérittdmiseksi. Poikit-
taistukemattoman paarteen nurjahduksesta tehddén analyyttinen malli, joka on mahdol-
lista suorittaa kdsin laskentana”. Tydssd tehddin FEM-laskentaa kdyttden Ansys- ja
RFEM-ohjelmia, joilla on tarkoitus verifioida médéritetty analyyttinen malli. Liséksi kir-
jallisuudesta etsitdéin menetelmid, joilla titd asiaa on hoidettu ja haetaan vertailutuloksia
my0s sielta.



2. STABIILISUUSTEORIA

2.1 Yleista

Stabiilisuus on 1lmid, joka toisessa tapauksessa voi olla hyvin herkka alkuhéiridille, kun
toisessa tapauksessa tutkittava kohde ei juurikaan vilitd siithen kohdistuvista alkuhéiri-
Oistd stabiilisuuden menetyksen kannalta. Suunnittelijan on luonnollisesti olennaista ym-
mértdd mihin kategoriaan oma suunnittelukohde kuuluu.

Alkuhéirioherkkyyden lisdksi tehtdvdsté riippuen rakenne voi stabiilisuuden menetyksen
jalkeen joko olla kykenevé ottamaan vastaan kuormitusta (hardening post-buckling beha-
vior) tai pdinvastoin olla tdysin kykenemiton vastaanottamaan kuormitusta endé stabiilisu

uden menetyksen jilkeen (softening post-buckling behavior). Tétd ilmiotd havainnollis-
tetaan yksinkertaisella esimerkilld tulevassa kappaleessa, kun ei tehdd oletusta pienistd
siirtymistd. Suurten siirtymien teorialla pystytdan kuvaamaan rakenteen todellista kayt-
taytymistd, kun siirtymét alkavat kasvaa suuriksi.

Kolmas epdavarmuutta lisddva tekijd on kdytossd oleva materiaalimalli. Terdsrakenteiden
kohdalla tdma tarkoittaa materiaalin plastisoitumista. Harvoin kuitenkaan rakenteen jan-
nitykset kasvavat myotorajalle saakka ennen stabiilisuuden menetysti. Usein suurten siir-
tymien sekd plastisoitumisen huomioon ottaminen tulee kyseeseen, kun halutaan tietdé
rakenteen kéyttdytymisté stabiilisuuden menetyksen jilkeen.

Edelld mainittuja ilmiditd kuvataan seuraavissa kappaleissa erikseen yksinkertaisin esi-
merkein. Stabiilisuustehtéivin analyyttinen ratkaiseminen monimutkaistuu huomattavasti,
kun ndmaé kaikki tekijdt otetaan yhtd aikaa huomioon. Ratkaisua voidaan niissa tapauk-
sissa hakea esimerkiksi energiamenetelmilld. Yksi paljon kdytdssé oleva menetelmé on
elementtimenetelmad, joka perustuu energiamenetelméén ja nykyaikaiset elementtimene-
telmdan perustuvat ohjelmat pystyvitkin ratkaisemaan niitd tehtdvid suhteellisen nope-
assa ajassa.

Eurokoodin mukaisessa terdsrakenteiden mitoituksessa rakenteen epatarkkuustekijét ku-
ten alkuhiiriot ja jadnndsjdnnitykset otetaan huomioon erilliselld kertoimella [14]. Ker-
roin on riippuvainen my6s poikkileikkauksen tyypistd, silld jaddnnosjénnitykset ovat poik-
kileikkauksesta riippuvaisia. Eurokoodi sallii FEM-analyysia kaytettidessd rakenteen al-
kuhéirioksi kimmoteorian mukaisen nurjahdusmuodon. Hiirion amplitudiksi eurokoodi
antaa myos ohjeen, joka riippuu analyysityypistd sekd tarkasteltavan rakenteen profiilista
[14][15].

Erilaiset rakenteet kdyttdytyvit hyvin eri tavoin stabiilisuuden menetyksen hetkelld kuten
kappaleen alussa todettiin. Helposti voidaan luokitella ainakin kolmeen eri kategoriaan



rakenteen tapa menettdd stabiilisuutensa. Havainnollistetaan tétd erilaisten voima-siir-

tymi-kuvaajien avulla, joita on esitetty kuvassa 2.1.
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Kuva 2.1 Erilaisia tasapainopolkuja sekd vastaavia tyypillisid rakenteita.

Kuvassa 2.1 ehjilld viivalla kuvataan virheetontd rakennetta ja katkoviivalla kuvataan
virheellistd, esimerkiksi alkutaipumalla héirittyd rakennetta. Kuvassa vasemmanpuolei-
nen tasapainopolku on hyvin tyypillinen puristetulle ohutseindmaiselle sylinterille. Nah-
dadn, ettd tdmén tyyppinen rakenne on hyvin herkka alkuhiiridille, ja alkuhdiriottoman
rakenteen kriittinen kuorma voi olla huomattavasti suurempi kuin héirityn. Kuvassa kes-
kelld oleva tasapainopolku on tyypillinen ldpilyontitehtdvé, esimerkiksi kaarisilta, jota
painetaan keskeltd. Lapilyonti ei ole kovin herkka alkuhiiridille, mutta ndissa tehtévissa
korostuu suurten siirtymien teorian térkeys. Pienten siirtymien teoriaan perustuvan line-
aarisen laskennan nurjahduskuorma on huomattavasti epédvarmalla puolella, koska siirty-
mét ennen stabiilisuuden menetystd (ldpilyontid) ovat suuria. Kdytdnnon elaméstd oiva
esimerkki on Turun Myllysilta, joka notkahti keskeltd yon aikana vuonna 2010 [30]. Oi-
keanpuoleinen tasapainopolku on tyypillinen sauvarakenteille ja tdssd tydssa tutkittava
poikittaistukematon paarre voidaan luokitella tdhdn kategoriaan. On huomattava, ettd
kriittistd kuormaa kuvaava kdyran vaakasuora osuus voi olla ylos- tai alaspédin kaareutuva
riippuen siitd, onko rakenne kykenevi ottamaan kuormaa stabiilisuuden menetyksen jdl-

keen vai ei. Aiheeseen palataan myohemmin kappaleessa 2.2.3.



Nurjahdukseksi kutsutaan ilmiotd, kun suora ja hoikka sauva (tai rakennekokonaisuus)
siirtyy puristavan voiman vaikutuksesta &killisesti vaakasuuntaan sen pituussuuntaisesta
asemastaan [20]. Usein puristetun sauvan tasapainoa havainnollistetaan pohtien kuvan
2.2 mukaisen pallon tasapainoa eri tilanteissa.

2y

(a) (b} (c)

Kuva 2.2 Tasapainotilan luonne. [20]

Kun kuvan 2.2 tapauksessa (a) pallolle annetaan pieni siirtymd sen alkuperdisestd pai-
kasta, se palaa takaisin paikoilleen, kun hédiritsevd voima poistetaan. Kappaleen kayttdy-
tyessd niin, sanotaan sen olevan stabiilissa tasapainotilassa. Pallon pienikin siirto sen ta-
sapainoasemastaan kasvattaa pallon potentiaalienergiaa. Kun kuvan 2.2 osan (b) palloa
héiritdén, se ei koskaan palaa, vaan jatkaa kulkuaan alkuperdisesté tasapainoasemastaan.
Pallon tasapainoa kutsutaan labiiliksi (epédstabiili). Pienikin siirtyma pallon tasapainoase-
masta pienentdd pallon potentiaalienergiaa. Voidaankin sanoa, ettd stabiilissa tasapaino-
asemassa systeemin energia on minimi ja epistabiilissa tasapainossa se on maksimi [20].

Kuvan 2.2 pallo osassa (c) ei hdirion jalkeen palaa alkuperdiseen asemaansa, mutta ei
my06skadn jatka kulkuaan, kun héiritsevd voima poistetaan. Tdmén tyyppistéd tasapaino-
asemaa sanotaan neutraaliksi tasapainoasemaksi. My0s termié indifferentti tasapaino-
asema kaytetddn [19]. Yleisesti oletetaan, ettd stabiilin ja epistabiilin tasapainoaseman
rajapinnassa on olemassa neutraali tasapainoasema. Kuorma, jolla suora pilari tai sauva
ei ole endd stabiili, on kuorma, jolla neutraali tasapainoasema on mahdollinen. Tama
kuorma mielletddn yleisesti kriittiseksi kuormaksi.

Madrittadkseen sauvan kriittisen kuorman, taytyy loytdd se kuorma, jolla sauva voi olla
tasapainossa sekéd suorassa, ettd hieman taivutetussa asemassaan. Taivutetun aseman suu-
ruutta ei ole madritelty, vaan se on kasitteellinen. Néin ollen sauvan vapaakappalekuva
taytyy piirtdd hieman taivutetussa muodossa.

Sauvan kriittiselld kuormalla, priméérinen tasapainopolku saavuttaa haarautumispisteen
ts. bifurkaatiopisteen, jonka jilkeen haarautuu neutraalille tasapainopolulle. Kuvassa 2.3
on esitetty eri tasapainotilat sekd ympyrilld merkitty bifurkaatiopistetta.
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Kuva 2.3 Tasapainopolut ja haarautumispiste. Pystyakselilla sauvan normaalivoi-
man suhde kriittiseen kuormaan ja vaaka-akselilla sauvan kiertymd. [19]

On syytéd kuitenkin korostaa, ettd kuvan 2.3 mukaisen tasapainopolun oletuksina ovat
muun muassa: sauva on tdydellisen suora, puristava voima vaikuttaa keskeisesti poikki-
leikkauksessa, siirtymét/kiertymat ovat pienid. Voidaankin helposti todeta, etti ei ole ole-
massa pilaria, joka tdyttda edelld mainitut oletukset. Témédn tyyppinen nurjahdusanalyysi
antaakin kriittiselle kuormalle yldraja-arvion, mikd myds myohemmin osoitetaan useissa
eri yhteyksissé.

Yksittdisen sauvan nurjahduskuormalle on mahdollista johtaa kdytetyn teorian puitteissa
tarkka ratkaisu taipuman differentiaaliyhtilostd [19]. Tdmén tyon teoriaosuudessa keski-
tytdén puristetun ja taivutetun sauvan ratkaisuun kdyttien tarkan ratkaisun antavaa tasa-
painomenetelmdd sekd approksimaation antavaa energiamenetelmdd. Energiamenetel-
méa ja sen perusteita késitellddan pintapuolisesti, koska elementtimenetelmd, joka niytte-
lee isoa osaa tdssd tydssid, perustuu energiamenetelmain.

Rakenteen kriittinen kuorma voidaan selvittdd myos kéyttiden joko lineaarista tai epdline-
aarista elementtimenetelmdd. Elementtimenetelmé perustuu potentiaalienergian minimin
periaatteeseen. Elementtimenetelmi on nykypéivina erittdin suosittu ja tehokas tydkalu
monimutkaistenkin rakenteiden analysointiin.

Elementtimenetelméssi jokaiselle elementille muodostetaan jaykkyysmatriisi sekd geo-
metrinen jaykkyysmatriisi, joka sisédltdd kuormitustiedot. Kriittinen kuorma lasketaan
ndiden avulla ominaisarvotehtévésti. Linearisoitu nurjahdusteoria olettaa bifurkaatiopis-
teen olemassaolon [4]. Edellisen perusteella voidaankin todeta, ettd linearisoidulla ele-
menttimenetelmdlld saatuun nurjahduskuorman arvoon tulee suhtautua suurella kriitti-
syydelld. Useimmat nurjahdustehtévit tulisikin ratkaista kdyttden epélineaarista element-
timenetelmdd, missd voidaan ottaa huomioon siirtymien vaikutukset rakenteen jaykkyy-
teen sekd materiaalin plastisoituminen. Tyon yksi tavoitteista on tuoda esiin linearisoidun
ja epélineaarisen elementtimenetelmin erot nurjahdusanalyysissa.



2.2 Tarkka ratkaisu differentiaaliyhtalosta

Puristetun ja taivutetun sauvan differentiaaliyhtélé johdetaan kuvan 2.4 mukaisesta Ax
pituisesta alkiosta. Puristavan voiman oletetaan olevan vakio alkion matkalla. Lisédksi on
olennaista tiedostaa, ettd tdssd ty0ssd keskitytddn vain Eulerin-Bernoullin palkkiteoriaan
perustuviin palkkielementteihin. Niin ollen leikkausmuodonmuutoksia ei oteta huomi-
oon eli palkin poikkileikkaus sdilyy taivutettunakin tasona, joka on kohtisuorassa palkin
pituussdikeitd vastaan. Homogeenisen ja hoikan pilarin tapauksessa leikkausmuodon-
muutoksen vaikutus nurjahduskuormaan on pieni [19].

T T+ Ax T, u
I

el

M+ AM
g

Vyo L :

Kuva 2.4 Sauvan alkio. [19]

Alkion vasemman péén ympdri otettu momentin tasapainoyhtdlé on

Ax o 2.1)
qAx7 +M— M+ AM) + (Q + AQ)Ax + PsinAv'Ax = 0
Koska siirtymat oletetaan pieniksi, seuraavat approksimaatiot ovat voimassa:
e cosf =1
o sind~tand ~ 6 ==L
Ax
o AV xAx =0
o AQxAx =0
e (Ax)? = 0[5].
Ottamalla huomioon edellé luetellut yksinkertaistukset, kaava (2.1) tulee muotoon
—AM + QAx =0, (2.2)

joka voidaan kirjoittaa kaavan (2.3) muotoon jakamalla termilld Ax



AM 2.
M 23)
Rajalla Ax—0 saadaan yhteys
M' = Q, (2.4)
jossa on merkitty ()" = %;) [19].
Pystysuuntaisten voimien tasapainoehdosta saadaan kaavan (2.5) mukainen yht&lo
Qcosv' — (Q + AQ) cos(v' + Av') — Psinv’ (2.5)

+P sin(v' + Av') — qAx = 0,

johon sijoittamalla mainitut pienten siirtymien approksimaatiot, kaava (2.5) sievenee
muotoon

—AQ + PAv' — qAx = 0. (2.6)

Jakamalla kaavaa (2.6) alkion pituudella Ax ja kdyttaméalld samaa menetelmaé kuin edelld

saadaan differentiaaliyhtdlo
QI _ Pv” + q — O. (2.7)

Sijoittamalla yhteys (2.4) differentiaaliyhtdloon (2.7) saadaan lopulta puristetun ja taivu-
tetun sauvan differentiaaliyhtélo

M" —Pv" +q=0. (2.8)

Kimmoisen sauvan momentin ja kaarevuuden vélilld on kaavan (2.9) mukainen yhteys.
Yhteys on johdettu useissa ldhteissé, [5][13] eiki sitd esitelld tdssé tydssa.

M = Elx, (2.9)

jossa E on materiaalin kimmokerroin, I nelidmomentti ja k¥ kimmoviivan kaarevuus. Tai-
puneen palkin kaarevuus on
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k= —"—[5] (2.10)

1+@")?)z

Koska siirtymit oletetaan edelleen pieniksi, kaavan (2.10) nimittdjd lihestyy arvoa 1 ja
sijoittamalla saatu tulos kaavaan (2.8) seké jérjestelemilld termit uudelleen saadaan lo-
pulta puristetun ja taivutetun sauvan differentiaaliyhtilé muotoon

q 2.11)

vllll +k2'l7” — .
EI

Kaavassa (2.11) on merkitty k = \/g. Yhtilo (2.11) on neljdnnen kertaluvun differenti-

aaliyhtdlo ja sen ratkaisu on tunnetusti

v(x) = Asinkx + Bcoskx + Cx + D + v, (2.12)

jossa v, on poikittaiskuormasta q (x) riippuva yksityisratkaisu [19] ja kertoimet A, B, C

ja D ovat reunachdoista riippuvia vakioita.

2.2.1 lIdeaalisauva

Seuraavissa kappaleissa tarkoituksena on yksinkertaisten esimerkkien avulla havainnol-
listaa alkuhdirion, suurten siirtymien huomioon ottamisen sekd plastisoitumisen vaiku-
tusta kriittiseen kuormaan. Laskelmat perustetaan edelld johdettuun differentiaaliyhta-
166n, eli tulokset ovat teorian puitteissa tarkkoja. Esimerkit lasketaan ottaen edelld mai-
nitut tekijdt huomioon yksi kerrallaan. Néin toimitaan, koska tehtdva on todella haastava,
jopa mahdoton, ratkaista analyyttisin kaavoin, mikéli kaikki tekijét otettaisiin huomioon
samaan aikaan.

Ensimmadisend esimerkkind tarkastellaan kuvan 2.5 mukaista molemmista péistd nivel-
tuettua sauvaa. Sauvan oletetaan olevan tdysin suora, puristavan kuorman ajatellaan vai-
kuttavan keskeisesti poikkileikkaukseen, pienten siirtymien teoria on kaytdssa seka kriit-
tisen kuorman oletetaan olevan kimmoisten jannitysten alueella eli sauvan kayttaytymi-
nen on hyvin ideaalinen. Sauvan reunaehdot ovat

e v(0)=0
o M(0)=EIv"(0) =0
e v(L)=0

e M(L)=EIv'(L) =0.
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Kuva 2.5 Niveltuettu sauva. [5]

Koska poikittaiskuormitusta ei ole, differentiaaliyhtéld (2.11) menee nyt muotoon
v+ k*v" = 0. (2.13)
Yhtilon ratkaisu on kaavan (2.12) mukainen ja sen toinen derivaatta on
v'" (x) = —Ak?sinkx + Bk?coskx. (2.14)

Sijoittamalla taipuman ja sen derivaatan lausekkeet (2.13) ja (2.14) médritettyihin reuna-
ehtoihin saadaan yhtdloryhma

B+D=0
Bk? =0
AsinkL + BcoskL +CL +D =0
—Ak?sinkL + Bk?coskL = 0.
Kokoamalla yhtidloryhméa matriisimuotoon saadaan

e

0 1 0

0 k? 0
sinkL coskL L
—k?sinkL k?*coskL 0

O R O K
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Yhtilon (2.15) kerroinmatriisin determinantin tulee olla nolla, jotta silld olisi ei-triviaali
ratkaisu. Néin ollen voidaan kirjoittaa

k*Lsin(kL) = 0. (2.16)

Koska k?L # 0, niin kriittiselle kuorman ratkaisulle saadaan lopulta lauseke

kL = /ﬁ =nt > P, = LZEI, @17)
El

12

missd n = 1,2,3, ... ja sauvan kriittinen kuorma nurjahduksen suhteen saadaan kaytté-
mélli alinta ominaisarvoa k = k; = n/L (n=1). Nurjahduskuorma on siten

_mPEl (2.18)

cr T 12 - 1E»

joka on hyvin tunnettu, klassinen Eulerin nurjahduskuorma. Alinta ominaisarvoa vas-
taava nurjahdusmuoto saadaan sijoittamalla ominaisarvo reunaehtoihin:

e B+D=0

e Bki®=0

e Asink.L + Bcosk.L +CL+D =0
o —Ak,’sink,L + Bk,*cosk,L = 0,

josta helposti ndhdddn, ettd B = C=D = 0 ja ndin ollen taipuman lauseke saadaan muotoon
v(x) = Asin % (2.19)

Kaavan (2.19) kerrointa A ei voida ratkaista tédlld menetelmadlld eli analyysi antaa vain
nurjahdusmuodon, ei taipuman suuruutta sauvan nurjahtaessa. Kerroin on yksinkertai-
sesti vain sinimuotoisen kdyrdn amplitudi. Kuvassa 2.6 on kolme alinta ominaismuotoa
(nurjahdusmuotoa) niveltuetulle sauvalle.



13

4AT°El on°El

L2

Il o o i e

=

Kuva 2.6 Kolme alinta nurjahdusmuotoa niveltuetulle sauvalle. 5]

Vastaavalla menettelylld voidaan johtaa kuvan 2.7 mukaisten viiden tunnetun perusta-
pauksen kriittinen kuorma sekd nurjahdusmuoto.

N o ~ + %
_T_

F
- 2 ~ 7 =
72 El ar’El 2.04;;:25; xlEl = El
I ? I 41’ 7
L 0.5L 0.699L 2L L

Kuva 2.7 Viisi perinteistd nurjahdustapausta. Alimmalla rivilld nurjahduspituus suh-
teutettuna koko pilarin pituuteen. Ylemmdlld rivilld vastaava kriittinen
kuorma.

Tamin tyyppiselld analyysilld johdetun sauvan tasapainopolku on juuri kuvan 2.3 mukai-
nen eli laskenta olettaa bifurkaatiopisteen olemassaolon. Laskenta olettaa sauvan olevan
tdysin suora, kunnes kriittisen kuorman saavutettua se taipuu nopeasti sivuun. Voidaan
helposti ymmartia, etti todellinen pilari ei kdyttaydy télld tavoin, vaan kuorman epikes-
kisyydesté tai rakenteen geometrisesta hdiridstd johtuen sauva siirtyy sivuun véhén ker-
rallaan puristavan voiman vaikutuksesta, kunnes se ei ole enéd kykenevéd ottamaan lisé-
kuormitusta vastaan ja nurjahtaa. Liséksi kriittisen kuorman arvoon vaikuttaa muun mu-
assa valmistusprosessista poikkileikkaukseen jddneet jadnndsjdnnitykset. Eurokoodin



14

mukaisessa nurjahdusmitoituksessa otetaan laskentaan mukaan epatarkkuuskerroin, mika
ottaa huomioon juuri edelld mainittuja asioita. Eurokoodin nurjahduskertoimet ovat eri-
laisia eri poikkileikkauksille johtuen siitd, ettd eri poikkileikkaustyypille valmistuspro-
sessia jadvit jaannosjiannitykset ovat erilaiset. Jadnnosjannityksien vaikutusta ei késitelld
tarkemmin tdssé tyossa.

Yksi vaihtoehto on tutkia epélineaarisen FEM laskennan avulla rakenteen todellista kayt-
tdytymistd kuormitushistorian aikana ottaen huomioon alkuhéiriét, suurten siirtymien
teorian sekd tarkemman materiaalimallin. Tdmén kaltainen analyysi on kuitenkin aikaa ja
resursseja vievad eikd sitd luonnollisesti kdytetd arkisuunnittelussa, lukuun ottamatta eri-
tyisen vaativia kohteita. Aihetta kidsitelldéin lisdd myShemmin, kun ristikon puristetun
paarteen kriittisen kuorman laskentaa varmennetaan FEM-laskennan avulla.

2.2.2 Alkuhairion vaikutus

Jokaisessa todellisessa pilarissa on epitidydellisyyksid, jotka vaikuttavat pilarin kéyttay-
tymiseen ldhelld teoreettista nurjahduskuormaa. Tdmédn kappaleen tarkoitus on tuoda
esiin mitd vaikutusta ndilld epataydellisyyksilld on puristetun sauvan kriittiseen kuormaan
ja miten tasapainopolku poikkeaa ideaalisauvan tapauksesta. Epédtdydellisyyksid on peri-
aatteessa kolmea tyyppid: sauvaan voi asettaa alkutaipuman, kuorman voi laittaa vaikut-
tamaan epikeskeisesti tai sauvaa voi kuormittaa tasaisella vaakakuormalla. Kuvassa 2.8
on esitetty periaatteet edelld mainituille epétaydellisyyksille.

|
]
1
I
I
I
I
I
— [V, I
I
1
|
I
|
1
|
1
\

Kuva 2.8 Erilaisia alkuhdirioitd. [5]

Tarkastellaan téssé tydssd alkuhdirion vaikutusta olettamalla sauvalle jokin alkusiirtymé
keskelle sauvaa, koska tdmé on my0s eurokoodin ldhestymistapa [15]. Annetaan sauvalle
alkuhdirioksi sen ensimméiinen ominaismuoto, mikd on méadritetty kaavassa (2.19). Ole-
tettu alkumuoto on siten
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v;(x) = vysin % (2.20)

Léhestytddn ongelmaa toteamalla, ettd misséd tahansa poikkileikkauksen pisteessi taivu-
tusmomentti voidaan lausua seuraavasti

M =P +v;). (2.21)
Sijoittamalla kaavat (2.9) ja (2.10) edelliseen yhtdl66n seké kayttden merkintda

P (2.22)

yhtdlo (2.21) saadaan muotoon

v +k*v = —kzvosin%. (2.23)
Yhtélon homogeeninen ratkaisu on tunnetusti

vy = Asinkx + Bcoskx (2.24)
ja yksityisratkaisu yleisten differentiaalilaskennan perusteiden mukaan on

Vp = Csin”L—x + Dcos %, (2.25)

joka sijoittamalla yhtdlon (2.23) vasemmalle puolelle derivaattoineen saadaan

2 2

) sin=+D (k2 - ”—) cos= = —k2v,sin=. (2.26)
L L L

C (kz -

s
12

Yhtilon (2.26) on oltava voimassa kaikilla x:n arvoilla. Ratkaistaan sinin ja cosinin ker-
toimet vertailemalla niiden kertoimia yhtdlon molemmin puolin. Néin ollen

e D=0
o ( =-—

—kzvo

2"
=

Taipuman lopullinen yhtélé on muotoa v = v, + v,. Sijoittamalla kertoimet C ja D yksi-
tyisratkaisuun ja toteamalla, ettd reunachdot v(0) = 0 ja (L) = 0 antavat 4 =0 ja B = 0,
saadaan taipuman yhtdlé muotoon
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_1,2
v(x) = — <29 5in ™ (2.27)

k2

L2

Lopullinen taipuma saadaan summaamalla yhteen alkutaipuma (alkuhdirio) seké lisétai-
puma johtuen voimasta P

. X
Veotal (X)) =V; +V = VoSin—~ 1— -

Lopulta kaavasta (2.28) voidaan laskea taipuman suuruus keskelld sauvaa

P
. . r (2.29)
Umax = Vtotal (E) =7y <1 - kz—n—2> =7V <1 - ipli )

L2 Pg

Havainnollistetaan alkuhdirion vaikutusta piirtdmalld kuvaaja sauvan keskipisteen siirty-
mén ja kuormituksen suhteesta. Annetaan sauvalle alkuhdirié L/200, joka perustuu l&h-
teen [14] taulukkoon 5.1 seki vertailun vuoksi myos L/500.

e AlkUD&iri0 L/200 e Alkuhdirio L/500

0,8

0,6

P/PE

0,4

0,2

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
Vmax/L

Kuva 2.9 Alkuhdirion vaikutus kriittiseen kuormaan, kun hdirié on sinimuotoinen
puoliaalto.

Kuvassa 2.9 pystyakselilla on puristavan kuorman suhde ideaalisen sauvan kriittiseen
kuormaan, joka on médiritetty aiemmin kaavassa (2.18) ja vaaka-akselilla on keskipisteen
siirtymd. Kuvasta voidaan selkedsti ndhdé, ettd mitd suurempi alkuhdirid on, sitd ennem-
min sauva saavuttaa kriittisen kuorman ja nurjahtaa. Tima korostaa, miten olennainen
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vaikutus epdkeskeiselld kuormalla sekd sauvan alkukaarevuudella on nurjahduskuorman
arvoon. Mainittakoon my®ds, ettd kuvan 2.9 vaaka-akselin oikea pédd ei endd ole pienten
siirtymien teorian alueella, mutta havainnollistaa kuitenkin hyvin alkuhéirion vaikutusta.

2.2.3 Suurten siirtymien teoria

Seuraavassa tutkitaan samaa niveltuettua sauvaa, kun edellisissi esimerkeissa. Edellisista
poiketen, nyt ei tehdd oletusta pienten siirtymien olemassaolosta. Niin ollen kappaleessa
2.2 tehdyt oletukset eivit ole voimassa. Kuitenkin edelleen oletuksena on, ettéd pilari on
taydellisen suora, kuorma on keskeinen ja materiaali on kimmoinen. Nurjahduksen het-
kelléd tasapainopolulla on bifurkaatiopiste ja tasapaino haetaan kuvan 2.10 mukaisesta pi-
larin taipuneesta muodosta.

Kuva 2.10 Kimmoisen pilarin nurjahtanut muoto. [5]

Ylldolevan vapaakappalekuvan mukaan siirtyméd missd tahansa pilarin kohdassa on v ja
kiertymé pilarin paédssd on 0y. Koordinaatti s kulkee pitkin pilarin taipunutta muotoa.
Edellisten tapaan missé tahansa pilarin kohdalla momentti on

M(x) = Pv = —Elk = ~El 5 = —EI = (2.30)

missd p on kaarevuusséide ja suhde 1/p on kappaleessa 2.2 miéritetty kaarevuus x. Kaa-
revuus on kulmanmuutoksen suhde kuljettuun kaaren pituuteen, jota kéytetddn kaavan
(2.30) viimeisessa yhtéldisyysmerkinndssi [26]. Kdyttden kaavan (2.22) merkintdd sekd
kuvasta 2.10 saatavaa yhteytta sin(0) = dv/ds seka differentioimalla kerran saadaan yht&lo
(2.30) muotoon
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2
% + k2sinf = 0. (2.31)

Differentiaaliyhtdlo (2.31) johtaa lopulta yhtdloon (2.32). Johtaminen on tehty esimer-
kiksi ldhteesséd [20] eikd sitd tehdd tassd tydssa

w_ 5 e (2.32)
0 Jl—(sinez—o)z(sina)z

Ratkaistaan ylld olevasta kaavasta suhde P/Pr sauvan pdédn kiertymén funktiona. Kaa-
vassa oleva integraali on muotoaan téydellinen ensimmaéisen lajin elliptinen integraali, ja
se voidaan ratkaista matemaattisilla tietokoneohjelmilla (esim. Mathcad) [5]. Kuvassa
2.11 on punaisella puristetun kuorman suhde Eulerin kuormaan sauvan pain kiertymén
funktiona. Siniselld pisteviivalla on merkitty edelld mainitun kuormien suhdetta arvolla
1.

Por(tglos

T
|
s

Pystykuorman suhde Eulerin kuormaan

Pasn kiertyma (rad)

Kuva 2.11 Nivelpdisen sauvan nurjahduksen jilkeinen kdyttdytyminen.

Kuvan 2.11 perusteella niveltuetun sauvan kéyttdytyminen nurjahduksen jilkeen on hie-
man lujittuvaa, mutta sauvan kyky ottaa lisdkuormitusta vastaan alkaa vasta melko suu-
rilla kiertymén arvoilla (noin 15-20 astetta). On huomattavaa, ettd edellinen esimerkki on
varsin akateeminen, silld todellinen terdsrakenne siséltda alkuhdirion, kuorman epikeski-
syyden seké alkaa plastisoitumaan kiertymén kasvaessa riittdvin suureksi. Esimerkin tar-
koituksena on kuitenkin havainnollistaa, ettd suurten siirtymien teoria tulee usein kysee-
seen silloin, kun halutaan tietdd rakenteen kéyttdytyminen nurjahduksen jélkeen tai on
ennustettavissa suuria siirtymié ennen stabiilisuuden menetysté. Léhteessd [2] on laskettu
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useita edellisen mukaisia tehtévid. Laskelmissa on otettu huomioon myds alkuhéirion vai-
kutus ja kuvaan 2.12 on piirretty ndiden tasapainopolkuja.

Suurten siirtymien
P/Pg teoria

e=1/100

1.0

0.5

Wmax/ |

1 1 1 —
0.2 04 0.6

Kuva 2.12 Suurten ja pienten siirtymien teorioiden tasapainopolkuja. [2] (muokattu)

Kuvassa 2.12 e kuvaa alkuhdirion suuruutta, / on sauvan pituus, vaaka-akselilla on keski-
pisteen siirtymd suhteessa sauvan pituuteen ja pystyakselilla on kuorman suhde Eulerin
nurjahduskuormaan.

Kuten on jo mainittu, suurten siirtymien teoria tulee usein kyseeseen sauvarakenteita tut-
kittaessa silloin, kun halutaan tietdd rakenteen kdyttdytyminen nurjahduksen jilkeen, on
ennustettavissa suuria siirtymié ennen stabiilisuuden menetysté tai halutaan selvittié ra-
kenteen todellinen kantokyky. Ensimmaéisend mainittu voi joissain tapauksissa olla kiin-
nostava, silld rakenne voi kdyttidytyd myos pdinvastoin kuin kuvassa 2.11 ja on néin ollen
nurjahduksen jilkeen hyvin vaarallinen rakenne. Liséksi tdmén tyyppinen rakenne on
herkka alkuhiiridille. Tétd havainnollistetaan kuvan 2.13 eri tyyppisilld tasapainopoluilla.



20

Load Load Load
\\5_._44/‘ 25 e ol o P
= - [ [=
f ! Deflection
0 0 0 .

Kuva 2.13 Erilaisia rakenteen kdyttdytymisid nurjahduksen jdlkeen. [5]

Kuvassa 2.13 katkoviivalla kuvataan héirityn systeemin tasapainopolkua ja ehjalla vii-
valla héiriotontd rakennetta. Oikeanpuoleisin tasapainopolku on juuri edelld johdetun ni-
velpdisen sauvan tasapainopolku, vaikka sauvan todettiinkin olevan hieman lujittuva nur-
jahduksen jélkeen. Keskelld oleva tasapainopolku kuvaa héirioherkkid rakenteita, esimer-
kiksi kuvan 2.1 yhteydessd mainittua puristettua (kuori)sylinterié tai sauvaa mikali nur-
jahdus tapahtuu plastisella alueella. Vasemmanpuoleisin tasapainopolku on tyypillinen
esimerkiksi taivutetuille levyrakenteille. Kéytyjen esimerkkien perusteella voidaan to-
deta, ettd rakenteen tapa menettdd stabiilisuutensa riippuu hyvin paljon tutkittavasta ra-
kenteesta itsestdén. Tdmén tyon tutkimuksen kohteena oleva ristikon puristetun paarteen,
ja nimenomaan tutkittaessa sen nurjahdusta tasosta poispdin, voidaan ldhtokohtaisesti
mieltdd kuuluvan kuvan 2.13 oikeanpuoleiseen kategoriaan.

Terdsrakenteita tutkittaessa on ymmaérrettdvd, ettd materiaali plastisoituu jossain vai-
heessa, kun jannitykset kasvavat riittdvan suuriksi. Niin ollen todellista rajakuormaa ei
saavuteta, vaikka kdytossd olisi suurten siirtymien teoria ja rakenteelle annettaisiin jokin
alkuhiirid, koska ndin tutkittaessa materiaalin jannitykset kasvavat kasvamistaan, eikd
saavuta myoOtorajaa lainkaan. Médrittddkseen rakenteen todellisen rajakuorman esimer-
kiksi FEM-ohjelmiston avulla, tulee ottaa huomioon alkuhdiriét, suuret siirtymat ja plas-
tisoitumisen vaikutus. Seuraavassa kappaleessa kdydddn lyhyesti ldpi kimmotonta nur-
jahdusta.

2.2.4 Kimmoton nurjahdus

Kaikki edelld olevat esimerkit ovat perustuneet oletukseen, ettd materiaali noudattaa Hoo-
ken lakia. Hoikan terdspilarin tai -sauvan nurjahdusta tutkittaessa usein ndin onkin. Jois-
sain tapauksissa, esimerkiksi lyhyen pilarin nurjahduksessa stabiilisuuden menetys voi
tapahtua myotdrajaa suuremmilla jannityksen arvoilla, jolloin materiaalin plastisoitumi-
nen tulee ottaa huomioon. Plastisoitumisen huomioon ottaminen tulee kyseeseen mydos,
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kun halutaan tutkia rakenteen todellista kayttdytymistd kantokykyé vastaavaan kuormaan
asti.

Kirjallisuudessa on esilld yleisesti kolme erilaista teoriaa, tangenttimoduuliteoria, kak-
soismoduuliteoria sekd Shanleyn teoria, joiden avulla voidaan kasitelld yksittdisen sauvan
kimmotonta nurjahdusta. Teorioiden pohjalta voidaan luoda analyyttiset kaavat sauvan
kimmottomalle nurjahdukselle. Seuraavassa késitellddn lyhyesti tangenttimoduuli- ja
kaksoismoduuliteoriaa ja esitelldén pddperiaatteet. Shanleyn teoria perustuu samannimi-
sen henkilon julkaisuun, jonka mukaan tangenttimoduuliteoria antaa suurimman janni-
tyksen, jolla hdiri6ton sauva pysyy vield suorana [ 19]. Lisdksi teorian mukaan kriittinen
kuorma ei voi koskaan saavuttaa kaksoismoduuliteorian mukaista arvoa [5].

Tangenttimoduuliteoriassa oletuksena on, ettd aksiaalinen kuorma kasvaa nurjahduksen
tapahtuessa siten, ettd keskimédrdisen puristusjdnnityksen kasvu on suurempi kuin taivu-
tuksesta johtuvan vetojannityksen kasvu kuperalla puolella. Ndin ollen puristusjénnitys
kasvaa kaikissa sauvan pisteissd ja tangenttimoduuli E; pédtee koko poikkileikkauksessa
[20]. Kriittinen jdnnitys on tilloin

n2E, (2.33)

Ocrt = 27

03

jossa L¢ on nurjahduspituus ja i on jiyhyyssdde, joka mairitellddn nelimomentin ja
pinta-alan mukaan

T (2.34)
-

Huomattavaa on, ettd kaavasta (2.33) kriittistd jdnnitystd ei voida endd suoraan laskea,
silld tangenttimoduuli on jénnityksen funktio. Lisdksi todettakoon, ettd tangenttimoduu-
liteorian (o,4)-kuvaaja riippuu materiaalin ominaisuuksista, mutta ei poikkileikkauksen
muodosta [19]. Teorian perustana olevaa materiaalimallia on esitetty kuvassa 2.14.
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Kuva 2.14 Jannitys-venymd kuvaaja.

Kuvassa 2.14 g; on materiaalin suhteellisuusraja ja o, mydtoraja. Kiytettdvd materiaali-
malli on oltava siis tiedossa. Kirjallisuudessa on esitetty erilaisia materiaalimalleja esi-
merkiksi alumiinille [5]. Terdsrakenteita analysoitaessa usein on kdytdssd kuvan 2.15 mu-
kainen bi-lineaarinen materiaalimalli, jossa ei ole kuvan 2.14 mukaista pyoristettyd alu-
etta suhteellisuus- ja myotorajan vilissd vaan materiaalille annetaan vain mydtdraja jonka
jalkeen materiaali noudattaa tangenttimoduulia. Tangenttimoduuli voi olla joko nolla, tai
sitten hieman nouseva, jolloin materiaali on myotolujittuvaa.

Om I

Kuva 2.15 Bilineaarinen materiaalimalli.

Kaksoismoduuliteoria esiteltiin tangenttimoduuliteorian jélkeen, koska huolimatta tan-
genttimoduuliteorian yksinkertaisuudesta soveltaa ja hyvistd tuloksista verraten kokeelli-
siin tuloksiin, sen teoreettinen pohja on epékorrekti [5]. Kaksoismoduuliteorian mukaan
sauvan nurjahtaessa aksiaalinen voima ei kasva. Tdlloin sauvan kuperan (véhemmaén pu-
ristetun) puolen jannitykset palautuvat kimmoisesti eli noudattaen kimmomoduulia E.
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Té&hén perustuen tangenttimoduuliteoriaan perustuva kriittinen kuorma on aina pienempi
kuin kaksoismoduuliteorian mukainen kriittinen kuorma. Liséksi todellisen sauvan voi-
daan ajatella toimivan enemmén kaksoismoduuliteorian mukaisesti, jolloin tangenttimo-
duuliteorian mukainen kriittinen jannitys on alaraja-arvio [5]. Kaksoismoduuliteorian
mukainen kriittinen jannitys on

n2E (2.35)
Ocrr ==

03

jossa E on redusoitu moduuli, joka riippuu niin materiaalin jinnitys-venymi-kuvaajasta
kuin poikkileikkauksen muodosta

F = EltBel (2.36)
1

Kaavassa (2.36) I; on vedetyn ja /> puristetun puolen nelidmomentti poikkileikkauksen
neutraaliakselin suhteen.

Havainnollistetaan edelld mainittujen teorioiden tuloksia kuvan 2.16 mukaisella (o,4)-ku-
vaajalla. Tangentti- ja kaksoismoduuliteorioihin perustuvissa kiyrissi terdksen materiaa-
lin on oletettu mydtdrajan lihettyvilla noudattavan yhtéloa

E, =E (1 _ M) (2.37)

(6m—05)?

kun o5 < 0 < o, jossa suhteellisuusraja os = 0,70,. Pystyakselilla on jannityksen suhde
myotorajaan ja vaaka-akselilla hoikkuus, joka mééritelldén seuraavasti

Tl [o (2.38)
i E

Kuvassa 2.16 on lisdksi Eulerin mukainen kayrd, joka pohjautuu kaavaan (2.18) seké eu-
rokoodin mukainen nurjahduskédyra kéyttden epatarkkuustekijida o = 0,49, jota tulee nor-
min mukaan kéyttdd umpiprofiileille [14]. Kaavassa (2.39) on esitetty kyseinen eurokoo-
din kaava, missa epdtarkkuustekiji otetaan huomioon

® =0,5[1+a(1-02)+ 22]. (2.39)

Yhtilo (2.39) sisdltdd hoikkuustermin ja se sisdllytetddn mitoituksessa yhtdloon, joka
redusoi poikkileikkauksen kestdvyyttd huomioiden rakenteen nurjahduksen. Epétark-
kuustekijdn valinta alla olevaan kuvaajaan siitd syysté, ettd ldhteessé [5] esitellddn varsin
perusteellisesti esimerkkilaskelma, jossa on kéytdssd nelidpoikkileikkaus.
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Tangenttimoduuliteoria Eulerin kayra

Kaksoismoduuliteoria Eurokoodia=0,49
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Kuva 2.16 (0,1)-kuvaajia.

Kuvasta 2.16 ndhddin ensimmaéisend, ettd tangenttimoduuliteoria antaa pienempid kriit-
tisen kuorman arvoja kuin kaksoismoduuliteoria, miké todettiin edelld. Kuvaajasta ilme-
nee liséksi, ettd Eulerin kdyrd luonnollisesti jatkaa nousuaan myotorajan saavuttamisen
jalkeenkin eikd néin ollen ota materiaalin plastisoitumista huomioon.

Kuvaajassa ndytetddn my0s eurokoodin mukainen nurjahduskéyri, kun epatarkkuustekija
on a = 0,49. On selkeisti ndhtdvissé, ettd normin kiyrd antaa pienempié kriittisen jénni-
tyksen arvoja kuin hdiriottomét rakenteet. Tama johtuu pééosin siité, ettd eurokoodin nur-
jahduskayrit ottavat huomioon sekd geometrian alkuhdirion, ettd terdsosan valmistuk-
sesta johtuvat alkujinnitystilat, jotka vaihtelevat profiilin mukaan. Alkujénnitystilat syn-
tyvit, kun valmistuksen jilkeen poikkileikkauksessa on epétasainen limpdtila. Esimerk-
kind I-profiili, jonka laippojen kérjet jadhtyvét nopeimmin ja muuttuvat muuta poikki-
leikkausta jaykemmiksi, kun muu osa poikkileikkauksesta on vield kuuma ja muokatta-
vassa tilassa. Profiilin keskiosakin jédhtyy lopulta ja pyrkii supistumaan, mutta jo jadhty-
neet laippojen kirjet vastustavat supistumista, joka aiheuttaa poikkileikkaukseen jénni-
tyksid [19]. Niin ollen kuorman kasvaessa riittdvan suureksi, osa poikkileikkauksesta
plastisoituu ennemmin.
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2.3 Likimaaraisia ratkaisumenetelmia

Kaikki edelld esitetyt ratkaisut ovat olleet niin sanottuja tasapainomenetelmid, joista on
pyritty ratkaisemaan kriittinen kuorma tai taipuman lauseke suoraan kédyttden reunach-
toja. Ndma ratkaisut ovat olleet kiytetyn teorian puitteissa tarkkoja. Tdmén tyyppinen
ratkaiseminen on kuitenkin mahdollista vain geometrialtaan yksinkertaisille rakenteille.
Siitd huolimatta néilld yksinkertaisilla rakenteilla (niveltuettu sauva) voidaan hyvin ha-
vainnollistaa eri ilmididen vaikutusta seké antaa teoreettista perustaa nurjahdusilmiélle.
Rakenteet todellisuudessa ovat kuitenkin monimutkaisia ja koostuvat useista rakenne-
osista. Pystydkseen kuvaamaan koko rakenteen yhteistoimintaa, tarvitaan muita keinoja.

Yleisin kdytdssd oleva menetelmd on elementtimenetelmad, josta kdytetddn myds lyhen-
nettd FEM (Finite Element Method) tai FEA (Finite Element Analysis). Elementtimene-
telmd perustuu potentiaalienergian minimin periaatteeseen, jota kdyddén lyhyesti lépi
seuraavassa kappaleessa. Tdmin jilkeen kdydéadn yksinkertainen nurjahdusanalyysi sau-
varakenteelle linearisoidulla elementtimenetelmélld sekd tuodaan esiin linearisoidun ja
epdlineaarisen elementtimenetelmédn vélisié eroja.

2.3.1 Energiamenetelma

Energiamenetelmén perusajatuksena on, ettd kappaleeseen kohdistuvan ulkoisen voiman
tekemé ty6 on yhté suuri kuin kappaleen muodonmuutosenergia, eli kimmoenergia. Kim-
moenergian ja ulkoisten voimien tekemdn tyon summaa kutsutaan kokonaispotentiaa-
lienergiaksi ja sitd merkitdin

n=u+Vv, (2.40)
jossa U on kimmoenergia ja V" ulkoisten voimien tekemi tyd. Aksiaali- ja taivutusjayk-

kyyden omaavan sauvan kimmoenergian lauseke on johdettu useissa ldhteissé ja se on
muotoa

1L, o 1oL o
U=2:J, EAe?dx + - [ Elx*dx, (2.41)

jossa A on sauvan poikkipinta-ala, € venyma, / neliomomentti sen akselin suhteen, minka
ympéri rakenne nurjahtaa, x kaarevuus ja L sauvan pituus [19]. Kuvan 2.10 mukaisen
sauvan ulkoisen kuormituksen tekemé tyd on tunnetusti

V = Pu(l), (2.42)

jossa u on sauvan pituussuuntainen siirtyma.

Potentiaalienergian minimin periaate perustuu stationdérisyyslauseeseen:
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“For conservative systems, of all the kinematically admissible displacement fields,
those corresponding to equilibrium extremized the total potential energy. If the
extremum condition is a minimum, the equilibrium is stable.” [3]

Lauseen mukaan konservatiivisen systeemin kaikista kinemaattisesti kdyvistd siirtyma-
kentistd ne, jotka vastaavat tasapainoa, tuottavat kokonaispotentiaalienergialle d4riarvon.
Jos ddriarvo on minimi, tasapaino on stabiili. Kinemaattisesti kdypa siirtymékenttd toteut-
taa oleelliset reunaehdot, jotka yleensd muodostuvat kappaleen kiinnityksestd [29]. Lau-
seen perusteella voidaan kirjoittaa

811 = 0. (2.43)

Téhén perustuu yleinen elementtimenetelmi. Siirtymdmenetelmédn perustuvassa ele-
menttimenetelméssd kokonaispotentiaalienergia lausutaan solmusiirtymien avulla ja
niille haetaan arvot siten, ettd /7 tulee mahdollisimman pieneksi. Siirtymékenttd elemen-
tin alueella lasketaan interpolaatiofunktioiden (muotofunktioiden) avulla. Elementtijaon
on oltava riittdvan tihed, jotta siirtymdsuureet elementtisolmujen vililld ovat riittdvin
tarkkoja.

Stabiilisuuden menetyksen hetkelld potentiaalienergian lausekkeen toinen variaatio lak-
kaa olemasta positiivisesti definiitti, mik# vaatii, etti lausekkeen 6°/7 ensimméinen vari-
aatio on nolla [2]. Ndin ollen kriittinen kuorma voidaan ratkaista yhtalosta

§(621) =6 (3 f, (E1(v")* = P(v')?)dx) = 0, (2.44)

joka tunnetaan yleisesti Trefftz’n ehtona. Kaavassa (2.44) ehtoa on sovellettu aksiaali- ja
taivutusjdykkyyden omaavalle sauvalle. Trefftz’n ehto on johdettu muun muassa léhteissé
[2] ja [19]. Huomion arvoista on, ettii kaavassa (2.44) merkinti §(°11) ei tarkoita poten-
tiaalienergian kolmatta variaatiota, vaan sisempi variaatiomerkinté kuvaa siirtymékentdn
variaatiota.

Ratkaistaan saman niveltuetun sauvan kriittinen kuorma kéyttden energiamenetelmai.
Annetaan taipumalle kaavan (2.19) mukainen estimaatti, ja todetaan, ettd se toteuttaa
oleelliset reunaehdot v(0) = 0 ja v(L) = 0. Derivoidaan estimaatti ja ilmoitetaan se inter-
polaatiofunktion /V avulla, jolloin saadaan yhtdlot

o v(x)zsin%Cqu
. v’(x)z%cos%CzN’q

T[z . X
o vV'(x)= —L—zsmTC =N"q.



27

Yhtéloissd muotofunktion ja siirtymén termit on lihavoitu, koska yleisemméssa tapauk-
sessa ne voivat sisdltdd useampia termejd ja olisivat néin ollen vektorisuureita. Tdssd esi-
merkissd ne ovat skalaarisuureita, mutta kiytetddn lihavoitua merkintéé, koska tilloin
seuraavassa esiin tulevat jaykkyysmatriisin ja geometrisen jiykkyysmatriisin yhtilot ovat
verrattavissa kirjallisuusldhteisiin. Sijoittamalla derivaatat yhtélon (2.44) integraalin en-
simmadiseen ja toiseen osioon saadaan

o [J(EI@W")?dx = q7(El [, (N")'N"dx)q = q"Kq
o J,(P@)Hdx=q"(P [ N"N'dx)q = q"K,q.

Niin ollen saadaan yleisesti elementtimenetelméssd kiytettdavat kaavat jiykkyysmatrii-
sille

L 2.45
K =EI j (N")TN" dx (243)
0

sekd geometriselle jaykkyysmatriisille

L 2.46
K,=P j (N)TN'dx. (2.49)
0

Y1l esiteltyjd jiykkyysmatriiseja kdytetddn elementtimenetelmaissd, johon palataan seu-
raavissa kappaleissa. Sijoittamalla laskentaesimerkin interpolaatiofunktiot edelld esitet-
tyihin kaavoihin saadaan

2
T
e K, =P—
9 2L
4
o K:TL'EI'
213

Sijoittamalla johdetut yhtélot Trefftz *in ehtoon saadaan
1
5-(q"(K - Kg)q) =0, (2.47)

jossa geometrisen jaykkyysmatriisin etumerkilld on vélid. Niin esitettynd puristavan voi-
man etumerkki on positiivinen ja vedetyn negatiivinen. Kriittinen kuorma lasketaan ylla
olevasta yhtdlostd asettamalla determinantti

det(K —K,) = 0. (2.48)

Esimerkkitehtdvassd termit ovat skalaareja ja néin ollen yhtdlosté tulee yksinkertainen ja
siitd voidaan ratkaista kriittisen kuorman arvo
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p —TH (2.49)

Tulos on sama kuin kappaleessa 2.2.1 laskettu ideaalisauvan kriittinen kuorma. Tdma
johtuu siité, ettd kdytetty taipuman estimaatti oli tarkka. [19]

2.3.2 Linearisoitu FEM-nurjahdusanalyysi

Alla olevat laskelmat esitetdén kdyttden sauvaelementtid, mutta samat periaatteet patevat
myos kuori- ja solidielementeille [4]. Arkisessa suunnittelutydssé esimerkiksi terdsraken-
teisen hallin kokonaislaskentamalli koostuu sauvaelementeisti, josta saadaan riittavalla
tarkkuudella voimien jakautuminen eri rakenneosille. Tarkempaa analyysia tai geomet-
riaa vaativissa kohteissa kdytetddn kuori- tai solidielementtejd. Tdssé tydssd on kaytossa
myo0s kuorielementit FEM-laskentaosuudessa, jotta esimerkiksi ristikon liitosjaykkyydet
saadaan vastaamaan ldhes todellista tilannetta.

Elementtimenetelmidssd sauva jactaan pienempiin osiin, elementteihin, joista muodoste-
taan jaykkyysmatriisit. Kaytettdvit muotofunktiot riippuvat kdytdssd olevan elementin
vapausasteiden méadréstd. Tyypilliset kahden solmuvapausasteen palkkielementissa kéy-
tettdvit muotofunktiot on esitetty kuvassa 2.17.

x=0 x=L
] At x=0 At x=L

N
NF1-3AL2 200 1 0 0 0

-
K\ N,=x-28/L+CIL2 0 1 0 0

1
| N;=3x4/L2-2/L° 0 0 1 0

N =L+ 0 0 0 1

Kuva 2.17 Tyypilliset muotofunktiot palkkielementille. [4] (muokattu)

Yleisen elementtimenetelmdn perusyhtéld on tunnetusti

[K1{q} = {R}, (2.50)
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jossa [K] on koko rakenteen jaykkyysmatriisi, {g} on solmupisteiden siirtymévektori ja
{R} on solmukuormitusvektori. Yhtdld perustuu potentiaalienergian minimin periaattee-
seen, kuten edellisessé kappaleessa on esitelty. Kun jiykkyysmatriisi ja solmukuormituk-
set tunnetaan, yhtélosta voidaan ratkaista siirtymat, joka on perinteinen menetelma.

Ehdosta (2.47) seuraa lineaarinen yhtéloryhméa
[K — K ]{q} =0, (2.51)

jolla on ei-triviaali ratkaisu, kun yhtélo (2.48) toteutuu [19]. Jiykkyysmatriisi ja geomet-
rinen jiykkyysmatriisi muodostetaan jokaiselle elementille erikseen, jolloin muodosta-
essa geometrista jiykkyysmatriisia, on sauvojen puristusvoimat oltava tiedossa. Toisin
sanoen elementtimenetelméssa lasketaan ensin rakenneosien kuormitukset, jonka jilkeen
muodostetaan geometriset jiykkyysmatriisit ja lasketaan kriittinen kuorma. FEM-ohjel-
mat antavat usein kriittisen kuormakertoimen a.,. Yhtilo (2.51) on tidlloin muotoa

|K —a..K,l{q} =0, (2.52)

joka on muodoltaan yleistetty ominaisarvotehtidva. Tdssd tapauksessa Kg:n laskennassa
kdytetty voima on jokin referenssivoima Py siten, ettd P=a. *Pz Ominaisarvot ovat
kriittisid kuormituskertoimia ja ne ratkaistaan kdyttden yhtdlod (2.48). Tdmén jilkeen ra-
kenteen kriittinen kuorma saadaan kertomalla vaikuttava kuorma kriittiselld kertoimella.
Nurjahduskuormaa vastaava nurjahdusmuoto saadaan ominaisarvoa vastaavasta ominais-
muodosta.

On erityisesti mainittava, ettd linearisoidulla elementtimenetelmilld suoritettu nurjah-
duslaskenta perustuu samoihin oletuksiin kuin kappaleen 2.2.1 ideaalisauvan laskenta.
Kappaleen 2.2 esimerkkien perusteella voidaankin todeta, ettd linearisoidulla elementti-
menetelmilld laskettuun nurjahduskuormaan tulee suhtautua hyvin kriittisesti. Siitdkin
huolimatta linearisoitu nurjahduslaskenta on suosittu tyokalu, koska se on hyvin nopea
laskea nykyisillé tietokoneilla ja sen avulla voidaan laskea nurjahdusmuotoja eli saadaan
selville, miten tutkittava rakenne on taipuvainen nurjahtamaan. LB A:sta saatavat nurjah-
dusmuodot ovat ldhtdkohtaisesti oikeita, silld muoto on riippuvainen vain reunaehdoista.
Téhén periaatteeseen nojaten, syottdimillda LBA:sta saadun nurjahduskuorman Eulerin
kaavaan (2.18), laskemalla siitd nurjahduspituus L. ja tdtd nurjahduspituutta kayttden
kriittisen kuorman laskeminen eurokoodin kaavoilla on perusteltua. Epéatarkkuudet tule-
vat ndin ollen mukaan eurokoodin epdtarkkuustekijin kautta. Toinen vaihtoehto on suo-
rittaa niin sanottu GMNIA (Geometrically and Materially Nonlinear Analysis with Im-
perfections). Tdlloin jo FEM laskennassa pyritdén ottamaan kaikki epélineaarisuudet seka
héiriot mukaan laskentaan ja rakennetta kuormitetaan sen kantokykyynsé asti. Alkuhdi-
rién muotona kéytetidén usein LBA:sta saatua ensimmadisti nurjahdusmuotoa, koska tdhdn
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muotoon rakenne on taipuvainen nurjahtamaan. Nurjahdusmuodon amplitudina tulee
kayttdd eurokoodin mukaisia arvoja.

Kuten alussa on mainittu, elementtimenetelmédssé rakenne jaetaan pienempiin osiin, ele-
mentteihin. Yksittdisten elementtien matriisit kootaan sijoittelusummausperiaatteella yh-
teen ja ratkaistaan kriittinen kuormitus yhtilosta (2.48). Kirjallisuudessa on esitetty geo-
metrisia ja tavallisia jiykkyysmatriiseja eri méédrén vapausasteita omaaville sauvoille,
joita voidaan suoraan kiyttdd laskettaessa yksinkertaista tehtévédd. Lasketaan niveltuetun
sauvan nurjahduskuorma elementtimenetelmailld kayttden kahta elementtid kuvan 2.18
mukaisesti.

L2

L2

Kuva 2.18 Niveltuettu sauva jaettuna kahteen elementtiin.

Kuvan 2.18 mukaan sauvalla on neljd vapausastetta. Kahden solmuvapausasteen palk-
kielementin jaykkyysmatriisi on

12 el —-12 6l (2.53)
. :ﬂ| 6l, 41> —6l, 21,2 |
¢’ |-12 —-6l, 12 -6l
let, 2% -6, 41,2]
jossa l. on elementin pituus [28]. Geometrinen jaykkyysmatriisi on muotoa
[36 3l —36 3L (2.54)
p | 3, 41,2 -3l —zezl

9 50|-36 -3, 36 —31,|1°)

3, 1,2 —31, 41,2]
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Laskemalla esimerkin molemmille elementeille jaykkyysmatriisit ja sijoittelusummaus-
periaatteella yhdistimalld ne yhteen jiykkyysmatriisiin ja geometriseen jiykkyysmatrii-
siin, voidaan kriittinen kuorma laskea ehdosta (2.48). Nurjahduskuorman arvo kaytetté-
essd kahta elementtid on

1,007572El (2.55)

P cr,LBA2 — 12 >
joka on varsin ldhelld tarkkaa tulosta (0,75% suurempi). Vertailun vuoksi, jos kéytettéi-
siin vain yhté elementtid, tulos olisi

1,21597m2El (2.56)

P cr,LBA1 = 12 >
joka on jo noin 21,6 % suurempi kuin tarkka arvo. Taméa esimerkki on varsin karkea,
mutta havainnollistaa kuitenkin ilmi6td. On siis syytd kiinnittda huomiota elementtien lu-
kuméariédn laskettaessa nurjahdusanalyysia etenkin palkkielementeilld, silld usein FEM-
ohjelmissa oletuksena on, ettd yhtd mallinnettua sauvaa kohden on yksi elementti. Tieto-
koneohjelmia kéytettidessi voi helposti esimerkiksi kokeilemalla selvittdd, miki on tarvit-
tava elementtien madrd. TAmd voidaan tehdi lisddmélld elementtien lukumairid kunnes
kriittisen kuorman arvo ei endd merkittdvasti muutu. LBA:n suorittaminen tietokoneavus-
teisesti on nopeaa.

2.3.3 Epalineaarinen FEM-analyysi

Epélineaarisuutta voi rakenteessa esiintyd padsaantdisesti kolmessa muodossa. Epéline-
aarisuus voi olla luonteeltaan geometrista, jolloin kuormitukset aiheuttavat rakenteeseen
niin suuria siirtymid, ettd kuormituksen ja siirtymien yhteys ei ole enda riittavin lineaari-
nen. Materiaalinen epdlineaarisuus on helposti miellettivissd terdsrakenteissa materiaalin
plastisoitumiseen. Kolmantena voi esiintyd reunaehtoihin liittyvéd epélineaarisuutta, joka
voi johtua esimerkiksi siitd, ettd rakenneosan tukeutuminen ymparistoonsé on riippuvai-
nen kuormituksen suuruudesta, jolloin puhutaan ns. kontaktiongelmasta. Edelld esitelty
lineaarinen elementtimenetelmd ja ominaisarvoanalyysi perustuvat pienten siirtymien
teoriaan ja tasapainopolun bifurkaatiopisteen olemassaoloon. [27]

Epélineaarisuudet voi ottaa laskentaan mukaan joko yksi tai kaikki kerrallaan. Yleisesti
on olemassa viisi epélineaarista analyysityyppid, jotka myds eurokoodi tuntee:

¢ GNA (Geometrically nonlinear analysis), jossa otetaan huomioon suurten siirty-
mien teoria ja niiden vaikutus rakenteen rasituksiin. Analyysissa on kdytdssd kim-
moinen materiaalimalli, ja rakenteen oletetaan olevan tiysin héiriéton.

e MNA (Materially nonlinear analysis), joka perustuu pienten siirtymien teoriaan,
mutta materiaali kdyttiytyy epélineaarisesti (plastisoituminen).
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e GMNA (Geometrically and materially nonlinear analysis), jossa kdytetdan suur-
ten siirtymien teoriaa ja otetaan huomioon materiaalin epélineaarisuus, mutta ra-
kenteen oletetaan olevan héiriéton.

e GNIA (Geometrically nonlinear elastic analysis with imperfection included), joka
on saman tyyppinen analyysi kuin GNA, mutta rakenteelle annetaan héirié kuor-
mituksen alussa.

e GMNIA (Geometrically and materially nonlinear analysis with imperfection in-
cluded) on analyysi, jossa otetaan huomioon suurten siirtymien teoria, materiaalin
epélineaarisuus (plastisoituminen) sekd rakenteen epitarkkuudet. Epatarkkuuk-
siin voi sisdltyd esimerkiksi alkutaipuman lisdksi myos jddnnosjannitykset. [16]

Epélineaarinen nurjahdusanalyysi poikkeaa periaatteiltaan tiysin linearisoidusta analyy-
sista. Nurjahdusanalyysi jaetaankin kahteen eri tyyppiin: bifurkaatio- sekd polunseuranta-
tyyppinen nurjahdus [20]. Kuten edelld on jo useasti todettu, linearisoitu nurjahdusana-
lyysi antaa kriittiselle kuormalle yldraja-arvion eikd sitd luonnollisesti tule kédyttdd suo-
raan tutkittavan rakenteen kestdvyytend. Kuvassa 2.19 on havainnollistettu tyypillisen 1a-
pilyontitehtévén tasapainopolun avulla ndiden kahden analyysin eroja.

Kuormitus

A

LINEARISOITU
/ NURJAHDUSANALYYSI

BIFURKAATIO-
Pl KANTOKYKYA

’

i VASTAAVA KUORMA

EPALINEAARINEN
NURJAHDUSANALYYSI

Siirtyma

Kuva 2.19 Linearisoitu vs. epdlineaarinen nurjahdusanalyysi.

Kuvasta 2.19 on hyvin ndhtdvissd ndiden analyysien ero. Epélineaarisessa analyysissa
rakenteelle lasketaan tasapaino deformoituneessa tilassa ja néin ollen pystytddn seuraa-
maan rakenteen tasapainopolkua mahdollisimman tarkasti. Linearisoidussa menetel-
maéssé rakenteen jiykkyysmatriisia linearisoidaan ja sieltd jdd solmusiirtymisté riippuvai-
set termit pois, jolloin tehtéva palautuu edellisen kappaleen mukaiseksi.

Havainnollistetaan yksinkertaisella, kuvan 2.20 mukaisella, vain aksiaalijiykkyyden
omaavan tasosauvan avulla suurten siirtymien vaikutusta elementin jiykkyysmatriisiin.
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Taivutusjiykkyyden omaavalle palkille jdykkyysmatriisien lausekkeista tulee hyvin mo-
nimutkaisia. Lisdksi mainittakoon, ettd esimerkiksi solidi- tai kuorielementin tapauksessa
matriisien lausekkeiden johtamisesta tulisi todella tydlésté, jopa mahdotonta. [11]

vV ¥
A A

* > * >
U, X U,

1 2

Kuva 2.20 Sauvaelementti. [11]

Kuvan 2.20 mukaisen sauvaelementin jaykkyysmatriisi on muotoa

k, = (2.57)
[ (1 + Uy )2 U,x (1 + Uy ) _(1 + Uy )2 VU (1 + Uy )]
EI Ve (14u,) Vi —v,, (14+u,) —v,,2 I
| —(1+uy,)? —v,(1+uy) (1+u,)? U,y (1 + u,x) I
—v,, (1+u,) —v,,2 Ve (1+1u,,) |

jossa termit u  ja v ovat siirtymékenttien derivaattoja [11]. Kaavassa (2.58) on esimerkin
vuoksi ndytetty

u(x) = Ny (x)uy + Ny (x)u,, (2.58)

jossa N;ja Nz ovat lineaarisia muotofunktioita. Ndin ollen jiykkyysmatriisissa on aina
solmusiirtymisté u;, u2, v ja v2 riippuvaisia termejd ja laskennassa matriisi tulee péivittaa
aina siirtymien muuttuessa.

Kisitelldén seuraavassa lyhyesti epdlineaarisen elementtimenetelmin perusteita ja ratkai-
sumenetelmid. Epilineaarisen elementtimenetelmén laskennan perustana on yhtilod

r(q) - &pref =0, (2.59)

joka on kirjoitettu lyhennysmerkinndin virtuaalisen tyon periaatteesta, jonka mukaan ra-
kenne on tasapainossa, jos ja vain, jos siithen vaikuttavien ulkoisten kuormien virtuaalinen
tyd on yhtd suuri kuin palkin virtuaalinen muodonmuutosenergia. Virtuaalisen tyon peri-
aatteen voidaan osoittaa pétevin yleisessd tapauksessa, jossa materiaalista tai siirtymisté
ei tehdd mitdédn oletuksia [11] [13]. Yhtélossd (2.59) r on sisdisten voimien vektori, joka
on riippuvainen solmusiirtymisté, ja Aprer on ulkoisten kuormien vektori. Yhtalossd pres
on vakio referenssikuormitusvektori, joka aiheutuu kayttijan antamista kuormituskentisti
ja termi4 on kuormakerroin, joka kasvattaa kaikkia annettuja kuormia yhté paljon. Liséksi
on huomattavaa, ettd yhtdlon ulkomuodossa on selked yhtildisyys kaavan (2.48) kanssa.
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Tasapainoyhtélo (2.59) on epélineaarinen, koska sisdisten voimien vektori on riippuvai-
nen solmusiirtymistd. Yhtdlon ratkaiseminen on mahdollista linearisoinnin ja askeltami-
sen avulla. Ratkaisumenetelmistd tunnettuja on etenkin kuormaohjattu Newton-Raphson
(N-R) iterointi sekd kaarenpituusmenetelma. Yleiselld tasolla tasapainopolun méarityk-
sessd on tavoitteena selvittdd tunnetusta tasapainopisteestd (qw,Ar) pisteeseen (qi+1,Ak+1)
otetut ddrelliset lisdykset annetulla kuormalisdykselld tai kuljetulla kaarenpituudella. Ku-
vassa 2.21 on havainnollistettu tata.

A
A

(A1 M)

Kuva 2.21 Tasapainopolku (q,4)-avaruudessa. [11] (muokattu)

Kuormaohjatussa N-R iteroinnissa tasapainoyhtild (2.59) linearisoidaan ja kirjoitetaan
sisdisten voimien muutos muotofunktioiden avulla, jolloin yhtdlo saadaan muotoon

(K + Kg)Aqy = KrAqy = Aics1Pref — Tk (2.60)

jossa Kron tangenttijaykkyysmatriisi [11]. Yhtdlo (2.60) ratkaistaan Newton-Raphson
iteroinnilla. Menetelmé etenee kéytdnndssé siten, ettd lasketaan tunnetussa pisteessa si-
sdisten voimien vektori sekd tangenttijaykkyysmatriisi. Tdmén jélkeen kdyttdja valitsee
kuorma-askeleen Ak-+1, jonka jdlkeen lasketaan siirtymdamuutos Agx. Uudella siirtymén ar-
volla lasketaan uudestaan sisdisten voimien vektori ja tangenttijdykkyysmatriisi ja jélleen
ratkaistaan siirtymidmuutos. Menetelméa toistetaan, kunnes siirtymédnmuutos on riittdvin
pieni. Kriteerin médrittelee kiyttd;d itse. Kun kriteeri on saavutettu, otetaan uusi kuorma-
askel ja toistetaan sama iterointiprosessi. Néin laskemalla selvitetéén tasapainopolku ko-
konaisuudessaan.

Tangenttijdykkyysmatriisia ei ole vélttimétontd péivittdd joka iteraatiokierroksella, jol-
loin menetelméé kutsutaan modifioiduksi N-R-menetelmédksi. Télloin péivitys tehdddn
yleensi aina kuorma-askeleen alussa. Jos pdivitys tehdédén jokaisella iteraatiokierroksella,
menetelmid kutsutaan tdydeksi N-R-menetelmiksi. Kuvassa 2.22 on vasemmalla modi-
fioitu ja oikealla tdysi N-R-menetelma.
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., Ui

Kuva 2.22 Modifioitu ja tdysi Newton-Raphson menetelmd.

N-R-menetelmin rajoitteena on kuitenkin se, ettd tasapainopolun tulee olla monotonisesti
kasvava tai laskeva, ettd silld voidaan polkua seurata. Tarkoittaen esimerkiksi sitd, ettd
lapilyontitehtdvin tasapainopolkua (kuva 2.1) se ei pysty ensimméisen lakipisteen jalkeen
seuraamaan, vaan tulos on (noin) vaakasuora viiva. Toisaalta se on varsin riittdva, koska
kéytdnnon suunnittelussa kiinnostava kohde on juuri se tasapainopolun ensimmaéinen la-
kipiste, joka on rakenteen kriittisen kuorman arvo. Mikali tasapainopolku halutaan jostain
syystd madrittdd kokonaisuudessaan, sithen on kehitetty kaarenpituusmenetelma.

Kaarenpituusmenetelmissé ohjausparametrina ei ole enidi kuormakerroin, vaan se on rat-
kaisupolkua (tasapainopolkua) pitkin kulkeva koordinaatti s. Talloin s:lle annetuilla
inkrementeilld ei ole fysikaalista tulkintaa, vaan kuvan 2.23 mukaisesti ne tarkoittavat,
ettd ’askeleen k aikana edetdén tasapainopolkua (g,4)-avaruudessa matkan Asi’ [11].

A
A

As

As

w

il

Kuva 2.23 Tasapainopolun seuraaminen kaarenpituusmenetelmdlld. [11] (muokattu)

Kaarenpituusmenetelméssi sekd solmusiirtymadt ettd kuormakerroin ovat tuntemattomia.
Niéin ollen tuntemattomien méird on kasvanut yhdelld, joten tarvitaan yhtélon (2.59) li-
saksi yksi lisdyhtdlo. Lisdyhtélolld hallitaan, ettd otetun askeleen aikana edetédin tasapai-

nopolkua halutun pituuden As verran. Yhtidloryhmé on nyt muotoa
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{T(Q) — APreg =0 (2.61)
c(g,2) =0

Ratkaisuperiaatteeltaan kaarenpituusmenetelmé on saman tyyppinen kuin kuormaohjattu
N-R-menetelmd. Siind annetaan ohjausparametrille As jokin arvo, jonka jilkeen lasketaan
sitd vastaavat kuorma- ja siirtymikertoimien inkrementit. Tétd vaihetta kutsutaan ennus-
taja-askeleeksi. Tamédn jdlkeen ratkaisu iteroidaan alkuarvauksesta tasapainopolulle, eli
tehddén korjaaja-askeleita riittdvd méérd. Yksi tunnetuimmista menetelmistd on Riksin
kaarenpituusmenetelmi, jossa kuvan 2.24 mukaisesti korjaaja-askeleen vaaditaan olevan
kohtisuorassa ennustaja-askeleisiin ndhden.

A
|

c=0
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Kuva 2.24 Riksin kaarenpituusmenetelmd. [11] (muokattu)

Tunnettuja menetelmid on myds muita, joista esimerkkind mainittakoon kohtisuoran ra-
dan menetelmi, jossa korjaaja-askeleen vaaditaan olevan kohtisuorassa tasapainopolun
tangenttia vastaan [11].
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3. POIKITTAISTUKEMATON PAARRE

3.1 Ristikkopilari ja kattoristikko

Tyon keskeisin tarkoitus on selvittdd, miti hyotyéd voidaan saavuttaa poikittaistukematto-

man paarteen nurjahdusanalyysissa, kun ristikkoa ajatellaan kokonaisuutena. Kuvassa 3.1
on esitetty tyypillinen kehd, joka muodostuu kattoristikosta seka ristikkopilarista, joiden
sisé- tai alapaarre ovat timén tyon keskipisteessa.

Kuva 3.1 Ristikkopilarista ja kattoristikosta muodostuva kehdrakenne. [24]

Ristikkopilaria kdytetddn esimerkiksi silloin, kun pilarilta vaaditaan suurta korkeutta
(kymmenid metrejd), suurta puristuskestdvyyttd (nosturiradat) tai kun rungon vaakasiir-
tymien hallitseminen siti edellyttdd. Myds kattoristikon alapaarre voi joutua puristukselle
johtuen esimerkiksi ristikon ja pilarin jaykésta liitoksesta tai kevytrakenteisissa halleissa
tuulen imusta katolla. Néditd kahta tilannetta késitelladn téssd tyossd myds kahden casen
avulla.
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3.2 Poikittaistukematonta paarretta stabiloivat osat

Yksinkertaisimmillaan tilannetta on késitelty siten, ettd puristettu sisdpaarre tuetaan eril-
liselld nurjahdustuennalla tasosta poispéin tapahtuvaa nurjahdusta vastaan. Télloin nur-
jahduspituutena on kéytetty nurjahdustuennan vilimatkaa. Tamé periaate ajaa padsdin-

toisesti tihedédn tuentavéliin tai ylimitoitettuun paarteeseen.

Edelld mainittu menetelma ei nimittdin ota millddn tavalla huomioon ristikon kéyttayty-
mistd kokonaisuutena. Todellisuudessa puristettu paarre saa tukea uumasauvojen taivu-
tusjdykkyyksien sekd tukevan/vedetyn paarteen vaantdjdykkyyden kautta. Télloin luon-

nollisesti uumasauvojen liitosjdykkyys vedettyyn ja/tai tuettuun paarteeseen otetaan huo-
mioon todellisena. On olennaista ymmartdd, ettd ndin menetellen laskennassa kaytetdan

hyddyksi tukevan paarteen vadintdjdykkyyttd sekd uumasauvojen ja paarteiden vélisten
liitoksien momenttijaykkyyksid tasosta poispdin syntyvdd momenttia vastaan. Kuvassa

3.2 on havainnollistettu tétd ilmiGta.

POIKITTAISTUKEMATON
PAARRE
N
N[ ¥/
o | ] I
21/1/
= |
=1

LITOKSEEN SYNTYVA MOMENTTI

TUKEVA PAARRE

i

SIVUSUUNTAINEN TUENTA _~

Kuva 3.2 Ristikkorakenteen uumasauvojen ja paarteiden vdlisiin liitoksiin kehittyvd
momentti, kun ristikkoa hyodynnetddn kokonaisuutena estimdidn poikittais-

tukemattoman paarteen nurjahdusta.

Uumasauvan ja paarteen vilisen momentin suuruuksia sekd paarteen vadntorasituksia las-
ketaan epélineaarisella FEM-analyysilla kappaleessa 4.3.2. Téllin rakennetta hairitddn
asiaan kuuluvalla, eurokoodin mukaisella héiri6lld, huomioidaan suurten siirtymien teo-
ria ja kuormitetaan rakennetta sen kantokykyynsé saakka. Lisdksi on otettava huomioon
my0s se, ettd ristikko on ldhes poikkeuksetta aina kuormitettuna esimerkiksi tuulikuor-
malla, jolloin uumasauvojen ja paarteen liitokset ovat valmiiksi rasitettuina, eikd ne vilt-

tamattd pysty tarjoamaan téyttd tuentaa tukemattomalle paarteelle.
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Lisidksi etenkin ristikkopilarin tapauksessa on térkedd tiedostaa, ettd tuentaa antavan paar-
teen on oltava riittdvisti tuettu sivuttaissuunnassa, mikdli se on my0s puristettuna. Néin
on, koska téssd tapauksessa myos tukea antava paarre nurjahtaa mukana” eli ristikkopi-
lari nurjahtaa kokonaisuudessaan. Toisaalta, mikéli tukea antava paarre on mitoittavassa
tilanteessa vedettynd, antaa se huomattavasti tukea puristetun paarteen nurjahdukselle il-
man erillistd poikittaistuentaa. Jo tdmén perusteella voi todeta, ettd poikittaistukematto-
man paarteen nurjahdus on hyvin haasteellinen ilmid ja on riippuvainen monesta asiasta.

Téssd tyOssd tuettu paarre oletetaan tuetuksi paarteen takaa kuvastaen esimerkiksi katto-
ristikon tuentaa poimulevylla tai erillisilld orsilla. Néin ollen nurjahdustuenta on vain si-
vusuuntainen, eikd ota vddntod vastaan. Etenkin ristikkopilarin tapauksessa tuenta voi-
daan siteilld jarjestdd ulkopaarteen kyljestd, mutta tdmédn tyon puitteissa ei oteta huomi-
oon siitd saatavaa lisihyOtyd sisdpaarteen nurjahdusta ajatellen. Tdimdn huomioon otta-
minen toisaalta tarkoittaisi, ettd tulisi erikseen selvittdd, miten vadntdjaykka tuenta ta-
pauskohtaisesti on.

Havainnollistetaan mainittuja ilmiditd laskemalla Ansys-ohjelmalla muutama lineaarinen
nurjahdusanalyysi 30 metrid korkealle ja 1,4 metrid leveille ristikkopilarille. Pilarit on
mallinnettu kdyttden kuorielementtejd. Kuvissa 3.3 ja 3.4 on lineaarisen nurjahdusana-
lyysin tuloksia kolmelle erilaiselle tapaukselle:

a) Molemmat paarteet on puristettu samalla kuormalla, mutta ulkopaarre on sivu-
suunnassa tuettu jokaisesta uumasauvojen risteyskohdasta.

b) Ulkopaarre on vedetty samalla kuormalla, kun sisdpaarre on puristettu. Kumpi-
kaan paarre ei ole sivusuunnassa tuettu.

c) Molemmat paarteet on puristettu samalla kuormalla, eikd kumpikaan paarre ole
sivusuunnassa tuettuna.
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Kuva 3.3 Ristikkopilarin reunaehdot sekd linearisoidun nurjahdusanalyysin kriitti-
nen kuormakerroin o, kriittinen kuorma Pe, ja ensimmdinen nurjahdus-
muoto tasosta poispdin tapauksessa a.

Tilanteessa a) ristikkopilari on tuettuna kuvan 3.3 mukaisesti paarteen takaa kuvassa na-
kyvén koordinaatiston x-suunnassa. Tuenta on jokaisessa uumasauvojen ja paarteen lii-
toskohdassa. Ristikkopilaria kuormitetaan molemmista paarteista samalla pystykuor-
malla. Pilari on tuettu siten, ettd kuvassa nikyvi piste A on tuettu joka suuntaan siirtymia
vastaan. Pisteessd B siirtymadt ovat kiinni joka suunnassa ja yldreunassa pisteissd A ja B
on otettu kiinni ainoastaan siirtyma ristikon tasoa kohtisuorassa suunnassa.



41

P=1kN

P=1kN

¢) Ensimméinen
nurjahdusmuoto

v’

b) Ensimméinen
/ nurjahdusmuoto

/ tasosta poispiin | Isosta poyipdin
4 0,=958 fo=ieh
: ->P.=126kN

->P.=958kN

»
@

Kuva 3.4 Ristikkopilarin reunaehdot sekd linearisoidun nurjahdusanalyysin kriittiset
kuormakertoimet o, kriittiset kuormat P, ja ensimmdiset nurjahdusmuo-
dot tasosta poispdin tapauksissa b ja c.

Kuvassa 3.4 ristikkopilarit on tuettu identtisesti kuvan 3.3 pilarin kanssa lukuun ottamatta
sivuttaistuentaa paarteen takana. Lisdksi tapauksessa b) ulkopaarteessa on saman suurui-
nen vetovoima ja tilanteessa c) ulkopaarteessa on a):n mukainen puristava voima.

Tuloksista voidaan selkeésti nihdd mainitut ilmiét. Tapauksissa a) ja ¢) on sama puristus
sisdpaarteessa, mutta a)-kohdassa ulkopaarre on tuettu ja c)-kohdassa ei. Kun ulkopaarre
on tuettu, antaa se uumasauvoille mahdollisuuden tukea sisdpaarteen nurjahdusta. Tue-
tussa tapauksessa kriittisen kuormakertoimen noin 16-kertainen arvo tukemattomaan ta-
paukseen verrattuna osoittaa sen, etté sisdpaarteella on ko. tapauksessa huomattavasti pie-
nempi nurjahduspituus. Téssé tapauksessa se on ndhtivissa selvdsti myds nurjahdusmuo-
doista.

Kuvan 3.4 kohdassa b) ulkopaarretta ei ole tuettu, mutta se on vedetty samalla kuormalla
kuin sisépaarre on puristettu. Huomio tulee kiinnittdi kohtiin b) ja c). Kuormakertoimen
noin 8-kertainen ero osoittaa sen, ettd normaalivoimien jakautumalla paarteiden vélilld
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on selvd vaikutus sisdpaarteen nurjahduspituuteen. Siitdkin huolimatta, ettd ulkopaarretta
ei ole tuettu lainkaan.

Néiden perusteella tutkimus voidaan jakaa edelld esiteltyihin kolmeen eri tapaukseen.
Kuitenkin titd vaikeuttaa huomattavasti se, ettd todellisten kuormien vaikuttaessa timéin
tyyppisissé kehérakenteissa rasitukset eivit jakaudu ndin selkedsti sisd- ja ulkopaarteen
vilille. Kuvissa 3.5 ja 3.6 on kahdesta erityyppisestd kuormitustilanteesta normaalivoi-
mien jakaumat laskettuna RFEM-ohjelmalla. Ensimmaisessd tilanteessa kuormituksena
on ainoastaan pystykuormat ja toisessa tilanteessa myos tuulikuorma vaikuttaa.
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Kuva 3.5 Normaalivoimien jakautuminen, kun ainoastaan pystykuormat vallitsevat.

Kuvasta 3.5 selkeésti havaitaan, ettd normaalivoimat eivit jakaudu tasaisesti sisé- ja ul-
kopaarteen vilille. Toisaalta ndhdédn, ettd sisdpaarteen ollessa paljon puristettuna, ulko-
paarre on vedolla tai huomattavasti vihemmain puristettu ja painvastoin.
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Kuva 3.6 Normaalivoimien jakautuminen, kun myos tuulikuorma vaikuttaa.

Kuvasta 3.6 voidaan todeta samat asiat, mitkd edellisen kuvan perusteella havaittiin.
Tama johtaa vdistimaitta sithen, ettd sisdpaarteen nurjahduspituudelle tasosta poispiin ta-
pahtuvaa nurjahdusta vastaan tulee antaa kaksi tai ehkd useampi nurjahduspituus, mikili
ristikkorakenteesta halutaan saada kaikki kapasiteetti irti. Esimerkiksi tdsséd tapauksessa
sisdpaarteen alaosalle tulisi antaa nurjahduspituus kuvan 3.6 tapauksesta, kun ylidosalle
vastaavasti kuvan 3.5 perusteella. Talloin alaosalle voitaisiin hyddyntéé ulkopaarteen ve-
dettyd osaa. Mikéli alaosalle mééritettdisiin nurjahduspituus kuvan 3.5 perusteella, saa-
taisiin sille luonnollisesti suurempi nurjahduspituus, koska ulkopaarre on huomattavasti
puristettuna eikd pysty tarjoamaan tukea. Tdssd tapauksessa kuitenkin puristava voima
sisdpaarteessa on huomattavan pieni jolloin sen kéyttoaste ei kuitenkaan ole kovin suuri.
Té&mai on juuri se ilmid, mikd usein toistuu timén tyyppisissd rakenteissa ja tekee tilan-
teesta kovin tapauskohtaisen.
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Edelld esitelty menettely ei kuitenkaan ole kovin suunnittelijaystivéllinen ja on toisaalta
tapauskohtainen. Ndin ollen téssd tydssd unohdetaan normaalivoimien suhteesta tuleva
hyGty siind médrin, ettd sitd ei hyodynnetd tyossd kehitettdvassd laskentamenettelyssi,
jonka periaatteet esitelldéin kappaleessa 3.4. Se ei kuitenkaan poista sitd faktaa, ettd ulko-
paarteen ollessa vedettynd tai vihemmain puristettuna, antaa se selkedn tuennan sisépaar-
teen nurjahdusta vastaan. Ndin ollen tapauskohtaisesti, mikéli paarteelle halutaan toden-
taa lisdd kapasiteettia, on se mahdollista tdimdn menettelyn avulla kiyttden FEM-lasken-
taa.

Edellisten perusteella tydssa tuotettavassa laskentamenettelyssé on tehtdvd varmalla puo-
lella olevia oletuksia, ettd sen kdyttd pysyy suhteellisen kiyttdjaystavéllisend. TyOssd
kdyddan kuitenkin ldpi myos esimerkkien avulla tarkemman nurjahduspituuden laskenta
FEM-ohjelmia kdyttden. Taulukkoon 3.1 on koottu tydssi tehtévit oletukset seka késitel-
tavat aiheet.

Taulukko 3.1 Tyossd kdsiteltdvdt asiat ja tehtdvdt oletukset.

Kisiteltavit aiheet/tehtivit oletukset | Huom!

Nurjahdustuennat oletetaan nivelelli-
siksi (tuki vain sivusuunnassa tasosta

pois).

Kattoristikon yldpaarre oletetaan tue-
tuksi poimulevylla.

Ty0ssd tuotettava laskentamenettely las- | Mikili ulkopaarre on harvemmin tu-
kee ala-/sisdpaarteen nurjahduspituuden, | ettu, nurjahduspituus voidaan laskea
kun yld-/ulkopaarre on tdysin tuettu. lineaarisella interpoloinnilla.

Tyossd tuotettavan laskentamenettelyn | TyOssd ohjeistetaan kuitenkin, miten
oletuksena on, ettd paarteissa vaikuttaa | FEM-mallia kdyttamalld voi hyddyn-
saman suuruinen puristava voima. tad lisdd kapasiteettia ristikosta.

Ajatuksena on, ettd ddripdind ovat tilanteet, jossa ulkopaarretta ei ole lainkaan tuettu seké
siten, ettd ulkopaarre on tdysin tuettu. Lineaarinen interpolointi déripdiden vélilld tuottaa
varmalla puolella olevan arvion nurjahduspituudesta. Todetaan timé seuraavassa laske-
malla kahden erikokoisen ristikkopilarin linearisoitu nurjahdusanalyysi, jonka avulla tuo-
tetaan nurjahduspituus sisdpaarteelle. Kuvassa 3.7 on esitetty edelld mainitut tutkittavat
rakenteet. Kahdessa tapauksessa on molemmissa paarteissa puristusvoimat ja yhdessa ta-
pauksessa ulkopaarre on vedetty samalla voimalla. Tulokset lasketaan kéyttden kuoriele-
menttejd ja Ansys-ohjelmaa. Ulkopaarteen nurjahdustuentatuenta on vastaava kuin ku-
vassa 3.3.
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Kuva 3.7 Tutkittavat rakenteet, joille lasketaan linearisoitua nurjahdusanalyysia,
kun ulkopaarteen tuentavdli vaihtelee.

Linearisoitu nurjahdusanalyysi lasketaan kasvattamalla ulkopaarteen nurjahdustuennan
vélimatkaa. Téysin tuetussa tapauksessa nurjahdustuenta on jokaisessa K-liitoksen koh-
dassa, kuten kuvassa 3.7 on esitetty. Seuraavassa tarkastelutilanteessa nurjahdustuentaa
on harvennettu siten, ettd joka toinen tuenta on poistettu, jolloin tuentavili on kaksi kertaa
kahden K-liitoksen vdlimatka. Edelleen seuraavassa tarkastelutilanteessa tuentavili on
kolme kertaa kahden K-liitoksen vélimatka ja niin edes pdin. Kuvassa 3.8 on nurjahdus-
pituuden muutos suhteessa tuennan vilimatkaan kuvan 3.7 pienemmasta ristikkopilarista.
FEM-mallin tulokset ovat alla olevissa kuvissa ehjdlld viivalla ja interpolointi on katko-
viivalla.
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Ristikkopilari 28m * 1,4m

1,2

0,8

0,6

0,4

0,2

Suhteellinen nurjahduspituus

0 2,5 5 7,5 10 12,5 15 175 20 22,5 25 27,5 30 32,5
Tuennan valimatka

Kuva 3.8 Nurjahduspituuden muutos suhteessa nurjahdustukien vdlimatkaan. Ku-
vassa katkoviivalla interpoloinnin tulokset ja ehjdlld viivalla FEM-lasken-
nan tulokset.

Kuvan 3.8 perusteella voidaan heti todeta, ettd oletus lineaarisesta interpoloinnista on
suunnittelussa varmalla puolella eli se antaa suurempia nurjahduspituuksia. Kuvassa 3.9
on esitetty vastaava kuvaaja isommalle ristikkopilarille.

Ristikkopilari 50m * 3,5m

1,2

0,8

0,6

Suhteellinen nurjahduspituus

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Tuennan valimatka

Kuva 3.9 Nurjahduspituuden muutos suhteessa nurjahdustukien vdlimatkaan. Ku-
vassa katkoviivalla interpoloinnin tulokset ja ehjdlld viivalla FEM-lasken-
nan tulokset.
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IImid on varsin samanlainen kuin pienemmaéssikin ristikkopilarissa. Liséksi edellisisté
kuvista voi ndhdé selkeésti, ettd ulkopaarteen ollessa ilman tuentaa, on sisépaarteen nur-
jahduspituus koko paarteen pituus, mikd on myds odotettavissa. Kuvassa 3.10 on tulokset
kuvan 3.7 oikeanpuoleisimmalle ristikkopilarille. Téssé tapauksessa ulkopaarteessa on
saman suuruinen veto, kuin sisdpaarteessa on puristus.

Ristikkopilari 28m * 1,4m
Ulkopaarre vedetty

3,5

2,5 _-

1,5 -

Suhteellinen nurjahduspituus
\

0,5

0 5 10 15 20 25 30 35
Tuennan valimatka

Kuva 3.10 Nurjahduspituuden muutos suhteessa nurjahdustukien vilimatkaan. Ku-
vassa katkoviivalla interpoloinnin tulokset ja ehjdlld viivalla FEM-lasken-
nan tulokset.

Kuvassa 3.10 katkoviivalla on esitetty lineaarisen interpoloinnin tulos. Kaikkien edelld
olevien kuvaajien vasemman péén tulos, eli tiyttd tuentaa vastaavan nurjahduspituus, voi-
daan mairittda tydsséd kehitetylld laskentamenetelmilld. Kuvaajien oikean péddn tulos on
paarteen koko pituus. Kuva 3.10 on erittdin havainnollistava siind mielessd, ettd valitse-
malla sisépaarteen nurjahduspituudeksi koko paarteen pituus, on se noin kolme kertaa
varmalla puolella. Tdmé sen vuoksi, ettd tukevan paarteen vetovoima antaa selkedn tuen-
nan sisdpaarteen nurjahdukselle.

Kappaleen alussa mainittiin, ettd hyddynnettiessé ristikkoa kokonaisuutena, otetaan huo-
mioon my0s tukevan paarteen vddntdjaykkyys. Lahtokohtaisesti rakenteiden suunnitte-
lussa pyritdén siihen, ettd vdéntOrasitusta ei rakenteisiin synny. On kuitenkin selvii, ettd
tukevaan paarteeseen muodostuu jotain viéntdrasitusta, silld muuten paarre alkaisi pyorid
pituusakselinsa ympéri. Ty0ssi oletetaan, ettd tukevan paarteen paét on vapautettu vaan-
nostd, jolloin ne pédsevit vapaasti kiertyméén. Paarre kuitenkin saa hieman védiantdtukea
alimmilta uumasauvoilta kuten kuvassa 3.11 on esitetty. Kuvassa 3.11 on ylempéni esi-
tetty yleinen logiikka, jota soveltamalla vdidntdjousi voidaan muodostaa.
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Kuva 3.11 Kuvassa ylempdnd yleinen periaate vddntojousen muodostumiselle. Alla
ensimmdisen ja toisen uumasauvan antama vddntotuenta tukevalle paar-
teelle. Alemman kuvan merkinndt viittaavat liitteen 2 merkintoihin.

Kuvassa 3.11 on esitetty kahden reunimmaisen uumasauvan tarjoaman vaantdtuennan lo-
giikka, koska niiltd tukeva paarre saa kiytdnndssd suurimman tuennan. Kappaleen 4 epa-
lineaarisessa FEM-laskentaosuudessa lasketaan syntyvien leikkausrasitusten ja védntora-
situsten suuruuksia, mutta todetaan niiden olevan kuitenkin suhteellisen pienid. Kuvan
3.11 véintdjousen médritys esitetddn tarkemmin liitteessd 2. Jousijiykkyyden suuruus on
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olennainen osa tydssd tuotettavaa laskentamenetelméa, missé tulee ottaa huomioon myos
paarteen kiertymén suuruus.

Summaamalla kaikki edelliset tulokset, tyossd kehitettdvd laskentamenetelmd perustuu
kuvan 3.12 ideologiaan.

Ristikkopilarin ylapaa: Ristikkopilarin ylapaa:
u=0 u,=0 u=0 u,=0
P P P P
uZ:U —_—
z =
o o
| L = =
R DRBARGEDH ; LINEAARINEN INTERPOLOINTI NAIDEN VALILTA. ;
LKOPAARTEI i i . i : i
R ” E’ SISAPAARTEEN NURIAHDUSPITUUS RIPPUU 9 g
& a ¥ TUENTAVALISTA L, 4 n W
< . 3 J— - = &
I Ez g EZ
: £3 g -k
3 / 22 3 / 232
- \ \
1) 2)
y Ristikkopilarin alapaa: Ristikkopilarin alapaa:
u=0 Uy = u=0 u;=0

u,= u,=! u,=0 u,=0
uz=0 u:=0 uz=0 u:=0
X

Kuva 3.12 Tyéssd kehitettivin laskentamenetelmdn ddripddt ja laskentaperuste sisd-
paarteen nurjahduspituudelle.

Kuvassa 3.12 on esitetty my0s ala- ja yldpdiden kiinnitykset suhteessa ilmoitettuun koor-
dinaatistoon. Termilld u kuvataan siirtymévapausastetta eri suuntiin.

Lisdksi mainittakoon, ettd epélineaarisella analyysilla pidsee késiksi nurjahdustuennan
tukireaktioon. Suunnittelijoilla on yleisesti kdytdssa periaate, jonka mukaan nurjahdustu-
enta mitoitetaan voimalle, joka on 2 % nurjahdustuettavasta sauvasta. Tédstd on olemassa
myo0s poikkeavia tulkintoja, erdén lihteen mukaan suhde voisi olla 1,5 % [18]. Winter
painottaa kuitenkin, ettd tuennalla on oltava sen kestdvyyden lisdksi my0s riittédva jayk-
kyys, ja hinen mukaansa 2 % sdénto ottaa kantaa vain tuennan lujuuteen, eikd sen jayk-
kyyteen. Winter on kehittdnyt mallin, jonka avulla tuennan riittdva jaykkyys voidaan rat-
kaista. Tuennan riittdva jaykkyys madritellddn siten, ettd tuettava sauva nurjahtaa jokaisen
tuentapisteen vililld puoliaaltoon. Huomioitavaa on, ettd malli antaa aina varmalle puo-
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lelle olevia tuloksia [22]. Tahén haetaan vertailutuloksia epélineaarisessa FEM-laskenta-
osuudessa kappaleessa 4, mutta tarkoituksena ei ole kuitenkaan tuottaa laskentamenette-
lyé riittdvén tuentajiykkyyden médrittimiseen, vaan se jad suunnittelijan vastuulle.

3.3 K-liitoksen rotaatiojaykkyyden laskentamenetelma

Kun ristikkorakenteen stabiloiva paarre on riittdvésti tuettu tai siind vaikuttaa selvi veto-
voima, on silld mahdollisuus antaa tuentaa puristetulle paarteelle uumasauvojen taivutus-
jaykkyyden kautta. Téssd kappaleessa esitelldén perusteita, miten uumasauvojen rotaa-
tiojaykkyys tasosta poispdin voidaan méarittaa.

Miten paljon poikittaistukematon paarre voi saada tukea uumasauvojen taivutusjaykkyy-
den kautta, riippuu muun muassa uumasauvojen ja tukea antavan paarteen liitosjaykkyy-
destd. Uumasauvan ja paarteen vilinen liitosjaykkyys lasketaan perustuen kuvan 3.13 su-
perpositioperiaatteeseen.

g ' N
/ {;’f I
,fE: /EI / El=o

C C=mw i
@;\ \S
IEriEEa / R

Kuva 3.13 Jousituetun ulokepalkin taipuma. [6]

Superpositioperiaatteen mukaan jousituetun ulokepalkin taipuma on kahden tapauksen
summa:

e Jousijaykkyys on ddretdn ja palkilla on taivutusjaykkyys.
e Jousijaykkyys on oikea ja palkilla on déreton jousijaykkyys

Kuvassa 3.14 on esitetty liitoksen rotaatiojousi tasosta poispéin, joka halutaan méérittaa.
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Kuva 3.14 Rotaatio- ja translaatiojousen yhteys.

Kuvassa 3.14 M on uumasauvan péddssd vaikuttava momentti, L; uumasauvan pituus ja
Weon ON rotaatiojousen kiertymdstd aiheutuva siirtymi uumasauvan padssd. Siten kuvan
3.13 superpositioperiaatteen oikeanpuoleisin tapaus on se tilanne, joka halutaan ratkaista.

Tamén selvittimiseksi tdssa tyossa kédytetddn kuorielementeilld mallinnettua kahden uu-
masauvan ja paarteen liitosta kuvan 3.13 vasemman tilanteen selvittimiseen. Tyon ohessa
tuotetaan Excel-pohjainen tyokalu, jolla voidaan ohjata Ansysta ja josta saadaan palau-
tettua edelld mainitun tilanteen siirtymén arvo. Olennaista on tiedostaa oikeat parametrit,
joilla liitosjaykkyyteen on merkittdva vaikutus. Parametreiksi valitaan £ ja y, jotka esitel-
1d4n kuvassa 3.15. Parametrien valinta perustuu lihteeseen [6], ja on varsin jarkeenkdypi
valinta. Kuvassa 3.15 on havainnollistettu kdytettidvid parametreja.

,  Bebiby
bl yeby2

Kuva 3.15 Parametrit j jay.



52

Néiden lisdksi vaikuttaviksi parametreiksi valitaan luonnollisesti myds uumasauvan ja
paarteen vilinen kulma seki paarteen leveys. Myods uumasauvojen viliselld etdisyydelld
paarteen pinnalla on hieman merkitystd, ja se onkin my0s yksi annettavista ldhtotiedoista.
Liitoksen kuorielementtimalli ja tuenta on esitetty kuvassa 3.16.

oy -
A i ui—O
rotx=0

X

Kuva 3.16 Liitoksen kuorielementtimalli ja sen tuentaperiaate. Termi u viittaa siirty-
mddn ja termi rot rotaatiovapausasteeseen alaindeksin mukaisen akselin
ympadri.

Liitos, jota tdssd tyOssi tutkitaan, on tyypiltddn K-liitos. Médrittadkseen toisen uumasau-
van vaikutuksen, tulee liitos mallintaa kahdella uumasauvalla. Kuormitus, joka vaikuttaa
liitosmallissa uumasauvan paissé, aiheuttaa uuman pintaan muodonmuutoksia ja sitd
kautta vaikuttaa myos toiseen uumasauvaan. Tamén vuoksi Boel on diplomitydssiddn tut-
kinut kolmea kuvan 3.17 kuormitustapausta ja todennut laajan laskennan perusteella, etti
parhaimman tuloksen saa laskemalla erikseen néille kolmelle tapaukselle liitosjaykkyy-
det, ja ottamalla néistd keskiarvon [6]. Télld periaatteella liitosta tutkitaan myos téssd
tyossa.
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Kuva 3.17 Tutkittavat liitoksen kuormitustapaukset.

Kirjoitetaan kuvan 3.13 superpositioperiaate kaavamuotoon seuraavasti

Wiot =W + Weon, (3.1
jossa Wy on uumasauvan ylépain todellinen siirtymad, joka saadaan FEM-ohjelmasta, w
siirtymd, joka saadaan laskettua tunnetuilla kdsinlaskentakaavoilla (muun muassa uloke-

palkin pédn siirtymi) ja weo, ON uumasauvan padn siirtymé johtuen liitoksen kiertymasté.
Se saadaan jarjestelemilld kaava (3.1) uudestaan

Weon = Weor — W. (3.2)

Nadin ollen, kun we,, tiedetddn, saadaan K-liitoksen rotaatiojdykkyys tasosta poispdin las-
kettua kaavasta

c="1,. (3.3)

Weon

Tétd liitosjaykkyyttd voidaan suoraan kéyttda esimerkiksi palkkimallissa, jos halutaan
laskea nurjahduspituuksia todellisten reunaehtojen vallitessa. Termin w tarkempi laskenta
esitetddin liitteessd 1.

3.4 Poikittaistukemattoman paarteen analyyttinen rakenne-
malli

Ristikon poikittaistukemattomasta paarteesta kehitetddn kuvan 3.18 mukainen rakenne-
malli. Ty0ssd puhutaan tuotettavasta laskentamenettelystd ja se perustuu tdssid kappa-
leessa esitettyyn periaatteeseen. Tdmé rakennemalli kuvaa tilannetta, kun tukea antava
paarre on tdysin tuettu, ja tuentavilin kasvaessa voidaan lineaarisesti interpoloida tdmén
tuloksen ja tukevan paarteen todellisen nurjahdustuentavilin vililtd. Toinen vaihtoehto
on kdyttdd FEM-laskentaa, mutta timd menettely tarjoaa vaihtoehdon, jossa FEM-malliin
ei tarvitse rotaatiojaykkyyksid syottdd. Poikittaistukemattoman paarteen kuvaamista jou-
situetun palkin avulla on esitetty jo aiemmin esimerkiksi ldhteissd [9] ja [23].
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Kuva 3.18 Jousituettu palkin muodostaminen.

Poikittaistukemattomasta paarteesta muodostetaan jousituettu palkki, jonka jousivakioi-
den arvot ovat sen suuruiset, ettd samalla kuormalla saadaan saman suuruinen siirtyma-
kenttd. Kuvan 3.18 linearisoidun nurjahdusanalyysin tulos on kuvan 3.19 mukainen.
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P.=1730kN P =1780kN

Kuva 3.19 Kuvan 3.17 rakenteiden linearisoidun nurjahdusanalyysin tulokset.

Kuvasta 3.19 nidhdéén, ettd nurjahdusanalyysin tulokset ovat hyvin lihell4 toisiaan, joten
jousituetun palkin muodostaminen tukemattomasta paarteesta on tdmén perusteella pé-
tevd. Kuitenkin tapauksissa, kun tukemattoman paarteen nurjahdusmuoto on selvisti jo-
tain muuta, kun sivulle taipunut puoliaalto, ei jousituettu palkki pysty endd kuvaamaan
tilannetta riittdvén tarkasti. Kuvassa 3.20 on esitetty yksi tapaus, jossa timé ilmenee.
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a4 181

P.=2170kN Pe=1230kN

Kuva 3.20 Tapaus, kun jousituettu palkki ei kuvaa endd hyvin poikittaistukematonta
sisdpaarretta.

Kuten kuvasta 3.20 nédhdddn, ristikkopilarin sisdpaarteen nurjahdusmuoto ei ole endé yh-
tenevé jousituetun palkin kanssa. Kriittinen kuormakerroin on jopa 1,8-kertainen jousi-
tuettuun palkkiin ndhden. Tdma johtuu siitd, ettd tarkastellessa jousituettua palkkia eril-
l44n, palkki voi nurjahtaa kumpaan suuntaan tahansa, missd kohtaa palkkia tahansa. Kun
ristikkopilaria tutkitaan kokonaisuutena, on selvéd, ettd paarteen nurjahtaessa jossain
kohtaa sivuun, seuraavat uumasauvat nurjahtavat niin ikdan samaan suuntaan. Yksinker-
taistettuna tukematon paarre nurjahtaa ensin kokonaisuudessaan sivuun, jonka jélkeen se
nurjahtaa useampaan muotoon. Jousituetulla palkilla pitdisi olla ’tieto” ristikon muodosta
kokonaisuudessaan, ja siitd mihin edellinen solmu on ldhtenyt nurjahtamaan. Tdsséd koh-
taa tyydytddn kuitenkin tdhén tulokseen, silld tulokset johtavat varmalla puolella olevaan
nurjahduspituuteen. Tdmén liséksi, vaikka kriittinen kuormakerroin on esimerkiksi kaksi
kertaa pienempi, on nurjahduspituus kaavan (2.18) mukaan noin 1,414-kertainen.

Taulukossa 3.2 on esitetty terdskiloina, kuinka paljon voidaan kuvan 3.20 tapauksessa
hyotyéd taloudellisesti, kun kédytetddn nurjahduspituutena jousituetun palkin tuottamaa
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nurjahduspituutta verrattuna perinteiseen menetelméén, ettd kdytetdén nurjahduspituu-
tena koko nurjahdustuennan vilimatkaa. Oletetaan esimerkiksi teollisuushallin koostuvan
vastaavista ristikkopilareista, joita on yhteensd 20. Paarteessa oletetaan vaikuttavan pu-
ristava voima 800kN.

Taulukko 3.2 Kehitetyn laskentamenettelyn tuottaman nurjahduspituuden antama ta-
loudellinen hyéty verrattuna perinteiseen menetelmdcdn.

Ler Valittu profiili Kayttoaste | Paino Paino yh-
teensa
(20 kpl)
Tyon lasken- | 8600 mm | SHS200x200x10,0 | 95 % 57 kg/m | 31920 kg
tamenettely
Perinteinen 28000 mm | HK350-15-15x350 | 95 % 158 kg/m | 88368 kg
menettely

Taulukossa 3.2 merkintd HK tarkoittaa hitsattua koteloa, jonka perdssa olevat luvut 350
ja 15 tarkoittavat kotelon dérimittoja sekd uumalevyjen ja laippojen paksuuksia. Taulu-
kosta voidaan selkeésti ndhdé nurjahduspituuden pienenemisen vaikutus teréskiloihin.

Kuvassa 3.18 suurennettuna esitetyn translaatiojousen jaykkyys saadaan laskettua kuvan
3.21 analogialla.

F
CDLit E| 1 Cuut
[ @Ar
D g —— -
P s -
El = suuri (aareton) B
—él— _‘——‘__!__—_"’———-—_.______ -c'i o~ i
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Kuva 3.21 Jousituetun palkin jousijdykkyyden mddritys.

Kuvan 3.21 palkki kuvaa uumasauvaa, joka on liitetty péistiédn oikeilla jousijaykkyyksilld
paarteisiin. Termi C,.r koostuu uumasauvan ja paarteen jousijaykkyydestd sekd tukevan
paarteen vadntdjaykkyydestd ja sen tarkempi laskenta on esitetty liitteessd 2. Kun jouset
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on madritelty, saadaan pién siirtymén avulla laskettua rakenteen tuottama translaatiojousi
uumasauvan padhin kaavasta

k=E (3.4)

Kaava (3.4) on perinteinen jousi-palkki-systeemin yhtild, jossa F on jouseen vaikuttava
voima ja u on jousen puristuma/venyma.

3.5 Rasitetun K-liitoksen kapasiteetti nurjahdusta vastaan

Kun ristikkoa halutaan hyodyntda kokonaisuutena poikittaistukemattoman paarteen nur-
jahdusta vastaan, liitoksien jiykkyydet otetaan huomioon todellisina. Tdmén tyon mitoi-
tusmenetelméssd kuormitus on sen tyyppinen, ettd se vaikuttaa suoraan normaalivoimana
molemmissa paarteissa. Todellisuudessa esimerkiksi ristikkopilaria kuormittaa tuuli-
kuorma, jolloin uumasauvoissa on aksiaalisia voimia, jotka vaikuttavat suoraan liitokseen
eikd titd ole otettu huomioon tdhdn mennessé liitoksen jaykkyytté laskettaessa.

Asia voidaan hoitaa perustellusti varmalle puolelle siten, ettd tehddédn lineaarinen inter-
polaatio tdyden jiykkyyden ja nollajaykkyyden vililld. Taysi jaykkyys on liitoksen kayt-
toasteen ollessa 0-20% ja nollajaykkyys, kun liitoksen kdyttdaste on 100%. Helposti voi-
daan mieltda, ettd liitoksen kdyttdasteen kasvaessa nollasta kohti 100 %:a, alussa jayk-
kyys ei juuri muutu paarteen pinnan jinnityksien pysyessd kimmoisella alueella. Kun jan-
nitykset kasvavat, paarteen pinta alkaa jossain vaiheessa plastisoitua ja jiykkyys piene-
nee, kunnes se lopulta menee nollaan. Todennetaan edelld mainittu ilmié FEM-lasken-
nalla kuormittamalla K-liitosta uumasauvojen normaalivoimilla kuvan 3.22 mukaisesti.
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Kuva 3.22 K-liitos kuormitettuna normaalivoimilla ja taivutusmomenteilla.

Liitosta kuormitetaan kuvan 3.22 mukaisesti siten, ettd normaalivoimat rasittavat liitosta
ensin, jonka jilkeen uumasauvoja aletaan taivuttaa. Talli menetelmilld lasketaan liitok-
sen rotaatiojiykkyys eri normaalivoimien eli toisin sanoen kiyttdasteiden arvoilla. Ku-
vassa 3.23 on esitetty ehjélld viivalla liitoksen kdyttdasteen vaikutus sen rotaatiojaykkyy-
teen.

1,2

Liitoksen jaykkyys
o o
o)) (o]
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>
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N

0 20 40 60 80 100 120

Liitoksen kayttoaste

Kuva 3.23 Liitoksen kdyttéasteen vaikutus sen rotaatiojdykkyyteen.
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Kuvaan 3.23 on piirretty katkoviivalla lineaarinen malli, jota tdmédn tyon menetelmidssé
kédytetddn. Lineaarinen interpolointi tehddén liitoksen kéyttoasteesta 20% kiyttoasteeseen
100%. Kuvasta ndahdéén selkedsti, ettd linearisoitu oletus on aina suunnittelussa varmalla
puolella, silld se tuottaa liitoksen jdykkyydelle pienempié arvoja ja johtaa néin ollen poi-
kittaistukemattoman paarteen nurjahduspituuden suurempiin arvoihin.

Tamaén lisdksi liitoksen mitoituksessa tulisi ottaa huomioon tasosta poispéin syntyvd mo-
mentti. Onhan selvii, ettd mikili tukematon paarre olisi erilldén, sen nurjahduspituus olisi
paarteen pituus itsessdén. Nyt kuitenkin hyddynnetdin uumasauvojen taivutusjiykkyytta
sekd liitosjaykkyyttd tukevaan paarteeseen, jolloin ne luonnollisesti rasittuvat siitd, ettd
niiden tdytyy pitdd tukematon paarre paikallaan. Kuitenkin esimerkiksi l&hteessd [9] ei
oteta kantaa liitokseen kertyvdin momenttiin, kun lasketaan poikittaistukemattoman
paarteen nurjahduspituutta. Siind uumasauvan liitos tukevaan paarteeseen oletetaan tdy-
sin jaykéksi ja nurjahtavaan paarteeseen liitos oletetaan nivelelliseksi. Kyseinen ldhde on
toisaalta vuodelta 1982. Kuitenkin CIDECT on julkaissut vuonna 2009 oppaan ”Design
Guide 37, jossa edelleen viitataan tdssd kohtaa samaan ldhteeseen [8]. Téssd tydssd hae-
taan kuitenkin liitokseen kertyville momentille vertailutuloksia kappaleessa 4, kun las-
ketaan epélineaarista laskentaa. Kappaleessa 6 lasketaan nurjahduspituudelle vertailuar-
voja lihteen [9] menetelmalla.
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4. LASKENTAMENETTELYJEN TODENTAMINEN
FEM-LASKENNALLA

4.1 K-liitoksen rotaatiojaykkyys

Liitoksen rotaatiojiykkyyden laskentaperusteet on esitetty kappaleessa 3.3 sekd liitteessd
1. Lasketaan tédsséd esimerkinomaisesti ldpi kahden liitoksen rotaatiojaykkyydet, joita voi-
daan kdyttad seuraavan kappaleen palkkielementtimallissa, kun lasketaan vertailutulosta
kuorielementtimallille. Valitaan ensimmaiseksi esimerkkiin liitos, jonka paarteen profiili
on SHS200x200x10 ja uumasauvojen profiilit ovat SHS100x100x5. Valitaan sauvojen
kulmiksi 45 astetta ja uumasauvan pituudeksi 1,7 metrid. Uumasauvojen vilinen etiisyys
on 50 mm. Liitosta kuormitetaan uumasauvojen péisti momentilla 1 kNm. Kuvassa 4.1
on esitetty ensimmdinen liitos.

SHS200x200x10,0

Kuva 4.1 Ensimmdisen tutkittavan liitoksen geometria.

Toisen valitun liitoksen paarteen profiili on SHS300x300x12,5 ja uumasauvan profiili
SHS180x180x8,8. Uumasauvan pituus on 3,9 metrid sekd uumasauvan ja paarteen vili-
nen kulma 55 astetta. Kuvassa 4.2 on esitetty vastaavasti toinen tutkittava liitos.



SHS300x300x12,5

Kuva 4.2 Toisen tutkittavan liitoksen geometria.
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Edelld esitettyjé liitoksia kuormitetaan kolmella eri kuormitustapauksella kuvan 3.17 mu-

kaisesti. Taulukkoon 4.1 on koottu edelld eri kuormitustapausten siirtymien arvot seké

néiden keskiarvo.

Taulukko 4.1 Kahden erilaisen tutkittavien K-liitoksien rotaatiojdykkyydet tasosta

poispdin.
LCl1 LC2 LC3 Keskiarvo

LITOS 1

Wior [mm] 3,651 4,280 3,054

w [mm] 2,765 2,952 2,578
Weon=Wior-w[mm] | 0,886 1,327 0,476

C [kNm/rad] 1919 1281 3573 2258
LITOS 2

Wrot [mm] 2,500 3,318 1,712

w [mm] 1,601 1,855 1,347
Weon=Wior-w[mm] | 0,900 1,463 0,364

C [kNm/rad] 4335 2665 10966 5899

Seuraavassa kappaleessa lasketaan ensin kuorielementeilld kahden erikokoisen ristikko-

pilarin sekd yhden kattoristikon linearisoitu nurjahdusanalyysi. Tdmin jilkeen lasketaan

samat rakenteet palkkielementeilld kayttden madritettyjd jousijaykkyyksid ja todennetaan

tamédn avulla, ettd jousivakion médrittdminen tydssé esitetylld tavalla on pateva.
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4.2 Linearisoitu nurjahdusanalyysi ja eurokoodin mukainen
kayttoaste

Lasketaan kahden eri kokoisen ristikkopilarin sekd yhden kattoristikon linearisoidut nur-
jahdusanalyysit. Ristikkopilarin uumasauvojen ja paarteiden profiilit ovat samat kuin
edellisessé kappaleessa laskettujen liitoksien profiilit. Seuraavissa laskelmissa ei oteta
vield huomioon liitoksen kéyttdasteiden vaikutusta liitosjdykkyyteen, vaan pyritdén to-
dentamaan kappaleiden 3.3 ja 3.4 mukaiset jousianalogiat FEM-laskennan avulla. Kap-
paleessa 5 lasketaan kaksi todellista rakennetta, joissa otetaan huomioon todelliset kuor-
mat ja siind laskentaan otetaan mukaan my®ds liitoksien kéyttdasteiden vaikutus, niin kuin
se on suunnittelussa suositeltavaakin tehda.

4.2.1 Tulokset kayttaen kuorielementteja

Lasketaan ensin 28 metrid korkean ristikkopilarin linearisoitu nurjahdusanalyysi, jonka
avulla tuotetaan sisépaarteelle nurjahduspituus. Tulokset haetaan tapauksille, joissa ulko-
paarre on tuettu tdysin (jokaisesta K-liitoksesta, tuennan vili 2,8 metrid), ulkopaarre on
tuettu 8,4 metrin vélein (joka kolmannesta K-liitoksesta), ulkopaarre on tuettu 14 metrin
vilein (joka viidennestd K-liitoksesta) sekd tapaukselle, ettd ulkopaarretta ei ole tuettu
lainkaan. Nurjahduspituus lasketaan Eulerin yhtélosta (2.18), kun kriittinen kuorma tun-
netaan. Taulukkoon 4.2 on koottu edelld mainittujen tapauksien kriittiset kuormat ja nur-
jahduspituudet laskettuna Ansys-ohjelmalla kuorielementein sekd lineaarisella interpo-
loinnilla. Taulukossa on liséksi esitetty eurokoodin mukaiset kestidvyydet, joissa otetaan
huomioon hairidtekijét yhtdlosséd (2.39) esitetylld kertoimella. Eurokoodin mukaiset kes-
tavyydet on laskettu kéyttden nurjahduspituuksia, jotka saadaan Ansys-tulosten avulla.
Télla tavoin saadaan vertailupohjaa, kun kappaleessa 4.3 lasketaan epdlineaarista lasken-
taa ja rakennetta héiritdin eurokoodin mukaisella héiriolla.

Taulukko 4.2 28m*I1,4m ristikkopilarin kriittiset kuormat ja nurjahduspituudet las-
kettuna Ansys-ohjelmalla kuorielementein sekd lineaarisella interpo-

loinnilla.
Ly=2,8m Lw—=112m | Ly=14m Ly=29m

Kuorielementit | Nor | 2125 kN 992 kN 465 kN 126 kN

Ler 6439 mm 9424 mm | 13770 mm | 26500 mm
Lineaarinen in- | L, 6439 mm 13350 mm | 16080 mm | 28000 mm
terpolointi
Erotus 0 % +42 % +17 % +5 %
No,ra/ EC3 1246 kN 724 kN 380 kN 113 kN

Kuvassa 4.3 on esitetty ristikkopilarin nurjahdusmuodot edelld mainituin reunaehdoin.
Nurjahdusmuodot on kuvattu ristikon “’sisdltd” péin eli pilarin sisdpaarteen puolelta.
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Kuva 4.3 28m*1,4m ristikkopilarin nurjahdusmuodot taulukon 4.2 mukaisin tuenta-
ehdoin.

Kuvasta 4.3 selkedsti voidaan ndhdd tuentavilin merkityksen sisdpaarteen nurjahduspi-

tuudelle. Mitd harvemmin tukeva paarre on tuettu, sitd helpommin se nurjahtaa sisdpaar-

teen mukana.

Taulukossa 4.3 on vastaavat tulokset isommalle, noin 50 metrid korkealle ja 3,5 metrid

leveidlle ristikkopilarille.

Taulukko 4.3 50m*3,5m ristikkopilarin kriittiset kuormat ja nurjahduspituudet las-
kettuna Ansys-ohjelmalla kuorielementein sekd lineaarisella interpo-

loinnilla.
Lv=4,8m Lyw=192m | Ly=26,4m | Ly=51m

Kuorielementit | N | 2540 kN 1248 kN 621 kN 164 kN

Lo 12236 mm | 17456 mm | 24746 mm | 48154 mm
Lineaarinen in- | L 12236 mm | 24010 mm | 29890 mm | 50000 mm
terpolointi
Erotus 0 % +38 % +21 % +4 %
No,ra/ EC3 1728 kN 976 kN 525 kN 150 kKN
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Kuvassa 4.4 on esitetty isomman ristikkopilarin nurjahdusmuodot vastaavalla tavalla kuin
kuvassa 4.3.

|

Ly=4,8m 15=19,2m Lp=26,4m Ly=51m

Kuva 4.4 50m*3,5m ristikkopilarin nurjahdusmuodot taulukon 4.3 mukaisin tuenta-
ehdoin.

Taulukossa 4.4 on esitetty vastaavat tulokset 36 metrid pitkélle kattoristikolle. Tuennat
ylidpaarteessa on 4,9 metrin vilein, jokaisesta K-liitoksesta, kuvastaen yldpaarteen
“tayttd” tuentaa. Kriittisen kuorman arvo taulukossa on alapaarteen keskelld, missé puris-
tus voidaan olettaa olevan suurin.

Taulukko 4.4 Kattoristikon kriittiset kuormat ja nurjahduspituudet laskettuna Ansys-
ohjelmalla kuorielementein sekd lineaarisella interpoloinnilla.

Lv=4,9m

Kuorielementit | Ner | 613 kKN
Le | 7673 mm

Nbra/ EC3 450 kN

Kuvassa 4.5 on vastaavasti esitetty kattoristikon nurjahdusmuoto, kun yldpaarre on tuettu
jokaisesta K-liitoksesta.
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L5=4,9m

Kuva 4.5 Kattoristikon nurjahdusmuodot taulukon 4.4 mukaisin tuentaehdoin.

Kuvasta 4.5 voidaan selvisti ndhda, ettd alapaarre ei lihde nurjahtamaan heti pdistadn
puoliaaltoon. Tdmai johtuu luonnollisesti siitd, ettd kuorman vaikuttaessa suoraan ylos-
pdin yldpaarteessa, alapaarre menee péistidén hieman vedolle. Tamin lisdksi uumasauvo-
jen taivutusjiykkyydelld seka liitosjaykkyydelld on suuri merkitys.

4.2.2 Tulokset kayttaen palkkielementteja

Edellisessd kappaleessa kriittisten kuormien arvot on médritetty kuorielementeilld teh-
dystd mallista, jolloin liitoksien jaykkyydet muodostuvat automaattisesti oikein. Arki-
suunnittelussa ei kuitenkaan paédsdantdisesti ole aikaa/resursseja tehdé rakenteesta kuori-
mallia, vaan nurjahduspituuden mééritys tulee jollain tavalla yksinkertaistaa, etti se voi-
daan suoraan syottdd suunnittelijan laatimaan palkkielementtimalliin. Samanlainen me-
nettely voidaan toteuttaa myos palkkielementeilld tehtyyn malliin, mutta tdlldin liitoksien
rotaatiojaykkyydet on oltava tiedossa, ettd ne voidaan malliin todellisina syottdd. Menet-
tely on varsin kéyttokelpoinen, silld onhan suunnittelijalla olemassa suunnittelukohtees-
taan joka tapauksessa palkkielementein muodostettu malli. Jousijaykkyys médritetdén
kappaleen 3.3 mukaisin periaattein. Tédssd tutkittavien ristikkopilarien paarteet ja uuma-
sauvat ovat kappaleessa 4.1 esitetyn laskentaesimerkin mukaiset. Ndin ollen muodoste-
taan ristikkopilarista palkkimalli RFEM-ohjelmalla, ja lisétdan uumasauvojen péihin jou-
sijaykkyydet taulukon 4.1 mukaisesti. Taulukkoon 4.5 on koottu palkkielementein tehdyn
28 metrid korkean ristikkopilarin tulokset vastaavalla tavalla kuin edellisessd kappa-
leessa.

Taulukko 4.5 28m*I1,4m ristikkopilarin kriittiset kuormat ja nurjahduspituudet las-
kettuna RFEM-palkkimallilla sekd lineaarisella interpoloinnilla.

Ly=2,8m Lyw=112m | Ly=14m Ly=29m
Palkkielementit Ner | 1976 kKN 912 kN 430 kN 116 kN
Le [ 6679 mm | 9829 mm | 14314 mm | 27560 mm
Lineaarinen inter- | Ler | 6679 mm 13510 mm | 15790 mm | 28000 mm
polointi
Erotus 0 % +37 % +10 % +1,6 %
No,ra/ EC3 1191 kN 676 kKN 354 kN 105 kKN
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Taulukon 4.5 tuloksien mukaan palkkielementeilld tehdyn ristikkopilarin tulokset ovat
varsin kiyttokelpoisia, kun liitoksen jousijaykkyys otetaan huomioon todellisena. Ver-
taillessa taulukoiden 4.2 ja 4.5 nurjahduspituuksia, kuorielementeilld ja palkkielemen-
teilld mallinnetun pilarin tulokset poikkeavat vain hyvin védhén toisistaan. Tdma johtuu
muun muassa siitd, ettd palkkimallissa uumasauvojen pituus on hieman eri kuin kuori-
mallissa, silld kuorimallissa uumasauvat liittyvdt paarteen pintaan ja palkkimallissa ne
liittyvét paarteen keskilinjaan.

Kuvassa 4.6 on vastaavalla tavalla esitetty palkkielementeilld mallinnetun 28 metrid kor-
kean ristikkopilarin nurjahdusmuodot.

Ly=2,8m Ly=11,2m Ly=14m L,=29m

Kuva 4.6 Palkkielementeilld mallinnetun 28 metrid korkean ristikkopilarin nurjah-
dusmuodot taulukon 4.5 mukaisin tuentaehdoin.

Vertailemalla kuvien 4.6 ja 4.3 nurjahdusmuotoja, voidaan todeta, ettd ne ovat hyvin sa-
manlaiset. Tdmékin todistaa omalta osaltaan liitoksen rotaatiojaykkyyden laskentamenet-
telyn oikeellisuutta.

Edelleen tehddén samat tarkastelut isommalle, noin 50 metrid korkealle ristikkopilarille.
Taulukossa 4.6 on laskettu kriittisid kuormia ja nurjahduspituuksia eri tuentavileilla.
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Taulukko 4.6 50m*3,5m ristikkopilarin kriittiset kuormat ja nurjahduspituudet las-
kettuna RFEM-ohjelmalla palkkielementein sekd lineaarisella interpo-

loinnilla.
Lv=4,8m Lv=192m | Ly=26,4m | Ly=51m

Palkkielementit Ner | 2560 kKN 1350 kN 619 kN 160 kN

Lo | 12180 mm | 16780 mm | 24786 mm | 48750 mm
Lineaarinen inter- | Ly | 12180 mm | 23970 mm | 29870 mm | 50000 mm
polointi
Erotus 0 % +42% +20% +2,6%
No,ra/ EC3 1738 kN 1043 kN 524 kN 147 kKN

Kuvassa 4.7 on esitetty nurjahdusmuodot 50 metrid korkealle ristikkopilarille tuentavélin
vaihdellessa.

= B 1 - awm - o™ -, - sl =Em -

L,=4,8m 1,=19,2m L=26,4m

Kuva 4.7 Palkkielementeilld mallinnetun 50 metrid korkean ristikkopilarin nurjah-
dusmuodot taulukon 4.6 mukaisin tuentaehdoin.
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Seka kriittisten kuormakertoimien, ettd nurjahdusmuotojen perusteella voidaan hyvin to-
deta, ettd ty0ssd esitelty menetelmd liitoksen jousijdykkyyden laskentaan on toimiva.

Tarkastellaan seuraavassa vastaavalla tavalla kattoristikon kriittisid kuormia ja nurjah-
duspituuksia. Esimerkin kattoristikossa uumasauvojen profiilit pienenevét reunalta kes-
kelle pdin mentdessi. Lasketaan tidssd tapauksessa neljélle eri liitokselle jiykkyydet, joita
palkkielementtimallissa kdytetddin. Ndin saadaan mahdollisimman vertailukelpoisia tu-
loksia kuorielementtimallin kanssa. Arkisuunnittelussa suunnittelija voi kuitenkin resurs-
sien/ajan puutteen vuoksi kdyttdd jokaisessa liitoksessa pienimmén jaykkyyden antavaa
liitosta. Lisdksi on hyvd ymmartda, ettd tissd menetelmidssé ei oteta huomioon vertikaa-
lien tuomaa vaikutusta. Kuvassa 4.8 on esitetty kattoristikon profiilit sekd jokaisen liitok-
sen rotaatiojaykkyys tasosta poispdin. Jaykkyydet on laskettu kdyttden liittyvistd uuma-
sauvoista pienempad ja pidempii. Ristikosta esitetddn kuvassa vain puolet, jolloin ku-
vasta saadaan selkedmpi. Profiilit ovat symmetriset harjan molemmin puolin.
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Kuva 4.8 Kattoristikon profiilit ja jokaisen K-liitoksen rotaatiojdykkyydet.

Taulukossa 4.7 on koottuna eri reunachdoin palkkielementein tehdystd mallista saadut
kriittiset kuormat ja nurjahduspituudet.

Taulukko 4.7 Kattoristikon kriittinen kuorma ja nurjahduspituus laskettuna RFEM-
ohjelmalla palkkielementein sekd lineaarisella interpoloinnilla.

Lv=4,9m
Palkkielementit | N 608 kN
Lo 7698 mm
No,rd/ EC3 448 kN

Edelld esitetyn taulukon perusteella voidaan niin ikdén todeta, ettd palkkielementeilld
suoritettu nurjahdusanalyysi on varsin pateva, kun liitosjdykkyydet otetaan oikeina huo-
mioon. Vertailemalla taulukoiden 4.4 ja 4.7 kriittisten kuormakertoimien arvoja, tehdain
samat havainnot kuin ristikkopilarin tapauksessa. Kuormakertoimet ovat suuruudeltaan
hyvin ldhell4 toisiaan. Kuvassa 4.9 on esitetty vastaava nurjahdusmuoto.
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Kuva 4.9 Palkkielementein mallinnetun kattoristikon nurjahdusmuodot taulukon 4.7
mukaisin tuentaehdoin.

Kuvien 4.9 ja 4.5 nurjahdusmuotojen perusteella voidaan jilleen todeta liitoksen rotaa-
tiojdykkyyden laskentamenettelyn olevan pitevd. Huomattakoon myds, ettd kuvassa 4.9
nurjahduskupla on hieman ”siirtynyt” oikealle. Tdmi saattaa johtua muun muassa siité,
ettd liitoksen geometrian mallinnuksessa tulee pientd virhettd palkki- ja kuorielementti-
mallien vililla. Palkkielementtimallissa uumasauvojen keskilinjat kohtaavat samassa pis-
teessd paarteen keskilinjalla, kun kuorielementtimallissa/todellisuudessa uumasauvojen
keskilinjat kohtaavat usein paarteen keskilinjan jommallakummalla puolella riippuen lii-
tosalueen geometriasta. Lisdksi kuorielementeilld kéytetdén painekuormaa yldpaarteen
pinnalla, kun palkkielementeilld kdytetdin viivakuormaa, jossa saattaa syntyd myos hie-
man eroavaisuutta voimien jakautumisessa. Siitd huolimatta tulokset ovat hyvin ldhelld
toisiaan ja niitd voidaan pitdd yhtenevina.

4.2.3 Tarkempi analyysi ottamalla huomioon paarteiden voima-
suhteet

Edellisessé kappaleessa ristikkopilarin sisépaarteessa oletettiin vaikuttavan tasainen pu-
ristava voima koko paarteen matkalla. Kuvissa 3.6 ja 3.7 kuitenkin on osoitettu, ettd to-
dellisessa kehidrakenteessa kuormat eivit niin tasaisesti jakaudu. Suunnittelija voi méaa-
rittdd nurjahduspituuden palkkimallistaan kayttdmailld oikeita (tai varmalla puolella ole-
via) liitoksien rotaatiojiykkyyksid. Vaihtoehtoisesti, jos suunnittelija ei halua kayttaa lii-
toksien jousijaykkyyksid mallissaan, hén voi ratkaista nurjahduspituuden kappaleen 3.4
mukaisella jousituetulla palkilla. Tadssé tapauksessa paarteessa kuitenkin oletetaan olevan
tasainen puristava voima, joka on varmalla puolella oleva oletus.

Kéydéédn seuraavassa lépi, mitd vaikutusta normaalivoimien suhteella sisé- ja ulkopaar-
teen vililld on sisdpaarteen nurjahdukseen. Kun ulkopaarre on tdysin tuettu, voimasuh-
teella ei ole suurta merkitysté, kuten voidaan helposti ymmartéd. Ristikkopilari voidaan
kuitenkin kdytdnndssékin tukea harvemmin, esimerkiksi joka toisesta K-liitoksen koh-
dasta. Lasketaan kuvan 3.6 mukaisessa kehdrakenteessa olevan ristikkopilarin sisépaar-
teelle nurjahduspituudet ottaen normaalivoimien jakauma paarteiden vililld huomioon.
Verrataan tdmin jélkeen tuloksia edellisten kappaleiden laskelmiin, joissa sitd tutkittiin
erillisend rakenteena, ja puristavan kuorman ajateltiin olevan tasainen molemmissa paar-
teissa.
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Oletetaan rakenteen toteutettavan siten, ettd ulkopaarre tuetaan 11,2 metrin vilein kuvan
4.6 toisen tapauksen mukaisesti. Kun paarteissa oletetaan vaikuttavan tasainen puristava
voima, kuorielementtimallin mukaan sisépaarteen nurjahduspituus on 9,42 metrié ja palk-
kielementtimallin mukaan pituus on 9,83 metrid. Téhén perustuen otetaan laskentaan tar-
kemman tuloksen antavan kuorielementtimallin nurjahduspituus 9,42 metrid. Tutkitaan
seuraavaksi samaa ristikkopilaria osana kehédrakennetta. Suunnittelijan vastuulle jd4 va-
littavaksi nurjahduspituuden mééraévit kuormitustapaukset. Kéytdnnossa katsoen tdmén
tyyppisissé rakenteissa se tarkoittaa kuormitustapauksia, jotka aiheuttavat sisidpaartee-
seen suurimman (piikin) tai mahdollisimman tasaisen puristusvoiman. Kuvassa 4.10 on
ensimmadinen tutkittava kuormitustapaus, joka aiheuttaa ristikkopilarin sisdpaarteeseen
suuren puristusvoiman. Tulee kuitenkin ottaa huomioon, ettd samalla ulkopaarteessa vai-
kuttaa suuri vetovoima.
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Kuva 4.10 Ensimmdinen kehdrakenteen tutkittava kuormitustapaus. Kuvassa vallit-
seva kuormitus sekd normaalivoimajakauma.
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Lasketaan RFEM-ohjelmalla linearisoitu nurjahdusanalyysi todellisten kuormitusten ja
reunachtojen vallitessa. Kuvassa 4.11 on kehérakenteen se nurjahdusmuoto, jolla sisé-
paarre selkedsti nurjahtaa tasosta ulospéin.

\NAN\NAN NN\ /N\/

KZNZN2

Kuva 4.11 Kuvan 4.10 reunaehtoja vastaava se nurjahdusmuoto, jolla sisdpaarre
nurjahtaa tasosta ulospdin.

Nurjahdusmuoto on juuri sellainen, kun helposti oli paételtdvissa. Sisdpaarre nurjahtaa
suurimman puristavan voiman alueelta. Lasketaan timén kuormitustapauksen perusteella
neljélle alimmalle paarteen pétkille eli paarteelle, jossa vaikuttaa kuvan 4.10 mukaan pu-
ristusvoima 58 kN — 1004 kN. Nurjahdusanalyysi mukaan kyseisen nurjahdusmuodon
kriittinen = kuormakerroin on 2,08, joka tarkoittaa  kriittistd = kuormaa
1004kN*2,08=2088kN. Sijoittamalla tdmd Eulerin yhtdloon, saadaan nurjahduspituu-
deksi 6,49 metria.

Seuraavaksi haetaan kuormitustapauksista se, joka aiheuttaa suuren puristuksen sisépaar-
teen yldpddhian. Kuvassa 4.12 on toinen tutkittava kuormitustapaus. Téssd tapauksessa
puristava normaalivoima on selkeésti sisdpaarteen yldpédédssd suuri. On syytd myos ottaa
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huomioon, ettd ulkopaarteessa on tdssé tapauksessa hyvin viahan puristusta, ihan ylareu-
nassa jopa vetoa.
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Kuva 4.12 Toinen kehdrakenteen tutkittava kuormitustapaus. Kuvassa vallitseva
kuormitus sekd normaalivoimajakauma.

Lasketaan nurjahdusanalyysi tille kuormitustapaukselle. Kuormakertoimen arvolla 3,34
ristikkopilari nurjahtaa selkedsti tasostaan. Kuvassa 4.13 on esitetty kyseinen nurjahdus-
muoto.
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Kuva 4.13 Nurjahdusmuoto kriittisen kuormakertoimen 3,34 arvolla ja kuvan 4.12
reunaehtojen vallitessa.

Samalla logiikalla kuin paarteen alaosalle, lasketaan yldosalle nurjahduspituudeksi 6,68
metrid. Sisdpaarteelle on nyt mééritetty kaksi eri nurjahduspituutta. Luonnollisesti suun-
nittelija voi kdyttad myds suurempaa nurjahduspituutta koko paarteen matkalla. Tdmén
jalkeen suunnittelussa suoritetaan eurokoodin mukainen mitoitus. Tehddén se tdssd koh-
taa kahdella eri tavalla, ensin koko sisdpaarteelle annetaan nurjahduspituus 9,42 metrié ja
toisessa vaiheessa asetetaan ala- ja yldosalle eri nurjahduspituudet edelld méaritellyn mu-
kaan. Mitoitetaan tdmin jalkeen sisdpaarre kaikille kuormitusyhdistelmille eurokoodin
mukaisesti. Kuvassa 4.14 on esitetty sisdpaarteen kidyttdasteen edelld mainituille tapauk-
sille.
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Kuva 4.14 Sisdpaarteen kdyttoasteet eurokoodin mukaan. Vasemmalla sisdipaarteella
sama nurjahduspituus 9,42m ja oikealla alaosan nurjahduspituus on
6,49m ja yldosan 6,68m.

Kuvasta 4.14 ndhdddn, ettd kaytettdessd nurjahduspituutena 9,42 metrid, sisdpaarteen
kayttoaste ylittdd arvon 1. Kun otetaan huomioon paarteiden normaalivoimajakauma,
kayttdastetta voidaan selkedsti redusoida (1,32 -> 0,77). Tama osoittaa sen, ettd vedetylld
tai vihemmain puristetulla ulkopaarteella on stabiloiva vaikutus. On kuitenkin tapauskoh-
taista, milloin tét4 menettelyd on arkisuunnittelussa jarkevéa kayttda. Menettely on aikaa
jaresursseja vievaa, eikd ole jokapdiviistd suunnittelua. On kuitenkin hyvi tiedostaa, ettd
ottamalla normaalivoimien jakauma todellisena huomioon, voidaan todentaa ristikossa
oleva lisékapasiteetti.

4.3 Epalineaarinen nurjahdusanalyysi

Téssd kappaleessa lasketaan epdlineaarisella analyysilld samoja rakenteita kuin edell.
Epélineaarisuutta rakenteeseen tuo materiaalimalli sekd geometrinen epilineaarisuus
(suurten siirtymien teoria). Materiaalimalli analyyseissa on ideaaliplastinen, joka on esi-
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tetty kuvassa 2.15. Edellisissé laskelmissa paarteen kestdvyys nurjahdusta vastaan on las-
kettu kdyttden linearisoitua nurjahdusanalyysia sekd eurokoodin mukaista héiriGtermia.
Epélineaarisella laskennalla on tarkoitus varmentaa timi menettely kdyttden eurokoodin
mukaisia hdirioitd ja kuormittaa rakennetta sen kantokykyynsé saakka. Lisdksi epéline-
aarisella laskennalla paistdadn tutkimaan nurjahdustuennan tukireaktioita sekd K-liitok-
seen kertyvéa tasosta poispdin kertyvdd momenttia.

Kuten kappaleen 2 alussa todettiin, eurokoodi sallii tdmén tyyppisen rakenteen tarkaste-
lun. Suurimman haasteen tdahdn oikeastaan tuo oikean alkuhdirion méérittdminen. Taulu-
kossa 4.8 on eurokoodin madrddmat alkuhdirion mallinnustavat erityyppisille epatidydel-
lisyyksille.
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Taulukko 4.8 Epdtdiydellisyyksien mallinnustavat ja suuruudet eurokoodin mukaan.
[15]

Epiitiydelli-

syyden tyyppi Tarkasteltava osa

Globaali.
Sauva, jonka
pituus on {

Globaali.
Pituusjivkis-
te, jonka
pituus on a

Paikallinen
kentta tai
osakenttd
Paikallinen
Jaykiste tai
laippa, johon
kohdistuu
viiinti
Ep:lta:?:]l]i;nden Tarkasteltava osa Muoto Suuruus
; ; 2 Ks. standardin EN 1993-1-
Globaali Sauva, jonka pituus on Kaareva 1 tailiikko 5.1
Globaali Pituusjiykiste. jonka pituus on a Kaareva P ;r\ 43;!3 s
Paikallinen Levykenttii tai osakentti, jonka Lo:;rzuat;fgsm Pienempi arvoista (a/200,
lyhyempi jinne on « tai & 2 Bi200)
i 2 muoto
Paikallinen Tiykiste tai laip_[_:j.f. johon kohdistuu Kiertyvisti 1/50
Viintd kaareva

Ty0ssé tutkittavan paarteen stabiilisuus kuuluu ylld olevan taulukon ylimpaédn kohtaan.
Globaalin sauvan, jonka pituus on /, hdirion suuruus tulee katsoa EN 1993-1-1 taulukosta
5.1. Alla olevaan taulukkoon 4.9 on tuotu tdmé kyseinen eurokoodin taulukko.
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Taulukko 4.9 Alkuepdtarkkuuksien mitoitusarvot eurokoodin mukaan. [14]

Tanlikko 6.1 Ki nnnot_mrinn Plustisuus_teori—
ki muklalnep an lﬂlllkiill!en
SR analyysi analyysi
nurjahduskiyri | = g
ag . 1/350 17300
a 1/300 1/250
b 17250 17200
C 1/200 1/150
d 1/150 17100

Putkiprofiilien, joista tdmén tyon ristikkorakenteet koostuvat, nurjahduskéyrd on euro-
koodin mukaan c. Niin ollen plastisuusteorian mukaista analyysia tehdessd, alkuhdirion
suuruuden tulee ylld olevan taulukon mukaan olla L/150, jossa L on tutkittavan sauvan
pituus. Itse tulkitsen tdmén siten, ettd mitta L tarkoittaa nurjahdusmuodon kuplan pituutta.
Eli niiden kahden pisteen vélimatkaa, missd nurjahdusmuoto kééntyy puolelta toiselle.
Niin ollen esimerkiksi kuvaa 4.3 katsottaessa, mittana L tulee kiyttda koko paarteen pi-
tuus jaettuna kolmella. Valinta olisi varmasti selked, jos sisdpaarre olisi tuettu kolman-
neksen vélein. Nyt paarretta ei kuitenkaan ole tuettu, mutta uumasauvojen ja koko ristikon
vaantojaykkyyden kautta sisdpaarre saa “virtuaalisen” tuennan, jolloin timé valinta on
mielestdni perusteltu.

4.3.1 Tulokset kayttaen kuorielementteja

Tarkastellaan ensin edelld tutkittua ristikkopilaria. Lasketaan tulokset samoilla tuentavi-
leilld ja verrataan kayttoastetta linearisoidun analyysin ja eurokoodin kautta mééritettyyn
kiyttdasteeseen. Rakennetta kuormitetaan sen kantokykyynsé saakka, eli pisteeseen jol-
loin siirtymét/venymat ldhtevit suureen kasvuun pienestékin kuorman lisdyksestd. Ku-
vassa 4.15 on esitetty 28 metrid korkean ristikkopilarin voima-venymé-kuvaaja. Pystyak-
selilla on sisdpaarteen voima suhteessa kriittiseen kuormaan ja vaaka-akselilla venyma
ulkopaarteen pinnalla alimman K-liitoksen alueella.
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Kuva 4.15 28 metrid korkean ristikkopilarin voima-venymd-kuvaaja.

Edelld olevasta kuvaajasta ndhdddn, miten ristikkopilari saavuttaa maksimikapasiteet-
tinsa, kun kuvaaja kaartuu ldhes vaakatasoon. Télloin ristikkopilari ei pysty endd vastaan-
ottamaan lisdd kuormitusta vaan venymét suurenevat paljon pienestékin kuormanlisayk-
sestd. Materiaalimalli tdmén kappaleen laskelmissa on ideaaliplastinen ja suurten siirty-
mien teoria on kiytdssd, jolloin geometrian muutoksen vaikutukset otetaan jaykkyyksissd
huomioon. Taulukkoon 4.10 on koottu kriittiset kuormakestévyydet seké laskelmissa
kaytetyt alkuhdirididen suuruudet.

Taulukko 4.10 Epdlineaarisella analyysilla lasketut 28 metrid korkean ristikkopilarin
sisdpaarteen normaalivoimakestivyydet kahdella eri tuentavileilld
sekd vertailu muihin menetelmiin.

Lv=2,8m | Ly=14m

Alkuhéirio € | 62mm | 93 mm
Kestdvyys / GMNIA 1284 kN | 400 kN
Nbra/ EC3 1246 kN | 380 kN
Lin. analyysi Ansys

Nbra/ EC3 1191 kN | 354 kN

Lin. analyysi RFEM
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Taulukon 4.10 tuloksista ndhdéén, ettd linearisoidun nurjahdusanalyysin ja eurokoodin
mukaan médritetyn kestdvyyden seké epdlineaarisen analyysin mukaan méadritetyn kesté-
vyyden tulokset ovat keskenddn hyvin saman suuruiset. Tulokset ovat kuitenkin hyvin
riippuvaisia annettavan alkuhdirion suuruudesta ja esimerkiksi tukijaon ollessa 14 m, on
hyvin tulkinnanvaraista, ettd otetaanko alkuhdirioksi (0,5*28m)/150 vai esimerkiksi
(0,6*28m)/150. Tulosten suuruusluokka on kuitenkin sama ja niin ollen osoittaa sen, etta
linearisoidusta nurjahdusanalyysista voidaan laskea rakenteelle nurjahduspituus, jonka
jalkeen eurokoodin kaavoilla otetaan hiiridtekijit mukaan laskentaan.

Kisitelladn seuraavaksi kattoristikkoa. Taulukkoon 4.11 on vastaavalla tavalla koottu
kéaytettavan alkuhdirion suuruus seké kriittinen kuorma.

Taulukko 4.11 Epdlineaarisella analyysilla lasketut 36 metrid pitkdn kattoristikon
alapaarteen normaalivoimakestivyydet eri tuentavileilld sekd ver-
tailu muihin menetelmiin.

Lv=4,9m
Alkuhéirio eo | 120 mm
Kestivyys / GMNIA 430 kN
Nbra/ EC3 450 kN
Lin. analyysi Ansys
Nb,rd/ EC3 448 kN
Lin. analyysi RFEM

Edellisestd taulukosta tehdddn samat péddtelmdt kuin ristikkopilarin tapauksesta.
GMNIA:n tulokset seka linearisoidun nurjahdusanalyysin ja eurokoodin yhdistetyt tulok-
set ovat samassa suuruusluokassa.

4.3.2 K-liitokseen kertyva momentti

Kuten kappaleen 3.5 lopussa on mainittu, K-liitokseen kertyy momenttia, koska sen tiy-
tyy pitdd sisdpaarre paikallaan siten, ettd se ei padse nurjahtamaan. Eurokoodin putkilii-
tosten mitoituskaavoihin sisdltyy tasosta poispédin olevan momentin huomioon ottaminen.
On kuitenkin huomioitavaa, ettd esimerkiksi CIDECT:n ldhteessd [9] uumasauvat olete-
taan tdysin jdykiksi tukevaan paarteeseen eiki liitokseen kertyvin momentin suuruuteen
oteta lainkaan kantaa. Lasketaan seuraavassa kuitenkin kaksi eri kokoista ristikkopilaria
epdlineaarisella laskennalla, jolloin saadaan ulos my®s liitokseen kertyvit momentit. Tau-
lukossa 4.12 on kyseiset momenttien arvot ulko- ja sisdpaarteissa 100 %:n ja 80 %:n kdyt-
toasteilla.
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Taulukko 4.12 28 metrid korkean ristikkopilarin K-liitoksiin kertyvien momenttien
arvot ulko- ja sisdpaarteissa. Lisdksi oikealla havainnollistava kuva,
mistd momenttien arvot on luettu.

Lii- | 100% ul- | 80% ulko | 100% si- | 80% sisi- | Kuva tutkittavasta risti-
tos | kopaarre | paarre sipaarre | paarre kosta
[KNm] [KNm] [KNm] [KNm]
1 |97 4.8 -14 7,0
2 |80 3,9 3.4 1,5 ! 2
3 (06 0,4 3,9 1,8 5 2
4 | -1,6 -0,6 2,9 1,6 . 3
5 13,0 1,6 0,09 0,19 4 4
6 0,16 0,25 2,8 1,43 : 5
7 |19 0,95 0,07 0,18 6 6
8 |-0,47 0,11 1,4 0,66 7 7
9 108 0,34 -0,99 -0,4 8 s
10 |-1,5 -0,67 0,47 0,16 9 9 3
11036 0,09 2,1 0,97 s 10 10 3
12 |21 0,9 0,8 0,28 2 n 1 8
13 |18 0,8 1,6 0,8 S 2 &
14 |-0,6 20,3 33 1,5 : 13 -
15 |52 2,4 1,8 0,78 " 1 14
16 |42 2,0 7,9 3,8 15 5
17 |87 43 8,9 43 16 16
18 | 10 5,4 9,0 4,6 17 e
19 | 1.4 1,3 12 6,2 18 ol
20 | 1,6 1,9 9,0 -3,4 19 19
21 |-23 -14 12 7.8 > 3
KA KA KA KA 5 "
4,1 2,2 4,6 2,3

Tuloksista ndhddin selkedsti, ettd hajonta on suuri. IThan yld- ja alareunassa on piikit mo-
menttien arvoissa, jotka ovat toisaalta loogisia, silld ndméhin ovat juuri ne kohdat, jotka
eniten vastustavat tukevaa paarretta kiertymadstd. Kuvassa 4.16 on esitetty rakenteen
muoto, kun se menettdd kantokykynsd. On nihtédvissd, ettd momenttien arvot kasvavat
my0s suurimman nurjahduskuplan kohdalla.
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Kuva 4.16 28 metrid korkean ristikkopilarin muoto tilanteessa, kun se menettdd kan-

tokykynsd.

Vaikein osuus on kuitenkin maérittii, ettd mikd on se momentin arvo, jonka suunnitteli-
jan tulee ottaa mitoituksessa huomioon. Mikéili ldhdetéén ajatuksesta, ettd jokaisen liitok-
sen voi mitoittaa edellisessd taulukossa nékyville keskiarvolle (noin 4,5 kNm), sitd voi-
daan ldhestyd soveltamalla 2 %:n sdidntdd. 2%:n sddnndn mukaan, nurjahdustuettava
sauva tulee mitoittaa 2 %:lle sen puristavasta voimasta, kun halutaan kiyttd4 nurjahdus-
pituutena tuennan vélimatkaa. Tassd tapauksessa sisdpaarteen nurjahduspituus on 6260
mm, joka tarkoittaisi 28 metrid korkealle paarteelle 3,47 tuentapistettd (=28m/6,26m-1).
Kriittinen kuorma paarteessa on 1290 kN. Niin ollen voima, joka estdd sisdpaarretta nur-
jahtamasta, on 3,47%0,02*1290kN=90kN. Momentti saadaan ndin ollen kertomalla edelld
saatu voima ristikon leveydelld seké jakamalla se tasaisesti jokaiselle uumasauvalle (21
kpl). Momentti on suuruudeltaan 90kN*1,4m/21=>5,9kNm. Tuloksesta nihdéén, ettd se on

hieman konservatiivisella puolella.

Haetaan tdhdn ajatukseen vield vertailutulosta laskemalla 50 metrid korkea ristikkopilari
vastaavalla tavalla. Taulukossa 4.13 on esitetty vastaavat arvot isommalle ristikkopila-

rille.
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Taulukko 4.13 50 metrid korkean ristikkopilarin K-liitoksiin kertyvien momenttien
arvot ulko- ja sisdpaarteissa. Lisdksi oikealla havainnollistava kuva,

mistd momenttien arvot on luettu.

Lii- | 100% ul- | 80% ulko- | 100% si- | 80% sisii- | Kuva tutkittavasta ris-

tos | kopaarre | paarre sdpaarre | paarre tikosta
[KNm] [KNm] [KNm] [KNm]

1|28 11 47 19 1

2 |28 11 86 |32 i

3 |57 2,5 18 7,1 : 3

4 |-13 4.8 12 5,1 . 3

5 |12 5,0 8,4 2.8 i

6 |-7,9 2,7 11 4,6 >

7 |94 3,7 7,7 2.6 : i

8 -9,0 -3,2 -7 3,3 !

9 |86 3,2 9.8 3,6 : :

10 |-10 -3,8 9,6 3,5 il

TIREE 48 90 |34 R © 3

12 [-59 -2,0 18 6,7 : toB

13 |23 8.8 3,0 1.2 g .

14 |11 4,7 31 12 : B2

15 |29 12 30 12 £ i " 2

16 |38 16 28 12 " 15

17 |42 0,6 56 2% = o

18 |17 13 44 13 Y

19 | -94 .50 38 23 : *
KA KA KA KA 19
17,5 7,8 18,7 7,8

Sisdpaarteen kriittiseksi kuormaksi saadaan 1660 kN ja nurjahduspituudeksi 12535 mm.

Vastaavalla laskennalla kuin edelld, saadaan keskiarvomomentin suuruudeksi 19,7 kNm.

Tulos on jilleen hieman varmalla puolella, mutta on kuitenkin johdonmukainen. Se ottaa

huomioon kéytettdvin sisépaarteen nurjahduspituuden. Pdédtelmd on looginen, mutta ei

kuitenkaan ota huomioon suurempia piikkien arvoja paarteiden péissi. Toisaalta rasitus-

ten voisi ajatella plastisoitumisen my6td jakautuvan uudelleen muille liitoksille, kun suu-

rimman momentin rasittavan liitoksen kapasiteetti ylittyy. Mikili K-liitokset mitoitetaan

edellisen periaatteen mukaan momentin keskiarvolle, vie se liitoksen kapasiteettia edelli-

sissd esimerkeissd noin 30 %. Néin ollen liitoksien kdyttdasteet tulisi rajoittaa noin 70

%:1in, mikali liitosta hyddynnetdén nurjahtavan paarteen tukemisessa. Lisdksi tehdddn

kuvan 3.23 mukainen lineaarinen interpolointi liitoksen kayttdasteen suhteen.
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Lisdksi tulee ottaa huomioon, ettéd kattoristikon tapauksessa, mikéli yldpaarre on kovin
jyrkka, ja kdytettdessd korkeutena ristikon harjakorkeutta, voi menetelma antaa liitoksille
suhteettoman suuria momenttien arvoja. Tdémd menettely sopiikin parhaiten tilanteelle,
kun paarteet ovat samansuuntaisia. Kuitenkin momentin tarkka médrittiminen on haas-
teellista FEM-laskennankin avulla, ja aihe vaatisikin mielestani lisdtutkimuksia ja kenties
kiytannon testejd, ettd momenttien suuruuksista saataisiin todellisia arvoja.

4.3.3 Tukevan paarteen vaanto ja ristikon paiden leikkausrasi-
tukset

Kuten kappaleen 3.2 lopussa on mainittu, tukevaan paarteeseen syntyy keskelle hieman
vadntorasitusta, joka otetaan kiinni ristikon pdiden leikkausvoimana. Téssd kappaleessa
lasketaan edelld mainituille rasituksille arvoja kahdelle ristikkopilarille sekd yhdelle kat-
toristikolle. Tavoite on tuoda esiin rastitusten suuruusluokat. Kuten jo aiemmin on mai-
nittu, esimerkiksi CIDECT:n ldhteessé ei ole mainintaa néistd ’sekundédérisistd” rasituk-
sista [9].

Taulukossa 4.14 on esitetty 28 metrid korkean ristikkopilarin tukevan paarteen vaéntora-
situs sekd ristikon pdiden leikkausvoimat tasosta poispdin. Vaantd on ilmoitettu kaytto-
asteilla 100 % ja 95 % ja leikkausvoimat kéyttdastella 100 %.

Taulukko 4.14 28 metrid korkean ristikkopilarin védntorasitus sekd leikkausvoimat
tasosta poispdin ristikon pdissd.

Viainto tukevassa | 11 100%
paarteessa [KNm]
8,5 95%
Leikkausvoima [KN] | 2,6 alapdd
7,8 alapdd
9,6 vidpdd
8,8 vidpdd

Taulukon arvoista ndhddén, ettd leikkausvoimat ovat melko pienid. Esimerkiksi perustus-
tasoa ajatellen Peikon valmistama yksi HPM20 perustuspultti ottaa leikkausvoimaa vas-
taan 21 kN. Saadakseen vertailupohjaa vadntorasitukselle, taytyy tietdd miké on kyseisen
profiilin vdéntdkestdvyys. Eurokoodin mukaan rakenneputkien tapauksessa voidaan ul-
koisen momentin vilittyvén ainoastaan vapaana vééntond, jolloin estetyn vaannon osuu-
det voidaan jéttid ottamatta huomioon. Nelion ja suorakaiteen muotoisen rakenneputkien
puhtaan vadntokestdvyyden arvon laskenta jaetaan kaavan (4.1) mukaisesti kahteen osaan
riippuen putken profiilin mittasuhteista. [12]
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max(b,h) _ 72 . e (4.1)
" < 7 — lasketaan plastinen vaantokestavyys

max(b,h) 72¢
>
t n

— lasketaan vaantolommahduskestavyys

Kaavassa (4.1) b on profiilin leveys, /4 profiilin korkeus, ¢ ainevahvuus ja # on pienennys-
tekija, jolle kdytetddn arvoa 1,0 rakenneputkien tapauksessa. Termi ¢ mééritelldén kaa-

vasta
e = YB35 (4.2)
fy’

missi f, on materiaalin nimellinen my6tolujuus yksikkond [MPa]. Kaavassa (4.1) esitetty
plastinen vddntokestdvyys lasketaan yhtdlosté

fy /N3
Mx.pl.Rd = ]3;M0 Ws,

(4.3)

missd W;on poikkileikkauksen vdantovastus ja yuo kestdvyyden osavarmuusluku. Vastaa-
vasti vadntolommahduskestévyys lasketaan kaavasta

thy/\/g

YMm1

(4.4)

My pra = We,

missd y;on viadntdlommahduksen pienennystekijd. Pienennystekijdd varten on ensin las-
kettava uuman muunnettu hoikkuus kaavan (4.5) mukaisesti

1, = 30r (4.5)

86,4¢

Témin jilkeen pienennystekijd voidaan méadrittdd taulukon 4.15 mukaan.

Taulukko 4.15 Pienennystekijd y:

1, < 0,83 1,0
0,83 <1, < 1,08 0,83/1,
A = 1,08 0,83/1,

28 metrid korkeassa esimerkin ristikkopilarissa tukevan paarteen profiili on
SHS200x200x10,0, jolle saadaan edelld esitetylld menetelmélld laskettua vdidntokesta-
vyydelle arvoksi 133 kNm. Taulukon 4.14 mukaan nurjahdushetkelld vidntdmomentti on
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11 kNm, joka noin 8,3 % kestdvyydestd. Rakenteita ei kuitenkaan mitoiteta kdytannossa
100 % kayttoasteelle, ja esimerkiksi 95 % kéyttoasteen kohdalla viédntdmomentti on las-
kenut jo arvoon 8,5 kNm, joka on endd 6,4 % viidntokestdvyydestd. On kuitenkin olen-
naista tiedostaa, ettd timd tarkastelu on vain puhtaalle vaantorasitukselle, ja todellisuu-
dessa rakenteet tulee mitoittaa tapauskohtaisesti yhdistetyille rasituksille. Téstd huoli-
matta mielestdni vadntorasitus ei suuruudeltaan ole kovin merkittdvé, eikd sitd tarvitse
erikseen ottaa mitoituksessa huomioon.

Tehddédn sama tarkastelu esimerkin 50 metrid korkealle ristikkopilarille. Taulukkoon 4.16
on koottu vastaavat tulokset kyseiselle pilarille.

Taulukko 4.16 50 metrid korkean ristikkopilarin vddntorasitus sekd leikkausvoimat
tasosta poispdin ristikon pdissd.

Viaianto tukevassa | 47 100%
paarteessa [KNm]
33 95%
Leikkausvoima [KN] | 13,4 alapdd
11,2 alapdd
17,8 vidpdd
12,8 vidpdd

Vastaavasti taulukosta ndhdéén, ettd leikkausvoimat ovat merkityksettomén pienid. Téassi
esimerkisséd tukevan paarteen profiili on SHS300x300x12,5, jonka véddntokestdvyys on
388 kNm. 100 %:n kéyttoasteella se tarkoittaa 12 % maksimikestavyydesti ja 95 % kayt-
toasteella 8,5 % maksimikestidvyydesta.

Edelleen lasketaan samat tulokset 36 metrid pitkille kattoristikolle, jota on tutkittu muissa
yhteyksissi jo aikaisemmissa kappaleissa. Taulukossa 4.17 on vddntorasitus ristikon yla-
paarteessa seké péiden leikkausvoimat tasosta poispéin.

Taulukko 4.17 36 metrid pitkdn kattoristikon vidntorasitus sekd leikkausvoimat ta-
sosta poispdin ristikon pdissd.

Vaanto tukevassa | 9,6 100%
paarteessa [KNm]
8,4 95%
Leikkausvoima [KN] | 7,0 vasen pdd
1,0 vasen pdd
0,8 oikea pdd

0,4 oikea pdd
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Taulukosta ndhddén, ettd leikkausvoimat ovat edelleen merkityksettoméin pienid. Téssd
esimerkissé yldpaarteen profiili on SHS160x160x8,8, jonka vadntokestdvyys on 74 kNm.
100 %:n kéyttoasteella se tarkoittaa 13 % maksimikestdvyydestd ja 95 % kayttoasteella
11 % maksimikestdvyydesta.

4.3.4 Nurjahdustuennan tukireaktio

Kappaleen 3.2 lopussa sivuttiin tdtd aihetta toteamalla, ettd tukevan paarteen nurjahdus-
tuennalla on oltava riittdvé kestdvyys sekd jaykkyys. Riittdvin jadykkyyden toteamiseen
vaadittava tarkastelu jatetddn kappaleen lopussa olevaa lyhyttd esimerkkid lukuun otta-
matta tdmén tyon ulkopuolelle. Téssdkin kohtaa ldhdetéén soveltamaan suunnittelijoiden
keskuudessa vallitsevaa kédytdntod, ettd tuettava rakenneosa on mitoitettava 2 %:lle sen
puristavasta voimasta, jotta nurjahduspituutena voidaan kéyttad tuentavilid. Tdssd tyossd
tuennat oletetaan olevan tdysin (riittdvin) jaykkid. Haetaan tdhin teoriaan vertailutuloksia
epdlineaarisesta laskennasta laskemalla 28 metrid ja 50 metrid korkeiden ristikkopilarei-
den nurjahdustuentojen tukireaktiot.

Taulukossa 4.18 esitetty 28 metrid korkean ristikkopilarin ulkopaarteen nurjahdustuento-
jen tukireaktiot, kun ulkopaarre on tuettu jokaisesta K-liitoksesta. Arvot on taulukoitu
sisdpaarteen kdyttdasteen ollessa 100 % ja 80 %.

Taulukko 4.18 28 metrid korkean ristikkopilarin ulkopaarteen nurjahdustuennan tu-

kireaktiot.

100% | 80% | % (100) | % (80)
[kN] | [kN]

-35 -17 13,57 2,01
33 17 3,37 2,01
146 |74 | 1,49 0,87
5,9 3,0 10,60 0,35
-1,4 -0,8 10,14 0,09
2,1 -1,1 | 0,21 0,13
0,5 0,3 10,05 0,04
2,5 1,5 0,26 0,18
6,4 3,7 10,65 0,44
-14 -7,4 | 1,43 0,87

Taulukon arvoista ndhdéén, ettd tukireaktion suuruus vaihtelee suuresti ja kiyttdasteen
ollessa 100 % on tukireaktio ldhes 4 % puristavasta voimasta. Toisaalta tukireaktio laskee
nopeasti kdyttdasteen pienentyessd. Tdmén perusteella kuitenkin varmalla puolella oleva
oletus on, ettd nurjahdustuennan tulee kestda 4 % puristavasta voimasta. Lasketaan vield
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vertailutuloksia isommasta ristikkopilarista. Taulukossa 4.19 on esitetty ndmé vastaavat
tulokset.

Taulukko 4.19 50 metrid korkean ristikkopilarin ulkopaarteen nurjahdustuennan tu-

kireaktiot.

100% | 80% | % (100) | % (80)
[kN] | [kN]

46 18 3,83 1,71
-48 22 14,0 2,10
-25 -10 | 2,08 0,95
-10 -4 0,83 0,38
0,6 0,26 | 0,05 0,02
0,05 0,01 | 0,00 0,00
0,3 0,3 10,03 0,03
-5,6 -2,8 10,47 0,27
22 88 1,83 0,84

Y14 olevasta taulukosta tehdddn samat havainnot. Néiden laskelmien perusteella voi to-
deta, ettd nurjahdustuenta tulee mitoittaa 4%:lle puristavasta voimasta.

Havainnollistetaan lyhyen esimerkin avulla, miten tuennan jaykkyyttd ja sen vaikutusta
voi arvioida. 50 metrid korkean ristikkopilarin tapauksessa ulkopaarteessa vaikuttaa noin
1200 kN puristava voima. Néin ollen jokainen nurjahdustuki tulee mitoittaa voimalle
0,04*1200kN=48kN. Oletetaan ristikkopilarikehien olevan 8100 mm jaolla, jolloin tuen-
tasauvaksi voi laittaa esimerkiksi nelioputken 90*90*5. Kun kaytettdva nurjahdustuki ja
kehivili ovat tiedossa, voidaan laskea sen jousijaykkyys kaavasta

E4 (4.6)

Ko =
tuki 1,

Niilld arvoilla jousijdykkyydeksi saadaan 42415 kN/m. Taméi voidaan sijoittaa esimer-
kiksi RFEM:n palkkielementtimalliin, jolloin linearisoidusta nurjahdusanalyysista saa-
daan kriittiseksi kuormaksi 2518 kN. Taulukon 4.5 mukaan, kun tuenta oletetaan tiysin
jaykaksi, kriittinen kuorma on 2540 kN. Téssd tapauksessa 4 %:n sdintd tuottaa myds
riittdvan jaykén tuennan.

4.4 Tulokset tyossa kehitetylla menetelmalla

Kaikki edelld esitetyt laskentamenettelyt vaativat ristikkopilarin mallin ja palkkielement-
timallin tapauksessa liitoksien rotaatiojiykkyyksien syottamisen sithen. Téssé tyossé ke-
hitetylld laskentamenettelylld, joka perustuu kappaleiden 3.3 ja 3.4 jousituettuun palkkiin
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ja liitoksen rotaatiojaykkyyksien kautta mairitettyihin palkin jousivakioihin, voidaan las-
kea poikittaistukemattoman paarteen nurjahduspituus ilman varsinaista ristikon mallia.
Ty0ssi kehitetylld laskentamenetelmailld lasketaan se dédritapaus, kun tukea antava paarre
on tdysin tuettu sivusuunnassa ja tuennan ollessa harvempi, interpoloidaan lineaarisesti
lasketun déritapauksen sekd tdysin tukemattoman tapauksen valiltd. Mikéli tukeva paarre
on kokonaan tukematon sivusuunnassa, tutkittavan paarteen nurjahduspituudeksi valitaan
paarteen pituus. Liséksi nurjahduspituutta laskettaessa tulee syottdd kaytettévén liitoksen
kayttdaste, jolloin jousivakiota redusoidaan lineaarisesti kuvan 3.23 periaatteella.

Lasketaan edellisten tavoin télld yksinkertaistetulla menetelmdlld saman 28 metrid kor-
kean ristikkopilarin ja 36 metrid pitkédn kattoristikon tukemattoman paarteen nurjahdus-
pituus, kun tukeva paarre oletetaan tiysin tuetuksi. Edellisten tavoin tdssédkdén esimer-
kissd ei oteta huomioon liitoksen kéyttoasteen vaikutusta. Liitteessd 2 esitetyn laskenta-
menetelmén perusteella translaatiojousen vakioksi saadaan 106 kN/m. Jousivakio on
sama jokaisessa pisteess, silld kulmat ja uumasauvojen pituudet ovat samat. Seuraavassa
vaiheessa syOtetddn jousituetun palkin geometria kenttien lukumééridn ja pituuksien
kautta. Esimerkin ristikkopilarin tapauksessa laskentamalli on kuvan 4.17 mukainen.

k=106kN/m k=106kN/m k=106kN/m k=106kN/m k=106kN/m k=106kN/m k=106kN/m k=106kN/m k=106kN/m

= E 3 c = c = > 3 -—
3 3 3 3 3

* k3 * * k3 k3 3 3

2800 2800 2800 2800 2800 2800 2800 2800 2800 2800

28000

Kuva 4.17 Ristikkopilarin sisdpaarteesta muodostettu jousituettu palkki.

Kriittiseksi kuormakertoimeksi saadaan 1201 kN ja nurjahduspituudeksi 8,56 metrid.
Taulukkoon 4.20 on koottu vastaavalla tavalla kuin edellisissd esimerkeissa nurjahduspi-
tuuksien arvot laskettuna tyossa tehdylld pohjalla.

Taulukko 4.20 28 metrid korkean ristikkopilarin nurjahduspituudet ja kestdivyydet
eurokoodin mukaan laskettuna tyéssd kehitetylld laskentamenette-
lylld eri tuentavileilld.

Nurjahdustuennan Lv=2,8m | Ly=11,2m |Ly=14m | Ly=29m
vilimatka

Tyossd  kehitetty | Ler 8,56 m 14,8 m 16,9 m 28,0 m
laskentamenetelméa

Nbra/ | 841 kN 334 kN 262 kN 102 kN
EC3

Tuloksista ndhdddn, ettd tdyden tuennan tapauksessa nurjahduspituus (8,56 metrid) on
suurempi kuin ristikon kokonaismallin kautta mééritetty nurjahduspituus (noin 6,7 met-
rid). Téma johtuu pddosin kuvan 3.20 yhteydessé selitetystd ilmidstd, mutta tulokset ovat
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ndin varmalla puolella ja niitd voidaan suunnittelussa kédyttdd. Liséksi on otettava huomi-
oon, ettd vaikka tulos on selvisti varmalla puolella, antaa se silti huomattavasti paremman
tuloksen kuin olettamalla nurjahduspituus koko paarteen pituudeksi. Taulukossa 3.2 on
havainnollistettu myos terdskiloissa saavutettavaa sdéstoa.

Lasketaan seuraavaksi my0s kattoristikon nurjahduspituudet. Kuten kuvassa 4.8 on esi-
tetty, kattoristikko koostuu useista eri profiileista. Néin ollen lasketaan téssé esimerkissa
tarkemmin jokaiselle uumasauvalle erikseen jousivakion arvo. Liitteen 2 menetelmalla
saadaan ristikon alapaarteesta kuvan 4.18 mukainen jousituettu palkki.

YANAVANANVANVAVAN

: K=17kN/m Zk=15kNIm Zk=13kKNm ZK=13kN/m Z K=15kN/m Zk=17kNIm .
5140 5140 L 5140 L 5160 L 5140 L 5140 L 5140

36000

Kuva 4.18 Kattoristikko ja sen alapaarteesta muodostettu jousituettu palkki.

Taulukkoon 4.21 on koottu vastaavasti alapaarteen nurjahduspituuden arvo ja eurokoodin
mukainen kdyttdaste, kun yldpaarre on tuettu jokaisesta K-liitoksesta.

Taulukko 4.21 36 metrid pitkdn kattoristikon alapaarteen nurjahduspituus ja euro-
koodin mukainen kestivyys laskettuna kehitetylld menetelmdlld.

Nurjahdustuennan Lvy=4,9m
valimatka

Tyossda  kehitetty | Le 13,1m
laskentamenetelméa

Nbrd /| 178 kKN
EC3

Y14 olevasta taulukosta ndhdddn jdlleen, ettd tyon laskentamenetelmalld tuotettu nurjah-
duspituus on reilusti varmalla puolella ndhden ristikon mallista tuotettuun nurjahduspi-
tuuteen (13,Im -> 7,8m). Tdma johtuu samasta ilmidstd kuin edellisessd esimerkissa,
mutta myoOs siité, ettd alussa tehtiin monta varmalle puolelle menevié oletusta muun mu-
assa ristikon korkeudesta ja liitoksien jaykkyyksistd. Nédiden kaikkien huomioon ottami-
nen oikein on kuitenkin ldhes mahdotonta yksinkertaistetussa laskennassa ja tarvittaessa
suunnittelija voikin laskea nurjahduspituuden kédyttien FEM-ohjelmaa ja oikeaa geomet-
riaa. Toisaalta on kuitenkin selvai, etté tilldkin menetelmilld saadaan selked hyoty sithen



91

ndhden, ettd esimerkiksi edellisen ristikkopilarin tapauksessa sisdpaarteen nurjahduspi-
tuudelle oletettaisiin arvo 28 metrid tai kattoristikon alapaarteelle arvo 36 metriéd vastaa-
valla tavalla kuin taulukossa 3.2.

4.5 Laskentamenetelmien vertailu

Edellisten perusteella voidaan helposti todeta, ettd mitd enemman ristikosta halutaan ka-
pasiteettia irti, sitd enemman se vaatii eri reunachtojen ja vaihtoehtojen tarkastelua. Kay-
tanndssé katsoen kuorielementtimallin analysoinnin voi sen puolesta unohtaa, ettd sitd ei
arkisuunnittelussa padsadntdisesti kdytetd. Se on kuitenkin erinomainen tyokalu varmen-
tamaan tehtyjd oletuksia. Léhtokohtaisesti suunnittelija méérittdd nurjahduspituuden
kayttden tyodsséd kehitettyd menetelmdd. Mikéli on tarve todentaa lisdd kapasiteettia risti-
kosta, tulee nurjahduspituus mairittdd kéyttien FEM-laskentaa ja oikeita reunaehtoja
sekd mahdollisesti ottaa huomioon myos normaalivoimien jakauma paarteiden valilla.

Taulukkoon 4.22 on koottu ristikkopilarin nurjahduspituuden arvoja eri menetelmin las-
kettuna.

Taulukko 4.22 28 metrid korkean ristikkopilarin sisdpaarteen nurjahduspituuksia eri
menetelmin laskettuna.

Nurjahdustuennan Lv=2,8m | Ly=11,2m | Ly=14m | Ly=29m
valimatka

Ansys/kuorielemen- | Le 5,56 m 9,13 m 11,4 m 26,5 m
tit

RFEM/palkkiele- Ler 5,68 m 9,48 m 11,9 m 28,6 m
mentit

Ty06ssé kehitetty las- | Lo 8,56 m 14,8 m 16,9 m 28,0 m
kentamenetelméa

Y14 olevasta taulukosta voidaan ndhdi, ettd kuorielementein ja palkkielementein méari-
tettyjen nurjahduspituuksien arvot ovat hyvin tasapainossa keskenddn. Lisdksi nihdédén,
ettd tyossa kehitetty laskentamenetelmai tuottaa selvésti varmalle puolelle olevia tuloksia,
mutta ovat kuitenkin hyvin kayttokelpoisia ja tehokkaita perinteiseen ndkdkulmaan ver-
rattuna. Taulukossa 4.23 vastaavat tulokset kattoristikon alapaarteen osalta.

Taulukko 4.23 36 metrid pitkdn kattoristikon alapaarteen nurjahduspituuksia eri me-
netelmin laskettuna.

Nurjahdustuennan vélimatka Ly=4,9m
Ansys/kuorielementit Ly | 7,67m
RFEM/palkkielementit Le | 7,69 m
Ty0ssi kehitetty laskentamenetelmd | Ler | 13,1 m
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Téstd taulukosta voidaan tehdd samat johtopédétokset kuin edellisestd. Tyossd kehitetty
laskentamenetelma tuottaa reilusti varmalle puolelle olevan tuloksen, mutta on toisaalta
huomattavasti parempi tulos kuin konservatiivinen oletus, ettd nurjahduspituus on tukien

valimatka.
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5. CASE

Téssd kappaleessa kidyddédn lapi yksi kattoristikko ja yksi ristikkopilari todellisista koh-
teista. Laskennat tehdddn RFEM:1ld sekd tyon laskentamenettelylld. Liséksi edellisistd
poiketen, reunimmaisille K-liitoksille oletetaan korkeat kiyttdasteet, jolla redusoidaan
liitoksen rotaatiojaykkyytté tasosta poispiin.

5.1 Kattoristikon alapaarre

Ensimméinen tutkittava kohde on noin 36 metrid pitkd kattoristikko. Sen yldpaarre on
tuettu poimulevyllé tasosta poispdin, jolloin se voidaan olettaa tdysin tuetuksi. Alapaar-
retta ei ole erikseen tuettu lainkaan ja sithen kohdistuu paarteen paésté puristava normaa-
livoima poikkeuksellisten sidejérjestelyjen vuoksi. Kuvassa 5.1 on esitetty ristikon péa-
mitat sekd tarkennettu kuva ristikon eri osista, josta nékyvét ristikon osien profiilit. Ris-
tikko on symmetrinen keskilinjan suhteen.
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Kuva 5.1 Tutkittavan ristikon pddmitat sekd ristikon osien profiilit.

Ristikon alapaarteen nurjahtamista tukemaan kéytetdin vain K-liitoksia, jonka laskentaan
tdmi tyo antaa edellytykset. Todellisuudessa my0s vertikaalisauvat antavat jotain tuentaa
alapaarteelle. Vastaavalla tavalla kuin edellisen kappaleen kattoristikossa, lasketaan ensin
jokaiselle K-liitokselle rotaatiojousijaykkyydet. Kuvassa 5.2 on esitetty nima jaykkyydet
ilman redusointia sekd reunimmaisten osalta suluissa redusoitu arvo ja liitoksen kaytto-
aste. Mikéli K-liitokseen yhtyy kaksi erilaista sauvaa, lasketaan rotaatiojiykkyys oletta-
malla molemmat sauvat heikomman jaykkyyden tuottavaksi sauvaksi.
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Kuva 5.2 Kattoristikon jokaisen K-liitoksen rotaatiojdykkyydet.

Syottamilld edellisen kuvan mukaiset liitoksien rotaatiojaykkyydet ristikon palkkimal-
liin, ja laskemalla linearisoitu nurjahdusanalyysi, saadaan kriittiseksi kuormakertoimeksi
162 kN. Se tarkoittaa alapaarteelle nurjahduspituutta 10852mm. Tehddin sama analyysi
my0s tuotetulla laskentamenetelmalla.

Liitteen 2 menetelmilld saadaan ristikon alapaarteesta muodostettua kuvan 5.3 mukainen
jousituettu palkki jousijaykkyyksineen.
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Kuva 5.3 Kattoristikon alapaarteesta muodostettu jousituettu palkki.

Kun lasketaan linearisoitu nurjahdusanalyysi edellisen kuvan mukaiselle palkille, saa-
daan kriittiseksi kuormakertoimeksi 159 kN, joka vastaa nurjahduspituutta 10938 mm.
Havaitaan, ettd tulos on hyvin 14helld palkkimallista saatua tulosta.

Tamin jélkeen on syytd varata kapasiteettia K-liitokseen kertyville momentille. Ty0ssé
esitellyn menetelmdn mukaan jokainen liitos tulee mitoittaa momentille 0,6 kNm, kun
alapaarteessa oletetaan vaikuttavan voima 130 kN. Téssé esimerkissd on kuitenkin olen-
naista ymmartai, ettd yldpaarteen kaareva geometria sekd vaihtelevat profiilien sauvat
asettavat haasteita. Niin ollen etenkin momentin voi helposti olettaa jakautuvan enem-
mén reunimmaisille sauvoille, joilla on selvésti suurempi jiykkyys kuin keskimmaisilla.
Momentti 0,6 kNm vie reunimmaisten sauvojen kohdalla kapasiteettia vain noin 7 %,
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joten kappaleen 4.3.2 perusteella jokaiselle liitokselle varataan 20 % kéyttoastetta otta-
maan momenttia vastaan. Kuvan 5.2 kédyttdasteiden mukaan ndin voidaan tehdi. Mikili
on tarve todentaa lisdé ristikossa olevaa kapasiteettia, rakenteesta tulee tehdd kuoriele-
menttimalli, jolloin geometria ja kaikki liitosjaykkyydet tulee otetuksi huomioon todelli-
sina. Kuten ennemmin on mainittu, jousituetun palkin analogialla saadaan kuitenkin huo-
mattavasti parempi tulos kuin olettamalla nurjahduspituus alapaarteen pituudeksi (36 m).

5.2 Ristikkopilari

Tutkittava ristikkopilari on geometrialtaan samanlainen kuin edellisessé kappaleessa las-
kettu 28 metrid korkea pilari. Se on tuettu joka toisesta K-liitoksen kohdasta erilliselld
nurjahdustuennalla ja liséksi ristikkopilarissa on vertikaali joka toisessa K-liitoksen koh-
dassa. Vertikaaleja ei kuitenkaan hyddynnetd tdssé laskentamenetelméssi. Lasketaan si-
sdpaarteen nurjahduspituus olettaen, ettd ensimmadisten liitosten kiyttoasteet ovat 80 %,
toisten 60 % ja keskimmaisten 30 %. Taulukon 4.1 mukaan liitoksen rotaatiojiykkyys on
2260 kNm/rad, kun sité ei ole redusoitu. Liitoksen kapasiteetin redusointi on tehty kuvan
3.23 mukaan. Ristikkopilari ja sen ensimmiinen nurjahdusmuoto tasosta poispédin sekd
sisdpaarteesta muodostettu jousituettu palkki on esitetty kuvassa 5.4.
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Kuva 5.4 Ristikkopilarin geometria ja ensimmdinen nurjahdusmuoto tasosta pois-
pdin sekd sisdpaarteesta muodostettu jousituettu palkki.

Palkkielementtimallilla saadaan kriittiseksi kuormaksi 1594 kN, joka vastaa nurjahduspi-
tuutta 7450 mm. Vastaava analyysi tehdédén tuotetulla laskentamenetelmaélld. Tulee ottaa
huomioon, ettd nyt ulkopaarre on tuettu vain joka toisesta K-liitoksesta, jolloin laskenta
tehddén tiydelle tuennalle, jonka jélkeen interpoloidaan sen ja tdysin tukemattoman ti-
lanteen vililtd. Liitteen 2 mukaisella menetelmilld jousituetun palkin jousivakioille saa-
daan kuvan 5.4 mukaiset arvot. [lman lineaarista interpolointia nurjahduspituus on 8910
mm. Interpoloimalla lineaarisesti tdyden tuennan ja tukemattoman tilanteen véliltd nur-
jahduspituudeksi saadaan 10940 mm, joka on noin selvisti suurempi kuin palkkimallista
saatu arvo, mutta on kuitenkin varsin kayttdkelpoinen tulos.
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Kun paarteessa oletetaan olevan 1000 kN puristava voima, jokaisessa uumasauvan padssi
on tasosta poispdin olevan momentti 2 kKNm. Momentti on jaettu tasaisesti jokaiselle K-
liitokselle tyossa esitellyn menetelmdn mukaan. Ristikkopilarin profiilit ovat samat kuin
kuvassa 4.1 on esitelty. Eurokoodin mitoituskaavojen mukaan 2 kNm momentti vie K-
liitoksen kapasiteetista noin 11 %. Néin ollen reunimmaisetkin liitokset, joiden kdyttdaste
on 80 %, kestdvit lisdksi taivuttavan momentin.
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6. TULOSTEN VERTAILU KIRJALLISUUTEEN

Kirjallisuuslahteessd [9] on menetelmi, jolla voidaan laskea nurjahduspituus poikittais-
tukemattomalle paarteelle. Lihde on CIDECT:n julkaisema. CIDECT kuvailee kotisi-
vuillaan olevan johtavien kansainvélisten terdsputkien valmistajien jirjestd, jonka tavoit-
teena on laajentaa ja tuottaa tietoa terdsrakentamisen suunnittelusta ja sovellutuksista eri-
laisten tutkimusten avulla. Léhteessd on laskentataulukoita, jotka soveltuvat tydssé esi-
tellylle ristikkopilarille ja suorapaarteiselle kattoristikolle. Menetelmén oletuksina on
muun muassa:

e Uumasauvojen vadntdjaykkyyttd ja niissd vaikuttavien normaalivoimien vaiku-
tusta niiden taivutusjdykkyyteen ei oteta huomioon.

e Uumasauvat oletetaan tdysin jdykéksi vedettyyn/tukevaan paarteeseen ja nivel-
tuetuksi puristettuun paarteeseen.

Menetelmédn periaate on sindnsd sama kuin tydssa esitelty eli tukemattomasta paarteesta
muodostetaan jousituettu palkki. Jousivakio lasketaan kuvan 6.1 mukaisesta kaavasta.
Laskentataulukoista katsotaan nurjahduspituus, kun jousivakioiden arvot on mééritetty.

1 . -
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!gdi h2 bl
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Kuva 6.1 Ldhteen [9] mukainen menetelmd jousivakion mddrittimiseen.

Kuvan kaavojen siséltod ei tarkemmin kdyda téssd tydssa lépi, silld ne voidaan lukea ky-
seisestd ldhteestd. Siind on kuitenkin poikkileikkaussuureiden liséksi termejé, jotka otta-
vat kantaa tukevan paarteen tuentatyyppiin (onko vaéntojaykka vai ainoastaan estdd siir-
tymin) sekd tuennan jaykkyyteen ristikoiden keskindisen etdisyyden kautta. Tdmédn tyon
menetelmissa ei otettu kantaa tuennan jiykkyyteen vaan oletetaan tuenta riittdvén jay-
kéksi. Ndin ollen lasketaan vertailutulokset kdyttdmalla ristikoiden keskiniiselle vélimat-
kalle suhteellisen pientd arvoa. Kuvassa 6.2 on esitetty yksi esimerkki ldhteen taulukosta,
josta nurjahduspituus luetaan. Kuvan vaaka-akselilla on termi, joka muodostetaan edelli-
sen kuvan kaavalla. Pystyakselilta luetaan tdmén jélkeen kdytettdvd nurjahduspituus.
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Kuva 6.2 Esimerkkitaulukko nurjahduspituuden mddrittimiseen ldhteessd [9].

Taulukkoon 6.1 on koottu tulokset ristikkopilarin sisdpaarteen ja kattoristikon alapaarteen
nurjahduspituuksille. Laskentatulokset perustuvat molemmissa tapauksissa siihen, ettd
tukeva paarre on tdysin tuettu. Lisdksi olennaista on tiedostaa, ettd taulukossa 6.1 tyossi
kehitetylld menetelmilld lasketut tulokset eivit sisilld liitosjaykkyyksien redusointeja.
Tédmai sen vuoksi, ettd tulokset ovat vertailukelpoisia CIDECT:n tulosten kanssa.

Taulukko 6.1 Kattoristikon alapaarteen ja ristikkopilarin sisdpaarteen nurjahduspi-

tuuksien vertailu laskettuna eri menetelmilld. Tukeva paarre oletetaan
tdysin tuetuksi.

28 metrid korkea | 36 metrid pitkd

ristikkopilari kattoristikko
Ansys/kuorielementit Ler 6,43 m 7,67 m
RFEM/palkkielementit Ler 6,68 m 7,69 m
Ty0ssé kehitetty laskentamenetelmi | L. 8,56 m 13,1m
CIDECT Le 9,28 m 13,3m

Taulukon arvoista ndhddéin, ettd CIDECT:n ldhteen tulokset ovat hyvin ldhella tydssa ke-
hitetyn laskentamenetelmédn tuloksia. Ne ovat kuitenkin selkedsti varmalla puolella ver-
rattuna palkki- tai kuorielementein laskettuihin tuloksiin. Tdmé osaltaan puoltaa sitd, ettd
CIDECT:n ldhteessd ei ole mainintaa liitokseen kertyvdstd momentista. Silld onhan sel-
vad, ettd kdyttdmailld nurjahduspituutena esimerkiksi ristikkopilarin tapauksessa 8,56
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metrid 6,43 metrin sijaan, liitoksiin kertyy huomattavasti pienempi momentti. Ndin on,
koska paarre, joka mitoitetaan 8,56 metrin nurjahduspituudella, on itsessdin huomatta-
vasti vahvempi ottamaan nurjahdusta vastaan. Itseasiassa tyossd esitellylld menetelméalla
nurjahduspituuden ollessa 6,43 metrid ja nurjahtavan paarteen voiman ollessa 1200 kN,
keskiarvomomentti liitoksissa on 5,34 kNm, joka vie noin 30%:a liitoksen kapasiteetista.
Kun nurjahduspituutena kiytetdédn 8,56 metrid, on momentti 3,5 kNm, joka vie noin
19%:a liitoksen kapasiteetista.
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7. YHTEENVETO JA JOHTOPAATOKSET

Terédsrakenteiden suunnittelussa yksi olennaisimmista mitoitusperusteista on puristetun
rakenneosan tai -kokonaisuuden nurjahtamisen estiminen. Nurjahdusmitoitus perustuu
padosin oikean nurjahduspituuden valintaan. Eurokoodin mukaisessa mitoituksessa hai-
ridtekijat otetaan huomioon erilliselld kertoimella. Stabiilisuusteorian avulla voidaan joh-
taa rakenteiden analyysissa usein esiintyvien perustapausten nurjahduspituudet. Néissd
tapauksissa rakenteen materiaali oletetaan kimmoiseksi sekd pienten siirtymien teorian
oletetaan patevdn. Lisdksi voidaan johtaa analyyttisia ratkaisuja yksinkertaiselle sauvalle
my06s kimmottoman nurjahduksen seké suurten siirtymien teoriaan perustuvalle tapauk-
selle. Namé sindlladn eivit ole kovin kdyttokelpoisia rakennesuunnittelijan arkitydssa,
mutta ovat erinomaisia havainnollistamaan edelld mainittujen ilmididen vaikutuksia.

Nurjahduspituus hieman monimutkaisen rakennekokonaisuuden yksittédiselle rakenne-
osalle voidaan madrittdd myds FEM-laskennan avulla. Tdma on todennettu myos tdssa
tyossd kdyttden epélineaarista FEM-laskentaa ja eurokoodin mukaisia asiaankuuluvia al-
kuhéirioitd. Talloin on kuitenkin syyté tiedostaa, ettd reunaehdot ja osien liittymiset toi-
siinsa on pyrittdvd mallintamaan mahdollisimman oikeina, koska nurjahduspituus maa-
rdytyy nimenomaan reunachtojen kautta. Ristikkorakenteen paarteen nurjahdustarkaste-
lussa tasosta poispdin tdma tarkoittaa kdytdnnossa sitd, ettd uumasauvojen ja paarteiden
vilisten liitoksien rotaatiojiykkyydet on oltava tiedossa.

Ristikkopilarissa sisdpaarre on lédhes poikkeuksetta aina puristettu rakenneosa. Vastaa-
vasti kattoristikossa alapaarre voi olla puristettuna johtuen esimerkiksi nostavista kuor-
mista tai jiykkdnurkkaisesta kehdstd. Usein sisdpaarre tai kattoristikon alapaarre on
ndisséd tapauksissa tuettu erilliselld nurjahdustuennalla, jotta voidaan kéyttdd pienempdd
nurjahduspituutta. Tdmé ei kuitenkaan ota milldén tavalla huomioon ristikkorakennetta
kokonaisuutena. Todellisuudessa siséd- tai alapaarre saa uumasauvojen taivutusjiaykkyy-
den jaristikon kokonaisvadntojaykkyyden kautta selvéin tuennan nurjahdusta vastaan. Ta-
mén lisdksi normaalivoimien jakautumalla paarteiden vililldi on merkittdva vaikutus.
Ty0ssd on laskettu useita ristikkorakenteita, joissa sisé- tai alapaarre on ilman poikittais-
tuentaa, ja nurjahduspituuden arvoiksi on saatu riippuen reunachdoista ja kaytettdvésti
menetelmistd 0,25...0,4*%L, jossa L on paarteen pituus.

Léhdekirjallisuutta suoranaisesti tdhdn aiheeseen on melko véhén. Suomenkielistd mate-
riaalia ei 16ytynyt lainkaan. Merkittdvin kirjallisuusldhde, jossa suoraan lasketaan nurjah-
duspituutta poikittaistukemattomalle paarteelle, on CIDECT:n julkaisema tutkimus vuo-
delta 1982. Samaan ldhteeseen viitataan kuitenkin myds vuonna 2012 tehdyssd CI-
DECT:n putkirakenteiden suunnitteluoppaassa. Kyseisen ldhteen menetelmélld on tydssi
laskettu samoja ristikkorakenteita kuin tydssé kehitetylld menetelmilld. Nurjahduspituu-
den arvoiksi on saatu 0,33...0,37*L.
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Kun ristikkorakennetta hyddynnetddn kokonaisuutena, aiheuttaa se ”sekundéérisid” rasi-
tuksia ristikon eri osille. Néistd merkittdvin on K-liitokseen kertyvé tasosta poispdin oleva
momentti. Tydssé on kehitetty menetelmad, jolla voidaan arvioida kertyvin momentin suu-
ruutta. Menetelmd perustuu hyvin tunnettuun 2%:n sdint66n, jonka perusteella nurjah-
dustuentoja usein mitoitetaan. Menetelmédssd momenttien oletetaan jakautuvan tasaisesti
kaikille liitoksille ja sitd on verifioitu myds epdlineaarisella FEM-laskennalla. FEM-las-
kenta osoittaa, ettd momentit eivét kuitenkaan jakaudu tasaisesti, mutta keskiarvotulos on
hyvin ldhelld kehitettyd menetelmié. Esimerkiksi CIDECT:n ohje ei ota tidhén asiaan lain-
kaan kantaa. Ty0ssé tehtyjen laskelmien perusteella asiaankuuluvaa on kuitenkin, ettd
liitoksen kidyttastetta rajoitetaan, jolloin sithen jdd kapasiteettia ottamaan momenttia.
Tyo0ssi lasketuissa ristikkorakenteissa kyseinen momentti vie 20...30% liitoksen kaytto-
asteesta, kun ristikkorakenteesta hyodynnetddn kaikki kapasiteetti. Timéd on mielesténi
aihe, joka vaatisi lisdtutkimuksia ja kenties kdytdnnon kokeita. Jos kéytetdédn tydssd kehi-
tettyd tai CIDECT:n menetelméé, johtaa ne suurempiin, mutta kuitenkin varsin kéytto-
kelpoisiin nurjahduspituuksiin ja pienempiin momenttien arvoihin K-liitoksissa. Tahdn
nojaten voidaan vetdd johtopiétds, ettd on suositeltavaa kdyttdd jompaakumpaa viimei-
simpind mainittua menetelmaa.

Joka tapauksessa on selvdd, ettd hyddynnettdessi ristikkorakennetta kokonaisuutena, on
siind iso kapasiteetti ajatellen sisd- tai alapaarteen nurjahdusta tasosta poispéin. Perintei-
nen ajatus, ettd nurjahduspituus olisi koko paarteen pituus, on reilusti varmalla puolella
oleva oletus.
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LIUTTEET

Lite 1  Termin w mééarittiminen, 6 s.

Lite 2  Jousituetun palkin jousivakion k£ médrittdminen, 8 s.



LITE 1: TERMIN w MAARITTAMINEN

e Tassa litteessa esitetaan uumasauvan ja paarteen valiseen rotaatiojousen
laskentaan tarvittavan termin w maarittaminen.
Termin w laskenta perustuu erilaisten yksinkertaisten ja tunnettujen kaavojen

yhdistelyyn.
Kuormitustilanteelle 1 esitellaan kaikki kaavat ja niiden perusta ja kuormitustilanteille

2 ja 3 esitellaan ainoastaan eroavaisuudet tilanteeseen 1 nahden.

Kuormitustapaus 1

\M
A i
3 5
—
E
w
C .
ux=0 , EIch/Gleh ' ux:D
uz=0 /7~ 7. uy=0
100EIch 100EIch SN uz=0
- 9. rotx=0

Kuvan mukaisin merkinndin saadaan sauvan paan siirtyman lausekkeelle muoto:

MLy,?  sin(@M(Lep, — 9) M@3g® + L7),)
= i Lyr +h) + ———— 2L
w 2El, 2 (sin(a) Ly, + h) + 12T Loy cos(a)? Ly,
cos(a) Mg(g? — L2,)
12ElpLen

Kaavassa alaindeksi br viittaa uumasauvaan ja ch viittaa paarteeseen.



Ensimmaéinen termi:

Ensimmainen termi on ulokesauvan paan siirtyma. Tassa tapauksessa ulokesauva on
uumasauva. Tama termi on sama jokaisella kuormitustapauksella.

Toinen termi:

Toinen termi kuvaa sauvan paan siirtymaa johtuen paarteen vaannosta. Paarre kiertyy sen
pituusakselinsa ympari. Rasittavan momentin vaakasuuntainen komponentti aiheuttaa
paarteen vaannon ja se lasketaan kertomalla momentti kulman o sinilla. Paarteen pituus
joka kiertyy, on puolet paarteen pituudesta (’zLcn). Lisaksi huomioidaan gapin suuruus tassa
kohtaa. Siirtyma saadaan kertomalla kiertyma sauvan pituudella. Tassa tapauksessa
sauvan pituudeksi otetaan luonnollisesti kohtisuora mitta, joka on uumasauvan pituuden ja
paarteen puolikkaan summa.

Kolmas termi:

Rasittavan momentin pystysuora komponentti aiheuttaa paarteen kiertymista y-akselin
ympari. Seuraavassa kuvassa tilannetta on kuvattu paalta pain.

\LZ—’ L ’

a--\M
: VAN

Paarteen kiertyma y-akselin suhteen saadaan kaavoista:

Kun0<x<a

Mx? M
p(x) = ﬁ +——(2L* — 6al + 3a?)

Kuna<x <L

M (L—x)? M
90 = (ZEIZ) tonL L = 6(L—a)L+3(L—-a)?)

Kun tiedetaan, etta kiertymaa aiheuttava momentti on rasittavan momentin cosini, seka
haluttu laskentakohta on

1
a:x:E(Lch-}'g)a

saadaan ensimmainen yhtaldé muotoon

_ cos(X)M (Lept+9)>? cos(x)M
y - 8EILp, 6EILcp

3
(ZLChZ - 3(Lch + g)Lch + Z (Lch + g)z)
Yhtaloa voidaan viela sieventad muotoon

_ M(3g%+1¢p)

y 12EIpLen cos(@),



jolloin haluttu siityma saadaan kerrottua ylla oleva kiertyma sauvan pituudella. Pituus on
rasittavan momentin pystykomponentin kohtisuora etaisyys tarkasteltavasta pisteesta, joka
on uumasauvan pituus kerrottuna kulman « cosinilla.

Neljas termi:

Sama rasittavan momentin pystykomponentti kuin edella, aiheuttaa myo6s paarteen
siirtymaa z-suunnassa. Siirtyma saadaan laskettua kaavoista (vertailu samaan kuvaan kuin
edellisessa kohdassa):

Kun0<x<a

3
y(x) = % + 6;”7 (2L* — 6al + 3a%)x

Kuna<x<lL

ML-x)* | M 52 _ NN
6EIL +6EIL(2L 6(L—a)L +3(L—a))(L—x).

y(x) =

Kun tiedetaan, ettd kiertymaa aiheuttava momentti on rasittavan momentin cosini, seka
haluttu laskentakohta on

1
a:x:E(Lch-}'g)a

saadaan ensimmainen yhtaldé muotoon

(M (Leptg)? | cos(e)M 3
y =+ o @Len” = 3(Len + OLen +5 Lo+ 9)) (Len + 9.

Yhtalo saadaan viela sievennettya alussa esitettyyn muotoon

2
_ cos(oc)Mg(gz—Lch)
12EI:pLen ’

Kuormitustapaus 2

M N p I'\M

A ]
o 3
E
E|
1]
S 0
y UX=
i EIL‘thJdI uy=0
100EIeh S uz=0
¥ . rotx=0




Erona ensimmaiseen kuormitustapaukseen on se, ettd myos toisessa uumasauvan paassa
vaikuttaa momentti. Momentin suunta on sama kuin toisessakin uumasauvassa. Tassa
tapauksessa termi w maaritellaan yhtalosta

_ NILbr2 Sil’l(OC) M(Lch - g)

Mg
(sin(a) Ly, + h) +

2
— L
Y =2EL, T Glen 21,y S Lo
cos() Mg(g — L.p)
AET,

Ensimmainen termi on sama kuin kuormitustapauksessa 1. Toinen termi on sama muuten,
mutta momentti on kaksinkertainen, jolloin termia kerrotaan luvulla 2.

Kolmas termi:
Nyt kiertymaa aiheuttaa kaksi momenttia, jolloin tarvitaan molempia yhtaloita:

Kun0<x<a

Mx? M
p(x) = ﬁ +——(2L* — 6al + 3a?)

Kuna<x<lL

M (L—x)? M
P0x) = (2E1Z) tonL L =6(L—a)L +3(L—-a)*)

Kun tiedetaan, etta kiertymaa aiheuttava momentti on rasittavan momentin cosini, seka
haluttu laskentakohta on

1
a:x:E(Lch-}'g)a

niin saadaan muodostettua yhtalo:

cos(X)M (Lept+g)? | cos(x)M

3
¢y = + S (91 = 3(Len + PLen + (Len +9)7) =

8EIL.p, 6EILc,

1
cos()M(Lep—5(Lentd))? | cos()M
2EIL.p, 6EILcp

3(Len — 5 (Len + 9)))).

Edella oleva yhtalo sievenee muotoon

1
(ZLCh2 - 6(Lch - E (Lch + g))Lch+

__cos(x)Mg
Y 2E

Neljas termi:
Myds neljas termi on hieman monimutkaisempi. Nyt yhtaloista

Kun0<x<a

3
y(x) = % + 6;”7 (2L* — 6al + 3a%)x



Kuna<x<1L

MO L M (012 — (L — )L + 3(L — a)?)(L - x).

y(X) - 6EIL 6EIL
tulee yhteensa muoto

©MLntg)® | cos()M >
y =+ o @Len” = 3(Len + OLen +5 Lo+ 9)7) (Len + 9)

COS(“)M(Lch—%(Lch"‘g))S cos ()M 2 1
6EILcp, + 6EILcp (ZLch -6 (Lch o (Lch + g)) Lep

1 2 1
+3 (Lch o (Lch + g)) ) (Lch 5 (Lch + g))
Tama yhtalo sievenee niin ikdan muotoon

_ cos(@)Mg(g—Lcn)
4EI.p

Kuormitustapaus 3

Mf "\M
A [ ]
3 3
Elbr Elbr *
E|
s, E
o B O o 3
ux=0 g \ { Elcn/Gleh ' UX;D
i 2 uy=0
100Elch , 100Ele LN uz=0
y —r 5 o rotx=0
/T' B Leh -
X

Nyt toisessa paarteessa oleva momentti vaikuttaa eri suuntaan. Termi w voidaan maarittaa
nyt yhtalosta:

W= MLy*  M(3g® = 3gley + L2y)
2El,, 6El L.,

cos(a)? Ly, +

| cos(@) Mg(2g* = 3gLep + L)
12El L.y, '

Yhtalosta nahdaan, etta yksi termi puuttuu edellisiin nahden. Tama siita syysta, etta toisen
momentin vaanté kumoutuu toisen, eri suuntaisen momentin vaikutuksesta.

Toinen termi:

Taman termin laskenta on hyvin samanlainen, kun kuormitustapaus 2:n kolmannen termin
maaritys. Erona se, etta jalkimmainen termi on nyt positiivinen. Yhtalo sievenee muotoon



2
_ M(3g%-3gLcp+Liy)
y 6El pLen

cos(a).

Kolmas termi:

Sama patee myds tahan termiin. Erona kuormitustapaus 2:n neljanteen termiin on se, etta
kaksi viimeista termia ovat negatiivisia positiivisten sijaan. Yhtalo sievenee nain ollen
muotoon:

2
_ cos(a)Mg(2g2—3chh+Lch)
12EI:pLen )




LIITE 2: JOUSITUETUN PALKKIEN JOUSIVAKIOIDEN MAARITTAMINEN
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VAIHE 1) TUKEVAN PAARTEEN VAANTOJOUSEN MAARITTAMINEN

e Vaantojousen ajatellaan muodostuvan kahdesta alimmasta uumasauvasta ja niiden
tarjoamasta vaantojousijaykkyydesta

e Jousijaykkyys kehitetaan kahdesta ensimmaisesta uumasauvasta, silla usein
kayttdaste voi olla niin suuri alimmassa K-liitoksessa, etta siita ei saada niin suurta
hyotya.

e Kuten alla olevasta kuvasta nahdaan, ylemmassa jousituessa tulee ottaa huomioon
paassa oleva jousi, joka aiheutuu paarteen taipumasta.

e Lopulta saadaan rotaatiojouselle jaykkyys summaamalla nama kaksi jaykkyytta.

4.

{7

Ct.2.vino

&

o2
Cr2

Ct.1.vino

mitta x2
*J‘ Cra
o1

-




I = 271.1cm4 Ensimm disen uumasauvan neliomomentti

E = 210000MPa Teraksen kimmokerroin
L; := 1980mm Ensimmaisen uumasauvan, "tukisauvan" pituus
Cy = 2260 Ensimmaisen uumasauvan jousijaykkyys tukevaan paarteeseen
rad HUOM! Tassa kohtaa on syytéd huomioida litoksen kayttoaste!
Cllvino=—"""""— = 624307 Véaantojousen arvo vinossa
o 1 N L rad
3-E~Il Cl
L
oy = 45° ensimmaisen uumasauvan ja tukevan paarteen valinen kulma

Jousesta otetaan cosinin nelio,
silla seka vaantdmomentti etta haluttu jousen suunta
ovat vinossa alkuperadiseen nahden

o 2
Crp = co5(90° = 01 ) -C § yino = 312.154-kN'm

Icho = 4251cm4 Nurjahtavan paarteen neliomomentti
Lcho = 28000mm Tukevan paarteen pituus
n =9 Jousitukien maara
Xy = 2800mm Mitta x, vrt. kuva edella
1kN~nk~x 3 ) 3 '
y(x) = —(Lch.z = 2Ly X +X ) Paarteen taipum a kohdassa x

Leno24E- Ly o

ky = LN =11.054-— Jousivakion arvo
y(Xz) m

L= 271.1cm4 Toisen uum asauvan neliomomentti

L, := 1980mm Toisen uum asauvan pituus

Qg = 45° Toisen uum asauvan ja paarteen valinen kulma




kN-m Toisen uum asauvan jousijaykkyys tukevaan paarteeseen

5 KN-m KN-m- (kZ'L23 + 3-E-12> Yksiaukkoisen sauvan kiertyman arvo, kun

toisessa paassa translaatiojousi, vrt. alla oleva

Cyi= 2260E HUOM! Tassa kohtaa on syytéd huomioida litoksen kayttaste!
1 kNm
(X):EEI X + B 2
Ly 2 3EL Lk,  kuva
3
kN'm'(kz'Lz + 3-E-Iz)
Vo= = 0.024-rad

2
3Ely Ly ky

Kiertyma alkupaassa

c = ! _ 40,525 m
T.2.vino - 1 L L : rad
kN-m Cz
Vo
2 kN-m
Cr = 05(90° = 0} -Cr 5 ying = 20.262-
) - rad

kN-m

rad

Toisen uum asauvan tarjoama
vaantojousivakio vinossa

Vaantojousivakio kaannettyna suoraan

Yhteensa saatava rotaatiojousen jaykkyys
vaantda vastaan




VAIHE 2) JOUSIVAKION k MAARITTAMINEN

2 3
u:= FL + FL Samoilla rotaatiojousilla tuetun palkin paan siityma, vrt. alla oleva kuva.
2Coyt  1ZEI Voidaan johtaa taipuman differentiaaliyhtalosta.

Tassa kohtaa tehdaan oletus, ettd molemmat paarteet ovat samat jolloin niissa on lahes samat
kiertymat. Todellisuudessa paarteet voivat olla hieman erit, mutta suunnittelija kayttaa tassa
kohtaa varmalla puolella olevaa oletusta ja olettaa molempiin paarteisiin pienemman profiilin.

El Cout

Edellisen kaavan rotaatiojousi Cout riippuu uumasauvan ja paarteen vilisesta jousijaykkyydesta,
koko paarteen kiertymasta ja ensimmaisessa vaiheessa maaritetysta paarteen vaantojousesta.

Koska tavoitteena on muodostaa ensimmaisella sivulla esitetty palkki nurjahtavasta paarteesta,
paarteen kiertyman arvoksi tulee ottaa vaakavoimien summasta aiheutuva kiertyma. Tassa
tehdaan varmalla puolella oleva oletus ja luetaan kiertyméan arvoksi paarteen keskellad oleva
kiertyma jokaiselle uumasauvalle.

Esimerkiksi ensimmaisen sivun kuvan tilanteessa kiertymasta tuleva vaikutus jousivakion Cout
arvoon on 9-kertainen.

5,= 80769MPa Teraksen liukumoduuli

Lcht = 7071cm4 Tukevan paarteen vaantoneli6momentti

Leh.1 = 29000mm Tukevan paarteen pituus

n =9 Jousitukien maara, maaritetty edella

G= 2260 Tutkittavan uumasauvan ja paarteen valinen jousijaykkyys
rad

1:= 271.1cm4 Tutkittavan uumasauvan nelidmomentti




En
I

1980mm Tutkittavan uumasauvan pituus

Co Jousituetun uumasauvan jousivakio, koostuu edella mainituista

out™ 1 1 asioista. Ensimmainen termi on uumasauvan ja paarteen vélinen

E + ’C + 4G 1 jousijaykkyys, toinen termi on tukevan paarteen vaantojousi ja
T v.ch.1 kolmas termi on tukevan paarteen vaantéjaykkyys.
c0s(90°—a) - m Ly, ¢
kN-m

C. = 99.748:

out rad
k:= ! = 48.105~ﬁ Translaatiojousen arvo uumasauvan paassa.

12 L m HUOM! Jousivakio on yhden uumasauvan paéassa, eli K-litokseen

+ tulee kaksinkertainen arvo (mikali liittyvat uumasauvat ovat samat)
2:Coyt  12Ed




TULOKSET ESIMERKEISSA:

e Alla tulokset esimerkin ristikkopilarissa, joissa kaytetty edellisessa laskelmassa
naytettyja arvoja. Liitosjaykkyydet otettu taysina, kayttdasteen vaikutusta ei ole
huomioitu.
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e Alla tulokset esimerkin ristikkopilarissa, kun ensimmaiset uumasauvat ovat
kokonaan pois kaytosta suuren kayttdasteen vuoksi. Talldin edella olevassa
laskentapohjassa Crt.1.vino Saa arvon nolla ja paarre saa tukea vain seuraavasta
uumasauvasta. Sen jaykkyytta ei ole redusoitu. Yhden uumasauvan padhan
saadaan arvo 17,5 kN/m, eli jousituetun palkin jousivakion arvo on 35 kN/m, koska
siihen liittyy aina kaksi uumasauvaa.
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