TAMPEREEN TEKNILLINEN YLIOPISTO
TAMPERE UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

Mikko Virtanen

Johdatus Lagrangen ja Hamiltonin mekaniikkoihin
DIPLOMITYO

Tarkastajat: Reijo Kouhia, Lauri Kettu-
nen

Tarkastajat ja aihe hyvaksytty Tek-
nisten tieteiden tiedekuntaneuvoston
kokouksessa 9.11.2016



Tiivistelma

MIKKO VIRTANEN: Johdatus Lagrangen ja Hamiltonin mekaniikkoihin
Tampereen Teknillinen Yliopisto

Diplomityd, 173 sivua, 5 liitesivua

Marraskuu 2016

Konetekniikan diplomi-insinéorin tutkinto-ohjelma

Padaine: Teknillistieteellinen mallintaminen

Tarkastajat: prof. Reijo Kouhia, prof. Lauri Kettunen

Avainsanat: Lagrangen mekaniikka, Hamiltonin mekaniikka, klassinen mekaniik-
ka, differentiaaligeometria, monisto, symplektinen matemaattinen rakenne

Suomalaisissa teknillisissa yliopistoissa differentiaaligeometrian opetus on suh-
teellisen vahéisté, ellei suorastaan olematonta. Se totuus, ettéd differentiaa-
ligeometrian merkittdvimpia kiytdnnon sovelluksia on yleinen suhteellisuus-
teoria, antaa suuntaviittaa siité, ettéd kyseiselld matematiikan osa-alueella voi
olla jotain tekemistd nykypéivin modernin teknillisen fysiikan kanssa. Diffe-
rentiaaligeometria on kieli, jolla fysiikan teoriat voidaan pukea matemaatti-
sesti yleispatevaan muotoon. Jos fysiikan ilmiotéa ei voida pukea télle kielelle,
on se oire siitd, ettd ilmiota ei ymmarreta tarpeeksi hyvin.

Talla diplomityolla on kolme tavoitetta. Ensimmainen on tarjota tyokalut
tdmén edelld mainitun kielen ymmaértamiseen. Toisena tavoitteena on esitelld
fysikaalisen luonnon matemaattinen rakenne kerros kerrokselta, differentiaa-
ligeometrian kieltd hyvéksi kiyttden. Kolmas on soveltaa opittuja tyokaluja
klassisen mekaniikan teorioihin.

Newtonilaista mekaniikkaa pidetddn klassisen mekaniikan synonyymina,
mutta on olemassa myo0s kaksi muuta mekaniikan muotoilua, jotka ovat new-
tonilaista lahestymistapaa perustavanlaatuisempia. Naméa ovat nimeltaan La-
grangen ja Hamiltonin mekaniikat, joita kutsutaan myos mekaniikan péaafor-
malismeiksi. Jotta naitd kahta mekaniikan ldhestymistapaa voitaisiin ym-
méartad syvallisesti, on niitd tarkasteltava geometrisesti. Varsinkin haasta-
vimmissa mekaniikan sovelluksissa Lagrangen ja Hamiltonin ldhestymistavat
ovat vilttaméattomyyksia.

Differentiaaligeometrian ladheinen tuntemus antaa syvempéa nékokulmaa
fysikaalisten ilmididen ymmaértdmiseen. Tama diplomityd voisi toimia aihees-
ta kiinnostuneen yliopisto-opiskelijan ensimmaisené differentiaaligeometrian
teoksena.
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At Finnish universities of technology, instruction in differential geometry is
currently minimal, if not non-existent. However, the fact that one of the
most significant applications of differential geometry is the general theory
of relativity suggests that this field of mathematics also bears relevance to
modern engineering physics. Differential geometry is a language that can
be used to translate the theories of physics into a universally applicable
mathematical form. If a given physical phenomenon cannot be translated
into this language, the implication is that the phenomenon is not as yet
sufficiently well understood.

The present thesis has three main purposes. The first is to provide tools
for understanding the aforementioned language of differential geometry. The
second is to present the mathematical structure of physical nature layer by
layer, using this language. Finally, the third aim is to apply the tools provided
to the theories of classical mechanics.

Newtonian mechanics is regarded as a synonym for classical mechanics,
yet two other formulations of mechanics exist, which are more fundamental
than the Newtonian approach. These are Lagrangian and Hamiltonian mec-
hanics, also known as the main formalisms of classical mechanics. In order
to form a profound understanding of these two approaches, they must be
examined from a geometrical point of view. Especially in more challenging
problems of classical mechanics, Lagrangian and Hamiltonian formulations
are a necessity.

A thorough knowledge of differential geometry yields an in-depth pers-
pective on physical phenomena. This Master’s thesis could serve as the first
introduction to differential geometry for a university student keen to explore
the topic further.



Alkusanat

Matemaattisen fysiikan tehtdvind on pukea késityksemme havainnoitavan
maailman ilmi6isté tdsmélliseen matemaattisen muotoon eli matemaattiseen
formalismiin. Matemaattinen formalismi kuuluu fysiikkaan siita syysta, etté
me haluamme tutkia perusteellisesti ndiden havainnoitavien ilmitiden seu-
rauksia.

Matemaattisen fysiikan luonne voidaan pukea vanhaan sanontaan: “ Se
mitd emme osaa kertoa selkeésti, taytyy meidén pysyé siitd hiljaa”. Tarkoi-
tan talla sitd, ettd jos meilld on jonkinlainen havainto tai késitys ilmiosté
maailmasta, jota havainnoimme, mitd emme kuitenkaan osaa pukea tésmél-
liseen matemaattiseen formalismiin, on se yleensé osoitus siité, ettd jotain
nikokulmaa téastéd havainnosta ei ole tdysin ymmarretty.

Matemaattinen fysiikka tahtéa siis siihen, ettd nadmé havainnot kdédnne-
tddn matemaattiselle kielelle. Mutta matematiikka on kuitenkin vain kieli, ei
muuta. Jos haluamme tehd4 fysikaalisia johtopaédtoksia tastd matemaattises-
ta kielestd, meidan taytyy osata tulkita taté kieltd. Tamaé ei ole matemaati-
koiden tehtédvé, vaan meidédn insinoorien tehtava, ja yleensd téssa vaiheessa
asioihin alkaa tulla haastetta. Matematiikka tarjoaa siis vain ymmartamisen
apuvalineen niille asioille, joita haluamme tutkia.

Téamén diplomityon tarkoituksena on tarjota tarpeellinen matemaattinen
kieli yleispatevan klassiseen mekaniikan ymmaértamiseen. Témén diplomityon
pitdisi siis vastata kysymykseen: Mitd sinun tarvitsee tietdd, ymmartadksesi
Newtonin, Lagrangen ja Hamiltonin mekaniikkaa? Jos katsotaan kolmea ma-
tematiikan suurta osa-aluetta, algebraa, analyysia ja geometriaa, keskittyy
tama diplomity6 padsadntoisesti ndiden kolmen leikkaukseen, jota kutsutaan
differentiaaligeometriaksi.

Differentiaaligeometria nimestéaéan huolimatta ei siis sisalla pelkkaéd geo-
metriaa, vaan kaikkia nédistéd kolmesta osa-alueesta, geometriaa, algebraa ja
analyysia. Ty0Ossé kidlymme ensiksi lépi differentiaaligeometrian teoriaa ja lo-
puksi sovellamme teoriaa Newtonin, Lagrangen ja Hamiltonin mekaniikkaan.
Ajatuksena téssd diplomityossé ei ole esittdd hienoja tuloksia tai monimut-
kaista matematiikkaa, vaan muodostaa enemmaénkin siltaa insinéorien ja fyy-
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Kuva 1: Matematiikan jaottelu kolmeen osa-alueeseen

sikoiden vilille. Olen pyrkinyt rakentamaan tekstin niin, ettd lukija voisi op-
pia aiheesta lukemalla itse tekstia ja esimerkkejé olisi helppo seurata. Haluan
erityisesti kiittda TkT Timo Tarhasaarta, joka toimi tyon ohjaajana. Hanen
pitdménsa matemaattisen mallintamisen fysiikan kurssit 2014-2015 heratti-
vat kiinnostuksen tdmén diplomityon kirjoittamiseen. Kiitokset myos TkT
Ikka Kyldnpéalle ja tyon tarkastajille prof. Reijo Kouhialle ja prof. Lauri
Kettuselle.

Tampereella 22.11.2016
Mikko Virtanen
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Johdanto

(M,0,A,,,, g,v). Tami viiden symbolin ketju on n-dimensionaalinen
topologinen monisto varustettuna siledlld atlaksella, jonka konnektio on yh-
teensopiva Riemannin metritkan kanssa.

Tamaé on se tilamalli eli avaruus, jota tarvitaan klassisen fysiikan lasken-
taan hukkaamatta teorian yleispatevyytta. Tyon ensimmainen osio késittelee
differentiaaligeometriaa, jossa esitellaén ylla oleva viiden symbolin rakenne.
Néiden symbolien ymmaérrys muodostaa hyvan pohjan myos nk. relativisti-
seen mekaniikkaan. Tekstin toinen osio késittelee Newtonin, Lagrangen ja
Hamiltonin mekaniikkoja, joihin sovellamme ensimmaéisen osion teoriaa.

Monet teoriaosuudessa tulevat matemaattiset konseptit voivat olla insi-
nooreille uusia. Insindorin ei tulisi kuitenkaan peldstya aikasemmin tunte-
mattomia matematiikan termejé, vaan lukea tekstia ajatuksella lapi. Mate-
matiikka jota tyossd kdytetdén, ei sisalla mitddn mystiikkaa. Matemaattis-
formaalit esitykset on jétetty tietyissa aiheissa vihemmélle, mutta tekstissé
on luonnollisesti viitteet, jos lukijaa haluaa formaalimpaa esitysta késittelyn
alla olevaan asiaan.

Tyon toisessa osiossa, eli mekaniikan osuudessa késittelemme pédasiassa
Lagrangen ja Hamiltonin mekaniikkoja, joita kutsutaan mekaniikan pa#for-
malismeiksi. Lagrangen ja Hamiltonin mekaniikat ovat klassisen mekaniikan
formulointeja Newtonin mekaniikan rinnalle. Jokaisella néistd kolmesta 1a-
hestymistavasta on omat hyvét ja huonot puolensa.

Miksi taytyy méaritelld avaruuden topologia ja mité ovat siledt monistot?
Onko monistoista insindoreille hyotya? Mitd ovat ko-vektorit ja tensorit?
Avaruuden muodon méérittelee konnektio ja jotta voitaisiin laskea kdyréan
pituus, tarvitsee ensiksi tietdd sen vauhti. Vauhdin laskemiseksi tarvitsem-
me metriikkaa. Onko késite vektori pelkkéd suuruus ja suunta - nuoli jossain
avaruuden pisteessé, vai onko se jotain muuta? Miksi Lagrangen ja Hamilto-
nin mekaniikat ovat monesti ylivertaisia Newtonin mekaniikkaan verrattuna?



Mm. nidihin kysymyksiin ja véittdmiin 10ytyy vastaukset ja perustelut tésta
diplomitydssa.

Tekstin rakenteesta

Jokainen tekstin kappale on tehty samaan muotoon. Kappale kasitelldéan seu-
raavanlaisen rakenteen mukaan.

Johdatus: Tarkoituksena on antaa lukijalle intuitio tarkasteltavasta
asiasta. Johdatus on puhtaasti epaformaalia tekstid, joka esittda asiaa
yleisesti.

Maaritelma: Maaritelmé on mahdollisimman tarkka, matemaattisesti
formaali esitys asiasta.

Esimerkki: Esimerkkind on usein laskutehtavé, jonka lukija voi seurata
lépi mahdollisimman kevyesti.

Teoreema: Asiaan liittyvé teoreema, joka on hyvin kdyttokelpoinen.
Todistus: Teoreeman todistus tai viittaus todistukseen.

Yhteenveto: Yhteenveto kisitellyista asioista.

Maaritelmista

Maaritelméat ovat rakennuspalikoita, joihin teoria perustuu. Méaritelmét tu-
lisi opetella mahdollisimman hyvin ulkoa.

Kuvat

Kuvien tarkoitus on eldvoittaa tekstia ja antaa lukijalla intuitiota konkretio-
sinnin avulla. Kuvat eivit sisélla formaalia matematiikkaa.

Summausnotaatio

Téassé tyossd on kdytossa summausnotaatio, jonka kehittdjana pidetdan Al-
bert Einsteinid. Tamé merkintatapa eli notaatio tunnetetaan myos nimella
FEinsteinin summausnotaatio. Notaation ideana on yksinkertaisesti summaus-
merkinnén Y;"; tekeminen ndkyméttoméaksi. Notaatiossa kilytdmme nk. va-
paita ja mykkid indeksej, jotka esiintyvét aina samassa termisséd. Yhtalon



samalla puolella esiintyvien eri termien indeksit eivat liity mitenkdan toi-
siinsé. Jos indeksejd on termissa parillinen méaéré, ne summataan avaruuden
dimension n yli. Naitd indeksejé, joita on parillinen méara, kutsutaan my-
kiksi indekseiksi ja yksittéisia indekseja vapaiksi indekseiksi. Huomaa, etté
notaatiossa mykat eli summattavat indeksit ilmenevét termissé aina pareina
ylhaalla ja alhaalla. Eika siis pareina molempien ollessa ylhaalla tai alhaalla.
Esimerkkeina

X° 9, = X0, (1.1)
a=1
9ij v = Zn: Zn: Gij V'’ (1.2)
=1 j=1
Ty v = zn: Zn: T;jvoul &, 07, (1.3)

.
Il

—_
Il

—_

J
missé 0’7, on Kroneckerin delta , joka mééaritelldén

i ] 0 josut#j
5].._{1 jos iz (1.4)

Kroneckerin delta toimii myos ns. korvausoperaattorina, tarkoittaen etta voit
korvata termissa esiintyvid mykkié indekseja kroneckerin deltassa esiintyvéal-
14 vapaalla indeksilla.

0 X7 = X' (1.5)

X:ssé esiintyvé j korvataan siis ¢:114, koska médritelmén (1.4) mukaan 5ij =1,
kun 7 = j.
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Differentiaaligeometrian teoria

2.1 Joukko

Fysikaaliset ilmict tapahtuvat aina jonkinlaisessa tilamallissa eli avaruudes-
sa. Karkeimmalla tasolla fysikaalinen avaruus on pelkka joukko. Tassa tyossa
kiytamme joukosta usein symbolia (M). Joukko on kokoelma alkioita, joiden
keskindisella jarjestyksellé ei ole merkitystéd. Joukon alkioita kutsutaan myos
joukon jaseniksi, elementeiksi tai pisteiksi. Tarkastellaan aluksi yhtd hyvin
tuttua joukkoa M :=R? =R xR = {(a,b) ‘ a,b e R} eli kahden reaalilukujou-
kon karteesista tuloa.

Monesti kyseistd joukkoa R? ajatellaan ensimméiseksi tasona. Mutta jos
avaruuden rakenne on pelkka joukko, niin sen jarjestykselld ei ole merkitys-
ta. Tason pisteet voisivat sijaita aivan mielivaltaisissa paikoissa ja silti jouk-
ko olisi sama. Esimerkiksi kolmen mielivaltaisen luonnollisen luvun joukko
{2,6,23} ja {23,2,6} on yksi ja sama asia.

Joukkojen elementeistéd eli alkiosta voidaan muodostaa yhdistelmid U,
letkkauksia N, negaatioita \ ja osajoukkoja C. Jos joukossa ei ole yhtdan ja-
senté, on kysymys tyhjdsta joukosta @. Joukko-opin sdidntojen mukaan, jo-
kainen joukko sisaltda osajoukkonaan aina tyhjén joukon. Jos muodostetaan
joukko "jalometallit”, siséltéisi se alkiot: kulta, hopea, platina, palladium. Téa-
mé on ddrellinen joukko, koska joukko siséltda aarellisen méadréan jasenié. Jos
adrellinen joukko on jarjestetty, on kysymys tuplesta.

Joukot voivat olla my6s ddarettomid joukkoja, joissa joukon jasenid on aa-
reton médrd. Joukkojen alkioiden laatua ei ole mitenkédédn rajoitettu, joten
joukon alkiot voivat olla myos itsessdéan joukkoja.



2.1. JOUKKO )

M c R?

R (1,.1) (2,.1)
(1,.3) (2,.3) (3,.3) (2,.2) (1,.3)
(1,2)(2,2)(3,2) — (1,2) (3.3)
(1,.1)(2,.1)(3,.1) - (3,.1)

l . (2,3) (3,2)

Kuva 2.1: Joukon alkioilla ei ole keskinaisté jarjestysta

2.1.1 Kuvaukset joukkojen valilla

Kuvaus (engl. mapping) kertoo joukkojen vélisistd riippuvuussuhteista. On
erittdin hyodyllistd ymmartad joukkojen vilisid kuvauksia. Itseasiassa kaikki
jo entuudestaan tutut késitteet, kuten parametrisoidut kiayrat, vektorit, ten-
sorit ja differentiaalit ovat kuvauksia erilaisten joukkojen vililla. Kaytamme
kuvausten esityksiin kahta vaihtoehtoista tapaa riippuen asiayhteydesta. Toi-
nen on joskus havainnollisempi, kuin toinen. Esimerkkind saman asian kah-

desta esitystavasta: ¢ : A — B ja A Ny Néissd merkinnoissd A:ta kut-
sutaan lihtojoukoksi (domain) ja B:té kutsutaan maalijoukoksi (codomain,
kuva-avaruus). Taydellisyydessaén esitystapa niyttaa seuraavalta

p:A— B
a— ¢(a)

Jossa a € A ja ¢(a) € B. Ylemmalla rivilld nakyvét 1aht6- ja maalijoukot,
joiden valilla kuvaus ¢ tapahtuu ja alemmalla rivilld on mééaritelmé, kuin-
ka ldhtojoukon alkiot kuvautuvat maalijoukon alkioiksi. Joukkojen vélisessa
kuvautumisessa kiaytetdan merkintad — ja alkioiden kuvautumisessa kiyte-
tddn merkintdd —. Esimerkki luetaan: Kuvaus ¢ kuvaa joukon A alkion a
joukon B alkioksi ¢(a). ¢(a) on amn kuva, jonka ¢ maaraé yksikésitteiseksi.



Kuva 2.2: kuvaus ¢ kuvaa joukon A alkioita joukon B alkioiksi

Huomio 1 Tarked asia liittyen yleisesti kaikkiin kuvauksiin: Lihtojoukon A
jokainen piste eli alkio kuvataan aina, mutta maalijoukon B jokaiseen pis-
teeseen ei vdlttamatta kuvauduta. Kdaytimme kuvautumisesta myds ilmaisua
"Maalijoukon pisteisiin osuminen”.

2.1.2 Yhdistetty kuvaus

Kuvaus voidaan muodostaa vain kahden joukon vilille, ei useamman. Meil-
14 voi kuitenkin olla useampia kuvauksia, joita voimme yhdistéda, jos tietyt
ehdot toteutuvat. Jos ¢ : A — B ja f : B — C eli toista esitystapaa
kiyttden A 2. L C, niin fogp: A — C. Kuvausta f o ¢ kutsutaan
yhdistetyksi kuvaukseksi tai kuvausten kompositioksi. Kompositiosta kiyte-
tadn merkintdd o. Huomaa, ettd ¢:n maalijoukon eli codomain:n on oltava
sama, kuin f:n lahtéjoukon eli domain:n. Ndin meille muodostuu uusi kuvaus

(fod):A—C
a— f(6(a)
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2.1.3 Identiteettikuvaus

Ehka kaikista yksinkertaisin kuvaus on identiteettikuvaus, koska siina ei ta-
pahdu yhtddn mitdédn. Se kuvaa joukon alkion itsekseen samaan joukkoon.
Tarkoittaen seuraavaa

p:M— M

me—m (2.1)

Kaytamme identiteettikuvauksesta merkintaé id,;, misséa alaindeksi M viit-
taa joukkoon. Yll& olevassa esimerkissa kuvaus ¢ = id)y,. Esimerkiksi identi-
teetti kuvaus 7 : R? — R3 merkittéisiin 7 = idps.

Esimerkki 2.1.1 Olkoon f : M — M ja ¢ = idy ja n = idy. Tdlloin
idNOf=fOidM \ fM—>N

f
M N
p=idy n=idn
!
M N

Kuva 2.3: Identiteettikuvaus

2.1.4 Kaanteiskuvaus

Jos 1) : M — N on kuvaus, niin )=t : N — M on ¢:n kddnteiskuvaus, jos
Yot =idy ja ! o) =idy. Sama asia voidaan muotoilla myos toisin ja
sanoa, ettd ¢! on ¢:n kidanteiskuvaus, jos seuraava diagrammi kommutoil

!Diagrammin kommutoinnissa on kyse reitin yhdentekeviisyydesti - voit menné lih-
tojoukosta maalijoukkoon kahta reittid muuttamatta lopputulosta. Tatd kutsutaan myos



(molempiin suuntiin).

(4
M N
id]\,j 'idN
M——5—N

Kuva 2.4: Kaanteiskuvaus

Kéanteiskuvausta kutsutaan myds inverssiksi. Jos kuvauksella on olemas-
sa kadnteiskuvaus, niin puhutaan, ettd kuvaus on kddntyvd.

Diagrammit

InsinGorit pitavat kuvista ja kaavioista. Diagrammit ovat kuvauskaavioita,
joita kaytetddn usein matemaattisformaalien ominaisuuksien eli predikaat-
tien tukena. Toisinaan vaittdmienkin ominaisuutta havainnollistetaan kom-
mutoivalla diagrammilla. On hyodyllistd osata tulkita diagrammeja. Alla ole-
vaan esimerkkiin on rakennettu useita mielivaltaisia joukkoja ja niiden vélisia
kuvauksia ja niiden kompositiota.

Esimerkki 2.1.2 Kuvaus, yhdistetty kuvaus, inverssi

feo

Kuva 2.5: Kuvauksia ja niiden yhdisteitéa

reittivapaudeksi. Kommutointi vaatimus siséltdd myos vapauden 1dht6- ja maalijoukon va-
lintaan.
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Olettaen ettd diagrammi kommutoi. Eri joukkojen vdlilld saattaa olla useita
vathtoehtoehtoisia reittejd eli kuvauksia.

2.1.5 Injektio, surjektio ja bijektio

Katsotaan alla olevaa kuvaa. Maalijoukossa N on piste ¢, mihin ei osuta eli
kuvauduta lainkaan. Maalijoukossa on my0s piste O, mihin osutaan useam-
min kuin kerran.

joukko joukko

f+ M — N

Kuva 2.6: injektio, surjektio, bijektio

Kuvaus f on:
surjektiivinen jos A <

injektiivinen jos A0

Yleisesti kuvauksen méaritelmén mukaan, jokainen ldhtéjoukon piste ku-
vautuu maalijoukolle. Mutta valttamatta jokaiseen maalijoukon pisteeseen
el osuta.

Surjektio

Jos jokaiseen maalijoukon pisteeseen osutaan, on kysymys surjektiivisesta
kuvauksesta.
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Injektio

Jos jokaiselle 1ahtojoukon pisteelle on olemassa oma ainutlaatuinen parin-
sa maalijoukossa on kysymys injektiivisestd kuvauksesta. Eli 1dhtéjoukon eri
pisteet eivit saa kuvautua samaan maalijoukon pisteeseen. Kaikkiin maali-
joukon pisteisiin ei silti valttaméatta tarvitse kuvautua.

Bijektio, isomorfismi

Kuvaus voi olla samaan aikaan surjektiivinen ja injektiivinen, silloin puhu-
taan bijektiivisestd kuvauksesta tai bijektiosta. Kun kuvaus on bijektiivinen,
niin silloin kuvauksen 1ahto- ja maalijoukot ovat isomorfisia. Talloin kahden
joukon valilla on isomorfismi. Bijektiivinen kuvaus ja isomorfismi (joukkojen
valilla) ovat siis synonyymeja. Koska bijektiossa jokaiselle maalijoukon al-
kiolle on oma parinsa, voidaan sille méaritella myos kidénteiskuvaus. Isomor-
fisuudella viitataan siis kahteen joukkoon, kun bijektiolla ja isomorfismilla
viitataan joukkojen viliseen kuvaukseen. Huomaa, ettd myohempénéa seu-
raavissa kappaleissa isomorfisuus saa hieman vahvemman merkityksen, kun
annamme joukoille lisdrakennetta.

2.1.6 Ekvivalenssirelaatio ja -luokka

Kun tulet tayteen luokkahuoneeseen, voit jaotella ihmiset opettajaan ja op-
pilaisiin. Toisaalta voit vaihtaa nédkokulmaa ja jaotella ihmiset naisiin ja mie-
hiin. Saman joukon jaotteluperuste saattaa vaihdella, ja voit jaotella joukon
monellakin eri tapaa. Fkvivalenssiluokittelussa on kysymys joukon M jaotte-
lusta pienempiin osajoukkoihin U, € M siten, ettd yksikddn joukon M jasen
ei jad huomioimatta ja mitkdan osajoukot eivat sisdlld samoja elementtejé, eli
eivit leikkaa toisiaan U; NU; = @. Nama osajoukkojen eli ekvivalenssiluokkien
jasenet ovat samankaltaisia toistensa kanssa, eli muodostavat toisiinsa ekuvi-
valenssirelaation. Ekvivalenssiluokan elementtia kutsutaan sen edustajaksi.

Maaritelma 2.1.1 Ekwvivalenssirelaatio
Jos U on joukko ja ~ sen bindarirelaatio siten, ettd seuraavat kolme ehtoa
toteutuu

i)  refleksisyys: VmeU: m~m
ii) symmetria: Vm,neU: me~n<n~m
iii) transitiivisuus: Vm,n,pelU: m~n A n~p=>m~p

nitn ~ kutsutaan ekvivalenssirelaatioksi.
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Esimerkki 2.1.3 FEsimerkkeji ekvivalenssirelaatiosta ja ei-ekvivalenssirelaatioista

”p ja q ovat samaa mieltd”. Refl., symm., trans.

”p ja q ovat sisaruksia”’. Ei refl., symm., tran.

”p on pidempi kuin q”. Ei refl.; ei symm., trans.

”p on rakastunut q:hun”. Ei refl.; ei symm., ei tran.

QO

o

2

§§89

joFiNe!
NN N

TRV
2
QR R

Vain kohta a) tayttaéd ekvivalenssirelaation mééritelmén.

Maaritelma 2.1.2 Ekvivalenssiluokka [ |
Jos ~ on ekvivalenssirelaatio joukolla M, niin jokaiselle elementille m € M
mddaritellddan joukko

[m]:={neM|m~n}cM (2.4)

jota kutsutaan ekvivalenssiluokaksi.

Ekvivalenssiluokilla on kaksi erityislaatuista ominaisuutta

1) acl[m] = [a] =[m]

2) joko [m] =[n] tai [m]n[n] =2

Selitykset:

1) ”Jokainen ekv.luokan elementti voi toimia luokan edustajana’
2) "Eri ekvivalenssiluokat eivat sisilld samoja elementteja”

Maaritelma 2.1.3 Tekijijoukko.
Jos ~ on ekvivalenssirelaatio joukolla M, niin

M ={[m]|meM} (2.5)

on joukon M tekijijoukko eli ekvivalenssiluokkien joukko.
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Esimerkki 2.1.4 Joukko M ja tekijijoukko M,

Kuva 2.7: Ekvivalenssiluokittelu ja tekijajoukko

Tekijéjoukon maaritelméssa on ideana katsoa joukkoa eri silmélaisella ja néh-
dé joukon eri ekvivalenssiluokkia joukon yksittdisina alkioina.

2.2 Topologiset avaruudet

Luonnontieteilijoind olemme kiinnostuneita ilmioistd, jotka ovat jatkuvia.
Voidaan sanoa, ettd kaikki havaitsemamme klassisen fysiikan ilmiot ovat jat-
kuvia kuvauksia. Tarkoittaen sité, ettd kappaleiden ja partikkeleiden liikera-
dat eivait tee hyppéyksia - ne jatkuvat. Kuvitellaan, etta laiva seilaa keskella
Atlantin valtamerta, kunnes yht’dkkia laiva hyppéisi keskelle Intian valta-
merta. Tama on klassisessa fysiikassa mahdotonta.

: NS

Kuva 2.8: Kayra v tekee hyppayksen

Koska fysikaalisen ilmion mallinnuksen tavoitteena on tuotettavan mal-
lin edes jonkin asteinen ennustettavuus, meidédn tulee vaatia jatkuvuus-
ominaisuutta mallinnettavalta kohteelta tai ilmiolta.

Pelkké joukon kasite ei riitd kuvausten jatkuvuuksien tarkasteluun. Tarvit-
semme avaruudelle eli joukolle lisdrakennetta. Kevyin lisdrakenne, mita jou-
kolle M voidaan antaa, jotta voitaisiin tarkastella kuvauksen jatkuvuutta,
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on kasite nimeltd topologia. Ennen kuin voimme mééritellda kuvausten jat-
kuvuutta joukkojen vililla, meidéan taytyy siis tuntea molempien joukkojen
topologiat. Topologia O on my6s joukko, joka liittyy aina tarkastelun al-
la olevaan joukkoon M. Kun joukkoon M on maéaritelty sen topologia, on
kyse topologisesta avaruudesta (M ,O). Muistamme viime kappaleesta, etté
pelkkdnd joukkona esim. R™ ei kerro meille muutakuin sen, etta se sisaltaé
reaaliluvuista muodostuvia pisteitd. Pisteiden jarjestyksestd tai avaruuden
muodosta meilla ei ole viela mitdéan tietoa.

2.2.1 Topologia

Kun tutkitaan kuvauksen jatkuvuutta, taytyy kuvauksen tapahtua topologis-

ten avaruuksien valilla (M, Oyy) 2, (N,Op). Joukoille taytyy maaritell sel-
laiset topologiat Oy ja Oy, jotka ovat tdhén jatkuvuus-kayttotarkoitukseen
sopivia. Jatkuvuuteen soveltuvan topologian ideana on jarjestdd joukon M
pisteité tietylla tavalla ja pitdd niitd yhdessd. Kdydadn seuraavaksi lapi ké-
sitteitd, joita tarvitann topologian méaaritelméan.

2.2.2 Potenssijoukko

Jos M on joukko, niin sen potenssijoukko P(M) on M:mn kaikkien os-
ajoukkojen joukko. Potenssijoukkoa (engl. Power set) havainnollistaa
seuraava esimerkki, jossa tarkastellaan kolmialkiollista &éarellistd joukkoa
M :={1,2,3}. Huom. joukko-opin mukaan tyhja joukko @ kuuluu osajouk-
kona jokaiseen joukkoon.

M :={1,2,3}
P(M) = {2, {1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1,2,3}} (2.6)

Rakensimme yksinkertaisesti joukosta M kaikki mahdolliset kombinaatiot.
Kolmen alkion joukosta muodostui siis kahdeksan alkion potenssijoukko -
mikd on siis on joukkojen joukko. Neljan alkion joukosta muodustuisi 16
alkion potenssijoukko, viiden alkion joukosta 32 alkion potenssijoukko ja jne.

2.2.3 Kuvauksen alkukuva

Jokaisella kuvauksella on alkukuva. Alkukuva voi olla my6s tyhja joukko @.
Alkuvausta merkitdén preimy, jossa alaindeksi f viittaa kyseessé olevaan
kuvaukseen.
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Maaritelma 2.2.1 Jos f: M — N on kuvaus, niin kuvauksen f alkuku-
va on:

preimg: P(N) — P(M)
Vi— pre@'mf(V) ={meM | f(m) eV}

Huomioi, ettd tdmé ei ole sama kuin kaddnteiskuvaus. Kuvauksella on alku-
kuva, vaikka kuvaus olisi ei-kdantyva.

Maaritelma 2.2.2 Topologia

Jos M on joukko, niin topologia O on osajoukko O ¢ P(M). Topo-
logian O on toteutettava seuraavat kolme ehtoa:

i) @0, MecO
ii) UeO,VeO=— UnVeO
i) AcO = (Ua)eO

acA

Sama sanallisesti. Tarkastelun alla olevan joukon M topologian O, taytyy
toteuttaa seuraavat aksioomat:

i) Tyhjin joukon @ ja itse joukon M on kuuluttava topologiaan O

ii) Topologiasta O mielivaltaisesti valitun kahden elementin U ja V' leik-
kauksen on kuuluttava samaan topologiaan O

iii) Topologian O osajoukon yhdisteiden eli unionin on kuuluttava samaan
topologiaan O. Joukkojen yhdisteiden mddrad ei saa olla rajoitettu.

Esimerkki 2.2.1 Jos M ={1,2,3} on joukko, niin

a) O1={¢,{1,2,3}} on joukon M topologia

b) Oy = {0, {1},{2},{1,2,3}} ei ole joukon M topologia, silla joukkojen
{1},{2} unioni {1,2} ei kuulu topologiaan O)
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Esimerkki 2.2.2 (Diskreetti ja indiskreetti topologia) Jos M on
joukko, niin

a) Ogiskr :={ @, M } on diskreetti topologia

b) Ogaot := P(M) on indiskreetti topologia

Molemmat tdyttavdit topologian kolme aksioomaa ja ovat joukon M topolo-
gioita.

Maaritelma 2.2.3 Standardi topologia Osr
Missd joukkona on reaalilukujen karteesinen tulo

M =R"=RxRx...xR
:{(p17p27"-7pn) |pZER}

Standardin topologian on kuuluttava R™:n potenssijoukkoon P(R™), ja sen on
taytettavd topologian kolme aksioomaa.

OST EP(R")
RAKENNETAAN KUULA:
1) B, (p) = {(q1, 4, ---,qa) | D.(qi —pi)* <1}
=1
2) UeOgr VpeU:FreR :B,.(p)cU

Tamda on yleisests kdytetty topologia R™:ssd ja valitaan tdstd eteenpdin R™ :ddan
tlman, ettd siita erikseen mainitaan. Standardi topologia valitaan siksi, kos-
ka se antaa kdyttotarkoituksiimme soveltuvan lisdrakenteen. Huomaa, ettd
standardi topologia voidaan madritella vain R™:lle. Harjoituksena lukija voisi
tarkistaa, ettd standardi topologia O tdayttdd topologian mddritelmdn kolme
akstoomaa.

Intuitio 1 Avoimesta joukosta U, loytyy aina piste, jonka ympdrille voi-
daan rakentaa r-sdteinen kuula.
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Kuva 2.9: Standardi topologia R™:ssé maéaritellaan r-siteisella pallolla

Standardi topologia O on se topologia, miké ollaan implisiittisesti oletet-
tu R™:lle aina siitd ldhtien kun olemme alkaneet laskuopin. Nyt olemme
maédritelleet topologian ja huomanneet, ettéd se ei ole jotain, mikd on auto-
maattisesti olemassa - se on meidédn valintamme. Me itse méérittelemme sen
valitsemaamme avaruuteen, joka karkeimmalla tasolla oli pelkké joukko M.
Kun méarittelemme joukkoon sen topologian, meilld on topologinen avaruus
(M,0). Aina kun teemme vastaavanlaisia valintoja avaruudellemme, an-
namme avaruudelle lisdrakennetta. Seuraavaksi kiiymme lépi terminologiaa,
jota tarvitsemme jatkuvuuden maéaritykseen.

Avoin joukko

Jos M on joukko ja O on se topologia, niin & on avoin joukko jos

i) UeO

Suljettu joukko

Jos M on joukko ja O on se topologia, niin V on suljettu joukko jos

i) M\VeO

Huomio 2 Joukko voi olla samalla avoin ja suljettu, avoin ja ei-suljettu,
ei-avoin ja suljettu tai ei-avoin ja ei-suljettu. Ks. lisad Zermelon-Franekelin
joukko-oppi valinta-aksioomalla (ZFC), halutessasi tarkempaa tietoa joukko-
teoriasta.
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2.2.4 Jatkuvat kuvaukset

Yleisesti kuvaus on méaritelty jo pelkistdan kahdelle joukolle - mitaén
muuta lisdrakennetta ei joukoille tarvita. Jos kuitenkin haluamme tarkas-
tella kuvausten jatkuvuutta - tarvitsemme siihen molempien joukkojen
topologioita 0. Kuvauksen f : M — N jatkuvuus riippuu siis siitd, mitké
topologiat Oy ja Oy joukoille M ja N on valittu.

Maaritelma 2.2.4 Jos (M,0y) ja (N,Oyn) ovat topologisia avaruuksia,
nun kuvaus

top.avaruus top.avaruus

f: M — N
on jatkuva (verrattuina topologioihin Oy ja Oy ), jos

VVeOy: preims(V) e Oy

Esimerkki 2.2.3 Jos f: M — N ja M :={1,2} ja N :={1,2}. Joukoille on
valittu topologiat niin, ettd Oy = {@,{1},{2},{1,2}} ja On = {@,{1,2}}.
Kuvaus f kuvaa lahtdjoukon alkionsa siten etti, 1 — 2 ja 2 —> 1. Onko
kuvaus jatkuva?

(X

Kuva 2.10: Onko kuvaus f jatkuva?

Tarkastaaksemme onko kuvaus f jatkuva, meiddin on tutkittava kuuluvatko
joukon N avoimien joukkojen alkukuvat M :m avoimiin joukkothin. Toisin



18

sanottuna, kuuluvatko topologian Oy elementtien alkukuvat (preim) topolo-
giaan Oy ?

preims (@) = Fe Oy
preims({1,2}) = M e Oy

= kuvaus f on jatkuva

Jos kuvaus on jatkuva, niin valttamatta sen kadnteiskuvaus ei ole. Harjor-
tuksena lukija voi tarkistaa, ettd ylliolevan esimerkin kddnteiskuvaus f~1 ei
ole jatkuva. Tdmd on intuititvisestt hieman outoa, koska esimerkin joukot
M ja N ovat aivan samat. Jos vertaa kuvausta sen kddanteiskuvaukseen, ovat
nekin samat. Erona on joukkojen topologiat, mihin jatkuvuuden mddaritelmd
perustuu.

2.2.5 Jatkuvien kuvausten kompositio

Jos f ja g ovat jatkuvia kuvauksia, niin my6s niiden kompositio f o g on
jatkuva. Katso todistus liitteestd B (1.2). Tama tieto on meille jatkossa hyo-
dyllinen.

2.2.6 Topologian periytyminen

Topologian periyttdminen on erittdin hyodyllinen konsepti, koska meilla voi
olla yksi tai useampiakin topologisia avaruuksia, joista voimme muodostaa
uuden topologisen avaruuden. Periyttdmiseen on monia tapoja, mutta yksi
joka on meidéan kannaltamme erittédin kayttokelpoinen on nimeltdan osajouk-
ko topologia.

Maaritelma 2.2.5 Jos (M,Oy;) on topologinen avaruus ja S € M, niin
osajoukko topologia O o joka on peritty M :ltd on:

Ol, € P(S)
Olg={UnS|UEeON} (2.7)

Haetaan siis osajoukon S € M leikkauksia M:n topologian O, elementtien
U kanssa. Lukija voi harjoituksena tarkistaa, ettd peritty osajoukko topo-
logia (9‘ ¢ toteuttaa topologian kolme aksioomaa. Topologian periytyminen
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on erittdin kitevdad esimerkiksi seuraavassa tapauksessa, jossa oletamme
¢: M — N olevan jatkuva kuvaus. Jos tieddmme topologiat Oy, ja Oy, niin
voimme helposti rakentaa uuden topologian S:lle ja sitd kautta muodostaa
uuden jatkuvan kuvauksen ¢| g

¢|S

SN

S cM

N

Kuva 2.11: Topologian periytyminen

Otetaan esimerkiksi M := R” jolla on standardi topologia O,. Nyt jos S ¢
M, niin voimme periyttda topologian S:lle M:1ta. Vaikka S:n topologia on
peritty R™:1ta, kyseessa ei ole standardi topologia vaan osajoukko topologia.
S voisi esimerkiksi olla pallon pinta, joka maéritelldan S := S? := {(x,y,2) €

R3 | /22 +y?+22=7)}. Tami selvisti on osajoukko S? ¢ R3.

Homeomorfismi

Homeomorfismi on topologisten avaruuksien bijektio. Kaksi topologista ava-
ruutta ovat homeomorfisia, jos niiden vélilld oleva bijektiivinen kuvaus on
my6s molempiin suuntiin jatkuva. Téstd puhutaan myos topologisten ava-
ruuksien isomorfismina. Huomaa, ettéd isomorfismi on yleispatevé sana, joka
tarkoittaa eri rakenteilla eri asiaa.

Huomio 3 Muistetaan, ettd madrittelimme avaruuden topologian, ja erityi-
sesti standardin topologian Og, koska olemme kiinnostuneita kuvausten jat-
kuvuudesta. Oy on siis meiddn valintamme ja se sopit mydhempiin kdytto-
tarkoituksiimme loistavasti. Toki sinulla voisi olla eri tarkoitusperdat mielessa
ja mddritelld avaruudelle jonkin muun topologian.

Joukko-kappaleen alussa annettiin esimerkki joukosta R?, kun ajateltiin sen
olevan taso. Pystyit sekoittamaan pisteet mielivaltaiseen jirjestykseen jou-
kon pysyessd samana. Otetaan sama esimerkki, mutta ajatellaan R?:n taso-
na olevan topologinen avaruus (R? Oy). Taso muuttuu topologian lisdyksen
seurauksena yhtendiseksi ja et enddn pysty sekoittamaan pisteitd, koska se
rikkoisi topologian ja kuvaukset eivdt olisi enddn jatkuvia. Mutta voisit silti
venyttdda, puristaa tai taittaa tasoa, aivan kuten haluat. Meiddin topologiam-
me toimai tkadnkuin pisteiden elastisena lismana. Huomio kuitenkin se, ettd
pelkkien topologisten avaruuksien muodosta emme voi sanoa mitddan. Tdmdn
takia topologit puhuvat kahvikupin ja donitsin olevan heille yksi ja sama asia.



20

2.2.7 'Topologisten avaruuden ominaisuuksista

Nyt olemme kisitelleet topologisen avaruuden ja puhuneet kuvausten jatku-
vuudesta. Paadméaarandmme on rakentaa nk. topologinen monisto, jota kasit-
telemme seuraavassa kappaleessa. Meilld on nyt siihen tarvittavat tyokalut
olemassa. Mutta ollaksemme teoriassa tdsmaéllisid, meidéan pitéad esitelld to-
pologisen avaruuden kaksi topologista ominaisuutta, jotta voisimme esitelld
moniston formaalin méaaritelman. Nama kaksi ominaisuutta ovat nimeltdén
Hausdorff ja parakompakti. Naméa ominaisuudet eivit ole insinéorien kan-
nalta kovin kaunista luettavaa, koska ne vaativat paljon uutta termistod, ja
formaalit esitykset saattavat olla pitkid. Syy minka takia, ndma méaaritelmét
taytyy kuitenkin esittda, on karkeasti sanottuna moniston integroituvuuden
takaaminen. Lukija voi halutessaan hypéata suoraan seuraavaan kappaleeseen,
koska ndmé topologiset ominaisuudet eivéit ole tavoitteemme kannalta kovin-
kaan oleellisia, mutta teorian yleispéatevyyden kannalta valttaméattomié.
Puhtaasti matematiikkaa ajatellen, monissa tilanteissa topologisille avaruuk-
sille on hyvinkin hyodyllistd maérittda erilaisia topologisia ominaisuuksia.
Kyseiset ominaisuudet saattavat helpottaa esimerkiksi teoreemien todistuk-
sissa tai auttavat ymmartaméan kasiteltdvad asiaa paremmin. Kirjallisuu-
dessa puhutaan erikseen topologisista separointi ominaisuuksista, joita mer-
kitdan monesti kirjaimilla 71,72, ..., T N. Meidan kannalta oleellinen on 72
separointiominaisuus, jota kutsutaan, nimelld Hausdorffin avaruus. Topolo-
giasta ja ominaisuuksista voi lukea lisié esim. ldhteesté [2].

Hausdorffin avaruus

Maaritelma 2.2.6 Topologinen avaruus (M,O) on Hausdorffin avaruus,
jos kahdelle eri pisteelle (p + q)

dUeO,,VeO, : UnV =0 (2.8)

missi Op:={U €O |peld} ja Op:={VeO|qeV}.

Intuitio 2 Kahdelle pisteelle loytyy pistevieraat? ympdristo.

2Pistevieraan on synonyymi on Erilliset joukot. Erillisilli joukoilla ei ole yht#éin yhteisté,
alkiota
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Kuva 2.12: Hausdorffin avaruus. On olemassa kahden pisteen leikkaamatto-
mat ymparistot

Seuraava terminologiaa tarvitsemme kompaktien ja parakompaktien ava-

ruuksien maaritelmissa.

Maaritelma 2.2.7 Avoin peite. Jos (M,0O) on topologinen avaruus, niin
C < O on avoin peite jos

Uc=m (2.9)
Maaritelma 2.2.8~Adrellinen osapeite. Jos C' on topologisen avaruuden
(M,0) peite, nitn C c C on dadarellinen osapeite, jos
C on peite ja se on ddrellinen (2.10)
Maaritelma 2.2.9 Avoin jaloste® (engl. refinement). Topologisen avaruu-
den (M, Q) peitteen C jaloste D € O on peite, siten ettdi

YUeDIUC :UU (2.11)

30sapeite on aina jaloste, mutta jaloste ei ole aina osapeite
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Maaritelma 2.2.10 Lokaalisti adrellinen. Jalostetta D, sanotaan lokaalists
adrellisekst jos

VpeM : 3UcO, : VnU+D (2.12)

missi Ve C ja Op:={UeO|peld}.

Kompaktisuus

Kompaktisuus on topologisen avaruuden ominaisuus, jonka esittelyn mo-
tivaationa on ymmartdd myohemmin maéariteltdvaa parakompaktisuus-
ominaisuutta. Kompaktisuus on suhteellisen vahva ominaisuus, jonka todis-
taminen on valilla hankalaa.

Maaritelma 2.2.11 Topologinen avaruus (M,O) on kompakti, jos sen
jokaisella avoimella peitteelld on ddrellinen osapeite.

Kompaktisuus-omainaisuuden tekee vahvaksi aérellisen osapeitteen predi-
kaatti. Yksinkertainen esimerkki on reaalilukujoukko R varustettuna O, to-
pologialla. Et pysty muodostamaan avaruudelle darellistd osapeitetta.

Parakompaktisuus

Parakompaktius on kompatiutta paljon heikompi ominaisuus. Topologisia
avaruuksia, jotka eivit ole parakompakteja on itseasiassa todella vaikea
loytad. Voidaan karkeasti sanoa, etté lahes kaikki topologiset avaruudet ovat
parakompakteja.

Maaritelma 2.2.12 Topologinen avaruus (M, Q) on parakompakti, jos sen

jokaisella avoimella peitteelld C' on avoin “jaloste” (engl. Refinement) C,
joka on lokaalisti ddrellinen.

Parakompakti Hausdorffin avaruus ja ykkosen ositus

Teoreema 2.2.1 Hausdorffin avaruus (M,Q) on parakompakti jos ja vain
jos sen jokainen avoin peite hyviksyy ykkosen osituksen.



2.3. TOPOLOGISET MONISTOT 23

Katso todistus esim. ldhteesté [2]. Ideana parakompaktin Hausdorffin avaruu-
den esittelyssa on siind, ettd meilla olisi yleispateva nimitys avaruudelle, jossa
pystymme suorittamaan integrointia, kun saamme sille vield hieman lisiara-
kennetta. Tama ykkosen ositus liittyy juurikin avaruuden integroituvuuteen,
mutta tarkempi selvitys jatetdan lukijan harrastuneisuuden varaan, koska se
on tavoitteemme kannalta irrelevanttia. Ks. lisaa [9, s. 50|

2.3 Topologiset monistot

Viime kappaleessa maarittelimme topologisen avaruuden ja sen kaksi ominai-
suutta. Nimitimme tatd topologista avaruutta parakompaktiksi Hausdorffin
avaruudeksi. Topologisilla avaruuksilla on olemassa lukemattoman paljon eri-
laisia ominaisuuksia - niitd on niin paljon, ettd matemaatikot eivat pysty edes
tekeméadn listaa naistéd kaikista. Parakompaktilla Hausdorffin avaruudella on
ne ominaisuudet, joista me insind6reind olemme kiinnostuneita. Pystymme
tutkimaan kuvausten jatkuvuutta, ja voimme olla varmoja siitd, ettd in-
tegroinnin kanssa ei tule jatkossa ongelmia.

Seuraavaksi esittelemme uudenlaisen topologisen avaruuden, jota kutsutaan
topologiseksi monistoksi. Taméa on niin erityislaatuinen topologinen avaruus,
ettd se ansaitsee oman nimensd. Hyvin karkeasti sanottuna, tdmé topo-
loginen avaruus nayttda lokaalisti Euklidiselta avaruudelta R™. Formaali
méaritelmé on seuraava:

Maaritelma 2.3.1 Parakompakti Hausdorffin avaruus (M,0) on n-
ulotteinen topologinen monisto, jos

VpeM:3U €¢O:3x:U —xz(U)c R"|z(U) €Oy, peld

i)y 7 hia(U) —U
it)  x on jatkuva (U,Oy) vs. (R",Og)

iii)  a7' on jatkuva (R" O) vs. (U, Oy)

On siis oltava olemassa kuvaus x, joka on kddntyvéd, ja molempiin suuntiin
jatkuva. Tamé tarkoittaa ettd kuvaus z : U — x(U) € R™ on homeomor-
fismi. Taméa kuvaus x on nk. kartta eli karttakuvaus. Jatkossa kiytdmme
karttakuvauksesta myos notaatiota y ja myohemmin klassisen mekaniikan
osuudessa ¢:ta. Lukija voi katsoa topologisen moniston maéaéritelman myos
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liitteesta [1, s. 3.

xk Rn
g
N \ )
‘ U)cRrRr
s .
\ x)
Mo o!

n

y* R

S

Kuva 2.13: Karttakuvaus z ja y: U — R

Y

2.3.1 Koordinaatistot eli Kartat

Edellisen méaritelmén kuvaus = : Y — R™ on kartta- eli koordinaatistoku-
vaus. Kaytamme kartoista seuraavaa terminologiaa

e (U,x)on (M,O):n kartta eli koordinaatisto missa U € M jald € Oy;. Eli
U on jokin alue M:Ita, joka kuuluu myos M:n topologiaan. Puhutaan,
ettd U on avoin joukko M:1l4.

o A={(Uy z,) | aeN}on Atlas, jos M = U U,. Jotta voidaan puhua
aeN
Atlaksesta, koko avaruus M, pitda pystya rakentamaan sen erillisten

alueiden U, yhdisteista.
e Karttakuvaus x taydellisyydessdan on:

r:U —cU)cR"=RxRx--xR
—_—
n kpl
p—ax(p) = (2'(p),2*(p), ... ,a"(p)) |2":U—R
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Karttakuvaus ja sen koordinaattifunktiot

e (U,x) on kartta. Monesti jatdmme alueen U mainitsematta ja puhum-

me vain kartasta x. Huomaa, etta x := (xl,xQ, . ,x”) eli
2ty U—R
2.
e ‘U —R — r: U — R"
" U—R

o 1 :U —> R ovat kartan (U, x) komponenttifunktioita tai koordinaatti-
funktioita.

e jos p on piste ja p € Y, niin 2! (p) on pisteen p ensimméinen koordinaatti
kartassa (U, x). 2(p) on pisteen p toinen koordinaatti jne..

e Yhtd hyvin voitaisiin valita Atlaksesta A eri kartta (U,y), jossa koor-
dinaatit ovat eri numeroita kuin kartassa (U, x).

Atlaksen kartat ovat erittdin hyodyllisid, mutta niilla ei ole mitdan tekemis-
té fysiikan kanssa. Jos sinun pitéisi piirtda kotikaupungistasi kaksi karttaa,
ja ensimmaiseen laitat asuintalosi origoon ja toiseen sijoitat sen pisteeseen
(34,7), niin liikkkuuko talosi pois paikaltaan fyysisesti? Minkélaista olisi fy-
siikka, jos systeemien liikeradat muuttuisivat riippuen siitd, millaista karttaa
niiden kuvaamiseen kaytetdén? Jos néin olisi, tekisimme kartan valinnasta
rigppuvaa fysiikkaa. Me haluamme kuitenkin tehdd kartan valinnasta riip-
pumatonta fysiikkaa. Aina kun valitset kartan, valitset koordinaatit. Jos va-
litset eri kartan, valitset eri koordinaatit. Toinen kartta ei ole yhtddn sen
oikeampi, kuin toinen. Jotkut kartat ehkd havainnollistavat todellista maail-
maa paremmin, kuin toiset. Me tarvitsemme kylld karttoja, mutta kiytamme
niitd kuvaamaan todellista maailmaa, kuten itse parhaaksi ndemme. Ongel-
ma on siind, ettd mind en tiedd, mita sinun parhaaksi ndkeminen tarkoittaa.
Meidéan taytyy tehda selked ero siihen, mikd on todellista maailmaa ja mi-
kd mielikuvituksemme tuotetta. Aina kun puhumme monistoista, veddmme
analogian todelliseen maailmaan, kun taas puhumme koordinaateista ja kar-
toista, olemme tehneet valinnan, joka perustuu omaan mielikuvitukseemme.
Kaytamme téstéa eteenpéin topologisesta monistosta notaatiota M, sen sijas-
ta ettd kirjoittaisimme sen kokonaisuudessaan (M, O, A).

Esimerkki 2.3.1 Topologisen moniston (S',Og | s1,.A) rakennus

Tarkastellaan reaalilukuparien (a,b) joukkoa S':={(a,b) e R? | a® +b% =1}
. Joukko on varustettu topologialla Og | g1, joka on peritty R?:n standardista
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topologiasta Og.

Kun rakennetaan topologista avaruutta momnistoksi, taytyy loytdd kartta-
kuwvaukset jotka ovat homeomorfismeja ja joiden domainit kattavat koko
topologisen avaruuden joukon St.

Tehdddn aluksi testi ja katsotaan karttakuvauksen yritettd x : S' — R, joka
kuvaa parin S':ltd ensimmadaiseksi arqgumentikseen R:lle

z:S!'—R
(a,b) — a
Onko kuvaus homeomorfismi? Ei ole, koska kuvaus ei ole injektiivinen eikd

surjektiivinen. Esim. x(0,-1) =0 ja x(0,1) = 0. Kyseinen kuvaus ei ole siis
kelvollinen kartaksz.

Muokataan kuvausta x hajoittamalla se kahteen osaan xy ja x, teke-
malld samalla kuvausten lihto- ja maalijoukkoihin sellaiset muutokset, ettd
kuvauksista tulee injektiiviset ja surjektitviset.

1 :{(a,b) eR* | a®>+b*=1|b>0} — (-1,1)

(a,b) — a

7, :{(a,b) eR* | a®*+b* =1 | b< 0} — (-1,1)

(a,b) — a

Huomaa, ettd kuvauksien maalijoukon sulkeilla viitataan reaalilukuvdiliin,
etkd pisteeseen. Nyt molemmat kuvaukset ovat injektiivisid. Nama kaksi
karttaa ewdt kuitenkaan riitd, koska karttojen domainit eivdt sisdlld pisteitd
(1,0) ja (-1,0), jotka ovat joukon S' pisteiti. Tarvitsemme lisid karttoja.
Rakennetaan seuraavaksi vastaavanlaiset injektisviset kuvaukset yr ja vy,
jotka kuvaavat parin S*:ltd toiseksi arqgumentikseen R:lle

yr:{(a,b) eR* | a?+b*=1]a>0} — (-1,1)
(a,b) — b

y,: {(a,b) eR* | a®+b*=1] a<0} — (-1,1)
(a,b) — b
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Owvatko ylld muodostetut nelji kuvausta kdadntyvia? Kylld, koska injektii-
wisyyden lisdksi ne ovat surjektiivisia, joten me ovat bijektiivisia. Tdlloin
kadnteiskuvaus on olemassa. Esim. kuvauksen vy, kdadnteiskuvaus on

yit i (-1,1) — {(a,b) eR* | a®+ b =1 A a>0}
(0) — (VI~a,0)

Seuraava kohta ei liity moniston rakennukseen, muuta voimme tarkastella
myods toistaan leikkaavien karttojen domaineja ja muodostaa nk. kartan-
vathtokuvauksia. Esim. kuvausten xy yy domainien leikkaukset muodostavat
seuraavanlaisen joukon

{(a,b) e R?* | a®*+b*=1]a>0,b>0}
ja ndistd voidaan muodostaa kuvaus

:L‘TOnyli(O,l)—>(O,1)
s ap(V1-82s)=V1-s?

Jos rakennamme Atlaksen tdlld tavalla, tarvitsemme yhteensd nelji karttaa.
Ndaiden neljin kartan domainit kattavat koko joukon S' seuraavalla tavalla.

Ly ja Ty : Sl\{(LO)’ (_1’ 0)}
Yr ja Yy Sl\{(()? 1)7 (07 _1)}

Koska kartat ovat homeomorfismeja ja niiden domainit kattavat koko
joukon S, woidaan ndiden mneljin kartan kokoelmaa xy,x),yr,y, kutsua
(SY,Og | s1):n Atlakseksi. Timd esimerkki oli wvain yksi tapa rakentaa
topologinen monisto. Samalle topologiselle avaruudelle S',Ogg1 voidaan
muodostaa Atlas monilla muillakin eri tavoilla, joilla voidaan selvitd ja
selvitadnkin pienemmdlld mdadrad karttoja.
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Huomio 4 Notaatiossa koordinaattifunktioiden yldindeksit (x',xz2,...,x")
tai (y',y?,...,y") ewdt ole potenssimerkintiji vaan indeksejia. Normaalis-
ti olet tottunut kayttamddan esim. polaarikoordinaatistossa (R?) merkintdd
(r,¢). Meidin notaatiossamme sama olisi (yl(p),y2(p)), kun kdytossi on
polaarikartta (U,y).

2.3.2 Kartanvaihtokuvaus

Moniston Atlaksessa voi olla useita karttoja, joissa ndkyy sama moniston
piste p. Piste on talloin kuvattuna eri koordinaateilla jokaisessa naissa
kartoissa. Jos piste p nikyy useammassa, kuin yhdessé kartassa, tarkoittaa
se sitd, ettd karttojen domainit eli 1aht6joukot leikkaavat. Karttojen leikkaus
ei ole silloin tyhja joukko @. Jos ajatellaan vanhaa karttakirjaa, voisit 16ytaa
kotikaupunkisi kartan sivulta 7, 15 ja 23 hieman eri kuvakulmassa. Fysiikas-
sa on erittdin hyodyllista tietdd, miten sivun 7 kartan koordinaatit esitetdén
sivun 23 kartan koordinaateissa. Esimerkiksi kontinuumimekaniikassa kap-
paleen deformaatiota kisitellddn materiaali- ja spatiaalikuvauksissa. Naméa
kaksi kuvausta ovat tdysin sama asia, mutta vaan eri kartoilla kuvattuna.
(Tésté sovellus myohemmin). Tarkastellaan seuraavaksi monistoa M, kahta
sen aluetta U ja V), jotka leikkaavat toisensa ja niiden karttakuvauksia x ja
y vastaavasti.

Kuva 2.14: koordinaatiston muunnos
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Kartan pisteiden kuvauksia eri kartoilla kutsutaan koordinaatiston muun-
noksiksi, jotka ovat lukijalle varmasti hyvinkin tuttuja. Nyt puetaan asia
monistojen Kkielelle. Koordinaatiston muunnoksen sééantoé monistoilla on
seuraava, katsotaan samalla kuvaa 2.14. Jos halutaan esittdd pisteen p
kartan (U, z) koordinaatit kartalla (V,y), niin sinun tdytyy menné ensiksi
ylos monistolle kiyttaen kddnteiskuvausta x7! ja sieltd karttaan y kiyttdaen
sen kuvausta. Tamaé luetaan y o x~!. Sama toimii luonnollisesti myods toiseen
suuntaan z o y~'. Puhumme kartanvaihdoista, koska siirrymme yhdesté
kartasta toiseen. Kuva 2.14 esitetddn kiyttden formaalimpaa esitystapaa
seuraavasti:

UnycM

z(UnV)c R y(UnV)cRr

Kuva 2.15: kartanvaihtokuvaus, formaali esitystapa

Moniston mééritelmidn mukaan vaadimme, ettd Atlaksen kartat ovat kdin-
tyvia ja jatkuvia molempiin suuntiin. Muistetaan Topologia-kappaleen lo-
pusta, ettéd jatkuvien kuvausten kompositiot ovat jatkuvia, joten kartanvaih-
tokuvauksen y o 7! on oltava jatkuva. Olemme my6s puhuneet, ettd kar-
tat ovat mielikuvituksemme tuotetta. Kun teemme koordinaatiston muun-
noksen, siirrymme siis yhdestd mielikuvituksemme tuotteesta toiseen. Kun
tarkastellaan kartanvaihtokuvausta y o 7!, huomataan, ettd se on kuvaus
yox ! :R?” — R”. Téta olemme tehneet aina matematiikan peruskursseis-
ta lahtien. Muuntaneet esim. karteesiset koordinaatit polaarikoordinaateik-
si. Olemme siirtynyt siis R*:std R™:44n. Emme ole vain tienneet moniston
olemassa olosta, joka istuu kuvassa ylhaélld. Monisto on se paikka, josta ku-
vaukset eri koordinaatistoihin ovat peraisin.

Monesti kun alamme tehdéa fysiikkaa, olemme tietdméattomia monistoista ja
aloitamme karteesisesta koordinaatistosta (R™). Siiné olemme tottuneet ajat-
telemaan, ja se on se mukavin koordinaatisto. Sitten saatamme huomata, etta



30

asiat kannattaakin tehdakin yleistetyissa koordinaateissa, kuten pallo- tai po-
laarikoordinaateissa. Siirrymme siis edes takaisin néissé koordinaatistoissa.
Tama on kitevaa ja asiat yleensd toimivat nédin edetesséa - ei ongelmia. Téassa
léhestymistavassa on vain yksi suuri filosofinen ongelma. Teemme nimittéin
olettamuksen, ettd R™:114 olisi jotain tekemista todellisuuden kanssa.

Tamaé saattoi olla Albert Einsteinin yksi suurimmista oivalluksista, mika an-
toi lahtolaukauksen hénen yleiselle suhteellisuusteorialleen, jonka héan esitti
v. 1915. Einstein nimittdin perusti yleisen suhteellisuusteorian periaatteel-
le: ”Jumala ei ole asettanut aika-avaruuden? pisteille mitdan tiettya suosikki
koordinaatistoaan”|7, s. 155]. Monisto-ajattelumallissa hieno piirre on siiné,
ettd voit laskea kitevisti naissd kartanvaihtokuvauksissa y o 71, mutta et
silti unohda, etta todellinen maailma monistona on se, mitéd haluat oikeasti
mallintaa. Tiedédt koko ajan, millaisia olettamuksia olet tehnyt.
Kartanvaihtokuvaukset sisaltavéat lisdksi erittdin tarkedd tietoa. Voit nimit-
tain rakentaa koko moniston néistd kartoista, joiden domainit eli 1dht6éjou-
kot leikkaavat toisiaan. Epédmuodollisesti sanottuna, kartanvaihtokuvaukset
sisdltavit ohjeet, kuinka Atlaksen kartat liimataan yhteen.

Voit ajatella asiaa niin, ettd revit maapallon karttakirjan kaikki sivut irti
ja asetat toisiaan leikkaavat kartat pédllekkdin ja liimaat ne yhteen. Saa-
tat ehkéd joutua taittamaan sivuja hieman, mutta néin sinulla on kartoista
rakennettuna koko maapallo.

Karttojen punainen lanka on siiné, ettd niiden merkitys tulee esille vasta, kun
alamme liimaamaan karttoja yhteen, kiyttden naitd kartanvaihtokuvauksia
yoxl.

2.3.3 Parametrisoitu kiyra

Parametrisoitu kdyrd (trajektori, polku) on kuvaus, jota tulemme kéyt-
tdmadn paljon. Se on kuvaus v : R — M. L&hto- ja maalijoukot ovat
monistoja (R, Og,.A) ja (M, Oy, B), vastaavasti.

(RvostyA) (Mvo]\/f’B)
~v: R —

t— (1)

Jos katsomme kuvausdiagrammia, jossa on kartta x mukana, néyttaisi se
seuraavalta

4Aika-avaruus on 4-ulotteinen silefi monisto. Ks. lisié kirjallisuudesta
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Rn

Kuva 2.16: Kéyran esitys kartalla

Insindorimatematiikan kursseilla ollaan totuttu esittdméaan kiayrian R3:ssa,
tarkoittaen R — R3, mutta tdmi on vain kiyrdn koordinaatistoesitys
x o7y :R — R3. Todellinen kiyrd on kuvaus v : R — M. Téssé vaiheessa
emme pysty edes piirtdméaan kiayrad monistolle M, koska se on vain abstrakti
késite monistolla, jolla ei ole tiettyd muotoa.

2.3.4 Funktio

Funktio® on kuvaus
fM—R
p— f(p) (2.13)

Insin6orimatematiikan  kursseilla olet kéyttdnyt funktiosta kuvausta
f :R?» — R. Tdaméi on monistoilla funktio kartalta eli foxz~!:R?» — R,
kun kéytossa kartta (U, x). Ks. alla oleva kuva.

R™ R™

yOIE

Kuva 2.17: Kéayrén ja funktion esitys diagrammissa

SHyvin yleisesti kiiytetty funktio fysiikassa on limpdtilafunktio. Funktion tasa-arvopinta
on kaikki ne pisteet eli pisteiden joukko, jossa funktio saa saman arvon
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2.3.5 Monistojen filosofia

Téassé vaiheessa emme voi ymmartad monistoja viela tdysin, koska emme
ole madritelleet sileitd monistoja. Sileilld monistoilla maarittelemme mm.
kdyrien differentioituvuuden eli karkeasti sanottuna kéiyrien tangentit. Sileat
monistot tulevat kappaleessa 2.5. Minka takia me puhumme monistoista ja
miksi esittelemme ne nainkin yksityiskohtaisesti?

Todellisen maailman objektien, kuten partikkeleiden liikeratojen (R - M )
ominaisuuksien (jatkuvuus, differentoituvuus) tutkimiseen emme pédse
valttamétta pureutumaan tarkastelemalla objektia itsessddn monistolla M.
Kayran v jatkuvuuden voisimme kylla tarkastaa kdyttdmélla monistojen
M ja R topologoita. Mutta monistoilla meilld on uutena tyokaluna Atlas
kiytossa, joka helpottaa tyotdmme huomattavasti. Ideana olisi siis kuvata
parametrisoitu kiyrd monistolta johonkin karttaan x eli (zo+), ja méaaritella
kiyrdn jatkuvuus tdmén kartan perusteella. Téssa ldhestymistavassa pitaa
olla kuitenkin varovainen. Téaytyy nimittdin muistaa, ettd kartat olivat
mielikuvitusta. Meidén taytyy varmistua, ettd tarkasteltavan objektin omi-
naisuudet eivdt muutu jossain toisessa kartassa. Jos tarkastelemme kayrad
v ja toteamme, ettéd se jatkuva kartassa x, niin sen on oltava jatkuva myos
kartassa y.

Kuva 2.18: parametrisoitu kéyré eli trajektori monistolla ja sen koordinaa-
tistoesitys

Esitetdan kuva 2.18 vastaavana formaalimpana esityksena alla ja tarkastal-
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leen trajektorin ~ jatkuvuutta. Jos olisimme jo todenneet, ettd kidyra on
jatkuva kartassa x eli x o7, niin nyt meidén pitéisi varmistua, ettd v on
jatkuva myo6s kartassa y eli y o ~y.

y(U) cR"

z(U) cR"

Kuva 2.19: Kéyran ~ jatkuvuus

Kun viemme trajektorin v karttaan y, kiytdmme kuvaus y o~y : R — y(U).
Katsomalla kuvaa 2.19, huomaamme ettd paddsemme samaan paamaa-
radn myos toista reittia kayttamalla kuvausta y o 271 o x o 7. Lihto- ja
maalijoukkomme ovat tdysin samat R — y(U). Tami tarkoittaa, ettd
yo~y =yoxtoxory. Tarkastallaan tatd yhtalod enemmén ja muistetaan
samalla, ettd moniston méaaritelmén 2.3.1 voimme olla varmoja, ettd kaikki
karttakuvaukset monistolla ovat homeomorfismeja, eli bijektiivisid kuvauk-
sia, jotka ovat jatkuvia molempiin suuntiin.

yoy=yor lozoy

= (yoa)o(won)
—_——  ——
jatkuva  jatkuva

= yo~y on jatkuva

= v on jatkuva

Jos x o~ oli jatkuva ja karttakuvaukset x ja y ovat jatkuvia molempiin suun-
tiin, niin y ov:n on oltava jatkuva, koska jatkuvien kuvausten kompositio on
jatkuva. Nyt voidaan sanoa, ettd v on jatkuva. Idea on siis siiné, ettd mitéa
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tahansa objektin ominaisuutta tutkit todellisesta maailmasta, sinun taytyy
varmistua siité, ettd ominaisuus toimii valitsemasi kartan lisiksi myos jossain
toisessa kartassa eli ominaisuus on koordinaatistosta riippumaton. Ominai-
suus on talloin mielikuvituksestasi vapaa. Kartastojen kappaleessa puhuim-
me karttojen punaisen langan olevan siiné, ettd kartat saavat merkityksensa
vasta, kun niitd aletaan liimaamaan yhteen. Tama oli juurikin esimerkki sii-
td. Samaa periaatetta eli koordinaatistosta riippumattomuutta sovellamme
myos, kun médrittelemme kéyrien differentioituvuutta. Samanlailla voimme

tutkia muitakin kuvauksia, kuten funktioita (M S, R).

Téassd on monistojen yksi hienous. Voimme tutkia todellisen maailman ob-
jektien ominaisuuksia néissa kartoissa, joissa laskutoimitukset ovat yksinker-
taisia, kun varmistumme ensin koordinaatistoriippumattomuudesta.
Monistot on hyddyllistd ymmartda myos filosofisella tasolla, koska se ehkai-
see vaarien olettamusten tekemistd. Monistoilta on helppo saada tuloksia
karttoihin, jotka ovat R™ avaruuksia, joissa yhteenlasku- ja kertomisoperaa-
tiot ovat sallittuja, ne ovat nk. vektoriavaruuksia. Kartoissa ollaan totuttu
tekemadn laskutoimituksia aina peruskoulusta lahtien.

Seuraavassa kappaleessa esittelemme tensorien késitteen. Fysiikassa ei ole ole-
massa sellaista kenttdsuuretta, oli se sitten paine, voima, nopeus, magneet-
tikentté tai sdhkovaraus mita ei voida pukea tensoreiksi. Kun ymmérretadn
tensorit ja miten ne kiyttaytyvit monistolla, niin meille aukeaa uusi ldhesty-
mistapa erilaisten fysikaalisten ongelmien tarkasteluun. Niinkuin alkusanois-
sa mainittiin, jos luonnonilmioté ei pystyta pukemaan matemaattisformaaliin
muotoon, ei ilmiétd ymmérreté tarpeeksi hyvin. Fysiikka on geometriaa [4].

2.3.6 Yhteenveto

Olemme tédhadn mennessé kasitelleet joukon, kuvausten jatkuvuuden, ja koor-
dinaatistot eli kartat jotka sijaitsevat karttakokoelmassa eli Atlaksessa. Meil-
14 on siis joukko M, jolle olemme antaneet lisdrakenteet; topologia O ja Atlas
A eli karttakokoelma. Me kutsumme téta kolmen symbolin ketjua (M, O, A)
topologiseksi monistoksi.

Kappaleessa 2.5 "Siledt monistot” rajoitamme Atlasta tehden sille erityisvaa-
timuksia. Télldinen valinta tuo monistolla lisda informaatiota, joka tuottaa
lisdrakenteen monistolle.

2.4 Multilineaarinen algebra

Olet todennéakéisesti kuullut késitteen vektoriavaruus, joita kasittelee mate-
matiikassa lineaarinen algebra. Lineaarialgebrassa késitellaan siis lineaarisia
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kuvauksia. Multilineaarinen algebra kuuluu samaan aihepiiriin, mutta kasit-
telee nimensa mukaan multilineaarisia kuvauksia. Multilineaarinen algebra
on myos laskemista néissd vektoriavaruuksissa. Vektoriavaruus on joukko V,
joka on varustettu yhteenlasku- (+) ja R-kertolaskuoperaatiolla (-). Taydelli-
syydessiaédn kiytdmme vektoriavaruudesta merkintaa (V, @, ®). Téssd kappa-
leessa emme kayta joukosta merkintdd M selvyyden vuoksi, koska me emme
tule varustamaan monistoa vektoriavaruuden rakenteella, tarkoittaen etté
monistolla ei ole yhteen- ja R-kertolaskuoperaatiot mahdollisia.

Miksi monistoille ei méaaritetd vektoriavaruuden rakennetta? Jos ajatellaan
moniston olevan pallon pinta, niin vastaa kysymykseen, missé on 6 - Helsinki?
Tai misséd on Helsinki+Tukholma? Jos kerron, ettd aarteen sijainti on pai-
kassa 12 - Berliini, niin minne menisit? Idea on siini, ettd vektoriavaruuden
maéaarittely monistolle ei hyodyta meité.

Minké takia kuitenkin késittelemme vektoriavaruuksia? Ne ovat tdrked ra-
kenne, koska vektoriavaruudet nostavat esiin tensorit. Jokainen fysikaalinen
kenttasuure on jonkin asteinen tensori. Myohemmin kappaleessa 2.6 esitte-
lemme tangenttiavaruuden 7,M, joka on kiinnitetty jokaiseen moniston M
pisteseen p. Tangenttiavaruudelle méaarittelemme vektoriavaruuden raken-
teen. Tangenttiavaruus on kiinnitetty jokaiseen moniston pisteeseen ja niité
voidaan varovaisesti ajatella alla olevaa kuvaa katsomallaS. Intuitiivisesti
ne ovat jokaiseen moniston pisteeseen liittyvid hypertasoja, jotka omaavat
vektoriavaruuden rakenteen.

Kuva 2.20: Tangenttiavaruudet 7, M ja T, M monistolla M

Me voisimme kasitella seuraavaksi tangenttiavaruuksia, mutta emme tee sita
kahdesta syysté.:

1) Tangenttiavaruuden T, M rakenteeseen tarvitsemme toista vektoriava-
ruutta C'° M, jota emme vield tunne.

SKappaleessa 2.6 midrittelemme tangenttiavaruudet. Huomioi, ettd kuvat eivit liity
médritelmiin. Kuvien tarkoituksena on vain antaa intuitiota
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2) Tensorit voidaan ymmaértaa helpommin késittelemélld ne ensin abstrak-
tilla tasolla.

Sivuutamme hetkeksi paamaaramme, eli tangenttiavaruudet 7,M ja tarkas-
telemme vektoriavaruuksia V yleiselld tasolla. Seuraavia kappaleita silméalla
pitden voit ajatella, etta vektoriavaruus V =T, M.

2.4.1 Vektoriavaruus

Maaritelma 2.4.1 R-Vektoriavaruus on kolmikko (V,®,®) missd

i)V on joukko
ii) @& on Yhteenlasku eli summaus

©:VxV -V

(v,w) — ®(v,w) =vdW

iii)  © on reaaliluvulla kertolasku

O:RxV —V
(AN v) — o(\v)=A0owv

Huom. & ja ® wviittaavat normaaleihin + ja - operaatiothin. Kaytdmme
“palloa” niiden ympdrilld tehddiksemme selkeyttd ja erottavuutta tekstin
notaatioon.

Toteuttaen seuraavat kahdeksan aksioomaa (KANIADDU):

K* Kommutatiivisuus v+w=w+v

At Assosiatitvisuus + (u+v)+w=u+ (v+w)

N* Neutraali elementts: 30V :VvoeV:v+0=v

I+ Inverssi elementti VveV:3(-v):v+(-v)=0

A Assostatitvisuus - Ao (nov)=(A-p)owv (VA neR)
D Distribuuttisuus (A+p)ov=Aovepuov

D Distribuuttisuus Av+d-w=X(v+w)

U Unitaar: elementti 1-v=v

Vektoriavaruus sisaltda siis laskulait, jotka ovat tuttuja jo peruskoulusta.
Niilla tutuilla laskusdannoilla olemme laskeneet koko ikdmme. Vektoriava-
ruuden aksioomat on helppo muistaa KANIADDU muistisdédnnostd. Syy



2.4. MULTILINEAARINEN ALGEBRA 37

minka takia esittelemme tutun vektoriavaruuden néinkin tarkasti, on myo-
hempéné tuleva késite ” Moduli”, joka on yleistys vektoriavaruudesta. Modulia
on helppo ymmartaéd vertaamalla sen rakennetta vektoriavaruuteen.

2.4.2 Lineaariset kuvaukset

Mité ovat vektorit? Jos kysytddn matemaatikolta, hén saattaisi vastata, ettd
vektori on vektoriavaruuden elementti. Se on totta, vektori on ylla méarittele-
mamme vektoriavaruuden alkio - pystyt laskemaan niité yhteen ja kertomaan
reaaliluvuilla. Tarkastellaan talldistd méaritelmaa esimerkilla.

Esimerkki 2.4.1 Tarkastellaan joukkoa P, jolla ei ole vield vektoriavaruu-
den rakennetta. Joukko P koostuu polynomeista seuraavasti

(R,+,)
P={f:(-1,1)— R }

N
jossa x> f(xX) =) an X" |an€R
n=0

Joukko P koostuu sits kuvauksista f, jonka maalijoukolla on vektoriavaruu-
den rakenne. Otetaan mielivaltainen elementti A € P ja kysytidn onko A
vektori? Ei voi olla, koska joukolla P ei ole vektoriavaruuden rakennetta, eli
yhteen- ja R-kertolaskuoperaatiota. Mddritelladn P:lle namd rakenteet 7.

+:PxP—P

(p,q) — p+q
jossa  (p+q)(x) = p(x) +q(x)

RxP—P
jossa (Ap)(x) =A-p(X)

Nyt P on vektoriavaruus (P,+,-). Kysytiin sama kysymys uudelleen. Onko
polynomi A € P vektori? Kylld, polynomi A on vektori, jos katsotaan vektorin
yleistd mddritelmda.

"Voit muodostaa joukolle vektoriavaruuden rakenteen, kunhan tarkistat, etti rakenne
toteuttaa 8 aksioomaa (KANIADDU)
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Puhtaasti fysiikkaa ajatellen, emme ole téstd vektorin yleisestd madritel-
méastd kovinkaan kiinnostuneita, koska pystymme helposti néyttamaan,
ettd myos funktiot® olisivat vektoreita. Meiddn tavoitteena on maaritelld
fysikaalinen kdayrdn tangenttivektori. Kéayra voisi olla esimerkiksi partikkelin
liikerata. Haluamme saada kiyrdn tangenttivektorille meidéan tarkoitus-
peridmme paremmin vastaavan médritelméan, jolla on selked ero yleiseen
vektorin madritelmaan. Me kuitenkin jatkamme vieden teoriaa eteenpéain
puhtaasti abstraktilla tasolla.

Tottakai meilld kaikilla on mielessd esimerkki vektorista, R? vektoriava-
ruutena eli (R3, @,®) ja sielld johonkin suuntaan sojoittava nuoli®. Talla
nuolella on jotain tekemistd vektorin kanssa, mutta se on hyvin pieni
osa totuudesta. Tavoitteenamme on antaa késitys vektoreista, ilman etta
niita liitetddn, joihinkin kokoelmiin numeroita, esimerkiksi pystymatriiseihin.

Matematiikassa tutkitaan paljon erilaisia joukkojen rakenteita. Tutkiminen
tapahtuu tarkastelemalla kuvauksia naiden rakenteiden vélilla. Nain toimim-
me myos topologian kappaleessa. Otimme kaksi topologista avaruutta ja tut-
kimme kuvauksia niiden vililla. Olimme kiinnostuneita ns. rakenteen sdilyt-
tavistd kuvauksista. Topologiassa rakenne oli avoimien joukkojen rakenne -
Maalijoukon avoimien joukkojen alkukuvat ovat avoimia joukkoja lahtojou-
kossa - tdma maaritteli jatkuvan kuvauksen.

Noudatamme téssé kappaleessa samaa filosofiaa ja tutkimme myd6s rakenteen
sdailyttavia kuvauksia. Namé kuvaukset ovat lineaarisia kuvauksia.

Maéritelma 2.4.2 Jos (V,+,) ja (W,+,-) ovat kaksi vektoriavaruuttal®.
Niin kuvauksen

v:V—>W
v— Y(v)

sanotaan olevan lineaarinen kuvaus, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

8Esimerkiksi lampaotilafunktiot

9Edes vektorilaskennan kehittija Oliver Heaviside ei puhunut vektoreista “suuntina ja
suuruuksina” vaan "suunnatuista suuruuksista’.

Huomaa, ettd monesti joukon yhteenlaskuominaisuusmerkintii @ ja reaaliluvulla ker-
tomismerkintdd ® jatetddn merkitsemétta ja puhutaan vain vektoriavaruuksista V' ja W
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(v +0) =) +Y(0) Yo, 0eV (2.14)
V(N v) = X-(v) VAeR (2.15)

Yhteenlasku- ja kertomismerkit on merkitty eri véreilla, koska ne tapahtuvat
eri joukoilla. + ja - ovat joukolla V', kun taas + ja - ovat joukolla W. Kuvaus
siis sdilyttda tai kunnioittaa joukkojen rakennetta. Lineaarinen kuvaus voi-
daan madritelld ainoastaan vektoriavaruuksien vélille. Ennen, kuin voidaan
puhua kuvauksen lineaarisuudesta, on siis tiedettéva lahto- ja maalijoukkojen
vektoriavaruudellinen rakenne. Saman asian kohtasimme méaritellessimme
kuvauksien jatkuvuutta, tarvitsimme joukoille topologiset rakenteet.

Myoskaan R3:1la, ei ole automaattisesti vektoriavaruuden rakennetta, se on
pelkkd joukko. Yhteen- ja R-kertolasku pitda ensiksi maaritelld. Sitten vas-
ta, kun olet ilmoittanut, ettd yhteenlasku tehddan komponenteittain ja R-
kertolasku tehdaan viemalld kertoja jokaiseen komponenttiin, niin R3:sta on
muodostunut vektoriavaruus ja pystyt tekeméén siella laskutoimituksia. R3
ei muodostu vektoriavaruudeksi automaattisesti. Pelkéstédan se syy, etta olet
aina tottunut tekemé&én néin, on huono teoria matematiikassa tai fysiikassa.

Esimerkki 2.4.2 Differentiaalioperaattori . Otetaan esimerkin 2.4.1
polynomien vektoriavaruus P ja katsotaan onko operaattor: lineaarinen.

6:P— P
pr—>d(p) = %p =p
i) S(p+q)=(p+q) =p +q =(p)+(q)
i) J(A-p)=(A-p) =X-p =X-6(p)

Joten differentiaalioperaattori on lineaarinen.

Notaatio 1 Kdaytdmme monesti kuvausnuolen padlle merkkid ~ kun ha-
luamme osoittaa, ettd kysymys on lineaarisesta kuvauksesta.

©:V — W on lineaarinen < ¢:V — W

HDifferentiaalioperaattori on derivoituvaan funktioon kohdistuva operaattori. Se pa-
lauttaa funktion derivaatan.
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Teoreema 2.4.1 Lineaaristen kuvausten kompositio on lineaarinen. Jos
oV — W jga & : W — U ovat lineaarisia kuvauksia nitn myos
Eow: V. — U on lineaarinen. Ks. todistus Lineaarialgebraan liittyvdista
kirjallisuudesta, kuten [16].

VS0W£U
§op

Kuva 2.21: Lineaaristen kuvausten kompositio on lineaarinen

Esimerkki 2.4.3 Differentiaalioperaattoreiden kompositio, eli toinen deri-
vaatta on lineaarinen

dod:P— P on lineaarinen (2.16)

2.4.3 Homomorfismien vektoriavaruus

Maaritelmé 2.4.3 Jos (V,,0) ja (W,®,0) ovat vektoriavaruuksia, niin
kaikkien lineaaristen kuvausten joukkoa vektoriavaruuksien V ja W wdlilld
merkitddin

Hom(V,W):={p:V — W} (2.17)

Homomorfismi 12 on alkio lineaaristen kuvausten joukossa.

Onko Hom(V, W) vektoriavaruus? Ei ole, mutta se voidaan tehda sellaiseksi
maarittelemallda yhteenlasku- ja R-kertolaskuoperaatiot.

®: Hom(V,W) x Hom(V,W) — Hom(V, W)
(o) —e(p+9)=pay
jossa (g @) (v) := p(v) +1b(v)

12Eri asia kuin aikaisemmin mééritelty homeomorfismi
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©:Rx Hom(V,W) — Hom(V,W)
(A ) —o(\p)=royp
jossa (A® @) (v) =X @(v)

Huomaa, ettd plus @ ja kertolaskumerkit ® vaihtuvat maéaaritelmassa.
Talla halutaan osoittaa sitd, ettd ne ovat operaatiota eri joukoilla. Nyt
(Hom(V, W), e, G)) on vektoriavaruus 3.

Esimerkki 2.4.4 Jos P on esimerkin 2.4.1 polynomien vektoriavaruus ja
Hom(P, P) on vektoriavaruus ja § € Hom(P, P), niin

d e Hom(P, P)
dode Hom(P, P)
dod...o0e Hom(P,P)

Koska Hom(P, P) on vektoriavaruus, voit laskea yhteen, kertoa reaaliluvulla
ja ottaa kompositiota aivan kuten haluat esim.

5:-0+d06€ Hom(P, P)

Néitd operaatiota teemme koko ajan, kun otamme esimerkiksi useamman
kertaluvun derivaattoja funktioista. Ndma lineaaristen kuvausten joukot vek-
toriavaruuksina (H om(V, W), +, ) on siis tdysin luonnollinen rakenne, jota
olemme kéyttaneet tietdméttdmme jo pitkaan.

2.4.4 Duaalivektoriavaruudet

Vektoriavaruuden duaaliavaruus on paljon viltelty aihe. Se on kuitenkin
aarimmaisen yksinkertainen rakenne, jonka elementtejd olemme kiyttéaneet
usein jo matematiikan peruskursseilla.

13Meidén pitiisi vield tarkastaa, etta (H om(V, W), &, ®) toteuttaa vektoriavaruuden 8
aksioomaa, mutta se jatettdkoon harjoitukseksi.
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Maaritelma 2.4.4 Jos (V,+,-) on vektoriavaruus, niin V :n duaaliavaruus
on

V*i={p:V R} = Hom(V,R) (2.18)

Mussd luonnollisesti myds R:n on oltava vektoriavaruus. Duaaliavaruus on
siis lineaaristen kuvausten joukko. Se sisdltad lineaarisia kuvauksia vektoria-
varuudelta V' wvektoriavaruudelle R. Luonnollisesti duaaliavaruudesta tulee
duaalivektoriavaruus, kun sithen lisdtidn yhteen- ja R-kertolaskuoperaatiot
(V* @, 0).

(2.19) Duaalivektoriavaruuden elementteji ¢ € V* kutsutaan kovektoreiksi.
Samankaltainen yleinen terminologia esiteltiin vektoreiden tapaukses-
sa.

Esimerkki 2.4.5 Kdytetdidn jdlleen polynomien vektoriavaruutta P esimer-
kistd 2.4.1. Integraalioperaattori I on kuvaus I : P — R, nuin I € P*.

[:P—R
pr— 1) = [ (o)

Voidaan tarkistaa, ettd kuvaus on lineaarinen

i) I(p+g)=...=1(p)+1(q)
ii) I(Ap)=XI(p)

Tamd tarkoittaa ettd integraalioperaattori on kovektori, I = fol dt

2.4.5 Tensorit

Tensorit ovat multilineaarisia kuvauksia eli jokaisen argumenttipaikan suh-
teen erikseen lineaarisia kuvauksia.

T:Vix.. xV*'xVx.. xV—R

s S
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Esimerkki 2.4.6 (1,1)-tensorin multilineaarisuus, @,y € V*;v,w eV

T:V*xV —R (2.20)
(p,v) — T'(p,v) (2.21)

Jonka multilineaarisuus tarkoittaa seuraavaa

T(e+9,v) =T(p,v) +T(¢,v)

T(p,v+w)=T(p,v) +T(p,w)
T(A-p,v) =A-T(p,0)
T(p,A-v)=X-T(p,v)

Jos molempiin argumentteihin lisdtddn nithin sopivat elementit eli kovektori
ensimmdiseen ja vektori toiseen, niin multilineaarisuus toimii seuraavasti

T(e+,v+w)=T(p,v)+T(p,w)+T(,v)+T(,w) (2.22)

Seuraavaksi vield yksi esimerkki tensorista, jossa olemme kiyttineet aikai-
semmin esittelemddmme polynomien vektoriavaruutta P.

Esimerkki 2.4.7
g:PxP—R

(P,q) — g9(p,q) = Ll dt p(t) q(t)

on (0,2)-tensori vektoriavaruudella P.

2.4.6 Vektorit ja kovektorit tensoreina

Kovektorit

eV <= p:V-—-Rs pon (0,1)-tensori eli kovektori (2.23)
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Vektorit

veV=(V) ouv: V' SR von (1,0)-tensori eli vektori  (2.24)

Voidaan todistaa, ettd airellisulotteisen vektoriavaruuden V duaalivekto-
riavaruuden duaali on vektoriavaruus V itse eli V' = (V*)*. Ks. todistus
liitteestd B.1.3.

2.4.7 Kovariantit ja kontravariantit tensorit
Kovariantti tensori

Tensoreita, jotka pystyvit ottamaan argumenteikseen vain tavallisia vekto-
reita

T:Vx...xV—R (2.25)

kutsutaan kovarianteiksi tensoreiksi. Jos halutaan ilmoittaa kovariantin ten-
sorin valenssi, ilmoitetaan tensorin argumenttipaikkojen méaara ja kiytetadn
nimitysté kovariantti k-tensori.

Kontravariantti tensori

Tensoreita, jotka pystyvéit ottamaan argumenteikseen vain kovektoreita

T:V*x...xV*—R
[ —

kutsutaan kontravarianteiksi r-tensoreiksi.

2.4.8 Kantavektorit

Kaikki mitd tdhdn mennessa on puhuttu vektoreista, on tehty ilman mai-
nintaa vektorien komponenteista tai vektoriavaruuksien kannoista. Meidan
nikemys vektoreihin ei perustu kokoelmaan lukuarvoja - meille ne ovat ku-
vauksia. Tottakai ndmaé lukuarvot tai komponentit ovat tietylla tavalla piilo-
tettuna vektoreihin.
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Topologisten monistojen kappaleessa késittelimme karttoja. Monistojen At-
laksessa meilld oli lukematon ma&ra karttoja valittavana, joilla pystyimme
esittdmédn moniston pisteitd R™-koordinaatistossa. Me tahtdsimme siihen,
ettéd esityksemme olisi kartan valinnasta riippumaton. Samaa filosofiaa voi-
daan soveltaa vektorin esitykseen kantavektoreilla. Meilla on kannoissa luke-
maton madra eri vaihtoehtoja valittavana. Saman vektorin voit esittéa siis
monellakin kannalla.

Vektorit ovat olemassa ilman kannan valintaa ja me tulemme maérittelemaan
ne tarkemmin lineaarisina kuvauksina kappaleessa tangenttiavaruudet. Line-
aarinen kuvaus vaati lahto- ja maalijoukoilta vektoriavaruuden rakennetta.
Téaméan lisdksi vektori itse kuuluu vektoriavaruuteen. Tarkoittaen, etta jos
u:V — W on vektori, niin u € (Hom(V, W),GB,@). Jossa Hom(V, W) on
lineaaristen kuvausten joukko vektoriavaruuksien V' ja W vililla. Joukolle
Hom(V,W) on maéritelty yhteen- ja R-kertolaskuoperaatiot & ja ®, jotka
muodostavat joukosta vektoriavaruuden.

Seuraavaksi esittelemme tutun késitteen, eli vektoriavaruuden kannan. Kun
valitsemme vektorimme esitykselle kannan, on luonnollisesti kysymys kannan
valinnasta. Kannanvalinta on hyvin kiaytannéllinen, koska sen avulla voimme
suorittaa laskutoimituksia. Koska tésséa tyossa kasittelemme vain aérellisdi-
mensioisia vektoriavaruuksia, voimme sanoa, ettd kannavalinnassa on kysy-
mys aivan samasta asiasta, kuin oli kartanvalinnassa.

Maaritelma 2.4.5 Vektoriavaruuden kanta
Jos (V,®,®) on vektoriavaruus, niin osajoukko F c 'V on vektoriavaruuden
V' kanta, jos

VYveV 3y aarellinen F 3 vh et o=t i+

{fl,‘..,fn} S
R

Erilaisia kantoja on valittavana erittain paljon. Jotkut laskutoimitukset saat-
tavat helpottua huomattavasti, kun valitaan vektoriavaruudelle oikeanlainen
kanta.

Maaritelma 2.4.6 Vektoriavaruuden dimensio

Jos 3 kanta F, jossa on ddrellinen mddrd elementtejd n € N, nun kut-
summe lukua n vektoriavaruuden V- dimensioksi, tarkoittaen dim(V') =n.

Kannan valinnassa idea on sama, kuin kartan valinnassa. Jos valitset kannan
sinun téytyy varmistua, ettd tdssi kannassa esitetty objektin ominaisuus py-
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syy samana, kun vaihdat kannan toiseen. Hyviné esimerkkein4 (1,1)-tensorin
determinantti ja kuvauksen jalki eli trace.

2.4.9 Duaaliavaruuksien kannat

Jos vektoriavaruudelle V' on valittu kanta eq, ..., e,, niin V:n duaalivektoria-
varuudelle V* voidaan valita kanta €, ..., e*. Taméin duaalivektoriavaruuden
kannan ei tarvitse riippua milldan tavalla V:n kannasta, koska se on eri vek-
toriavaruus. Usein on kuitenkin erittdin hyodyllistd tehdd seuraavanlainen
valinta

Maaritelma 2.4.7 Duaalikanta.

Jos kanta (eq,...,e,) on valittu V :lle, ja valitaan V*:n kannaksi (€1, ..., €,),
siten etta

“ e |1 josa=0

e(eb)_ab_{o Tos a4 b (2.26)
niin (€1,...,€,) kutsutaan (duaalivektoriavaruuden) duaalikannaksi.

2.4.10 Tensoritulo

Maaritelma 2.4.8 Tensoritulo
Kaksikko (T,®) missd

i) T on vektoriavaruus
i) @:VxW —T on multilineaarinen'* kuvaus

on kahden vektoriavaruuden V' ja W tensoritulo, kun

i) {EYt, on kanta V:lle jo {E}Y._, on kanta W:le — {®(E; Ej)) |
(E;, E;) e {B}E | x {E}éﬂ} on kanta T':lle

ii) Seuraavan diagrammin kommutointi toteutuu
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VxW U

T=VeW

Kuva 2.22: Tensoritulo

missd F on multilineaarinen kuvaus ja U on vektoriavaruus. Eli
VE : VxW — U F1Fy se F = Fgo®. Tiatd kutsutaan myos
tensoritulon universaaliominaisuudeksi. Tensoritulo voidaan yleistaa useam-
man, kuin kahden vektoriavaruuden tensorituloksi, jossa vektoriavaruuksia
on n-kappaletta

Vix Vyx-xV, U

-

T=Vi®V,®--0V,

Kuva 2.23: Yleinen tensoritulo

Symmetriset tensorit

Olkoon V' vektoriavaruus. Kovariantin 2-tensorin 5 : V x V — R sanotaan
olevan symmetrinen, jos sen madradmén kuvan arvo ei muutu, kun sen
argumenttien jarjestysta vaihdetaan, tarkoittaen
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B(u,v) = B(v,u) (2.27)

missd u,v € V. Yleisesti kovariantti k-tensori o : V x --- x V — R on
symmetrinen, jos a(vi,..., Vi, ..., 05, ...,0%) = @(V1,.. .,V ..., V..., V).
Huomaa, ettd lahtojoukkona olevien vektoriavaruuksien karteesinen tulo
sisiltdd samoja vektoriavaruuksia V.

Tensorituloavaruus 7' = V ® - ® V, voidaan esittdd sen symmetrisen
ja antisymmetrisen tensorituloavaruuden (aliavaruuksien) suorana summa-
na, jota merkittdkoon 7' = X @ Q.1 Kaytannossa taméi tarkoittaa sitd, etté
jokainen tensori « € T, voidaan esittdd sen symmetrisen osan Sym(«) ja
antisymmetrisen osan AntiSym(a) summana a = Sym(a) + AntiSym(«).
Symmetrisointikuvaus Sym esitellddn seuraavasti:

Sym:T —XcT

a— Sym(a)
mika kovariantin 2-tensorin tapauksessa maériteltéisiin
1
Sym(a)(v,u) = é(a(v,u) +a(u,v)) (2.28)

ja yleisen kovariantin k-tensorin tapauksessa

1
Sym(a)(vy,v,...,0%) = o Z; a(vg(l),vg(z), . ,v(,(k)) (2.29)
tOEdE
missé Sy on joukon {1,... k} permutaatioiden ryhmé ja o on permutaatio

eli argumenttiparin vaihto. Kuvaus Sym on luonnollinen projektiokuvaus
vektoriavaruuksien 7T ja X c T' valilla. Ks. diagrammi 2.

5ks. todistus [21, s. 6]
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Kuva 2.24: Tensoritulon symmetrisyys

Maaritelma 2.4.9 Symmetrinen tensori. Olkoon o : V x - xV — R
kovariantti k-tensori. a on symmetrinen jos ja vain jos,

F®(Sym(a)) = F®(a)
— Sym(a) =«

Kovariantti k-tensori on siis yleinen tensori, jolla voi olla symmetrinen ja an-
tisymmetrinen osa. Jos kovariantilla k-tensorilla on pelkkd symmetrinen osa
ilman antisymmetristd osaa, on kysymys symmetrisesté tensorista. Huomaa,
ettd symmetrisistd antisymmetrisistd tensoreista puhuttaessa tensorin ldh-
tojoukon vektoriavaruuksien karteesiset tulot sisdltdvat vain ja ainoastaan
samoja vektoriavaruuksia. Antisymmetrisia tensoreité kasitellidn paremmin
kappaleessa 2.12 Differentiaalimuodot.

2.4.11 Tensorien komponentit

Monesti tensorit esitellddn liittamaéalla ne kokoelmaan lukuja tai komponent-
teja, jotka jarjestelladn matriisiesitysmuotoon. Jotta niin voidaan tehda, tay-
tyy kanta(kannat) valita ensin.

Maaritelma 2.4.10 Jos T on (r,s)-tensori ddrellisulotteisella vekto-
riavaruudella V. Silloin tensori wvoidaan esittid dim(V )+ kappaleella
reaalilukuja, siten ettd

T i1..0p e = T(Gil, o 762}7 €y 7(3].8) (230)
—— —

R
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Joita kutsutaan myos tensorien komponenteikst valitussa kannassa. Indeksit
r ja s voivat juosta maksimissaan dim(V'):hen asti. Tdlldisessd esityksessi
oletetaan aina, ettdi (ey,...,€.):n olevan (eq,...,es):n duaalikanta. Tarkoit-
taen, ettd puhumme ainoastaan kannan (e, ..., es) valinnasta.

Esimerkki 2.4.8 Jos T on (1,1)-tensori ja sen kantavektoreiden mukaiset
komponentit ovat

T :=T(c,¢e))

J

(2.31)

Niuin silloin tensorin komponentit toimiessaan kovektoriin ¢ ja vektoriin v
ovat.

T(p,v) = T(pic',v7¢;)
=@ Uj T(eiv e]')
—_———

i
Tj

Summausnotaatio kaytossd eli parilliset indeksit samassa termissd summa-
taan vektoriavaruuden V  dimension, dim(V') yli. Kantavektorit merkitddin
alaindekseilla ja duaalikantavektorit eli kantakovektorit ylaindekseilld - nii-
den komponentit eli kantavektorien kertoimet pdinvastoin.

Matriisilaskentaan liittyvilla kursseilla ja lineaarialgebrassa olemme tottu-
neet kertomaan vektoreita matriiseilla kiyyttden matriisien kertolaskuoperaa-
tiota. Matriisilla toimitaan vektoriin ja saadaan tulokseksi vektori, A-v = u.
Tama on tullut esiin laskiessamme esim. matriisin ominaisarvoja. Kaytta-
mémme matriisi on tarkemmin sanottuna (1,1)-tensori eli multilineaarinen
kuvaus. Tuloksena operaatiossa on kuitenkin vektori. Jos katsomme juuri
esittelemddmme yleistd tensorien maaritelméaéd, on kuva-avaruutena aina R
eli reaaliluku. Naméa (1,1)-tensorit sisaltdvét kuitenkin saman informaation
mita olemme kiyttédneet matriisissa.

Esimerkki 2.4.9 Jos on annettu (1,1)-tensori T : V* xV — R, niin siiti
voidaan rakentaa lineaarinen kuvaus A:V — (V*)*, siten ettd
AV — (V*)*
vi— A(v):=Av:=T(,v)
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missi (V*)* =V, kun dim(V') < oo. Todistus siitd, etta V = (V*)* eli vekto-
riavaruudet ovat isomorfisia'® liiteosiossa.

Esimerkki 2.4.10 Jos on annettu lineaarinen kuvaus A : V. — V, niin
siitd voidaan rakentaa (1,1)-tensori T, siten ettd

T:V*xV-—R
(0,v) — T'(w,v) := O(A(’U))

missd A(u) e V.

Esimerkki 2.4.11 Jos on annettu (1,1)-tensori S:V* xV — R, niin siitd
voidaan rakentaa lineaarinen kuvaus B : V* — V*, siten ettd

B:V* S V*
w s B(w) = S(w, )

Esimerkki 2.4.12 Jos on annettu lineaarinen kuvaus B : V* — V*, niin
siitd voidaan rakentaa (1,1)-tensori S, siten ettd

S:V*xV SR
(w,v) — S(w,v) = B(w)(v)

2.5 Sileat monistot

Kappaleessa 2.4 késittelimme topologisia monistoja, jotka mahdollistivat
meidén tutkia kuvausten jatkuvuutta kiyttden Atlaksen karttoja. Namé kar-
tat olivat homeomorfismeja eli bijektiivisid ja molempiin suuntiin jatkuvia
kuvauksia. Kartat helpottivat tyotdmme huomattavasti, koska pystyimme
tarkastelmaan monistojen valisten kuvausten jatkuvuutta ilman, ettd mei-
dén tarvitsi tarkastella monistojen topologioita.

Jatkuvuus on yksi tdrked ominaisuus mistd olemme kiinnostuneita. Toinen
vahintdan yhta tarked ominaisuus on differentioituvuus. Me olemme kiinnos-
tuneita seuraavanlaisten objektien eli kuvausten differentioituvuudesta:

kahden joukon isomorfisuudesta kilytetiisin merkintéin =
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Kayrat eli trajektorit R— M
Funktiot M — R
Monistojen véliset kuvaukset M — N

Kuten olemme jo maininneet, joidenkin objektien ominaisuuksien tut-
kiminen itse monistolla on vaikeaa, jollei mahdotonta. Differentoituvuus
toimii hyvéna esimerkkind ominaisuudesta, minka tarkastelu itse monistolla
on taysin mahdotonta. Syy tdhin on yksinkertainen.

Muistellaan matematiikan peruskursseilta, ettd funktion derivaatta sen
mielivaltaisessa pisteessé p méariteltiin tasméllisesti erotusosaméaran raja-
arvon avulla.

Esimerkki 2.5.1 Funktion f:R — R derivaatta'” pisteessdi p.
f(p+ti—f(p) i L@ =) - ()t

t—0 t

f'(p) = lim

Jos tamd raja-arvo on olemassa, sanomme, ettd funktio f on differentoituva
pisteessd p. Huomaa, ettd lahto- ja maalijoukoilla on oltava vektoriavaruuden
rakenne.

Katsotaan myos differentioituvuuden yleistd méaaritelmaé

Maaritelma 2.5.1 V ja W ovat vektoriavaruuksia, jotka ovat varustettuina
vektorien normilla. Jos U € V' on avoin osajoukko ja p € U, niin kuvauksen
F : U — W sanotaan olevan differentoituva pisteessd p, jos on olemassa
lineaarinen kuvaus L:V — W siten, ettd

i E(@+v) = F(p) ~ Lo| _
t—0 |U|

0 (2.32)

Missa lineaarista kuvausta L kutsutaan kuvauksen F kokonaisderivaataksi
pisteessa p.

Differentioituvuus méaaritellaén siis erotusosamaéérien raja-arvojen avulla, joi-
hin tarvitsemme véalttdmatta vektoriavaruuden rakennetta. Kuten jo "multili-
neaarinen algebra-kappaleen alussa mainitsimme, monistoilla ei ole vektoria-
varuuden rakennetta, tai ainakaan me emme maéarittele kyseista rakennetta

I"Kiytdmme kokonaisderivaasta / myds merkint#i %, eli % f(p):=f'(p)
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niille. Toki voisit yrittdd maéaaritelld pallon pinnan vektoriavaruudeksi, mut-
ta sinun taytyisi tehdé se myos toruksille, Kleinin pulloille ja kaikille muille
lukemattomille eri monistoille erikseen. Kirjoittaja ei ainakaan pysty lupaa-
maan, ettd tdméa olisi edes mahdollista. Téssé ei muutenkaan olisi mitaéan
jarked, koska meilla on Atlaksen kartat kiytossa.

Kartat olivat kuvauksia z : M — R", missd maalijoukkona toimii siis
R™. Téanne voimme kétevisti madritella vektoriavaruuden rakenteen, jossa
olemme tottuneet laskemaan aina peruskoulusta lahtien. Karttakuvaukset
ovat jatkuvia, mutta téastd seuraa tarked kysymys mihin sileiden monistojen
madritelmé juontuu: Jos kuvaus on jatkuva, niin onko kuvaus samalla myés
differentoituva? Hyvin karkeasti sanottuna differentioituvuus tarkoittaa
tangenttia. Eli pystymmeko piirtdméan kuvaukselle tangentin sen jokai-
seen pisteeseen? Katsotaan seuraavaa esimerkkid missd monistomme on
2-ulotteinen Euklidinen avaruus, jolla sijaitsee kdyra ~y(t) := (t,t). Kaytos-
sémme on kaksi karttaa

1) U=R*z|xz:(r,s) — (r,k(s)-s) missi

2 kun s<0
k;(s).—{ 1 kuns>0

2) U:=R?y=idgp

Esimerkki 2.5.2 Onko kdyrd differentioituva kartassa x?

M:=R?, U=R2% p=(r>s) s o
307 .
2 yor 2
z*(p) R2 Y (p)yoﬁ/ R2
xoy\l
z'(p) y'(p)

Tory
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Kuva 2.25: Kéayrén ~ differentioituvuus

Mielldmme, ettd itse kidyrd ~ on jatkuva ja derivoituva. Tatd se on myos
kartassa y. Kartassa x kiyra on jatkuva, mutta ei differentoituva origossa.

2.5.1 Strategia

Katsotaan samaa asiaa formaalimpana esityksenéd. Me tiedimme jo insin6o-
rimatematiikan kursseilta mita tarkoittaa kuvauksen (funktion) differentoi-
tuvuus. Toisin sanoen, osaamme maaritelld kuvauksen differentioituvuuden,
kun kuvaus on muotoa R"® — R™. Lahto- ja maalijoukkojen ollessa luon-
nollisesti vektoriavaruuksia. Monistoilla olemme kiinnostuneita esimerkiksi
kiyrasta v : R — M, missa monistolla M ei ole vektoriavaruuden rakennet-
ta. Jos katsotaan kuvausta z oy : R — R”, on téssa 1dhto- ja maalijoukot
sellaiset, minka differentioituvuuden pystymme méaaritteleméan insindorima-
tematiikan kursseilta opituilla tiedoilla. Meidén strategiamme on méaritella
kiyrdn v : R — M differentioituvuus kiyran karttakuvauksen x oy avulla.
Voisimme sanoa, ettd yritdmme méaédritelld monisto-differenttoituvuuden
insinorimatematiikka-differentioituvuuden avulla.

x(U) cR"
Kuva 2.26: Kayran v differentioituvuus

Noudatamme nyt samaa filosofiaa, kuin kiyrén jatkuvuuden maéaérittami-
sessd. Me emme voi tarkastella vain yhta karttaa, koska kartat riippuivat
omista mieltymyksistimme. Me haluamme maérittda kdyran differentoi-
tuvuuden riippumatta kartasta, minkd valitsemme. Meidan taytyy katsoa
kahta karttaa, joiden domainit leikkaavat toisensa, muulloin kartat eivét
olisi vertailukelpoisia, koska niilld ei olisi mitdén tekemista toistensa kanssa
- ne kuvaisivat kiayran kahta taysin eri aluetta. Mutta jos karttojen domainit
leikkaavat toisensa eli U NV # &, meilla on uusi ongelma, nimittain kuvaus
voi olla differentoituva yhdessd kartassa, mutta ei toisessa. Tarkoittaen
seuraavaa. Jos oletetaan, ettd kiyrd on differentoituva kartassa x o 7, niin
onko se differentoituva kartassa y o v? Formuloidaan kiyra kartassa y toista
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reittid, ja huomaamme seuraavaa (voit myos ajatella lisiévési identiteetti-
kuvauksen x o 27! = idg. kuvauksen y o~y viliin):

y(UnV)cR"
yory y
N
R UnV+go .
yox
xzory
r(UnV)c R

Kuva 2.27: Kéayrén « differentioituvuus kartoissa

yo*y:yox_loxoj/
S—— ——
jatkuva  Diff.

Kéyra v ei ole valttamatta differentoituva kartassa y. Ongelmana on yox~t. Se
on jatkuva, mutta ei valttamaétta differentoituva. Differentoituvan ja jatku-
van kuvauksen kompositio ei ole vélttamétta differentoituva. Tamé taktiikka
ei siis toimi. Me emme voi maéritella kuvausten differentoituvuutta kartoilla,
mita meilld on talld hetkelld kiytossa, koska ne eivét ole valttamatta differen-
toituvia. Meilla on liikaa karttoja kiytossd. Haluamme siis poistaa kaikki ne
kartat Atlaksesta A, jotka eivéit ole jonkin toisen kartan kanssa differentoi-
tuvia. Haluamme taméan jatkuvan kartanvaihtokuvauksen yoz~!: R? — R”
olevan lisdksi differentoituva, tarkemmin sanottuna oco-kertaa differentoitu-
va. Differentoituvuus tarkoitti derivaatan 16ytymistd. Haluamme viela, etté
kaikki derivaatat olevat jatkuvia. Puhumme oco-kertaa jatkuvasti differentoi-
tuvista kuvauksista. Télldisten kuvauksien luokasta kiytetdan merkintaa C.
Alla tarkempaa tietoa tésta luokittelusta.

Maaritelma 2.5.2 Jatkuvasti differentoituvien kuvausten luokittelu
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Luokka Luokan kuvaus Merkitys
o0 C(R* — R") jatkuvat kuvaukset
Ct C'(R* — R™)  kerran jatkuvasti differentoituvat kuvaukset

C? C?2(R" — R"™) 2 kertaa jatkuvasti differentoituvat kuvaukset
Ck CF(R"™ — R")  k-kertaa jatkuvasti differentoituvat kuvaukset

(Ol C>*(R" — R") oo-kertaa jatkuvasti differentoituvat kuvaukset

Maaritelma 2.5.3 Sileys
Kuvaus on siled, jos se kuuluu luokkaan C.

Maaritelma 2.5.4 Siled atlas
Atlas A on C*°-atlas, jos sen kartanvaihtokuvaukset kuuluvat luokkaan C*.
C°-atlaksesta kdaytetddn nimitystd siled atlas Agpy,.

Maaritelma 2.5.5 Siled monisto
Topologinen monisto on siled monisto, jos silld on siled atlas As,,. Siled mo-

nisto on siis kolmikko (M,O, Asy).

Huomio 5 Muokkasimme topologisen moniston atlasta A, niin ettd, sen kar-
tanvaihtokuvaukset yox~' ovat sileitd, jolloin meilld on siled atlas Agy,. Tdl-
lainen valinta tuo avaruuden rakenteelle lisdinformaatiota, tarkoittaen sitd,
ettd siledn atlaksen valinta on lisarakenne topologiselle monistolle. Siledn at-
laksen valinta muokkaa topologisen moniston siledksi monistoksi. Nyt olemme
sits taanneet, etta kartanvaihtokuvaukset ovat sileita. Luonnollisestt tdmd et
tarkoita sitd, ettd kdyrd vy itse monistolla olisi siled. Nyt meilld on vain tyoka-
lut, milld voimme huoletta tutkia ja mdadritelld kdyrdan v differentioituvuuden
momnistolla. Kun puhumme jatkossa siledstd monistosta M, tarkoittaa se au-
tomaattisesti, etti kyse on kolmikosta (M,O, Asy). Topologia ja siled atlas
on siis piilotettu merkinndstd.

2.5.2 Sileiden funktioiden vektoriavaruus

Funktio f sileélla monistolla M on kuvaus f : M — R. Funktiot yleisesti
kuuluvat joukkoon C*(M), jossa k riippuu siitd, kuinka monta kertaa funk-
tiot ovat jatkuvasti differentoituvia. Siledt funktiot ovat co-kertaa jatkuvasti
differentoituvia funktioita. Sileys méaaritelladn kartanvalinnasta riippumat-
tomalla tavalla, tarkoittaen jos kuvaus f o 27! on siled, myos f oy~ silea,
koska foy loyox~! on siled. Periaate on siis sama kuin kiyrin differentoitu-
vuuden méaarityksessa. Merkitsemme sileiden funktioden joukkoa seuraavasti.
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C®(M)={f: M —R |sileit} (2.33)

Joukolle C'* (M) maéérittelemme yhteen- ja R-kertolaskuominaisuudet!s.

(feg)p)=fp)+g9(p) |fgeC=(M) (2.34)
(Ao f)p) =X f(p) [ AeR (2.35)

Néin saamme sileiden funktioiden vektoriavaruuden (C*° (M), ®,®). Jatkos-
sa kdytdmme kyseisen vektoriavaruuden notaatiosta vain merkintdd C'> (M),
jattamalla yhteen- ja R-kertolaskuominaisuusmerkinnéat pois.

2.6 Tangentti- ja kotangenttiavaruudet

Alla olevassa kuvassa on siled kdyrd + siledllda monistolla M. Kyseinen
kiyréd voisi kuvastaa esimerkiksi vaihtelevalla nopeudella kulkevan objektin
liikerataa.

Kuva 2.28: liikeradan nopeus?

Seuraa kappaleen avain kysymys: Mika on liikeradan v nopeus pisteessa p?

2.6.1 Kayran tangenttivektori eli nopeus

Maaritelma 2.6.1 (M, 0, A,,,) on siled monisto, jolla sijaitsee siled kéyrd
v : R — M. Oletetaan, ettd moniston piste p sijaitsee kdayrdn kohdassa

B Tarkistamme lisiksi vektoriavaruuden kahdeksan aksioomaa. ks. 2.4.1
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~v(0) =p. Kayrdn ~ nopeus pisteessd p on lineaarinen kuvaus:

v C2(M) =5 R

i o) = S (f02)(0) (2.36)

Jota kutsutaan suuntaderivaatta operaattoriksi pisteessa p kayrdalla . Tdmda
kdyrdn tangenttivektori, jota fysiikassa kutsutaan mopeusvektoriksi, on siis
operaattori eli kuvaus v, : C*(M) — R, jossa lihti- ja maalijoukkojen on
oltava vektoriavaruuksia, koska kuvaus on lineaarinen. Nopeusvektori “syo”
funktion ja "sylkee” ulos reaaliluvun.

Niéin differentiaaligeometrian tangenttivektori v, ,, joka fysiikassa tunnetaan
nopeutena, on maéaritelty suuntaderivaatta-operaattoriksi yleispatevyytta
hukkaamatta. Vektori-terminologiasta huolimatta, meiddn ei tulisi sekoit-
taa tangenttivektoria numerokokoelmaan tai matriisiin - ainakaan viela tassa
vaiheessa. Tamaéan kappaleen lopussa se tulee kylla sitd olemaan, ja vektorin
komponentit onkin erittdin helppo saada tésté edella esitetystd méaritelmés-
ta. Mutta yleisesti differentiaaligeometriassa kiyrien tangenttivektorit ovat
suuntaderivaatta-operaattoreita, jotka mittaavat kdyrén tangentin suuntaan
tapahtuvia funktioiden muutosnopeuksia.

Téassé vaiheessa on hyva huomioida, ettd vektoreiden pistetulosta, normeis-
ta tai pituuksista ei ole mainittu yhtdan mitdén. Me emme vield tied&, mitéa
ne tarkoittavat. Insinéérimatematiikan kursseilla puhutaan suunnatuista de-
rivaatoista kahtena erillisena kasitteené eli vektorina u, joka antaa suunnan
ja "nabla operaattorina” Vf, jolla derivoidaan funktiota eri argumenttien
suhteen. Néistd kahdesta vektorista otetaan pistetulo ja saadaan suuntade-
rivaatta eli w- V f, joka on reaaliluku.

Differentiaaligeometriassa namé kaksi késitettd ovat naimisissa toistensa
kanssa, jotka eivat voi erota - ne ovat siis yhdistetty toisiinsa. Ei ole eril-
lista késitettd suunnasta eiké erillisté késitettd derivaatasta - on vain ndiden
kahden yhdistelmé. Tamé on téarkea asia pitda mielessé, koska se on punai-
nen lanka differentiaaligeometrian tangenttivektoreiden tekniseen ymmérta-
miseen. Mainittakoon vield, ettd vektorilaskennan kehittéja Oliver Heaviside
puhui vektoreista "suunnattuina suuruuksina” (engl. directed magnitudes).
Myochemmin téssa kappaleessa selvitdmme asiaa vield tarkemmin.
Intuitiivisesti suuntaderivaatta-operaattoria voidaan ajatella katsomalla alla
olevaa kuvaa. Kuvittele, ettd olet monistolla M ja juokset pitkin kdyraa
~. Monistolla on lampdétila funktio f, jossa kuvan katkoviivat esittévét
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sen tasa-arvopintoja - eri katkoviivoilla on siis eri lampotilat. Kun juokset
pitkin kiiyraa, tunnet kuinka lampdtila muuttuu kdyréan eri pisteissd matkasi
varrella.

Intuitio 3 Nopeusvektori mittaa funktion muutokset

Funktion f tasa-arvopinta

Kuva 2.29: nopeusvektori

R il M f R
Jov
Kuva 2.30

Jos katsotaan vield kuvaa 2.30, niin voidaan ajatella, ettd kuvaus f o v
mittaa kdyralld + olevaa lampotilaa, kun taas mééritelmén 2.6.1 %( fow)
mittaa lampotilan muutosta, kun liikutaan pitkin kayraé .

Kayran parametrisointi

Kéayréa eli trajektori on muutakin, kuin sen kuvan 7(t) joukko pisteitd
monistolla M - kdyrdn maérittelee myos sen parametrisointi. Jos kdyran -~y
lisdksi on olemassa toinen kiyrd o, jolla on sama kuvapistejoukko M:1l4,
mutta erilainen parametrisointi, esimerkiksi o(t) = v(2t). Tarkastellaan mika
on télloin kayrén o nopeusvektori v,, pisteessd p. Annetaan v,,mn toimia
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mielivaltaiseen siledén funktioon f e C*(M).

o(t) =~(2t)

Vopf = (fo0)(t)

Vopf = (fo)(2t)

Vopf =2(f07)'(t) =20, ,f

Voimme heittéé reaaliluvun (2) kuvauksen eteen, koska differentiaalioperaat-
tori * on lineaarinen. Kéayrdn o kuljetaan siis kaksinkertaisella nopeudella
verrattuna kayradan . Yksinkertainen esimerkki, jolla haluttiin vain osoittaa
parametrisoinnin merkitys.

2.6.2 Tangenttivektoriavaruus

Nyt kun olemme esitelleet kdyréan tangenttivektorin, taytyy meidén méaari-
telld sen joukko. Kun puhumme vektoreista, on niiden joukko muodostettava
luonnollisesti vektoriavaruudeksi. Kayrén + tangenttivektori pisteessa p kuu-
luu pisteen p tangenttiavaruuteen 7, M.

T,M := {v,, ] + siled kiyra) (2.37)

Intuitio 4 Tangenttiavaruutta T,M voidaan intuitiivisesti ajatella seu-
raavasti. Meilld on monisto M, josta olemme wvalinneet kyseessd olevan
tangenttiavaruuden pisteen p. Kuwvittelemalla kaikkia mahdollisia sileitd
kdyrid ert parametrisoinneilla kaikkiin eri suuntiin, voimme ottaa ndiden
jokaisen kdyrdin tangentti vektorin v, pisteessd p. Ndamda tangenttivektorit
muodostavat tangenttiavaruuden joukon T, M.
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M

Kuva 2.31: Pisteen p kautta kulkevat siledt kayrat

M

Kuva 2.32: Pisteen p kautta kulkevien kdyrien tangenttivektorit
T,M on vield vain joukko. Jotta voisimme puhua tangenttivektoriavaruu-

desta, taytyy meidén lisdtd joukkoon yhteen- ja R-kertolaskuoperaatiot.
Meidén tulee myos varmistua, ettd tulos pysyy kyseisessa joukossa T, M.

©: T,MxT,M— T,M
©: RxT,M —T,M

Téamé voidaan tehd4, katso todistus lahteesta [10, s. 44].
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Algebra

Kun vektoriavaruudessa pystyimme laskemaan joukon alkiota yhteen ja ker-
tomaan niitd reaaliluvuilla, niin algebrassa pystymme liséksi suorittamaan
tuloja itse alkioilla. Huomaa siis ero R-reaaliluvulla kertolaskuun ja kahden
alkion tuloon.

Maaritelma 2.6.2 Vektorivaruus (V,+,-) varustettuna tulo-operaatiolla

o:VxV —V

0,0 o(v,0):=veD (2.38)

missd tulo-operaatio e on bilineaarinent® kuvaus, on algebra (V,+,-,e).

Tulo-operaatioksi voidaan maarata erilaisia konkreettisia operaatioita, jotka
toteuttavat maaritelman 2.6.2.

Esimerkki 2.6.1 Sileiden funktioiden vektoriavaruus (C=(M),+,-) on al-
gebra, kun se varustetaan tulo-operaattorilla e.

o: C®(M) xC*(M) — C=(M)
(f,9) — feg
missd  (feg)(p)=f(p) 9(p) (2.39)

Tama on tuttu operaatio, funktioiden kertolaskua olemme tehneet peruskou-
lusta lahtien. Tarkoituksena oli esittda vektoriavaruuden ja algebran raken-
teellinen ero. Voisimme siis antaa C'* (M) vektoriavaruudelle rakenteellisesti
vahvemman maéaaritelméan ja kutsua sitd algebraksi.

Derivaatio

Maaritelma 2.6.3 Derivaatio D on lineaarinen kuvaus

D:A-> B

Ybilineaarinen on kahden argumenttipaikan suhteen multilineaarinen
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Missd A ja B ovat algebroja. Derivaatio D toteuttaa lisdksi Leibnizin sddn-
non,

D(feg)=(Df)eg+[fe(Dyg) (2.40)

Joka nayttad differentiaalilaskennasta tutulta tulon derivoimissdanndltd ja se
on myos sita. Derivaation ideana on toimia abstraktina yleistyksend, joka toi-
mit monessa muussakin tilanteessa, kuin pelkdin differentiaalin tai normaalin
derivoinnin yhteydessd.

Esimerkki 2.6.2 Suuntaderivaatta-operaattori on derivaatio.

Esimerkki 2.6.3 Lien Algebra ja derivaatio [H,-]

Osittaisderivaatan notaatio

Sanotaan, ettd meilld on differentoituva kuvaus

F:R?—R
(a,b,c) — F(a,b,c) :=2a3b* + 5b%c — 4¢3

ja muistetaan, ettd R™ on tuple eli jarjestetty joukko reaalilukujen karteesi-
sista tuloista

R*"=RxRx--xR

n kpl

Jos haluamme ottaa funktion F' osittaisderivaatan, vaikka ensimméisen
argumentin (a) suhteen, niin olemme tottuneet kiyttdméaéan insingérimate-
matiikan kursseilla merkintaa %—f. Merkintatapa on hieman epéataloudellinen,
koska voisit yhtd hyvin ilmoittaa saman asian kidyttamaélld merkintad 0 F'.
On aivan yhdentekevié, millaisia kirjaimia tai symboleita argumenteista
kiytetadn, kun suoritetaan derivointia. Riittdd kun ilmoitamme, monennen-
ko argumenttipaikan suhteen osittaisderivaatta suoritetaan. Alla esimerkkeja
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edelld esitellyn funktion F' osittaisderivaatoista

Oo(F)(0,0,9)=40° 24 +104Q
01 (F)(x,y,z) = 62%y°
a182(‘[:1)(047B75) = 120[25

Néin meidén ei tarvitse olla kiinnostuneita siitd, minkélaisia kirjaimia argu-
menteista kiytetddn suoritettaessa derivointia. Toinen syy siihen, minkata-
kia nostamme tdman notaatioteknillisen asian esille on siind, ettd varaam-
me merkinnan a% toiseen kayttoon. Nama tulevat olemaan valitun kartan
eli koordinaatiston maaraamia kantavektoreita, joista ollaan monesti totuttu
kiayttamadn myos notaatiota €.

2.6.3 Nopeusvektorin komponentit

Seuraavaksi muodostamme vektorille komponentit. Kaytdmme kiyréan
nopeus- eli tangenttivektorista myos merkintaa X, ,.

Maaritelma 2.6.4 Vektorin komponentit
Siledlld monistolla M on siled kdyrd v, joka kulkee moniston pisteen p kautta
siten, ettd v(0) = p. Lahtotiedot ovat siis seuraavat:

(U, z) € Ay,
v:R— M
7(0) =p

Kdayran ~ pisteessd p sijaitsevan nopeusvektorin X, , komponentit kartassa
(U, ) lasketaan lisiamdlld kartta x=! o x = idgn ja kdyttdmdalla derivoinnin
ketjusddntoa.
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Xool(F) = S (F o)) = S (Fo (e o) 07)(0)
= S((Foa™)o (zom)(0)
= (o)) (A7 o)) (e ) (241)

e (34)
e
=7(0) - (&fi )p (2.42)
4 0
=30 (5,:) f (243)
X’Y»P
=X, f (2.44)

Huomaa, ettd summausnotaatio on kdytossd.

Kuten edella olevasta huomataan, tangenttivektori X, , voidaan kirjoittaa
muodossa

Xyp=7' ( aii )p (2.45)

Missa 4t = %(ﬂ o) ovat vektorin komponentteja valitussa kartassa x ja

a(zi ovat tangenttivektoriavaruuden 7T,V kantavektoreita. Nama kanta-

vektorit ovat kuvauksia aii : C~°(M) — R. Vaikka tdméa kantavektorin

notaatio muistuttaa erehdyttavésti insinoorimatematiikan osittaisderivaatta-
operaatiota, se ei aivan suoranaisesti ole sitd. Syy on siiné, ettd kantavektori
voi toimia funktioon f e C*°(M) eli ((ai)p(f)7 mutta funktiosta f: M — R

2t

ei voida suoraan ottaa osittaisderivaattaa, koska monistolla ei ole vek-
toriavaruuden rakennetta. Tédméa notaatio tulee siis vélittomasti kaantaé
seuraavasti, (%)p = 0;(f oz V) (x(p)). Niin kuvaus on differentoituva,
koska lahto- ja maalijoukot ovat vektoriavaruuksia. Taméa on itseasiassa
se osittaisderivaatta, mitd olemme suorittaneet aina peruskursseilta ldh-

tien - jalleen kerran emme vain ole olleet tietoisia monistojen olemassaolosta.
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Kappaleen alussa puhuimme, ettd suuntaderivaatassa ei ole kysymys kah-
desta eri késitteestéd, suunnasta ja derivaatasta. Vektorin komponenttimuo-
toiluista 2.45 nahdéaan, ettd ndma kaksi asiaa ovat todella yhdessd, vektorin
komponentit ovat kidyran komponenttien derivointeja valitussa kartassa ja
kantavektorit ovat derivaattaoperaattoreita. Huomaa, ettd nailla kantavek-
toreilla viitataan myos samaan valittuun karttaan, mikd on kiytossd kompo-
nenttien esityksessd. Namé tangentti- eli nopeusvektorit toimivat funktioihin
mittaamalla niiden muutosnopeuksia.

Notaatio 2 Kokonaisderivaatan % merkintdtapaa kutsutaan "Leibnizin no-
taatiokst”. Kaytamme samasta asiasta vathtoehtoista notaatiota, jossa koko-
naisderivaattaa merkitddn heittomerkilld, esimerkiksi (f o~)'(t). Tdtd jal-
kimmdista tyylid kutsutaan “Lagrangen notaatiokst”. Kun muuttujien pddlle
ilmestyy pisteitd, esim A* on kysymys "Newtonin notaatiosta” Kaikki mer-
kintdtavat on hyvid ja niille on omat paikkansa. Merkintdan 4 olisi monesti
hyva lisatd alaindeksiin kartta, tarkoittaen "yéx), jotta tiedettaisiin missd kar-

tassa kayran komponentit on esitetty. f'yéx) esitetddan monesti myos muodossa

2.6.4 Tangenttiavaruuden kantavektorit

Teoreema 2.6.1 dim(T,M) = dim(M). Tangenttivektoriavaruuden T,M
dimensio on sama, kuin moniston M dimensio.

Todistus 2.6.1 Vektoriavaruuden dimension mddarittdmiseen tarvitsimme
vektoriavaruuden kantaa (mddr. 2.4.6). Ideana on rakentaa vektoriavaruu-
den kanta kartan (U, x) kuva-avaruudesta. Valitaan monistolta M piste p ja
kartta (U, x), siten ettd x(p) on kartan origossa. Valitaan dim(M) =n kap-
paletta sileitd kdyrid niin, ettd kdyrdt ovat kartassa koordinaattiakseleiden
suunnassa. Intuitio voisi olla seuraava.
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Tom — o,
\ 2(p)
1{)/ \xo’h

z(p

Kuva 2.33: Pisteen p kautta kulkevat sileat kdyrat

Néité erityislaatuisia kiyrid v, on yhteensd moniston M dimension n verran

Y:R— M
Y2 R— M

Vot R — M

ja ne ovat kartassa (U, z) muotoa

(2" 07a)(t) = 8% -t (2.46)
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Lasketaan seuraavaksi kiyrien v, tangenttivektorit pisteessé p kiyttaen kap-
paleen alussa esitettyd tangenttivektorien maaritelméad 2.6.1. Merkitsemme
kyseisten kayrien tangenttivektoreita nyt notaatiolla e, .

d
Crupf = 2 (f ©74)(0) (2.47)
= £(foa 0z 07)(0) = S 07)(0) Bfor ) (w(p)  (2.48)
S e -0 ) - (L) 2
= €30 = (%)p (2.50)

Koska kayria oli dim(M )-kappaletta, niin tangenttivektorit

0 0
(L9 (2.51)
orl Oxdim(M) /p
virittavit tangenttiavaruuden 7, U = span(a%l,...,m)p. Jotta néita

tangenttivektoreita voitaisiin kutsua tangenttiavaruuden 7, U kantavekto-
retksi, taytyy osoittaa, ettd mikd tahansa vektori X € T}, Y voidaan esittaa
néiden tangenttivektoreiden lineaarikombinaationa tarkoittaen

X = Xa(a(; ), (2.52)

missa X € R. Olkoon mielivaltainen vektorimme X € 7, & polun 7: R — M
tangenttivektori pisteessd p = 7(0) eli X = X, ,. Tutkitaan vektoria X,
antamalla sen toimiaa funktioon f e C*(M).

Xopf = S(Fom)(0)
d -1
- poutoron)0)

d
- E(;L'CLOT)(O) O (fogj_l)(l'(p))

d 0
) E(xa °7) (8xa>p d

~-
XT,P
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Tastd ndhdddn, ettd X,, voidaan esittdd tangenttivektorien { aga i

lineaarikombinaationa. Viimeiseksi taytyy osoittaa néiden kantavektorieh-
dokkaiden lineaarinen riippumattomuus, joka voidaan muotoilla, etté

aa(aia)p -0 (2.53)

jos ja vain jos a® = 0. Eli tulos on nollavektori, jos ja vain jos komponentit
a® ovat kaikki nollia. Annetaan edelld esitetyn vektorin toimia taas funk-
tioon, joka € C'*°(M). Voimme valitan funktioksi mitd tahansa, joten vali-
taan aikaisemmin tutuksi tulleet koordinaattifunktiot x?, jotka ovat kuvauk-
siax':U — R

asgt _
ad', =0
a'=0
o o .. . . ..
Joten (@, NN W) toteuttaa myo6s lineaarisen riippumattomuuden.

Taméa tarkoittaa, ettd kyseiset kartan U,z generoimat tangenttivektorit
muodostavat T, Y:n kannan.?

Koska valitsemiamme kayria v, oli n-kappaletta eli yhteensd moniston di-
mension verran ja niiden tangenttivektorit (%, ce a%) muodostivat tan-

genttiavaruuden 7, U kannan, on todistettu ettd dim(M) = dim(T,M).

2.6.5 Vektorin komponentit kartanvaihdossa

Mainittakoon heti alkuun itsestdanselvyys vektoreista. Jos vektori esitetaian
jollain toisella kannalla, vain sen komponentit muuttuvat, ei vektori itse.
Vektori on abstrakti objekti monistolla, ja se pysyy samana huolimatta siitd
millaisilla kantavektoreilla se esitetdan.

20kantoja on monia, tAmé on vain yksi.
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Jos (U,x) ja (V,y) ovat toisiaan leikkaavat kartat ja p € U n). Esitetdan
vektori X € T, M, eri kannoilla.

Xwgy =X =X

8(; ja % ovat kytkettyina toi-
siinsa? Laitetaan kartan x kantavektori aii toimimaan funktioon f ja kéyte-

tadn toisen kartan y identiteettikuvausta®! y=! oy = idy,.

Kysymys on seuraava. Kuinka kantavektorit

(). 1 =0 0a )

oz’
= 8Z(f o (y_l o y) o x_l)(l‘(p))
=0,((foy™) o (yor™))(x(p))
=0y’ o) (@(p) 0(foy ™) (w(p))

(55), (507),7

0 dy° 0
(axi)pf - (a?jgz )p ' (aya )pf

eli kantavektorit saadaan toisen kartan mukaiseen kantaan seuraavasti

Maaritelma 2.6.5 Kantavektoreiden muunnoskaava

g oy* 0
ozt Ozt Oy°

(2.54)

2lidentiteettikuvaus voidaan lisité, koska se ei muuta kuvausta
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. . Syl . ce
Jossa lineaarista kuvausta 3%, kutsutaan Jacobin matriisiksi®?.

Edelld olevasta voidaan johtaa, ettd vektorien komponentit muuntuvat
seuraavasti

0 Ayt O
X=X, — =X 2
(z) axa (z) 81@ ayz
—_———
Xi
(v)
7 a 8yz
= Xy =X gpa (2.55)

2.6.6 Kotangenttivektoriavaruus

Edellisessa kappaleessa 2.4 kisiteltiin vektoriavaruuksia ja niiden duaaliava-
ruuksia. Kuten edelld on tullut ilmi, pisteen p tangenttiavaruus 7,M on
vektoriavaruus. On siis luonnollista tarkastella kyseisen tangenttiavaruuden
duaaliavaruutta. 7T,M:m duaaliavaruutta kutsutaan nimelld kotangent-
tiavaruus jota merkitdén notaatiolla TyM. Kotangenttiavaruus voidaan
muodostaa vektoriavaruudeksi, ja se on seuraavanlainen joukko

TyM = {w:T,M — R} (2.56)

Sen alkiot ovat objekteja, jotka kuvaavat tavallisia vektoreita lineaarisesti
reaaliluvuiksi. Paljon kiytetty esimerkki kovektorista on objekti jota merki-
tadn notaatiolla df. Tama on seuraavanlainen kuvaus.

(df)p: T,M — R
X — (df)(X) =X f (2.57)

#2Vastaava muunnoskaava esitetiifin usein é; = A?€,, jossa matriisi A on Jacobin matriisi.
.. Oy® _
Huomaa, ettéd $% =9, (y* o z™h).
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(df ), kutsutaan funktion f gradientiksi pisteessi p. Funktion gradientti on
siis kovektori eikd normaali vektori. Muistutetaan multilineaarisen algebran
kappaleesta, ettd kovektori on myos (0,1)-tensori.

Kantakovektorit

Teoreema 2.6.2 Jos (U,z) on kartta ' : U — R, niin kotangenttiavaruu-
den Ty M kantavektorit ovat (dxt,dz?,...,dx™), esitettynd kartalla x.

Todistus 2.6.2 [9, s. 110]

| 0 or’ . , .
dx;’(ax“)p (ax) =0 = {dnpiy on Tt hanta— (2.58)

Kovektorin komponentit

Kovektorin w, € Ty M komponentit tietylla kartalla saadaan, kun tamé lai-
tetaan toimimaan kyseisen kartan mukaisiin normaaleihin kantavektoreihin.

w;(p) = w(@ii) =W, dx“(aii) (2.59)
3
= wa(p)d; = wi(p) (2.60)

Toisena esimerkkiné funktion f gradientin df, € Ty M komponentit

(), = df(%)p (2.61)
- (%)p =0;(fo2™")(2(p)) (2.62)

2.6.7 Kovektorin komponentit kartanvaihdossa

Kuten vektoreiden tapauksessa, kovektori on kovektori, riippumatta siita
minkélaisessa kannassa se esitetdan. Ainoastaan kovektorin komponentit?3

230bjektin sijainti pisteessi p jitetty notaatioista pois
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muuttuvat kannanvaihdossa.

wi(y)dyi =w= wi(x)dmi

Jos seuraamme samaa periaatettta, kuin kantavektoreiden muunnosten
tapauksessa, saamme kovektoreiden komponenttien muunnoskaavaksi.

w](.y) = wfx) g—; (2.63)

ja kantakovektorien muunnoskaavaksi

Maaritelma 2.6.6 Kotangenttiavaruuden kantavektorien®* muunnoskaava

~ oxt

dx’ oy

dy’ (2.64)

Huomaa, etta vektorit ja kovektorit muuntautuvat eri tavoilla. gz] ja g—;; ovat

lineaarisia kuvauksia joita merkitddn monesti kirjallisuudessa (1,1)-tensorilla
Aij ja le. vastaavasti. Namé matriisit ovat toistensa inversseja, joita kutsu-
taan Jacobin matriiseiksi.

Insinéorimatematiikan kursseilla puhutaan funktion gradientista df tavalla,
jolla se mielletdén tavalliseksi vektoriksi?. Se ei tata kuitenkaan ole, ja télle
asialle ei voi valitettavasti tehdd mitdan. Funktion gradientin komponentit
muuntautuvat kannanvaihdossa kovektorin komponenttien tavoin ja jos
yritdt muuntaa niita kuten vektorin komponentteja, saat vadran vastauksen.
Ks. esimerkki l&hteesta [1, s. 280, harj. 11.17].

2.6.8 Tensorin komponentit kartanvaihdossa

Kahden vektoriavaruuden tensoritulon maéaaritelma 2.4.8 esiteltiin Multi-
lineaarisen algebran kappaleessa. Kappaleen ideana on néyttad, mikd on

Zkantakovektori
ZInsindorimatematiikan notaatio funktion gradientista on tavallisesti V f
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tensoritulon méaritelmén idea, ja kuinka tensorit kayttaytyvéit kartanvaih-
doissa. Laajempi katsaus aiheesta 16ytyy esim. lidhteestd [21]. Tensoritulon
tarpeellisuus juontuu valenssiltaan ykkostd korkeammille tensoreille.
Ykkos-valenssin tensorit eli vektorit ja kovektorit, pystyttiin esittdmadan
kanta(ko)vektoreiden lineaarikombinaationa seuraavasti

X = Xi% vektori (2.65)
w = w;dx! kovektori (2.66)

Kovektori w on tensorikielelld ilmaistuna kovariantti 1-tensori, joka pystyy
toimimaan siis yhteen vektoriin, tarkoittaen w(X). Puretaan tdmé toiminta
auki

w(X) = widxi(X“%) = wiXad:vi(%) =w X' =w X" (2.67)

T

Olkoon « kovariantti 2-tensori, joka pystyy toimimaan kahteen vektoriin.
Noudatetaan samaa periaatetta, mitd kovektorille w ja yritetdan esittdd se
kantavektoreiden dx? lineaarikombinaationa

o =ay; dz' da? (2.68)

Tamé on tyyli, joka esiintyy monesti kirjallisuudessa, mutta se ei ole
matemaattisesti tédysin formaali. Ongelma on siind, ettd minkélainen
laskutoimenpide on kantavektoreiden dx? dx? vilissa? Siina el voi olla bi-
néarioperaationa kertolaskua, koska kovektoreiden joukolle ei ole méaritelty
kunnan tai renkaan rakennetta. Kysymys ei tietenkdén ole kovektorin toi-
minnasta toiseen kovektoriin, koska kovektorit voivat toimia vain tavallisiin
vektoreihin. Tata varten maariteltiin tensoritulo, josta kidytetdan merkintaé
®. Tensoritulo tekee oikeutuksen notaatiolle da’ dxd eli dr’ ® da’, missa
dx' ® dxd on kyseisen tensotuloavaruuden kantavektori. Tensoritulon kuvaus-
tyypitys kahdelle kovektorille ¢, 5 € T* M on seuraava

®: T M x T M — T2M (2.69)
(p,B) — (¢, B)=p®3 (2.70)
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jossa T*M ja T?M ovat molemmat vektoriavaruuksia. ¢ ® 5 toimii kahteen
vektoriin X,Y € T, M seuraavasti

e®p[:T,MxT,M—R
(X,Y) =@ f(X,Y) = p(X) - 5(Y)

Tensoritulon maaritelma 2.4.8 mahdollistaa tensoreiden kirjoittamisen
tensorituloavaruuden kantavektoreiden lineaarikombinaationa. Otetaan
esimerkiksi kovariantti 2-tensori g = g;;dz? ® da’, joka sijaitsee moniston
pisteessé p.26 Se toimii vektoreihin X,Y € T,M seuraavasti:

= gi; da'(X) dz? (Y)
K
Ozb
— .. XOVb i T J(_—~_
gi; XY dx (8:6“) dx (&cb

% a 8 )
= gij dZE (X %) dil?](Yb

= gij Xaybéia (5]13
=gy X'Y7

missé g;; ovat tensorin komponentit. Ndma komponentit ovat reaalilukujen
kokoelma, joita voidaan kuvitella matriisina??. Tensorien komponenttien
matriisikésittelyssd kannattaa olla varovainen siind mielessd, jos niilld ai-
otaan suorittaa matriisilaskennasta tuttuja operaatioita. Syy on seuraava.
Olkoon A = A’, aii ® dx’ (1,1)-tensori, jonka komponentit ovat indeksimuo-
dossa Aij. Nyt jos verrataan tensorin g ja tensorin A komponentteja g;; ja
Aij vastaavasti, niin molempia voidaan kylla késitelld matriiseina.

g1 --- Jin ‘ All Aln
gi; ~ | : A; ~1 g :

Do (2.71)
gn1 -+ Gnn Anl ... An

26 askenta esimerkkien notaatiossa on jitetty piste p merkitseméttd. Tensori g ja vek-
torit X,Y sijaitsevat kaikki moniston tietyssd pisteessd p. Yleisesti objektien sijainteja
pisteessé merkitdan alaindeksilld, kuten g,, X,,Y),

2TVektorin komponentit pisteessi p ovat reaalilukuja, jotka esitelldin monesti pystymat-
riisina (n x 1)
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Mutta kuinka tensoreiden A € T!M ja g € T9M komponentit muuntu-
vat kannanvaihdossa? Jos D olisi jokin kannanvaihtomatriisi, niin onko A:n
muunnnos DTAD vai D-'AD - molempia ndhdaén usein oppikirjoissa. Olen-
naista on se, ettd nididen kahden tensorin komponentit muuntuvat taysin
erilailla, kun kanta vaihtuu, vaikka molempien komponentteja voidaankin
késitella matriiseina. Myos tensoreiden ominaisarvojen kanssa pitéa olla tark-
kana. Tensorille A ominaisarvot ovat kylld méariteltdvissa, tarkoittaen, etté
ominaisarvoyhtlo voidaan kirjoittaa muodossa A’;v/ = Av'. Tésté voisi teh-
da johtopaatoksen, ettd matriisille g;; voidaan myos maaritelld ominaisarvot,
mutta se ei olekaan mahdollista - g:n ominaisarvoyhtaloa ei voida kirjoittaa
rikkomatta summausnotaation indeksisdantod. Ominaisarvot ovat méaaritel-
ty vain ja ainoastaan (1,1)-tensoreille. Tésta lisdd metriikan kappaleessa 2.10.

Esimerkki 2.6.4 (1,1)-tensorin kannanvaihto ja sen komponentit

0 . Oxt oyb 0
A drte — = A, ——dy°
x®8:v ’8y“y®0$38y

———— S————

dxt _9_
ozJ
_ Ox' 8y 0
A Ayt ® —
8y " Oxd 4 oyt
[ S ——
AH.

b

Esimerkki 2.6.5 (0,2)-tensorin eli kovariantin 2-tensorin kannanvaihto ja
sen komponentit

- 4 oxt oxJ
godrt @ dad = g ——dy® @ —dy®
Gij 9ij Oye Yy dyb Y
—_— ——

dxt dxi

_ Ox' Oxd
=0y og % dy* ® dy’

N —
Gab
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Kun tensoreiden komponentit méaaritelladn uudessa kannassa, kiytetaan vek-
toreiden ja kovektoreiden muunnoskaavoja (2.6.5) ja (2.6.6) vastaavasti. Sa-
malla periaatteella voidaan mééaritelld yleisen (r,s)-tensorin esitys eri kannas-
sa. Riittaa ettéd tiedetddn, kuinka vektorit ja kovektorit muuntuvat - mitadan
ulkoaopittuja muistisaantoja matriisien kiantyvyyksista ja transpooseista ei
tarvita.

2.7 Kentat

Fysikaalisten kenttien késitteen esitteli ensimmaisend kuuluisa keksija ja
tiedemies Michael Faraday (1791-1867). Faraday oli monilahjakkuus, josta
poikkeuksellisen tieteen suurmiehen tekee se, ettd hénelld oli hyvin vihén
muodollista koulutusta luonnontieteistd. Insinoérimatematiikan kursseilta
tuttu vektorikenttien késite avaruuden eri pisteissa sijaitsevissa vektoreissa
on juurikin Faradayn luomus. Néain vektorikentdt monesti késitetdan - vek-
tori eri pisteissa. Kenttien ja vektoreiden kisittdminen télla tavalla on siinéd
mielessé vaarallisista, ettd sind saatat késittdd jotain muuta, kuin mina.
Tarkoitan télla sitéd, ettd me tarvitsemme yleispdtevian matemaattisformaa-
lin méaritelmén kentille ja se onkin tdmén kappaleen tavoite. Ennen kuin
voimme madaritelld kentén, tarvitsee meidian tutustua muutamaan uuteen
differentiaaligeometrian kisitteeseen.

2.7.1 Bundlet

Bundle eli kimppu on aina kolmikko (M, 7, E), missi M on siled monisto
nimeltddn perusavaruus, m surjektiivinen projektiokuvaus ja E siled monisto
jota kutsumme totaaliavaruudeksi. Projektiokuvaus 7 on siled kuvaus totaa-
liavaruudelta perusavaruudelle eli 7: £ — M.

Esimerkki 2.7.1 Bundle esimerkki

Yhdenlaisena raakana esimerkking voidaan antaa bundle, jonka totaali-
avarvutena toimii sylinterin vaippa E := S!' x R, jonka perusavaruutena
toimii ympyra M := S'. Sylinterin vaipan pisteet projisoidaan ympyrille.
Koska projektiokuvaus m on surjektitvinen, pitdd perusavaruuden eli siledn
moniston M :=S' jokaiseen pisteeseen kuvautua.
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Kuva 2.34: Bundle esimerkki

Maaritelma 2.7.1 Fiber eli kuitu

Jos (E,m,M) on bundle ja piste p € M niin bundlen fiber on jouk-
ko

preim,({p}) (2.72)

Kuitu johdetaan siis projektiokuvauksen m kautta. Edelld mainitussa esimer-
kissd bundlen fibre ovat kaikki ne pisteet sylinterin vaipalla C, jotka kuvau-
tuvat perusavaruuden S' tiettyyn pisteeseen p.

Maaritelma 2.7.2 Bundlen kappale (eng. section)

Jos (E,m, M) on bundle, niin o : M — E on bundlen kappale, jos

Too =idy (2.73)

Ndamd kappaleet ovat kenttid. Se minkd tyylinen kenttd on kysymyksessd, riip-
puu valitsemastamme totaaliavaruudesta E.
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2.7.2 Silean moniston tangenttibundle

Jos (M,0, A) on siled monisto, joka toimii bundlen perusavaruutena. Niin
silein moniston tangenttibundlen totaaliavaruus on seuraavanlainen joukko,
josta kiaytamme notaatiota T'M.

Maaritelma 2.7.3 Joukko T'M

T™ =) T,M (2.74)

peM

Joka koostuu sits moniston pisteiden tangenttiavaruuksien T, M pistevierais-
ta unioneista (engl. disjoint union). Myos tatd joukkoa kutsutaan “tangentti-
bundleksi”. Varsinainen tangenttibundle ei ole kuitenkaan pelkkd joukko, vaan
edelld mainitsemamme kolmikko.

Maaritelma 2.7.4 Tangenttibundlen projektiokuvaus

m:TM— M (2.75)
(p, Xp) —p (2.76)

Koska joukko T'M muodostuu moniston kaikkien tangenttiavarvuksien T, M
erillisistd yhdisteistd, voidaan sen elementti kohdistaa aina moniston tiet-
tyyn pisteeseen p. Muistutetaan, etti kuvaus m on surjektiivinen kuvaus, eli
jokaisen moniston M pisteeseen taytyy kuvautua.

Talla hetkella projektiokuvaus 7 on vain surjektiivinen. Bundlen méaritel-
massad projektiokuvauksen 7 taytyy olla myos siled. Jotta voitaisiin puhua
siledsta kuvauksesta, taytyy myos totaaliavaruuden T'M eli "tangenttibund-
len” olla siled monisto - télld hetkelld olemme méaéritelleeet T'M:n vasta
joukoksi. Joukolle T'M voidaan periyttaéd topologia perusavaruudelta M ja
muodostaa se Hausdorffin avaruudeksi ks. [12, kpl. 1.25].

Jotta T'M olisi siled monisto, meiddn tdytyy muodostaa TM:lle sopiva
Atlas. Téma on hyva ymmértaa ainakin jollain tasolla, koska myShemmin
klassisen mekaniikan luvussa tarvitsemme 7'M:n karttaa jatkuvasti. T'M:n
rooli on toimia nopeusavaruutena, jossa on tieto jokaisen moniston M
pisteisiin liitetyistd nopeusvektorien komponenteista. Katsotaan ensin alla
olevaa kuvaa, jossa kiytetetdan edellisen esimerkin bundlea.
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R2-dim(M)
N TU L
Pl — — _ — _ E’ - /H

< I M =St

N\\ >~.~~.--=s_/
x| s

/ il 11— -~ Cl=S'xR

R K
Kuva 2.35: Tangenttibundlen kartta
Kuvassa monistolla M := S! on avoin joukko U, jonka alue on rajattu

palloilla. T&lla avoimella joukolla on kartta (U,x : S' — R), joka toimii
perusavaruuden karttana. Punaiset viivat toimivat alueen U pisteiden fibrei-
nia?® jotka muodostavat bundlen TU. Ideana on muodostaa kartta (TU, &),
joka pystyy kuvaamaan kaikki pisteet fibreilté eli kuiduilta R2dim(M):]le. Me
emme halua hukata kartan x informaatiota, joten muodostamme kartan &
kartan x avulla. Tangenttibundlen atlas muodostetaan seuraavasti

Ary ={(TU, &) | (U, x)e A} (2.77)

gx TUY —> RZ‘dim(M)
X —> (a;l(p),...,m"(p), ;i:l(p),...,:i:"(p)) (2.78)

Kartan kuvaan muodostuu n kappaletta paikkakoordinaatteja ja n kap-
paletta nopeuskoordinaatteja. Formaalisti paikkakoordinaatit maééritelladn

28Tangenttibundlessa fibret, eli kuidut ovat moniston M pisteisiin liitettyji tangenttia-
varuuksia T, M
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X:n avulla kdyttden projektiokuvausta (z? o w)(X) ja nopeuskoordinaatit
dx*(X), mutta kuvauksen 2.78 esitys on jatkoa ajatellen selkedmpi. Koko
TM:n kartta rakennetaan vastaavalla tavalla ottamalla avoimia joukkoja
U:lta niin, ettd koko T'M on katettu.

Seuraavaksi pitéiisi tarkistaa, ettd kartta &, on homeomorfismi eli bijektiivi-
nen kuvaus, joka on molempiin suuntiin jatkuva. Léhteessd [12, kpl. 1.25]
tadmé todistus on tehty, joten voimme kutsua totaaliavaruutta T'M siledksi
monistoksi. Samassa ldhteessa on todistettu myos, ettd projektiokuvaus 7w on
siled. Néin ollen kolmikkomme (7'M, w, M) on muodostunut tangenttibund-
leksi, joka my6hemmin klassisen mekaniikan kappaleessa on kovassa kaytossa.

2.7.3 Kotangenttibundle

Vastaavalla tavalla, kuin tangenttibundle (T'M,7, M), siledlle monistolle
voidaan madritelld kanonisesti my6s kotangenttibundle (7*M,w, M). Ks.
todistus ldhteesta [1, s.276]. Kotangenttibundlen joukko on

T"M=JT:M (2.79)

peM

Vektoribundlet

Jos bundlen (E, 7w, M) fibret eli kuidut ovat vektoriavaruuksia, kutsutaan
bundlea vektoribundleksi. Tangenttibundlen (7'M, 7, M) ja kotangenttibund-
len (T*M,m, M) fibret ovat tangentti- ja kotangenttivektoriavaruuksia 7, M
ja Ty M moniston eri pisteissd. Namé ovat siis myos vektoribundleja.

2.7.4 Tensoribundle

Sileéin moniston M (r,s)-tensoribundle bunle voidaan rakentaa kiyttdméalla
tangentti- ja kotangenttibundlien tensorituloa

TI(M)=T"M®--T"M  TM®--TM (2.80)

r kpl s kpl
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Huomio 6 Bundle-teoria yleisesti on hyvin laaja ja syvd osa-alue differen-
tiaaligeometrian teoriassa. Nykypdivin modernin fysitkan rakenteet nojautu-
vat vahvasti bundle-teoriaan ja mainittakoon, ettd erityisesti nk. fibre-bundlet
nayttelevat hyvin isoa osaa nykyfysitkan kehityksessd.

2.7.5 Vektorikentat

Bundlen (E, 7, M) kappale o on kuvaus o : M — FE, joka toteuttaa ehdon
mo o = idy. Kappale on vektorikenttd, jos bundle on tangenttibundle
(TM,m, M). Vektorikentta?® X on siis kuvaus X : M — T'M, joka toteut-
taa ™o X =idy. Vektorikentta on siis vektori moniston eri pisteissd®’, joka
voidaan tyypittaa

X:M—TM
p— X(p):= X, (2.81)

Tensorikentat

Sile&n moniston M Tensorikentdt ovat M:n tensoribundlien (77 (M), m, M)
kappaleita.

2.7.6 Moduli

Edellisessd  kappaleessa madrittelimme kéyrien tangenttivektoreille jou-
kon T,M jossain moniston tietysséd pisteessd p. Téstd joukosta tehtiin
vektoriavaruus siten, ettd se toteuttaa kappaleessa 2.4 Multilineaarinen
algebra esitetyt vektoriavaruuden aksioomat 2.4.1. Taméa vektoriavaruus
oli R-vektoriavaruus (V,+,-). Vield tdsmaéllisemmin ilmaistuna tdmé on
R-vektoriavaruus skalaarikunnassa. Tamé tarkoittaa, ettd joukko (R, +,-)
muodosti kunnan.

Maaritelma 2.7.5 (K ,+,-) on kunta jos se toteuttaa
—
R

tarkemmin sanottuna siled vektorikentti, koska 7 on silesi kuvaus sileiden monistojen
valilla
30pisteissil, jossa vektorikenttd on miritelty
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K~ Kommutatiivisuus

At Assosiatiivisuus
N+ Neutraalialkio

I+ Inverssi alkio

K Kommutatiivisuus
A Assosiatiivisuus
N Neutraalialkio

I Inverssi alkio

D+ Distributiivisuus

On olemassa kuntaa yleisempi rakenne, jota kutsutaan renkaaksi.

Maaritelma 2.7.6 (K, +,-) on rengas, jos se toteuttaa

K+ Kommutatiivisuus
At Assosiatitvisuus
N+ Neutraalialkio

It Inverssi alkio

K Kommutatitvisuus

A Assosiatiivisuus

N- Neutraalialkio

I Inverssi alkio Tatd er tarvitse toteuttaa
D+ Distributiivisuus

Renkaan késite on téarked muodostettaessa joukkoa vektorikentille X. Emme
voi kiyttdd samaa tangenttivektoreiden R-vektoriavaruuden rakennetta
skalaarikunnassa, koska vektorikentén vektorit saattavat muuttua hyvinkin
paljon moniston eri pisteissa. Tarkoittaen sitd, ettd meille ei riitd vektorei-
den skaalaus pelkilla vakio reaaliluvuilla. Tarvitsemme keinon, jolla vektorit
skaalautuvat eri tavalla moniston eri pisteissa ja tdmé voidaan tehd& luon-
nollisesti funktioilla. Voimme kédyttda sileiden funktioiden joukkoa C*°(M)
ja muodostaa C°°(M )-vektoriavaruuden. Tdmé& kyseinen avaruus ei voi
kuitenkaan olla C'*°( M )-vektoriavaruus skalaarikunnassa, koska meille tulisi
uusi ongelma.

Olemme tdhdn mennessd rakentaneet teoriaamme kayttden nk. Zerme-
lo-Fraenkel joukko-oppia valinta-aksioomalla (ZFC), jossa paino sanalle
valinta-aksiooma. ZFC-teorialla voidaan todistaa, ettd jokaiselle vek-
toriavaruudelle skalaarikunnassa voidaan valita kanta. Tamé& kuulostaa
alkuun hyvaltd - jos vektorikentédt olisivat skalaarikunta vektoriavaruu-
den elementtejd, niin mielivaltainen vektorikenttd X, voitaisiin esittad
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kanta-vektorikenttien lineaarikombinaationa. Mutta kuvitellaan seuraavaa
tilannetta, jota kutsutaan nk. "pallon kampaus’™ongelmaksi. Jossa sinulla
on pallolla sileitd vektorikenttid, niin kaikilla néilla vektorikentilla on ai-
na jokin piste, jossa kenttd hévidd taysin. Joten et pysty muodostamaan
pallolle kanta-vektorikenttid, joiden lineaarikombinaatioina mielivaltaiset
vektorikentéat pystyttéisiin esittdméan - kanta-vektorikentéat havidisivat va-
kisinkin pallon tietyissé pisteissé, jolloin niitd ei voisi kutsua endén kannoiksi.

Ongelmaan on kuitenkin ratkaisu, nimittdin C*°(M)-vektoriavaruus ren-
kaassa. Tama on erityislaatuinen rakenne ja sille on annettu oma nimensa,
C* (M )-moduli. ZFC-teorialla todistettiin, ettd jokaiselle vektoriavaruudelle
skalaarikunnassa voidaan valita kanta. Vastaavaa tulosta ei kuitenkaan ole
C>(M)-moduleille, jotka ovat vektoriavaruuksia renkaassa [22, s.124 (6)].
Taméa on juurikin se mitd haluamme kuulla. Me emme tarvitse kantaa
vektorikentille, koska sitd ei ole aina mahdollista antaa3'. Tamén takia
sileiden vektorikenttien joukolle on maéaaritelty oma rakenteensa jota kutsu-
taan C* (M )-moduliksi. Kyseistd modulia merkitdan (I'(T'M), jossa joukko
['(TM) on

I(TM):={X:M—TM | siled kappale} (2.82)

jonka alkiot, eli sileat vektorikentat3? toteuttavat

(X+Y)(f) = X(N) +Y(f) (2.83)
(9-X)(f) =g9-X(f) (2.84)

jossa mustalla merkityt yhteen- ja kertolaskut (+,-) ovat kyseiset operaatiot

C*(M)-renkaassa ja (X, Y e '(TM)) ja g, f € °(M).

Kovektorikentédt kuuluvat C'*(M)-moduliin I'(T*M) ja (r,s)-tensorikentét
moduliin I'(7TTM). Kaisittelemme jatkossa C°°(M)-moduleita vektoriava-
ruuksina (mitéa ne kylla ovatkin), vilittamétta tasta rengas-yksityiskohdasta

31Vektorikenttien vektorit moniston pisteissi voidaan tietenkin esitti# kyseisen tangent-
tiavaruuden kannoilla
32silesit kappaleet
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ja erityisestd nimestd moduli. Syvempéé tietoa moduleista voi katsoa esim.
lahteestd [22, s.109-158].

Esimerkki 2.7.2 Vektorikentin X € T'(T' M) toiminta funktioon f

Vektorikentdn toiminta funktioon esitetidn usein kuvauksena

X :C®(M) — C=(M)
Fr— X(f) =X (2.85)

jossa on pulotettuna vektorikentdn® kuvaus X : M — TM, p — X,,. Vek-
torikenttd X toimai funktiothin, kuten kentdin vektorit jokaisessa kentdin lih-
tojoukon M pisteessa, jossa ne kentta madritelty.

Frame

Jos C(M)-modulille T'(TM) tai I'(T*M) loydetdaén kanta, kiytetddn
siitd nimitystd frame. Frame on siis (ko)vektorikentén kanta. Jos modulille
['(TM) 16ytyisi kartan x mukainen frame, merkittéisiin sité

o 0 0
. 2.
(8x1’ ox?’ Bx”) (2:86)
jonka coframe olisi
(dwl, da?, ... ,d:v”) (2.87)

2.8 Konnektio

Tahan mennesséd olemme maéritelleet nelja matemaattisista struktuuria. En-
simmaiseksi esittelimme joukon, josta rakensimme topologisen avaruuden,

33tangettibundlen kappale
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misté edelleen muodostimme topologisen moniston ja josta viimein raken-
tui siled monisto. Kaikki ndmé edellda mainitut struktuurit tarvitsivat muo-
dostuakseen jonkin lisdrakenteen3*, joka perustui omaan valintaamme. Vii-
me kappaleessa 2.7 Kentat, méarittelimme kanonisesti?> sileiden monisto-
jen tangentti- ja kotangenttibundlet36, jotka olivat myos sileitd monistoja.
Tassé kappaleessa esitelladan uusi lisdrakenne, joka on nimeltdan konnektio,
tarkemmin sanottuna vektoribundlen konnektio. Konnektio kertoo, kuinka
vektoribundlen kappaleet eli kentét siirtyvit yhdensuuntaisesti silein mo-
niston eri pisteiden valilla. Eri bundleilla, on erilainen konnektio. Aloitam-
me tangenttibundlen konnektiosta, josta kaytetaan kirjallisuudessa nimitys-
ta lineaarinen konnektio tai affiini konnektio. Tamén jalkeen esittelemme
kotangenttibundlen konnektion, minké jilkeen mééarittelemme yleisen (r,s)-
tensoribundlen konnektion. Kaikkien vektoribundlien konnektion méaéarittelee
nk. kovariantti derivaatta. Mainittakoon niille, jotka tuntevat teoriaa jo en-
tuudestaan, ettd téssa kappaleessa ei ole kysymys Levi-Civita konnektiosta.
Levi-Civita konnektio esitelladn kappaleessa 2.10 Metriikka.

T,M

St .M

TwM
Kuva 2.36: Tangenttiavaruuksien yhdensuuntainen siityminen

2.8.1 Tensorikentan suunnattu derivaatta

Alla on esiteltyind kaksi kuvausta, vektorikentdn toiminta funktioon ja
funktion gradienttikentédn toiminta vektorikenttaan.

34lissirakenteita ovat olleet topologia, atlas, ja siled (rajoitettu) atlas

35luonnollisella tavalla. Kanoninen méérittely ei tarvitse mitééin lisdrakennetta

36tangentti- ja kotangenttibundlet ovat molemmat nk. vektoribundleja, koska bundlien
fibret eli kuidut ovat vektoriavaruuksia T}, M ja T; M
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X :C®(M) — C=(M)
Fr— X(f) =X (2.88)

df :T(TM) — C=(M)
X — (df)(X) =X (2.89)

Seuraavaksi esittelemme uuden objektin Vi, jossa X € I'(T'M). Vx toimii
funktioon f e C*°(M) seuraavasti.

Vx :C®(M) — C*(M)
fr—Vx f=Xf (2.90)

joka toteuttaa

i) Vx(f+9)=Vx(f)+Vx(9)
W) Vxix(f) =V, [+Vxf
ii) Vx(g9f)=9Vx(f)+Vx(9)f
w) Vex(Y)=9Vxf

Taméd on aivan sama asia kuin funktion suunnattu derivaatta (2.88) ja
funktion gradienttikentén toiminta vektoriin eli X f = df(X) = Vyx f. Nabla
Vx ei ole kuitenkaan notaatioteknillinen ylilyonti. Idea nablassa on siind,
ettd se pystyy toimimaan mielivaltaiseen tensorikenttaédn I'(77 M) eli se on
suunnatun derivaatan yleistys, jossa ala-argumenttina oleva vektorikentta??
X viittaa suuntaan, johon derivointi suoritetaan. Vy on derivaatio eli
lineaarinen kuvaus joka toteuttaa Leibnizin sddnnon, mikd yleisemmin tun-
netaan tulon derivoimissdantoné. V x-kuvausta kutsutaan myo6s kovariantiksi
derivaataksi, joka on yleisesti kuvaus

Vx(e): T(ITM) — T(TTM)
T+ VX T (295)

eli kuvaus Vx syo (r,s)-tensorin ja sylkee ulos (r,s) tensorin.

37voi olla myds pisteessi oleva vektori
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Tangenttibundlen konnektio
Maéritelladn seuraavaksi nablan V toiminta vektorikentélle Y e I'(T'M)

vektorikentédn X € I'(T'M) suuntaan.

Vx:I'(TM) —T(TM)
Y—VxY (2.96)

jossa,

Vx Y= Vo (in) =

oxJ
—X’Va (Yﬂ)intXZYJVa (&Jcﬂ
8 .y
- iy 2 iyj v
X' (V) g+ XYV o) (&ch) (2.97)

Edelld on kiytetty Leibnizin sd&ntoa ja méaaritelméd 2.90, jossa vektorin Y
komponentit Y7 € C*°(M) ovat siis funktiota. Viimeisessé termissé meilléi on

kantavektorin % derivointi toisen kantavektorin aal suuntaan eli V 2 (2 527 )

Tama on méaritelty seuraavastiz®:

0 0

(2.98)

Gamma symboleita Fqﬂ kutsutaan tangenttibundlen 7'M konnektiokertoi-
miksi. Konnetionkertoimien méérittelyn jalkeen saamme muotoilun (2.97)
niyttamain seuraavalta

i OY7 0 @ Xy 0
Vx Y m X S s D XY (2.99)
oY 0
= Fq X Yl) — 2.1
(X ort ) ox1? (2.100)

38kun vektorikenttds derivoidaan toisen vektorikentin suuntaan, saadaan uusi vektori-
kenttd, joka on oltava jokin lineaarikombinaatio kertoimista, jotka riippuvat molemmista
V:n argumentteina olevista kantavektorikentistéa
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Edella esitettyjen tulosten perusteella voidaan méaritella tangenttibundlen
T M konnektio, jonka tuottaa kovariantti derivaatta

Maaritelma 2.8.1 Tangenttibundlen TM konnektio
Tangenttibundlen konnektio on kovariantti derivaatta Vx : I'(TM) —
[(TM), jolla on seuraavat ominaisuudet

i) Vx(Y+Z)=VxY +VxZ (
i) Vx:x,(Y)=Vxy,Y+VyY (
i) Vx(fY)=fvxY+Vx(f)Y (2.103
i) Vix(Y)=fvxY (

Kotangenttibundlen konnektio

Seuraavaksi olemme kiinnostuneita kotangenttibundlen 7*M konnektiosta.
Jos otamme kovariantin derivaatan kovektorista w e T* M, eli

Vx :D(T"M) — T(T* M)
wr— Vx w (2.105)

jossa,

VXW:=Vxm o (wjdxj):Xm V.o (w;) dz? + XMw; V.o (d2?) =
0

=X" Fpe (wj) da? + X"w; V.o (dz?) (2.106)

niin meitd kiinnostaa termi V 2 dz7, joka on kokantavektorin suunnattu

derivaatta tavallisen kantavektorin suuntaan. Merkitéan kotangenttibundlen
konnektiokertoimia aluksi A?;; eli

V_o da’ = N dat (2.107)
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Jos annamme edelld olevan yhtalon vasemman puolen toimia tavalliseen
kantavektoriin, saamme kroneckerin deltan ¢7,, jonka kovariantti derivointi
tuottaa tietysti nollan

) o,
Voo (d07(55)) = 9,0 (6]) = 5 (57) = 0 (2.108)

Voimme toisaalta muotoilla edelld olevan yhtédlon vasemman puolen kéyt-
tden Leibnizin sdantoa, jolloin saamme

(7)) + 4 (7 . () =0

BELD oxt mi Oz
(Vv o d’) =-17,, (2.109)
kokantakovektorin dz? suunnattu derivaatta (?a:im suuntaan on siis
Vo (da?):=-I", dz’ (2.110)

eli kotangenttibundlen konnektiokertoimet ovat vastaavia, kuin tangentti-
bundlen konnektiokertoimet, mutta varustettuina negatiivisella etumerkilla
eli A}, = -T".. Nyt saamme esitettyd muotoilun (2.106) seuraavasti

- Ow; . , .
Vx w=X"' a—(:z do? =TV, dz? X w;
i 0w, i j
- (x o -7 w, )da’ (2.111)

Nyt voimme maaritelld kotangenttibundlen 7* M konnektion, jonka tuottaa
kovariantti derivaatta V xw
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Maaritelma 2.8.2 Kotangenttibundlen T* M konnektio
Kotangenttibundlen konnektio on kovariantti derivaatta Vx : I'(TM) —
[(T*M), jolla on seuraavat ominaisuudet

i) Vx(w+0)=Vxw+Vxo (2.112)
i) Vx+xs(W) = Vx,w+ Vx,w ( )
i) Vx(fw) = fVxw+Vx(f)w (2.114)
w) Vix(w)=fVxw (2.115)

Verrataan vektorikentén Y ja kovektorikentén w kovariantteja derivaattoja

, OYa PRNNG,
Vx (w) = (X’ o -1, X'w,) da’ (2.117)

Erilaisilla vektoribundleilla, on siis erilainen konnektio. Nama edelld esite-
tyt molemmat eri konnektiot voidaan kuitenkin méaritelld kiayttden samoja
konnektiokertoimia I'.

Tensoribundlen konnektio

Naiden kahden edelld esitetyn konnektion avulla voidaan maaritelld kon-
nektiokertoimet myos yleiselle (r,s)-tensoribundlelle 77 M. Kéyttden samaa
periaatetta, kuin muotoilussa (2.109), saadaan esimerkiksi T¢M, T'M ja
T9M tensoribundleille seuraavanlaiset konnektiokertoimet

(V o (di®da?)) =-T',, &, -7, &

ab ma mb a

(70, (s @) =T, &, -1, 6

dx™ 8xl t

(V o ( 0 QZ)i
azm N Jxt  Qad

))ab S LS N
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Kun tiedetdédn, kuinka vektoribundlen konnektiokertoimet maéaéritel-
l44n, voidaan esittdéd mielivaltaisen (r,s)-vektoribundlen konnektio

Maaritelma 2.8.3 (r,s)-tensoribundlen TT M konnektio

(r,s)-tensoribundlen konnektio on kovariantti derivaatta Vx : T(TTM) —
L(TrM), jolla on seuraavat ominaisuudet

i) Vx(T'+S)=vVxT+VxS (
1) Vxx(T)=Vx,T+Vx,T (

i) Vx(fT)=fvxT+Vx(f)T (2.120
w) Vyx(T)=fvxT (

Esimerkki 2.8.1 F = F}; dx' ® dz? kovariantti derivaatta kartalla (U, x).

V= (X700 Foy = T X7Fy = 19 X7F,;) da® @ da’
missd O,, on lyhennetty notaatio merkinndstd axim'

2.8.2 Konnektiokertoimet

Kaikkien vektoribundlien konnektio on siis johdannainen Gamma-
symboleista Fqij, jotka maaritellddn tangenttibundlelle. Tangenttibund-
len konnektion kautta pystymme laskemaan konnektiokertoimet mille
tahansa bundlelle. Tangenttibundlen konnektiokertoimet kertovat, kuinka
moniston eri pisteiden tangenttiavaruuksien vektoreita liikutellaan yhden-
suuntaisesti monistolla. Euklidisessa avaruudessa ei konnektiosta tarvitse
huolehtia, koska jokaisen pisteen tangenttiavaruudet ovat taysin samat. Toi-
sin on esimerkiksi ympyralla S', jossa tangenttivektoreita ei voida liikutella
yhdensuuntaisesti ellemme saa siithen jonkinlaisia ohjeita - ndmé& ohjeet
ovat juurikin kyseinen lisdrakenne eli konnektio. Konnektiokertoimet ovat
lisdrakenne eli ne pitda ensiksi maaritelld vektoribundlelle, ennen kuin niilla
voidaan alkaa suorittamaan laskutoimituksia. Kun konnektio on méaritelty,
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voimme alkaa puhumaan silein moniston muodosta. Konnektiokertoimet
madrittavat siis pisteiden véliset suorimmat reitit.

Esimerkki 2.8.2 Sileind monistoina (S?,0,.A) pallo, ellipsoidi ja si-
led peruna ovat sama asia - puhutaan topologisesta isomorfismista. Jos
tangenttibundlen konnektiota ei tiedetd, ei myoskddin kyseisen monis-
ton muodosta voida sanoa mitidn. Jos haluamme mddaritelld pallolle sen
pyoreyden sellaisena, kuten se yleisesti tunnetaan, voidaan tangenttibund-
lelle antaa esimerkiksi seuraavanlaiset konnektiokertoimet I‘i kartalla

(u,$(p) = (97 90))

z) jk’

'y, = —sin(6) cos(H)
11221 = F212 = cot(@)
Fln = Fl21 = Fl12 = F211 = F222 =0

SQ

Kuva 2.37: Pyorea pallo

Laskenta esimerkkeja konnektiokertoimilla seuraavassa kappaleessa 2.9 Vek-
torien yhdensuuntaissiirrot.

2.8.3 Konnektiokertoimet kartanvaihdossa

Jos (M,0,A),(U,x) € A on siled monisto, niin Gamma-symbolit ovat
kuvauksia
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' U —R (2.122)

pr— (da?(V o i))(p) (2.123)

227 1)

Konnektiokertoimet I'?.; ovat siis funktioita, jotka riippuvat aina kartasta.
Tamén takia olisi hyvd merkitd symboleihin kartta, missd ne esitetdén,
tarkoittaen ng) i Annetaan konnektiokertoimien kartanvaihdon kaava

lahjaksi ilman johtoa

_ Oy Ox® 0P _, oyt 0%t

= 57 97 5L ™ Dt Byt (2.124)

Kuriorisiteettina kappaleen lopuksi divergenssin méaritelméa konnektion avul-
la. Téta voidaan verrata myohemmin Metriikka kappaleessa 2.10 esiteltavaan
divergenssiin 2.10.7 nk. metrisen tensorin avulla, joka on luonnollisesti taysin
vastaava asia vain eri tavalla nimettyna.

Vektorikentian divergenssi

Maaritelma 2.8.4 Vektorikentin X, divergenssi

div(X) = (VaiiX)i (2.125)

2.9 Yhdensuuntaissiirrot

Kappaleessa tarkastellaan lahemmin edellisessa kappaleessa esiintynytta tan-
genttibundlen konnektiota. Kyseisestd konnektiosta kiytetadn myos nimityk-
sid, affiini konnektio tai lineaarinen konnektio. Nyt oletamme, ettd siledlla
monistolla on tangettibundlen konnektio V tarkoittaen, ettéd taydellisyydes-
sadn merkittyné siled monisto on (M,0, A4, V).
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2.9.1 Vektorikenttien yhdensuuntaisena siirtyminen

Maaritelma 2.9.1 Tasaisesti saman suuntaisena siirtyvd vektorikenttd

Vektorikentta X siledlla monistolla M sanotaan olevan tasaisesti sa-
man suuntaisena siurretty pitkin kayrad v:R — M jos

Vo, X =0 (2.126)

Kuva 2.38: Tasaisesti saman suuntaisena siirtyva X

Maaritelma 2.9.2 Saman suuntaisena suirtyvi vektorikenttd

Vektorikenttd X silealld monistolla M sanotaan olevan saman suun-
taisena sirretty pitkin kayrad v : R — M jos

(V.. X)W) = 1 Xy (2.127)

missd pu: R — R.

Kuva 2.39: Saman suuntaisena siirtyva X

Mainittakoon itsestddn selvyytend, ettd jos g = 0, niin vektorikenttd on
tasaisesti saman suuntaisena siirretty vektorikenttd. Saman suuntaisena
siirretty vektorikenttéd on siis heikompi méaéritelméa kuin 2.9.1.
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Maaritelma 2.9.3 Tusaisesti etenevad litke
Kappale etenee tasaisella liikkeelld, jos sen muodostaman trajektorin eli
kdyrdn v : R — M tangenttivektoreiden muodostama vektorikenttd toteuttaa

Vo, Uy =0 (2.128)

Kuva 2.40: Tasaisesti eteneva liike

Maaritelma 2.9.4 Kithtyvyydelld etenevi liike
Kappale etenee polun tangentin suuntaan kishtyvalld litkkeelld, jos sen

muodostaman trajektorin eli kdyrdin v : R — M tangenttivektoreiden muo-
dostama vektorikenttd toteuttaa

Vo, Uy = [0y (2.129)

Kuva 2.41: Kiihtyvyydella eteneva liike

2.9.2 Autoparalleeliyhtalot

Tasaisesti eteneva partikkeli Vv, v, =0 muodostaa nk. autoparalleeliyhtélot.

Seuraavassa johdossa kiytetddn notaatiota v, = el = 4@ 0_
Y oz ox
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0=V,,0,= Vvv(”aaia) Ve, (V%) % v V“”(%)
ks 590
) ’Waia VIV o (aia) ) ﬁa% - <3i“)
- yaa— +0® 0 qw% = ﬁq@ Y ¥ 71’%

Tama on autoparalleeliyhtdilo eli nk. tasaisesti etenevdn litkkeen yhtdld, josta
puhutaan mm. Newtonin 1. laissa. Autoparalleeliyhtdloé on erittédin laheistd
sukua nk. geodeesiyhtdlolle.

Esimerkki 2.9.1 Kdyrdn v suorin reitti 2-ulotteisessa Fuklidisessa tasossa
(R27 Ov A: vE'UK)

(Z/{ = RQ,I = Z'dRQ),
. =0

() =0=~*(t) =k t+b (k,beR)
Esimerkki 2.9.2 Kdyrin ~ suorin reittt 2-ulotteisen pallon pinnalla

(827 07 A7 vpallo)

(U x(p)=(0,0) [0 (0,7),pe(0,2m))
'y, = —sin(6) cos(d)

%, =12, = cot(0)

Fl11 = F121 = 11112 = F211 = F222 =0

Autoparalleeliyhtdldiksi saadaan
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O+T, ¢ =0

0 — sin(6) cos(0) ¢ =0
G +2cot(0) 0 =0

Eli kaikki ratkaisut 0:lle ja @:lle, jotka toteuttavat ylldolevat yhtdilot ovat
ratkaisuja suorimmiksi reiteiksi. esim 0(t) = 5 ja o(t) = k-t + pp.

2.10 Metriikka

Tésséd kappaleessa méérittelemme sileille monistoille (M, O, A, ) uuden lisa-
rakenteen. Rakennetta kutsutaan metriikaksi. Metriikka méarittelee siledn
moniston jokaisen pisteen tangenttiavaruuteen 7,M keinon laskea vektorei-
den pituuksia ja niiden vélisid kulmia. Vasta tamén lisdrakenteen avulla voim-
me laskea kidyrien pituuksia, jolloin pystymme myos tarkastelemaan kahden
pisteen valisia lyhyimpid kiyria, joita kutsutaan geodeeseiksi.

Me tulemme vaatimaan, ettd lyhyimmat kdyrat sopivat yhteen kappalees-
sa 2.8 esiteltyyn konnektioon V, jonka tulemme méérittelemaan metriikan
kautta. Téssd tapauksessa lyhyimmaéat kiayrat ovat myos suorimpia kayria.
Konnektiota, joka on metriikan méaérittelema, kutsutaan yleisesti Levi- Civita
konnektioksi V€. Gamma-symbolit I" ovat tilldin nk. Christoffelin symbo-
leita.

Metriikka on itseasiassa jo lukiomatematiikasta tuttu sisdtulo tai paremmin
sanottuna sisdtulokenttd, joka on yleistys differentiaaligeometrian ja monis-
tojen teoriaan. Monistoilla tdmé sisdtulo on maéaritelty jokaiseen moniston
pisteen tangenttiavaruuteen erikseen. Metriikka on 2. kertaluvun kovariantti
tensori, joka maédrittelee samalla isomorfismin b : T, M — T3 M moniston
tangentti- ja kotangenttiavaruuksien vilille. Kyseinen isomorfismi tunnetaan
myo6s metrisen tensorin ei-degeneroituvuus3? predikaattina®.

39¢i degeneroituvuus liittyy kuvauksen kisintyvyyteen. Tésté kiytetddin myos nimitysté
ei-singulaarisuus
40ominaisuus
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2.10.1 Metrinen tensori

Maaritelméa 2.10.1 Metriikka g siledlla monistolla (M,O, Asy) on sym-
metrinen (0,2)-tensori(kenttd), joka on seuraavanlainen multilineaarinen
kuvaus

g:T(TM)xT'(TM) — C*M
(X, Y)—g(X,)Y)=< X,V > (2.130)

jota kutsutaan metrikseksi tensoriksi tai sisdtulokentdksi. Sen on toteutettava
seuraavat ehdot:

i) Symmetria g(X,Y)=¢9(Y, X) VXY

ii) Ei-degeneroituvuus Jos ¢(X,Y) =0, VY eT, M =— X=0

Jos kysymyksessd on erityisesti Riemannin metriikka, eli Riemannin
metrinen tensori, niin vaaditaan lisdksi viela kolmas ehto:

iii) Positiivi-definiittisyys ¢(X,X)>0 VX eT,M \ {0}

Tamaé asettaa ehdon, etté sisdtulon on oltava positiivinen reaaliluku kussakin
pisteessd (argumenttien ollessa # 0).

Tarkastellaan kohtaa 7i) lahemmin. Ei-degeneroituvuus tarkoittaa isomorfis-
min muodostumista moniston tangentti- ja kotangenttiavaruuksien 7,M ja
Ty M valille. Jotta tensori g pystyisi kuvaamaan kaksi vektoria reaaliluvuksi,
silla taytyy olla keino, jolla tdmé voidaan tehd&d. Ainoat objektit, jotka
pystyvit kuvaamaan vektoreita lineaarisesti reaaliluvuiksi ovat kovektorei-
ta. Metrisen tensorin on siis ensiksi pakko luoda kovektori, jolla vektoria
voidaan mitata. Nain sisdtulo eli metrinen tensori toimii - se luo kuvauksen
jolla toinen vektoreista muuntuu ensiksi kotangenttiavaruuden alkioksi,
joka tamén jalkeen mittaa toista vektoria. Tama kyseinen kuvaus on edella
mainittu isomorfismi, joka tunnetaan nk. flat-kuvauksena b, jonka notaatio
muistuttaa nuottia*’. TA4mé& on siis tensorin ¢ luoma kuvaus. Flat kuvaus

HKirjallisuudessa samasta kuvauksesta kiytetiin usein myds notaatiota §
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maéadritellaan seuraavasti:

p: D(TM) —s T*(T M)
X — b(X) = g(X, o) (2.131)

missd b(X)(Y) = g(X,Y). Flat-kuvaus toimii siis ensiksi vektorikentt&én
X, kuvaten sen kovektorikentéksi h(X), joka taas toimii vektorikenttéén Y,
kuvaten sen moniston funktioksi (reaaliluvuksi tietyssé pisteessi). Huomaa,
ettd metriikka maaritelladn moniston jokaisessa pisteessd p € M, jolloin g:n
kuvaus moniston pisteessa p on g, : T,M xT,M — R.

Huomio 7 Riezin esityslause takaa, ettd Flat-kuvaus b on isomorfismi ava-
ruuksien T(TM) ja T*(TM) vdililli. Jos X e T(TM) ja w e TT*M), ja ha-
luamme mddritelld kuvausten (b(X)) ja (b‘l(w)) komponentit (b(X))a ja
( b‘l(w))a, niin ne mddriteltiisiin ( b(X))a = gam X ™ ja vastaavasti kovekto-
rikentille ( bfl(w))a := g%wy. Puhutaan indeksin nostamisesta ja laskemisesta
metritkan g avulla. Huomaa, ettd summausnotaatio on kaytdssda. Muistute-
taan myos mieleen atemmista kappaleista, ettd vektorikenttien komponentit
merkitddn yldindeksilli ja kovektorikenttien alaindeksid.

Metrinen tensori voidaan esittaa kartalla (U, x) seuraavasti
g = gijdz' ® da’ (2.132)
missé (g;;) on symmetrinen kokoelma sileité funktioita, joita voidaan ajatella

matriisina.

Maaritelma 2.10.2 Kometritkka g, joka liittyy metriikkaan g on sym-
metrinen kuvaus,

gL T (TM) xT*(TM) — C*=(M)

-1

(w,0) — g7 (w,0) =w( b (o)) (2.133)

Merkitsemme kometriikan komponentteja ilman ~* notaatiota, kuten g*.
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Maaritelma 2.10.3 Euklidinen metriikka
Metrinen tensori g on Euklidinen jos

0 0 0 0

Metrinen tensori on siis Euklidinen, jos on olemassa koordinaattiframe (ks.
2.7.6), jolla metrisen tensorin komponentit ovat d;; eli

10 00
g(a a)_g 5 . o !
oA | =9 =05~ o
Ort 0w 0 o = 0
00 — 0 1

Téalloin sanotaan myos, ettd metrinen tensori on "flat” tai ettd kyseinen
koordinaattiframe on 42. Metrisen tensorin Euklidisuus on siis tensorin omi-
naisuus, jonka komponentit riippuvat valitusta framesta. Esim. Euklidinen
metrinen tensori pallo koordinaateilla voisi olla

1 0 0

0 r? 0

0 0 r2sin?(0)
On sanomattakin selvdd, ettd ldheskddn kaikilla Riemannin monistoilla ei
vastaavanlaista koordinaattiframea ole mahdollista 16ytaa.

2.10.2 Signatuuri

Muistutetaan mieleen insinoorimatemaatikan kursseilta tuttu matriisin
ominaisarvojen laskeminen. Matriisin A ominaisarvot ovat reaali- tai
kompleksilukuja A, jolla yhtdlé Av = Av on ekvivalentti. Komponenttimuo-
dossa samainen yhtélo nayttaéd seuraavalta:

A% vt = \v® (2.135)

Huomaa, ettd ndméa tutut matriisit ovat itseasiassa (1,1)-tensoreita, eli niilla
on yksi yla- ja alaindeksi, toisin sanoen ne ovat multilineaarisia kuvauksia
A, :T(T"M) xT'(T'M) — R.

2 ortonormaali
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Kuten téssd luvussa on tullut ilmi, voimme esittdd myods metriikan g
matriisimuodossa. Metrinen tensori pisteessd p oli (0,2)-tensori eli multili-
neaarinen kuvaus g, : I'(TM) x I'(T'M) — R. Yritetddn seuraavaksi laskea
metrisen tensorin ¢ ominaisarvoja moniston pisteessa p. Komponenttimuo-
dossa se nayttaisi seuraavalta:

a

Jam V" = Av®  Summausnotaatio ei toimi

Huomaamme heti, ettd summausnotaatio ei toimi, joka on ensimméinen
vihje siitd, ettd metriikalla ei ole varsinaisia ominaisarvoja. Ei ole siis jarkeé
puhua (0,2)-tensorin ominaisvektoreista. Ominaisarvot voidaankin laskea
vain (1,1)-tensoreille, joka tarkoittaa, ettd (1,1)-tensorille voidaan 16ytaa
vektoriavaruuden kanta

A0 0
0 X 0

oo 0
0 0 A

n

Jossa diagonaalilla ovat (1,1)-tensorin ominaisarvot. (0,2)-tensoreille on kui-
tenkin olemassa hieman vastaavanlainen tulos. Sylvesterin? teorian mukaan,
bilineaarisen* muodon matriisiesitykselle voidaan laskea ominaisarvot, jotka
ovat aina muotoa

10 0
0 . - 0
1 :
S| :
w0

0 0 -1]

Téamaé on vektoriavaruuden kannan valinnasta riippumaton matriisiesitys, jos-
sa diagonaalilla on lukujen 1, -1 sekoitus®. Matriisista kiytetddn yleensa ly-
hennettyé notaatiota (r, s), jossa r ja s ovat lukujen 1 ja -1 lukuméaarat. Tata

43 James Joseph Sylvester (1814 1897)

4kahden argumenttipaikan suhteen multilineaarinen

4 diagonaalilla vois esiintyd myos lukuja nolla, jos tensorilta ei ole vaadittu ei-
degenetoituvuus ominaisuutta
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kutsutaan (0,2)-tensorin signatuuriksi. Esimerkiksi Riemannin metrisen ten-
sorin signatuuri kolmessa ulottuvuudessa on (3,0) eli se siséltdd diagonaalil-
laan pelkkié positiivisia lukuja 1.

2.10.3 Riemannin monisto ja Riemannin metrinen ten-
sori
Riemannin monisto on on siled monisto (M, O, Agn, GRiem), MIiSSA griem

on Riemannin metrinen tensori. Yleisesti Riemannin monistoa merkitdan
(M, g). Riemannin metrisen tensorin signatuuri on (s,0), missé s € N*.

Pseudo-Riemannian metriikka

Tama on yleisempi médritelmé, kuin Riemannin metriikka. Pseudo-
Riemannin metriikassa signatuuri voi olla +- ja — merkkien sekoitus. Jos
Pseudo-Riemannin metriikka on erityisesti (+ + ... =) tai (— + ... +) eli (3,1)
niin kysymys on Lorenzin metriikasta.

2.10.4 Kayran pituus

Jos 7 on siled kiayra. Osaamme laskea kiyrédn nopeuden eli polun tangentti-
vektorin v, , sen jokaisessa pisteessé y(t) € M.

Maéaritelma 2.10.4 Kdyran v vauhti
Riemannin monistolla (M, O, Agn,g) kayrdin vauhti pisteessd p = y(t) on
lukuarvo S(t),

V9(vy,0y) = S5(1) (2.136)

(1)

Kayran wvauhdin maadrittamiseen tarvitaan metriikkaa. Kéayrdn pituuden
laskemiseen tarvitaan vauhtia.

Maaritelma 2.10.5 Jos v:(0,1) — M on siled kiyrd, niin silloin kdyran
v pituus on lukuarvo L{v] € R.

L[] ::foldtS(t) zfoldt g(vy,vy) (2.137)



104

Esimerkki 2.10.1 Tarkastellaan pydredta palloa ja sen pdivintaasaajaa, jo-
ka esitetidn kayrdlld . Pallon sdde on R, ja sen metritkka on annettu lah-
jakst muodossa:

R o
9= 0 R2sin2(0)

Kayrdn ~ komponentit esitettynd kartalla (U,x) ovat:

0(t) = (z' o) (1) = 5

p(t) = (22 0y)(t) = 2mt®

Lasketaan seuraavaksi komponenttifunktioden derivaatat. Muistamme aikai-
semmista kappaleista, ettd vy, =, =} (a(?zi )p = (20 7) (to) (5 )p

0(t) = (z'07) (t) =0

o(t) = (220 7) (t) = 67

Seuraavaksi kdaytamme yhtalod (2.137) pdivantasaajan pituuden laskemiseksi.

L= [ deoen 0

= [Tat o (00 0(0)) (o) (1) <:cw>'<t>) (2139)

peM

1
_ f dt\/R2-0+ R2sin2(6())) - 367248
0
1
1t3 =21R
NE

1
_ 67R f 24t = 67 R
0
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Funktion vektorikenttégradientti grad(f)

Funktion gradientti on maéaritelty funktion differentiaalina df, joka on
kovektori(kenttd). Insindérimatematiikan kursseilla funktion gradienttiin
viitataan aina tavallisena vektorikenttédnd. Funktion vektorikenttéigra-
dientti voidaan maéaritellda metriikan ¢g avulla, kun kéiytetddn metriikan
ei-degeneroitoituvuutta (kddntyvyyttd) hyvéksi kuvaamalla df nuottiku-
vauksen b~! avulla tavalliseksi vektoriksi.

Maaritelma 2.10.6 Olkoon (M,g) Riemannin monisto ja df funktion gra-
dientti. Funktion [ vektorikenttigradientti grad(f) mddritellian siten, ettd

/1, s. 342]

00
oxt 0xJ

grad(f) = _bl(df) = (2.139)

Vektorikentian divergenssi

Olkoon (M,g) Riemannin monisto. Vektorikentdn X divergenssi div(X)
voidaan esittdd my0s metrisen tensorin avulla [1, s. 436]

div(X) = aii (Xi\/det(g)) (2.140)

1
\det(g)

Funktion Laplacian

Maaritelma 2.10.7 Funktion ue C°(M) Laplacian [1, s. 436]

Olkoon (M, g) Riemannin monisto. Lineaarinen kuvaus & : C*(M) —
C*> (M) joka on mddritelty Au := div(grad(u)) on funktion u Laplacian tai
Laplacen funktio

A(u) = div(gmd(u)) =

—\/%@ %(g”\/det(g)%) (2.141)
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2.10.5 Geodeesit

Tasséd kappaleessa otetaan varaslahtd Lagrangen mekaniikkaan, mikéd on té-
mén tyon yksi padaihe. Geodeeseja pitéisikin kasitelld vasta, kun Lagrangen
formalismi on tuttua. Geodeesit liittyvéit kuitenkin vahvasti metriikkaan,
joten siind mielessd ne ovat hyvéa esitella téssa vaiheessa. Kappaleessa esiin-
tyvia uusia kasitteitd, kuten stationddrinen selvitetddn paremmin Klassisen
mekaniikan luvussa, Lagrangen mekaniikan osiossa. Tamén kappaleen pitaisi
antaa kuitenkin suuntaa siitd, kuinka fundamentaalisesta teoriasta Lagran-
gen formalismissa on kysymys.

Maaritelma 2.10.8 Kayrad v : (0,1) — M kutsutaan geodeesiksi Rieman-
nin monistolla (M, O, Agm, g), jos se on stationddrinen kiyrd verrattuna sen
pituusfunktionaaliin L.

Teoreema 2.10.1 [5] Kdyrd v on geodeesi jos se toteuttaa Euler-Lagrangen
yhtalét Lagrangianilla L, joka on

L:TM —R
(7, 9) = L(v, %) = Va(3,%) (2.142)

missa paikkariippuvaisuus v tulee esiin metrisessd tensorissa g, tarkoittaen
g(v,y) = gi;(v(t)) A (t)4(t)). Kartalla (U € M,x) esitettynd Euler-
Lagrangen yhtalot ovat:

oL d{ 0L

Luvussa 2.7 esittelimme tangenttikimpun 7'M kartan (z™,i™). Jos kiyrin
v ja sen tangenttivektoreiden komponentit esitetdén kyseiselld kartalla, ovat
kuvaukset kokonaisuudessaan (z™ o v)(t) ja 4 (2™ o)(t), joista kéiytetddn
myos lyhennettyja notaatioita 4™(t) = ja y™(t) vastaavasti. Kédytdmme nyt
kyseistd karttaa laskeaksemme FEuler-Lagrangen yhtalot edelld esitetylla
Lagrangianilla 2.142, joka on kartalla esitettyna

L(v.4) = V95 (3.%) = Vo (()) 7(£) 7 (1)) (2.144)
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Lasketaan yhtalo (2.143) Lagrangianilla 2.144 purkamalla se osiin. Tarkas-

tellaan ensimmaiseksi jalkimmaéista termia %(8%—2”).

oL _ 1
07" g (v(1) (1) (1))

g (V(1)) (1))

d{ oL\ d 1 g
i) dt(wz-j(v(tw(twi(t)))g"””“))” "

: 9Gm; el e
GG (g””(“t)”]“) (%)) <tw<t>)

Huomaa, ettd tuloksen viimeistd termid, jossa metriikkaa derivoidaan
harvemmin nahdaan, koska se on nolla R™:ssd, jossa metriikka on flat.

Lasketaan seuraavaksi ensimmainen termi aaz—en.
oL 1 (8gij )( N
= ——— = (v(1) A () A (1))
MM 2-\/gi (7 (1) (1) A7 (£) \ 9V

Kéayran pituus on parametrisoinnista riippumaton, joten voimme paramet-
risoida kayrdn kuten haluamme. Tarkoittaen sitd, ettd kiyrdn pituuden
kannalta on yhdentekevdd millainen nopeus silla on sen eri pisteissa. Jos
maéadrittelemme sopivan parametrisoinnin, niin padsemme ikdvista nelicjuuri
lausekkeista eroon. Sopiva parametrisointi on

9(3.%) = gis(v(1)) 7' (1) 7 (8) = 1 (2.145)

Joka tarkoittaa, ettd kdyrdn vauhti on vakio polun jokaisessa pisteessa.
Talloin termit tiivistyvat muotoon

7352 ) ooy (2.146)
(25 ) st (22 )ew)roin e
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Jotka néyttavit ilman parametreja seuraaviltal

St /R PO 2.14
oy 2(%771)7 ol (2.148)
d{ oL ) OGmi .

i ) IR Bl B 2.14
dt(aw) Gmi Y + ( e )’y gt (2.149)

2.10.6 Levi-Civita konnektio ja Christoffelin symbolit

Niputetaan seuraavaksi edelld saadut yhteen Euler-Lagrangen yhtéal6ihin
2.143. Saadaan seuraavaa

dar 19\ .. \gm
e O T

Yhtaloa (2.150) kerrotaan seuraavaksi "kéénteismetriikalla” eli kometriikalla
valitsemalla indeksit sopiviksi. Ideana on saada metriikan komponentit
tippumaan pois, koska muistetaan, etta g,; g% = 5] Saadaan:

()3

. 1{0Gm;i O¢mi Ogi
q qm _ my mi _ YJy -0
7ty 2( Oy + Oyi  oym A4

Fq
ij

(2.151)

Yhtalo on saatu jo entuudestaan tuttuun muotoon, joka esiteltiin lu-
vussa 2.8 konnektio. Tamén yhtdlon loytdd suoraan wikipediasta, kun
haetaan ohjeita christoffelin symbolien laskemiseksi. Konnektiokertoimet eli
[-symbolit voidaan maéaritelld siis metriikan avulla. Né&itd ['-symboleita,

46Jos E-L yhtilsihin kytketdsin pituusfunktionaalin +/g(7.7) sijasta liike-energia
%g(ﬁ,*’y) saadaan sama tulos. Kertoimella % ei ole merkitysté - tdmé olla m.v. vakio
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jotka ovat madritelty metriikan avulla kutsutaan erityisesti Christoffelin
symboleiksi ja konnektiota Levi-Civita konnektioksi V. Yleensd tdma
valinta Levi-Civita konnektioksi tehd&an eksplisiittisesti, kun metriikka ¢
tunnetaan, tarkoittaen (M,0, A,,,q9) — (M,0, A, g, VEC). Puhutaan,
ettd metriikka ¢ indusoi konnektion V€.

Huomio 8 Kun tunnetaan konnektio, tiedetddn pisteiden viliset suorimmat
reitit. Kun tunnetaan metriikka, tiedetadn pisteiden viliset lyhyimmat reitit.
Kun metritkka on luonut konnektion, kahden pisteen vdiliset suorimmat reitit
ovat myos lyhyimpid reittejd.

Huomio 9 FEuler-Lagrangen yhtdlot minimoi funktionaalin®® L, joka yhtd-
loihin kytketddn, tarkoittaen ettd Fuler-Lagrangen yhtdldiden ratkaisusta saa-
dun differentiaaliyhtdlosysteemin ratkaisuna oleva polku®®, kuvastaa kyseessd
olevan systeemin lyhintd/tehokkainta mahdollista reittid avaruuden eri pis-
teiden valilld. Tdsta lisda kappaleessa 3.2 Lagrangen mekaniikka.

2.11 Symmetriat

Kappaleen aiheena on symmetria, mutta itse tarkoituksena on esitella muuta-
ma uusi differentiaaligeometrian tekniikka, joita tarvitaan myohemmin klas-
sisen mekaniikan kappaleessa. Monissa mekaniikan tehtéavissa on hyodyllistéa
loytaa tarkasteltavasta systeemistd symmetrioita. Jos tarkasteltavien objek-
tien liikeradoilla on symmetroita suhteessa systeemin joihinkin ominaisuuk-
siin, voi litkeyhtélot ja laskentatyd helpottua huomattavasti. Symmetrian ké-
site ei kuitenkaan matemaattisformaalissa mielessé ei ole niin yksiselitteinen.
Symmetrioiden méarittdmiseksi meilld on tehokas tyokalu nimeltdan Lien
Derivaatta, jolla rotationaalisten symmetrioiden tarkastelu tulee helpoksi.
Jotta voisimme ymmartad kyseistd tekniikkaa, meidén taytyy kuitenkin en-
sin esitelld differentiaaligeometriassa hyvin yleisesti kiytetyt push-forward ja
pull-back tekniikat. Meiddn on myd6s otettava nopea katsaus laajaan aihee-
seen nimelta vektorikentan virtaus.

2.11.1 Push-Forward kuvaus

Jos ¢ : M — N, missa M ja N ovat sileitd monistoja. Niin kuvaus
¢, : TM — TN on nk. push-forward kuvaus*®. Puhs-forward kuvaa mo-

4TFunktionaali on erityisnimi funktiolle, jonka ldhtdjoukkona on vektoriavaruus ja maa-
lijoukkona R. My6s vektorit ja kovektorit ovat funktionaaleja.

48liikerata

194, notaatiosta kiytetdin kirjallisuudessa myds merkintiid de
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niston M tangenttiavaruuden 7'M vektorin moniston N tangenttiavaruu-
teen T'N. Katsotaan alla olevaa diagrammia, jossa nakyvéit edelld mainitut
kuvaukset. Kaaviossa néakyvat selkeyden vuoksi myos projektiokuvaukset ,
jotka esiteltiin vektorikenttien luvussa.

M ¢ N / R
M TN
oM
TM TN

Kuva 2.42: Diagrammi, push-forward kuvaus ¢,

Seuraavaksi maéaarittelemme push-forward kuvauksen ¢,. Jotta voimme
ymmartdd kuvauksia yleisesti, meiddn taytyy selvittdd sen toimintaa. Jos
on olemassa vektori X € T'M, niin selvisti ¢.(X) € T*N. Tangenttiava-
ruuden elementit eli vektorit pystyivit toimimaan funktioon kuvaten ne
reaaliluvuiksi. Ylldolevan kuvan mukaan funktio f on kuvaus f: N — R eli
feC>=N. Talloin ¢,(X) pystyy toimimaan funktioon f.

Maaritelma 2.11.1 (Push-forward kuvaus)

¢* : TM — TN
X — 0. (X)
missa,
6. (X)) = X(fo0) = X (o) (2.15)

Push-forward kuvauksen indusoi monistojen vélinen kuvaus ¢ : M — N.
Push-forward tyontdd moniston M tangenttivektorit moniston N tangent-
tivektoreiksi. Jos kdyrd ~ sijaitsee monistolla M, niin monistolla N oleva
kiyrd on talléin ¢ o . Push-forward kuvauksella saamme siis katevésti
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kiyran ¢ o v tangenttivektorit. Tarkoittaen

G+ (0, p) =V 4oy, o(p) (2.153)

Esimerkki 2.11.1 Deformaatiogradientti F

Kontinuumimekaniikka eli  jatkuvan aineen mekaniikka kdsittelee kap-
paleen kinetiikka ja dynamiikkaa, kun sisdiset muodonmuutokset otetaan
huomioon. Yksi ehkd tdrkein kontinuumiteorian kulmakivi on nk. deformaa-
tiogradientti. Deformaatiogradientilla ei ole tekemistd gradientin kanssa,
vaan se on symmetrinen kaksi-piste tensori®®. Deformaatiogradientti kuvaa
referenssitilassa olevia muutoksia defermoituneen tilan muutoksiin.

Jos tarkastellaan kappaleen deformaatiota, jossa alku- ja lopputila ennen
deformaatiota ja deformaation jdilkeen ovat molemmat sileitd monistoja.
Kutsutaan nditd monistoja M ja N wvastaavasti, niin deformaatiogradientti
F on tdlloin madritelty

F:T*NxTM — R
(0, X) — F(w,X) =w(¢:(X)) (2.154)

mMissa

(00 () =ty 0.(X" )

= w, X' dy" @(ii) = w X' @(ayé)
Ox

ox’
0
5 e0)

=w, X"

2.11.2 Takaisinveto, Pull-Back

Push-forward kuvauksella on sukulainen. Sukulaisen nimi on Pull-back
kuvaus. Kun push-forward toimii vektoreille ja vektorikentille, niin pull-back

*0Tensorin argumentteina vektori ja kovektori, jotka ovat perdisin eri monistoilta
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toimii sitédvastoin kovektorikentille. Jos meilld on sama kuvaus ¢ : M — N
joka toimii sileiden monistojen M ja N vililla, niin pull-back toimii vas-
takkaiseen suuntaan kiyttden kotangenttiavaruuksia T*N ja T*M. Ks. alla
oleva kuva ja nuolten suunnat.

T™ O TN
M TN
M ¢ N / R
Iy 115Y;
T*M i T*N

Kuva 2.43: Pull-back kuvaus

Maaritelma 2.11.2 Pull-back kuvaus ¢*

o T*N — T*M
wr— ¢ (w) (2.155)

Missd pull-back toiminta vektorikenttadn X on mddaritelty

9" (w)(X) = w(d.(X)) = wady” (¢4(X)) =wa (¢:(X)) y* (2.156)

Pull-back maéaritellaédn siis push-forward kuvauksen kautta. Pull-back ku-
vauksen maédritelmaé voidaan ajatella niin, etté takaisin vedetty kovektori,
joka toimii vektoriin, on sama kuin eteenpiin tyonnettty vektori, johon ko-
vektori toimii.

Esimerkki 2.11.2 Tarkastellaan kahta siledd monistoa (S%,0,A) ja
(R3, 04, B) ja niiden wvdlista nk. upotuskuvausta (engl. immersion, embed-
ding) ¢ : S* — R3. Upotuskuvaus ¢ on annettu kartoilla (U,x) € A ja
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(R3,y =idgs) € B seuraavasti

yogf)ox_l :S?2 5 RS
0,p) — (a cos(0) sin(p),b cos(0) sin(yp),c cos(gp))

missd a,b,c € R*. Huomautettakoon kertauksena, ettd emme voi sanoa
monistojen muodoista vield maitdan, koska konnektiota tai vaihtoehtoisesti
metritkkaa, joka muodostaisi konnektion ei ole vield mdadritelty.

Seuraavaksi mddarittelemme monistolle (R3, Oy, B) Euklidisen metriikan g,
jonka komponenttifunktiot néayttivit kartassa (R3,y) seuraavalta.

=0;; jokaisessa pisteessd p € R3

_ o O

10
Gij (P) =0 1
0 0

Nyt kun tiedimme metritkan g monistolla (R3, O, B), voimme mddrittad
metritkan g monistolle (S?,0,A) kdayttamalld pull-back kuvausta ¢*. Tar-
koittaen g = ¢*(g). Metriikan komponentit g,., ovat tdlldin

o 0 0

o 0 9
gm”:g(axm’%):W(g(ayi’a_zﬁ)):g(@ 9a)
T L 0
= 0iydy" @ dy’ (65—, ¢*%):5ijdyl(¢*—ax ) (0 57)
Qi \, . Oy
:@j(mm—ym)(%i ) = U(a —(y' o ¢>))( 0)

)
= 0 (Om(y 0 po ™)) (On(y’ °¢°~”7 H)
= 0ij(Om(y o poa™))(9u(y’ 0 pox™))

Tdsta laskemalla saamme ellipsoidin metritkan komponentit
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g11 = acos?(0)cos®(p) + b2 sin?(0)cos® () + c*sin*(p)

g12 = a*cos(0)cos(p)sin(0)sin(p) + b?sin(0)cos(¢)sin(0)cos(p)
go1 = Q12

g2z = asin?(0)cos® () + b*cos®(0)sin®(p)

Vastaavalla tavalla lasketaan minkédtahansa silein moniston metriikan kom-
ponentit tietylld kartalla, kun upotuskuvaus ¢ tunnetaan®!'. Idea esimerkki-
tehtdviin saatu ldhteesta [5], jossa késiteltiin samantyylisia tehtévid. Vastaa-
va, mutta erityylinen tapa laskea "pull-back”™metriikka 16ytyy esim. lahteesta
[1, s. 331].

2.11.3 Vektorikentan virtaus

Differentiaaligeometriassa ollaan usein kiinnostuneita poluista®® ~, joiden
tangenttivektorit v, tuottavat jonkin tietyn vektorikentan X.

Integraalikiyra
Madéritelma 2.11.3 Integraalikdyra®?
Jos (M,0,A) on siled monisto ja X on vektorikenttd kyseisella mo-

nistolla M, niin kdyrad v : I ¢ R — M kutsutaan vektorikentin X
integraalikdayraksi jos

Uy () = Xot) (2.157)

eli polun v muodostamat tangenttivektorit vastaavat vektorikenttida X .

*Toruksen upotuskuvaus: (6, ) - ((R+rcos(0))cos(g0), (R+rcos(9))5in(<p),rsin(@))

Pallon upotuskuvaus: (6, ¢) — (rcos(@)oos(cp),rcos(ﬂ)sz’n(gp),rcos(gp))

52Ksyra, polku, trajektori ja liikerata ovat synonyymeji, joita kiytetiin eri asia yhteyk-
Ssissa

53Integraalipolku
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Kokonainen vektorikentta

Maaritelma 2.11.4 Kokonainen vektorikenttd

Vektorikentin X sanotaan olevan kokonainen (engl. complete) jos kaikki
integraalikdyrdt v omaavat ldhtojoukkonaan koko reaalilukujen joukon R,
tarkoittaen I = R.

Kokonaisen vektorikentian virtaus

Maaritelma 2.11.5 Tdydellisen vektorikentin X wvirtaus
Tdydellisen vektorikentdn X virtaus hX on kuvaus

X :Rx M — M
(t,p) — (1)
Siten, etti v,(0) = p ja vy, 5, = Xy, €li vp on vektorikentin X integraali-

kdyra.

Virtaus ottaa argumentikseen lahtopisteen p ja polun siirtyméparametrin ¢.
Parametri ¢ kertoo siis polun siirtymén ldhtopisteesta p. Ks. esim. 2.11.3.
Edellinen méaaritelméa voidaan esittdd myos kiinnittamalla argumentti ¢ eli

h¥:M — M
p > (1)

Esimerkki 2.11.3 Jos walitsemme vektorikentin X integraalikdyrdks:
kdayrin ~, : R — M, missi v(0) = p, niin esimerkkikuva voisi ndyttdd
seuraavalta. Parametri t surtdd patkkaa integraalikayrdalld .

/7
N\

N

Yp(t) = hX(t,p) = ¥ (p)
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Kuva 2.44: Integraalikdyra ja vektorikentan virtaus

2.11.4 Lien algebra

Otetaan aluksi esille kappaleessa 2.7 méérittelemdamme kaikkien vek-
torikenttien joukkoa I'(T'M) (2.7.6). Téami joukko oli C° (M )-moduli
eli O (M )-vektoriavaruus renkaassa. Tamé tarkoitti karkeasti sitd, ettd
pystyit kertomaan joukon alkioita eli vektorikenttid funktioilla. C*(M)-
moduli on hyvin yleinen méaaritelma. Voit rajoittaa modulin kertolaskun
madrittelyaluetta késittelemélla sitd vain sitd R-modulina, koska se ™up-
poaa” C°(M)-modulin mé&éritelman siséén. Taméa luonnollisesti siksi,
ettd reaalivulla kertolaskua voidaan ajatella vakiofunktiolla kertolaskuk-
si. Téassé kappaleessa vektorikenttien joukkoa I'(T'M) kisitelladn R-modulina

Maaritellaan nk. kommutaattori-operaattori [e, o], joka on antisymmetrinen
R-bilineaarinen®® kuvaus

Maaritelma 2.11.6 Kommutaattori-opetaattori

[o, o] : F(TM) X F(TM) — F(TM)
(X,)Y)— [X,Y]

Joka toimii funktioihin f e C~(M) seuraavasti
[(X,Y](f) =X [)-Y(X[) (2.158)

Esityksestd (2.158), voidaan johtaa kommutaattorin [X,Y] koordinaatisto
esitys

m 0 L O0XT\ 0
[X,v]=(X G ¥ =Y 8xm> o (2.159)
Kommutaattorilla on seuraavat kolme ominaisuutta:
i) [X.Y]=[V,X] (2.160)
i) [ NX+ZY]=\NX,Y]+[Z2,Y] (2.161)
i) [X.[Y, 2]+ [Z.[X. Y]]+ [Y.[Z,X]] = 0 (2.162)

54 Kahden argumenttipaikan suhteen multilineaarinen
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missé A € R. Kohta i) antisymmetrisyys, kohta ii) R-lineaarisuus ja kohta iii)
Jacobin identiteetti.

Algebraa (I'(T'M),+,-,[e,e]) kutsutaan Lien Algebraksi, jossa kommu-
taattori toimii joukon alkioiden "kertolaskuna”. Mainittakoon itsestdan
selvyytend, ettéd téssd joukossa on kaikki mahdolliset vektorikentét joita on
adreton madra. Ks. Tangenttiavaruuksien kappaleesta 2.6 Algebran maééri-

telmé 2.6.2.

2.11.5 Lien subalgebra

Valitaan seuraavaksi vektorikenttien kokoelmasta I'(T'M) #érellinen jouk-
ko vektorikenttid (Xi,...,X,), joita on yhteensd s kappaletta ja jotka
sijaitsevat siledllda monistolla M. Jos vektorikentat on valittu siten, ettd ne
toteuttavat

(X5, X;]1=C", Xy i, k=(1,....5) (2.163)

missa C’“Z.j € R kertoimia kutsutaan rakennevakioikst, niin vektorikenttien ko-
koelma virittaa téalloin I'(T'M ):m aliavaruuden spang{Xi,..., X), jota mer-
kittakoon notaatiolla L. %°

Koska kommutaattorin tulos pysyy viritetyssa avaruudessa, voidaan kyseisté
joukkoa pitda algebrana, joka tunnetaan paremmin nimelld Lien subalgebra

Maaritelma 2.11.7 Lien subalgebra

(spanR{Xl, cos Xh [o,o]) (2.164)

L

Lien subalgebran ideana on saada vektorikenttien joukon dimensio &darelli-
seksi ja muodostaa sitd kautta uusi algebra. Vektorikenttien lukuméara s on
useissa sovelluksissa kolme. Esimerkkeja Lien subalgebroista voi katsoa esim.
lahteesta [24] tai [1].

Svektorikenttien (X7,...,X,) kokoelmalla on seuraavanlainen ominaisuus: Jos otat
kommutaattorin misté tahansa kahdesta vektorikentdstd kyseisestd joukosta, niin tulos
voidaan aina esittdéd joukon vektorikenttien lineaarikombinaationa.
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2.11.6 Symmetria

Maaritelma 2.11.8 Lien subalgebra (L,+,-,[e,e]), jonka dimensio on s,
sanotaan olevan metrisen tensorikentdn kanssa symmetriassa jos VX € L

(h¥) 9(A, B) = g(A, B)
= g((n¥),(A), (n¥),(4)) = 9(A, B)

(r¥) g(aB)

VA, BelL jaVteR .

Edellinen voidaan esittdd myos ilman argumentteja®s A, B

(h)g=9
= (h}) g-g=0

Koska maéritelméa 2.11.8 vaaditaan YA, B € L.

2.11.7 Lien derivaatta

Edellisen kappaleen symmetrian méaritelma 2.11.8 voi olla intuitiivisesti sel-
vi. Kdytat vektorikentin X virtausta (hX : M — M ) hyviksi tyontamalla
vektoreita eteenpéain push-forward tekniikalla ja lasket sisdtulon. Vertaat
tatd saatua tulosta sisdtuloon, joka on saatu vektoreilla ennen niiden siirté-
mistd push-forward kuvauksella®”. Tama ei kuitenkaan ole valttamatta niin
mukava laskea®®. On olemassa huomattavasti kitevampi operaattori taysin
vastaavalle symmetrian tarkastelulle, joka on hyvin yksinkertainen. Sen
madritelmé muistuttaa huomattavasti edellistd symmetrian méaritelmaa.

Maaritelma 2.11.9 Lien subalgebra (L,+,-,[e,e]), jonka dimensio on s,
sanotaan olevan metrisen tensorikentdn kanssa symmetriassa jos VX € L

56jotka ovat vektorikenttid
57Pull-back kuvaus masritelldsn push-forward kuvauksen avulla
58Pitiisi varmistua, etté tulos pitee kaikilla siirtymsén t € R arvoilla
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=0 (2.165)

t—0

jossa vasemman puoleista termid kutsutaan g:n Lien derivaataksi vektori-
kentin X suuntaan. Kyseisessd tapauksessa tasta kaytettdisiin notaatiota
EXg =0.

Lien derivaatta ja sen kiytto laskennassa méaritellddn seuraavasti.

Maaritelma 2.11.10 Lien derwaatta
Lien derivaatta L sileilla monistolla (M,0,A) on kuvaus

L:T(TM)xT(TTM) — T(TTM) (2.166)

(h¥) Ty = T,
}

(X, T) — %in& (2.167)

Lien derivaatta funktiolle

Lie derivaatta toimii funktioille € C*° (M) seuraavasti

Lxf=Xf (
Lx(f+g9)=Lxf+Lxg (2.169
(
(

~.
o~
-~

Lx(fg)=9g Lxf+[ Lxyg
Lxwf=Lxf+Lyf

~
.S
~— — N

.
4
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Lien derivaatta vektorikentille

Vektorikentille

i) LxY=[X,Y]
Z’L) EX(Y+Z):£XY+£XZ
i) ﬁx(fY) =Lx(f)Y +f Lx(Y)
iU) £X+yZ = ﬁxz + EyZ

missd f € C°(M) ja X,Y,Z € T'(TM). Huomaa, ettd Lien derivaatalle ei
vaadita ensimméisen argumenttipaikan (ala-argumentti X) suhteen C* (M )-
lineaarisuutta. Kohdassa i) kysymys on aikaisemmin méérittelemastamme
kommutaattorioperaattorista 2.11.6.

Lien derivaatta kovektorikentille

D) Lxw=ixdw+d(ixw) (2.176)
ii) Lx(w+o0)=Lxw+Lxo (2.177)
i) Lx(fw)=Lx(flw+[f Lx(w) (2.178)

(2.179)

’M)) £X+yw = EXW + ,Cyw

missi w,o € [(T*M) ja f e C(M). Kohdassa i) on sovellettu myShemmin
esiteltdvid Cartan’n kaavaa 2.12.4.

Lien derivaatta yleisille tensorikentille

Kun on esitelty kuinka Lien derivaatta toimii funktioihin, vektorikenttiin
ja kovektorikenttiin, voidaan maéaéritella Lien derivaatan toiminta yleisesti
(r,s)-tensorikenttiin. Lien derivaatan on toteutettava seuraavat nelja aksioo-
maa.

i) Lxf=Xf

i) Lx(T®S)=LxT®S+SeLxT
iii) Lx(T(w,Y))=LxT(w,Y)+T(Lxw,Y)+T(w,LxY)
iv) Lxda=dLxa
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Missd T, S € I'(Tr M). Kohta i) Lien derivaatan toiminta funktioihin. Kohta
ii) Lien derivaatta toteuttaa Leibnizin sddnnon tensorikenttien tensori-
tuloille. Kohta iii) Leibnizin sd&nto tensorien méaaraamille kuville eli nk.
tensorien kontraktioille. Kohta iv) Lien derivaatta kommutoi differentiaali-
muotojen kanssa. * Kohta iii) eli Leibnizin kontraktiosadnté pétee samaan
tyyliin my6s (r,s)-tensoreille. Edelld esitetty toiminta vain (1,1)-tensorille.
Lien derivaatta ja kovariantti derivaatta ovat hieman samankaltaisia
suuntaderivaatta operaattoreita. Molemmat ovat lineaarisia, toteuttavat
Leibnizin sddnnén, ja toimivat funktioihin yhtéldisesti. Varsinaisen eron
muodostaa niiden toiminta (ko)vektorikenttiin. Kovariantissa derivaatassa
tarvitsimme tahdn I'-konnektiokertoimia, jotka ovat lisdrakenne siledlle
monistolle. Lien derivaatassa mitaén lisaranteita ei tarvita. Liséksi Lien
derivaatta ei ole ensimmaéisen argumenttipaikan suhteen C*(M)-lineaarinen.

Lien derivaatta on siind mielessd “parempi” suuntaderivaatta operaat-
tori, ettd tila-avaruutena oleva siled monisto ei vaadi lisdrakenteena
konnektiota®®. TAmé& on oire siitd, ettd Lien derivaatalta puuttuu tensori-
aalisuus suunta-argumentin suhteen ja juuri tdmé ominaisuus on se, mita
kovariantille derivaatalle on lisdrakenteella hankittu.

Esimerkki 2.11.4 Kowvariantin deriwaatan ja Lien derivaatan toiminta
vektorikenttidan € T'(TM) - vertailu.

X q . .
VyY = (Xza_Yi +I7, XY ) 0 (2.184)
ox ot

I

o™ iaX.q) 0 (2.185)

LXY:(X oxt - oxt /1 0xe

Esitmerkki 2.11.5 Kovariantin derivaatan ja Lien derivaatan toiminta
kovektorikenttidin w e T'(T*M) - vertailu.

59 differentiaalimuodot seuraavassa kappaleessa
60tai metriikkaa, jossa metriikka mé#rittis konnektion (Levi-Civita)
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Vaw= (X' o= = Ty Xlw; )dat (2.186)
——
i
0wy axX'y .,
Lxw=(X ot i )dz (2.187)

Huutomerkeilld viitataan valittuun lisarakenteeseen (konnektioon). Huomaa,
ettd kovariantti ja Lien derivaatta toimivat eri tyyliin, tarkoittaen ettd kom-
ponenttien jalkimmdiset termit ovat aina vastakkaismerkkiset. Kun otetaan
kovariantti derivaatta kovektoreista, tuloksen etumerkk: on negatitvinen, kun
taas sitavastoin Lien derivaatassa etumerkki on positiivinen.

Esimerkki 2.11.6 Metrisen tensorinkentdn g = g;;dx* ® dz? Lien derivaatta
vektorikentin X suuntaan - komponenttiesitys.

mi——— + Qim——— 2.188
iJ 8xm T J aZL‘Z 9 8ZE] ( )

Esimerkkid voidaan soveltaa suoraan mdaritelmdadn 2.11.9, jolla voidaan
tarkistaa, tuottaako metriikka symmetrian. Lien derivaatan avulla laskenta
tyo helpottuu.

Lisda Lien teoriasta lahteista [1, s.150-161], [24], [23, s. 189-249].

2.12 Differentiaalimuodot

Esittelimme multilineaarisen algebran kappaleessa symmetrisen tensorin,
jonka yksi tarked sovellus oli Metriikka kappaleessa esitelty metrinen tenso-
ri g. Tasséd kappaleessa keskitytdan kovariantteihin antisymmetrisiin tenso-
reihin, joita kutsutaan myo6s nimelld k-kovektori. Erityisesti kappaleessa tar-
kastellaan nk. differentiaalimuotoja, jotka ovat kovariantteja antisymmetrisia
tensorikenttia sileilld monistoilla. Yksinkertaisin esimerkki differentiaalimuo-
dosta on kovektorikenttd. Namé antisymmetriset tensorikentét ovat paljon
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kiytetympia objekteja fysiikassa, kuin edelld mainitut symmetriset tensori-
kentédt. Taméan kappaleen keskeinen lineaarinen operaattori on nk. exterior
deriwaatta d, joka on funktion differentiaalikuvauksen yleistys. Tama kuvaus
ei siis toimi pelkéstdédn sileisiin funktioihin, kuten df, vaan yleisesti anti-
symmetrisiin tensorikenttiin eli differentiaalimuotoihin. Tarkastellaan aluksi
alternoivia eli antisymmetrisia tensoreita yleisesti.

Antisymmetriset tensorit

Olkoon V' vektoriavaruus. Kovariantin 2-tensorin g : V x V — R sanotaan
olevan antisymmetrinen, jos sen maardaméan kuvan arvon etumerkki vaih-
tuu, kun sen argumenttiparin jarjestystd muutetaan, tarkoittaen

w(v,u) = -w(u,v)

missa v,u € V. Yleisesti antisymmetriselle eli kovariantille k-tensorille tdmé
tarkoittaisi w(Xy,..., X, ..., X;,...X,) = —w(Xy,..., X;,..., X, ... X,).
Kappaleessa 2.4.10 maérittelimme symmetrisen tensorin. Tehd&idn nyt
vastaavanlainen méaritelméa antisymmetriselle tensorille. Tensorituloava-
ruus 7' = V ® --- ® V, voitiin esittdd sen symmetrisen ja antisymmetrisen
tensorituloavaruuden (aliavaruuksien) suorana summana, jota merkittiin
T =X @) Tama tarkoitti sitéd, ettd jokainen tensori ¢ € T, voitiin esittaé

sen symmetrisen osan ja antisymmetrisen osan summana. On siis olemassa

Y

. . Sym o . . N .
kanoninen symmetrisointikuvaus 7" — ¥ ja antisymmetrisointikuvaus, joka
esitellaan seuraavasti:

AntiSym : T — Q)
© —> AntiSym(yp)

miké p:n ollessa kovariantti 2-tensori maéritellaén
1
AntiSym()(X,Y) = 5 (#(X,Y) = oY, X)) (2.189)

ja o ollessa kovariantti k-tensori

1
AntiSym(a)(vy, ..., vx) = o Z (sgn U)a(vg(l), . ,vg(k)) (2.190)

O’ESk
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missé Sy on permutaatioiden {1,... k} ryhmé, sgn o on etumerkki, joka on
"-merkkinen, kun permutaation eli argumenttipaikkojen vaihdon maéra on

parillinen, muulloin "+”-merkkinen. Kuvaus Ant:Sym on luonnollinen pro-

jektiokuvaus vektoriavaruuksien T ja €2 c T valilla.

T-S@Q

Kuva 2.45: Antisymmetrisyys kuvaus

Esimerkki 2.12.1 « on yleinen kovariantti 2-tensori. Sen antisymmetrisen

osan maaraama kuva on

AntiSym(a)(X,Y) = %(a(X, Y)-a(Y, X))

Esimerkki 2.12.2 3 on kovariantti 3-tensori. Sen antisymmetrisen osan

maaraama kuva on
AnﬁSanﬂ(XJCZ)zé(ﬂ@YJCZ)+BOCZVX)+BQ1X;Y)
-B(Y. X, Z)-B(X,2,Y) - B(Z,Y, X))
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Kirjallisuudessa (2.190) esitetaén seuraavassa muodossa, joka on antisym-
metrisyyskuvauksen yleinen méaaritelma

Maiaritelma 2.12.1 Antisymmetrisyyskuvaus

AntiSym(a) = % > (sgn U)Uoz

* oeS

missa °a on permutoitu tensori.

Esimerkki 2.12.3 Jos a ja 8 ovat molemmat kovariantteja 1-tensoreita eli
kovektoreita, niin AntiSym(a ® ) on

AntiSym(a® ) = (oz®ﬁ Bea) (2.191)

Esimerkki 2.12.4 Olkoon n kovariantti I-tensori ja ¢ kovariantti k-tensori.
Tdlloin AntiSym(n ® @) on

AntiSym(n® @) = l)' > (sgn 0') n oy (sgn 7') (2.192)
oeSy T€SE

- (kil)! SZ ) (sgn o7)" (n® ) (2.193)

= (k}-l)! ; (sgn v)w(n@)gp) (2.194)

missa vy = oT.

Maaritelma 2.12.2 Antisymmetrinen tensori. Kovariantti k-tensori ¢ on
antisymmetrinen jos ja vain jos,

AntiSym(p) = ¢ (2.195)
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Kovariantti k-tensori on yleinen tensori ja voi sisdltdd symmetrisen ja
antisymmetrisen osan. Jos kyseinen tensori sisdltdd pelkdn antisymmet-
risen osan ilman symmetrista osaa, on kysymys antisymmetrisesta tensorista.

2.12.1 Wedge-tulo A

Seuraavaksi maédrittelemme antisymmetrisiad tensoreita koskevan operaat-
torin, jonka ideana on keventdd antisymmetrisyyskuvauksen notaatiota.
Operaattorin nimi on wedge-tulo, jota merkitddn A. Jos katsotaan esimerk-
kia 2.12.4, niin tuloksen eteen ilmestyy aina ikévdan n#koisid osamaarié,
jotka riippuvat tensoreiden valensseista, joille antisymmetrisyys kuvaus
suoritetaan. Me haluamme ndmé osamédrét siistimpéddn muotoon ja eroon
"AntiSym”-kuvauksen kirjoittamisesta. Se tapahtuu kirjoittamalla wedge-
operaattori seuraavasti

(k+1)!
k! !

WAp= Antisym(w ® @) (2.196)

missd w on kovariantti k-tensori ja ja ¢ kovariantti [-tensori. Vaik-
ka esityksen 2.196 kerroin nayttaakin ikdvalta, se helpottaa laskentaa
huomattavasti. Jos puretaan tdmé edellinen auki kidyttamalld antisymmet-
risyys kuvauksen maéritelmad 2.12.1 ja katsomalla esimerkkia 2.12.4 saadaan

(kﬁ-’r l)' 1 o
= 2.1
WA= (k+l)!ae%,;+l (sgn o) (we ) (2.197)
1 o
= Y (sgn o) (we ) (2.198)
TV oeSkn

Maaritelma 2.12.3 Wedge-tulo [7, s. 105]
Olkoon w k-kovektori ja @ l-kovektori. Wedge-tulo w A @ mddritellddn

WAP= 1 > (sgn J)U(w®g0) (2.199)
EUIV &5
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joka voidaan kirjoittaa argumenteilla

wAe(Xa, .o, X, Xigrt, oo, Xiwt)

1
= > (sgn o) w(Xa(1), . 7Xa(k)) O(Xohs1)s - - Xo(hst))
* v all o

Wedge-tulosta paremmin lahteissa |1, s.354], [7, s. 105], [17, s. 102] ja [9, s.
203)].

Differentiaalimuodot monistoilla

Kappaleessa 2.7.4 maarittelimme tensoribundlen 77 M. Kovariantit k-
tensorit kuuluvat bundleen T*M. Antisymmetriset kovariantit k-tensorit
eli k-kovektorit kuuluvat sen osajoukkoon, jota merkitsemme A*M c T*M.
Bundlen A*M kappaleet ovat ovat antisymmetrisii tensorikenttia, joita
kutsutaan differentiaali k-muodoiksi. Bundlen kappaleiden joukko oli nk.
moduuli, joka maééariteltiin kappaleessa 2.7.6. Me voisimme merkitd naiden
antisymmetristen vektorikenttien joukkoa moduulien kappaleessa kiytetylla
notaatiolla I'(A* M), mutta yhdymme usein kirjallisuudessa esiintyvéiéin tyy-
liin ja kdytdmme téstd kyseisestd antisymmetristen tensorikenttien joukosta
notaatiota

QF(M) =T (A*M) (2.200)

Differentiaali k-muoto w voidaan kirjoittaa milla tahansa sileélla kartalla
lokaalisti

W =wiy i dT A A dT (2.201)

Differentiaali k-mudon komponentit w;, _; dz voidaan laskea antamalla
sen toimia karttaframeen

w( 0 0 ) (2.202)
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2.12.2 Interior-tulo

Maéritelma 2.12.4 Interior-tulo [7, s. 106]

Olkoon v on vektorikenttd siledlld monistolla M ja w differentiaali k-muoto.
Kun vektorikenttd v syotetddan k-muodon w ensimmdiseen argumenttipaik-
kaan, niin kyseessd on operaattori nimeltd interior-tulo. Se on kuvaus

iy (M) — Q¥ (M)
wr— iyw=w(v, Xq,..., Xk 1) (2.203)

1,w merkitdan usein myos v Ja. Interior-tulo laskee k-muodon valenssia yh-

delld.

2.12.3 Exterior derivaatta d

Differentiaaligeometrian kolme térkeintd derivaattoihin liittyvdd operaat-
toria ovat kovariantti derivaatta, Lien derivaatta ja seuraavaksi esiteltava
exterior derivaatta. Exterior derivaatta on funktion f differentiaalin df yleis-
tys. Se toimii sileisiin differentiaali k-muotoihin lisdten k-muodon valenssia
yhdella.

Maaritelma 2.12.5 Exterior derivaatta d . Olkoon M siled monisto. Exte-
rior derivaatta d on kuvaus

d: QF (M) — QF1(M)

jonka on toteutettava seuraavat nelja ominaisuutta

1) d on R - lineaarinen ( )
2) df on funktion feC®(M)=Q°M) differentiaali ( )
3) dod=0 (2.206)
4) d(anB)=danpB+(-1)’(andb) ( )



2.12. DIFFERENTIAALIMUODOT 129

Funktiot ovat differentiaali 0-muotoja ja kuuluvat joukkoon QO(M), tar-
koittaen C*<(M) = QO(M). Toinen exterior derivaatan ominaisuuksista
d(da) = 0, miké ilmoitetaan monesti ilman argumenttia d? = 0 tai dod = 0
tarkoittaa, ettd mink&d tahansa k-muodon exeterior derivaatan exterior
derivaatta on aina nolla.®! Tarkastellaan tédta exterior derivaatan ominai-
suutta katsomalla kuvaa 2.46, jossa exterior derivaatan maaritelma 2.12.5
on purettu sekvenssiin

) L arry -5 o2y Lo n) <L arny <L ey L

-1 01) L v (ar) L vy |

Kuva 2.46: exteriot derivaatat

Kaikki exterior derivaatat d eri modulien vililla ovat eri kuvauksia. Téméan
takia ne ovat merkittyiné eri véreilld. Seuraavaksi mééritellaén kaksi Mat-
riisilaskennan kursseilta tuttua joukkoa, kuvauksen kuva-avaruus (Im) ja
kernel (Ker).

Maaritelma 2.12.6 Kuva-avaruus ja kernel. Olkoot P ja Q molemmat
C*(M)-moduleja ja

¢:P—Q

61%s. todistus [1, s. 365]
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niiden vdlinen kuvaus. Kuvauksen ¢ kuva-avaruus Im(¢) ja kernel Ker(¢)
ovat seuraavanlaisia joukkoja

Q2 Im(¢):={o(p) | pe P} Kuva-avaruus (2.208)

P> Ker(¢):={peP | ¢(p)=0} Nolla-avaruus (2.209)

Voimme nyt katsoa kuvan 2.46 punaisella neliolla merkittya osaa, ja katsoa
exterior derivaattojen d : QF — QF+1 ja d : QF1 — QF kernelid ja kuva-
avaruutta vastaavasti

N

Ker(d) QF (M)
Im(d) < QM)

Huomaamme, ettd ndméd molemmat kuvaukset (exterior derivaatat) ovat
saman modulin aliavaruuksia. Joten ominaisuus d o d = 0 tarkoittaa, etta
d:n kuva-avaruus sijaitsee d:n kernelissé eli Im(d) € Ker(d). Téstd padsemme
hyvin yleisesti kiytettyyn terminologiaan koskien differentiaali k-muotoja.

QF-1(M) L) QF(M) L) QF+1( M)

SNe Ew

Kuva 2.47: eksakti, suljettu, potentiaali

Maaritelma 2.12.7 FEksakti (engl. exact) ja suljettu (engl. closed). Diffe-
rentiaali k-muoto w € QF(M) on eksakti, jos

w e Im(d)

ja suljettu jos,

we Ker(d)
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Maaritelma 2.12.8 Potentiaali. Differentiaalimuoto o € Q=1(M) on diffe-
rentiaalimuodon w € QF(M) potentiaali jos,

do=w (2.210)

Fysiikassa puhutaan konservatiivisista voimista ja systeemin energian séily-
vyydestd. Voimakentét ovat tarkalleen ottaen kovektorikenttid eli differen-
tiaali I-muotoja. Kovektorikenttd on konservatiivinen, jos kovektorikentéssa
olevan polun integraali riippuu vain sen alku- ja loppupisteista - ei itse po-
lusta. Talloin sanotaan, ettd systeemin energia on sailynyt. Matemaattises-
ti tdmaé esitetddn niin, ettd polun alku- ja loppupisteiden ollessa samat, on
kovektorikentdn df polkuintegraali nolla. Sanotaan, ettd kovektorikentta on
konservatiivinen.

Teoreema 2.12.1 Kovektorikentin konservatiwvisuus. Differentiaali  1-
muoto eli kovektorikenttd n € QY(M) = T'(T*M) on konservatiivinen, jos ja
vain jos se on eksakti, tarkoittaen ettd,

JfeC™(M) : df=1

Todistus 2.12.1 Ks. lihde [1, s.292-294]

Exterior derivaatta esimerkkeja

Esimerkki 2.12.5 Olkoon f funktio eli differentiaali 0-muoto. Differenti-
aali 1-muoto df eli funktion gradientti esitettynd kartalla x [1, s. 363]

Esimerkki 2.12.6 Olkoon w differentiaalt 1-muoto. Differentiaali 2-muoto
dw esitettyna kartalla z [1, s. 363/

dx’

d(wjda?) = > dw’ A da?

ihj
Ow; 4 .
= Z — dxt A da?
I ox?

Ow; . A Ow; A A
= 'a—(';dxl/\darhrza—:jidxz/\dx]

i<y i
~ Ow; ~ ow; i ;
_Z(E)xi axj)dx A dx

i<j
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2.12.4 Cartanin kaava

Elie Cartan (1869-1951) oli raskalainen matemaatikko joka on differen-
tiaalimuotojen kehittdja. Yksi hdnen tunnetummista teoreemista on nk.
Cartanin kaava (engl. Cartan’s magic formula). TAmé& on hyvin kiyttokel-
poinen teoreema monien muiden teorioiden todistuksissa koordinaatistosta
riippumattomalla tavalla. Cartanin kaavan teoreema on seuraava

Teoreema 2.12.2 [1, s. 372/ Siledlld monistolla M, mille tahansa siledlle
vektorikentdlle V' ja siledlle differentiaalimuodolle w pdtee

Lyw=V 1(dw)+d(V Jw)

Todistus 2.12.2 Ks. [1, s. 373/

2.13 Symplektiset monistot

Symplektiset monistot ovat ehkd 1900-luvun suurin kontribuutio differen-
tiaaligeometrian saralla. Naméa monistot ovat keskeisesséd roolissa Hamilto-
nin mekaniikassa ja néyttelevit myos suurta roolia fysiikan teorian kehityk-
sessé. Hienoin asia symplektisissd monistoissa on se, ettd ne ovat kanoni-
sesti eli luonnollisesti méariteltdvissa silein moniston jo olemassa olevien
rakenteiden kautta. Mitddn itse valittavia lisarakenteita ei tarvita. Kappa-
leessa 2.10 metriikka, lisdsimme siledlle monistolle (M, O, Ay,,) lisdraken-
teena metriikan ¢, eli nk. "mittatensorin”. Metriikka oli symmetrinen kova-
riantti 2-tensori(kenttd), joka mahdollisti vektoreiden pituuksien mittaami-
sen. Metrinen tensorikenttd on nk. sisdtulokenttd. Seuraavaksi esittelemme
hieman metriikkaa muistuttavan otuksen, nimeltdan symplektisen muodon
w. Erona metriseen tensoriin on symplektisen muodon antisymmetrisyys. Se
on differentiaali 2. muoto (ks. 2.12) eli kontravariantti antisymmetrinen 2-
tensorikenttd, joka mittaa pituuksien sijasta tilavuuksia?, jota kutsutaankin
monesti tilavuus-muodoksi. Symplektinen muoto w on ei-degeneroituva®? ku-
vaus, kuten oli metrinen tensori g.

62My®és pinta-aloja
63Tensori generoi eli luo isomorfismin bundlien TM ja T* M vilille. Ei-degeneroituvuus
on rinnastettavissa kdéntyvyyteen.
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Maaritelma 2.13.1 Olkoon M siled monisto. Symplektinen muoto w on
suljettu ei-degeneroituva differentiaali 2-muoto

w:T'(TM)xT'(TM) — C*M
jolla on seuraavat ominaisuudet

1) w on suljettu, tarkoittaen dw =0

2) w on ei-degeneroituva, tarkoittaen ettd kuvaus

w:TM —T"M
r— w(X):=X 1w

on kadntyvd.

Siledd monistoa M, joka on varustettu symplektiselld muodolla w, kutsutaan
symplektiseksi monistoksi, jota merkitaan (M,w). Tarkeimpid symplektisia
monistoja ovat kotangenttibundlet 7% M, mihin nk. tautologisen 1-muodon
exterior derivaatta maarittelee symplektisen moniston rakenteen. Ennenkuin
méadrittelemme tautologisen 1-muodon, esittelemme nk. Darboux’n teoree-
man.

2.13.1 Darboux’n koordinaatit
Teoreema 2.13.1 Darbouz’n teoreema [1, s. 571]. Olkoon (M,w) symplek-
tinen monisto ja dimM = 2n. Tdlloin jokaiselle pisteelle p € M wvoidaan
loytaa kartta

(U,xi,...,x”,yl,...,y”) (2.211)

jossa p e U ja joilla symplektinen muoto w voidaan esittdd muodossa

w=Y dz' ndy’ (2.212)

Darboux’n teoreeman koordinaatteja kutsutaan Darboux’n koordinaateiksi
tai kanonisiksi koordinaateiksi.
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Todistus 2.13.1 Ks. todistus [1, s. 571-574]

Darboux’n teoreema sanoo, ettd symplektisen muodon w komponentit voi-
daan aina esittdd muodossa

wab~( o ) (2.213)

Tamé on symplektisen muodon analoginen vastine Riemannin metrisen
tensorin euklidisuudelle. Suurena erona on se, ettd talldiset komponentit
voidaan 16ytad aivan kaikilla symplektisillda monistoilla, kun taas Euklidista
metristd tensoria on mahdotonta loytad kaikilla Riemannin monistoilla.
Darboux’n teoreeman sanotaan olevan yksi symplektisen geometrian pe-
rustavanlaatuisimpia tuloksia, joka osoittaa suurimman eron symplektisten
monistojen ja Riemannin monistojen valilla.

2.13.2 Tautologinen 1-muoto 6

M
/ \
T*M > p

//\\//\\

T(TM) T+(TM)  T(T*M T*(T*M) >0

ANANRYAR AN

Kuva 2.48: bundlet

Symplektinen muoto w on kanonisesti méaariteltavissa siledlle moniston ko-
tangenttibundlelle T* M, joka on myo0s siled monisto. Symplektisen muodon
w madrittelyn ideaa alustaa kuva 2.48. Kappaleessa 2.7 méarittelimme siledn
moniston tangenttibundlen (7'M, 11, M) ja kotangenttibundlen (7% M, r, M),
jotka olivat kolmikkoja (totaaliavaruus, projektiokuvas, perusavaruus). To-
taaliavaruus ja perusavaruus olivat sileitd monistoja. Bundleissa voidaan
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menné astetta korkeammalle ja toistaa samaa menetelmééd siten, ettd T M
toimiikin perusavaruutena ja totaaliavaruudeksi muodostetaan T*(7*M).
Samaa proseduuria voidaan jatkaa korkeammalle ja korkeammalle, jolloin
edellisistd totaaliavaruuksista tulee seuraavien bundlien perusavaruuksia
(ks. kuvaa 2.48). Kappaleessa 2.11 esitelimme push-forward- ja pull-back
kuvaukset (¢. := d¢) ja (¢*) vastaavasti®. Kéytetaan kyseista tekniikkaa
ja muodostetaan push-forward ja pull-back kuvaukset kotangenttibundlen
T*M projektiokuvaukselle 7, joka ndkyy kuvassa 2.48. Niiden kuvausten
avulla madrittelemme nk. tautologisen 1-muodon 6 € T*(T*M), joka on
kuvaus

9(%@) . T(x#,)(T*M) — R
V= o) (V) 1= (7, ) 0) (V) = @ (dmay (V) (2:214)

missd ¢ € T*M. Tautologinen 1.muoto 6 méaaritellaan siis 6 := 7. Katso-
taan seuraavaksi kotangenttibundlen T* M projektiokuvausta m

m:T"M — M
(z,0) — x (2.215)

Missé & on moniston pisteen koordinaattiesitys (z?). ¢:n koordinaatistoesi-
tys on puolestaan p;dzt. Jos laitetaan 7* toimimaan 7*M:n kantavektoriin
dz’, niin siitd seuraisi T @)(dxi) = dz'. Tamé tarkoittaa, ettd tautologisen
I-muodon koordinaattiesitys on 6, ) = W(*xﬁo)(cpidxi) = p;dat.

Symplektinen muoto méaritelldén w = —df = —d(p;dz?) tarkoittaen
w= Y dz' ndy; (2.216)

missa x¢ ja ¢; ovat kappaleessa 2.13.1 esitetyt Darboux’n koordinaatit. Klas-
sisessa mekaniikassa hyvin yleinen tapa on esittda symplektinen muoto no-
taatiolla

w = dq" A dp; (2.217)

64push-forward kuvauksesta ¢, kilytetifin usein myds notaatiota de¢
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jossa summausmerkinté on jéatetty pois. Koordinaatteja (p;) kutsutaan yleis-
tetyn litkemdadaran koordinaateiksi ja koordinaatteja (q°) yleistetyn sijainnin
koordinaateiksi.

Se minké takia symplektisen muoto w = —df maéaritellidn tautologisen 1-
muodon 6 kautta, juontuu pakonomaisesta tarpeesta. Hamiltonin mekanii-
kassa tila-avaruutena®? toimii moniston kotangenttibundle T*M ja edelld
madritelty tilavuusmuoto w € Q?(T*M) on juurikin 2-muoto 7 M:ll4. Jos
olisimme ottaneet exterior derivaatan kovektorista ¢ € T*M olisimme saa-
neet 2-muodon dp € Q%(M) monistolle M. Emme olisi endén pystynyt nos-
tamaan saatua kovektoria ylemmaés kiyttden exterior derivaattaa d, koska
d(dy) = 0. Tamén takia kovektori ¢ tdytyi vetdd ensin kuvauksella 7* yh-
td bundlen astetta korkeammalle, (saatiin tautologinen 1-muoto 6) ja vasta
sitten kiyttda d:td taut. I-muotoon 6, jolloin saadaan kanonisesti kiyttoon
sopiva differentiaali 2-muoto eli symplektinen muoto w.

2.13.3 Hamiltonin vektorikentat

Kuten jo mainittiin, motivaatio symplektisten monistojen esittelyyn on
Hamiltonin mekaniikassa. Yksi merkittava objekti symplektisilla monistoilla
on Riemannin moniston vektorikenttégradienttiin grad(f) 2.10.6 analoginen
otus nimeltdan funktion f Hamiltonin vektorikentta X;. Tata vektorikent-
tda merkitddn Hamiltonin mekaniikassa Xpg, jossa H viittaa Hamiltonin
funktioon. Se rakennetaan seuraavasti:

Masritelma 2.13.2 Hamiltonin vektorikenttd Xy [1, 5. 574].
Olkoon (M,w) symplektinen monisto. Hamiltonin vektorikenttd Xy on

X;=a7H(df) (2.218)

Misséd @ on nk. bundle isomorfismi @ : TM — T*M. Tama isomorfismi
tunnetaan myos symplektisen muodon w ei-degeneroituvuus predikaatti-
na. Edellisestd voidaan yhtd hyvin johtaa funktion gradientti df kiyttaen
interior-tuloa 2.12.4.

X;aw=df (2.219)

65Engl. state space
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Symplektiselld muodolla ja Hamiltonin vektorikentélld saadaan otettua myos
funktion f suunnattu derivaatta mv. vektorikentdn Y suuntaan seuraavasti

WX, Y)=df(Y)=Yf (2.220)

Hamiltonin vektorikenttd X; voidaan esittdéd Darboux-koordinaateissa seu-
raavasti

& ; 0
= 2.221
Z( (‘hz 8y ) ( )
Jos kytkemme tédmén esityksen 2.221 kaavaan 2.219, saamme

df = Xp ow= i( aiz b 8?/ ) S e ady =Y (a'dy’ - v'da) (2.222)
=1

i=1 i=1

Toisaalta funktion gradientti df on my6s Darbourx-koordinaateilla

df = Z(afd +afzdy> (2.223)

Asetetaan nama kaksi yhtaloa 2.222 ja 2.223 yhtésuuriksi, jolloin saamme
muodostettua nk. Hamiltonin vektorikentin Xy.

of 9 of 0
Xr= Z(@y oz’ 8:61'8342') (2:224)

Sama vektorikenttd merkitdén Hamiltonin formuloinnissa funktiolla H, jossa
kartta (z?,y*) on korvattu notaatiolla (¢*,p;)

OH & OH 9 ) (2.225)

Ao = Z(apzaq dq* Op;

Symplektinen monisto (M,w) varustettuna siledlld funktiolla H € C'* (M)
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on nimeltaan Hamiltonin systeemi®. Funktiota H kutsutaan systeemin Ha-
miltonin funktioksi, joka kuvastaa systeemin kokonaisenergiaa. Hamiltonin
funktio ja systeemin kokonaisenergia ovat siis synonyymeja. Vektorikentén
Xy integraalikdyrdat ovat systeemin liikeratoja. Esityksen 2.224 mukaan
nama litkeradat eli kiyrét v(t) = (wi(t), yi(t)) voidaan muotoilla myos

() = ZZ (2(t),y(1)) (2.226)
() = -5 (2(0.(0) (2.221)

Naitd yhtaloita kutsutaan Hamiltonin yhtdloiksi. Klassisessa mekaniikas-
sa yhtaloisséd = ja y on korvattu notaatiolla ¢ ja p vastaavasti. Kuvassa
2.49 on piirrettynéd systeemin kokonaisenergian eli Hamiltonin funktion H
tasa-arvokiyria Darboux’n koordinaateilla (g,p). Hamiltonin vektorikent-
td Xy on aina kohtisuorassa skalaarifunktion H gradienttia dH vastaan
ja kiertosuunta on myotapaivaan. Vektorikentdn Xy g-komponentit ovat
gradienttikentdn dH p-komponentteja ja Xpz:n p-komponentit ovat dH:n
g-komponentteja vastakkaisella etumerkilla.

p
d Xfl | T dH
N AXH
X Xy

2
[N A

dH

Kuva 2.49: Hamiltonin vektorikenttd Xz

66Huomaa Hamiltonin funktiossa H € C°°(M), ettd mekaniikan sovelluksissa monisto M
on nk. faasiavaruus, eli kotangenttibundle 7% Q. Talloin H € C*(T* Q). Lagrangen funktio
L on tétévastoin L € C*(TQ).
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Klassinen mekaniikka

Mekaniikka on fysiikan yksi suurimmista ja vanhimmista tutkimuskohteis-
ta. Se on tieteenala, joka tutkii kappaleiden vuorovaikutuksia ja liikeilmioita.
Mekaniikka on néytellyt suuressa osassa myos itse matematiikan kehitykses-
sd. Laskemisoppi lahti liikkeelle Newtonin kehittédmista teorioista ja kehitys
jatkuu edelleen sovellettaessa geometrian ja topologian teorioita erilaisiin me-
kaniikan ongelmiin.

Mekaniikka voidaan luokitella kahteen padosa-alueeseen, klassiseen mekaniik-
kaan ja kvanttimekaniikkaan ja niiden yhteen tarkennukseen, suhteellisuus-
teorian eli relativistiseen mekaniikkaan. Jos tarkasteltavana olevan kappa-
leen nopeus ldhestyy valonnopeutta, on otettava kiyttoon relativistinen me-
kaniikka, jonka teorian Einstein esitti 1900-luvun alkupuoliskolla. Karkeasti
sanottuna klassinen mekaniikka on apumalli, tarkoittaen sité, etta se ei ole
aarimmaisen tarkka eikd yleispateva. Epéatarkkuus tulee kuitenkin esiin vain
aarimmaisissé tilanteissa, ja klassinen mekaniikka onkin erittdin térked osa
insinoorien ja fyysikoiden koulutusta.

Klassisen mekanikan tutkimus ldhti kdyntiin jo antiikin kreikasta, mutta sen
nykyaikaisen muodon ja varsinaisen perustan loivat kuuluisat tiedemiehet,
joista tarkeimpinéd mainittakoon Newton, Galilei ja Kepler.

Tassé tyossa keskitymme padsaantoisesti vain klassiseen mekaniikkaan sivua-
malla vain hieman relativistista mekaniikkaa. Kannattaa kuitenkin muistaa,
ettd myohemmin tekstissé esiteltdvd Hamiltonin mekaniikka néyttelee erit-
tain tarkedd roolia myos kvanttimekaniikassa.

Klassinen mekaniikka kuvaa siis kappaleiden liikkeitd kun ne ovat fysikaa-
listen voimien vaikutusten alaisina. Se on kayttokelpoinen kuvaamaan kap-
paleiden liikkeitd hyvin suurella tarkkuudella, kun kysymys on yksittaisté
atomia suuremmista kappaleista ja olettaen, ettd kappaleen nopeus on huo-
mattavasti pienempi, kuin valon nopeus.

Klassinen mekaniikka voidaan muotoilla kolmella eri tavalla, jotka ovat: New-

139
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tonin mekaniikka, Lagrangen mekaniikka ja Hamiltonin mekaniikka. Monesti
Newtonin mekaniikkaa kiytetdan klassisen mekaniikan synonyyminé. Newto-
nilainen mekaniikka on kuitenkin vain yksi klassisen mekaniikan formalismi,
joita on yhteensa ndma edelld mainitut kolme. Témén kirjan yhtend paamo-
tivaationa on esittda naiden kolmen eri lahestymistapojen erot ja selventaa,
milloin ja mitd néistéd edelld mainituista mekaniikan eri muotoiluista kannat-
taa kiyttad erilaisissa ongelmatilanteissa.

Lagrangen ja Hamiltonin lahestymistavat eivit sindnsad tuo mekaniikan teo-
riaan mitddn uutta tai lisdad sen yleispéatevyytta. Ne ovat paremminkin te-
hokkaita tyokaluja, jotka helpottavat erilaisten ongelmien ratkaisuja, joita ei
valttamatta Newtonilaisella mekaniikalla pystytéa ainakaan helposti ratkaise-
maan. Lagrangen ja Hamiltonin mekaniikkoja kutsutaan kuitenkin klassisen
mekaniikan kahdeksi paaformalismiksi.

Klassinen mekaniikka on hyvin kiytannollinen, koska ndméa mainitut tarkem-
mat tunnetut teoriat, kuten suhteellisuusteoria ja kvanttimekaniikka kor-
jaavat klassisen mekaniikan virheitd vain aarimmaisissa erikoistapauksissa
(esim. mustat aukot, neutroni tahdet, atomirakenteet, suprajohtavuus jne.).
Mielenkiintoista on myos se, etta luultavasti kaikki ammattifyysikot sovelta-
vat vieldkin klassista mekaniikkaa aina kuin mahdollista, johtuen teorian yk-
sinkertaisuudesta ja kiytonnollisyydesta verrattuna suhteellisuusteorian me-
kaniikkaan ja kvanttimekaniikkaan.

Seuraavaksi terminologiaa, joka on jatkuvassa kiytossé klassisessa mekanii-
kassa.

Konfiguraatio avaruus Q

Konfiguraatioavaruus on siled monisto josta kiytetdaédn merkintaa Q).

Tila-avaruus ja nopeusavaruus 1T'Q

Nopeusavaruus nimitysta kdytetdan harvemmin, mutta silla viitataan edel-
14 mainitun konfiguraatioavaruuden () tangenttibundleen T'Q). Usein tasta
tangenttibundlesta kédytetddn yleisempéd nimitysté tila-avaruus! (engl. state
space). Konfiguraatioavaruuden tangenttibundlen koordinaatteja kutsutaan
yleistetyiksi koordinaateiksi.

my6s moniston @ kotangenttibundlesta T*Q kiytetddn vililla nimitysté tila-avaruus.
Kotangenttibundle tunnetaan paremmin nimelld faasiavaruus (eng. phase space)
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Faasiavaruus T*Q

Kun nopeusavaruus oli konfiguraatioavaruuden tangenttibundle, niin faasia-
varuus (engl, phase space) on puolestaan konfiguraatioavaruuden ) kotan-
genttibundle T*(@). Faasiavaruudella olevia koordinaatteja sanotaan yleiste-
tyiksi kanonisiksi koordinaateiksi tai Darboux’n koordinaateiksi.

Yleistetyt koordinaatit g*

Lagrangen mekaniikassa kéytetddn usein nk. yleistettyja koordinaatteja
(¢%,4"). Namé ovat moniston ) tangenttibunlen 7'Q) koordinaatteja. Koordi-
naatti ¢* tarkoittaa partikkelin yleistettyé sijaintia ja ¢* yleistettya nopeut-
ta. Sana yleistys tulee siitd, ettd kyseisid koordinaatteja ei ole rajattu mi-
tenkédn karteesisiin koordinaatteihin. Sivistyneelld koordinaattiframen va-
linnalla voimme usein vihentdd yhden sijainti- ja nopeuskoordinaatin. Taysi
kokoelma riippumattomia yleistettyja koordinaatteja ilmoittaa myos kappa-
leen tai systeemin vapausasteen. Jos meilla on N € N kappaletta partikkelei-
ta, niin meilld on tyypillisesti 6N kappaletta yleistettyja koordinaatteja (jos
avaruutena on R3). Luku 6 tulee siis kolmesta avaruuden dimensiosta, joissa
jokaiselle on dimension suuntainen nopeus. Monesti kannattaakin tutkia sys-
teemin symmetroita ennen ongelman varsinaista formulointia. Jos partikkeli
liikkkua esimerkiksi pallon pinnalla, niin selvitdan kahdella yleistetyllé sijain-
nilla ja kahdella yleistetylla nopeudella. T&ll6in yhden objektin vapausaste
olisi neljé.

Kanoniset koordinaatit p;

Hamiltonin mekaniikassa edellda mainitut yleistetyt koordinaatit on hyodyl-
listd muuntaa nk. kanonisiksi koordinaateiksi. Kanoniset koordinaatit ovat
konfiguraatioavaruus moniston () kotangenttibundlen 7*() koordinaatteja.
Ne kirjoitetaan yleensid muodossa (¢¢, p;) tai (z%,p;) missd ¢ tai x viittaa al-
la olevan moniston () koordinaatteihin. Koordinaatteja p; kutsutaan konju-
gaattimomenteiksi, mitka ovat differentiaali 1-muotoja kotangenttibundlessa
T*@ jossain moniston () pisteessi ¢'. Koska tama joukko (¢?, p;) muodostaa
konfiguraatioavaruuden () koordinaattisysteemin kotangenttibundlelle T*(),
kutsutaan néita koordinaatteja kanonisiksi koordinaateiksi.

3.1 Newtonin mekaniikka

Taméan kappaleen tarkoituksena ei ole varsinaisesti késitellda Newtonin me-
kaniikkaa, vaan se oletetaan jo lukijalle tutuksi. Kappaleen motivaationa
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on antaa johdantoa myohemmin kasiteltdvadn Lagrangen mekaniikkaan.
Lagrangen ja myos Hamiltonin mekaniikka liittyy vahvasti energian kasit-
teeseen. Kun fysikaalisia ongelmia formuloidaan Lagrangen mekaniikalla,
ollaan kiinnostuneita systeemin energiasta, ei kiihtyvyyksistd tai voimista.
Seuraavana tavoitteena on néyttdd yhteys systeemin energioiden ja siiné
vaikuttavien Newtonilaisten voimien valilla.

Palautetaan mieleen dynamiikan paasaanto, eli Newtonin 2. laki:

F=ma (3.1)

Jatamme sileat monistot hetkeksi ja tarkastelemme kappaleen liiketta Fukli-
disessa avaruudessa, jossa on karteesinen koordinaatisto R™. Kappaleen
sijainti esitetdédn siledlld kiyralla ¢, joka riippuu ajasta ¢ € R, joten se
muodostaa kuvauksen

¢:R — R"
t—q(t) = (¢"(t),...,q"(1)) (3.2)
Jossa (ql(t),...,q”(t)) ovat kappaleen sijainnin koordinaatit jollain ajan

hetkelld ¢. Téastd kuvauksesta voimme maéritella kidyrdn nopeuden, jonka
komponentit on kuvaus

vi=¢:R—R"
t—q(t) = (¢'(t),....4" (1)) (3:3)

missa ¢' = %. Voimme edelleen méaritellda myos kiyran kiihtyvyyden kom-
ponentit

a=0v:=¢:R— R"
t— ()= (G'(1),-...4" (1)) (3.4)
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Olkoon kappaleen massa m > 0 ja voima F kovektorikenttd R™:ssd. Newton
esitti, ettd kappaleen liike toteuttaa yhtalon F' = ma, joka on taydellisyydes-
saan

m(t) = F(q(t)) (3.5)

Tamé on 2. asteen differentiaaliyhtalo kayralle ¢ : R — R™, jolla on yksika-
sitteinen ratkaisu, kun alkuehdot ¢(#y) ja ¢(to) tiedetdén, kovektorikentén
F ollessa silea.

Maériteladan seuraavaksi késite liike-energia (kineettinen energia), josta
kiytetddn notaatiota K

. :
K(t) = 5mq(t) -4(1) (3.6)
Liike-energian késite on mielenkiintoinen, koska

i(K(t)) = m (1) - (t) eli (3.7)

dt
= m a(t) - v(t) = F(q(t)) - (1) (3.8)

Joten kappaleen liike-energia kasvaa, kun siihen kohdistuu voimia sen nopeu-
den suuntaan, ja pienenee kun voimat kohdistuvat vastakkaiseen suuntaan.
Edella olevasta voimme johtaa kiyttéen integraalia

K(t)-K ()= [ Fla(t) ity (3.9)
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Joten systeemin liike-energian muutos on suoraan verrannollinen voiman te-
kemé&én tyohon, joka on voiman F' integraali pitkin kiyrda q : [to, 1] — R™.
Stokesin lause viivaintegraaleille ja pintaintegraalien roottoreille osoittaa,
ettd, liikke-energian muutos K(t;) — K(to) on riippumaton kiyrén reitista
alkupisteesté q(to) loppupisteeseen ¢(¢1) jos ja vain jos

curl(F)=0 (3.10)

milld viitataan siihen,ettd voimakentélld ei saa olla pyorteisyyttd. Tama on
totta jos ja vain jos

F=-d(V) (3.11)

Jossa V' on funktio V : R® — R. Funktiota V kutsutaan voiman F
potentiaaliksi. Voimaa, jolla on tdmaéa kyseinen ominaisuus, kutsutaan kon-
servatiiviseksi. Konservatiivinen tarkoittaa séilyvad, ja jos télldinen funktio
V' on olemassa, voimme maéarittad systeemin kokonaisenergian

E(t):=K(t)+V(q(t)) (3.12)

Missa V() := V(q(t)) on kappaleen tai systeemin potentiaalienergia. Seuraa-
vaksi voimme nayttaa, ettd systeemin kokonaisenergia F siilyy, tarkoittaen,
ettd se on ajasta riippumaton. Nahddksemme tédmén, lisatdan kaavaan 3.7
potentiaalienergian V' termi

SR +V(a0)) = Fla(t)) 000 + av(a(1)) - (1) (3.13)
=0 koska d(V)=-F (3.14)

Konservatiiviset voimat eli voimat joille 16ytyy jokin potentiaalifunktio
V', sallivat meiddn kiyttdd néitd tehokkaita tyokaluja, kuten Newtonin,
Lagrangen ja Hamiltonin mekaniikat. Tadmé voidaan osoittaa kéiyttden
variaatiolaskentaa Ks. todistus [11, s. 4]. Voidaankin yleisesti sanoa, ettd
kaikki luonnonvoimat ovat konservatiivisia.
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Lagrangelaisessa formalismissa méaritellidn Lagrangen funktio L liike- ja
potentiaalienergian erotuksen avulla seuraavasti

L:=K(t)-V(q()) (3.15)

Tama on Lagrangen formalismin kulmakivi fysikaalisia ongelmia ratkottaes-
sa, josta lisdé seuraavassa kappaleessa 3.2 Lagrangen mekaniikka.

3.2 Lagrangen mekaniikka

Lagrangen mekaniikka on ranskalaisen matemaatikon Joseph-Louis La-
grangen vuonna 1788 esittelemé vaihtoehtoinen ldhestymistapa klassiseen
mekaniikkaan. Lagrangen mekaniikan formalismi perustuu havaintoon, etta
voimien tasapainolait, kuten Newtonin F' = ma, nojautuvat nk. variaatio-
periaatteeseen? 8, s.2]. Tami kyseinen variaatioperiaate tunnetaan myos
nimelld pienimman vaitkutuksen periaate, joka on tésmallisemmin ilmais-
tuna stationaarisen vaikutuksen periaate. Lagrangelainen mekaniikka on
Newtonilaisesta mekaniikasta riippumaton, ja Newtonin mekaniikan liikelait
voidaankin johtaa Lagrangelaisesta formalismista. Esitelladn seuraavaksi
Lagrangen formalismi.

Olkoon () siled monisto, jota kutsumme konfiguraatioavaruudeksi ja a ja
b kaksi sen eri pistettd tarkoittaen a € ) # b € (). Muodostetaan sileiden
kdyrien joukko C, joissa a ja b toimivat nididen kaikkien kdyrien alku- ja
loppupisteina vastaavasti. Kayrien joukko C merkitaan

C={y:[to,t1] — Q | ~(t,) =a,y(t1) =b} (3.16)

Kéaytetddn kiyrien koordinaattiesityksissd karttaa (g, @), jolloin C:n tietyn
kiyran pisteiden koordinaattiesitykset ovat muotoa (¢ o «y)(t). Kaytamme
tastd lyhynnettyd notaatiota ¢(¢). Nédiden kiyrien eri pisteisiin liittyvéat

2Vaikka variaatioperiaate liittyy Lagrangelaiseen mekaniikkaan, on timén periaatteen
kehittdnyt Hamiltonin mekaniikan kehittdja William Hamilton
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nopeudet eli tangenttivektorit kuuluvat kokonaisuudessaan konfiguraatio-
avaruuden () tangenttibundleen T'(), jota kutsutaan nopeusavaruudeksi.
Tangenttibundlen kartta on (7'Q, ¢%,¢"), jossa on tieto konfiguraatioavaruu-
den pisteisiin liitetyistd nopeuksista. Tyypitetdan kuvaus L, jota kutsumme
Lagrangianiksi tai Lagrangen funktioksi.

Maaritelma 3.2.1 Lagrangen funktio

L:TQ—R
(¢'.4") — L(d",d")

Lagrangen funktio on siis kappaleen yleistettyjen paikkakoordinaattien ¢* ja
ndita vastaavien nopeusvektorien komponenttien ¢* funktio.® Mekaniikan
sovelluksissa Lagrangen funktioksi mddritellddn usein kineettinen energia K
vihennettynd potentiaalienergialla V' eli L = K - V. Lagrangen funktio on
nk. funktionaali, joka kuuluu sileiden funktioden joukkoon nopeusavaruudella

TQ eli L€ C=(TQ).

Madritelladn seuraavaksi nk. vaikutusfunktio S (engl. action)

Maaritelma 3.2.2 Vaikutusfunktio S

S:C—R

ty .
7%5(7):[5 L(q',¢")dt

o

Otetaan sileiden kdyrien joukosta C, yksi kiyra v ja madritelldén sen variaatio
.

Maaritelma 3.2.3 Kayrdn v variaatio o

o:(—€¢) —C (3.17)
s+ o(s) (3.18)

3Voisi olla liséiksi my6s ajan ¢ funktio, jonka jiatimme yksinkertaistamisen vuoksi pois.
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s.e a(0) =~ ja o(s)(t) on siled. Variaation lahtojoukossa € € R* on infinide-
simaalinen pieni muutos nollasta.

Kuva 3.1: Kayran « variaatio o

Kéayran ~ sanotaan noudattavan pienimmén vaikutuksen periaatetta tai
toisin sanottuna olevan stationaarinen kdyri, jos se on vaikutusfunktion S
kriittinen piste.

Maaritelma 3.2.4 Kdayra v on wvaikutusfunktion S kriittinen piste [0,
$.200] jos

d
%S(O'(S))

=0
5=0
Milla tahansa kdyrdn v variaatiolla o.

Jatkossa kiiytdmme merkinnén %L:O sijastaa merkintad ¢, eli 3.19 voidaan
kirjoittaa muodossa dS(c(s)) = 0. Tamé variaatio-operaattori 0 kiyttaytyy
differentiaalioperaattorin d tavoin.

Huomio 10 Tdhdn mennessi olemme olettaneet, ettd kartta q kattaa koko
moniston Q. Vastaava johto voitaisiin luonnollisesti tehdd myds tarkastele-
malla moniston osajoukkoa U € Og kdyttdmalld vain timdn alueen peittdvdd
karttaa.

3.2.1 Euler-Lagrangen yhtalot

Suuri osa mekaniikan teorioista voidaan johtaa variaatioperiaatteella, jossa
edelld saimme johdantoa. Variaatiomenetelmé on koordinaatistosta riippu-
maton ja sitd voidaan hyvin soveltaa myos relativistisessa mekaniikassa.
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Teoreema 3.2.1 Kdyrd v € C on vaikutusfunktion S kriittinen piste, jos ja
vain jos se toteuttaa Euler-Lagrangen yhtdlot [6, s. 206]

oL d 0L
(o), o9

Todistus 3.2.1 Ldhdetddin tarkastelemaan vatkutusfunktiota S kayrin -y

variaatiolla o, joka mddritellddn seuraavasti

S = [ L i) ar (3.20)

0

Missi (q',¢*) ovat wvarioidun kdyrin o. koordinaatteja nopeusavaruudella
TQ. Varioidaan seuraavaksi kyseistd vaikutusfunktiota

%S(U(s)” :55(0(5))25[;1L(qi,q"')dt (3.21)

s=0
t1 .
[ ontaao
to

Koska variaatio-operaattori kdyttaytyy differentiaalioperaattorin tavoin saa-

me

0 OL , OL_.\.
fto <8qi(5q+a—qi(5q Jar=0
——

* Leibniz

Mista saamme Leibnizin saantod soveltamalla

d(OL_, d(OL\_., OL_,
ﬁ(aqi‘sql) - E(aqi)dql*' 8qi5q =0

oL .., d oL _, d/O0L\_,
= aqiéq :E(aqlﬁq)—%( )5(]
—_——

*
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Joten yhtdlét saavat muodon

wdLo o dOL Ol
[to (aqiéqu%(aqi‘sqz)‘E(aqi)&f)dt:o

*

w 9L d(OLy\y., d(OL_,
/to <0qi_E(acf))éqz*@(aqﬁql))dtzo

t 0L d /0L ' wd oL .
-/t; (6qi_%(aqi))5qzdt+fto E(aqzﬁqz)dt:o

padtytermai

[ (G - G a5 a0 = b () =0

0-0=0

w, 0L d, 0L i
ftol(aqi‘a(aqi))ﬁdho

OL d 0L
— aqi_%(aqi)zo

Fyysikot kirjoittavat Euler-Lagrangen yhto6lot usein muotoon

i<8L) - o (3.22)

dt\ 0g* - g’

Euler-Lagrangen yhtalot ovat liike-yhtdloita, joissa tarkastelemme vek-
torisuureiden, kuten voimien ja kiihtyvyyksien sijaan systeemin energiaa.
Edella suoritettu Euler-Lagrangen yhtéloiden johto on suhteellisen abstrakti,
joten herdadkin kysymys, kuinka sovellamme Lagrangen mekaniikkaa kine-
maattisiin ongelmiin? Annetaan yhtdloiden termeille ensiksi konkreettiset
merkitykset
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TERMI TARKOITUS SYMBOLI
a{; LIIKEMAARA D
oG’
d (0L N
—( == LIIKEMAARAN MUUT
= aqz> RAN MUUTOS p
oL yomna F;
0q*
d 0Ly OL
—(==)= — 3.23
dt(aql) oq’ ( )
N——— ——
Di F;

Liikema&ran p kokonaisderivaatta p on siis yhtéaldinen systeemiin vaikutta-
vien voimien kanssa eli p = F. Téastd voidaan ndhdé valittomasti analogia
Newtonilaiseen mekaniikkaan ja mekaniikan 2. peruslakiin. Karkeasti esitet-
tynéd p = mov ja p = mv = ma. Tottakai voisimme ratkaista kaikki mekaniikan
ongelmat kiyttden Newtonin lakeja, mutta Lagrangen mekaniikalla monis-
ta ongelmista tulee huomattavasti helpompia. Syy téhdn on on seuraavan
kappaleen otsikossa.

Koordinaatisto riippumattomuus

Teoreema 3.2.2 Jos kdayra -, jonka koordinaattiesitys on muotoa
(¢',¢%,...,q") toteuttaa FEuler-Lagrangen yhtdldt (3.21), niin sama kdyrd
v toteuttaa yhtdlot myds jossain toisissa koordinaateissa (xt,z2,... x").
Tarkoittaen jos
oL d (0L
- — — -1 =0 3.24
oq’ dt(aqz) ( )
OL d /0L
-— =0 3.25
= 50~ i) (3.25)
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Todistus 3.2.2 E-L yhtalit ovat koordinaatistosta ritppumattomia [5]. Teh-
didn aluksi koordinaatistonmuunnokset molemmille termeille ja johdetaan

muutama aputulos

OL _ 94 0L 04 IL

dxe Ozt dg Oz O

OL g OL +aq'i OL  9¢" OL

die Qe g 0i gt 0ie I
—_— ——

*

0

o) 0 d , 0 0¢ ., Oq 0i® 0g

*) gie omdid T B ot out9ae - 9ae

d ;0L\ d /0§ OL\ d, 9¢\OL i d OL

E<a¢a)=£(agaa¢)=E(aia)aq'”aga%(aqi)
d0¢\OL O d 0L
:%(aza)aqﬁaj@(aqi)

FEuler-Lagrangen yhtdlot saavat muodon uusilla koordinaateilla

oL _i(aL)_ oq’ 5’L+3_q'i8L_i<6’qi)(9L_ 8qii(aL)
dze  dt\9ic) Ozt d¢t  Or* d¢  dt\dxe)O¢  Oxe dt\ O
Josta yhdistelemalld termejd saadaan
_0q' (0L _d oL d¢' OL _d 0q° \OL
" Dae (aqi dt(aq'i))+axa BY: dt(axa)aqi
0
_0¢' 0L _i((?qi)(?[/ _(&f _i(aq"))ﬁL
SOzt g dt\oxe/ o \oze  dt 0z’ ) o
—_————
d, og\ ¢ . ¢ 0 (0¢ ., O¢\ Of
) Gi(G) = G i~ 5w Gt B0) s
| —
qi
o' 0¢' \OL _
<8xa g )aqi =0

| —
0
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Joten Euler-Lagrangen yhtdlot ovat koordinaatistosta riippumattomia

Téassd on juurikin Lagrangen mekaniikan ydin. Se on tdysin koordinaatis-
tosta riippumaton, joten se sallii kdyttaa koordinaatistoa, jonka parhaaksi
ndemme. Lagrangen formalismissa systeemin konfiguraatioavaruus () voi
olla minkélainen siled monisto hyvénsé, joka mahdollistaa systeemin liik-
keen kuvaamisen pienemmilld mé&araa riippumattomia koordinaatteja,
jolloin koordinaatteja on kiytossd vain systeemin todellisen vapausasteen
lukumééra. Naitd koordinaatteja kutsutaan yleistetyiksi koordinaateiksi.
Yleistettyjen koordinaattien kaytto tarkoittaa kaytdnnossa sita, etta liikeyh-
téloiden ratkaisuna saadussa differentiaaliyhtéloryhméssd on aina pienin
mahdollinen maéara yhtaloitd. Voidaankin sanoa, ettd Lagrangelaisessa
formalismissa selvitdan melkein aina pienemmalld magraa differentiaaliyhté-
16ita, kuin Newtonilaisella menetelmallé edetessa.

Toinen vahintadn yhtd merkittava ja hieman edelliseen liittyva hyoty
Lagrangen formalismissa liittyy systeemin rajoitusvoimiin. Rajoitusvoimia

voivat olla esimerkiksi kitkavoimat ja sauvojen jannitysvoimat. Katsotaan
kuvaa 3.2.1.

- N:mg

Kuva 3.2: yksinkertainen heiluri

Yksinkertaisessa heilurissa rajoitusvoimana toimii langan jannitysvoima 7.
Newtonilaisessa mekaniikassa ndma rajoitusvoimat on otettava huomioon ek-
splisiittisesti liikeyhtéloitd muodostettaessa. Lagrangelaisessa formalismissa
rajoitusvoimia ei tarvitse ottaa eksplisiittisesti huomioon. Namaé tulevat mu-
kaan implisiittisesti kiiytettdessa jarkevasti valittuja yleistettyja koordinaat-
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teja. Heilurin tapauksessa yleistettyind koordinaatteina olisi vain heilahdus-
kulma 6#. Rajoitusvoimat tulevat esiin automaattisesti liikeyhtéldistd, kun
maéaaritetty Lagrangen funktio kytketdan Euler-Lagrangen yhtéloihin. Téhéan
liittyva esimerkki seuraavassa luvussa. Lagrangen menetelmén hyodyt tule-
vat kunnolla esiin moniulotteisissé systeemeissé, missé tarkasteltavia objek-
teja on paljon.

Voidaan sanoa, ettd monimutkaisissa fysikaalisissa ongelmissa Lagrangen (tai
Hamiltonin) mekaniikan kiytto on miltein valttdmétontd. Lagrangen forma-
lismi vapauttaa Newtonilaisesta voima-kiihtyvyys-suunta ajattelusta ja sallii
keskittya pelkistdan systeemin energiaan. Néin tehtévan formulointi on huo-
mattavasti helpompaa.

Ideana Lagrangen mekaniikan formuloinnissa on siis 10ytaé systeemia kuvaa-
va Lagrangen energiafunktio L, joka formuloidaan klassisen mekaniikan teh-
tavissd usein L = K-V eli kineettisen energian ja potentiaalienergian erotuk-
sena. Jos energia on konservatiivinen eli séilyvé, voi energia vaihtaa tilaansa
edestakaisin kineettisestd potentiaaliseksi. Lagrangen funktio on suuri, kun
isoin osa energiasta on kineettisessd muodossa ja pieni, kun suurin osa ener-
giasta on potentiaalisessa muodossa. Lagrangen funktion voidaankin sanoa
kuvaavan systeemin “elavyytta”, koska kineettisen energian ollessa suuri, on
systeemi eldvampi. Teoreema 3.2.1 yrittaa siis kertoa, ettd luonto yrittda mi-
nimoida systeemin kokonaiselavyyden ajassa. Tama voidaan muotoilla myés
niin, ettd luonto on niin laiska, kuin mahdollista. [11, s. 7|

3.3 Hamiltonin mekaniikka

Teoriaosuuden kappaleessa 2.13 Symplektiset monistot todistimme, etté
Hamiltonin mekaniikka on taysin riippumaton Lagrangen mekaniikasta.
Tamaé tehtiin symplektisen muodon w avulla. On kuitenkin hyvé ymmértaé,
millainen yhteys Lagrangen ja Hamiltonin mekaniikkojen vélilla vallitsee.
Lagrangen formalismissa keskitytadn kappaleen sijaintiin ja nopeuteen, jossa
Lagrangen funktio oli L € C*°(T'Q) eli kuvaus

L:TQ —R (3.26)

missa tangenttibundle T'Q) on sijainti-nopeus parien avaruus. Kun johdimme
Euler-Lagrangen yhtalot, madrittelimme yhtélon osille merkitykset, joista
vksi oli litkeméaéra
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oL
o

Di =

Tastd ndimme valittomasti, etta p; = qui eli systeemin litkeméaardn muutos

on yhtélédinen siithen vaikuttavien voimien kanssa.

Hamiltonin formalismissa keskitytaén sijaintiin ja liikemadradn. Symplektis-
ten monistojen kappaleessa mainittu Hamiltonin funktio H € C*=(7T*Q) on
kuvaus

H:T°Q —R (3.27)

Misséa kotangenttibundle T*(@) eli faasiavaruus on sijainti-liikeméaérd parien
avaruus. Sijaintien ja liikemé&éarien aikaderivaavat toteuttivat nk. Hamiltonin
yhtalot seuraavasti

. OH
i = 3.98
=5 (3.28)
oH oL
= — e = : 3.29
== 97 (3.29)
——
E-L yht.F;

Missé jalkimmaiseen on lisdttynéd yhteys Lagrangen formalismiin.

3.3.1 Legendre munnos

Legendre muunnos* on yksinkertainen tapa muuntaa Lagrangen funktio L
Hamiltonin funktioksi H. Legendre muunnos ilman yksikésitteistd maaritte-
lya on kuvaus A

N:TM — T*M
(¢,4) — Maq,q) = (¢,p) (3.30)

4Legendre muunnoksesta kiytetéisin kirjallisuudessa myds nimityst# Fiber-derivaatta
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Eli se kuvaa tangenttibundlen 7'M koordinaatit kotangenttibundlen 7™M
koordinaateiksi. Legendre muunnos voitaisiin esitella monellakin eri tapaa,
joista matemaattisesti yleispatevimmaét 16ytyvét esim. ldhteistd |6, s. 208]
ja [11, s. 54|. Tésséd tyossa esittelemme kuitenkin vain perusidean, misté
Legendre muunnoksessa on kaytédnnollisesti katsoen kysymys.

Olkoon yhden muuttujan funktio F(x) ja merkitdén sen derivaattaa seuraa-
vasti.

dF(z)

Legendre muunnoksen tarkoituksena on 16ytda uusi funktio G, joka vaihtaa
z:n ja sm roolit. Tarkoittaen, ettd tavoitteena on loytad G(s), siten ettd

1G(s) _
ds

z(s) (3.32)

[lmeisin tapa olisi ldhted integroimaan yhtaloa kayttden separointitekniik-
kaa, mutta Legendre muunnoksen idea on juurikin korvata tdméa integrointi
huomattavasti kitevimmalla tavalla. Jos télldinen funktio G(s) on olemassa,
niin voimme laskea yhteen namaé kaksi funktiota G ja F' ja huomata seuraavaa

dF +dG = sdx + xds (3.33)
d(F +G) =d(sx) (3.34)
F+G=sx (3.35)
G=sz-F (3.36)
dF
=—zx-F 3.37
dz (3:37)
Kun G esitetadén sille kuuluvalla argumentilla s, tulee yhtélé muotoon
G(s) =sz(s) - F(x(s)) (3.38)

Jossa funktio G(s) on funktion F(x) Legendre muunnos. Sama tekniikka
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voidaan yleistdd myos usean muuttujan funktioille. Tésssd abstraktissa
esityksesséd meillé oli nelikko G, F', z, s. Vaihdetaan kyseisen nelikon symbolit
H,L,q,p, ja lisatdaan yksimuuttuja ¢, joka esiintyy molemmissa funktioissa,
niin saadaan

H(q,p) = pi(q,p) - L(q.4(q,p)) (3.39)

Jossa H on siis Lagrangen funktion L Legendre-muunnos. Jos nyt otamme
osittaisderivaatan p:n suhteen Hamiltonin funktiosta saamme

OH(g,p) _ d(pi(q.p)) _ 0L(q,4(q,p))

op dp op
_ 04(g,p) .. Op 94(q;p) OL(¢;4) 9q OL(g,q)
——

0

8Q(q,p)+q(q )_9d(q,p) 9L(q.4q)

P op dp 04
[ —
p
dq dq
y q(q,p)w(q? ) - i(a.p) |
op dp
OH(q,p) .
—éq D) q(q,p)
p

Mika tdsméaad ensimmaiseen Hamiltonin yhtaloista 3.28. Luonnollisesti sama
voidaan tehdé ottamalla osittaisderivaatta myos paikan ¢ suhteen, jolloin

saadaan myos toinen Hamiltonin yhtéloista p = —%Z’p).

On térkedd muistaa edelld kidytetty yhteys E-L yhtéloista eli p = g—g.
Seuraavassa esimerkissdé muodostamme Hamiltonin funktion Lagrangen

funktiosta kiayttden Legendre muunnosta.

Esimerkki 3.3.1 Legendre-muunnos 1D harmonisen oskillaattorin Lagran-
gen funktiosta
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L= %mq’2 - %kzq2 (3.40)
p:g—}mqsq:% (3.41)
H(q,p) =pq - %mtf + %kq2 (3.42)
_ p% _ %m(%)Q + %kqQ (3.43)

= p% - % + %kq2 (3.44)

= % + %kqQ (3.45)

Jos nyt katsomme kappaleen alussa esitettyd Legendre muunnoksen kuvaus-
tyypitysta 3.30 olisi, se yksikésitteisesti maariteltyné

AN TM —T"M

(0:0) — A(g,d) = (. %2) (3.46)

missé siis %‘é’q) = p. Muistutetaan vield kappaleen lopuksi Euler-Lagrangen
yhtéloiden merkitykset

d ( OL(4,9) ) _ 9L(¢.d) (347

dt dq dq
~— NY—
p P
—_—
P

Liikemaaréan aikaderivaatat p voidaan rinnastaa systeemiin vaikuttaviin voi-
miin. Jos ajatellaan puhtaasti fysikaalisen ongelman alustavaa formulointia,
ei Newtonilainen voima-kiihtyvyys-vektori lahestymistapa ole valttaméton-
ta. Sovellettiin sitten Lagrangen tai Hamiltonin konseptia, voidaan voimia ja
kithtyvyyksiéd tutkia johtopaatoksend, kun tehtéva on saatu ratkaistua.
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Mekaniikkojen sovellutukset

Esimerkki 4.0.2 Atwoodin kone [11, s. 35/
Kitkaton vakipyordn ympdrilld on langa, jonka paissa ovat massat my ja me.

Kuva 4.1: Atwoodin kone
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Q= (0,1) >x Konfiguraatioavaruus
TQ =(0,) xR > (z,2) Nopeusavaruus

1 d 1 .
K= §(m1 +m2)(a(l -x))?= §(m1 + g )i
V = -migx —maog(l - )

1
L=K-V= §(m1 +my)i? +migr + mag(l — )

Euler-Lagrangen yhtaloiden ratkaisut on maéaritelty vain tietylle ajalle ¢ € R,
kunnes systeemi on saavuttanut konfiguraatioavaruuden () reunan. Sijoitta-
malla Lagrangian L, Fuler-Lagrangen yhtéloihin saadaan Liikeméaaraksi p

oL )
p=—=(mi+my)t

0%

Ja voimaksi F'

oL
b= (m1 —ma2)g

Euler-Lagrangen yhtéaloiden (gfi - %gfi = O) ratkaisut tuottavat

p=F
(m1+mg)t = (my—may)g
.o Ty —me

T =
my +mso

Tamé on siis alaspéin putoava systeemi, jonka kiihtyvyys on a = 71="2g.

1+mg
Téssé tehtavissa on tdysin yhdentekevad lahted ratkaisemaan liikeratoja dif-
ferentiaaliyhtéloista jollain tietyilld alkuarvoilla, koska liikerata on suoraan
nahtavissa jo tehtdvan alustuksesta ja myos 2:n lausekkeesta. Huomio, etta
2 =0, kun my =my ja & = g, kun my =0.

Esimerkki 4.0.3 Putoavan massan vetimd kiekko [11, s. 36/

Kitkattoman péyddn keskelld on reikd. Reidstd on pujoitettu lanka siten, ettd
langan toisessa pddssa on kiekko ja toisessa pddassa punnus. Tarkastele kiek-
koon kohdistuvia voimia, kun punnuksen annetaan vapaasti tippua alaspdin.
Voidaan olettaa, ettd kiekolla on alkunopeutta kohtisuoraan langan muodos-
tamaa sddettd vastaan.
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qr/@’m’l
&

¢ —r | |+~ Heiluntaa ei sallita

Kuva 4.2: Putoavan massan vetdmé kiekko [11]
Ensimmaiseksi muodostamme moniston (), nopeusavaruuden 7'Q), systeemin

kineettisen energian K ja potentiaalin V. Kineettisestd energiasta ja poten-
tiaalista saamme Lagrangianin L - K - V.

Q=(0,1) xS" > (r,0)
TQ=(0,1)xS' xRxR> (r,0,7,0)

K = %ml(r +120%) + 1mQ( (l—r))2
V =gmsa(r-1)

1 . 1
L= Eml(f2 +7%0%) + §m27'“2 +gmao(l-7)

Missé [ on vakio joten (I -t) = —r. Liikemé##riksi saamme,

oL )

D = i (my +ma)T (4.1)
oL .

Do = 50 myr?f (4.2)
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Huomaa, etta koordinaatti # voidaan sivuuttaa - se ei esiinny Lagrangianissa
L. Téama viittaa liikeradan symmetriasta. Kysymys on rotaationaalisesta
symmetriasta, jossa 6 on nk. syklinen koordinaatti. Se merkitsee, ettd kon-
jugaattiliikeméara py on konservatiivinen eli pysyy vakiona. Voimat ovat
seuraavat

F. = (9_L = m1r92 - gmso
or
L
Fy = 2—9 =0, (0 voidaan sivuuttaa)

Huomautus: Voiman F, termissi m;r62 tunnetaan nk. centrifugaali- eli kes-
kipakoisvoimana. Tama voima tyontda massaa m, radiaalisesti ulospéain, kun
taas sitdvastoin termi —gms on painovoima, joka vetdd massaa mso alaspiin
ja néin ollen vetden massaa m; radiaalisesti sisddnpéain. Euler-Lagrangen
yhtélot antavat

pr=F.  (my+my)i= myrf? — mag

Po=0, pg= mqr20 = J = vakio

Kaytetdan seuraavaksi liikeméaran py konservatiivisuutta eliminoidaksemme
0 ensimméisesta yhtalosta:

. J
0= 5
mar
J2
= (my +mg)i = 5 — Mag
mar

Nainollen meilld on kappale reaalilukuvélilla (0,7), jolla on massa
m =my + msy, joka tuntee voiman

J2
F = - 43
— m2g (4.3)

Mikéi voisi tulla nk. efektiivisestd potentiaalista V (r), siten ettd 42X = —F,.
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Integroidaan —F, 16ytaiksemme potentiaalin V' (r):

2

Vi(r) =3 / +magr (4.4)

myr?

Taméa on kahden termin summa jotka nakyvat kuvassa 4.3

~._ Vetava gravitaatio
potentiaali

-~ Repulsiivinen keskipaikoisvoima

Tn r

Kuva 4.3: Potentiaalifunktio pdydén kiekolle [11]

Jos A(t = 0) = 0 niin silloin keskipakoisvoimaa ei ole ja kiekko vedetiiin
reikdin kunnes se on jumittunut. Kun kiekko saavuttaa poydén keskella
olevan reidn, niin kiekko on osunut moniston () rajoihin ja ratkaisua ei
talloin ole enéén olemassa. Kohdassa r = g, eli potentiaalin V (r) minimis-
sd - kiekko m; on tasaisella ympyramaisella kiertoradalla, jonka sdde on
o (Joka riippuu J:std). Muulloin kiekon kiertorata nayttaéd kuten kuvassa 4.4
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Kuva 4.4: Kiekon kiertoradat [11]

Esimerkki 4.0.4 Harmoninen oskillaattor:
Lagrangen funktio yksinkertaiselle harmoniselle oskillaattorille on

1 1
L ==mg? - =kq? 4.
5md” —5kq (4.5)

Vastaava Hamiltonin funktio® on

1 1
H=—p*+ kg 4.6
5P+ 5ka (4.6)
Euler-Lagrangen yhtdlét antavat
m{=-kq={=-—q (4.7)
m

ja Hamiltonin yhtdlot tuottavat vastaavan tuloksen

Lagrangen funktio on yksinkertainen muuntaa Hamiltonin funktioksi kiyttamélld Le-
gendre muunnosta. E-L yhtéloista tiedetdén, ettéa ?’TS =p=>p=m{=q= %. Sijoittamalla
saatu ¢ Hamiltonin Legendre muunnokseen H(q,p) = p4(q,p) — L(q, ¢(q,p)) saadaan ha-
luttu Hamiltonin funktio H.
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j=2 (4.8
m
p=-kq (4.9)
k k
={G=-—q ; pP=—p (4.10)
m

Ratkaistaan systeemin litkerata q, joka on 2. asteen differentiaaliyhtdlo.
Tdmd voidaan tehdd insinoorimatematitkan kursseilta tutuilla menetelmilld.

Tehdddn se lyhyesti ja merkitdadn w? = %
G(t) = —w?q(t), oletetaan ratkaisun olevan q(t) = Ce™ (4.11)
q(t) = CeM () = N2CeM  kytketidn yhtiloon (4.11)  (4.12)
NCeM = —w2CeM = N\ = —w? = )\ = +iw (4.13)

Tamd tarkoittaa, ettd ratkaisuja on kaksi, ja yleinen ratkaisu on ndiden
kahden lineaarikombinaatio

i (t) =Cie™ ja  qo(t) = Coe™! (4.14)
= q(t) = C1e™" + Che™™! (4.15)

FEulerin identiteettia (ks. 1) kdayttien ratkaisut voidaan kirjoittaa muotoon

q(t) = (C1 + Cy) cos(wt) +i(Cy — Cy) sin(wt) (4.16)
q(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) (4.17)

= Acos(\/gt) + Bsin( %t) (4.18)

Ratkaisu on siis sinimuotoinen litke, missd kertoimet A, B voidaan ratkaista,
kun sopivat alkuehdot tiedetdin. Alkuehdot voitaisiin mddritelld seuraavasti
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q(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)
q(0) = go = Acos(wt) + Bsin(wt) = A = ¢

4(t) = ~wAsin(wt) + wBcos(wt)

q(0) = go = Po _ wBcos(wt) = B = bo
m mw

Josta saadaan
Po .
t) = t) + — t 4.19
a(t) = qocos(wt) + L sin(wt) (419)

Voimme toistaa tasmdlleen saman toimenpiteen liikemddrdlle p(t), jolloin
saamme vastaavasti

p(t) = pocos(wt) + mwqgsin(wt) (4.20)

Jos namd kaksi edelld ratkaistua differentiaaliyhtilod kytkettdaisiin takaisin
Hamiltonin funktioon 4.6 saataisiin

1 1

Tdstd voidaan tehdd pddtelmd, ettd Hamiltonin funktio on vakiofunktio, joka
risppuu vain alkuehdoista.

Edellinen esimerkki oli hyvin yksinkertainen, mutta mekaaninen tyo systee-
min ratkaisujen ja loppupéatelmien suhteen oli vaivalloinen. Samat loppu
paatelmat oltaisiin voitu tehda paljon yksinkertaisemmin. Kun mallintajan
silmé kehittyy, hdn voi ndhd& seuraavaa. Systeemin kokonaisenergia eli
Hamiltonin funktio 4.6 H ei riipu ajasta t eli %H = 0, mika tarkoittaa, etta
H on vakiofunktio H = ¢. Darboux’n koordinaatit ovat aina toisistaan riip-
pumattomia ja jos verrataan H:ta yleiseen ellipsin yhtaloon, jonka keskipiste
on origossa

2 k2 2
x+y_:1 ﬁ_kﬁ

PR 2 "om ¢ (4.22)
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jossa a ja b ovat puoliakseleiden pituuksia. Systeemi liikkkuu siis (¢, p) tasossa
ellipsin muotoista rataa, jonka muodon on riiputtava vain alkuehdoista, kos-
ka systeemin energia on vakio. Téma ellipsin muotoinen rata on siis energia-
funktion H tasa-arvokéyré, joka tarkoittaa, ettd kdyrdn jokaisessa pisteessé
kokonaisenergia on sama.

Kuva 4.5: Harmoninen oskillaattori, faasiavaruus (g, p)

Hamiltonin formulointi tarjoaa siis mahdollisuuden tutkia systeemid enem-
mén geometrisesta nékokulmasta. Kun systeemin energiafunktion tasa-
arvokayrit saadaan kuvattua (¢¢, p;)-tasolle, voidaan tehda nopeita péatel-
mié systeemin nopeudesta, kidnnepisteista, liikemaérista, kulkusuunnista ja
muista sen ominaisuuksista. Monesti mallintajat eivit ole kiinnostuneita pel-
kistaan kappaleen liikeradasta eli trajektorista kun se etenee ajassa. Jo pel-
kdstddn Hamiltonin funktion muodosta voi tehda nopeita pastelmia, kuinka
systeemi kayttaytyy.

Esimerkki 4.0.5 20/ Dynaaminen palkkiyhtilé on seuraavanlaisen toimin-
tafunktion S kriittinen piste

[ —
Va

S = fOL(%u(%—‘;)Z—%EJ(%)W(x)w(x,t))dx (4.23)

\%1

Missd Lagrangen funktio L on
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L= %u(%)2—1E1(@)+Q(m)w(x,t) (4.24)

2 ox2/ 7 "7
K v V2

missd [ on massa pituusyksikkod kohti, w palkin taipuma, E kimmomoduuli
ja I neliomomentti. Ensimmdinen termi on kineettinen energia K, toinen
termi on sisdaisten voimien atheuttama potentiaalienergia Vi ja kolmas terma
kuvastaa wulkoisten wvoimien atheuttamaa potentiaalienergiaa Vy. Kun L
kytketdan Euler-Lagrangen yhtdloihin saadaan

0? 0*w 0*w

Palkkiyhtdlo on staattinen palkkiyhtdlo, jos edelld olevan yhtdlon oikealla
puolella on pelkkd voimajakauma Q, tarkoittaen

0? 0w
@(Ef@) o) (4.26)
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Y hteenveto

Teoriaosuus perustui matemaattisten rakenteiden esittelyyn. Maarittelimme
rakenteen, jonka paélle lisdsimme uuden rakenteen, jonka péille lisdsimme
taas uuden rakenteen. Lisdsimme siis aina kerroksia rakenteiden péélle. Aloi-
timme joukosta, jonka péaélle rakensimme topologian, edeten aina Riemannin
monistoille asti. Rakenteiden esittelyn motivaatio oli puhtaasti fysiikassa. Fy-
sikaalinen luonto omaa myos tietynlaisen rakenteen. Erilaisten fysikaalisten
ilmididen mallintamiseen tarvitaan erilaisia rakenteita. Késittelemdmme ra-
kenteet voitaisiin listata seuraavasti:

MERKINTA ~ RAKENTEET NIMITYS

(M) JOUKKO JOUKKO

(M,0) JOUKKO + TOPOLOGIA TOPOLOGINEN AVARUUS
(M,0,4) JOUKKO + TOP. + KARTASTO TOPOLOGINEN MONISTO
(M0 Ay)  JOUKKO + TOP. + SILEA KARTASTO SILEA MONISTO

(M0, 4g,V)  JOUKKO + TOP. + . KART + KONNEKTIO 3. MON. -~ KONN.
(M.0,4;.V,9) JOUKKO + TOP. + S. KART. - KONN.+ METRIIKKA RIEMANNIN MONISTO

Lisdksi tietynlaisena erikoistapauksena symplektinen monisto, jossa symplek-
tinen muoto w ei ole varsinainen lisdrakenne.

(M,0,Agp,w) JOUKKO + TOP. + S. KART.+ SMUOTO. SYMPLEKTINEN MONISTO

Rakenteen lisdys perustuu aina omaan valintaamme, joten rakenne ei ole
jotain, mikd on automaattisesti olemassa. Mitd enemmén rakennetta ava-
ruudelle valitaan, sitd enemmén mallintaja on ottanut vastuuta. Fysikaalisia
ongelmia mallinnettaessa on luonnollisesti paras valita kevyin mahdollinen

168
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rakenne. Jos mallintajan taytyy laskea partikkelin liikeratojen pituuksia,
on valittava Riemannin monisto. Riemannin monisto on rakenteena vahva.
Polkujen differentoituvuuden tarkasteluun riittda siledn moniston rakenne.

Kun haluamme mallintaa klassisen mekaniikan ilmioitéa fysikaalisesta luon-
nosta, on meilld vaihtoehtoina kolme formalismia: Newton, Lagrange ja Ha-
milton. Klassisen mekaniikan paaformalismeja ovat Lagrange ja Hamilton,
koska Newtonin mekaniikka on niistd molemmista johdettavissa. Voidaan
ajatella, ettd edelld mainitut kaksi muotoilua ovat astetta fundamentaali-
sempia ldhetymistapoja verrattuna Newtonin mekaniikkaan. Nama kaikki 3
muotoilua tarvitsevat tietynlaisen matemaattisen rakenteen.

Mitéa formalismia kannattaa kiyttdd ja millainen rakenne avaruudelle tar-
vitaan? Kéytdnnon tehtavissd rakenteeksi on monesti valittava Riemannin
monisto. Lagrangen ja Hamilton mekaniikat keskittyviat molemmat systeemin
energiaan. Tama vapauttaa voima-vektori ajattelusta ja mahdollistaa formu-
loida ongelman koordinaatistosta riippumattomalla tavalla. Riippumattomia
muuttujia on pienimmillddn systeemin todellisen vapausasteen lukuméaéra.
Kuten esimerkeistd saattoi huomata, on haastavimpien ongelmien ratkaisu
Newtonin mekaniikalla todella monimutkaista. Voidaan sanoa, ettd Lagran-
gen ja Hamiltonin ldhestymistavat ovat valttaméttomyys haastavimpien teh-
tavien formuloinneissa.

Syvempi kysymys vield on Lagrangen ja Hamiltonin mekaniikkojen eroissa.
Molemmat mekaniikat ovat toisistaan tdysin riippumattomia, mutta kuten
huomasimme, kulkevat ne aivan késikddessé ja molemmat muotoilut voidaan
johtaa toisesta. Molemmat ldhestymistavat ovat myos taysin koordinaatis-
tosta riippumattomia.

Lagrangen mekaniikan ytimesséa oli variaatioperiaate ja Euler-Lagrangen yh-
talot eli E-L-yhtalot. Kun E-L-yhtél6ihin kytketddn mallintajan magraamé
Lagrangen funktio L, saadaan differentiaaliyhtélosysteemi, joista objektien
liikeradat ovat laskettavissa. Lagrangen funktio eli Lagrangian voitiin usein
muotoilla kineettisen- ja potentiaalienergian erotuksena eli L=K-V. Intuitii-
visesti Lagrangen funktion voidaan sanoa kuvastavan systeemin “elédvyytta’.
Hamiltonin mekaniikka perustui puolestaan kokonaisenergian késitteeseen ja
nk. symplektisiin monistothin, joissa madariteltiin Hamiltonin vektorikentat.
Néista vektorikentistd saadaan Hamultonin yhtdlot. Hamiltonin yhtéloihin
kytketadn nk. Hamiltonin funktio H, joka kuvastaa systeemin kokonaisener-
giaa. Systeemin kokonaisenergia on usein ilmoitettu kineettisen- ja potenti-
aalienergian summana eli H = K+V. Hamiltonin yhtél6istd saadaan muodos-
tettua liikeyhtélot, eli differentiaaliyhtélosysteemi, joista objektien liikeradat
ovat laskettavissa.

Puhtaasti liikeratojen differentiaaliyhtéloiden formulointeja ajatellen erot



170

ovat aika pienid. Monesti Lagrangen yhtalon muodostaminen on nopeampaa
ja Euler-Lagrangen yhtalot tuottavat aina pienemmaéan maéran liikeyhtéloita.
Euler-Lagrangen yhtaloistd nahdaéan myos nopeasti yhteys Newtonin 2. sdén-
toon. Kun Lagrangen mekaniikassa keskitytddn paikkaan ja nopeuteen, niin
Hamiltonin mekaniikassa paikkaan ja liikemadraan. Lagrangen mekaniikan
tila-avaruutena toimii silein moniston eli konfiguraatioavaruuden tangentti-
bundle T'M, joissa koordinaatteina toimivat edelld mainitut sijainti ja nopeus
(¢',¢"). Hamiltonin mekaniikassa tila-avaruutena on faasiavaruus eli monis-
ton kotangenttibundle 7* M, jonka koordinaatteina ovat paikka ja litkeméaé-
ra (¢%, p;). Ndmé Hamiltonin mekaniikassa kiytetyt Darboux’n koordinaatit
ovat toisistaan tdysin riippumattomia, missa sitd vastoin Lagrangen muo-
toilussa kiytetyt koordinaatit ovat hyvinkin toisistaan riippuvia. Darboux’'n
koordinaatit ja kokonaisenergian késite mahdollistavat systeemin geometri-
sen tarkastelun, jonka perusteella voidaan tehda nopeita paatelmia tarkastel-
tavan systeemin ominaisuuksista. Vastaava tarkastelu ei ole mahdollista La-
grangelaisessa mekaniikassa. Téssd ovat ovat kidytdnnon erot hyvin tiiviisti
muotoiltuna.

Puhtaasti teoreettisella tasolla suurin ero néissd kahdessa mekaniikan muo-
toilussa on niissé tarvittava matemaattinen rakenne [14]|. Taméi rakenteel-
linen eroavaisuus on siind mielessd merkittava, jos ajatellaan fysikaalisen
luonnon kantavan tietynlaista rakennetta. Hamiltonin mekaniikan muotoi-
lussa abstraktilla tasolla selvitdédn nimittdin kevyemmalla rakenteella, kuin
Lagrangen formalismissa. Tassé mielessd voidaan sanoa Hamiltonin meka-
niikan olevan fundamentaalisempi, kuin Lagrangen mekaniikan. Hamiltonin
mekaniikka muotoillaan symplektisilla monistoilla, ja Lagrangen mekaniikka
Riemannin monistoilla. Symplektiset monistot ovat yleisempi rakenne, kuin
Riemannin monistot, koska metriikan valintaa lisdrakenteena ei symplektisil-
le monistoille tarvita.

Kéytannollisesti katsoen molemmat mekaniikat tarvitsevat kuitenkin Rie-
mannin moniston rakenteen. Nimittdin todellisen maailman systeemien
tarkastelu sisdltda aina liikkuvien objektien vauhtien mittaamista. Liikkees-
sd olevat objektit omaavat aina liike-energian, eli termin K, jota tarvitaan
valttaméattomyytend molemmissa mekaniikan muotoiluissa. Kineettinen
energia muotoillaan Lagrangen mekaniikassa yleisesti

K(a,d) = 5m(d,d) (1)

jossa g(e,e) on Riemannin moniston metrinen tensori. Hamiltonin mekanii-
kassa kineettisen energian termi muotoillaan



171

K(q,p) = %g‘l(p,p) (5.2)

Jossa g~1(e,e) on Riemannin moniston kometriikka.

Tamén tyon tarkoituksena oli toimia johdantona mekaniikkojen paéforma-
lismeihin ja tarjota viitettéd tarvittavista matemaattisista rakenteista néiden
kahden esitystavan yleispatevadn ymmartamiseen.
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LIITE A Maaritelmia,
todistuksia, kaavoja

Maaritelma .0.1 Kunta
Kunta on kolmikko (K,+,-) missd

i) K on joukko
i) +:KxK—K
i) KxK-—K

Joka toteuttaa seuraavat aksioomat

K* Kommutatuvisuus a+b=a+0b

At  Assosiatiivisuus + (a+b)+c=a+(b+c¢)

N*  Neutraali elementti 3 0c¢K:VseK:a+0=a
I Inverssi elementti VaeK:3(-a):a+(-a)=0

K Kommutatiwisuus a-b=b-a

A Assosiatiivisuus + (a-b)-c=a-(b-c)

N Neutraali elementti 3 1e¢ K\{0}:VaeK:a-1=a
I  Inverssi elementti Vae K\{0}:3i:a-i=1

D+ Distribuuttisuus (a+b)-c=a-c+b-c

Maaritelma .0.2 Rengas!
Rengas on kolmikko (R,+,-) missd

! Jos renkaan kertolaskulla on kommutatiivisuus ominaisuus, on kysymys kommutatii-
visesta renkaasta
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i) R on joukko
it) +:RxR— K
iii) :RxR— K

Joka toteuttaa seuraavat aksioomat

K+  Kommutatiivisuus a+b=a+b

A*  Assosiatiivisuus + (a+b)+c=a+(b+c)

N*  Neutraali elementtti 3 0cR:VseK:a+0=a
I+ Inverssi elementti VYaeR:3(-a):a+(-a)=0

A Assosiatiivisuus + (a-b)-c=a-(b-c)
N- Neutraali elementti 31 R\{0}:VaecR:a-1=a

D*" Distribuuttisuus (a+b)-c=a-c+b-c

Maaritelma .0.3 Ryhma
Ryhmda on kaksikko (G, e) missd

i) G on joukko

it) e:GxG— G binddrioperaatio

Joka toteuttaa seuraavat aksioomat

K* Kommutatiivisuus®? aeb=bea

A*  Assosiatitvisuus (aeb)ec=ae(bec)

N* Neutraalt elementti 3, ceG:VaeG:aee=a
I*  Inverssi elementti VaeG:31ieG:aei=¢

Teoreema .0.1 (A,04) ja (B,0p) ja (C,0¢) ovat topologisia avaruuk-
sia. Jos kaksi kuvausta f : A — B ja g : B — C owvat jatkuvia, niin
go f:A— C on jatkuva.
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Todistus .0.1 Jos Ve O¢

preimgor(V) ={ae A | (go f)(a) eV}
={acA | f(a) e preimy(V)}
= preimy (preimy(V)) O

[ S —
eOp

€O

Maaritelma .0.4 Isomorfiset joukot
Kaksi joukkoa A ja B ovat ovat isomorfisia (joukko-opillisesti),

AzB

Jos niiden vdlille loytyy bijektio ¢ : A — B. Bijektiota ¢ voi loytyd monia,
mutta vain yksikin riitdda. Intuitiivisesti voidaan sanoa, etti joukot A ja B
ovat saman kokoiset, ja niiden alkiolle loytyy omat parinsa. (Huomiona, et-
td isomorfisista joukoista voidaan puhua myds, jos joukot ovdt ddrettomid
joukkoja).

Esimerkki .0.6 V' ja W owvat kaksi dadrellisulotteista vektoriavaruutta ja
A = B on lineaarinen kuvaus ndiden avaruuksien vdlilli. &y ja &, ovat
isomorfismeja, siten etti {E(v) 1 V* — R, £(v) (@) = @(v), missi p € V*.
Lisiksi V:n ja W duaalivektoriavaruuksien valillé on olemassa lineaarinen
transpoosikuvaus A* : W* — V*. Osoita, etti alla oleva diagramma kom-

mutoi, eli &, 0 A= (A")*0&,.

Todistus .0.2

(0o A) (@) (@) = (A" 2 &) (@) ()
w(Av) = (fv(v))(A*w)
(A*w)(v) = (A*w)(v)
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V—"w
o §w
Vx—* W*x—

(A%)*

Kuva 1: Diagrammin kommutointi

Kaava 1 FEulerin identiteetts
e = cos(w) +1i sin(w)

e = cos(w) —1i sin(w)

Kaava 2 Leibnizin integrointisdanto

1) Kun integtoimisrajat vakioita

d bFA d baF)\ d
= [ FOva)da= [T SiP(a)da

2) Kun integroimisrajat funktioita

%[ab(A)F(A,a)da: /ab()‘)ﬁF(A,a)da+F(A,b()\))db(A) _

N ) OA d\

Diagrammi 1 Operaattoreiden vdlinen yhteys
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F(Xa(N))

da(\)

d\
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d .
o) —2 ey — < perary — 8 o ()

id b &4 *

QM QM Q2M

Q3M

Kuva 2: div, grad, curl - Diagrammi

Maaritelma .0.5 Riemannin tilavuusmuoto w,

Olkoon (M,g) Riemannnin monisto’. Missi tahansa orientoiduissa
paikallisissa koordinaateissa (U, x"), Riemannin tilavuusmuoto w, voidaan
kirjoittaa muodossa

wy =/det(gi;) dz* A... A dx" (4)

missd g;; on Riemannin metrisen tensorin komponentit.

3orientoitu Riemannin monisto



