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Mobius-kuvaukset ovat alun perin kompleksitason kuvausten joukko, jolla on mielen-
kiintoisia geometrisia ominaisuuksia. Myohemmin niitd koskeva teoria on yleistetty
avaruuteen R".

Tissi tyossd kisitelldin avaruuksien C ja R3 Mobius-kuvauksia. Keskeiseni ta-
voitteena on selvittdd, miten kertoimien laajentaminen kompleksiluvuista kvater-
neiksi vaikuttaa kompleksitason Mobius-kuvausten teoriaan.

Osoittautuu, ettd kompleksikertoimien lisdksi kvaternikertoimet ovat mahdolli-
sia ainoastaan, kun niiden kompleksiosa on nolla. Namé kuvaukset tdydentdvit
kompleksitason Mobius-kuvausten teoriaa merkittavilla tavalla lisidmalld kuvaus-
ten joukkoon myos peilaukset.

Tyon késittely pohjautuu pitkélti P. L. Watermanin artikkeliin Mdébius Transfor-

mations in Several Dimensions.
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Mobius transformations are originally a group of complex mappings, which have
interesting geometrical properties. Later their theory have been generalized to the
space R™.

This thesis deals with the Mdbius transformations of the spaces C and R3. The
main interest is to solve, how expanding the complex coefficients into quaternions
affects the theory of Mobius transformations of the complex plane.

It is found that there is exactly one additional case of quaternionic coefficients —
that of the quaternions whose complex part is zero. These new mappings complement
the theory of Mobius transformation of the complex plane in a remarkable way by
adding the reflections to it.

The treatment of the problem is mostly based on the P. .. Waterman’s article

Mébius Transformations in Several Dimensions.
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MERKINNAT

ik

kvaternien kanta-alkioita, i = j? = k? = ijk = —1

kvaternien joukko

kvaternin ¢ kompleksiosa, P(qo + ¢ii + g2 + gsk) = qo + ¢1i
kvaternin ¢ hyperkompleksiosa, Q(qo + ¢11 + goj + q3k) = g2 + ¢si
padinvoluutio, (¢o + ¢1i 4+ 2] + ¢3k)’ = qo — i — ¢2j + g3k

reversio, (¢o + 11 + 2] + ¢3k)* = qo + 11 + ¢2j — g3k

konjugaatti, (o + ¢q1i + q2j + ¢sk) = qo — i — @2j — sk
I\ {0}

Cliffordin algebra, jonka generoiville alkioille e; pitee e? = 1, jos

i=1,...,p,jae?=—1,josi=p+1,...,p+q

Cliffordin ryhmé, Cliffordin algebran C¢;,, kiddntyvien alkioiden muo-

dostama ryhmé

adrettomyyspiste

FuU {0}

Mébius-kuvauksen T' pseudodeterminantti, A(T") = ad* — bc*
avaruuden F Mobius-kuvausten ryhmé

asteen n yleinen lineaarinen ryhmaé

asteen n projektiivinen lineaarinen ryhméa

asteen n erityinen lineaarinen ryhma

asteen n projektiivinen erityinen lineaarinen ryhma

O(R™), avaruuden R™ ortogonaalikuvausten ryhméa

O*(n), avaruuden R" erityisortogonaalikuvausten ryhmé,
A€ SO(n) <= A€O(n)jadet(4) =1

Ae€eO (n) < AcO(n)jadet(A) =—-1
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R, peilaus vektoria a vastaan kohtisuoran origon kautta kulkevan hy-

pertason suhteen
) avaruuden R? tai R? kiertomatriisi

Pq kierto avaruudessa C tai R3® kvaternin ¢ avulla esitettyni,

pe(z) = qug ™!



1 JOHDANTO

Mobius-kuvaukset ovat alun perin kompleksimuuttujan kuvauksia muotoa

b
T(z) = ij——d’ a,b,c,d € C, ad—bc+#0,

joilla on mielenkiintoisia geometrisia ominaisuuksia. Niilld voidaan esimerkiksi esit-
tad kaikki kompleksitason kierrot, siirrot ja venytykset; ne kuvaavat ympyrit ja
suorat ympyroiksi ja suoriksi ja ne ovat konformisia eli kulmat siilyttévid. Lisdksi
ne muodostavat ryhmén. Myohemmin Mobius-kuvausten teoria on laajennettu kos-
kemaan yleistd avaruutta R". Korkeampiin avaruuksiin siirryttiessd kertoimien a,
b, ¢ ja d kompleksisuus ei kuitenkaan endi riitd, vaan ne tulee laajentaa kompleksi-
lukuja korkeampiasteisiksi Cliffordin algebrojen luvuiksi. Avaruuden R3 tapauksessa
kertoimet ovat kvaterneja.

Tissi tyossi kisitelliin avaruuksien C ja R3 Mdbius-kuvauksia. Keskeiseni kiin-
nostuksen kohteena on ei-perinteinen kvaternikertoimisten kompleksitason Mobius-
kuvausten tapaus. Tutkimusongelmana on selvittaé, (1) onko kompleksilukujen li-
siksi olemassa myOs muunlaisia kvaternikertoimia, joilla kompleksitason Mobius-
kuvaukset ovat mahdollisia, ja jos on, (2) miten ndmé kuvaukset sopivat Mdbius-
kuvausten teoriaan. Suurin osa tyostd kuluu kuitenkin tarkasteltaessa avaruuksien C
ja R3 perinteisii M&bius-kuvauksia ja niissi tarvittavaa teoriaa, kuten kvaterneja ja
ortogonaalikuvauksia (kierrot ja peilaukset).

Ty6 pohjautuu padasiassa P. L. Watermanin julkaisuun Mdbius Transformations
in Several Dimensions eli lihteeseen [18|.

Lukijan oletetaan hallitsevan kompleksilukujen ja matriisien perusominaisuudet.
Liséksi algebran kisitteistd ryhmé, homomorfismi, isomorfismi sekéd tekijéjoukko,

olisivat my0s hyva olla entuudestaan tuttuja.
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2 LUKUJOUKOISTA

Mobius-kuvausten kertoimet ovat alkuperaisessd kompleksitason tapauksessa komp-
leksilukuja. Kompleksiluvut ovat erikoistapaus yleisemmistd Cliffordin algebrojen
luvuista, ja korkeampiin avaruuksiin siirryttdessi Mobius-kuvausten kertoimet tulee
laajentaa yleisemmiksi Cliffordin algebrojen luvuiksi. Téssa tyossd néistd tarvitaan
kahta kompleksilukuja seuraavaksi laajempaa lukujoukkoa, jotka késitellidn tdssa

luvussa. Niiden lisiksi tarkastellaan lyhyesti myos Cliffordin algebroja yleisesti.

2.1 Kvaternit

Motivaatioksi lukujoukkojen laajentamiselle aina luonnollisista luvuista kompleksi-
lukuihin saakka voidaan ajatella se, ettd tiettyjen laskutoimitusten kautta ajaudu-
taan kisiteltdvan lukujoukon ulkopuolelle. Vaikka kompleksilukujen kohdalla ei endé
kohdata vastaavaa ongelmaa, on silti luonnollista kysyé, onko olemassa kompleksi-
lukuja laajempi lukujoukko, joka siséltdd kompleksiluvut osajoukkonaan. Asialle on
my0s kiiytdnnon motivaatio: Kuten seuraavassa luvussa nihdéin, kompleksilukujen
laskutoimituksilla voidaan esittda katevasti tason geometrisia kuvauksia, kuten siir-
toja ja kiertoja. Hypoteettisille kompleksilukuja laajemmille luvuille, joilla voitaisiin
toteuttaa néitd kuvauksia myos kolmiulotteisessa avaruudessa, olisi selvasti kiyttoa.

Kompleksiluvut voidaan ajatella kaksiulotteisiksi luvuiksi. Niin ollen kompleksi-
lukuja laajempaa lukujoukkoa etsiessé on luonnollista ldhted tarkastelemaan kolmiu-
lotteisia lukuja. Niin teki irlantilainen sir William Rowan Hamilton (1805-1865) ja
paatyi tutkimuksissaan yllattavaan havaintoon vuonna 1843: laajennus kolmiulottei-
siin lukuihin ei onnistu, mutta sen sijaan laajennus neliulotteisiin lukuihin onnistuu
luopumalla kertolaskun vaihdannaisuudesta [3|. N&ita lukuja kutsutaan kvaterneiksi,
ja ne ovat muotoa

q=qo+ Qi+ qj + q12k,

missi qo, q1, @2 ja qi2* ovat reaalilukuja ja i, j ja k ovat imagindiriyksikoitd, joille
patevat seuraavat ehdot:
i? =2 =k*=1jk = —1.

Téassé tyossa lahdetddn kuitenkin liikkeelle méaarittelemélld kvaternit kompleksilu-

Viimeisen kertoimen alaindeksini on 12 alaindeksin 3 sijaan. Syy téhin selvidd seuraavassa ala-
luvussa.
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kupareina, joille patevit tietyt laskutoimitukset. Télloin edelld mainittu kvaternien
esitystapa voidaan johtaa samalla tapaa kuin kompleksilukujen komponenttiesitys
johdetaan reaalilukupareista.

Maaritelmi 2.1.1 ([12]). Kvaternien joukko H muodostuu jarjestetyistd komplek-
silukupareista q = (z,w), z,w € C, joille yhteenlasku, skalaarilla kertominen ja

kertolasku ovat mddaritelty kaavoilla
(u,0) + (2. w) = (u+ 2,0+ w),

AMz,w) = Az, \w), ANER,
Jja
(u,v)(z,w) = (uz — VW, uw + vZ)

jokaiselle (u,v), (z,w) € C2.

Edellisestd méaéritelméasta havaitaan, ettd kvaternien joukko on laskutoimitusten
suhteen suljettu. Yhteenlasku ja skalaarilla kertominen ovat vektorien laskusdan-
noistd tuttuja, mutta kertolasku erottaa maéadritellyn algebrallisen rakenteen vek-
toriavaruudesta. Kuten reaaliluvuilla, kertolaskun merkki voidaan jattdd merkitse-
méttéd ilman sekaantumisen vaaraa. Edelld mainittu kertolaskun ei-vaihdannaisuus

nihdéain selvisti esimerkiksi seuraavasta tapauksesta:

mutta

(0,1)(i,0) = (0 — 0,0 + 1 -1) = (0, —i).
Liitdnnéaisyydesté ja osittelulaeista ei kuitenkaan tarvitse luopua.
Propositio 2.1.2. Kvaternien kertolaskulle pdtee liitantdlaks.

Todistus. Olkoot (u,v), (2, w) ja (a,b) kvaterneja. On siis niytettavi, ettd kvaternien

kertolaskulle péitee laskusdanto

[(u,v)(z,w)](a,b) = (u,v)[(z,w)(a,b)].

Soveltamalla kertolaskun mééritelmia yhtdlon vasempaan puoleen kaksi kertaa

saadaan

[(u,v)(z,w)](a,b) = (uz — VW, uw + vZ)(a, b)

= ((uz —vW)a — (uw + vZ)b, (uz — V)b + (uw + vZ)a).
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Saatu lauseke voidaan kirjoittaa kompleksilukujen laskusdéntdjen nojalla edelleen

muotoon
[(u,v)(z,w)](a,b) = (auz — avw — buw — bvz, auw + avz + buz — bvw).
Myss oikea puoli voidaan saattaa vastaavasti samaan muotoon:

(u,v)[(z,w)(a,b)] = (u,v)(za — wb, zb + wa)
= (u(za — wb) — v(zb+ wa), u(zb + wa) + v(za — wb))

= (auz — v — buw — bUZ, Guw + avz + buz — bvw).

Niin ollen pétee [(u,v)(z, w)](a,b) = (u,v)[(z, w)(a,b)]. O
Propositio 2.1.3. Kvaterneille pdtevit osittelulait.

Todistus. Kvaternien kertolaskun ei-vaihdannaisuudesta johtuen on osoitettava erik-

seen todeksi molemmat osittelulait eli kaavat
(u,v)[(2, w) + (a,b)] = (u,v)(z,w) + (u,v)(a,d)
ja

[(u,v) + (z,w)](a,b) = (u,v)(a,b) + (z,w)(a,b).

Ensimmaéisen yhtdlon vasen puoli saadaan yhteen- ja kertolaskun mééaritelmén

nojalla muotoon

(u,v)[(z,w) + (a,0)] = (u,v)(z + a,w +b)

= (u(z +a)—v(w+b),u(w+b)+v(z+ a)),

joka voidaan kirjoittaa kompleksilukujen laskusdintdjen perusteella edelleen muo-
toon
(u,v) [(z,w) + (a,b)] = (au + az — bv + v, av + bu + ww + vZ).

Yhtalon oikea puoli voidaan kirjoittaa vastaavasti samaan muotoon

(u,v)(z,w) + (u,v)(a,b) = (uz — VW, uw + vZ) + (ua — vb, ub + va)

= (au — bv + uz — VW, v + bu + uw + vz),

joten ensimmaéinen yhtal6é on tosi.
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Toisen yhtédlon kanssa menetellddn vastaavasti. Vasen puoli kirjoitetaan muotoon

[(u,v) + (=, w)} (a,b) = (u+ z,v+w)(a,b)
(u+2z)a— (v+w)b, (u+ 2)b+ (v+w)a)
(au+ az — bv — bw,av + aw + bu + bz),

ja oikea puoli saadaan samaan muotoon

(u,v)(a,b) + (z,w)(a,b) = (ua — vb,ub + va) + (za — wb, zb + wa)
= (au+ az — bv — bw,av + aw + bu + bz)
Nain ollen molemmat osittelulait ovat tosia. 0

Seuraavaksi siirrytddn johtamaan kvaterneille lukupareja havainnollisempi mer-
kintatapa: kompleksilukujen kanssa analoginen komponenttiesitys. Tata varten tar-

vitaan muutamia merkinnéllisii sopimuksia.

Maaritelma 2.1.4. Kvaternin (z,w) kompleksiosaksi sanotaan kompleksilukua

P(z,w) = z ja hyperkompleksiosaksi kompleksilukua Q(z,w) = w.

Kvaterneille, joiden hyperkompleksiosa on nolla, patevit laskusidnnot
(2,0) + (w,0) = (2 +w,0), A2,0)=(A2,0) ja (z0)(w,0) = (zw,0),

joten niiden muodostama kvaternien osajoukko {(z,0) € H | z € C} on suljet-
tu. Joukko voidaan samaistaa kompleksilukujen kanssa, joten kompleksiluvut muo-
dostavat kvaternien osajoukon yhteen- ja kertolaskun suhteen. Kvaternit muotoa
(cr,0) € C voidaan néin ollen kirjoittaa yksinkertaisemmin kompleksilukuna «, jol-
loin kvaternit muotoa (a,0) = a € R ovat reaalilukuja. Erityisesti kvaterneja (1,0)
ja (0,0) vastaavat kompleksiluvut 1 ja 0 ja kvaternia (i,0) vastaa kompleksilukujen
imagindariyksikko i. Edellisten lisiksi myos kvaternit (0,1) ja (0,1) ovat tirkedssi

roolissa, ja niistd kiytetddn yksinkertaisempia merkintdja j ja k.

Propositio 2.1.5. Alkioille i, j ja k pdtevit seuraavat ehdot:
i?=j"=k*=ijk=-1.
Todistus. Kertolaskun méiritelmésté seuraavat suoraan viitteet
i = (1,0)(1,0) = (i* = 0,0 + 0) = (=1,0) = —1,

j2 = (07 1)(07 1) = (0 - 1270 +0) - (_1’0) =-1
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ja
k* = (0,i)(0,i) = (0 —ii,0 + 0) = (—1,0) = —1.
Viimeisen viitteen tulot voidaan laskea kertolaskun liitdnn&isyyden nojalla missé

jarjestyksessé tahansa, joten kertolaskun maéairitelmad soveltamalla saadaan
ijk = (i,0)(0,1)(0,i) = (0—0,i- 1+ 0)(0,1) = (0,i) = kk = —1.

]

Edellisen tuloksen seurauksena saadaan seuraavat, toistuvasti tarvittavat las-

kusaannot.

Seuraus 2.1.6. Alkioille i, j ja k patevit seuraavat kertolaskusddnnot:
ij=—ji=k, jk=-kj=1i ja ki=—-ik=]j.

Niiden tietojen myota voidaan nyt johtaa kvaternien komponenttiesitys. Aloite-

taan kirjoittamalla kvaterni ¢ yhteen- ja kertolaskun méaaritelmén nojalla muotoon

q = (qo + ¢1i, @2 + qu2i)
= (qo + ¢11,0) + (0, g2 + qi21)
= (qO + q1iv 0)(]—7 O) + (qQ + qmia 0)<Oa ]-)

Téassd muodossa lausekkeen kolme ensimmaéistd kvaternia ovat kompleksilukuja, jo-
ten ne voidaan kirjoittaa yksinkertaisempaan muotoon. Kun liséksi kvaterni (0, 1)

korvataan merkinnalla j, padddytdin muotoon

q=(q0+ qi) - 1+ (g2 + qi21)j.

Soveltamalla osittelulakia ja alkioiden i, j ja k laskusddntoja padadytdan lopulta muo-
toon

q = Qo+ @i+ g2 + q12ij = qo + q1i + q2] + qr2k.

Edellisen yhtélon viimeinen lauseke on siis kvaternin komponenttiesitys. Koska téssa
muodossa kvaternit sisdltavit vain reaalilukuja ja alkioita i, j ja k, niilld voidaan
laskea kiyttden ainoastaan reaaliluvuille tuttuja laskusaintoja sekd alkioille i, j ja k
edelld johdettuja laskusaintoja.

Siirrytédn sitten kisittelemédidn kvaternien perusominaisuuksia. Kompleksiluku-
jen teoriassa konjugaatti f(z) = Z osoittautui hyodylliseksi, laskutoimituksia yk-
sinkertaistavaksi késitteeksi. Kvaternien tapauksessa vastaavia kuvauksia voidaan

médritelld useita. Téssé tyossd hyddynnetdin kolmea.



8 2 Lukujoukoista

Maaritelma 2.1.7. Pdadinvoluutio on kuvaus

"H—H, ¢ =q —qi—qj+ qk
Maaritelma 2.1.8. Reversio on kuvaus

TTH—oH, ¢"=qo+ @il + g — quok
Mairitelma 2.1.9. Konjugaatti on kuvaus

TH=H, =90 — i = go) — qu2k

Edella maaritellyt kuvaukset ovat involuutioita eli kuvauksia, jotka ovat itsensa
kdanteisfunktioita. Koska péddinvoluutio, reversio ja konjugaatti ovat liséksi lineaa-

risia, ne toteuttavat ehdot

flf@] ==z ja flax)=af(z), acR

Lisdksi niiden yhdistetyt kuvaukset ovat vaihdannaisia, eli mielivaltaisille involuu-
tioille %1 ja %o pétee
(™)™ = (¢™)".

Maéaritelmistd nahdddn myos, ettd kullekin involuutiolle x péatee yhteenlaskun suh-
teen kaava (a + b)* = a* 4 b*. Kertolaskun suhteen involuutiot sen sijaan jakautuvat

kahteen tapaukseen.

Propositio 2.1.10. Olkoot a ja b kvaterneja. Kvaternien kertolaskun involuutioille

patevat seuraavat kaavat:
(1) (ab) =a't’
(2) (ab)* =b*a*
(3) ab = ba.

Todistus. Olkoot a ja b kvaterneja. Tulon ab aukikirjoitettu muoto on

ab = (ag + a1i + asj + ai2k)(bo + b1i + baj + bi2k)
= (Clobo — (llbl — CLQbQ — algblg) + (a0b1 + a1b0 + a2b12 — a12b2)i (21)
+ (apba — a1b1a + asby + a12b1)j + (apbia + arbe — asby + as2bo)k.
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Kohdan (1) osoittamiseksi tulo a't’ kirjoitetaan vastaavaan muotoon:

a'tl = (ap — ari — agj + ai2k)(bo — b1i — baj + b1ok)
— (aobo _ albl — a2b2 — a12b12) + (—a0b1 — a1b0 - a2b12 + CLIQbQ)i

+ (—apba + a1b12 — asby — a12b1)j + (apbiz + arbs — asby + ai2bp)k

Vertaamalla saatua lauseketta yht&loon (2.1) ndhdédén, ettd péatee (ab)’ = o'/, joten
kohta (1) on tosi.

Kohdan (2) osoittamiseksi kirjoitetaan vastaavasti tulo b*a* muotoon

b a* = (bo + bii + baj — brok)(ao + aqi + asj — arok)
= (apby — a1by — asbs — a12b12) + (aghy + a1by + asbia — aq2by)i

+ (agby — a1brz + azby + a12b1)j + (—aobiz — a1by + asby — a12bo )k,

jolloin vertaamalla saatua lauseketta yhtdloon (2.1) néhdaén, ettd pétee yhtélo
(ab)* = b*a*, joten myos kohta (2) on tosi.
Tulon ba aukikirjoitettu muoto on
ba = (by — bii — baj — biok)(ag — aii — asj — aiok)
= (aobo — a1by — azby — aizbia) + (—agby — arby — azbiz + aizbs)i
+ (—agby + arbia — agby — a12b1)j + (—aobia — arby + azby — aiabo)k,

jota vertaamalla yhtloon (2.1) nihdiin, etti pitee ab = ba. Siis myds kohta (3) on
tosi. [

Kvaternien normi méaaritelladn euklidisen normin mukaisesti.

Maaritelma 2.1.11. Kvaternin q = qo + q1i + q2j + qi2k normi on reaaliluku

lal = \/Q3 +ai + 6 + abs.
Normille péatevat selvisti ehdot

lq| = 1d'| = |¢*| = [ql,

eli involuutiot eivdt muuta kvaternin normia. Liséksi normille pitee vastaavia las-
kusdidntéja kuin kompleksiluvuilla. Erityisesti kvaternin kdinteisluku on vastaavaa

muotoa kuin kompleksiluvuilla.

Propositio 2.1.12 ([10]). Olkoot q, a ja b kvaterneja. Kvaterneille pitevit seuraavat

laskusddnnot:
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(3) [ab] = al |b].

Todistus. Olkoon ¢ kvaterni. Kohdan (1) véite ¢ = |q|2 nahd&in suoraan laskemalla:

47 = (qo + @i + @2j + q12k) (00 — @i — 2] — qu2k)

= (g0 + ¢ + G + di2) + (—00q1 + Q190 — 2012 + Gr2g2)i

+ (=% + Q1q12 + agqo — q12¢1)j + (—oq12 — Q192 + G2q1 + q12G0)k
G+ a+ 6+ ais =l

Viitteen gq = |q|2 todistus menee vastaavasti. Niin ollen kohta (1) on tosi.
Olkoon sitten ¢ nollasta poikkeava kvaterni. T&ll6in kohdan (1) nojalla pétee
q q
¢ = —54=1,
I
joten kvaternin ¢ # 0 kiidnteisluku on ¢~! = g/ |g|°, mikii todistaa kohdan (2).
Olkoot lopuksi a ja b kvaterneja. Talloin soveltamalla kohtaa (1) toistuvasti ja

kirjoittamalla tulon ab konjugaatti auki saadaan
lab|® = abab = abba = a |b|*@ = aa |b|” = |a|* |b]* ,

joten myos (3)-kohta on tosi. O

Huomautus 2.1.13. Kvaternin q # 0 kddanteisluvusta ei kdytetd perinteistd kddn-
teisluvun merkintad 1/q. Tdmd johtuu siitd, ettd merkintd yhdistetidin vaihdannai-

sen kertolaskun tapauksessa totuttuun kdaytintoon

joka ei kvaternien tapauksessa padekdadn kertolaskun ei-vaithdannaisuuden vuoksi.
Erityisesti yhtalon keskimmdinen merkintd a/b ei kerro mitadn kertolaskun jirjes-

tyksesta.

Seuraava tulos on méiaritelty kvaternien sijaan yleisemmille alkioille, silld sita

tarvitaan seuraavassa alaluvussa tassia muodossa.

Propositio 2.1.14. Olkoot S epdityhjd joukko, jossa on mddritelty listinndinen ker-
tolasku, ja olkoon a ja b sen alkioita. Tdlloin tulo ab on kddntyvd, jos ja vain jos

alkiot a ja b ovat kddntyvid.



2 Lukujoukoista 11

Todistus. Olkoot S epidtyhja joukko, jossa on méiritelty liitdnndinen kertolasku,
ja olkoon a ja b sen alkioita. Todistetaan ensin suunta "==". Olkoon siis tulo ab

kddntyvéd. Télloin on olemassa alkio ¢ € A, jolle pétee
(ab)e = 1 = c(ab).

Néin ollen kertolaskun liitdnnaisyyden nojalla pétee a(bc) = 1, joten bc on alkion a
kédnteisalkio oikealta kerrottaessa. Kerrottaessa yhtiloa a(bc) = 1, ensin vasemmal-
ta alkiolla bc ja sitten oikealta kiifinteisalkiolla (bc) ™! paddytidn yhtiloon (be)a = 1,
joten bc on alkion a kddnteisalkio myds vasemmalta kerrottaessa. Téten a on kddn-
tyva. Alkio b todetaan kddntyviiksi vastaavalla padttelylld. Suunta =" on siis tosi.

Suunnan "<=" todistamiseksi riittii todeta, ettd tulolle b= 'a~! pitee
(b taH(ab) =b Hata)b =b"tb =1
ja
(ab)(b ) =a(b a "t =aat =1,
joten se on tulon ab kdinteisalkio. O]

Kvaternitulon normia koskevan tuloksen nojalla on suoraviivaista nayttda, etté

kvaterneille patee tulon nollasdanto.

Propositio 2.1.15. Olkoot a ja b kvaterneja. Tdlldin nuille pdtee: ab = 0, jos ja

vain jos a =0 tai b = 0.

Todistus. Olkoot a ja b kvaterneja. Suunta "<=" on selvd. Olkoon siis ab = 0.

T#lloin edellisen proposition (3)-kohdan nojalla pétee

0 = |ab| = [al [b].
Koska tekijit |a| ja |b] ovat reaalisia, on oltava |a| = 0 tai |b] = 0, mistd seuraa
edelleen ehto a = 0 tai b = 0. Niin ollen my6s suunta =" on tosi. O

Involuution ja kiadnteisluvun ottaminen on vaihdannainen, mitd kiytetdan tois-

tuvasti hyodyksi késiteltdessa kvaternien lausekkeita.

Propositio 2.1.16. Olkoon * mielivaltainen involuutio. Tdlléin nollasta poikkea-

valle kvaternille q pitee (¢*)~' = (¢71)*.

Todistus. Olkoon ¢ nollasta poikkeava kvaterni. Talloin kvaternin ki#dnteisluvun



12 2 Lukujoukoista

médritelmén, involuutioiden yhdisteiden vaihdannaisuuden ja involuutioiden line-

aarisuuden perusteella voidaan kirjoittaa

)=t = q_; = <%) = (g )"

lq

O

Kvaternit muodostavat yhteenlaskun suhteen vaihdannaisen ryhmin? (H, +). Edel-
lisid tuloksia yhdistamalla nahd&dan, ettd nollasta poikkeavat kvaternit muodostavat
ryhmén my6s kertolaskun suhteen. Téssé tydssa joukosta [, josta on poistettu nolla-
alkio, kiytetddn merkintad F,. Taten nollasta poikkeavista kvaterneista kiytetdin

merkintaa H,.

Propositio 2.1.17. Nollasta poikkeavat kvaternit muodostavat ryhmdn kvaternien

kertolaskun suhteen.
Todistus. On siis osoitettava, ettd joukossa H, péitee seuraavat vAittadmét:

(1) tulo on suljettu
(2) tulo liitdnndinen
(3) on olemassa tulon neutraalialkio

(4) jokaisella kvaternilla on kiddnteisluku.

Kvaternien kertolaskun nédhtiin olevan suljettu Méaritelmén 2.1.1 perusteella. Li-
siksi nollasta poikkeavien kvaternien tulo ei voi olla nolla Proposition 2.1.15 nojalla.
Niin ollen kohta (1) on tosi.

Kvaternien kertolasku on todistettu liitdnn&iseksi Propositiossa 2.1.2, joten kohta
(2) on myos tosi.

Kvaternien kertolaskun neutraalialkio 1 kuuluu joukkoon H,, joten kohta (3) on
tosi.

Proposition 2.1.12 kohdan (2) nojalla jokaisella nollasta poikkeavalla kvaternilla

on kddnteisluku, joten kohta (4) on myos tosi. O

Ryhmé (H, -) ei ole vaihdannainen eli Abelin ryhma4.

Luvun alussa pohdittiin, voisiko kompleksilukuja laajemman lukujoukon avulla
esittdd kolmiulotteisen avaruuden kuvauksia. Kvaterneilla tdmé on mahdollista. Toi-
sin kuin kompleksilukujen tapauksessa, kaikkia kvaterneja ei kuitenkaan voida tul-

kita kolmiulotteisen avaruuden alkioksi niiden neliulotteisuuden vuoksi. Sen sijaan

2Joukko S muodostaa ryhmin laskutoimituksen * suhteen, jos % on suljettu joukossa S, x on
liitdnn&inen, joukossa S on laskutoimituksen * neutraalialkio ja jokaisella alkiolla on kdinteisalkio
laskutoimituksen x suhteen joukossa S.



2 Lukujoukoista 13

tdmé& on mahdollista rajoittumalla kvaterneihin, jotka ovat muotoa ¢ = qo+ q11+ ¢oj.
Niita kvaterneja kutsutaan redusoiduiksi kvaterneiksi, ja ne muodostavat geomet-
risen tulkintansa vuoksi merkittdvin kvaternien osajoukon. Kvaternien geometrisia
kuvauksia késitellddn kuitenkin vasta alaluvussa 3.4; tdssa luvussa keskitytddn vain
kvaternien laskusdantoihin.

Koska redusoidut kvaternit voidaan tulkita vektoreiksi, niille voidaan mé&éaritella
skalaaritulo. Itse asiassa se voidaan méaritelld luonnollisella tavalla kaikille kvater-

neille:
<CLO + (lli + (le + a12k, bo + bll + bQJ + b12k> = aobo + CL1b1 + a2b2 + a12b12.

Téassa tyossd kvaternien skalaaritulolle tarvitaan vain seuraavaa tulosta.

Propositio 2.1.18. Redusoitujen kvaternien a ja b skalaaritulolle patee
2 (a,b) = ab + ba.

Todistus. Olkoot a ja b redusoituja kvaterneja. Konjugaatin ominaisuuksien perus-

teella yhtdlon oikea puoli voidaan saattaa muotoon
ab + b@ = ab + ab = 2 Re ab.

Koska kvaternitulon reaaliosa muodostuu tulontekijoiden vastaavien komponenttien

tuloista, saadaan edelleen
(l[_) + ba = 2(@060 — alblig — a2b2j2) = 2(&0b0 + Clel + agbg) =2 <CL, b> .

]

Seuraavaa ilmeistéa tulosta hyddynnetdan toistuvasti kisiteltdessé redusoituja kva-

terneja.
Propositio 2.1.19. Kvaterni q on redusoitu kvaterni, jos ja vain jos sille pétee ehto
q=q".

Todistus. Todistuksen suunta "=—-" on selvi. Olkoon siis ¢ = ¢*. Té&lloin pétee
qo + qii + @) + qrok = qo + qii + @2 — qi2k eli 2gi2k = 0.

Niéin ollen pidtee 12 = 0, joten kvaterni ¢ on redusoitu ja suunta "<=" on siis
tosi. O

Seuraavaa tulosta hydodynnetddn myShemmin tunnistettaessa kvaternituloja re-

dusoiduiksi kvaterneiksi.
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Propositio 2.1.20 ([18]). Olkoot a ja b nollasta poikkeavia kvaterneja. Télloin pi-

tevdt seuraavat ehdot:
(1) ab™! € R3, jos ja vain jos a*b € R?
(2) a™'b € R3, jos ja vain jos ab* € R3.

Todistus. Sovelletaan lihteen [18] todistusta. Edellisen proposition nojalla kohdassa
(1) riittdd ndyttad, ettd yhtilot ab™' = (ab™)* ja a*b = (a*b)* ovat yhtéipitivit.

Tama ndhdiddn seuraavalla padttelyketjulla:

ab ™' = (ab™')* = abt=(b"Ha
— abl=()"la"
<~ b'a=a"b

<~ (a'b)* =a'b.
Kohdassa (2) tehdaéin vastaava péattely:

a b= (a"'b)* <= atb=0"(a)
— a'b=0b"(a")""
< ba" =ab”

— (ab")* =ab".

]

Koska kompleksiluvut ovat kvaternien osajoukko, myos tason kuvauksia voidaan
kasitelld kvaternien avulla. Ndiden késittelyssd voidaan hyddyntdad seuraavaa, kol-
matta kvaternien esitystapaa: Vastaavasti kuin kompleksiluvut voidaan esittda kom-
ponenttimuodossa kahden reaaliluvun ja imagindariyksikon avulla, kvaternit voidaan

ilmoittaa kahden kompleksiluvun ja alkion j avulla muodossa
q=qo+ @i+ @j+ gk =q +qi+aqj+tai=q+aqait(etaed==2+wj,

missé z = qo+q11 ja w = ¢2+qsi ovat kompleksilukuja. Maédritelmén 2.1.4 merkintoja

kdyttden voidaan siis kirjoittaa

q = P(q) + Q(q)j.

Téstd esitystavasta kiytetddn téssd tyossd nimed (kvaternin) kompleksikomponent-
tiesitys. Kerrottaessa kvaterneja kompleksikomponenttimuodossa paadytaan esimer-

kiksi termeihin muotoa Q(a)jQ(b)j, joiden sieventémiseksi tulee selvittai, voidaanko
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kompleksiluvun ja alkion j tulo kirjoittaa toiseen jarjestykseen. Kylld voidaan, mutta

kompleksiluvusta tulee tilldin ottaa konjugaatti:
zj = (z +yi)j = zj + yij = xj + y(—ji) = jo — jyi = j(z —yi) = jz.

Kompleksikomponenttimuotoisten kvaternien tulo voidaan néin ollen sieventid aina
kompleksikomponenttiesitykseen kiyttien edellistii sifintod ja ehtoa j? = —1.
Kompleksikomponenttiesitystd kiyttden kvaternin q voidaan ilmaista olevan komp-
leksiluku ehdolla Q(q) = 0. Erityisesti kvaterneja siséltévian kuvauksen T arvojoukon
voidaan ilmaista olevan kompleksinen tésmélleen silloin, kun jokaiselle muuttujan
z arvolle pitee Q[T'(z)] = 0. Jotta edellistd ehtoa voitaisiin hyddyntdéd muuhun-
kin kuin pelkkddn kompaktiin merkintddn, vasemman puolen lauseketta tulee voi-
da muokata kdyttokelpoisempaan muotoon. Tadmé tapahtuu operaattoreille () ja P

seuraavaksi johdettavien laskusdéntojen avulla.

Propositio 2.1.21. Olkoot a ja b kvaterneja ja o ja B kompleksilukuja. Operaatto-

reille P ja () pdtevit seuraavat laskusddnndt:

(1) Qlaa+ Bb) = aQ(a) + SQ(b)

(2) P(ab) = P(a)P(b) — Q(a)Q(b)
(3) Q(ab) = P(a)Q(b) + Q(a)P(b)

Todistus. Olkoot a ja bkvaterneja ja « ja [ kompleksilukuja. Kohta (1) ndhdéaén suo-
raan kirjoittamalla kvaternit kompleksikomponenttimuotoon ja sieventimélla lause-
ke:

Qaa + Bb) = Qla)j] + B[PE) + Q)]
a) + BP()] + [0Q(a) + 5Q)]))

al(a )+ﬁ@()

Qelr
~olbr

Néin ollen kohta (1) on tosi.
Kohtien (2) ja (3) todistamiseksi tulo ab kirjoitetaan ensin auki kompleksikom-

ponenttimuodossa:

ab = [P(a) + Q(a)j] [P(b) + Q(b)]]
= P(a)P(b) + P(a)Q(b)j + Q(a)jP(b) + Q(a)jQ(D)j.
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Yhtilo sievenee laskusisintojen zj = jz, 2z € C, ja j2 = —1 nojalla muotoon

IS
S
I
i)
S
B
=
+

P(a)Q(b)j + Q(a)P(b)j + Q(a)Q(b)j”

_|_
= P(a)P(b) — Q(a)Q(b) + [P(a)Q(b) + Q(a)P(b) ]j,

josta voidaan lukea, ettd operaattoreille P ja () péatevit ehdot

P(ab) = P(a)P(b) — Q(a)Q(b)

ja
Q(ab) = P(a)Q(b) + Q(a) P(b).
Viitteet (2) ja (3) ovat siis tosia.
Kohdat (4) ja (5) todistetaan myss samalla kertaa. Kvaternin @ kompleksikonju-
gaattimuoto on

a = ap — a1i — agj — azsk = P(a) — Q(a)j.

Tastd nahdaan selvisti ominaisuudet

P(a) = P(a) ja Q@)= —Q(a),
joten myos kohdat (4) ja (5) ovat tosia. O

Kvaterneihin tutustuminen herdttda luonnollisesti kysymysten sarjan: Onko ole-
massa myos kvaterneja laajempi lukujoukko, jolla on hyvid matemaattisia ominai-
suuksia? Jos on, niin muodostuuko se vastaavasti 8-ulotteisista luvuista? Ja erityi-
sesti: voidaanko ndma lukujoukot yleistdd? Vastaus kaikkiin kysymyksiin on "kylla”,

ja yleista tapausta tarkastellaan lyhyesti seuraavassa alaluvussa.

2.2 Cliffordin algebrat

Cliffordin algebrat ovat englantilaisen William Kingdon Clifford (1845-1879) mu-
kaan nimettyjd reaaliluvut, kompleksiluvut ja kvaternit yleistdvid algebroja, joita
kutsutaan my6s geometrisiksi algebroiksi. Niiden tasmaéllisempaa maérittelyd varten

kiiydddn seuraavaksi lapi neljd algebran kisitettd. Aloitetaan vektoriavaruudella.

Maéaritelma 2.2.1. Olkoot F kunta ja V epdtyhji joukko, jossa on mddritelty yh-
teenlasku
+:VxV-oV, (ry)—z+y

ja skalaarilla kertominen

2 FEXxV =V, (Nx)— Az =)\
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Talloin V' oon F-vektoriavaruus, jos laskutoimituksille + ja - pdtevdt seuraavat ehdot

jokaiselle x,y,z € V ja a,b,c € F:
(1) yhteenlaskun liitdnndisyys: v+ (y+ 2) = (x +y) + 2
(2) yhteenlaskun vaihdannaisuus: © +y =y +
(3) yhteenlaskun neutraalialkion 0 € V' olemassaolo: x +0 = x
(4) yhteenlaskun kddnteisalkion —x € V' olemassaolo: v + (—x) =0
(5) skalaarilla kertomisen liitanndisyys: a(bx) = (ab)x

(6) skalaarilla  kertomisen  osittelulaki  joukon 'V yhteenlaskun  suhteen:

a(x +y) = ax + ay

(7) skalaarille  kertomisen osittelulaki kunnan F  yhteenlaskun  suhteen:
(a +b)x = ax + bz

(8) skalaarilla kertomisen neutraalialkion 1 € F olemassaolo: 1x = x.

Vektoriavaruuden alkioiden ei tarvitse olla vektoreita, vaan ne voivat olla esimer-
kiksi my0s matriiseja. Erityisesti reaaliluvut, kompleksiluvut ja kvaternit ovat vek-
toriavaruuksia. Koska tasséd tyossa keskitytddn vektorien sijaan edelld mainittuihin
lukuihin, vektoriavaruuden alkioista x ei kiiyteté perinteistd vektorimerkintad a.

Seuraavaksi vektoriavaruutta laajennetaan toisella laskutoimituksella.

MaAédritelmi 2.2.2. Joukko A on F-algebra, jos A on F-vektoriavaruus ja joukossa

A on madritelty binddarilaskutoimitus
O:AXA—= A (r,y)— 20y,
joka toteuttaa osittelulait
rOy+z2)=20y+r0z ja (z4+y)Oz=202+y0z
ja on yhteensopiva skalaarilla kertomisen suhteen
a(zr ©y) = (az) Oy =2 © (ay)
jokaiselle x,y, 2 € A jaa € F.

R-algebraa sanotaan myos reaaliseksi algebraksi.
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Laskutoimitus © on siis joukon A alkioiden vilinen kertolasku, esimerkiksi kva-
ternien kertolasku. Myo6s siitd kiytetaén jatkossa merkintédd -, silld Cliffordin algeb-
roissa kunnan [F alkiot muodostavat joukon A osajoukon, jolloin skalaarilla kertomi-
nen - voidaan tulkita erikoistapaukseksi kertolaskusta ©. Kertolasku - taas jatetdan

yleensd merkitseméatta.

Esimerkki 2.2.3. Joukko H on R-vektoriavaruus, jonka kanta on {1,1,j,k}. Koska
joukossa H on lisdkst madritelty kvaternien kertolasku, joka toteuttaa osittelulait
ja joka on yhteensopiva skalaarilla kertomisen suhteen, joukko H on R-algebra. Se
ei ole C-algebra, silld tdalloin kertolasku ei ole yhteensopiva skalaarilla kertomisen

kanssa.

Algebran A kertolaskulle voidaan vaatia my6s muita ominaisuuksia. Naistd tar-

vitaan kahta seuraavaa.

Maédritelma 2.2.4. F-algebra A on liitdnndinen, jos laskutoimitukselle - pdtee lii-

tantalaki
z(yz) = (zy)z
jokaiselle x,y, z € A.

Maaritelma 2.2.5. F-algebra A on ykkdsellinen, jos joukossa A on olemassa ker-

tolaskun neutraalialkio eli alkio 1, joka toteuttaa ominaisuuden

jokaiselle x € A.

Ykkosellinen ja liitdnnéinen algebra on rengas. Se ei kuitenkaan ole kunta, silla
kertolasku ei ole vilttiméttd kommutatiivinen ja jokaisella nollasta poikkeavalla
alkiolla ei vilttaméattad ole kddnteislukua.

Korostettakoon téssé vilissd, ettd algebraan A kuuluvat myds vektoritulot xy,
jotka ovat "perinteisiin” vektoriavaruuksiin verrattuna uudentyyppisia alkioita. Voi-
daan ajatella, ettd algebra A, joka on samalla my6s vektoriavaruus, on muodos-
tettu laajentamalla yksinkertaisempaa vektoriavaruutta V' alkioidensa viliselld ker-
tolaskulla sekd ndin muodostuvilla tuloalkioilla. Jos vektoriavaruuden V' kanta on
{e1,es}, algebraan A kantaan kuuluvat alkiot e, ey ja e;es mutta myos alkiot egeq,
e1(eres) ja e [el(eleg)} seké vield monimutkaisemmat alkiot. Jos algebralle A halu-
taan ddrellinen kanta, vektoriavaruuden V' kanta-alkioilta on vaadittava lisiominai-
suuksia, joiden avulla niiden tuloja voidaan sieventdi. Esimerkiksi ominaisuuksien
e? = e2 = —1 ja eje; = —ege; mydtd vektoriavaruuden V kanta {ei,e,} generoi

liitédnnéiselle algebralle A dérellisen kannan® {1, ey, eq, e1€5}.

3Kanta-alkio 1 saadaan esimerkiksi muodossa e} = 1.
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Edellisten méaritelmien myota voidaan nyt asettaa madritelmé Cliffordin algeb-

roille.
Madritelmi 2.2.6 ([10]). Olkoon V wvektoriavaruus ja {e1,eq, ..., e,14} sen kanta,

ja olkoon p,q € Ny. Universaali Cliffordin algebra Cl,, on ykkosellinen ja liitin-

ndinen reaalinen algebra, jonka generoivat vektorit eq,eq, ..., €44, jotka toteuttavat
ominaisuudet
e;ej = —e€;, JoSiF ]
e? =1, jost=1,...,p

e?:—l, jOSZ:p+177p+q:n7

ja jonka kanta on
{emep, ey |1 <1y <y <--- <y <n}U{l}.

Kanta-alkioista kiytetdan yksinkertaistettua merkintdé e,,,,..., = €,,€,, - - - €,, ja
kertolaskun neutraalialkiolle 1 voidaan kiyttda myos merkintéda eg.

Universaalin Cliffordin algebran kanta muodostuu siis alkiosta 1 sekd kaikista
mahdollisista alkioiden ey, ..., e, tuloista, joissa oikean puoleisen tekijan indeksi ¢
on aina vasemmanpuoleista suurempi. Esimerkiksi Cliffordin algebran C/y» kanta-

alkiot ovat 1, ey, e ja e;o = ejes. Néin ollen sen alkiot ovat muotoa
a = ap + aie; + agey + aiz€i2, Ao, a1, az, a2 € R,

ja voidaan samaistaa kvaternien kanssa valitsemalla e; = i, e = j ja e;5 = k.
Vastaavasti Cliffordin algebran C{; luvut voidaan tulkita reaaliluvuiksi ja Cliffordin
algebran Cfy; luvut kompleksiluvuiksi.

Termi universaali tarkoittaa kiytdnnossa sitd, ettd Cliffordin algebran kantaan
kuuluvat kaikki vektorien ey, eq,...,e,4, tulojen generoimat alkiot, eikd vain osa
niistd. Esimerkiksi kvaternien kanta-alkiot i, j ja k voitaisiin samaistaa myos vek-
torien eq, ey ja es kanssa, jolloin ne toteuttaisivat mééritelman ehdot e;e; = —eje;
ja €7 = —1. Téllsin kvaternien kantaan ei kuitenkaan kuuluisi esimerkiksi tulo ejes,
joten niitd vastaava Cliffordin algebra ei olisi universaali. Koska tdssd tyossd ki-
siteltdvit Cliffordin algebrat ovat kaikki universaaleja, termi universaali jitetdédn
jatkossa mainitsematta.

Cliffordin algebran alkioita sanotaan Cliffordin luvuiksi. Cliffordin lukuja, jotka
ovat muotoa xr = xg + xri1€1 + - - - + x,e,, kutsutaan paravektoreiksi. Ne muodosta-
vat vektori-avaruuden C/y,, (n + 1)-ulotteisen aliavaruuden, joka voidaan samaistaa
avaruuden R™! kanssa. Talloin avaruuden R™ luonnollista kantavektoria e; vastaa
Cliffordin algebran kanta-alkio e;_;. Tdma samaistus on keskeisessd roolissa téassa

tyossi, silli avaruuksien C, R3 ja R* alkioita kiisitellisin Mobius-kuvausten yhtey-
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dessd juuri paravektorien avulla, joskin niitd nimitetdén tilanteesta riippuen myos
kompleksiluvuiksi, redusoiduiksi kvaterneiksi, vektoreiksi tai pisteiksi.

Cliffordin luvut eivit ole yleisesti kddntyvid, mutta jokaisella nollasta poikkea-
valla paravektorilla on kiiinteisalkio, joka on muotoa #~! = Z/ ||, missi normi on
euklidinen, silla paravektorit voidaan tulkita avaruuden R™ vektoreiksi. Kéddntyvien
lukujen tulot ovat myo6s kidantyvia, joten nollasta poikkeavat paravektorit muodos-
tavat tulon suhteen ryhmén I, jota kutsutaan Cliffordin ryhmdksi. Tapauksissa
n=0n=1jan =2 pitee I, = R,, [1 = C, ja I, = H,, silld kunkin lukujou-
kon nollasta poikkeavat alkiot ovat kidantyvia. Tapauksissa n > 2 néin ei kuitenkaan
endd ole, kuten seuraavassa alaluvussa huomataan.

Cliffordin lukujen yleisistd ominaisuuksista tarkastellaan ainoastaan edellisessd

luvussa késiteltyjen involuutioiden yleiset maaritelmét.

Madritelmé 2.2.7. Lineaarista kuvausta ' : Cly,, — Cly,,, joka toteuttaa ehdon

N AN / ;o )
(elflevz o 'el/k> =€,¢, ¢, € =6

sanotaan pdadinvoluutioksi.

Maésritelmé 2.2.8. Lineaarista kuvausta * : Cly,, — Cly ., joka toteuttaa ehdon

* * * *

*
(eV1eV2"'er) =€, el & =8
sanotaan reversioksi.

Maéésritelmé 2.2.9. Lineaarista kuvausta ~ : Cly,, — Cly ., joka toteuttaa ehdon

sanotaan konjugaatiksi.

Huomattakoon, ettd reversion ehdot yhdistyvit kompaktimpaa merkintdtapaa kayt-

tden ehdoksi

*

€ vy = Cupvoy -

Tassd tyossd tarkastellaan kvaternikertoimisia Moébius-kuvauksia muuttujan x €
R3? lisiksi myos muuttujan z € R* suhteen. Kun avaruuden R? vektorit ilmaistaan
paravektoreina x = xy + r1€1 + x2€9, ne voidaan samaistaa redusoitujen kvaternien
kanssa. Avaruuden R* vektoreita ei sen sijaan voida muodossa © = g + i1 +

Toes +T3e5 samaistaa kvaternien kanssa?, silli kvaternien kanta-alkio k samaistetaan

4Kvaternit on kylld mahdollista samaistaa avaruuden R* alkioiden kanssa toisenlaisessa kisittelys-
sa.
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kanta-alkion e, kanssa vektorin es sijaan. Téstd syystid avaruuden R? vektorien
huomioimiseksi joudutaan tarkastelemaan sellaista algebraa, joka siséltad kvaternien
kanta-alkioiden 1, ey, ey ja ey lisdksi myoOs vektorin es. Yksinkertaisin téllainen
kanta-alkioiden joukko, joka generoi kertolaskun suhteen suljetun algebran, saadaan
ottamalla kanta-alkioksi myos alkiot ej3, €3 ja ejo3. Ndin muodostuva algebra on
Cliffordin algebra C/ 3.

2.3 Algebra C/y3

Luvussa 6 joudutaan avaruuden R3 Mébius-kuvausten teoriaa johdettaessa tarkaste-
lemaan kvaternikertoimisia Mébius-kuvauksia myds muuttujan z € R* suhteen. T#l-
16in muuttujan ja kertoimien véliset laskutoimitukset tapahtuvat algebrassa C/ 3.
Koska muuttujan z € R* huomioinen on kuitenkin merkittiviis 1dhinné teorian kan-
nalta ja varsinaisessa muuttujan x € R3 tapauksessa Mobius-kuvausten laskutoi-
mitukset pysyvit kvaternien algebrassa, algebran C/ 3 ei katsota olevan keskeisessi
roolissa téssd tyossa. Téastad johtuen sitd ei késitelld kattavasti, vaan esitetdén siitd
ainoastaan lyhyesti ty0ssa tarvittavat tiedot.

Cliffordin algebran Cf,3 alkiot ovat kanta-alkioiden 1, e;, e, ja e3 generoimia
kahdeksanulotteisia lukuja, joiden kertolasku on liitdnnédinen ja jotka toteuttavat

osittelulait. Ne voidaan kirjoittaa muodossa
h = ho + hier + haes + hizeia + hzes + hizers + hogess + hizzerns,

missi kertoimet h;, ¢ € {1,2,12,3,13,23,123}, ovat reaalilukuja ja kanta-alkioille
e, 1 € {1,2,12,3,13,23}, patevit ehdot

2 2 2 :
e] =e; =e3=—1, ep=—ey, €3=—€3 Ja €3 = —e€3pn. (2.2)

Kanta-alkiolle e153 = ejeqes tarvittavat laskusadnnot voidaan johtaa edellisistd eh-

doista.

Propositio 2.3.1. Kanta-alkiolle o3 pdtevit seuraavat kaavat:

(1) €321 = —€123
(2) 6%23 =1
(3) €123 = —e321 = €q23.

Todistus. Edellistd maaritelmaa sekd konjugaatin yleistd maaritelmaéd kiyttaen voi-

daan kirjoittaa

€321 = €3€2€1 = —€2€3€] = €2€1€3 = —€1€9€3 = —€123,
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2
€103 = €123€123 = €1€2€3€1€2€3 = €1€3€2€2€1€3 = —€1€3€1€3 = €1€3€3€] = 1
ja
€123 = €3€2€1 = —63(—62)(—61) = —€321 = €123

]

Cliffordin algebran C¢, » alkiot voidaan tulkita kvaterneiksi. Algebran C/y 3 luku-
ja® ei kuitenkaan voida samaistaa oktonien kanssa, silli oktonien kertolasku ei ole
liitinndinen. Ne voidaan kuitenkin kirjoittaa kahden kvaternin a ja b sekd kanta-
alkion es avulla vastaavasti kuin kvaternit voitiin esittda kahta kompleksilukua ja

kanta-alkiota j = eo kiiyttien:

h = ho + hiei + haoes + higera + hges + hizers + hageas + higseias (2.3)
= ho + h1e1 + h2€2 -+ h12612 + (hg + h1361 + hggeg -+ h123€12)83
=a+be;, a,beH. (2.4)

Yhtalon (2.3) mukaisesta esitystavasta kdytetdin téssd tyossi ilmaisua (algebran
Clys luvun) komponenttiesitys ja yhtdlon (2.4) mukaisesta esitystavasta ilmaisua
(algebran Cly s luvun) kvaternikomponenttiesitys. Jatkossa algebran Clj3 luvuista
kiaytetaan jalkimmaéista esitystapaa, sillia komponenttimuodossa laskeminen on yk-
sinkertaisesti liian ty6ldstd. Jotta kertolaskut voitaisiin sieventdd kvaternikompo-
nenttiesityksen mukaiseen muotoon, tulee kuitenkin vield selvittda, voidaanko tulo

esq kirjoittaa toiseen jirjestykseen. Yhtalosté

e3q = e3(qo + q1e1 + q2e2 + qi2e12) = (qo — 1€1 — 22 + qu2e12)e3 = q'e3 (2.5)

eli e3¢ = ¢’e3 nahdain, ettd timi on mahdollista padinvoluutiota kiyttien.
Cliffordin algebrojen kertolasku on méadritelmén nojalla liitdnndinen ja osittelu-
lain toteuttava, mutta se ei ole vaihdannainen algebroissa Clj ,,, n > 2, mikd nahd&an
esimerkiksi ehdosta ejo = —es;.
Algebran C{y3 lukujen involuutioista tarvitaan ldhinnd reversiota koskevia las-
kusddntoja. Madritelmistd 2.2.8 ja 2.2.9 ndhdddn selvasti, ettd algebran Clp 3 luku-

jen h ja g yhteenlaskulle patevit kaavat
(h+g)*=h"+g" ja (h+g)=h+7.

Kertolaskun reversiota koskevan kaavan todistaminen ei sen sijaan mene yhté suo-

SKyseisille luvuille ei ole vakiintunutta nimes, misti johtuen niistd puhutaan tissi tydssi algebran
Clp 3 lukuina.
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raviivaisesti, vaan se tehdian seuraavaa aputulosta hyddyntéaen.

Lemma 2.3.2. Algebran Cly3 luvun h = a + beg reversiolle pitee
(a+ bes)* = a* + bes.

Todistus. Kirjoitetaan algebran Cly 3 luku h = a + beg komponenttimuotoon, jolloin

voidaan kiyttdd reversion yleistd madritelmaa:

((l + beg)* = (ho + h161 + h2€2 —+ h12612 + h363 + h13€13 + h23623 —+ h1236123)*
= ho + hie; + hoeg + higegr + hges + hyses; + hogess + hiazesor.

Jotta saatu lauseke voitaisiin kirjoittaa kvaterneja a ja b kiyttien, kanta-alkiot ey,
€31, €32 ja ego; on Kirjoitettava takaisin komponenttiesityksen mukaiseen muotoon
ehtoja (2.2) ja Proposition 2.3.1 kohtaa (1) kdyttden:

(a + bes)*™ = hg + hie1 + haea — hise1a + hges — hisers — hogeas — hiogerss
= ho + hie1 + hoeg — hisera + (hs — hige; — hogea — hiasern)es
= a* + bes.

Propositio 2.3.3. Algebran Cly 5 lukujen h ja g tulon reversiolle pétee
(hg)" = g*h".

Todistus. Olkoot h = a + bes ja g = c + deg algebran C/;3 lukuja. Niiden tulon
reversio voidaan sieventdd edellistd tulosta ja kvaternien involuutioita koskevien las-

kusdidntéjen nojalla muotoon

= [(a + bes)(c + deg)}

= (ac + ades + begc + besdes)”
[(ac — bd') + (ad + bc)es]”
= (ac — bd')* + ad + bcey

c*a* — (d')b* + (da + 'b)es
= c*a* — db* + (da + c*D)e.
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Tulo g*h* sievenee vastaavasti muotoon

g*h* = (c+ de3)*(a + bes)*
= (¢* + des)(a* + bes)
= c*a* + c*bes + desa® + degbes
=c*a" —db + [+ d(a*)]es
=c*a* —db* + (c*b + da)es,

joten pétee (hg)* = g*h*. ]

Kuten edellisessé luvussa huomautettiin, kvaternit ovat korkeimman asteen Clif-
fordin algebra, jossa jokainen nollasta poikkeava alkio on kdantyva. Algebran C/j 3 lu-
kujen tapauksessa néin ei siis enéé ole. Esimerkkin kiytettadkoon alkiota 14-e193 # 0.
Sen kidnteisalkioita ei voida mééritelld samoin kuin kvaterneilla ja paravektoreilla,
silld alkioiden 1 + ej93/ |1 + e123]2 = (1 +e123)/2 ja 1 + eqo3 tulo ei ole 1:

1 1 1
(1 + 6123>§<1 + 6123) = 5(1 + 26123 + 6%23) = 5(1 + 26123 + 1) =1+ €123.

Edellisesté, yhtalostd ndhdadn myos, ettei kiddnteisalkioita voida mééritelld mil-
ldin muullakaan tavalla, silli kertomalla yht#lod kidnteisluvulla (1 + ejo3)~" ja jér-
jestelemalld termeja paadytadn ristiriitaan ejo3 = 1.

Edellisen huomion seurauksena luvussa 6 esiintyvien algebran C¢; 3 lukujen kdén-
teislukujen kohdalla tulee perustella niiden olemassaolo. Tamé tapahtuu osoittamal-
la, ettd kyseinen luku on paravektorien tai kvaternien tulo, jolloin se on Proposition
2.1.14 nojalla kiadntyvien tekijoiden tulona itsekin kadntyva.

Viimeisend tuloksena todetaan, etté algebran Clj 3 luvun kéénteisluku ja reversio

ovat vaihdannaiset.

Propositio 2.3.4. Kdidntyville algebran Cly 5 luvulle h pitee (h*)~' = (h™1)*.

Todistus. Olkoot h kddntyva algebran C¢j 3 luku. Tall6in ovat voimassa yhtalot
(RY*h* = (hRhH)* =1 ja A" (Y = (h'h)* =1,

joten luvun h reversion kdénteisluku on (h™1)*, eli pitee (h*)~' = (h™1)*. O

Edellisen tuloksen myd&td tydssa tarvittavat lukujoukkoja koskevat tulokset on

késitelty ja voidaan siirtyéd kasittelemédan itse Mobius-kuvauksia.
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3 KOMPLEKSIMUUTTUJAN
MOBIUS-KUVAUKSET

Téssé luvussa tutustutaan alkuperiisiin Mobius-kuvauksiin eli kompleksimuuttu-
jan kompleksikertoimisiin Mobius-kuvauksiin. Jotta Mobius-kuvausten perimméinen
luonne geometristen kuvausten yhdisteind tulisi paremmin ilmi, asiaa ldhestytdan

kompleksitason geometristen kuvausten kautta.

3.1 Kompleksitason peruskuvauksia

Reaalimuuttujan funktioiden f : R — R kuvaajat voidaan esittdd kayrina kaksiu-
lotteisessa koordinaatistossa. Kompleksimuuttujan funktioiden f : C — C kohdalla
tdma ei ole mahdollista, silld sekd méarittelyjoukon ettda maalijoukon ollessa kaksiu-
lotteisia vastaava graafinen esitys vaatisi nelja ulottuvuutta. Kompleksimuuttujan
funktioita voidaan kuitenkin esittdd havainnollisesti sopivan pienille joukoille (ku-
ten piste, viiva tai rajattu alue) piirtdmélla kuvattava joukko ja sen kuvajoukko
samaan kompleksitason kuvaajaan. Talloin kompleksimuuttujan funktioiden geo-
metrinen luonne tulee selvisti ilmi.

Tissi alaluvussa kiydisin lidpi kuusi kuvaustal, joilla on yksinkertainen geomet-
rinen tulkinta: siirto, kierto, venytys, inversio, peilaus pisteen suhteen seki peilaus
suoran suhteen. Niiden kuvauksien ominaisuuksia hyodynnetiin seuraavassa alalu-

vussa Mobius-kuvauksia késiteltdessa.
Esimerkki 3.1.1. Kompleksimuuttujan kuvaukselle f(z) = z + 1 +1 pitee
fO)=1+1i ja f(1+i)=2+2i

Kuvaus f kuvaa siis origon kompleksitason pisteeksi (1,1) ja pisteen (1,1) pisteek-

si(2,2), eli yleisesti ottaen kuvaus [ siirtid kuvattavaa pistettd z pisteen 141 verran.

Edellisen esimerkin  havaintoa vastaten kompleksimuuttujan kuvausta
f(2) =z +0b, b e C, kutsutaan siirroksi.

!Sanat funktio ja kuvaus ovat synonyymeji. Yhdenmukaisen ilmeen vuoksi téssi tydssi keskeisisti
funktioista kiytetédn termid kuvaus.
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My6s kompleksilukujen kertolaskulla on geometrinen tulkinta, mikid ndhdaén eks-
ponenttiesityksesti. Nollasta poikkeavien kompleksilukujen? a = |a| €’! ja 2 = || e®!
tulo on muotoa

az = |a| €|z et = |a| |z| @+,

Edellisesté yhtalostd ndhdaén, ettd kompleksiluvun z kertominen kompleksiluvulla a
vaikuttaa kahdella tavalla. Ensinndkin a kiertdd alkuperdistd lukua z origon suhteen
kulman 6 verran vastapdivaan. Toiseksi se skaalaa alkuperdisen luvun etdisyytta ori-
gosta omalla pituudellaan |a|. Niin ollen kompleksimuutujan kuvausta f(z) = ez,
0 € R, kutsutaan kierroksi ja kuvausta f(z) = rz, r € Ry, kutsutaan venytykseksi®

Kuvaukset siirto, kierto ja venytys ovat bijektioita koko kompleksitasossa.
Propositio 3.1.2. Seuraavat kuvaukset ovat bijektioita:

(1) siirto: f:C—C, f(z2)=2+4+0b,b€C

(2) kierto: f:C—C, f(2)=¢2, 0 e R

(3) wvenytys: f:C—C, f(z) =rz, r € R,.

Todistus. Riittda osoittaa, ettd jokaista kompleksilukua w kohden yhtalolla
f(2) = w on yksikéisitteinen ratkaisu muuttujan z suhteen. Till6in jokaista maii-
rittelyjoukon alkiota vastaa tdsmaélleen yksi maalijoukon alkio ja pédinvastoin. Tama
on vhtapitivad sekd kuvauksen bijektiivisyyden ettd kddnteiskuvauksen olemassao-

lon kanssa. Kohtia (1), (2) ja (3) vastaavat ratkaisut ovat

- 1
z=w—-0, z=e¢w ja z=-w.
r

Kussakin tapauksessa ratkaisu on yksikasitteinen kompleksiluku. O

Edelld esitellyt kuvaukset voidaan yhdistad yleisemmaéksi kuvaukseksi
f:C—=C, f(»)=az+b, acC, beC,

jolla on hyddyllisid kuvausominaisuuksia. Kyseisilld kuvauksilla ei ole varsinaista
nimei’*, misti johtuen niihin viitataan tissi tydssi joukon L kuvauksina, eli toisin

sanoen patee

L={f:C—C|f(z)=az+0b, acC,, beC}

2Kompleksiluvun argumentin mééritelmésti, cos(f) = x/r ja sin(f) = y/r, johtuen kompleksilu-
kua 0 ei voida méiritelld napakoordinaatti- ja eksponenttiesityksessé, silld argumentin méaéritel-
méssd nimittdjadn tulisi nolla.

3Venytyksells tarkoitetaan tissd tydssd myos kutistusta eli tapausta 0 < r < 1.

4Kyseiset kuvaukset kuuluvat affiinikuvauksiin, mutta affiinikuvauksiin kuuluu my6s sellaisia ku-
vauksia, joita ei voi esittad kyseisessi muodossa, kuten konjugaatti f(z) = Z.
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Propositio 3.1.3 ([5]). Joukon L kuvaukset ovat yhdistettyjd kuvauksia kierrosta,

venytyksestd ja sirrosta. Lisdkst ne ovat bijektioita.

Todistus. Seurataan l&hteen [5] todistusta. Olkoon f(z) = az + b joukon L kuvaus.
Kirjoitetaan kerroin a muodossa a = re!, # € R, r € R,.. T4llsin kuvaus f voidaan
kirjoittaa yhdistetyksi kuvaukseksi f = f3o foof; kierrosta fi(z) = ¢’iz, venytyksesti
fa(2) = rz ja siirrosta f3(z) = z + b.

Edellisen kohdan ja Proposition 3.1.2 nojalla joukon L kuvaus on yhdistetty ku-

vaus bijektioista. Ndin ollen se on itsekin bijektio. O]

Propositio 3.1.4 ([5]). Joukon L kuvausten yhdistetty kuvaus on myds joukon L

kuvaus.

Todistus. Seurataan léhteen [5] todistusta. Olkoot fi(z) = a12+b1 ja fo(2) = asz+bs

joukon L kuvauksia. Niiden yhdistetty kuvaus on muotoa
(f2o f1)(2) = fo f1(2)] = az(arz 4 b1) + by = arasz + (azby + by).

Koska oletuksen nojalla patee aq, ay € C, ja by, by € C, niin on oltava myos a,as € C,

ja aghy + by € C, joten kuvaus f5 o f; on joukon L kuvaus. O]

joukon L kuvauksista siirrytdén seuraavaksi kisittelemadn kuvausta nimeltd in-

Versio,

jolla ndhd&in myo6s olevan havainnollinen geometrinen tulkinta. Inversio tarkoittaa
siis kompleksiluvun “ki#dnteisluvun ottamista”, ja koska kompleksiluvun kiédnteislu-

vulle pétee .
1z Jzle? e

R T
inversio koostuu geometrisesti tulkiten alkuperdisen luvun z peilauksesta reaaliak-
selin suhteen ja tatd seuraavasta venytyksestd pituuteen 1/|z|. Néin ollen inversio
kuvaa yksikkdympyran kehépisteet kehépisteiksi, sisdpuolen ulkopuoleksi ja ulko-
puolen sisdpuoleksi.

Inversio ei ole mééritelty origossa, mutta se voidaan laajentaa kisittdmain myos
origo ottamalla kiyttoon ddrettomyyspiste, jota merkitidan symbolilla co. Adretto-
myyspiste on kompleksitason piste, jonka ajatellaan sijaitsevan ddrettoméan kaukana
missd suunnassa tahansa. Nain ollen se kuuluu jokaiselle kompleksitason suoralle.

Adrettomyyksid on laajennetusta reaalilukujoukosta poiketen vain yksi, koska
jarjestysrelaation puuttumisen vuoksi kompleksitason darettémyyksid £oo ei voi-
da erottaa toisistaan. Adrettémyyspisteen siséltiviisti kompleksitasosta kiytetdin

nimitysta laajennettu kompleksitaso.
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Maaritelmi 3.1.5. Laajennettu kompleksitaso on joukko Co = C U {o0}, missd

00 on aarettomyyspiste.

Adrettomyyspisteen ja direllisten kompleksilukujen vilille masritelliin yhteen-
lasku kaavalla

z+o00o=00+z2=00, z€C,

ja kertolasku kaavalla

z-oo=00-z=00, z¢€C,.

Erityisesti sovitaan, ettd nollalla ja ddrettomyyspisteelld jakamiselle pétee

%:oo, 240, (3.1)
ja

z

— =0, z#o0. (3.2)

00

Lisaksi ddrettomyyspisteiden tulolle pétee co - oo = oco. Sen sijaan laskutoimitusta
0 - 00 ei voida maéritelld jarkevasti.

Adrettomyyspisteen kiyttoonoton myéti inversion ja myShemmin Mébius-kuva-
usten teoria saadaan laajennettua myos origoa koskevaksi: yhtéiloiden (3.1) ja (3.2)

nojalla inversiolle pétee
f(0) =00 ja [f(o0)=0,

joten se on bijektio laajennetussa kompleksitasossa.
Propositio 3.1.6. Inversio f : Co. = Cy, f(2) = 1/2z on bijektio.

Todistus. Yhtdlon f(z) = w ratkaisu muuttujan z suhteen on z = 1/w, joten jokaista
z € C, vastaa yksikésitteinen kompleksiluku 1/w € C, ja painvastoin. Koska liséksi
péitee f(0) = oo ja f(oo) = 0, inversiolla on kaikissa laajennetun kompleksitason

pisteissi kddntden yksikéisitteinen vastaavuus. O]
Seuraava tulos késittelee inversion mielenkiintoisen kuvausominaisuuden.
Propositio 3.1.7 (|5]). Inversio kuvaa
(1) origon kautta kulkevan suoran origon kautta kulkevaksi suoraksi
(2) suoran, joka ei kulje origon kautta, origon kautta kulkevaksi ympyriksi
(3) origon kautta kulkevan ympyrdin suoraksi, joka ei kulje origon kautta

(4) ympyrdn, joka ei kulje origon kautta, ympyriksi, joka ei kulje origon kautta.
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Todistus. Téaydennetdédn lahteen [5] todistusta.
Mielivaltainen origon kautta kulkeva suora voidaan esittiifi pisteini z = re’l,
missd # € R on vakio ja r saa kaikki reaalilukuarvot. Inversio kuvaa suoran pisteet

pisteiksi
1 1 i — ~1,-0i
f(z):;:Tegi:(reg)lzrlega

jotka muodostavat myo0s origon kautta kulkevan suora. Kuvattavan suoran origo
kuvautuu ddrettomyyspisteeksi ja ddrettomyyspiste origoksi. Néin ollen (1)-kohta
on tosi.

Suora, joka ei kulje origon kautta, koostuu pisteistd z = z + yi, z,y € R, joille
pétee suoran yhtilé ax + by = ¢, missa a,b,c € R ovat vakioita ja ¢ # 0. Niiden
kuvapisteet inversion suhteen ovat muotoa w = u+vi, u,v € R, joille pitee w = 1/z.
[lmaisemalla alkukuvapisteen koordinaatit x ja y kuvapisteen koordinaateilla u ja v
ja sijoittamalla saadut yhteydet suoran yhtdloon ax + by = ¢ saadaan kuvapisteiden
toteuttama yhtalo.

Koordinaattien viliset yhteydet saadaan yhtalosta

1 1 u — vi

y w  u+vi w402

Néin ollen pétee
U ] )
r=——— Jja =
u2 + v2 ja ¥ u? + v?

Sijoittamalla saadut ehdot suoran yhtidl6én saadaan

au bu

u? +v2 w2402

= C.

Kun yhtildd kerrotaan nimittdjalld u? 4+ v2, jaetaan vakiolla ¢ ja siirretidin termit
samalle puolelle, se tulee muotoon
u® + v? — gu+l—)v =0,
c c

joka on ympyran yhtilon normaalimuoto muuttujien u ja v suhteen. Ympyra kulkee
origon kautta, silld piste (u,v) = (0,0) toteuttaa sen yhtélon. Origoksi kuvautuu
kuvattavan suoran adrettomyyspiste. Siis (2)-kohta on myos tosi.

Koska inversiokuvaus on bijektio, (3)-kohdan tulos seuraa (2)-kohdasta. Origo
kuvautuu talloin darettomyyspisteeksi.

Kohdassa (4) edetdén vastaavasti kuin (2)-kohdassa. Ympyra, joka ei kulje origon
kautta, muodostuu pisteistd z = r+vyi, x,y € R, jotka toteuttavat ympyran yhtalon
2?2 +y? + axr + by = ¢, missi a,b,c € R ovat vakioita ja ¢ # 0. Pisteiden z ja y

kuvapisteet ovat samat kuin (2)-kohdan todistuksessa, joten kirjoittamalla ympyran
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yhtéld niiden suhteen saadaan

u? v? Au Bv

_l_ —
(w2 4+v2)2  (u? 4 0v?)? Tz +v2 w402

= C.

Kertomalla yhtdlod nimittajalls u? + v?, jakamalla vakiolla ¢ ja siirtdmilli termit
samalle puolelle yhtéload saadaan
y a b 1

——u+-v—-=0,
c c c

u2+v

joka on ympyrin yhtdlon normaalimuoto muuttujien u ja v suhteen. Koska piste
(u,v) = (0,0) ei toteuta yhtélod, ympyra ei kulje origon kautta. Nain ollen myds
(4)-kohta on tosi. O

Suorat voidaan ajatella daretonséteisiksi ympyroiksi, jotka kulkevat darettomyys-
pisteen kautta. Niin ollen joissakin ldhteissd myds suorista siirrytdan téssa vaiheessa
puhumaan ympyroiné, jolloin kirjallinen ilmaisu saadaan tiiviimpéaén ja yhtendisem-
paan ulkoasuun. Téassa tekstissd kuitenkin puhutaan erikseen suorista ja ympyroisté,
eli sana ympyra ei missddn yhteydessa tarkoita myo6s suoraa.

Seuraavaa lukua varten myos joukon L kuvaukset laajennetaan laajennetun komp-

leksitason kuvauksiksi.

Propositio 3.1.8. Joukon L kuvaus T : Coo — Co, f(2) = az + b, missi a € C,
ja b € C ovat vakioita, on bijektio.

Todistus. Viite on osoitettu todeksi tapauksessa z € C Propositiossa 3.1.3. Tapauk-
sessa 2z = 00 patee
T(c0)=a-00+b=00+b= o0,

eli myos téssd tapauksessa péitee kddntden yksikisitteinen vastaavuus. O

Kasitellddan vield kompleksitason peilaukset. Peilaukset jakaantuvat yleisesti kah-
teen tapaukseen: peilauksiin pisteen suhteen ja peilauksiin tason tai suoran suhteen.
Kasitellddn ensin peilaukset pisteen suhteen.

On suoraviivaista paatelld, ettd peilaus pisteen a € C suhteen on kuvaus muotoa
f(z) =2a— z.

Koska kaavassa esiintyvii kuvaus f(z) = —z = e™z eli peilaus origon suhteen on
toisaalta myos kierto, kaikki pisteen suhteen tapahtuvat peilaukset voidaan esittad

kierron ja siirron yhdisteend. Ndin on padtelty seuraava tulos.

Propositio 3.1.9. Kompleksitason peilaukset pisteen suhteen ovat joukon L kuvauk-

s1d.
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Kasitellddn lopuksi suoran suhteen tapahtuvat peilaukset. Kompleksiluvun z pei-

laus z-akselin suhteen on kuvaus

fe)=flx+y)=v—yi=%

eli "konjugaatin otto”. Muut origon kautta kulkevan suoran suhteen tapahtuvat pei-

laukset saadaan konjugaatin ja kierron yhdisteiné.

0

Propositio 3.1.10. Peilaus origon ja pisteen €t mddrdimdn origon kautta kulkevan

suoran suhteen on kuvaus
f(2) = ¥z (3.3)

Todistus. Olkoon peilaussuora [ muotoa e, jossa # € R on kiinted ja r saa kaikki
reaalilukuarvot, ja olkoon peilattava kompleksiluku muotoa z = se?, s € R,, ¢ € R.
Kun kompleksiluku z peilataan suoran [ suhteen, sen pituus pysyy samana, mutta
kulma ¢ peilautuu peilaussuoran suhteen. Tapauksessa ¢ < 6 peilattu kompleksiluku
Zp on taten muotoa
2, = G0+ (O—0)i _ 201 —di _ 26i=
Myo6s tapauksessa ¢ > 6 peilattu kompleksiluku sievistyy samaan muotoon:

Zp = 869_(¢_9)1 _ e291se—¢1 _ 62912.

Niin ollen peilausta vastaa kuvaus f(z) = %1z, O

Jos peilaussuora ei kulje origon kautta, peilaus voidaan toteuttaa seuraavasti:

(1) Siirretddn ensin kuvattavaa pistetti niin, ettd peilaussuora siirtyy origon kaut-
ta kulkevaksi.

(2) Suoritetaan tdmén jalkeen peilaus kaavan (3.3) mukaisesti.
(3) Siirretddn lopuksi peilattua pistetté alkuperiisen siirron verran takaisinpéin.

Jos esimerkiksi peilaussuora leikkaa imagindiriakselin pisteesséi a, peilaus toteutet-

taisiin kaavalla

f(2) =a+e"(z—a) = (a—e"a) + "z

Edellisest yhtélosta havaitaan, ettd suoran suhteen tapahtuvat kompleksitason pei-
laukset ovat yleisesti konjugaatin, kierron ja siirron yhdisteitd. Koska konjugaattia
ei voida esittdd joukon L kuvauksilla tai inversiolla, suoran suhteen tapahtuvat pei-

laukset eivit ole joukon L kuvauksia tai inversioita.
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3.2 Mobius-kuvaus

Edellisessé alaluvussa késitellyilla joukon L kuvauksilla ja inversioilla on saman-
laisia ominaisuuksia, jotka sailyvit muodostettaessa niistd yhdistettyja kuvauksia.
Taméan johdosta kyseiset yhdisteet muodostavat mielenkiintoisen kuvausten jou-
kon. Niitd kuvauksia tutki alun perin saksalainen August Ferdinand Mobius (1790
1868) paperissaan Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer Darstel-
lung vuodelta 1855 [16], minké kunniaksi ne on nimetty Mobius-kuvauksiksi. Vaik-
ka Mobius-kuvausten perustavammanlaatuinen maaritelma on niiden geometrisissa
ominaisuuksissa siirtojen, kiertojen, venytysten ja inversioiden yhdisteini, yleensi
ne madritellidn suoraan tietylld lausekkeella sen johtamisen sijaan. N&in tehddén

my0s téssi tekstissa.

Madritelma 3.2.1 ([5]). Kompleksimuuttujan kuvauksia

az +b
T:Copo »Cq, T(z)=——, 3.4
- (2) cz+d (34)
missd a, b, ¢ ja d ovat kompleksilukuja, joille pitee A = ad — bc # 0, sanotaan

Mébius-kuvauksiksi.

Tassé tekstissd edellisen méaritelméan lausekkeesta A = ad — be kdytetddn nimi-
tystd pseudodeterminantti. Termin tausta selkenee alaluvussa 3.3. Pseudodetermi-
nantin ehto A # 0 takaa muun muassa, ettd kuvaus on hyvin mééritelty: ongelma-

tapauksessa 0/0 tulisi pated az + b =0 ja cz + d = 0, misté seuraisi yht&lo

O:az+b:a(%d)—|—b eli ad—bec=0.

Samalla ehto takaa, ettei Mobius-kuvaus yksinkertaistu vakiofunktioksi. Tama nah-

daan esimerkiksi kuvauksen derivaatasta

a(cz +d) — (az+b)c  ad—bc
(cz+d)? " (cz+d)?’

T'(z) =

joka on nolla ainoastaan, kun pédtee ad — bc = 0. Derivaatasta havaitaan myos
Mébius-kuvauksen olevan analyyttinen kaikkialla muualla paitsi pisteessd z = —d/c.

Maaritelméstd havaitaan myds, ettd Mobius-kuvaus maéaaritellian laajennetulle
kompleksitasolle. Afirettomyyspistettii koskevat ehdot ovat edellisen luvun Hiretto-

myyspistettd koskevien laskusdiantojen nojalla

T(o00) =00, josc=0,
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ja
. —d :
T(o)=- ja T|— ) =00, josc#0,
c
joista keskimmaéinen kuvausehto ndhdéan selvemmin kirjoittamalla kuvaus muotoon

z2(a+?%) a+?
Coz(et+d) e d

Mobius-kuvausten méérittely laajennetulle kompleksitasolle mahdollistaa teorian
yleisemmaén muotoilun: ndin kuvauksesta tulee jatkuva [4], ja bijektio koko komplek-
sitasossa.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd Mdobius-kuvaukset todella ovat yhdisteitd joukon L

kuvauksista ja inversioista.

Propositio 3.2.2 ([5|). Mdbius-kuvaukset ovat joukon L kuvausten ja inversioiden

yhdisteitd. Lisdikst ne ovat bijektioita.

Todistus. Seurataan ldhteen [5] todistusta. Olkoon T'(z) = (az+b)/(cx+d) Mobius-
kuvaus, ja olkoon ensin ¢ # 0. Koska kuvaus T pyritdin osoittamaan yhdistetyksi
kuvaukseksi, sen lauseke halutaan kirjoittaa muotoon, jossa muuttuja z esiintyy vain
yvhdessé paikassa. Téma tehdddn kirjoittamalla nimittdja cx + d my0Os osoittajaan,

jolloin muuttuja 2z eliminoituu sieventdmisen jilkeen osoittajasta:

_az—l—b_%(cz—l—d)—%d—l—b a (b_a_d) 1

T(z) = = — )
(2) + cz+d

cz+d cz+d c c

Tastd muodosta kuvauksen 7' voidaan lukea olevan yhdistetty kuvaus 75 o T o 77,

jossa
e Ti(z) = cz + d on joukon L kuvaus, silld ¢ # 0
e T5(z) = 1/z on inversio

e T3(2z) = (b —ad/c)z + a/c on joukon L kuvaus, silld pseudodeterminantin

ehdosta seuraa vakiolla —c jaettaessa ehto b — ad/c # 0.
Kisitelldén lopuksi tapaus ¢ = 0. Télloin kuvaus 7' yksinkertaistuu muotoon

az+b a b

T(z) =

joka on selvisti joukon L kuvausten muotoa. Pitéisi siis vield nayttda, ettd kerroin
a/d on nollasta poikkeava. Tadmé seuraa siitd, ettd oletuksen ¢ = 0 nojalla pseu-

dodeterminantin ehto yksinkertaistuu muotoon ad # 0, joten téytyy pated myos

a # 0.
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Propositioiden 3.1.6 ja 3.1.8 nojalla joukon L kuvaus ja inversio ovat bijektioita,

joten M&bius-kuvaus on niiden yhdisteend myos bijektio. O]

Edellisen tulos voitaisiin muotoilla my6s niin, ettd Mobius-kuvaus koostuu siir-
roista, kierroista, venytyksistd ja inversioista. Tapauksessa ¢ # 0 edellisen todistuk-
sen hajotelma voidaan kirjoittaa myds yksinkertaisempaan muotoon pseudodeter-

minantin avulla:

~2_ = =42 - 3.6
cz+d ¢ cecz+d ¢ 022+% (3.6)

a(ad)l a A 1 o A 1
+ (b

c

Huomautus 3.2.3. FEdellisessd alaluvussa todettiin, etteivdt suoran suhteen tapah-
tuvat peilaukset ole joukon L kuvauksia tai inversioita. Edellisen tuloksen nojalla ne

ewvdl myoskddn ole Mobius-kuvauksia.

Edellisestd tuloksesta seuraa, ettd Mobius-kuvaus sdilyttda inversion ympyroiden

ja suorien kuvaamista koskevan ominaisuuden.

Propositio 3.2.4 (|5]|). Mébius-kuvaus kuvaa suorat ja ympyrdt suoriksi ja ympy-
roikst.

Todistus. Mobius-kuvaus koostuu edellisen proposition nojalla joukon L kuvauksista
ja inversioista. Proposition 3.1.7 nojalla inversio kuvaa suorat ja ympyrat suoriksi
ja ympyroiksi. Toisaalta joukon L kuvaukset koostuvat kierroista venytyksistid ja

siirroista, jotka kaikki sdilyttavit kuvattavan alueen muodon. O]

Bijektiivisyyden my&td Mobius-kuvauksella on kdanteiskuvaus.

Propositio 3.2.5 ([5]). Mdobius-kuvauksen T'(z) = (az+b)/(cz +d) kaanteiskuvaus

on

dz—0b
T71:Cy — Cq, T_l(z)zz—,
—cz+a

ja se on myos Mobius-kuvaus.

Todistus. Olkoon T' Mobius-kuvaus. Johdetaan ensin sen kdanteiskuvaus ratkaise-
malla yhtilé 7'(z) = w muuttujan z suhteen:
az+b B dw —b

=W = = —
cz+d —cw +a

Kaanteiskuvaus on siis
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ja se vastaa ainakin muodoltaan Mobius-kuvausta. Pitda kuitenkin vield néyttaa,
ettd sen pseudodeterminantti ei voi olla nolla. TA4mé& seuraa siitd, ettd Mobius-

kuvauksen ja sen kiddnteiskuvauksen pseudodeterminantit ovat samat:

da — (=b)(—c¢) = ad — be # 0.

Kaanteiskuvaukselle pétee erityisesti
T '(0) =00, josc=0,

ja
d
T 'oo)=— ja T7! (2) =00, josc#0.
c c

Aiemmin todettiin joukon L kuvausten yhdisteiden olevan joukon L kuvauksia.

Tama ei kuitenkaan péde inversiolle, silld kahden inversion yhdiste

(fo N =Fflf] =fz") =" "=z

el ole inversio. Seuraavaksi ndhdidn, ettd téstd huolimatta Mobius-kuvausten yh-

distaminen tuottaa Mobius-kuvauksen.
Propositio 3.2.6 ([5]). Mdbius-kuvausten yhdiste on Mdobius-kuvaus.

Todistus. Olkoot T'(z) = (az + b)/(cz + d) ja S(z) = (az + B)/(vz + §) Mobius-
kuvauksia. Niiden yhdistetty kuvaus on muotoa

a<a21§> +b
z
(To8)() =3
c +d
(*yz%—é)

_alaz+ B) +b(yz +9) vz + 0

B vz +90 claz+ B) +d(yz+6)
_aaz+af +byz+bd
caz+cBAdyz+dd

Termeja jarjestelemalld se saadaan Mobius-kuvauksen muotoon

(a4 by)z + (aff + bo)

(To5)(z) = (ca +dvy)z+ (cf+do)

(3.7)

Pitéisi siis vield néyttad, ettd saadun kuvauksen pseudodeterminantti on nollasta
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poikkeava. Pseudodeterminantti on aukikirjoitettuna muotoa

A(T o 8) = (ac + by)(cB +db) — (aB + b6)(ca + dry)
= aafc + aadd + bBey + bydd
—aafc — afyd — abcd — bydd

= aadd + bfcy — afyd — abcd.

Pienen jirjestelyn my6té havaitaan, ettd saatu lauseke voidaan kirjoittaa kuvausten

T ja S pseudodeterminanttien tuloksi, joka tiedetdén nollasta poikkeavaksi:
A(T o S) = adad — adfy — bead + befry
= ad(ad — Bv) — be(ad — B7)

= (ad — be)(ad — B7)
= A(T)A(S) # 0.

]

Kéaanteiskuvausta ja yhdistettyd kuvausta koskevista tuloksista havaitaan, ett
Mo6bius-kuvauksissa on tiettyd sdannonmukaisuutta. Taémé sddnnénmukaisuus voi-

daan muotoilla seuraavaksi tulokseksi.

Lause 3.2.7. Mdbius-kuvausten joukko

_az—i—b
x4+ d

GM((COO):{T:(COO%(COO T(z) a,b,c,d € C, A:ad—bc;«éO}
muodostaa ryhmdan yhdistetyn kuvauksen suhteen. Ryhma on joukon L kuvausten ja

versioiden generoima.

Todistus. Todistetaan ensin joukko GM (C.) ryhmiksi. Mébius-kuvausten joukko
on edellisen tuloksen nojalla suljettu yhdistetyn kuvauksen suhteen. Yhdistetty ku-
vaus on myo0s liitdnndinen. Yhdistetyn kuvauksen neutraalialkio on identtinen ku-
vaus id (z) = x, miké saadaan Mobius-kuvauksesta kertoimien arvoilla a = d =1 ja

b= c =0, ja koska téilloin pseudodeterminantille pitee
A=1-1-0-0=1#0,

identtinen kuvaus on Mébius-kuvaus. Lisdksi 3.2.5 nojalla jokaisella M&bius-kuvauksella
on kadnteiskuvaus, joka on myos Mobius-kuvaus. Néin ollen GM(C,) on ryhma.
Ryhméa GM (C,) on joukon L kuvausten ja inversioiden generoima, silld jokainen

sen alkio 7' todettiin Propositiossa 3.2.2 nédiden kuvausten yhdisteeksi. ]
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Koska yhdistetty kuvaus ei ole vaihdannainen, ryhmé GM (C,,) ei ole vaihdannainen.
Edellisen tuloksen jalkimmaéinen ominaisuus olisi voitu muotoilla my6s niin, etté

ryhmé GM (C,) on siirtojen, kiertojen, venytysten ja inversioiden generoima.
Seuraavaksi siirrytdin tarkastelemaan Mobius-kuvauksia matriisien avulla esitet-

tyna.

3.3 Mobius-kuvausten matriisiesitys

Edellisessa alaluvussa kiytetty pseudodeterminantti-termi saattoi antaa viitteita sii-
td, ettd Mobius-kuvauksilla olisi jokin yhteys matriiseihin. Tassa alaluvussa osoite-
taan, ettd matriisien avulla Mobius-kuvausten teoria saadaan eleganttiin muotoon.

Matriisien ja Mobius-kuvausten vilille ei johdeta laskusdéntdjen mukaista yhteyt-

td, vaan niiden vélille luodaan merkinnéallinen yhteys sopimalla, ettd matriisi

a b
T_[c d}’ A=ad—0bc#0

indusotr Mobius-kuvauksen
ar +b

cr+d

T(x)=

Tata yhteyttd voidaan selittdd homogeenisten koordinaattien avulla. Se ei kuiten-
kaan ole tdmén tyon kannalta oleellista ja sivutetaan. (Katso lisdtietoa esimerkiksi
lahteestd [15] sivuilta 157-158.)

Pseudodeterminantti nayttiisi vastaavan Mébius-kuvauksen indusoivan matriisin
tavallista determinanttia. Néin ei kuitenkaan ole siirryttéessi kertoimien a, b, ¢ ja d
suhteen korkeampiin ulottuvuuksiin, vaan yleisesti Mobius-kuvauksen 1" pseudode-

terminantti maaritelldan lausekkeena
A(T) = ad* — bc*,

joka eroaa determinantista siiné, ettd kertoimista d ja c otetaan reversiot. Pseudode-
terminantti ei siis esimerkiksi kvaternikertoimien tapauksessa vastaa determinant-
tia. Jokaiselle kompleksiluvulle z kuitenkin péitee z* = z, joten kompleksikerrointen
tapauksessa pseudodeterminantti ja determinantti ovat samat.

Edellisessa alaluvussa néhtiin, ettd Mobius-kuvaukset muodostavat ryhmén yh-
distetyn kuvauksen suhteen. On suoraviivaista nidhdé, ettd myos Mobius-kuvaukset
indusoivien matriisien joukko muodostaa ryhmén. Ensinnikin Mobius-kuvaukset
indusoivien matriisien joukko voidaan mééritelld kiddntyvien kompleksisten 2 x 2-
matriisien joukkona, silli determinantin nollasta poikkeavuus on yhtapitavad mat-
riisin kddntyvyyden kanssa. Kyseinen joukko on suljettu matriisitulon suhteen, koska

kddntyvien matriisien tulomatriisi on myos kddntyva. Myos kunkin matriisin kdan-
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teismatriisi kuuluu kddntyvind matriiseina kyseiseen joukkoon, kuten myos identi-
teettimatriisi. Koska lisdksi matriisitulo on liitdnnédinen, kidntyvit 2 x 2-matriisit
muodostavat ryhmén matriisitulon suhteen. Kyseinen ryhmé tunnetaan myds nimel-

14 yleinen lineaarinen ryhmda®. Niin ollen on piitelty seuraava tulos.

Lause 3.3.1. Mobius-kuvaukset indusoiwvien matriisien joukko muodostaa ryhmdn
GL(2,C).

Néin ollen Md&bius-kuvaukset indusoivien matriisien joukosta kiytetddn jatkossa
merkintdd G L(2,C). Koska matriisitulo ei ole vaihdannainen, ryhmé GL(2, C) ei ole
vaihdannainen.

Mobius-kuvausten kddnteiskuvaukset ja identiteettikuvaukset indusoivat matriisit

voidaan paatelld suoraviivaisesti seuraavan lauseen avulla.
Lause 3.3.2. Ryhmit GL(2,C) ja GM(Cy) ovat homomorfiset®.

Todistus. On siis osoitettava, ettd ryhmien vilille voidaan muodostaa kuvaus
f: GL(2,C) - GM(C), joka toteuttaa ehdon f(T'S) = f(T') o f(S) jokaisella
T,S e GL(2,C).

Olkoot T = [¢b] ja S = [:f} joukon GL(2,C) matriiseja, jotka indusoivat
Mobius-kuvaukset T'(z) = (az +b)/(cz + d) ja S(z) = (az + B)/(yz + 9), ja olkoon
kuvaus f muotoa f(T') = T. Koska kuvaukselle f piteviit yhtilst

F(TS)=TS ja ToS=f(T)o f(S),

véitteen todistamiseksi riittad osoittaa todeksi yhtilo TS=ToS5.

Tulon
ac+ by apf + bd

TS = ca+dy cf+do|’

indusoima Mobius-kuvaus on

(ac + by)z + aff + bd

T = v a:r B+

5Asteen n yleinen lineaarinen ryhmé on ki&ntyvien n X nm-matriisien joukon muodostama ryhmi
matriisitulon suhteen [11]. Siitd kiytetddn merkintdd GL(n,F), jossa F on matriisien alkioiden
joukko.

Ryhmit (G,-) ja (H,®) ovat homomorfiset, jos on olemassa kuvaus f, jolle pitee
flg1-92) = f(g1) © f(g2) jokaiselle g1,g2 € G. Kuvauksesta f kiytetdin nimed ryhmdhomo-
morfismi. Kdytdnnossd homomorfisuus tarkoittaa, ettd ryhmét G ja H ovat erdissd mielesss
samanlaiset, jolloin ryhmien vastaavien alkioiden vélille voidaan muodostaa kuvaus f, joka sii-
lyttdd ryhmén rakenteen: ryhmén G alkioita g1 ja go vastaavat ryhmén H alkiot hy = f(g1)
ja ha = f(g2) ja myos edellisten tuloa vastaa jalkimméisten tulo, silli homomorfisuuden ehdon
nojalla pétee f(g1-g92) = f(g1) © f(g92) = h1 © ha.

Jos kuvaus f on lisdksi bijektio, ryhmét ovat isomorfiset. Talloin jokaista ryhmén G alkiota vastaa
tasmaélleen yksi ryhmén H alkio ja péinvastoin.
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Néin ollen M&bius-kuvausten yhdisteita késittelevissa todistuksessa johdetun yhté-
16n (3.7) nojalla jokaiselle z € C, pétee yhtélo

(TS)(2) = (T 0 8)(2) = [/(T) 0 £(5)](2)
eli T'S = f(T) o f(.5), mikd todistaa vaitteen. O

Ryhmit GL(2,C) ja GM(C.,) eiviit ole isomorfiset, vaan jokaista ryhmén GM (C.,)
kuvausta vastaa matriisin 7' = [2 %] € GL(2, C) lisiksi myos sen nollasta poikkeavat

kompleksiset monikerrat:

_aax+ab_ax+b_

T — — —
(aT)(z) acr +ad cxr+d

T(x), «aeC,. (3.8)

Toisin sanoen homomorfismin ydin on joukko { al | a € C,}. Huomautettakoon,
ettd monikertojen pseudodeterminantit ovat muotoa A(aT) = o?A(T) # 0, joten
tapausta a = —1 lukuun ottamatta niiden pseudodeterminantit poikkeavat alkupe-
riisen kuvauksen pseudodeterminantista.

Isomorfisuus saavutetaan muodostamalla ryhméstd GL(2,C) uusi ryhmé, jossa
kaikki saman kuvauksen indusoivat matriisit on niputettu yhdeksi alkioksi (joukok-
si). Kyseinen tekijiryhmi tunnetaan projektiivisena lineaarisena ryhmdnd’, ja se on
muotoa

PGL(2,H) = GL(2,C)/{al | a € C.}.

Niin ollen voidaan muotoilla seuraava tulos.

Lause 3.3.3. Tekijaryhmd PGL(2,C) on isomorfinen kompleksitason Mdobius-ku-
vausten ryhman GM (Cy) kanssa.

Ryhméhomomorfismin perusominaisuuksiin kuuluu, etta se kuvaa kianteisalkion
kdanteisalkioksi ja identiteettialkion identiteettialkioksi. N&in ollen paételldén, etté
Mobius-kuvauksen T' kiidinteisfunktion indusoi matriisin T kiinteismatriisi 71 seké
sen nollasta poikkeavat kompleksiset monikerrat. Vastaavasti identiteettikuvauksen
indusoiva matriisi on I seki sen nollasta poikkeavat kompleksiset monikerrat. Lisaksi
edellisen lauseen todistuksessa johdettu yhtilo (T\:q)(z) — (T o S)(2) tarkoittaa,
ettd kahden Mobius-kuvauksen yhdiste saadaan kitevisti myos kyseiset kuvaukset

indusoivien matriisien tulon indusoimana.

"Projektiivinen lineaarinen ryhmi PGL(2,F) on yleisesti lineaarisesta ryhméstd GL(2,F) muo-
dostettu tekijiryhmi ryhmén GL(2,F) keskuksen suhteen [11]. Ryhmén G keskus taas tarkoittaa
joukkoa {a € G | Vg € G : ag = ga}. Ryhmin GL(2,C) keskuksen muodostavat titen matriisit
A € GL(2,C), joille patee AT = TA kaikilla T € GL(2,C). Sopivilla matriisin T € GL(2,C)
valinnoilla alkioille A saadaan johdettua ehtoja, joiden my&td niiden huomataan olevan muotoa
A=al, aeC,.
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Tarkastellaan vield lopuksi Mobius-kuvauksia siirtojen, kiertojen, venytysten ja
inversioiden yhdisteind matriisimuodossa, koska vastaava esitys on merkittivissa

roolissa kvaternikertoimisen tapauksen késittelyssé.

Propositio 3.3.4 ([18]). Matriisin T € GL(2,C) indusoima kuvaus on seuraavien

kuvauksien® yhdiste:

(1) siirto [(1) ﬂ , x—ax+b beC
0i
(2) kierto {eo (1)] , r—ellr, el
(3) wvenytys {6 ﬂ , r—rr, reRy
o 01 T
(4) inversio L O} , T —x = W

(5) identtinen kuvaus [g (0)4} , r—x, «a€C,.

Todistus. Olkoon T ryhmén GL(2,C) matriisi. Tapauksessa ¢ = 0 se indusoi ku-

vauksen (3.5), joka voidaan edelleen kirjoittaa muotoon
a b a a b
T()= 5ot 5 =glme (5)=+ 5

Tastd muodosta sen voidaan lukea olevan kierron, venytyksen ja siirron yhdiste eli

matriisi(tulo)n

indusoima.

Tapauksessa ¢ # 0 matriisi 7' indusoi kuvauksen (3.6), joka voidaan kirjoittaa

T() a A 1 a+ A A 1
=—-—= =—+|—=|arg | —— .
T 2z+4 ¢ e\ T2 z+ 4

muotoon

Tastd muodosta sen voidaan lukea olevan siirron, inversion, kierron, venytyksen ja

siirron yhdiste eli matriisitulon

=B A R B

8Tuloksen muotoiluun lisétty identtinen kuvaus huomioi Mébius-kuvausten yhtilon (3.8) mukaiset
kompleksiset nollasta poikkeavat monikerrat.

(e}
—aole
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indusoima. ]

Mobius-kuvauksen pseudodeterminantti saadaan mydés sen hajotelman muodos-

tavien kuvausten pseudodeterminanttien tulona.

Propositio 3.3.5. Olkoot T ja S ryhmdn GL(2,C) matriiseja. Talloin niiden pseu-

dodeterminanteille pitee:
A(ST) = A(T)A(S) = A(T'S).

Todistus. Olkoot T ja S ryhméan GL(2,C) matriiseja. Talléin niiden tulo 7'S indusoi
yvhdistetyn kuvauksen 7 o S, jonka pseudodeterminantille péitee Proposition 3.2.6
todistuksen nojalla A(T'S) = A(T)A(S). Vastaavasti saadaan A(ST) = A(S)A(T).

Kompleksilukujen kertolaskun vaihdannaisuuden nojalla pitee siis yhteensa
A(TS) = A(T)A(S) = A(S)A(T) = A(ST)

O

Seuraavassa alaluvussa tutustutaan erddseen Mobius-kuvausten vahemman ilmei-

seen mutta jatkon kannalta térkedan ominaisuuteen.

3.4 Laajenemisominaisuus

Avaruuden® R3,  vektorit voidaan tulkita redusoiduiksi kvaterniksi muotoa
T = xo+ 11+ 22]. My6s kompleksiluvut voidaan tulkita samaan avaruuteen laajen-
netuiksi redusoiduiksi kvaterniksi, joiden j-komponentti on nolla. Tarkastelemalla
edellisen alaluvun kuvauksia (1)—(5) redusoidun kvaternimuuttujan z € R3  suh-
teen havaitaan, ettii kuvaukset siirto, venytys ja inversio pysyviit avaruudessa R3_.
Erityisesti havaitaan, ne kuvaavat myds avaruuteen R3 laajennetut kompleksiluvut
kompleksiluvuiksi. Namé havainnot eivit kuitenkaan péde kierrolle kaikissa tapauk-

sissa, kuten seuraava esimerkki osoittaa.

ezl ()
0 1

r = ir. Muuttujan arvolla x = j € RS kuvauksen

Esimerkki 3.4.1. Matriisi

indusoi kuvauksen T(x) = ™2

arvo T(j) = ij = k ei kuulu avaruuteen R3,.

Kierto ei siis laajene tissi muodossa avaruuteen R2_. Témé ei kuitenkaan ole

ylldttava havainto, silld kierto kyseisessid muodossa on kompleksitasoon méaéritelty

R3, = R3 U {oc}, missé 0o on kompleksitason dfirettdmyyspistetti vastaava avaruuden R? diret-
tomyyspiste.
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kuvaus, jolloin sen tulkinta avaruuden R? muuttujan suhteen on jo lihtokohtaisesti
kyseenalainen. Néin ollen on luonnollista kysya, onko mahdollista mééritelld kierto
jollakin muulla tavalla niin, etti se laajenisi avaruuteen R2_. Jos Mdbius-kuvaukset
voitaisiin kirjoittaa myds tdmén kierron suhteen siirtojen, kiertojen, venytysten ja
inversioiden yhdisteiné, niin silloin kaikki kompleksikertoimiset kompleksimuuttujan
Mobius-kuvaukset laajenisivat avaruuteen R2 . Osoittautuu, ettéi timi on mahdol-
lista. Itse asiassa tidméi laajenemisominaisuus'® on eris Mobius-kuvausten yleisisti
ominaisuuksista: avaruuden R” Mobius-kuvaukset pysyvit avaruudessa R jokai-
sella muuttujan x € R% arvolla. Laajenemisominaisuus on merkittévissi roolissa
téssikin tyossd kisiteltdessi yleisesti avaruuden R3 Mobius-kuvauksia.

Miten kierto tulisi mééritelldi, jotta se voitaisiin laajentaa avaruuteen R ? Koska
muuttujan z € R3_ ja kompleksilukujen viliset laskutoimitukset tapahtuvat kva-
ternien algebrassa, halutun kierron selvittdmiseksi on siirryttdva tutkimaan, miten
kiertoja ilmaistaan kvaternien avulla. Tama ei valitettavasti ole suoraviivainen tar-

kastelu, vaan sille joudutaan omistamaan koko seuraava luku.

0L aajenemisominaisuus on kyseisestid ominaisuudesta tisss tydssi kiytettivi termi. Kirjallisuu-
dessa kyseisestd ominaisuudesta ei kisittddkseni kiiytetd mitddn tiettyad termié.
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4 ORTOGONAALIKUVAUKSET

Tissi luvussa osoitetaan, ettd kaikki avaruuden R2. kierrot voidaan esittifi kvater-
nikuvauksella z — qzq*, ¢ € H, |¢| = 1. Kiertojen tarkastelu aloitetaan karakte-
risoimalla ne ensin matriisien avulla. TAalloin paddytddn tutkimaan ortogonaaliku-
vauksia, jotka sisédltévit kiertojen ohella myo6s peilaukset. Kiertojen ja peilausten
valilld osoittautuu olevan yhteys, jota kiytetdéan kvaternikiertoja koskevan tuloksen
todistamiseen. Kvaternikiertoja tarvitaan my6hemmin sekd kompleksitason avaruu-

teen R2 laajenevien etti avaruuden R?, Mobius-kuvausten kiisittelyssi.

4.1 Johdantoa matriisikiertoihin

Tason kierrot voidaan tunnetusti esittda kompleksitason kuvausten ohella myods mat-
riisikuvauksina. On suoraviivaista paitelld, ettd kulman 6 € R verran kiertynyt vek-

T

tori [/ y/]T € R? saadaan alkuperiisestii vektorista [z y]T € R? kertomalla siti

vasemmalta kiertomatriisilla

_ |cos(#) —sin(8)

. Lin () cos(0) ] - (4.1)

Kiertynyt vektori on muotoa
[x/} _ [COS (#) —sin (9)] |::L‘:| _ |:COS (0)x — sin (Q)y}
Yy’ sin(0) cos(9) | |y sin (#)x + cos (0)y |’
joka vastaa kierretyn kompleksiluvun komponenttiesitysta
e’z = [cos (0) + sin (0)] (z + yi) = [cos (0)z — sin (0)y] + [ cos (0)y + sin (0)z]i.

Tason kierrot voidaan ajatella myos z-akselin suhteen tehtdvini kiertoina. Taté
tulkintaa hyddyntien voidaan méiiritelli myos avaruuden R? kierrot, silli myos til-
16in alkuperdinen ja kiertynyt vektori méarittdvit origo kautta kulkevan tason, jolla
kierto tapahtuu. Kiertoakseliksi méardytyy taten kiertotason origon kautta kulkeva
normaalivektori, jonka suunta mairiytyy yksikasitteisesti oikean kiiden sddnndn pe-

rusteella. Akselin n, |[n| = 1, suhteen tapahtuvaa kiertoa kulman 6 verran vastaava



44 4 Ortogonaalikuvaukset

kiertomatriisi on

co+n2(1 — cp) NNy (1l —cg) —nysp ngn.(1 —cg) + nysg
p = |ngny(l—cy)+n.sg Cy —|—n§(1 — ¢Cy) nyn,(1 —co) —nzse|, (4.2)
Ny (1 —cg) —nysg nyn.(1 —cp) + Ny So co +n2(1 — cy)

missé n,, ny ja n, ovat normaalin n komponentit ja trigonometrisista funktioista on
kiytetty lyhennettyjd merkintoja co = cos (0) ja sy = sin (), jotta matriisi mahtuisi
vhdelle riville [9].

Seuraavassa alaluvussa tarkastellaan kiertoja yleisessd tapauksessa. Tatd kautta
havaitaan kiertojen ja tietyn tyyppisten matriisien vilinen yhteys, jota hyédynne-

tddn jatkossa.

4.2 Ortogonaalikuvausten maarittely

Pyrittdessd muodostamaan avaruuden R™ kierrot esittévit kuvaukset tulee ensin
pohtia, mitkd ovat ne ominaisuudet, jotka karakterisoivat kierrot. Tarkastellaan asi-
aa yksinkertaisen esimerkin kautta. Kun suorakulmion muotoista aluetta kierretdin
tasossa, havaitaan, ettd pisteiden viliset kulmat ja pisteiden etdisyydet origosta
siilyvat kuvauksessa. Tavoitteena on méaritelld seuraavaksi ne kuvaukset 7', jotka
toteuttavat ndmé ehdot. Koska kuvauksen muuttuja voidaan tulkita myoOs para-
vektoriksi, kuvauksista kiytetddn perinteisen lineaarialgebran merkinnédn 7'z sijaan
merkintdd 7T'(x), joka vastaa kompleksitapauksessa kierrosta kiytettyd merkintad
/().

Pisteiden vélisen kulman siilyminen voidaan ilmaista kiyttokelpoisemmassa muo-

dossa skalaaritulon avulla: vektorien z ja y vilisen kulman kosini on

_ (=)
cos [A(x,y)] = Tl

Jotta kuvaus T' séilyttaisi kulmat, taytyy siis pated

(T@), T(y))
T ()| 1T (y)|

T&ama ehto pitaa kuitenkin sisdlladn myo6s ne kuvaukset, joissa kulma kuvautuu vas-

M = COS T = COS T =
ot = €08 [£e)] = cos (£[1(2). 7))

takkaismerkkiseksi. Ne eivit ole kiertoja, vaan esimerkiksi tason tapauksessa origon
kautta kulkevan suoran suhteen tapahtuvia peilauksia. Korkeampien ulottuvuuk-
sien tapauksessa ei ole selvid, sisaltadako kyseinen ehto my6s muunlaisia kuvauksia.
Jatketaan kuitenkin asian kisittelyd edellisen vaatimuksen pohjalta.

Edellisen yhtédlon perusteella nayttiisi siltd, ettd kierrot kattavat kuvaukset voi-

daan karakterisoida vaatimalla skalaaritulon sédilyminen ja pisteiden etaisyyksien sii-
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lyminen origosta. Ensimmainen ehto riittda kuitenkin yksinaén, silla skalaaritulon ja
normin vélisen yhteyden vuoksi pisteen pituuden sdilyminen seuraa skalaaritulontu-
lon séilymisestd. Néin ollen tarkastellut kuvaukset voidaan mééritelld skalaaritulon

siilyttaving lineaarikuvauksina. Niistd kiytetdin nimitystd ortogonaalikuvaukset®.

Maaritelma 4.2.1. Olkoon V ddrellisulotteinen euklidinen vektoriavaruus, jossa on

1/2

mdadritelty skalaaritulo (x,y) ja normi |x| = (r,z)’°. Lineaarikuvaus T : V — V

on ortogonaalinen, jos sille pdtee ominaisuus

(T'(x), T(y)) = (x,y)

jokaiselle v,y € V.

Seuraava tulos antaa vaihtoehtoisen médritelmén kuvauksen ortogonaalisuudelle.
Siitd myos ndhdain, ettd pisteiden pituuksien sidilyminen todella seuraa edellisesté

maaritelmasta.

Propositio 4.2.2 ([10]). Kuvaus T : V. — V on ortogonaalinen, jos ja vain jos
se kuvaa origon origoksi ja sdilyttid pisteiden vdlisel etdisyydet, eli jos sille pdtee

jokaiselle x,y € V
T0)=0 ja |T(z)=T()|=lz—yl, (4.3)

Todistus. Taydennetaén lahteen [10] todistusta. Todistetaan ensin viite "==". Ol-
koon siis T' ortogonaalinen. Ortogonaalisena se on myos lineaarinen, josta seuraa
kuvausehto 7'(0) = 0.

Pisteiden vilisten etdisyyksien todistamiseksi yhtélon |T'(x) — T'(y)| = |z — y|

oikean puolen nelio kirjoitetaan ensin siséitulon laskusifintdjen? nojalla muotoon

z—y)* = (z—y,z—y)
=(z,z—y) —(y,7 +y)
= (z,y) — (v,y) — (¥, 2) + (4, 9) .

!Nimitys johtunee siitd, ettd tillaiset kuvaukset ovat matriiseja, joiden rivit ja sarakkeet ovat
ortogonaalisia vektoreita [7]. Toisaalta ndmi kuvaukset myos kuvaavat ortogonaalisen kannan
ortogonaaliseksi kannaksi.

2Tarvittavat laskusdénndt ovat: (az,y) = (x,ay) = a{z,y), (r+y,2) = (z,2) + (y,2) ja
(x,y+2) = (z,y) + (x,2), x,y € R", a € RG]
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Yhtalon vasemman puolen nelié kirjoitetaan vastaavasti muotoon

=
=
|
=
s
||
E
3
,ﬂ
s
E

T( —((T(), T(x) = T(y))
= (T'(x), T(x)) — (T'(z), T(y)) — (T'(y)

=
S
+
=
S
=
=

joka on pistetulon sédilymisen nojalla yhtalopitavad yhtalon

T(x) — T(y)]” = (,y) — (x,y) — (y.2) + (4, y)

kanssa. Niin ollen vditteen suunta ”=—-" on tosi.

Olkoot sitten voimassa ehdot (4.3). On siis johdettava niitd kiyttden yht&lo
(T'(z), T(y)) = (z,y). Aloitetaan kirjoittamaan lauseke (x,y) muotoon, jossa esiin-
tyy vain termeji muotoa (a — b, a — b), silla talléin padstaan késiksi normiin, jolloin

voidaan hyddyntda oletuksen jilkimmaéisti ehtoa. Tamé onnistuu yhtalon

(z—y,x—y) = (z,y) — (z,9) — (y,2) + (y,9)

avulla, silld se voidaan kirjoittaa muotoon

2(x,y) = (@,9) + (,y) — (@ —yo—y) =+ [y — [z —y*.  (14)
Jalkimmaéistéd oletusta soveltamalla saadaan nyt yhteys kuvaukseen 7"

2(x,y) = |z = 0" + |y — O] — [(z —y) — O
=|T(x) = T(0)]" + |T(y) = T(O)]" = |T(x —y) = T(0)[".

Kayttamalla lopuksi ensimmaisté oletusta seké sen jélkeen yhtélod (4.4) lausekkeen
(T'(x),T(y)) suhteen saadaan yht&lo

2(z,y) = T(x) = O] + |T(y) = O] = |T(x —y — 0)|”
= |T@) + T - T(z - y)[*
=2(T(z),T(y)) -

Néin ollen péatee (T'(z),T(y)) = (z,y) jokaiselle x,y € V.

Pitdisi vield ndyttdd, ettd ehdoista (4.3) seuraa my6s kuvauksen 7' lineaarisuus.

Taman osoittamiseksi riittad ndyttid, ettd kuvaus 7' toteuttaa ehdon

T <z”: aivi> = zn:aiT(vi), i=1,2,...,n, (4.5)

i=1 i=1
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missad kertoimet a; ovat reaalisia ja vektorit v; muodostavat avaruuden V' ortonor-
maalin kannan®. Koska kuvaus 7' siilyttii oletuksen nojalla etiisyydet ja edells to-
distetun nojalla myos kulmat, kantavektorien v; kuvajoukko {7'(v;) | i = 1,2,...,n}
on myos avaruuden V' ortonormaali kanta. Tiaten avaruuden V' vektori x = ) x;v;,

xr; € R, voidaan kirjoittaa myos tdssd kannassa, joten sille patee

n

T (Z xivz-> =T(x)= ZaiT(vi). (4.6)

=1

Kuvauksen T lineaarisuuden osoittamiseksi riittdé siis yhtaloiden (4.5) ja (4.6) no-
jalla nayttaa, ettd kertoimille pétee ehto z; = a;.

Kertoimeen a; padstaan késiksi ottamalla yhtalosté sisétulo vektorin 7'(v;) suh-
teen, silld sisatulot (T'(v;),T'(v;)) ovat nolla tapauksissa i # j. Yhtdlon (4.6) oikea

puoli tulee tall6in muotoon

<Z @iT(Ui)aT(Uj)> = (a;T(v:), T(v;)) = Zaz’ (T'(v:), T(vy)) = a;.

i=1

Koska kuvas T" on ortogonaalinen, se sdilyttdé pistetulon, minké perusteella yhtilon

(4.6) vasemmalle puolelle pétee

<T (Z 9:,—%) ,T(vj)> = <Z xiv,—,vj> = ;.

Néin ollen on a; = x;, joten kuvaus 7" on lineaarinen. O]

Edellisesté tuloksesta siis seuraa pisteen normin siilyminen:
T(x)| = [T(x) = O] = [T'(x) = T(0)] = [+ — O] = [«]

Kaydaédn vield lopuksi lapi seuraava, kenties geometrisesti itsestdédn selvi, orto-

gonaalikuvausten ominaisuus.
Propositio 4.2.3. Ortogonaalikuvausten yhdiste on myds ortogonaalinen.
Todistus. Olkoot S ja T ortogonaalikuvauksia. Talloin niiden yhdisteelle pétee

((SoT)(z),(SoT)(y) = (S[T(x)], S[T(y)]) = (T(x),T(y)) = (z,y).

3Lineaarikuvausten miéritelméssi yhtilon (4.5) ortonormaalien kantavektorien tilalla on mielival-
taiset avaruuden V' vektorit. Yhtilon toteutumisesta ortonormaalin kannan tapauksessa kuitenkin
seuraa sen toteutuminen myd6s mielivaltaisten avaruuden V' vektorien tapauksessa, joten lineaari-
suuden osoittamiseksi voidaan rajoittua tarkastelemaan ortonormaalin kannan tapausta.
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[]

Tahin mennessi on kisitelty ortogonaalikuvauksia niiden geometristen ominai-
suuksien kannalta. Seuraavaksi niitd siirrytddn tarkastelemaan kuvausmatriisin 7'

ominaisuuksien kannalta.
4.3 Ortogonaalimatriisit

Ortogonaalikuvaukset ovat lineaarikuvauksia, joten ne voidaan esittdd muodossa
T(x) = Az, missi A on matriisi ja = on pystyvektori. Matriisia A sanotaan orto-
gonaalimatriisikst, ja se on n X n-nelidmatriisi, silld ortogonaalikuvaukset ovat ava-
ruuden R™ kuvauksia. Ortogonaalimatriisit voidaan karakterisoida yksinkertaisella
ehdolla, joka padtelladn seuraavaksi.

Ortogonaalisuuden madritelméan nojalla pitee yhtilo
aTy = (z,y) = (T(z),T(y)) = (Ax)T Az = 2T AT Ay

jokaiselle z,y € R". Kun muuttujille x ja y annetaan kiinteitd arvoja, edellisesta
yhtélostéd saadaan johdettua matriisille A. Valitsemalla muuttujat yksikkovektoreiksi

r =e; jay = e; ja merkitsemilli AT A = B yhtilon vasemmaksi puoleksi saadaan

)

T _{07 JOSZ?’éj
ej— .

©i 1, josi=y}
ja oikeaksi puoleksi
elTBej = [bil s bzn} €; = sz
Niin ollen tulee pited B =1 eli ATA=1.
Toisaalta talléin patee myos yhtilo
det (AAT) = det (A) det (AT) = det (A") det (A) = det (AT A) = det (1) =1,
joten matriisi AAT on kiintyvi. Néin ollen yhtilo
AAT = ATAT = A(ATA)AT = (AAT)?
on vhtipitivii ehdon AAT = I kanssa. Edellisen pidttelyn nojalla on luontevaa
madritelld ortogonaalimatriisit seuraavasti.

Maisritelmi 4.3.1. Matriisi A on ortogonaalinen, jos sille pitee ATA = AAT = 1.

Mééritelmé on yhtépitivi ehdon A = (A7)~ kanssa.
Ortogonaalimatriisit muodostavat matriisitulon suhteen ryhmén, ortogonaaliryh-

mdan, silld kahden ortogonaalimatriisin tulo on ortogonaalimatriisi, matriisitulo on
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liitdnnéinen, identiteettimatriisi on ortogonaalinen ja ortogonaalimatriisin kdénteis-
matriisi A™! = AT on myds ortogonaalinen. Ortogonaaliryhmiisti kilytetiin mer-
kintdd O(R") tai lyhemmin O(n).

Ortogonaalimatriisit jakaantuvat determinantin mukaan kahteen eri joukkoon.

Tama ndhdddn ottamalla ortogonaalisuuden méaaritelméan ehdosta determinantti:
1 =det (1) = det (AAT) = det (4) det (AT) = det (A)*.

Ortogonaalimatriisin determinantti voi siis olla vain joko 1 tai —1.

Determinanttia 1 vastaavat matriisit muodostavat ryhmén O(n) aliryhmén
SO(n)=0"(n)={A€0O(n)|det(A) =1},

jota kutsutaan erityisortogonaaliryhmdaksi ja sen alkioita eristyisortogonaalimatrii-

setksi. Determinanttia —1 vastaavista matriiseista kiytetddn merkintda
O (n)={A€O0(n)|det(A4) =—-1}.

Ne eivit kuitenkaan muodosta aliryvhméé, silld joukko ei esimerkiksi sisilld identi-
teettimatriisia.

Joukkojen SO ja O~ vilinen ero ei jad pelkidstddn merkinnélliseksi, vaan niiden
havaitaan edustavan myos geometrisesti erilaisia kuvauksia. Ortogonaalikuvauksia
johdettaessa todettiin, ettd niihin tulisi kuulua ainakin kierrot ja peilaukset. Tason
R? tapauksessa osoittautuu, ettei muita ortogonaalikuvauksia olekaan. T&lléin ni-
mittiin jokainen ryhmén SO(2) matriisi on kaavan (4.1) mukainen kiertomatriisi ja

jokainen joukon O~ (2) matriisi on peilausmatriisi

cos (A) sin(0)
sin () —cos(0)|’

missi peilaus tapahtuu kulman 6/2 méarittdman origon kautta kulkevan suoran
suhteen [14]. Tason tapauksessa ortogonaalimatriisin determinantti siis kertoo, onko
kyseessd kierto- vai peilausmatriisi. Taémé determinanttiin pohjautuva jako siilyy
my6s korkeampiin ulottuvuuksiin siirryttiessi, mikd todistetaan peilausten osalta
seuraavassa luvussa.

Korkeampiin avaruuksiin siirryttiessi tilanne kuitenkin monimutkaistuu. Ava-
ruuden R? tapauksessa kaikki joukon SO(3) matriisit ovat edelleen kiertoja [13],
mutta kaikki joukon O(3) matriisit eiviit eniid olekaan peilauksia®. Avaruuksiin R",

n > 3, siirryttiessi taas ei ole endé lainkaan selvidd, miten kierto tulisi ylipddtaan

4T4std mainitaan esimerkki seuraavassa alaluvussa, kun tarvittava teoria on saatu esiteltys.
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méadritelld. Tassa tyossa ei keskityté sithen, vaan todetaan ainoastaan, ettd Mobius-
kuvausten teoria yleistyy avaruuteen R” (luvussa 6 esitetyssd muodossa), kun kier-
rot tulkitaan erityisortogonaalikuvauksiksi. Koska tdma tyo koskee vain ulottuvuuk-
sia n = 2 ja n = 3, jolloin kaikki erityisortogonaalikuvaukset ovat kiertoja, jatkossa
avaruuksia C,, ja R? kisiteltdessd puhutaan havainnollisuuden vuoksi kierroista
erityisortogonaalikuvausten sijaan.

Edelld kisiteltiin joukkojen SO(n) ja O~ (n) kuvausten vélisid eroja. Niiden vé-
lilla on myos yllattava yhteys. Ryhman SO(n) kuvausten yhdiste pysyy ryhméssi
SO(n). Sen sijaan kahden joukon O~ (n) matriisin tulon determinantti on 1, joten
se kuuluukin ryhméén SO(n). Téten kahden peilauksen yhdiste on aina erityisorto-
gonaalikuvaus. Tatd geometrista yhteyttd hyodynnetidin todistettaessa luvun péi-

tulosta. Tastd johtuen seuraavaksi siirrytddn tarkastelemaan peilauksia.

4.4 Peilaukset

Edellisessé alaluvussa havaittiin, ettd kahden peilauksen yhdiste on kierto. Téssa
alaluvussa johdetaan edellistd havaintoa laajentava tulos, jonka mukaan jokainen
kierto on mahdollista esittdd parillisena maarana peilauksia.

Peilaus voidaan tehd& joko pisteen tai hypertason suhteen. Avaruuden R™ hy-
pertaso tarkoittaa kiytinnossi avaruuden R™! joukkoa, joka jakaa avaruuden R"
kahteen osaan, kuten suora tason tai taso kolmiulotteisen avaruuden. Téssd tyossa
peilauksella tarkoitetaan peilausta origon kautta kulkevan hypertason suhteen. Ne

ilmaistaan peilaustasoa kohtisuorassa olevan vektorin avulla.

Maaritelma 4.4.1. Vektorin a # 0 generoima peilaus avaruudessa R™ on peilaus

ortgon kautta kulkevan hypertason suhteen, joka on kohtisuorassa vektoria a vastaan.

Propositio 4.4.2 ([10]). Vektorin a # 0 generoima peilaus avaruudessa R™ on

(o.2),

jal”

kuvaus

R,(x)=x—2

Todistus. Todistetaan viite johtamalla peilauksen lauseke. Olkoon [ origon kautta
kulkeva avaruuden R"™ hypertaso, joka on kohtisuorassa vektoria a # 0 vastaan.
T&ll6in mielivaltainen vektori x € R™ voidaan ilmoittaa muodossa *r = x1 + o,
missé x1 on tason [ suuntainen vektori ja xo tatd kohtisuorassa oleva vektori. Ndiden

merkintojen myotd peilattu vektori 2’ voidaan kirjoittaa muotoon
/
r = X1 — T9g.

Pitéisi siis onnistua ilmaisemaan edellinen lauseke x; — x5 kiyttden vain vektoreita

aja .
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Vektori x5 on vektorin a suuntainen, silld ne ovat molemmat kohtisuorassa hy-
pertasoa [ vastaan. Niin ollen x5 voidaan ilmaista vektorin x vektorin a suuntaisena

vektoriprojektiona:
(a, z)
a

af?

Komponentti x; taas voidaan kirjoittaa muodossa x1 = © — x5. Niin ollen peilattu

T2

vektori saadaan muotoon

{a,2)
jaf”

=1 —21y=2—2

Avaruuden R? tapauksessa peilaukset voidaan esittiii kvaternilausekkeella.

Seuraus 4.4.3. Vektorin a # 0 generoima peilaus avaruudessa R® on muotoa

Ry(x) = —aza' ™.

Todistus. Olkoon a # 0 avaruuden R?® vektori, jolloin se voidaan tulkita redusoi-

duksi kvaterniksi. Nain ollen edellisessd tuloksessa johdetun peilauksen lausekkeen

skalaaritulo voidaan kirjoittaa Proposition 2.1.18 nojalla kvaternitulojen summaksi,

jolloin kuvaus yksinkertaistuu muotoon®
(a, ) ar + xa

R,(z) = x— aP a=z Wa =r——s— - = —aTa = = —aTa' "~

Huomautus 4.4.4. Fdellistd todistusta seuraamalla havaitaan, ettd myds komplek-

sitason peilaukset voidaan esittid vastaavalla kaavalla vektorin a € C, suhteen.

Tietyn peilauksen generoiva vektori ei ole yksikésitteinen, silld peilaustasoa koh-
tisuorassa olevia vektoreita on ddreton méiard. Nain ollen mikd tahansa vektorin a
kanssa yhdensuuntainen vektori generoi tdsmailleen saman peilauksen. Tama nah-
ddin seuraavasti: jos vektori b on vektorin a reaalinen monikerta, eli pitee b = ka,
jollakin £ € R,, niin peilaukselle R, patee

<ka,x>ka:x_2k<a,x>k 2<a,x>a7

P = Bl = il o

Peilauksen lausekkeessa jialkimméiinen kerroin a kirjoitetaan konjugaatin sijaan pddinvoluutiota
kiyttden, silla talloin se on helpommin hyddynnettivissd muodossa seuraavassa luvussa, jossa
kiertoja kisitelldsdn kvaternilausekkeella, jossa esiintyy myos paédinvoluutio.
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Erityisesti vektori —a generoi saman peilauksen kuin vektori a. Niin ollen peilauksen

kdanteiskuvauksen generoi vektorin —a ohella myos vektori a.
Propositio 4.4.5 ([10]). Jokainen peilaus R, on oma kidnteiskuvauksensa.

Todistus. On siis osoitettava, ettd peilaukselle pitee R, o R, = id. Taméa nahdéain

suoraan laskemalla: jokaisella x € R™ on voimassa

(Ra o Ra)(x) = Ro[Ra(2)]

a
laf* jaf*
_ ofax)
_ B 2(0,,:1:) B 2<Cl .',U) 2 |a‘2 <a’7a>a
2 2

|al |al
N S W Ot

jaf* jaf* jaf*

Identtinen kuvaus ei ole peilaus, mutta kaikki peilaustason pisteet kuvautuvat
aina itselleen. Muotoillaan tdmé geometrisesti ilmeinen tulos jatkon kannalta hyo-
dylliseen muotoon.

Propositio 4.4.6 ([10]). Peilaus R, kuvaa itselleen tdsmdlleen ne vektorit x € R™,
jotka ovat kohtisuorassa vektoria a vastaan.

Todistus. Halutaan siis etsii ne vektorit = € R”, joille pitee R,(z) = x eli

Tama yksinkertaistuu vaatimukseksi (a,z) a = 0, ja koska a ei voi olla nollavektori,

on skalaaritulon (a, ) oltava nolla. Tamé toteutuu tdsmélleen, kun pétee x L a. O

Luvun alussa peilausten péételtiin kuuluvan ortogonaalikuvauksiin. Todistetaan

seuraavaksi, ettd niin todella on.

Propositio 4.4.7. Peilaus R, on ortogonaalikuvaus.
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Todistus. Todistetaan viite osoittamalla, ettd peilaus R, toteuttaa ortogonaalisuu-

den méiiritelmin®. Yksinkertaistavia merkintoji

@3) Lyl

b= —2 :

jaf* |
kdyttden vektorien x ja y peilausten skalaaritulo voidaan kirjoittaa muotoon

(Ra(z), Ra(y)) = (7 + ba,y + ca)
= (z,y) + (x, ca) + (ba,y) + (ba, ca)
= (x,y) +c(zr,a) +bla,y) + bca,a).

Sijoittamalla b ja c takaisin edelliseen yhtdloon paddytdan yhtaloon

(Ru(2), Raly)) = (0,9) — 2299 (g ay — o000 1y o gl0m0800)

2 2
lal |al lal
Ominaisuudesta (a, a) = |a| seuraa, etté kolme viimeisti termii kumoavat toisensa:

-2 {a. ) (a,z) — 2% (a,y) + 4—<a, ? ’<2a, v =0.

jaf? ja

Niin ollen pétee

O

Seuraavaksi osoitetaan edellisen alaluvun lopussa mainittu tulos, jonka nojalla

peilaukset kuuluvat ortogonaalikuvausten osajoukkoon O~.
Propositio 4.4.8. Peilauksen R,, a # 0, determinantti on —1.

Todistus. Todistuksen idea on otettu ldhteestd [17]. Aloitetaan maarittdmalld pei-
lauksen kuvausmatriisin R, muoto. Kéaytetdan merkintéjen yksinkertaistamiseksi

merkintid b = |a| %, Tilléin peilauksen kuvausyhtils voidaan kirjoittaa muotoon

r1 — 2b(ayxy + ...+ ap + x,)ay
R,(x) =z —2b(a,x)a = : ,
Ty —2b(ayzy + ...+ an + xy)a,

6Viite voitaisiin todistaa myds osoittamalla, ettd peilaus toteuttaa Lauseen 4.2.2 ehdot. Jilkim-
madisen ehdon todistaminen ei kuitenkaan ole yhté suoraviivaista kuin méaritelmén ehdon todis-
taminen.
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josta voidaan paatelld kuvausmatriisiksi

1 —2ba? —2basa; --- —2bajay
—2bajas 1 —2ba% --- —2ba,a

a = e ) ? ? =1 — 2baa”.
—2baia,, —2basa, --- 1— 2bai

Sen determinantin laskeminen suoraan on kuitenkin tyolastd, joten madritetddn se
toisella tapaa determinantin ominaisuuksia hyviksi kdyttien.
Kun viitettd det (R,) = —1 kerrotaan matriisin C' determinantilla, paadytaan
yhtaloon
det (R,) det (C') = —det (C), (4.7)

joka on tulon determinanttia koskevan sdinnén nojalla yhtépitiavaéd yhtalon
det (R,C) = — det (C).

kanssa. Koska matriisin determinantin merkki vaihtuu vastakkaiseksi kerrottaessa
yksi matriisin sarakkeista vastakkaismerkkiseksi’, edellinen yhtild voidaan johtaa
my0s osoittamalla, ettd on olemassa sellainen matriisi C' = [cl co - cn], jolle
patee

Ra[cl Cy - cn}:[—cl Cy - cn].

Jos matriisi C' on lisédksi ei-singulaarinen, yhtilo 4.7 voidaan jakaa puolittain deter-
minantilla det C' # 0 ja padtya véitteeseen det (R,) = —1. N&in ollen riittda etsia
téllainen matriisi C.

Koska edellinen yhtdlo voidaan kirjoittaa muotoon
RC=C—=2[c; 0 --- 0].
ja toisaalta my0s muotoon
R,C = (I —2baa”)C = C — 2baa’ C,
matriisille C' tulee péted yhtalo
baa® [cl Cy - cn] = [cl o --- 0}.

Niin ollen on oltava voimassa ehdot baa’c; = ¢; ja baa’c; = 0, i = 2,...,n. Jil-

kimmainen ehto pétee selvisti, kun pystyvektorit ¢; valitaan kohtisuoriksi vektorin

"Yleisemmin pétee: jos matriisi B saadaan matriisista A kertomalla yksi matriisin A riveistd tai
sarakkeista vakiolla ¢ # 0, niin matriisien determinanteille patee yhtls det (B) = cdet (A) [8].
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a # 0 kanssa, jolloin pistetulot a’c; menevit nolliksi. Ensimméinen ehto taas toteu-

tuu valinnalla ¢; = a, jolloin pétee

Ta=la|ala?=a=c.

baa’c; = |a| % aa
Néin ollen matriisiksi C' voidaan valita C' = [a co - cn], jonka pystyvektorit
a,cs, ..., c, muodostavat avaruuden R™ ortogonaalisen kannan.

Osoitetaan vield matriisi C' ei-singulaariseksi. Matriisista C' voidaan muokata or-
togonaalimatriisi normeeraamalla sen pystyvektorit pituuteen 1. Normeeraamises-
sa pystyvektoreita kerrotaan vuorotellen jollakin nollasta poikkeavalla reaaliluvulla,
mikd muuttaa matriisin C' determinantin arvoa vastaavien kertoimien verran. Koska
ndin toimimalla paddytdan determinantin arvoon 1, matriisin C' determinantti ei

voi olla nolla, joten se on ei-singulaarinen. O

Edellisen tuloksen myé6ta voidaan todeta, ettd kaikki joukon O~(3) kuvaukset

eivit ole peilauksia.

. . o ~10 0 . . : .
Esimerkki 4.4.9. Matriisin A = [ 00 —01} determinantti on —1, joten se on joukon

O~ (3) alkio. Osoitetaan seuraavaksi, etti se ei kuitenkaan ole peilaus.
L S e T T
Jos matriisi A olisi peilaus, sitd vastaava kuvaus [1'11'233'3} —> [—xl — :1:3332] tu-
lisi voida esittid vektorin a # 0 generoimalla peilauksella Ry(z) = x —2 (a, z) a/ |a|?
jokaisella muuttujan © € R3 arvolla. Vektorin a = ag + a1i + agj alkioille voidaan
taten johtaa ehtoja, kun muuttujalle x annetaan kiinteitd arvoja.

Olkoon ensin x = 1. Tadlloin peilauksen tulisi toteuttaa yhtdlo

a a2 + a? + a2 — 2a2) — 2agaii — 2apas]
—1:1—2—02(a0+a1i+a2j):(0 L 22 02 201 =
|al ap +ay + a;

Y

mistd ndahdddn, ettd tulee pited a; = as = 0 ja ag # 0 eli a = ag, ag € R,.
Jos a on edelld pddteltyd muotoa, niin vektorin x = 1 kuvaukselle tulee edelleen
pated
j=1i— Q%a =i,
|al
mikd on mahdotonta. Ndin ollen ei voi olla semmoista vektoria a # 0, jonka gene-
roima peilaus vastaist kuvausta [:L’lmgxg]T —> [—361 — l'gflfz}T, joten matriisi A ei ole

petlaus.
Seuraavaksi siirrytdin osoittamaan, ettd kaikki ortogonaalikuvaukset voidaan kir-

joittaa peilausten yhdisteind. Ennen varsinaista padtulosta otetaan kuitenkin kaksi

aputulosta.

Lemma 4.4.10. Jos lineaariselle kuvaukselle A pitee A(u;) = u; jokaiselle avaruu-

den R™ kantavektorille u;, i = 1,2,...,n, niin A on identtinen kuvaus.
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Todistus. Olkoon A lineaarinen kuvaus, jolle patee A(u;) = u; jokaiselle kantavek-
torille w;, © = 1,2,...,n. Téll6in lineaarisuuden ja oletuksen kuvausehdon nojalla

jokaiselle x € V pétee

Nain ollen A on identtinen kuvaus. =

Lemma 4.4.11 ([10]). Olkoot u ja v avaruuden R™ eri vektorit, joiden normit ovat

samat. Tdlloin peilaus R, _, kuvaa vektorin u vektoriksi v.

Todistus. On suoraviivaista paatelld, ettd juuri vektori u — v generoi kyseisen pei-
lauksen: Halutaan siis 10ytda sellainen vektori, joka on kohtisuorassa sitd origon
kautta kulkevaa tasoa vastaan, joka peilaa vektorin u vektoriksi v. Selvisti vekto-
rien u ja v, |u| = |v|, vilinen erotusvektori u — v on téllainen vektori. Todistetaan
havainto kuitenkin vield suoralla laskulla.

Peilattava vektori v voidaan kirjoittaa kahden vektorin summana
1 1
u= §(u—v)+§(u+v),

missd ensimmaéinen vektori on peilauksen generoivan vektorin kanssa samansuun-
tainen ja jalkimmaéinen kohtisuorassa sitd vastaan eli peilaustason suuntainen, mika

nihdian yhtalosta
<U_U7U+U> = <u7u> + <U7U> - <U7u> - <U7U> = |U| + <U,U> - <U,U> - |U| = 0.

Peilauksessa ensimmainen vektori vaihtaa merkkié ja jilkimmé&inen pysyy ennallaan.
Peilauksen lineaarisuutta ja edellisid peilausominaisuuksia kiyttden voidaan titen

kirjoittaa

Roo () = Ry | 2(u— ) +

]

Lause 4.4.12 ([10]). Jokainen avaruuden R™ ortogonaalikuvaus voidaan esittid kor-

keintaan n:n peilauksen yhdisteend.
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Todistus. Téaydennetdédn ldhteen [10] todistusta. Olkoon {u; | i = 1,2,...,n} ava-
ruuden R" ortogonaalinen kanta, ja olkoon kuvaus 7' : R®” — R" ortogonaalinen.
Todistuksen ideana on johtaa kuvaus R o T, jolle pétee (R o T)(u;) = u; jokaiselle
1 = 1,2,...,n ja jossa R on yhdistetty kuvaus enintddn n:std peilauksesta. Lem-
man 4.4.10 nojalla pétee tilloin RoT = id eli T = R™!. Proposition 4.4.5 nojalla
kuvauksen 7' voidaan télloin paételld olevan yhdistetty kuvaus enintddn n:sti pei-
lauksesta.

Aloitetaan etsimélla peilaus Ry, jolle péatee ehto (R o T)(u,) = u,. Kuvauk-
sen T ortogonaalisuuden perusteella talloin on myos voimassa |T'(u,)| = |u,|. Ta-
pauksessa T'(u,) # u, edellisen lemman nojalla on olemassa peilaus Ry, jolle pétee
(Ry o T)(uy,) = uy; tapauksessa T'(u,) = u, haluttu ehto (R; o T')(u,) = u, pétee,
kun R; tulkitaan identtiseksi kuvaukseksi. Néin ollen on l6ydetty kuvaus R; o T,
jossa Ry on joko peilaus tai identtinen kuvaus ja joka kuvaa vektorin u, itselleen.
Seuraavaksi kuvausta halutaan tdydentda niin, ettd se kuvaa vektorin wu, lisdksi myds
vektorin wu,,_; itselleen.

Kuvaus R; oT' on ortogonaalikuvausten yhdisteend ortogonaalinen, joten sille on
voimassa ehto |(Ry o T)(up—1)| = |tun—1]. Edellisen lemman nojalla on siis olemassa

peilaus tai identtinen kuvaus Rs, jolle pitee
(Ryo Ry oT)(tup-1) =tnp_1 eli Ry[(RioT)(up1)] =un-1.
Taytyy siis osoittaa, etti sille pitee myos
Ro[(RioT)(up)| =un eli  Ro(up) = u,.

Tapaus Ry = id on selvi. Olkoon siis Ry peilaus, jolloin se on edellisen lemman nojal-
la muotoa Ry = R(r,o7)(un_1)—un_.- Lulisi siis pated R(r,or)(u,_1)—up_, (Un) = Un. Pro-
position 4.4.6 mnojalla tiedetdfin, ettd nédin on tAsmélleen, kun vektorit
(R10T)(tp—1)—upn_1 ja u, ovat kohtisuorat, miké on yhtapitivid seuraavan yhtalon

kanssa:

0

(RyoT)(up—1) — Up_1,Up)
<(R1 © T)(un—l)? un> - <un—17 Un>
(RioT)(up-1),un) -

Yhtalo on tosi, silld ortogonaalisena kuvauksena R, o T' sdilyttaé pistetulon, minka

perusteella voidaan kirjoittaa

((B1 0 T)(un—1),un) = (B 0 T)(un-1), (B 0 T)(un)) = (un-1,un) = 0.
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Néin ollen on l6ydetty kuvaus (Ry 0 Ry) o T, jossa Ry 0 Ry, Ry = R(r,oT)(un_1)—un_1
tai Ry = id, on joko peilausten yhdiste tai identtinen kuvaus ja joka kuvaa sekd
vektorin wu,, ettd vektorin u,_; itselleen.

Té&hén tapaan jatkamalla 16ydetdén aina sellainen kuvaus (R; o --- 0 Ry)o T,
jossa Rjo---0 Ry, Ri = R(R,_jom0RioT)(un_is1)—un_is, tal Ity =id, on joko peilausten

vhdiste tai identtinen kuvaus ja joka kuvaa vektorit w,, ..., u,_;+1 itselleen. Lopulta

paddytaan kuvaukseen, jolle on voimassa jokaiselle j = 1,2,....n
(Rpo---0RyoT)(uj) = u;.
Talloin Lemman 4.4.10 nojalla pétee edelleen

R,o-oRoT=id eli T=R;'o---0oR;"

n

joka on Proposition 4.4.5 nojalla yhtapitavaa yhtalon
T=R,0---0R,

kanssa. Néin ollen kuvaus 7" on yhdiste n:std kuvauksesta, jotka ovat joko peilauksia
tai identtisia kuvauksia.

Erikoistapaus 7" = id saadaan kahden saman peilauksen yhdisteené. O

Edellisen tuloksen my&td voidaan todistaa seuraava, alaluvun keskeisené tavoit-

teena ollut, kierrot ja peilaukset yhdistava tulos.

Propositio 4.4.13. Jokainen kierto voidaan esittid yhdistettynd kuvauksena paril-

lisesta mddrdstd peilauksia.

Todistus. Edellisen lauseen nojalla jokainen ortogonaalikuvaus voidaan esittdi kor-
keintaan n:n peilauksen yhdisteend. Tall6in erityisesti myos kierrot ovat esitettivissé
peilausten yhdisteen4.

Peilausten parillinen maara kierroissa paatelladn determinantin avulla: Kiertojen
eli ryhmén SO kuvausten determinantti on 1. Peilausten determinantti taas on
Proposition 4.4.8 nojalla —1. Koska peilausten yhdistettd vastaa peilausmatriisien

tulo ja tulon determinantille patee
det (AB) = det (A) det (B),

peilausten yhdisteiden determinantti on joko 1 tai —1 riippuen siitd, onko peilauksia
parillinen vai pariton mé#érd. Néin ollen ryhman SO(n) kuvaukset muodostuvat

parillisesta méaarastia peilauksia. O]
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Taman tuloksen myo6ta voidaan siirtyéd késittelemadn kiertoja kvaterneilla kirjoi-

tettuna.

4.5 Kierto kvaternilausekkeena

Tamé&n alaluvun ja koko luvun keskeisena tavoitteena on todistaa, ettd kaikki muut-

tujan z € R? kierrot voidaan esittiii seuraavassa tuloksessa esiteltivilli kuvauksella.

Propositio 4.5.1 ([18]). Olkoon q # 0 kvaterni, ja olkoot x ja qrq' ™ avaruuden R?

alkioita. Talloin kuvaus

pg RP =R p.(z) = qog ™

on ortogonaalinen. Jos lisiksi ¢ # 0 on redusoitu kvaterni, niin kuvaus p, on yh-
distetty kuvaus Ry o Ry vektorin q generoimasta peilauksesta R, ja pisteen (1,0,0)

generoimasta peilauksesta Ry .

Todistus. Olkoot = ja qrg’~! avaruuden R? alkioita, ja olkoon ensin ¢ nollasta poik-
keava kvaterni. Ortogonaalisuuden osoittamiseksi riittdd Proposition 4.2.2 nojalla
nayttdd, ettd kuvaus p, kuvaa origon origoksi ja siilyttda pisteiden véliset etaisyy-

det. Ensimmaéinen ehto ndhdain selvisti:

pg(0) =¢q-0-¢~ " =0.

Toinen ehto ndhdddn myos suoraviivaisesti soveltamalla kvaternien laskusaantoja:

1pa(x) = pa(v)| = |qzd ™" — qyq' ™|

= |q(z —y)d|
= gl lz —y| |¢""]
= lgllg|™" |z — v
= |z —y|.

Kuvaus p, on néin ollen ortogonaalinen.
Kiésitelldan sitten jalkimmaéinen véite. Olkoon siis ¢ # 0 redusoitu kvaterni, jolloin

se generoi peilauksen muotoa
Ry(x) = —qzq™"
Piste (1,0,0) taas generoi peilauksen muotoa

Rl (Qf) = -7
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Niin ollen niiden yhdisteelle on voimassa jokaiselle x € R3

(R0 Ra)(x) = Ry[Ru(2)] = Ry(=7) = —q(=7)¢"" = qzq"™" = py(2),
joten vaite p, = Ry o Ry on tosi. [

Kuvauksen p, generoi kvaterni ¢ # 0. Kuvauksella p, on my6s kdédnteiskuvaus, ja
1

sen generoi kvaternin ¢ kiddnteisluku ¢~
Propositio 4.5.2 ([18]). Kuvauksen p, kidnteiskuvaus on p;' = pg-1. Jos q¢ # 0
on redusoitu kvaterni, niin kuvaus p;l voidaan kirjoittaa yhdistettynd kuvauksena
Ry o R, pisteen (1,0,0) generoimasta peilauksesta Ry ja pisteen q generoimasta pei-

lauksesta R,.

Todistus. Kuvaus
pe-1(2) = q 'w(g™) ™ = g
toteuttaa ehdot
pe-i[pa(2)] = a7 (g2 )d ==
ja
palpe(@)] = alg'od )¢ =
jokaiselle z € R?, joten se on kuvauksen p, kiiéinteiskuvaus ,oq_l.
Jalkimmaéinen viite todistetaan edellisen proposition todistuksen tapaan. Kun

q # 0 on redusoitu kvaterni, pitee

= Ri(—qzq"™)
= —(=qzq¢™")
~ @
— q_lxq'
= pg-1(z)
jokaiselle z € R?, joten viite p,;* = Ry o Ry on tosi. O

Kuvausten p, yhdisteet voidaan kirjoittaa myds yksinkertaiseen muotoon.

Propositio 4.5.3. Olkoot a ja b nollasta poikkeavia kvaterneja. Kuvausten py ja pq

yhdiste on muotoa

Pa © Po = Pab-
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Todistus. Suoraan laskemalla nihd#isin, ettil jokaiselle x € R3 piitee yhtilo

(Pa 0 pv)() = papo()]
= pa(bzb'™)
= a(bxb )
= abx(a't)) ™
= (ab)z(ab) !
= pab(2),

joten vaite on tosi. O

Néiden ominaisuuksien avulla voidaan seuraavaksi todistaa luvun paétulos, jonka
mukaan edelld tarkasteltu kuvaus p, on todella kierto ja erityisesti, ettd se kattaa

kaikki avaruuden R? kierrot.

Lause 4.5.4 ([18]). Kuvaus

¢ H. — SO@3), ¢(q) = pq,

on surjektio, ja sen ydin on R,.

Todistus. Taydennetaéin ldhteen [18] todistusta. Todistetaan surjektiivisuus osoit-
tamalla, ettd jokaista maalijoukon alkioita vastaa jokin méarittelyjoukon alkio. Ol-
koon siis ¢ mielivaltainen joukon SO(3) alkio eli kierto. On siis osoitettava, ettd se
voidaan kirjoittaa muotoon ¢ = p,, ¢ € H,.

Lauseen 4.4.12 nojalla kuvaus ¢ on mahdollista muodostaa korkeintaan kolmen
peilauksen avulla. Toisaalta kiertona se voidaan Proposition 4.4.13 nojalla kirjoittaa
parillisesta maarasta peilauksia. Nain ollen se voidaan kirjoittaa kahden peilauksen
vhdisteena eli muodossa

o = Ry 0 Ry,

missd a ja b ovat nollasta poikkeavia redusoituja kvaterneja.

Peilausten ja kuvauksen p, vililld on Propositioiden 4.5.1 ja 4.5.2 nojalla yhteys.
Tamén yhteyden kiyttadmiseksi edellisen yhtaloon tulisi lisdtad kaksi kappaletta pei-
lauksia R;. Tama on mahdollista, silld Propositiossa 4.4.5 peilaus todettiin itsensi

kdanteiskuvaukseksi, minké johdosta voidaan kirjoittaa

o =RyoidoR,=R,0(RioRy))oR,=(R,0Ry)o(Ri0R) = pg0ppr1.
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Saatu kuvaus voidaan edellisen proposition nojalla kirjoittaa edelleen muotoon

Y = Pab—1,

missi ab~! on nollasta poikkeavien redusoitujen kvaternien tulona joukon H, alkio.
Jokaista joukon SO(3) kuvausta vastaa néin ollen joukon H, alkio, joten kuvaus ¢
on surjektio.

Osoitetaan sitten kuvauksen ydintd koskeva tulos. Kuvaus ¢ on homomorfismi
ryhmalta (H,, -) ryhmaélle SO(3), silla jokaisella a,b € H, péatee

gb(a’b) = Pab = Pa © Pb = QS(G) o gb(b)

Homomorfismin ydin on niiden méérittelyjoukon alkioiden joukko, jotka kuvautu-
vat arvojoukon neutraalialkioksi. Kiertojen p, neutraalialkio on identtinen kuvaus
id (x) = x, joten homomorfismin ¢ ydin on joukko {q € H, | gz¢'™' = z, z € R3}.
Ehto gzq'~! = x on yhtipitivii ehdon ¢z = x¢' kanssa, ja koska sen tulee pited jo-
kaiselle z € R3, siitd voidaan johtaa ehtoja luvulle ¢ antamalla muuttujalle x tiettyji
arvoja.

Olkoon siis kvaterni ¢ # 0 muotoa q¢ = qo + ¢11+ q2j + ¢12k, ja olkoon ensin x = 1.

T4&lloin on oltava voimassa

(g0 + qii + @2 + quak) - 1 =1+ (g0 — @11 — @2] + qu2k)

eli
2q11+ 2g0) = 0,

mikd on mahdollista vain, jos pédtee ¢ = 0 ja go = 0. Néin ollen g # 0 pelkistyy
muotoon ¢ = qo + q12k.

Olkoon sitten z = i. Talloin on oltava voimassa

(qo + qu2k)i = i(qo + qi2k) eli  qoi + q12j = qoi — qu2j,

mistd seuraa ehto ¢ = 0. Néin ollen ¢ # 0 pelkistyy edelleen muotoon ¢ = qq,
qo € R,. Koska muista muuttujan x valinnoista ei seuraa enia lisdehtoja luvulle ¢,
kuvauksen ¢ ydin on R,. O]

Edellisessd tuloksessa kuvauksen p, kuuluminen joukkoon SO(3) kertoo sen ole-
van kierto®. Kuvauksen ¢ surjektiivisuus tdydentiii tulosta osoittamalla, etti jokai-

nen kierto voidaan esittda kuvauksena p,, ¢ € H,. Kuvauksen ¢ ydin taas kertoo,

8Kierto tapahtuu akselin g3 — goi + ¢3j suhteen. TAm& nihdiin ratkaisemalla yhtild qrg'~' = z

eli ne muuttujan z arvot, jotka kierto p, kuvaa itselleen.
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ettei kuvaus ole injektio, vaan jokaista kiertoa p, vastaa kvaternin ¢ lisiksi myos
kvaternit kq, k € R,.
Kuvaus p, voidaan kirjoittaa reversiota kiyttéen yksinkertaisempaan muotoon

qg 1
—5qxq". (4.8)

pe(x) = qugd ™" = qz—— = "

ik

Koska kunkin kierron p, generoi kvaternin ¢ # 0 liséiksi myds sen reaaliset monikerrat
kq, k € R,, kvaterni ¢ voidaan valita aina niin, ettd sille pitee |¢| = 1. Téllin

edellisestd yhtéilostd ndhdédin kierron yksinkertaistuvan edelleen muotoon
r— qrq’, q€H, |q=1
Jatkossa avaruuden R? kierrolla tarkoitetaan kiertoa juuri tissi muodossa.
Osoitetaan vield lopuksi, ettéd kierrolle p, pétee laajenemisominaisuus.

Propositio 4.5.5. Kuvauksen x — qxq*, q € H,, arvot kuuluvat

(1) avaruuteen R3, kun muuttuja kuuluu avaruuteen R3

(2) avaruuteen R*, kun muuttuje kuuluu avaruuteen R

Todistus. Kasitellddn ensin kohta (1). Koska = on redusoitu kvaterni, pitee v = x*

ja voidaan kirjoittaa
(qzq")" = [q(aq")]* = (2¢*)*¢" = qz*¢" = quq”.

Néin ollen gzg* on my6s redusoitu kvaterni, joten kohta (1) on tosi.

Kohdassa (2) muuttuja z € R* voidaan kirjoittaa muotoon
T = X9+ x1€1 + Ty + T3z = Y + T3e3,
jolloin lauseke qrq* tulee muotoon

qxq" = quq” + q(xses)q”.

Nyt oikean puolen ensimmaéinen termi qyg* kuuluu kohdan (1) nojalla avaruuteen
R3? C R* jokaisella muuttujan y € R? arvolla. Riittdi siis osoittaa, etti myds ter-
mi g(zze3)q* kuuluu avaruuteen R? jokaisella muuttujan xses € R* arvolla. TAméi
ndhdddn vaihtamalla tulon esq* jarjestystd kaavan (2.5) mukaisesti, jolloin voidaan
kirjoittaa

q(zse3)q” = x3q(q") es = x3qqes = x3 |Q‘2 €3 = T3€s.

Koska kerroin x5 on reaalinen, lauseke xse; kuuluu avaruuteen R*. ]
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Edellisen tuloksen (1)-kohta on jo Lauseen 4.5.4 perusteella selvd. Nyt se on

kuitenkin helpommin viitattavassa muodossa jatkon kannalta.

Huomautus 4.5.6. FEdellisen tuloksen kohdan (2) todistuksesta nihdddn, ettd laa-
jennettaessa muuttuja x € R® avaruuden R* muuttujaksi, kierto x — qrq*, |q| = 1,
pysyy ennallaan avaruuden R suhteen ja muuttujan laajennettu komponentti xses
pysyy kuvauksessa patkallaan. Tdten kyseiselle kierrolle patee alaluvussa 3.4 esitel-
ty laajenemisominaisuus. Tdmd ominaisuus on tdarkedssd roolissa luvussa 6, jossa

kisitellidn yleisesti avaruuden R Mdobius-kuvauksia.

Kierto voidaan esittdd myds kuvausmatriisin p, ja pystyvektorin x € R? tulona.

Laajennetun muuttujan z € R* tapauksessa kiertomatriisi p, tulee tilloin korvata

pg O
of 1|°

Néiden tulosten myo6td voidaan palata takaisin késittelemiin kompleksikertoi-

4 x 4 lohkomatriisilla

misten Mobius-kuvausten laajentamista avaruuteen R3_ ja erityisesti timin jilkeen

siirtyé kisitteleméin yleisesti avaruuden R? Mobius-kuvauksia.
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5 AVARUUTEEN R?, LAAJENEVAT
KOMPLEKSITASON MOBIUS-KUVAUKSET

Alaluvussa 3.4 todettiin, ettd kompleksikertoimiset Mobius-kuvaukset voidaan laa-
jentaa avaruuteen R>_. Laajennuksen ongelmaksi nousi kierron laajentaminen kysei-
seen avaruuteen, minka vuoksi siirryttiin kasitteleméaéan kiertoja kvaternien avulla il-
maistuna. Edellisen luvun tulosten myota voidaan nyt palata takaisin kisittelemain
tatd laajennusta.

Nyt siis muuttuja x € R2, on redusoitu kvaterni ja myos kompleksikertoimet a,
b, c ja d tulkitaan kvaterniksi. Ndiden muutosten myotd Mobius-kuvauksen lauseke

kirjoitetaan jakolasku-merkintdtavan sijaan muotoon
T(x) = (ax + b)(cx +d) .

Pseudodeterminanttia koskevan ehdon puuttuminen ei ole vahinko tai kirjoittajan
laiskuutta, vaan Esimerkistd 3.4.1 voidaan péaételld, ettei aiempi pseudodeterminan-
tin ehto A # 0 takaa kuvauksen pysymisti avaruudessa R3 : tapauksessa a = i,
b=c=0,d=1 Mdobius-kuvaukselle T" pétee

T(j) =ij =k ¢ RS,

vaikka pseudodeterminantti A = i on nollasta poikkeava. Néin ollen on luontevaa

kysyd, milld ehdoilla kuvaus sitten pysyy avaruudessa R?_.

Propositio 5.0.7. Kuvauksen T(z) = (ax + b)(cx +d)™!, » € R?

o0

a,b,c,d € C,
arvojoukko kuuluu avaruuteen R3_ tismdlleen, kun pseudodeterminantille pitee ehto
A eR..

Todistus. On siis osoitettava, ettd pseudodeterminantin A = ad — be tulee olla nol-
lasta poikkeava ja ettd taman lisdksi sen imagindariosan tulee olla nolla.
Aloitetaan ehdosta A # 0. Kuten aiemmin, ehto seuraa siité, ettd kuvaus ei ole

madritelty tapauksessa ar + b = 0 = cx + d, josta seuraisi ehto
a (—c_ld) +b=0,

joka on edelleen kertoimien kompleksisuuden nojalla yhtépitiaviad ehdon ad —bd = 0
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kanssa. Néin ollen tulee pated A # 0.

Todistetaan sitten pseudodeterminantin imagindiriosaa koskeva ehto. Kuvaus
(ax+b)(cx+d)~" pysyy avaruudessa R?_ jokaisella z € R?, tiismilleen, kun kuvauk-
sen k-komponentti on nolla, eli kun jokaiselle z € R>_ pitee

Im (Q [(az +b)(cz + d)_lD = 0.

Lahdetadn tarkastelemaan, mitd ehtoja tédstd vaatimuksesta seuraa kertoimille.
Kuvauksen ei-kompleksisen osan Q[T (ZE)} selvittdmiseksi kuvauksen lauseketta
tdytyy muokata. Kirjoitetaan ensin kuvauksen lausekkeessa oleva kianteisluku kon-

jugaatin avulla:

1 (ax + b)(cx + d) _ (ax—l—b)(f@%—c_i)‘

axr +b)(cx +d
( )( ) |cx 4 d|? |cx 4 d|?

Koska nimittdjé |cz + d|” on reaalinen, vain osoittajalla on vaikutusta kuvauksen
arvojoukon dimensioon, joten rajoitutaan kisitteleméin vain sité.

Osoittajan aukikirjoitettu muoto on
(ax + b)(Tc+d) = |z|> ac + axd + bT ¢ + bd,

ja koska lausekkeen ensimmaéinen ja viimeinen termi ovat kompleksisia, riittai kes-
kittyd kahteen keskimmaiseen termiin. Hajotetaan niiden tarkastelua varten muut-
tuja x kompleksiseen ja ei-kompleksiseen osaan operaattorien P ja ) avulla, jolloin
saadusta lausekkeesta

axd + bzé = a[P(z) + Q(z)j]d + b[P(z) — Q(z)j]e

voidaan jilleen jiattda huomiotta kompleksiset termit ja keskittya kriittisiin, j-kom-

ponentista riippuviin termeihin. Ne voidaan kirjoittaa muotoon
aQ()jd — bQ(x)jc = Q(z)(ad — be)j = Q(x)Aj,

missd Q(z) on reaalinen, silli muuttujan x k-komponentti on nolla.

Néin ollen on paitelty ehto

Qx)A

Q(az +b)(cx +d)7'] = m,

missd Q(z) ja nimittdjd ovat reaalisia |cx + d\2. Alkuperdinen vaatimus tulee titen
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muotoon

0=1Im (Q[(am +b)(cx + d)fl}) Q=)

= —"—-ImA,
|cx 4 d|?

missd kdytettiin kompleksiluvun imagindériosalle patevid ehtoa Im (kz) = kIm (z),

k € R. Yhtilo toteutuu jokaiselle z € R tismiilleen, kun pitee
ImA =0,

joka on yhtépitaviaa ehdon A € R kanssa.
Kaiken kaikkiaan tulee siis pited ehto A € R,. O]

Edellisen tuloksen perusteella Mobius-kuvausten laajentaminen kiristaéd pseudo-
determinanttia koskevaa ehtoa karsien pois ne kuvaukset, joiden pseudodetermi-
nantti on aidosti kompleksinen, kuten luvun alussa tarkasteltu kuvaus T'(z) = iz.
Voivatko kaikki alkuperdiset Mobius-kuvaukset téstd johtuen enédi laajeta avaruu-
teen R3 7 Asian selvittiimiseksi tulee tarkastella, mitki ovat ne kuvaukset, jotka
karsiutuvat pois, eli mitkd ovat ne Mobius-kuvaukset, joiden pseudodeterminantti
on kompleksinen.

Alaluvun 3.3 tulosten nojalla Md&bius-kuvaukset voidaan kirjoittaa kuvausten
(1)=(5) eli siirtojen, kiertojen, venytysten, inversioiden ja identtisten kuvausten
yhdisteinéd. Koska lisiksi Proposition 3.3.5 nojalla M&bius-kuvauksen pseudodeter-
minantti saadaan sen matriisihajotelman pseudodeterminanttien tulona, jokaisen
Mobius-kuvauksen pseudodeterminantti saadaan kuvausten (1)—(5) pseudodetermi-
nanttien tulona. Niin ollen riittda tarkastella niiden kompleksisuutta.

Selvisti ndhddén, ettd kuvausten (1)-(5) muotoilussa vain kierrolla ja identti-
selld kuvauksella voi olla kompleksinen determinantti. Identtiset kuvaukset vastaa-
vat kuitenkin vain muiden Mobius-kuvausten "monikertoja”, joten ne voidaan jattaa
huomiotta. Néin on péaitelty, ettd laajennuksessa menetetddn vain ne alkuperiiset
Mobius-kuvaukset, joissa on kiertoja.

Jotta kaikki M&bius-kuvaukset voisivat laajeta avaruuteen R2 | edellisen nojalla
tulisi nayttaa, ettd alkuperdiset kierrot voidaan toteuttaa myos niin, ettd pseudo-
determinantti pysyy reaalisena. Miten kierto tulisi méaritelld, jotta kaikkia alkupe-
rdiset kierrot varmasti séilyisivit laajennuksessa? Luonnollinen valinta kuvaukseksi
on

T(zo 4 z1i + 19j) = (3o + 211) + 2], (5.1)

joka siis vastaa muuten kompleksitason kiertoa, mutta lisdehtona on j-komponentin
pysyminen paikallaan. Seuraavaksi osoitetaan, etta tillainen kuvaus voidaan todella
toteuttaa ja ettd sen pseudodeterminantti on reaalinen.

Koska kuvauksen laskutoimitukset tapahtuvat kvaternien algberassa, kierron tu-
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lee olla edellisessd luvussa johdettua muotoa muotoa x — gxq*, |q| = 1, joka yksin-

kertaistuu kompleksikertoimien tapauksessa muotoon
r—qrq, q€C, |q =1

Kun muuttuja z kirjoitetaan komponenttimuodossa, kierron kuvauslauseke tulee

muotoon
(o + 11 + T2))q = q(wo + 11)q + T2qjq = ¢* (w0 + 211) + @2j. (5.2)

Vertaamalla yhtdloitd (5.1) ja (5.2) ndhdédédn, ettd kompleksiluvulle ¢ tulee péted
ehto

joten sen on oltava muotoa
-0
;0
q=Fe?,

joka toteuttaa myos ehdon |g| = 1.

Edelld tehdyn paittelyn nojalla voidaan asettaa laajennetun kierron maaritelma.

Miiritelmi 5.0.8. Avaruuteen R2, laajencvien kompleksikertoimisten Mdbius-ku-

vausten kierto on kuvaus muotoa

Néin médritellyn kierron pseudodeterminantti on selvisti reaalinen ja nollasta poik-
keava:

0 0
A =¢e'2e7'2 = 1.

Korostettakoon, etti kyseinen kierto ei kiisiti yleisesti avaruuden R3 kiertoja,
vaan se on tason kierto, joka mahdollistaa myds muuttujan z € R, kiiytoén pitimalla
sen j-komponentin ennallaan.

Kompleksikertoimisten Mobius-kuvausten laajentamiseen liittyva ongelma ei kui-
tenkaan vield ratkea kierron kisittelyn myoté, vaan seuraavaksi tulisi osoittaa, et-
ti lauseke (ax + b)(cx + d)~! voidaan hajottaa sellaiseen muotoon, josta sen nih-
ddén olevan yhdiste kuvauksista (1) ja (3)—(5) sekd edelld késitellystd kierrosta.
Tata el kuitenkaan tehdd seuraavaksi, silld vastaava hajotelma taytyy tehdi jo-
ka tapauksessa vastaavalla tavalla seuraavassa luvussa, jossa kisitelldin avaruu-
den R3 Mobius-kuvauksia. Témin luvun tarkoituksena on lihinné tehdi uskot-
tavaksi Mobius-kuvausten laajenemisominaisuus, silld se on perustavanlaatuisessa

roolissa seuraavan luvun alussa. Luvun lopuksi kisitellddn vield kiertoihin ja edel-
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14 mainittuun hajotelmaan liittyvad ongelmaa, joka johtaa, myos seuraavan luvun
alussa tarvittaviin, oleellisiin muutoksiin avaruuden R3_ Mgbius-kuvausten ominai-
suuksissa.

Kuvaus x — —uz eli peilaus origon suhteen voitiin toteuttaa kompleksikerrointen
tapauksessa kiertona z + ez = —ux jokaiselle x € C, mutta edelli miiritellyl-
14 kierrolla ei selvistikdin ole tdtd ominaisuutta, silld se ei vaikuta j-komponentin
arvoon. Mydskiin yleiselld avaruuden R3_ kierrolla ei ole tiiti ominaisuutta. TAméi
voidaan paitelld seuraavasti: Avaruuden R3_ kierrot ovat muotoa x — qzq* = qug'™?,
q € H, |¢| = 1. Halutun kierron tapauksessa tulisi pited grq¢' ™! = —z eli gxv = —zq¢
jokaiselle z € R?_. Antamalla siis muuttujalle = kiinteitd arvoja kertoimelle ¢ saa-
daan johdetuksi ehtoja.

Olkoon siis kvaterni ¢ muotoa ¢ = qo + 11 + ¢2j + ¢12k, ja olkoon ensin x = 1.

TA&lloin on oltava voimassa
Go + qui + @) + qrak = —(qo + @i + 2] + qu2k)’ eli  2qg + 2¢12k = 0,

mikd on mahdollista vain, jos patee qo = 0 ja q12 = 0. Nain ollen g pelkistyy muotoon

q = qi+ qj.
Olkoon seuraavaksi x = i. T4lloin on oltava voimassa

(i + )i = —i(q@i+ q2j) eli 0= 2gk,

misti seuraa ehto go = 0. Néin ollen ¢ pelkistyy edelleen muotoon ¢ = ¢1i.

Olkoon lopuksi z = j. Télloin on oltava voimassa
qij = —j(@i) eli 2¢k =0,

joten myds kertoimen ¢; on oltava nolla. Néin ollen ¢ = 0, miki on ristiriita ehdon
q = 1 kanssa.

Huomattakoon, ettei peilausta origon suhteen saada avaruudessa R2_ edes kier-
tojen yhdisteind, silld Proposition 4.5.3 nojalla kiertojen yhdisteet ovat myds edelld
kisiteltyd muotoa. Tésté johtuen tasoa korkeampien avaruuksien yhteydessi kuvaus
x — —uxz eli peilaus origon suhteen madaritelldadn omaksi kuvaukseksi. Yleisemmin
peilaus pisteen a suhteen avaruudessa R" on kuvaus muotoa x — 2a — x, joten kaik-
ki peilaukset pisteen suhteen ovat origon suhteen tapahtuvan peilauksen ja siirron
vhdisteind Mdébius-kuvauksia.

Origon suhteen tapahtuvalla peilauksella on merkittévia seurauksia Mobius-ku-
vauksien geometriseen luonteeseen. Sité vastaava kuvausmatriisi on —1I, jonka deter-

minantti on 1 parillisen ulottuvuuden ja —1 parittoman ulottuvuuden tapauksessa,
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joten se on ulottuvuudesta riippuen joko erityisortogonaalikuvaus tai joukon O~ ku-
vaus. Avaruuden R3_ tapauksessa se on joukon O~ (3) kuvaus, ja koska joukon O~ (3)
ja SO(3) kuvausten yhdisteet ovat myds joukon O~ (3) kuvauksia, avaruuden R3,
Moébius-kuvauksilla on mahdollista toteuttaa origon suhteen tapahtuvan peilauksen
lisdksi my6s muita joukon O~ (3) kuvauksia. Seuraava tulos osoittaa, etté itse asiassa

kaikki joukon O~ (3) kuvaukset kuuluvat avaruuden R3_ Mobius-kuvauksiin.

Propositio 5.0.9. Jokainen joukon O~ (3) kuvaus voidaan kirjoittaa kierron ja ori-

gon suhteen tapahtuvan peilauksen yhdisteend.

Todistus. Olkoon A joukon O~ (3) matriisi. Néin ollen se on 3 X 3-matriisi, joka
toteuttaa ehdot AAT = I = ATA ja det (A) = —1. Kun A kirjoitetaan muotoon
A = —I(—A) se on matriisin —A ja origon suhteen tapahtuvan peilauksen yhdiste.
Riitté4 siis osoittaa, ettd —A on kierto.

Koska matriisille —A pétee ehto
(~A)(=A)" = AAT = = ATA = (AT (- A),

se on ortogonaalimatriisi. Lisdksi matriisin A determinanttia koskeva ehto voidaan

kirjoittaa matriisin koon nojalla muotoon
—1=det (A) =det [ — (—A4)] = (—1)*det (—A) = —det (—A),

josta saadaan ratkaistua matriisin — A determinantiksi det (—A) = 1. Néin ollen — A

on kierto. O

Taméin tuloksen myo6td voidaan viimein siirtyd kisittelemidn yleisesti avaruu-

den R3_ Mobius-kuvauksia.
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6 AVARUUDEN R?> MOBIUS-KUVAUKSET

Avaruuden R?, kiertojen esittiminen ei onnistu kompleksikertoimisilla Mobius-ku-
vauksilla, mutta se on mahdollista kvaternikertoimilla. Myoskiéin avaruuden R?,
siirtoa ei voida toteuttaa kompleksikertoimilla, silld siirron parametrin b on oltava
télloin redusoitu kvaterni. Niisté syistd avaruuden R2, Mobius-kuvausten kertoimet
a, b, c ja d tulee laajentaa kompleksiluvuista kvaterneiksi.

Kvaternikertoimisten avaruuden R3_  Mobius-kuvausten tapauksessa edetiin hie-
man eri tavalla kuin kompleksikertoimisessa tapauksessa. Mobius-kuvauksia ei méaa-
ritellikiddn suoraan tietylld kaavalla, vaan kuvausominaisuuksien perusteella tiet-
tyjen geometristen kuvausten yhdisteind. Tamén jilkeen osoitetaan, ettid tiettyyn
tapaan maéaritelty joukko M, jonka matriisit indusoivat bijektiivisen kuvauksen
z +— (ax+0b)(cx+d)~!, on homomorfinen Mgbius-kuvausten ryhmén kanssa. Samal-
la havaitaan, ettd joukon M kuvauksia koskeva alkuperiinen vaatimus voidaan kor-
vata havainnollisemmilla ehdoilla, jolloin joukko M saadaan kompleksikertoimisten
Mobius-kuvausten kanssa yhdenmukaisempaan muotoon. Tamé poikkeava ldhesty-
mistapa johtuu siitd, ettd kompleksitapauksen pseudodeterminantin ehto ei endi
yksinddn riitd takamaan Mobius-kuvauksille haluttuja ominaisuuksia korkeammissa

avaruuksissa.
6.1 Mobius-kuvausten maarittely
Léhdetién liikkeelle méérittelemélld ensin, mit# avaruuden R3 Mabius-kuvauksilla

tarkkaan ottaen tarkoitetaan.

Miééritelmi 6.1.1. Avarvuden RS Mdbius-kuvausten ryhmi GM(R3) on similaa-

rikuvausten

x> Me(z) + b,

missi A on positiivinen reaaliluku, k on ortogonaalikuvaus ja b on avaruuden R?

vektori, sekd inversioiden

generoima ryhmda.

Edellinen mairitelmé poikkeaa ldhteen [1] muotoilusta kahdella tapaa. Ensinné-

kin k£ on kirjoitettu yleisempédné ortogonaalikuvauksena poiketen ldhteesta, jossa se
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méadritellddn 3 x 3-ortogonaalimatriisiksi. Tadmé muutos mahdollistaa myd6s laajen-
netun muuttujan z € R* huomioimisen. Toiseksi inversio on vastakkaismerkkinen
lahteeseen verrattuna. Tamé on vain méarittelykysymys. Téassa tekstissd kaytetty
valinta mahdollistaa my6hemmin esiteltdvin Mobius-kuvausten suunnistuksen sii-
lymisté koskevan tuloksen, Proposition 6.4.3, esittdmisen kyseisessd muodossa.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd similaarikuvaus voidaan korvata tuttujen geometris-

ten kuvausten yhdisteillé.

Propositio 6.1.2. Avaruuden R similaarikuvaukset voidaan muodostaa yhdistei-

nd seuraavista kuvauksista:

o siirto (1) 'lf , x> ax+p, peR?
e kierto g ((]), , rerqrg, q€H, [qf=1
o venytys 3 8 . = Mo, NeRy

Y

. . 1
e peilaus origon suhteen {O

Todistus. Similaarikuvausten lauseke on muotoa A\k(x) + b, jossa A > 0, k on orto-
gonaalikuvaus ja b € R3. Kun ortogonaalikuvausta k vastaavan matriisin determi-
nantti on 1, se kuuluu joukkoon SO(3) ja saadaan Proposition 4.5.4 nojalla kier-
ron z — qrq* = p,(r) kuvausmatriisista p, € SO(3). Kun ortogonaalikuvausta
k vastaavan matriisin determinantti on —1, se kuuluu joukkoon O~ (3) ja saadaan
Proposition 5.0.9 nojalla kierron ja origon suhteen tapahtuvan peilauksen yhdisteen
r — —qrq® = —p,(x) kuvausmatriisista —p, € O~ (3). Molemmissa tapauksissa

positiivinen kerroin A saadaan venytykselld ja summattava vektori b siirrolla. O]

Similaarikuvaukset koostuvat siis kierrosta tai peilauksesta, venytyksesta ja siir-
rosta. Nain ollen ne voidaan ajatella kompleksilukujen yhteydessi esiteltyjen jou-
kon L kuvausten laajennuksina avaruuteen R? . Konkreettisena erona on kuitenkin
se, kuten edellisessd luvussa perusteltiin, ettd similaarikuvaukset sisdltavit kierto-
jen ohella myds joukon O~ (3) kuvaukset. Kompleksilukujen tapauksessa Mobius-
kuvausten osoitettiin olevan joukon L kuvausten ja inversioiden yhdisteitd, mut-
ta myo6s talldin olisi voitu ldhted liikkeelle painvastaisesti madrittelemalla M6bius-

kuvaukset tallaisiksi kuvauksiksi.
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Huomattakoon, ettd similaarikuvauksille pédtee laajenemisominaisuus, silld siirto,
venytys ja peilaus origon suhteen pysyvit selvisti avaruudessa R? myds muuttujan
r € RL tapauksessa ja sama pitee kierrolle Proposition 4.5.5 nojalla.

Edellisen tuloksen myotda Mobius-kuvausten ryhmé voidaan ilmaista seuraavassa

muodossa.

Seuraus 6.1.3. Avaruuden R3, Mébius-kuvausten ryhmd GM(R3) on siirtojen,
kiertojen, venytysten, origon suhteen tapahtuvien petlausten sekd inversioiden gene-

roima ryhmd.

Maaritellddn seuraavaksi matriisien joukko, joka osoitetaan mychemmin homo-

morfiseksi Mobius-kuvausten ryhmén kanssa.

Maaritelma 6.1.4. Joukko M muodostuu kvaternialkioisista 2 X 2-matriiseista

T =1[2%], jotka indusoivat bijektion
R - R: . 2 (az+b)(cx +d)~".

Joukon M matriisien indusoimat kuvaukset vastaavat muodoltaan kompleksita-
pauksen Mo6bius-kuvauksia, mutta niiltd vaaditaan pseudodeterminantin ehdon si-
jaan alaluvussa 3.4 esitelty laajenemisominaisuus. TAdma johtuu siité, ettd komplek-
sitapauksen mukainen vaatimus pseudodeterminantin nollasta poikkeavuudesta ei
johda haluttuihin ominaisuuksiin kyseisille kuvauksille, kun taas laajenemisominai-
suus johtaa. Laajenemisominaisuus on siis erddssid mielessi perustavammanlaatui-
sempi Mobius-kuvausten ominaisuus kuin pseudodeterminantin ehto. Huomautetta-
koon, etta bijektiivisyysoletuksen seurauksena matriisin 7" indusoimassa kuvauksessa
esiintyvi kiiéinteisalkio (cx + d)~! on aina olemassa.

Tarkkaan ottaen joukon M alkiot ovat matriiseja ja kuvaus x — (ax+0)(cx+d)™?
on "matriisin 7" indusoima kuvaus”. Tekstin sujuvuuden parantamiseksi jalkimmai-
sestd kaytetddn kuitenkin yksinkertaisempaa ilmaisua "kuvaus 7”. Tama on hieman
epatasmallistd myos siksi, kuten myéhemmin huomautetaan, ettd kuvausta vastaava
matriisi ei ole yksikésitteinen. Tédma kdytanto ei kuitenkaan aiheuta tulkintaongel-
mia.

Huomattakoon, etté edellisen méaéritelmén bijektiivisyysoletuksesta seuraa myos,
ettd muuttujan x € R2  tapauksessa kuvaukset ovat bijektioita avaruudessa R3_.
TAmé johtuu siitd, ettd muuttuja z € R?_ on redusoitu kvaterni, joten lausekkeen
(ax + b)(cx + d)~' laskutoimitukset tapahtuvat kvaternien algebrassa. Lausekkeen
arvo on siis kvaterni, ja jotta se voisi kuulua avaruuteen R , sen tulee olla redusoitu
kvaterni.

Tamén luvun keskeiseni tavoitteena on osoittaa joukko M homomorfiseksi ryh-

min GM (R3,) kanssa, miki todistaa, etti avaruuden R2. Mobius-kuvaukset voidaan
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esittid kuvauksilla T'(z) = (ax+b)(cx+d)~!. Tami tehdiin hajottamalla kuvaus T
muotoon, josta se ndhdéén siirtojen, kiertojen, venytysten, origon suhteen tapah-
tuvien peilausten ja inversioiden yhdisteeksi. Téastd nimittdin seuraa, ettd jokainen
matriisi 7' € M voidaan kirjoittaa siirron, kierron, venytyksen, origon suhteen ta-
pahtuvan peilauksen sekd inversion indusoivien matriisien tulona, mika tarkoittaa,
ettd kyseiset matriisit generoivat joukon M kuvaukset. Tamén jialkeen homomor-
fisuuden osoittaminen onnistuu suoraviivaisesti. Kyseistd hajotelmaa varten tulee
kuitenkin ensin johtaa tiettyjd ehtoja, jotta esimerkiksi hajotelmaan muodostuvat
siirron parametria y vastaavat termit tiedetéiéin kuuluvan avaruuteen R3. Jotta jouk-
ko M voisi olla homomorfinen ryhmin GM (R?,) kanssa, joukko M on myds ensin

osoitettava ryhméksi.

6.2 Joukon M osoittaminen ryhmaksi

Ensimmaéinen tulos antaa kertoimia koskevia ehtoja, joita kiytetddn jatkossa tois-

tuvasti hyviksi muokattaessa lausekkeita tarkoituksenmukaisiin muotoihin.

Propositio 6.2.1 ([18]). Kuvausten T(0) = bd~', T(c0) = ac™!, T71(0) = —a™'b

ja T7Yo0) = —c™d arvol ovat redusoituja kvalerneja.

Todistus. Téydennetdédn lahteen [18| todistusta. Koska matriisin 7" indusoiman ku-
vauksen maalijoukko on Rio, kuvausten arvot ovat muotoa v = vg+uvie; +v9e3+vs€3.
Viitteen kuvausten arvot ovat kvaternituloina muotoa g = qo + q1e1 + ¢2€2 + q12€12,
joten avaruuteen ]Rﬁo kuuluakseen niiden tulee olla muotoa ¢ = qo + q1e1 + g2€2, jol-
loin ne ovat redusoituja kvaterneja. Nain ollen tuloksen todistamiseksi riittdd johtaa
véitteen kuvausehdot.

Tapaus T'(0) = bd~" on selvi.

Muokataan tapausta T(co) = ac™! varten lauseketta (ax + b)(cx + d)~! niin,
ettd muuttuja x esiintyy siind vain k#dnteislukuna, jolloin voidaan kiyttida ehtoa
1/00 = 0. Tamé onnistuu ottamalla muuttuja x ensin molemmissa sulkulausekkeis-
sa yhteiseksi tekijiksi ja muokkaamalla jalkimmaisen sulkulausekkeen tulon kéin-

teislukua seuraavasti

T(z) = (az + b)(cx + d)*

= [(a+bz") H(c—l—dxil)x]_l
= (a+bxr Nzz ' (c+dz )"
= (

a+br ) (c+da )

Viimeisestd muodosta voidaan lukea, ettd direttomyyspisteelle pitee T(co) = ac™!.

Nollan ja dérettoméan alkukuvapisteiden madraamiseksi asetetaan T'(x) = y ja
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ratkaistaan kifinteiskuvaus T!(y) = o seuraavasti

(az +b)(cx+d) =y
(ax +b) = y(cx + d)
(a —yc)xr =yd—b
r = (a—yc) ' (yd —b).

1y

Edellisen pédattelyn viimeisessd vaiheessa tarvitaan tietoa, ettd luvulla a — yc on

kiaanteisalkio. Taméa ndhdaan kirjoittamalla se muotoon

a—yc=ac 'c—yc=(ac™t —y)c.

Nyt ac™! on edelld todistetun nojalla redusoitu kvaterni, joten ac™ — y on vektori.
Néin ollen a — yc on kidntyvien alkioiden tulona itsekin kiddntyvi. Kadnteiskuvaus
on titen muotoa T (y) = (a —yc) ! (yd —b), josta voidaan lukea suoraan alkukuva
T740) = —a™'b.

Tapauksessa T~ (oco) menetelliéin kuten tapauksessa T(oo) ja kirjoitetaan kiiéin-

teiskuvaus muotoon

(a—yo) yd —b) = [y(yta— )] [y(d —y'b)]
=(y la—o) 'y ly(d—y'b)
= la—c) N (d—y7'b),

jolloin dérettomén alkukuvapisteeksi nihdiin T (o0) = —cd. O
Edellisen tuloksen ehdot voidaan kirjoittaa myos reversiota kiyttien.

Propositio 6.2.2 ([18]). Olkoon T joukon M matriisi. Tdlléin kvaternitulot ab®,

a*c, b*d ja cd® ovat redusoituja kvaterneja.

Todistus. Edellisen tuloksen nojalla bd~!, ac™, a=1b ja c~1d ovat redusoituja kvater-
neja. Koska a, b, ¢ ja d ovat kvaterneja, tulot ab*,a*c,b*d ja cd* ovat Proposition

2.1.20 nojalla redusoituja kvaterneja. ]

Ryhméominaisuuksia kisittelevisté tuloksista ensimméinen koskee joukon M ku-

vausten yhdisteité.
Propositio 6.2.3 ([18]). Joukon M matriisien tulo indusoi yhdistetyn kuvauksen.

Todistus. Taydennetién lahteen [18] todistusta. Olkoot T = [24] ja S = [3?}

joukon M matriiseja. On siis naytettévi, ettd matriisitulon

ST a Bl la bl  |aa+Pec ab+ pd
v 0 d| — |va+dc v+ bid
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indusoima kuvaus

1

(ST)(z) = [(aa + Be)x + (ab+ Bd)] [(va + dc)z + (vb + dd)]

ja matriisien indusoimien kuvausten yhdistetty kuvaus

-1

(SoT)(z)=S[T(z)] = [alaz + b)(cz + d) " + B] [v(az + b)(cx + d) ™" + ]

voidaan muokata samaan muotoon.

Jotta jélkimméinen lauseke voisi olla oikeaa muotoa, termeistd (cx + d)~! olisi
padstavi eroon. Tamé tehdiddn ottamalla ne yhteisiksi tekijoiksi ja kirjoittamalla

jalkimmaisten hakasulkujen tulon kddnteisluku auki:

(SoT)(x)= ([a(ax +b) + Blex + d)} (cz + d)—l)

(az + ) + B(cz + d)| (cx + d) " (cx + d) [y(az + b) + §(cx + d)] -

( az + b) + 0(ca + d)] (cx + d)’1> -
= [af
= [( -

(aa+ Be)z + (ab+ Bd)] [(va + dc)z + (vb + 0d)]

Néin saatu lauseke on haluttua muotoa. O
Kaydaan lapi seuraavaa tulosta varten erés kompleksitapauksesta tuttu havainto.

Huomautus 6.2.4. Kuvauksen x — (az+0b)(cx+d)~! indusoiva joukon M matriisi
T ei ole yksikdsitteinen, vaan kaikki sen nollasta poikkeavat reaaliset monikerrat

(A € R,) indusoivat saman kuvauksen kuin T':

(AT)(z) = (Aaz + Ab)(Acx + \d) ™!
= Maz +b) [ ca:—i—d} -
= (az + b)N(cx + d) A7

= (ax + b)(cx +d)™' = T(x).
Kompleksitapauksesta poiketen kerroin A # 0 ei siis voi olla kompleksinen (tai kva-
terni) kvaternien kertolaskun ei-vaihdannaisuudesta johtuen.

Identtisen kuvauksen indusoivat matriisit ovat muuten ilmeistd muotoa, mutta

kompleksitapauksesta poiketen niiden alkioiden taytyy olla reaalisia.

Propositio 6.2.5 ([18]). Matriisi T € M indusoi identtisen kuvauksen, jos ja vain

jos se on muotoa

T:{a O], a € R,.
0 a
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Todistus. Taydennetddn lidhteen [18] todistusta. Identtinen kuvaus T'(x) = z on
vhtépitavid yhtilon ax +b = x(cx +d) kanssa. Koska kuvauksen tulee olla voimassa
jokaisella muuttujan z € R? arvolla, kertoimille a, b, ¢ ja d saadaan johdettua ehtoja
valitsemalla muuttujalle x sopivia kiinteitd arvoja.

Olkoon ensin x = 0. Valinnasta seuraa suoraan ehto b = 0, minkd seurauksena
identtistd kuvausta vastaava yhtilo yksinkertaistuu muotoon ax = z(cx + d).

Tapauksen z = oo tarkastelemiseksi yhtalo axr = z(cx + d) muokataan yhtapiti-
vain muotoon x~'a = ¢ + dzx ™!, josta voidaan lukea muuttujan valinnasta aiheutu-
vaksi ehdoksi ¢ = 0. Néin ollen alkuperiinen yhtilo saa muodon ax = xd.

Valitsemalla lopuksi vield * = 1 saadaan ehto a = d, joten matriisi 7' indusoi
identiteettikuvauksen tasmélleen, kun péatee a = d ja b = c = 0.

Todistetaan vield, ettd kertoimen a tulee olla reaalinen ja nollasta poikkeava.
Edelld todistetun nojalla identtisen kuvauksen tapauksessa on oltava voimassa
ar = za jokaisella muuttujan z € R? arvolla. Kertoimelle a saadaan jilleen johdet-
tua ehtoja antamalla muuttujalle z sopivia arvoja.

Olkoon siis a kvaterni muotoa a = ag + a1i + asj + a2k, ja olkoon ensin x = i.

T&lloin patee

(ao + &1i + &Qj =+ algk)i = i(CLU + Clli + an + algk)
<~ apl —a; — agk + algj = qpl —ay + ask — algj
< algj = CLQk,

mistéd seuraa ehto as = a5 = 0, jolloin kertoimen a on oltava muotoa a = ag + aqi.

Olkoon sitten x = j. Talloin tulee pétea

(CL() + ali)j = j(ao + ali)
<~ aoj + a1k = agj — a1k
= 2a:k = 0,

joten téaytyy olla a; = 0. Niin ollen kerroin a on muotoa a = ag eli a € R. Lisdksi ei
voi pited a = 0, koska tlldin matriisin 7" indusoima kuvaus 0-07! ei olisi médritelty.

Taytyy siis pated a € R,. O

Kuten kompleksitapauksessa, matriisin 7" indusoiman kuvauksen kddnteiskuvaus
saadaan alkuperdisen matriisin kertoimista, joskin niista tulee nyt ottaa myos rever-

siot.
Propositio 6.2.6 ([18]). Kuvauksen T(z) = (ax + b)(cx + d)~! kidnteiskuvauksen
indusot matriist T* = [_d; jﬁ* }

Todistus. Taydennetaéin 1dhteen [18] todistusta. Bijektiivisyysoletuksen nojalla riit-

tad osoittaa, ettd yhtalo T'(r) = y saadaan muokattua yhtépitavin vilivaihein muo-
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toon T*(y) = .

Proposition 6.2.1 todistuksen nojalla tiedetddn, ettd kuvauksen 7' kddnteiskuvaus
on T (y) = (a—yc) "' (yd—b). Tissi muodossa kuitenkin seki sulkulausekkeiden vi-
linen tulo ettd tulot yc ja yd ovat vidrassa jarjestyksessd Mobius-kuvauksen lausek-

keeseen verrattuna. Tulot saadaan oikeaan muotoon ottamalla yhtilosta reversio:

= [(a—yc) " (yd = b)]”

= (yd = b)*[(a —yo) ')
= [(yd)* = b][a* — (yc)*]™!
(d*y o b*)(a* _ C*y*) 1

Huomioimalla, ettd reversio ei vaikuta avaruuden R2 vektoreihin z ja y, edelld

késitelty yhtilo tulee lopulta muotoon
z=(dy =) (~c'y+a")",
joka on yhtépitavaa viitteen x = T*(y) kanssa. O

Joukon M ryhmiominaisuuksia varten tulisi osoittaa, etti kifinteismatriisi 7"
kuuluu joukkoon M. Edellinen tulos ei kuitenkaan takaa, ettd T™ olisi matriisin T’

kédnteismatriisi, silla esimerkiksi tapauksessa T = [3 {] pétee

. 12 0|1 0] |20
=[5 o) = [0 5
Kéanteismatriisin sijaan seuraavaksi tarkastellaan kuitenkin pseudodeterminanttia,

silla sitd koskevan tuloksen myo6ta myos kddnteismatriisia koskeva tulos ndhdaan

suoraviivaisesti.

Maaritelma 6.2.7. Matriisin T' € M pseudodeterminantti on
A(T) = ad” — bc.

Seuraava tulos osoittaa, ettd myos kvaternikertoimisessa tapauksessa pseudode-
terminantti tulee olla nollasta poikkeava. Avaruuteen R3_ laajenevien kompleksiker-
toimisten Md&bius-kuvausten tapaan sen tulee olla lisiksi reaalinen. Tuloksen koh-

dat (1) ja (2) ovat aputuloksia varsinaista tulosta, kohtaa (3), varten.

Propositio 6.2.8 ([18]). Olkoon T joukon M matriisi. Tdlloin seuraavat véittimdat
ovat tosia
A(T) 0 ]
=%
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(2) T*T = [A<T*) 0 }

0 [AT))
(3) A(T) = A(T*) € R..
Todistus. Téydennetdédn lahteen [18] todistusta. Kohdassa (1) saadaan suoraan las-

kemalla

*

TT*:[CL b]{d —b}:{ad —bc* —ab* + ba

c d| |—c" a cd* —dc* —cb* +da* |’
Proposition 6.2.2 nojalla ab* ja cd* ovat redusoituja kvaterneja, joten niille pétee
ab* = (ab*)* ja cd* = (cd*)*, mistd voidaan péételld yht&lot
—ab* 4+ ba* = —(ab*)" + ba* = —ba" +ba* =0 (6.1)
ja
cd” —dc* = (cd*)* — dc* = dc* — dc* = 0. (6.2)

Liséksi lauseke —cb* + da* osoittautuu matriisin 7' pseudodeterminantin reversioksi:
[A(T)r = (ad* — bc*)" = (ad*)* — (bc*)* = —cb* + da”.

Ndin ollen patee

joten (1)-kohta on tosi.
Menettelemélld kuten (1)-kohdassa kohdassa (2) saadaan
T — - =b*"|la b| _|d'a—bc d'b—10bd
—c* a* | |c d —c*a+a‘c —c'b+a*d
d*a —b*c 0 AT 0
0 (d*a—=b )| | 0 AT’

Néin ollen my6s (2)-kohta on tosi.

Koska T™ on kuvauksen 7' kiddnteiskuvaus, Proposition 6.2.3 nojalla voidaan kir-
joittaa (TT™)(x) = T[T*(z)] =« ja (IT*T)(z) = T*[T(x)] = =, joten tulot TT* ja
T*T indusoivat identtisen kuvauksen. Téstd seuraa Proposition 6.2.5 nojalla, etti
matriisin 7"7™ diagonaalialkioiden on oltava yhta suuria nollasta poikkeavia reaali-

lukuja, kuten myos matriisin 7*7". N&in ollen pétee
AT)=[AD)] €R. ja A(T*) = [A(TY)]" €R..

Néiden ehtojen myoté viitteet (1) ja (2) yksinkertaistuvat yhtéloiksi 77 = A(T)1
ja T*T = A(T*)I. Kirjoittamalla ne edelleen muotoon T = A(T)(T*)™! ja T =
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(T*)LA(T*)I = A(T*)(T*) ! havaitaan, etti pseudodeterminanttien A(7T) ja A(T*)

on oltava yhtd suuret. Nédin ollen myos kohta (3) on tosi. O

Matriisin 71" ja sen kddnteiskuvauksen indusoivan matriisin 7™ pseudodeterminan-
tit ovat siis samat. Néin ollen jatkossa voidaan kiyttdd yksinkertaisuuden vuoksi

merkintaa

A = A(T) = A(T*).

Huomattakoon, ettd koska myos matriisin 7' reaaliset monikerrat indusoivat saman
kuvauksen mutta eri pseudodeterminantin arvolla, edellinen tulos ei tarkoita, et-
td kuvauksen ja sen kddnteiskuvauksen indusoivien matriisien pseudodeterminantit
olisivat aina samat. Tadméa péatee vain matriisin 7" ja sitd vastaavien matriisien 7
kohdalla.

Edellisen tuloksen todistusta hydédyntien voidaan osoittaa, ettd joukko M sisaltaé

my06s kunkin alkion kiénteisalkion, joten joukko M voidaan osoittaa nyt ryhméksi.
Propositio 6.2.9. Joukko M muodostaa ryhmdin matriisitulon suhteen.

Todistus. Olkoon T' ja S joukon M matriiseja. Niiden indusoimien kuvausten yhdiste
on bijektioiden yhdisteeni bijektio avaruudessa R% . Proposition 6.2.3 nojalla timé
on sama kuvaus kuin matriisitulon ST indusoima kuvaus. N&in ollen ST indusoi
bijektion avaruudessa R, joten se on joukon M alkio. Niin ollen joukko M on
suljettu matriisitulon suhteen.

Matriisitulo on liitdnndinen myos, kun alkiot ovat kvaterneja — kvaternien kerto-
laskun ei-vaihdannaisuus ei vaikuta tdhdn mitenkién.

Matriisitulon neutraalialkio, identiteettimatriisi 7, kuuluu joukkoon M, silld se
indusoi identiteettikuvauksen, joka on bijektio.

Edellisen proposition nojalla jokaiselle T' € M péitee
TT* =A(T)I =TT,

joten matriisin 7' kdanteisalkio on

a_ b o L pd b
T =am’ Nﬂ{%*ad' (6.3)

s Se kuuluu joukkoon M Huomautuksen 6.2.4 nojalla matriisin 7™ reaalisena moni-

kertana, joten jokaisella joukon M matriisilla on kiddnteismatriisi joukossa M. [

Joukko M sisdltdd ryhméané alkioidensa kidnteismatriisit. Se ei kuitenkaan si-

salla kaikkia kvaternialkioisia kddntyvid 2 X 2 matriiseja, silld esimerkiksi matrii-

silla T = [} %] on olemassa kiiéinteismatriisi [} 7¥], mutta sen indusoima kuvaus
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T(z) = z+k ei ole bijektio avaruudessa R2_, joten T ei ole joukon M alkio. Néin ollen
ryhmé (M, -) ei ole alkioiden suhteen tarkasteltuna kompleksitapauksessa esitellyn
yleisen lineaarisen ryhmén GL(2,C) kvaternialkioinen vastine. Ryhmé (M, ) voi-
daan kuitenkin ominaisuuksiensa puolesta mééritelld ryhmin GL(2,C) kvaternial-
kioiseksi laajennukseksi. Taméan vuoksi siitd kiytetdadn jatkossa merkintdd G L(2, H).

Tuloksissa 6.2.1 ja 6.2.8 on osoitettu, ettii ehdot bd™!, ac™t, a™'b, ¢ 'd € R? ja
A = ad*—bc* € R, seuraavat Médritelmén 6.1.4 bijektiivisyyttéd koskevasta ehdosta.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd tdmé patee myoOs kddntéien.

Propositio 6.2.10 ([2]). Jos matriisin T = [2 Y] kertoimille pitevit ehdot bd™",
ac™t, a7'b, c7'd € R3 ja A = ad* — bc* € R,, niin sen indusoima kuvaus
T(z) = (az + b)(cx + d)~" on bijektio avaruudessa RZ,.

Todistus. Taydennetiaén liahteen [2] todistusta, joskin kuvauksen T hajotelmat kir-
joitetaan hieman eri tavalla hyodyntiden ldhteen [18] Lemman 6 todistusta. Olkoon
T = [2 %] matriisi, jonka kertoimille péteviit ehdot bd~!, ac™t, a™'b, ¢7'd € R? ja
A = ad* — bc* € R,. Tulee siis osoittaa, ettd kuvauksella T'(z) = (ax + b)(cx +d)~*
on kddnteiskuvaus ja ettd kuvauksen ja sen kiddnteiskuvauksen arvot kuuluvat ava-
ruuteen R?  jokaisella muuttujan x € RL arvolla.

Varmistetaan aluksi, ettd kuvaus on hyvin méaritelty. Tata varten tulee varmis-
taa, ettd kidnteisluku (cx + d)~! on olemassa ja ettei kuvauksen lauseke ole muotoa

0/0 milladn muuttujan x arvolla. Lauseke cx 4+ d voidaan kirjoittaa muotoon
cx+d=cr+ccld=c(x+ctd),

josta sen nihdiin olevan kvaternin ja vektorin tulo, silli tulo ¢'d on oletuksen
nojalla redusoitu kvaterni. Ndin ollen lauseke cx + d on kddntyvien alkioiden tulona
kaantyva.

Osoitetaan seuraavaksi, ettei tapaus 0/0 ole mahdollinen. Olkoon aluksi
¢ # 0. Talloin voidaan johtaa ristiriita pseudodeterminantin ehdon suhteen: Jos
pitisi az + b = 0 ja cx + d = 0, niin tilldin voitaisiin kirjoittaa = —c~'d ja edel-
leen —ac™'d +b = 0. Tulo ¢ 'd on oletuksen redusoitu kvaterni, joten sille pitee
cld = (c7td)* = d*(c7')* = d*(¢*)~!. Niin ollen kaikkiaan olisi voimassa yht#lo
ad*(c¢*)™' + b = 0 joka taas on yhtiipitiviii ehdon ad* — be* = 0 kanssa, mikii on
ristiriita. Késitellian lopuksi tapaus ¢ = 0. Télléin pitee ax +b = 0 ja d = 0, jo-
ten pseudodeterminantti on nolla, miké on ristiriita. Néin ollen kuvaus 7" on hyvin
madritelty.

Siirrytdan seuraavaksi kisittelemaan kuvauksen T" arvoja. Taté varten sen lauseke

halutaan hajottaa sellaisten termien summaksi, joiden tiedetdin kuuluvan avaruu-
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teen R2 . Olkoon ensin ¢ = 0. Téllsin pétee
T(x) = (azx + b)d ™ = avd™" + bd !,

missi tulo bd~! on oletuksen nojalla redusoitu kvaterni. Riitt## siis niyttii, et-
td termi axd~! kuuluu avaruuteen R? . Termii axd~! voidaan muokata pseudode-
terminantin ehdon A = ad* avulla. Sijoittamalla ehto muodossa! d~! = (1/A)a*
tarkasteltava termi saa muodon axd™' = axa*/A, missi lauseke axa* kuuluu ava-
ruuteen R? Proposition 4.5.5 nojalla ja reaalinen kerroin 1/A ei vaikuta lausekkeen
ulottuvuuteen. Niin ollen tapauksessa ¢ = 0 kuvauksen 7" arvot kuuluvat avaruuteen
R?  jokaiselle muuttujan z € R? arvolla.

Olkoon lopuksi ¢ # 0. Talloin kuvauksen lauseke voidaan muokata yksinkertai-
sempaan muotoon, jossa muuttuja x esiintyy vain yhdessd termissd, kun lauseke
cr + d kirjoitetaan myos ensimmaéiseen sulkulausekkeeseen ja kerrotaan tamén jil-

keen ensimmaéisen sulkulausekkeen termejé jalkimmaiselld sulkulausekkeella:

(azx + b)(cx +d)~!

= (actex + b+ act'd — ac'd)(cx +d)!
lac™ (cz +d) + (b— ac_ld)} (cx +d)™*
=ac '+ (b—ac'd)(cx +d)*

T(x) =

I on oletuksen no-

Néin saadun yhtélon oikean puolen ensimméinen termi ac™
jalla redusoitu kvaterni, joten riittda keskittyd jialkimméiseen termiin. Sen kerroin
b — ac™'d muistuttaa selviisti pseudodeterminanttia, joka olisi reaalisena helposti
késiteltava vakio, joten pyritdén kirjoittamaan kerroin pseudodeterminanttia kiyt-
tden. Téatd varten lausekkeeseen tarvitaan kertoimien c ja d reversiot. Ne saadaan
todistuksessa aiemmin piiteltyd ehtoa ¢ 'd = d*(c*)~! kiyttien, jolloin voidaan

kirjoittaa
b—ac'd=0b—ad (c) ' = (bc" —ad*)(c") ' = —A(c") .
Niin ollen jilkimméiinen termi saadaan muotoon?

(b—ac'd)(cz+d) ' = -A(*) Hex +d) ' = -A(c ) (z+c ) e

IPseudodeterminantti ratkaistaan kertoimen d—! suhteen kertoimen a sijaan, silld timé valinta
johtaa Proposition 6.3.1 kannalta siistimp&in lausekkeeseen.

2Jalkimméinen termi olisi voitu hajottaa myds muotoon (b — ac™'d)(cx + d)~!' = —A(cwc* +
dc*)~!. Tami muotoilu aiheuttaisi kuitenkin ongelmia seuraavassa luvussa, jossa vastaavaa tulosta
kisitelliin muuttujan x € C suhteen. T&ll6in nimittdin tulo dc* ei ole kompleksinen, mutta
tulo ¢~ 'd on. Todistuksessa kiytetty hajotelma on myds kuvausten yhdisteind ilmaistuna yhtd
kuvausta tiiviimpi kuin vaihtoehtoinen hajotelma (ks. Proposition 6.3.1 todistus).
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Kerroin ¢ 'd on oletuksen nojalla redusoitu kvaterni, joten lauseke = + ¢1d ja niin
ollen myds sen kifinteisluku (x+c~'d) ™! kuuluvat avaruuteen R jokaisella muuttu-
jan arvolla. Néin ollen lauseke (¢™!)*(z+ ¢ 'd)~*¢™! kuuluu Proposition 4.5.5 nojal-
la avaruuteen R? jokaiselle muuttujan z € RL arvolla. Reaalisella kertoimella —A
ei ole vaikutusta jalkimmaisen termin ulottuvuuteen. Nain ollen my6s tapauksessa
¢ # 0 kuvaus T pysyy avaruudessa R2 .

Kisitellddn sitten kddnteiskuvaus. Ensiksi on osoitettava bijektiivisyysoletusta
kiyttamatta, ettd kuvauksella T on kddnteiskuvaus. Oletusten nojalla voidaan seu-

rata Proposition 6.2.8 todistusta ja paatyi ehtoon
T =AI=T"T.

Koska AT indusoi indentiteettikuvauksen, matriisin 7™ on indusoitava kuvauksen T’
kdanteiskuvaus.

Kaanteiskuvauksen arvoja tarkastellessa edetéin taysin vastaavasti kuin kuvauk-
sen T arvoja késiteltdessi. Tapauksessa ¢ = 0 pseudodeterminantille patee A = d*a

eli d* = a~' /A, minki nojalla kiinteiskuvauksen lauseke voidaan hajottaa muotoon?

T*(x) = (d*z — b*)(a*) " = d*z(a*) ™t = b*(a*) ™ = %a‘lx(a_l)* —a 'y,

missi ensimméinen termi kuuluu avaruuteen R% Proposition 4.5.5 nojalla ja jilkim-
maéinen on oletuksen nojalla redusoitu kvaterni, mitad kdytettiin hyviksi sen sieven-
tdmisessa.

Tapauksessa ¢ # 0 pétee oletusten nojalla yhtélo
—b* + (¢ 'd)*a* = —b* + ¢ lda* = ¢ (—cb* +da*) = AcH
minki myota kidanteiskuvauksen lauseke voidaan hajottaa muotoon

T*(z) = (d*z — b*)(—c*z + a*) !
=[- & () ="z + a*) — b +d*(c*)_1a*](—c*:1:+a*)_1
=—d"(") T+ [+ () a] (—cr 4+ a*)
— ()t A~ 4 a)
=—cld+Ac [ -z + (") a"] 71(0*)_1
=—c'd—Ac 'z — (ac”")] ()

= —ctd—AcHz—ac ) HcH"

3Ensimmaéinen termi muotoillaan kertoimen a~! suhteen kertoimen d sijaan, miki yksinkertaistaa
vastaavaa todistusta seuraavassa luvussa.
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Saadun lausekkeen ensimméinen termi on oletuksen nojalla redusoitu kvaterni. Vas-

! on redusoitu kvaterni, joten lauseke  — ac™! ja niin ollen

taavasti myos tulo ac™
sen kiiéinteisluku (x —ac™!)~! kuuluvat avaruuteen R2 jokaiselle muuttujan z € R,
arvolla. Proposition 4.5.5 nojalla myds lauseke ¢! (x — ac™')"*(¢™!)* kuuluu ava-
ruuteen R? jokaiselle muuttujan z € R? arvolla. Reaalisella kertoimella A ei ole
vaikutusta jalkimmaéisen termin ulottuvuuteen. Ndin ollen myos kddnteiskuvauksen

arvot kuuluvat molemmissa tapauksissa ¢ = 0 ja ¢ # 0 avaruuteen R2 . O]

Edellisen todistuksen hajotelmista
1 * -1 :
T(zx) = A 0%a +bd™, josc=0,

ja

T(x)=act - Alc ) (x+c'd) e, josc#0,
voidaan myos pédtelld vastaavalla tavalla Proposition 4.5.5 kohtaa (1) kiyttien, etti
kuvauksen arvot kuuluvat avaruuteen R?. jokaiselle muuttujan R2, arvolla.

Joukko M olisi edellisen tuloksen nojalla voitu alun perin mééritelld bijektiivi-
syysoletuksen sijaan ehdoilla bd~!, ac™t, a='b, c7'd € R? ja A = ad* — bc* € R,.
Tama olisi kuitenkin siind mielessd huono lahtékohta, ettd se ei selitd mista kyseiset
ehdot seuraavat. Niitd ehtoja kiytetddn kuitenkin téstd eteenpiin méaarittelemain
ryhmé (M, ) = GM(R3), silld ne antavat konkreettisemmat ja kompleksitapauksen
kanssa yhdenmukaisemmat ehdot avaruuden R3 Mobius-kuvauksille.

Tiivistetdédn vield edelld tehdyt paédttelyt tulokseksi. Tuloksen muotoilussa kvater-
nituloja koskevat ehdot ilmaistaan kiddnteisluvun sijaan reversiota kiyttiden, jolloin

ne ovat lihteen [18] kanssa yhdenmukaisessa ja helpommin laskettavassa muodossa.

Lause 6.2.11.
GL(2,H) ={[*%] | a,b,c,d € H, ab*,cd*,c*a,d*b € R?, ad* — bc* € R, }.

Seuraavaksi siirrytdédn todistamaan, ettd ryhmé G L(2, H) todella muodostaa ava-

ruuden R2, Mobius-kuvaukset.

6.3 Ryhmien GL(2,H) ja GM(R? ) homomorfisuus

Avaruuden R2. Mdbius-kuvausten ryhmé on siirtojen, kiertojen, venytysten, origon
suhteen tapahtuvien peilausten seké inversioiden generoima ryhmé. Seuraavassa tu-
loksessa osoitetaan, ettd ryhman GL(2,H) generoivat juuri ne matriisit, jotka in-

dusoivat kyseiset kuvaukset.
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Propositio 6.3.1 ([18]). Matriisin T € GL(2,H) indusoima kuvaus on yhdiste seu-

raavista kuvauksista:

(1) siirto (1) ’If , x—=r+p, peR?
(2) kierto (q) 3, , v qrgt, qcH, |q|=
(3) wenytys 8\ 2 ., x—= Nz, NeR,
RN

(4) peilaus origon suhteen é _01 , T —T

. . [0 1] L,z
(5) inversio 1 o) T —r = _W
(6) identtinen kuvaus B ?\] , x—=x, ANeER,.

Todistus. Taydennetaén ldhteen [18] Lemmojen 6 ja 10 todistuksia. Olkoon ensin
c = 0. Talloin kuvaus T' voidaan Proposition 6.2.10 todistuksen nojalla kirjoittaa
muotoon

1
T(zx) = Kama* +bd L.

Koska termi bd~' on redusoitu kvaterni, kuvaus on siirto muuttujan (1/A)aza*
suhteen. Lauseke (1/A)axa* taas nayttiisi olevan kierron ja venytyksen yhdiste.
Taman osoittamiseksi lauseketta tulee kuitenkin muokata.

Ensinnékin, jotta kierron ehto |¢| = 1 toteutuisi, kvaternit a ja a* téytyy jakaa

omilla pituuksillaan. T&ll6in kuvaus tulee muotoon

o= (£)(EH(E) o

Lisdksi reaalisen kertoimen |a|2 /A etumerkki riippuu pseudodeterminantin arvosta,
joten sitd ei voida esittda kaikissa tapauksissa venytykselld. Se voidaan kuitenkin kir-
joittaa kertoimen etumerkin ja kertoimen itseisarvon muodostamaksi tuloksi, jolloin
kerroin on esitettévissid venytyksen ja etumerkistd riippuen joko venytyksen A = 1
tai origon suhteen tapahtuvan peilauksen yhdisteené. Kirjoitetaan siis kyseinen ker-

roin muotoon ) )
laf* _ 1A] Jaf*

A A A

Talloin jalkimmainen osamaérd on positiivinen ja voidaan esittad venytyksella. En-
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simmainen osamairi taas voi saada vain arvot 1 ja —1, joten sitd vastaava kuvaus

o 2
A |
N

joka vastaa positiivisen pseudodeterminantin tapauksessa venytystd (A = 1) ja ne-

voidaan indusoida matriisilla

gatiivisen pseudodeterminantin tapauksessa peilausta origon suhteen.

Kuvaus T' voidaan siis kirjoittaa muotoon

- ()G

josta sen voidaan lukea olevan yhdiste kierrosta, venytyksestd, venytyksesta (A = 1)

tai peilauksesta origon suhteen ja siirrosta eli matriisi(tulo)n

_ la| 0 a
Tzlbdllg VAl WO,
0 1o B, VAo &

|al

indusoima.
Olkoon sitten ¢ # 0. T&ll6in kuvaus voidaan Proposition 6.2.10 todistuksen no-

jalla kirjoittaa muotoon
T(x)=ac! = Al (x+ctd) et (6.4)

Edellisen tapauksen todistusta seuraten kertoimet (c*)™! ja ¢! tiytyy normeerata,
jotta kuvaukseen T saadaan kiertoa vastaava lauseke. Tadmé voidaan tehda kirjoit-
tamalla kertoimet muodossa

c* 1 ¢

el |c]

—~
QI
—
~
*
|
—
o
*
~
L
I
[\
|

ja

jolloin alkuperdinen yhtdlo (6.4) saa muodon

T(@) = ac! + A# <i> [~ (a4 )] (C/ )

] ]

Samalla kerroin —1 siirrettiin lausekkeen (x + ¢ 'd)™! eteen, jolloin lauseke

—(x 4+ ¢~ 1d)~! vastaa sellaisenaan inversiota. Lisiiksi pseudodeterminantti tulee jil-
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leen kirjoittaa muodossa

A

A= _—
Al

Al

minké seurauksena yhtélé (6.4) tulee muotoon

ot () ()@ ()

josta sen voidaan lukea olevan yhdiste kuvauksista siirto, inversio, kierto, venytys,

venytys (A = 1) tai peilaus origon suhteen ja siirto eli matriisi(tulo)n

oo [t act] L0 \/‘F 0 | (g O[f0 1][1 ¢'d
_010ﬁ0\c\0ﬁ—1001

indusoima. O

Edellisen proposition my6td ryhmén G L(2, H) voidaan todeta generoivan avaruu-

den R3_ Mobius-kuvaukset.

Lause 6.3.2. Ryhmit GL(2,H) ja GM(R2,) ovat homomorfiset. Ryhmdihomomor-
fismi on muotoa

f:GL2,H) - GM(RL), f(T)=T,
missi T on matriisin T indusoima kuvaus. Homomorfismin f ydin on {\[ | A € R,}.

Todistus. Edellisen proposition nojalla ryvhmén G L(2, H) matriisit voidaan kirjoittaa
yhdisteina siirrot, kierrot, venytykset, peilaukset origon suhteen ja inversiot indusoi-
vista matriiseista. Taten kyseiset matriisit generoivat ryhméan GL(2,H). Toisaalta
niiitid matriiseja vastaavat kuvaukset generoivat ryhméin GM(R3)). Niin ollen ho-
momorfisuuden todistamiseksi on 1oydettivi kuvaus f : GL(2,H) — GM (R2,), jolle
péitee f(TS) = f(T) o f(S) jokaiselle T, S € GL(2,H). Koska Proposition 6.2.3 no-
jalla ryhmén G L(2,H) matriisien tulo indusoi yhdistetyn kuvaukset, etsitty kuvaus
on f(T) =T, missi T on matriisin T’ indusoima kuvaus.

Homomorfismin f ydin on matriisijoukko {T" € GL(2,H) | T(x) = z}, joka
yksinkertaistuu Proposition 6.2.5 nojalla muotoon {AI | A € R, }. O

Ryhmit GL(2,H) ja GM(R32,) eivit edellisen tuloksen nojalla ole isomorfiset,
vaan jokaista ryhmin GM (R2) kuvausta vastaa ryhmin GL(2,H) matriisin 7' li-
siksi my0s sen reaaliset monikerrat AT, A\ € R,. Isomorfisuus saavutetaan maaritte-

lemélla projektiivinen lineaarinen ryhma

PGL(2,H) = GL(2,H)/{ X | A € R,},
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joka siis niputtaa kaikki kuvausta T vastaavat ryhméin GL(2,H) matriisit AT,
A € R,, yhdeksi alkioksi (joukoksi).

Lause 6.3.3 ([18]). Tekijiryhmd PGL(2,H) on isomorfinen avaruuden R3 Mdbius-
kuvausten ryhmdin GM (R2.) kanssa.

Seuraavaksi tarkastellaan erdstd Mobius-kuvausten ryhmén aliryhméaa.

6.4 Suunnistuksen sailyttavat Mobius-kuvaukset

Mobius-kuvaukset voidaan jakaa kahteen joukkoon sen mukaan, siilyttaakoé kuvaus
suunnistuksen vai ei. Suunnistuksella tarkoitetaan siis esimerkiksi kolmiulotteisessa

tapauksessa koordinaatiston kitisyyttd. Yleisesti se méaéritellian seuraavasti.

Maaritelma 6.4.1. Kuvaus sdilyttid suunnistuksen, jos sen Jacobin determinantti

on 0.

Mobius-kuvauksen suunnistuksen siilyvyys voidaan karakterisoida siistiksi eh-
doksi pseudodeterminantin avulla. Tata varten tarvitaan kompleksitapauksesta tut-
tu tulos, jonka mukaan pseudodeterminantti kdyttiytyy tulon suhteen kuten taval-

linen determinantti.

Propositio 6.4.2 ([18]). Olkoot S ja T' ryhmdn GL(2,H) matriiseja. Talldin niiden

pseudodeterminanteille pdtee
A(ST) = A(S)A(T) = A(T'S).
Todistus. Téydennetidn lahteen [18] todistusta. Matriisien S ja 7" tulo on

aa+ e ab+ Bd

ST = ~vya + 0c b+ dd

joten sen pseudodeterminantti on

A(ST) = (aa + Be)(yb+ dd)* — (ab+ pd)(ya + d¢)*
= (aa + Be)(b*y* + d*0%) — (ab + Bd)(a*~" + ¢*0%)
= aab™y" + aad 6" + Beb™ Y + Ped 6 — aba™y" — abc* o
— Bda*~y* — Bdc*o*.

Saadun yht#lon oikea puoli halutaan kirjoittaa pseudodeterminanttien A(S) ja A(T)



6 Avaruuden R?. Mobius-kuvaukset 89

tuloksi, joten jatketaan ryhmitteleméalld termeja niin, ettd matriisin 7' pseudodeter-
minantit ad* — bc* = da* — cb* saadaan omiksi lausekkeiksi. Samalla loputkin mat-

riisin 7" alkiot saadaan kirjoitettua siistiin muotoon:
A(ST) = a(ad” — bc™)6* — f(da™ — cb™)y" + a(ab® — ba*)y* + B(ed” — dc*)o*

Yhtélsiden (6.1) ja (6.2) nojalla on ab*—ba* = 0 ja cd* —dc* = 0, ja kun huomioidaan

vield pseudodeterminantin A(T') reaalisuus saadaan
A(ST) = aA(T)5* = BA(T)™ = (ad" — v*)A(T) = A(S)A(T),

joten pitee A(ST) = A(S)A(T).

Toisaalta tulon
ac+ by af + bd

rs= ca+dy cf+db

pseudodeterminantiksi saadaan vastaavasti menettelemalld

A(TS) = (aa + by)(cf + do)* — (aff + bS)(ca + dvy)*

(ac + by)(B*c* 4 6*d*) — (a8 + bd) (¢ + ~v*d”)

= aaf*c" + aad"d" + byp*c* + byd*d" — afa’ct — afy d* — bda*ct — boy*d*
= a(ad™ — py*)d" — b(da™ — y5%)c" + a(af™ — Ba*)c” + b(y0* — 6" )d"

= aA(S)d" — bA(S)"c*

= (ad* — bc*)A(S)

— A(T)A(S),

joten kaiken kaikkiaan pétee A(T'S) = A(T)A(S) = A(S)A(T) = A(ST). O
Edellisen aputuloksen myo6ta voidaan siirtyd varsinaiseen tulokseen.

Propositio 6.4.3. Mébius-kuvaus sdilyttia suunnistuksen, jos ja vain jos sen pseu-

dodeterminantti on positiivinen.

Todistus. Edellisen tuloksen my6td kuvauksen 7' pseudodeterminantti on positiivi-
nen jos ja vain jos se koostuu kuvauksista, joiden pseudodeterminantit ovat positii-
visia, tai kuvauksista, joilla on parillinen maéra negatiivisia pseudodeterminantteja.
Koska parillinen maéré suunnistuksen kiadntavia kuvauksia sailyttad suunnistuksen,
riittdd todistaa, ettd suunnistuksen sailyttavien kuvausten pseudodeterminantit ovat
positiivisia ja suunnistuksen kddntdvien negatiivisia. Toisin sanoen on naytettava,
ettd kunkin kuvauksen (1)-(6) pseudodeterminantti ja Jacobin determinantti ovat

samanmerkkisii.
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Siirto on kuvaus

o + Mo
fL’|—>$—|—,u: .T1—|—,u1 ) :U’ER37
T + [2
joten sen Jacobin matriisi on
100
J=10 1 0
0 01

Néin ollen siirron Jacobin determinantti on 1. Siirron pseudodeterminantti on myos 1,
joten molemmat determinantit ovat samanmerkkiset.

Kierto on kuvaus
r = qrq” = p,(z), qeH, |q|=1,

ja se on erityisortogonaalikuvauksena lineaarikuvaus. Koska lineaarikuvauksen Jaco-

bin matriisi on sen kuvausmatriisi, kierron Jacobin matriisi on p,, jonka determinant-
. . [ . . _ 2

ti on kiertomatriisina 1. Kuvauksen pseudodeterminantti ¢(¢)* = qg = |q|" = 12 =1

on my6s positiivinen, joten molemmat determinantit ovat my6s téssd tapauksessa

samanmerkkiset.
Venytys on kuvaus
)\21'0
= Nr= [Nz |, MNeR,,
A2$2
joten se Jacobin matriisi on
A0 0
J=10 X 0
0 0 X\

Sen determinantti A® on positiivinen. Kuvauksen pseudodeterminantti on 1, joten
molemmat determinantit ovat samanmerkkiset.

Peilaus origon suhteen on kuvaus

—20
ThH— —x=|—I1,
— 5
joten se Jacobin matriisi on
-1 0 0
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Jacobin matriisin determinantti on —1. Sen pseudodeterminantin arvo on myos —1.

Inversio on kuvaus

_ 3+ 23 + a3

s _1 T T
r = = |
|| 3+ a2 + 23

)

3+ 23 + a3

Sen Jacobin matriisia laskettaessa tulee vastaan kahdentyyppisia alkioita, silld dia-
gonaalialkioissa derivoitava muuttujaa esiintyy sekd osoittajassa ettd nimittajassa,
kun taas muissa alkioissa derivoitava muuttuja on vain nimittdjissi. Ensimmaéiseksi

diagonaalialkioksi lasketaan

0 ( ) ) =1 (af+ai+a3) — (—wo) - 2xp — |a|? + 242

Oxo \ 22 + 22 + 23 (2§ + a7 + 3)? B |

Muut diagonaalialkiot lasketaan muuten vastaavasti, mutta ne ovat vastakkaismerk-

kiset. Rivin 1 sarakkeen 2 alkioksi taas saadaan yksinkertaisemmin

0 ( —X0 ) . 0— (—.To) . 2131 2.130371

Ory \ 22 + 22 + 22 _(x§+:c%+x§)2: lz|*

Muut ei-diagonaalialkiot lasketaan vastaavasti, joskin toisen ja kolmannen rivin al-
kiot ovat vastakkaismerkkiset ensimméiseen riviin verrattuna. Nain ollen Jacobin

matriisiksi saadaan

—\x|2+2x% Qonl 2:)30332 2 9
|z z|* , ||t 1 - |l" + 2.130 2I01’1 22(301’2
— —2z0T1 |z|”—2x7 —2z122 _ 2 2
J = |w‘4 |z\4 £x|4 = 1 —2550]}1 ‘33| — 2.2131 —2.(1311‘2
2 —2x2 |JZ| -9 ) 2 272
—2x0%2 —2z129 |z|”—223 Lol T1T9 x Ty
Ik || | *

Determinanttia laskettaessa matriisia edeltéivii reaalinen kerroin 1/ |z|* korote-

taan matriisin dimensiota vastaavaan potenssiin:

— |z +222 2z, 2202
det (J) = W —21’0{[‘1 |£L’|2 — 2$% —2$11'2

—2w0To —2xqy  |z|? — 242
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Kehitetdan seuraavaksi determinantti ylimmaisen rivin suhteen:

2> — 222 —2xy2y

1
det (J) = e [(_ z|” + 222)

—2xyxy  |z|? — 222

—2x0x1  —2m179 —2x0xy |z|® — 222
je*] |

2
—2x01y |z| — 223 + 2ZoT

— 2[E01’1
—2$05L‘2 —21‘1$2

Kirjoitetaan tdmén jilkeen auki 2 x 2-determinatit:

det (J) = |z| 7" [(— jof* + 228) [(|o]* — 227)(|a|* — 203) — (—22122) (—22122)]
— 2x071 [(—onxl)(mz — 223) — (—22022) (—22122)]
+ 22022 [ (—2z021 ) (—23122) — (—2z0m2) (|z])* — 2:6%)]]
= [a| 7 [(= lal® + 203)(|2]" — 2[«[* 25 — 2 |2|* 27 + dafaf — dafa3)
— 2wz (=2 || zomy + dmozi22 — a0 7d)
+ 22025 (4or s + 2 || T2y — 4zgxiTs)]

Kumoamalla vastakkaismerkkiset termit ja kertomalla sulut auki yhtélo tulee muo-

toon

1
&%U%:EF[—MP+MMﬂﬁ+x@+MM%%—MM%ﬁﬁ+xQ

+ 4|z 23 (2] + 23)],

joka sievenee lopulta muotoon

|2 |4 2 1 2 2 1
det (J) = —5 [ = 2"+ 2(a3 + o) + 225] = —5(—|z|" + 2]2]") = —.
|z |z |z
Inversion Jacobin matriisin determinantti on siis positiivinen. Kuvauksen pseudode-
terminantti on 1, joten molemmat determinantit ovat positiivisia.

Identtinen kuvaus on kuvaus

To
rT—Tr= |21,
CCQ_
joten se jacobin matriisi on
1 0 0]
J=10 1 0f,
0 0 1]

jonka determinantti on 1. Kuvauksen pseudodeterminantti A2, A € R,, on myds
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positiivinen.
Néin ollen kunkin kuvauksen (1)—(6) Jacobin determinantti ja pseudodetermi-
nantti ovat samanmerkkiset, joten Mobius-kuvaus sailyttdd suunnistuksen, jos ja

vain jos sen pseudodeterminantti on positiivinen. O

Suunnistuksen siilyttivit Mobius-kuvaukset muodostavat avaruuden R Mobius-
kuvausten aliryhmén: Niiden joukko on selvisti suljettu yhdistetyn kuvauksen suh-
teen, ja identiteettimatriisi kuuluu kyseiseen joukoon, silld sen pseudodeterminantti
on 1. Lisdksi ryhmén G L(2, H) suunnistuksen séilyttavien matriisien kidnteismatrii-
sit ovat myos suunnistuksen sailyttiavid, silld jos matriisin 7' pseudodeterminantille
péitee A(T') > 0, niin yhtalon (6.3) nojalla myos sen kiddnteismatriisin pseudodeter-
minantille pitee A(T™') = A(T*)/A(T)* = 1/A(T) > 0. Muotoillaan seuraavaksi
edellinen havainto siistiksi tulokseksi Lauseen 6.3.3 tapaan.

Koska matriisin 7" indusoima kuvaus saadaan myos matriiseilla o7, o € R,, joiden
pseudodeterminantti ovat a?A(T'), suunnistuksen siilyttivien kuvausten tapaukses-
sa nididen matriisien joukosta voidaan aina valita sellainen, ettd sen pseudodetermi-
nantiksi tulee A(a7’) = 1. Néin ollen ryhmén GL(2,H) suunnistuksen siilyttavit

kuvaukset voidaan kattaa myos erityiselld lineaarisella ryhmdlld*
SL(2,H) ={T € GL(2,H) | A(T) = 1}.

Tama ei kuitenkaan ole isomorfinen suunnistuksen séilyttdvien Mobius-kuvausten
kanssa, silli jokainen matriisin T, A(T") = 1, indusoima kuvaus saadaan myos mat-
riisin =7, A(—=T') = 1, indusoimana. Isomorfisuus saadaan muodostamalla projektii-

vinen erityinen lineaarinen ryhmd® eli tekijiryhméa
PSL(2,H) = SL(2,H)/{+I},

joka siis niputtaa kaikki ryhmén SL(2, H) alkiot 7" ja —7", yhdeksi alkioksi (joukoksi).

Lause 6.4.4 ([18]). Tekijiryhmd PSL(2,H) on isomorfinen avaruuden R3, suun-

nistuksen sdilyttivien Mobius-kuvausten ryhmdin GM(R3.) kanssa.
6.5 Avaruuden R Mébius-kuvaukset

Edellisen alaluvun péitulokset, Lauseet 6.2.11, 6.3.3 ja 6.4.4, ovat itse asiassa eri-
koistapauksia seuraavista yleisistd avaruuden R Mobius-kuvauksia koskevista tu-

loksista.

4Erityinen lineaarinen ryhmé SL(n,F) on yleisen lineaarisen ryhmén G L(n, F) aliryhmé, joka koos-
tuu niistd ryhmén GL(n,F) matriiseista, joiden determinantti on 1 [11].

SProjektiivinen erityinen lineaarinen ryhmi PSL(2,F) on erityisestsi lineaarisesta ryhmists
SL(2,F) muodostettu tekijiryhmé ryhmén SL(2,F) keskuksen suhteen [11].
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Lause 6.5.1 ([18]).
GL(2,C,) ={[*%] | a,b,¢c,d € [}, U {0}, ab*,ed*, c*a,d*b € R™™ | ad* — bc* € R,}.

Lause 6.5.2 ([18]). Tekijiryhmdi PGL(2,C,) on isomorfinen avaruuden R Mdbius-

kuvausten ryhmdin GM (R™) kanssa.

Lause 6.5.3 ([18]). Tekijiryhmdi PSL(2,C,,) on isomorfinen avaruuden R suun-

nistuksen sdilyttivien Mobius-kuvausten ryhmdin GM(R™) kanssa.

Tapaus n = 1 vastaa siis kompleksitason Mobius-kuvauksia ja tapaus n = 2
avaruuden R Mobius-kuvauksia. Huomattakoon, etti tapauksessa n = 1 piitee

Cy =C ja I, U{0} = C, joten Lauseen 6.5.1 ryhmé yksinkertaistuu muotoon
GL(2,C)={[2%]]a,b,c,d € C, ad — bc € R, }.

Lause 6.5.1 siis rajaa kompleksitason avaruuteen R2. laajenevat Mobius-kuvaukset
tdsmalleen samoin kuin edellisessd luvussa padteltiin.

Edellisessé luvussa laajennettiin kompleksitason Mobius-kuvaukset avaruuteen R?_.
Talloin kertoimet a, b, ¢ ja d tulkittiin kvaterneiksi, vaikka ne olivat kompleksiluku-
ja. Téalloin saattoi herdté ajatus siitd, miten kompleksimuuttujan Mobius-kuvaukset

toimivat yleisesti kvaternikertoimilla. Seuraava luku kisittelee téta tapausta.
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7 KOMPLEKSITASON
KVATERNIKERTOIMISET
MOBIUS-KUVAUKSET

Tasséd luvussa kiydaan lapi kompleksitason kvaternikertoimisten Mébius-kuvausten
tapaus. Tavoitteena on selvittdd, onko kompleksikertoimien lisiksi olemassa myos
muita kvaternikertoimia, joilla kuvaukset ovat mahdollisia, ja mitkd ovat néiden
uusien mahdollisten kuvausten geometriset tulkinnat. Témé&n tehddin tarkastele-
malla, minkélaiset ehdot rajoittavat kertoimia, ja yhdistamalla ne mahdollisimman
konkreettisiksi ehdoiksi.

Lahteen [18] tulokset eiviit sellaisenaan késita titd tapausta, silld niissi kvaterni-
kertoimia vastasivat avaruuteen RY laajennettavissa olevat avaruuden R kuvauk-
set, kun taas tiissi tapauksessa on kyseessd avaruuteen R2_ laajennettavissa olevat
avaruuden C,, kuvaukset. Samaa lihestymistapaa voidaan kuitenkin soveltaa pienin
muutoksin myos tdssd tapauksessa. Koska suuri osa asiasta menee lihes identtisesti
edellisen luvun tulosten kanssa, etenemisté kommentoidaan ja todistukset esitetdin

vain tilanteissa, jotka eroavat oleellisesti aikaisemmista.

7.1 Alkutarkastelut

Ensiksi tulee selvittii, ovatko kvaternikertoimiset kompleksitason Mobius-kuvaukset
ylipdansd mahdollisia muussa kuin kompleksikertoimisessa tapauksessa. Tamé on-
nistuu suoraviivaisesti tarkastelemalla edellisen luvun kuvauksia (1)-(6), silld ku-
vaus T’ on jalleen voitava hajottaa niiden yhdisteiksi.

Kuvaukset (3)—(6) eli venytys, peilaus origon suhteen, inversio ja identtinen ku-
vaus toimivat sellaisinaan myos kompleksimuuttujan tapauksessa. Sen sijaan siirron
parametrin p tulee olla nyt kompleksinen, jotta siirto voisi olla kompleksitason ku-
vaus. Taten kuvauksen T hajotelmien termit bd~!, ac™!, a='b ja ¢~'d on vaadittava
kompleksisiksi. Lisdvaatimuksia aiheuttaa myos kierto, joka pitdisi my6s saada pysy-
madn kompleksitasossa jokaisella muuttujan x € C., arvolla. Seuraava tulos kertoo,

milloin tdAméa on mahdollista.

Propositio 7.1.1. Olkoon q, |q| = 1, kvaterni. Lauseke qrq* kuuluu kompleksitasoon

jokaisella muuttujan v € Cy arvolla, jos ja vain jos kvaternille q pitee joko P(q) =0
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tai Q(q) = 0.

Todistus. Todistetaan ensin viite ”=". Olkoon siis lauseke grq* kompleksiluku jo-
kaisella z € C,. Toisin muotoiltuna jokaiselle x € C, pitee Q(gzrq*) = 0. Antamalla
siis muuttujalle x kiinteitd arvoja saadaan kerrointa g koskevia ehtoja.

Olkoon ensin x = 1. Talloin on oltava voimassa

0= Q(qq"),

joten operaattorin () tulosdantod kiyttdmalld saadaan

0= P(q)Q(q") + Q(q) P(q*).

Koska pitee Q(¢*) = Q(q) ja P(¢*) = P(q), edellinen yht&lo on yhtépitavad yhtalon

0= P(q)Q(q) + Q(¢)P(q)

kanssa. Yhtdlon termien havaitaan olevan toistensa konjugaatteja, misté seuraa ehto

0= P(9)Q(q) + P(q)Q(q) = 2Re [P(¢Q(q) .

Olkoon sitten x = i. Talloin on oltava voimassa
0 = Q(qiq*) = Q[(gi)q"].

Kéyttamalla operaattorien P ja () tulosdiantdji kahdesti saadaan

0= P(q1)Q(q") + Q(qi) P(q*)
= [P(¢)P(i) — Q(9)Q() |Q(¢") + [P(9)Q() + Q(q)P(i) | P(q*)

Imaginéériyksikolle pitevit ehdot P(i) =i, Q(i) = 0 ja P(i) = —i, joten edellinen

vhtild yksinkertaistuu muotoon

0= P(q)iQ(q") — Q(q)iP(q*).

Koska kaikki yhtélon luvut ovat kompleksisia, imagindariyksikko voidaan jakaa pois,
ja koska lisiksi pitee Q(¢*) = Q(q) ja P(q¢*) = P(q), edellinen yhtilo saadaan
edelleen muotoon

0= P(q)Q(q) — Q(q)P(q)-
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Yhtalon termien havaitaan olevan toistensa konjugaatteja, jolloin saadaan

0= P(¢)Q(q) — P(q)Q(q) = 2Im [P(¢)Q(q) ]

Niin ollen pitee siis Re [P(¢)Q(¢) ] =0 ja Im [P(q)m} =0eli P(¢)Q(q) =0,
jolloin on oltava P(q) = 0 tai Q(q) = 0.

Suunnan "<=" todistaminen on suoraviivaista. Tapauksessa Q(z) = 0 lauseke
grq* on aina kompleksinen kompleksilukujen tulona. Tapauksessa P(z) = 0 taas
patee

grq* = Q()jz[Q(q)i]” = Q@izi*Qq)* = —Q(9)TQ(q),

joten lauseke grq* on taas kompleksilukujen tulona kompleksiluku jokaisella muut-

tujan x € C, arvolla. ]

Edellisen tuloksen nojalla kompleksitason kuvaus z — qrq*, ¢ € H, |q| = 1, pysyy
kompleksitasossa tdsmalleen, kun kerroin ¢ on kompleksiluku tai kun sen komplek-
siosa on nolla. Ensimmaisesséd tapauksessa kerroin voidaan kompleksisena kirjoittaa
muotoon ¢ = e, § € R, jolloin kuvauksen lauseke tulee muotoon grq = exel.
Tama on Maéritelmén 5.0.8 mukainen kierto kulman 26 verran, joka pitidd laajenne-
tun muuttujan x € R?_ j-komponentin ennallaan. Koska kerroin ¢ = €', |¢| = 1, on
mielivaltainen, kaikki kompleksitason kierrot voidaan esittad talld kuvauksella. Osoi-
tetaan vield, ettd kyseinen kuvaus voidaan esittdd kompleksimuuttujan tapauksessa

my0s luvusta ¢ muodostetun kiertomatriisin avulla.

Propositio 7.1.2. Olkoon q¢ = qo + qii, |q| = 1, kompleksiluku. Talloin jokaiselle
x € Cy pdtee
pq() = qzq,

2—q?2 -2 . ...
fo~di —209L |y kiertomatriisi.

missa Pg = [2qoq1$0 @—q3

Todistus. Olkoon ¢ = qo + q1i, |¢| = 1, kompleksiluku. Télloin kuvaus = +— qzq

voidaan kirjoittaa kertoimen ¢ kompleksisuuden nojalla muotoon

qzq = ¢*x = (qo + @1)*(zo + 1)
[(qﬁ —q) + 2‘]0(]11} (o + x11)
[(qg - Q%)mo - 2610611:61] + [(qg - Q%)ﬂfl + 26]0611960}17

joka voidaan esittds myo6s matriisimuodossa:

2 2
B — 4 —2qq1]| |To
T = = Z).
ra {29091 Qg—fﬁ} [1711 Pal®)

Osoitetaan vield, ettd matriisi p, on kiertomatriisi p. Kompleksiluvun ¢ yhteys
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trigonometrisiin funktioihin saadaan polaariesityksen kautta:
Qo + qii = e”' = cos (¢) + sin (¢)i.
Néin ollen matriisi p, voidaan kirjoittaa muotoon

{qg — ¢ —2q0q1} _ [cos (¢)* —sin (¢)° —2cos (¢) sin (gb)}
2001 ¢ — ¢ 2cos (¢)sin(¢)  cos (¢)2 — sin (¢)2 '

Trigonometrisiii kaavoja sin (2¢) = 2sin (¢) cos (¢) ja cos (2¢) = cos? (¢) — sin® (@)

kiyttden saadaan lopulta

{qg — ¢ —2q0q1} _ [cos (2¢) —sin(2gb)}
201 G2 — ¢} sin (2¢)  cos(2¢) |’

joten p, on kiertomatriisi. O]

Proposition 7.1.1 jalkimmaéisessid tapauksessa P(q) = 0 kerroin ¢ on muotoa
qg = Q(q)j, |Q(q)] = 1. Tallsin kuvauksen = — qzq*, v € C, lauseke voidaan

kirjoittaa muotoon

grq* = Q()iz[Q(q)i]” = Q(@)izi*Q(q)" = —Q(¢)TQ(q). (7.1)

Téama vastaa seurauksen 4.4.3 nojalla pisteen Q)(q) generoimaa peilausta:

Q(q)
1Q(q)[?

Koska kompleksiluku Q(q), |Q(¢)] = 1, on mielivaltainen, kaikki kompleksitason

R (@) = —Q(¢)7[Q(q)]™ = —Q(g)T = —Q(q)7Q(q).

peilaukset origon kautta kulkevan suoran suhteen on mahdollista esittaéd kyseisella
kuvauksella.

Edellisen havainnon nojalla kuvaus x — qzq* ei olekaan kvaternikertoimisten
kompleksitason Mobius-kuvausten yhteydesséi erityisortogonaalikuvaus vaan orto-
gonaalikuvaus, kattaen seké kierrot etté peilaukset suoran suhteen. Jos siis kuvaus T’
voidaan hajottaa edellisen luvun tapaan kuvausten (3)—(6) sekd edelld kisitellyt eh-
dot toteuttavien siirtojen ja ortogonaalikuvausten yhdisteiksi, kvaternikertoimiset
kompleksitason Mobius-kuvaukset tdydentaisivit alkuperdistd tapausta lisddmélla
sithen kaikki tason peilaukset origon kautta kulkevan suoran suhteen.

Edella kasiteltyyn peilaukseen liittyy kuitenkin kaksi ongelmaa. Ensinndkin sen
pseudodeterminantti on 1, minkd seurauksena suunnistuksen siilyttavid M&bius-

kuvauksia koskevan tuloksen kirjoittaminen edellisen luvun tapaan ei olisi mahdol-
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lista. Toisaalta se ei sdilytd j-komponettia, vaan kuvaa sen vastaluvukseen:

g(w2)q" = Q(9)i(221) [Q(9)i]” = —22Q(0)iQ(g) = —22Q(0) Q)i = —2j.  (7.2)

On suoraviivaista paatelld, ettd kuvauksella x — —qxq*, ¢ = Q(q)j, |q| = 1, ei ole

edelld mainittuja ongelmia. Seuraavaksi osoitetaan, ettd se on myds peilaus.

Propositio 7.1.3. Kuvaus

q 0 x
o) emwr gem P -0 -1
on origon kautta kulkevan suoran suhteen tapahtuva kompleksitason peilaus, joka

sdailyttaa j komponentin ja jonka pseudodeterminantti on —1.

Todistus. Olkoon ¢, |¢| = 1, kvaterni, jonka kompleksiosa on nolla, ja olkoon muut-
tuja x kompleksinen. Tulee siis osoittaa, ettd lauseke —qxq* voidaan kirjoittaa muo-
toon R, = —aTa, missd a on kompleksiluku.

Yhtélon (7.1) nojalla péitee

—qrq" = Q(q)7Q(q),

joka voidaan kompleksilukujen laskusdantéjen nojalla muokata haluttuun muotoon

—qrq" = —iQ(q)TiQ(q) = Riq(y), 1Q(q) € C.

Komponentin j sdilyminen nahd&én yhtalosta (7.2) ottamalla puolittain vastalu-
vut.

Kuvauksen pseudodeterminantti on
A=q(—¢) =—qq=—|q¢ =-1
m

Edellisen tuloksen peilaus ei ole sama peilaus kuin z — gzq*, ¢ = Q(q)j, mutta
edellinen voidaan kirjoittaa jalkimméisen paikalle muodossa —(—qzq*), ¢ = Q(q)j-
Téastd johtuen kuvauksen 7" hajotelma voidaan muodostaa my6hemmin ldhes samalla,
tavalla kuin edellisessé luvussa.

Kaikkiaan on siis padtelty, ettd kun edellisen luvun kuvausten (1)—(6) siirrot
ja kierrot méaritellddn edella kasiteltyjen ehtojen mukaisesti sekd lisataan kuvauk-
siin Proposition 7.1.3 mukainen peilaus, niin kvaternikertoimisten kompleksitason

Mobius-kuvausten késittelyd voidaan jatkaa edellisen luvun tapaan.
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7.2 Mobius-kuvausten maarittely

Edellisen alaluvun tarkastelujen myota kvaternikertoimisten kompleksitason M&bius-
kuvausten ryhm# mééritelliin yhdenmukaisesti avaruuden R tapauksen kanssa,

jolloin se siis sisdltdd myds peilaukset.

MaA&aritelma 7.2.1. Avaruuden C., kvaternikertoimisten Mdébius-kuvausten ryhmd

GMy(Cy) on similaarikuvausten
5 Mk(z) + b,

missd A on positiivinen reaaliluku, k on ortogonaalikuvaus ja b on kompleksiluku,
sekd inversioiden

generoima ryhmd.

Seuraavassa tuloksessa, jossa similaarikuvaukset osoitetaan yksinkertaisempien
geometristen kuvausten yhdisteiksi, peilaukset ilmaistaan omana kuvauksena poi-
keten edellisestd luvusta, jossa ne saatiin kierron ja origon suhteen tapahtuvan pei-
lauksen yhdisteinA.

Propositio 7.2.2. Avaruuden C., similaarikuvauvkset voidaan muodostaa yhdistei-

nd seuraavista kuvauksista:

.. 1
o surto [O ’ﬂ, r—x+pu, pueC

o Lierto {(())é 2,} , z—azra, a€C, |ao/=1

o venylys B 2}, r— Mz, MNeER,
)

q
0

Todistus. Similaarikuvausten lauseke on muotoa Ak(z) + b, jossa A > 0, k on or-

e peilaus [ _Oq,], v —qrq* qeH, P(q)=0, |q =1

togonaalikuvaus ja b € C. Kun ortogonaalikuvausta k vastaavan matriisin determi-
nantti on 1, se kuuluu joukkoon SO(2) ja saadaan Proposition 7.1.2 nojalla kierron
r — qrq* = py(x) kuvausmatriisista p, € SO(2). Kun ortogonaalikuvausta k vas-
taavan matriisin determinantti on —1, se kuuluu joukkoon O~ (2) ja saadaan Propo-
sition 7.1.3 todistuksen nojalla peilauksen x — —qrq* = Rig(q) (x) kuvausmatriisista
Rig(q) € O™ (2). Molemmissa tapauksissa positiivinen kerroin A saadaan venytykselld

ja summattava vektori b siirrolla. ]
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Similaarikuvauksille pitee laajenemisominaisuus: siirto ja venytys pysyvét selvisti
avaruudessa R3_ myds muuttujan z € R2 tapauksessa ja sama pitee kierrolle ja
peilaukselle Proposition 4.5.5 nojalla.

Seuraus 7.2.3. Avaruvuden C., Mébius-kuvausten ryhmd GM(Cy) on siirtojen,
kiertojen, venytysten, peilausten, origon suhteen tapahtuvien peilausten sekd inver-

stotden generoima ryhmd.

Joukon M maéritelmaé joudutaan kiristiméaén edelliseen lukuun verrattuna vaa-
timalla bijektiivisyys koskemaan laajennetun avaruuden R?_ liséiksi myds varsinais-
ta kasiteltdavad avaruutta C., silli jalkimmaéinen ei edellisestd luvusta poiketen seu-
raakaan edellisestd. Téatd ominaisuutta tarvitaan osoittamaan edellisessd alaluvussa

havaittu vaatimus tulojen bd~!, ac™!, ¢ 'd ja a='b kuulumisesta kompleksilukuihin.

Maaritelma 7.2.4. Joukko My muodostuu kvaternialkioisista 2 X 2-matriiseista

T =[2%], jotka indusoivat bijektiot
Coo = Cs, x> (ax+b)(cx +d)™*

ja
R - R, 2+ (ax+b)(cr+d) "

Seuraavaksi siirrytddn kisittelemian ryhméaominaisuuksia.

7.3 Joukon M, osoittaminen ryhmaksi

Propositiota 6.2.1 vastaavassa tuloksessa kvaternitulojen on oltava nyt kompleksi-

lukuja. Samalla tuloksen todistus muuttuu hieman.

Propositio 7.3.1. Kuvausten T(0) = bd™', T(0) = ac™, T7Y0) = —a™'b ja

T~ (o0) = —c'd arvot ovat kompleksilukuja.

Todistus. Proposition 6.2.1 todistusta seuraten ndhdain, ettd pétee seuraavat ku-
vaukset: T(0) = bd~ !, T(o0) = ac™, T71(0) = —a™'b ja T"'(c0) = —c'd. Koska
kuvauksen 7" on kuvattava kompleksitaso kompleksitasolle, sen on erityisesti kuvat-
tava nolla ja ddrettomyyspiste kompleksiluvuiksi ja nollan ja darettoman alkukuva-
1

pisteiden on oltava kompleksilukuja. Niin ollen tulot bd~!, ac™, —a'b ja —c 1d

ovat kompleksisia. O

Edellinen tulos voidaan kirjoittaa myds konjugaattia kiyttéen, jolloin se on jatkon

kannalta hyodyllisemmaéssé muodossa.

Propositio 7.3.2. Tulot bd, a, ab ja ¢d ovat kompleksilukuja.
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Todistus. Edellisen tuloksen nojalla tulot bd=!, ac™!, —a~'b ja —c'd ovat komplek-
sisia. Tuloissa olevat kvaternien kiénteisluvut voidaan edelleen ilmaista konjugaatin

ja normin avulla. Esimerkiksi ensimmadiselle tulolle pitee

N L |
d[” |d]

Koska reaalikerroin 1/ |d|* ei vaikuta, mihin avaruuteen alkio kuuluu, tulon bd on

oltava kompleksinen. Tamé patee myGs muille kolmelle tulolle. O

Kertoimia koskevat ehdot halutaan muotoilla myGs reversiota kiyttien, jotta

pseudodeterminanttia koskeva tulos voidaan toistaa edellisen luvun tapaan.

Propositio 7.3.3. Olkoon T joukon My matriisi. Tdlloin kvaternitulot ab*, a*c, b*d

ja cd* ovat redusoituja kvaterneja.
Todistus. Katso Proposition 6.2.2. O]

Yhdistettyd kuvausta, identiteettikuvausta sekd kddnteiskuvausta koskeviin tu-

loksiin ei tule muutoksia.
Propositio 7.3.4. Joukon My matriisien tulo indusoi yhdistetyn kuvauksen.
Todistus. Katso Proposition 6.2.3 todistus. [

Propositio 7.3.5. Matriisi T € My indusoi identtisen kuvauksen, jos ja vain jos

se on muotoa

T:F(q,ae&.
0 a

Todistus. Katso Proposition 6.2.5 todistus. Huomattakoon, ettd Maaritelmén 7.2.4
bijektiivisyysoletus tulee pited myds avaruudessa R3_, jotta edellisessi todistuksessa

kerroin a voidaan osoittaa kompleksiluvun sijaan reaaliluvuksi. [

Propositio 7.3.6. Kuvauksen T(z) = (ax+b)(cx+d)™" kidnteiskuvauksen indusoi

malriist T = [_dc _ali*} € M.

Todistus. Katso Proposition 6.2.6 todistus. O
Pseudodeterminanttia koskeva tulos ja sitd seuraava tulos, jossa joukko My osoi-

tetaan ryhméksi, pysyvat myos ennallaan.

Propositio 7.3.7. Olkoon T joukon My matriisi. Tdlloin sen pseudodeterminantille
pitee A(T) = A(T*) € R..

Todistus. Katso Proposition 6.2.8 todistus. O
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Propositio 7.3.8. Joukko Ms muodostaa ryhman matrisitulon suhteen.
Todistus. Katso Proposition 6.2.9 todistus. O

Téassd kohtaa tulosten késitteleminen poikkeaa edellisestd, kappaleesta. Ryhmé
(My, -) voidaan nyt nimittidin médritelld hieman yksinkertaisemmilla kertoimia a, b,
¢ ja d koskevilla ehdoilla.

7.4 Ryhman M muotoileminen kertoimia a, b, ¢ ja d koskevilla
ehdoilla

Propositiossa 7.1.1 todettiin, ettd kvaternikertoimiseen kompleksitason tapaukseen
tulee kiertoja koskeva lisdehto. Talloin ei kuitenkaan todettu, mitd kertoimia se
koskee.

Propositio 7.4.1. Olkoon T joukon Ms kuvaus. Talloin tapauksessa ¢ = 0 pdtee
P(a) =0 tai Q(a)=0

ja tapauksessa ¢ # 0 pdtee
P(c)=0 tai Q(c)=0.

Todistus. Olkoon T' joukon M,y kuvaus, ja olkoon ensin ¢ = 0. Té&lléin kuvaus T

voidaan hajottaa Proposition 6.3.1 todistusta seuraten muotoon

re = (5 (80 (i) i)+
A J\IAlJ \lal ) \lal
Termi bd~" on Proposition 7.3.1 nojalla kompleksiluku, ja kerroin (|A| /A)(|al* / |A])
on reaalinen. Jotta kuvaus voisi olla bijektio kompleksitasossa, myos lausekkeen
(a/|a|)z(a/ |a|)* on oltava kompleksinen jokaisella muuttujan x € C, arvolla. TAmé&
on Proposition 7.1.1 nojalla yhtipitaviad ehdon P(a/|a|) = 0 tai Q(a/|a]) = 0
kanssa, joka yksinkertaistuu ehdoksi P(a) = 0 tai Q(a) = 0.

Tapauksessa ¢ # 0 kuvaus T voidaan hajottaa vastaavasti muotoon

ot () ()@ ()

Tulot ac™! ja ¢~'d ovat Proposition 7.3.1 nojalla kompleksisia, jolloin myos lauseke
(z+c7'd)~! on kompleksisen lausekkeen kiifinteislukuna kompleksinen. Jotta kuvaus
T voisi olla bijektio kompleksitasossa, lausekkeen (¢'/ [c|)[— (z+c7*d) '] (¢/ |¢])* on

oltava kompleksinen jokaisella muuttujan z € C,, arvolla. Proposition 7.1.1 nojalla
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tamé on yhtapitavaa ehdon P(c'/|c|) = 0 tai Q(¢'/|c|) = 0 kanssa, joka yksinker-
taistuu ehdoksi P(c) = 0 tai Q(c) = 0. O

Bijektiivisyysoletuksesta on nyt johdettu 3 kertoimia a, b, ¢ ja d koskevaa ehtoa:
(1) bd™t, ac™t, a”tbjactd e C
(2) A =ad* —bc* € R,

(3) Pla)=0 tai Q(a)=0, josc=0 ja
P(c)=0 tai Q(c) =0, josc#0.

Néma ovat ne ehdot, joiden perusteella edellisessi todistuksessa kiytetyt hajotelmat
voidaan tulkita siirtojen, kiertojen, venytysten, peilausten, origon suhteen tapahtu-
vien peilausten seké inversioiden yhdisteiksi. Osoitetaan seuraavaksi, ettd ehdot (1)
ja (3) voidaan yhdist#d siistiksi yksittéisia kertoimia koskevaksi ehdoksi. Ennen paa-
tulosta otetaan kuitenkin aputulos, jonka my6ta varsinainen tulos voidaan késitelld

suoraviivalsemmin.

Lemma 7.4.2. Olkoot a, b, ¢ ja d kvaterneja. Télloin ehdot bd~', ac™t, a='b ja

c~td € C ovat yhtipitivit seuraavan yhtdléryhmdn kanssa:

—P(b)Q(d) + Q(b)P(d) =0
—P(a)Q(c) + Q(a)P(c) =0 (7.3)

P(a)Q(b) — Q(a)P(b) =0

| POQ(d) — Q(c)P(d) =0

Todistus. Ehdot bd=*, ac™', a='b ja ¢7'd € C ovat Proposition 7.3.2 nojalla yhti-
pitdvid ehtojen bd, at, @b ja ¢d € C kanssa, jotka ovat edelleen yhtipitivid ehtojen
Q(bd) = Q(ac) = Q(ab) = Q(cd) = 0 kanssa. Ehdon Q(bd) = 0 aukikirjoitettu

muoto on operaattorin ¢ tulosidnndén nojalla

0= Q(bd) = P(b)Q(d) + Q(b)P(d) = =P (b)Q(d) + Q(b) P(d),

joka on yhtaloryhmén ylin yhtélo. Ehdosta Q(ac) = 0 saadaan tdysin vastaavasti yh-
tdloryhmén toinen yhtalo. Yhtéloryhméin kolmas yhtdlo saadaan ehdosta

Q(ab) = 0:

0 = Q(ab) = P(@)Q(b) + Q@) P(b) = P(a)Q(b) — Q(a)P(b).

Neljis yhtilo saadaan vastaavasti kuin edellinen yht&lo ehdosta Q(¢d) = 0. O
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Propositio 7.4.3. Olkoon T ryhmdan (Ms,-) matriisi. Talloin kertoimia a, b, ¢ ja
d koskevat ehdot
bd~ ' ac™t, a7tb,c7d € C,

ja

Pla) = P(b) = P(c) = P(d) =0 tai Qo) =Q(b) = Q(c) = Q(d) = 0.

Todistus. Olkoon T ryhméin (M,, ) matriisi. Lemman 7.4.2 nojalla ehto bd~!, ac™?
a™1b, ¢c7'd € C voidaan korvata yhtépitivilla yhtaloryhmélla (7.3).

b

Todistetaan ensin suunta "==". Olkoon siis voimassa yhtaloryhma (7.3). Késitel-
l44n ensin tapaus ¢ = 0. T&ll6in on voimassa P(a) = 0 tai Q(a) = 0, joka jakaantuu
kolmeen mahdolliseen tilanteeseen: P(a) = 0 ja Q(a) # 0, P(a) # 0 ja Q(a) =
sekii P(a) =0 ja Q(a) = 0. Osoitetaan, etti viite péatee kussakin tilanteessa.

Pseudodeterminantin reaalisuuden ja oletuksen ¢ = 0 perusteella saadaan kertoi-

mia koskeva lisdehto

0=Q(A) = Q(ad") = P(a)Q(d") + Q(a) P(d") = P(a)Q(d) + Q(a)P(d),  (7.4)

jota hyddynnetdén viitteen todistuksessa.

Tapauksessa P(a) = 0, Q(a) # 0 yhtdlostd (7.4) seuraa ehto P(d) = 0. Lisaksi
yhtéloryhméan kolmannesta yhtélosta seuraa ehto P(b) = 0, joten kaikkiaan pétee
siis P(a) = P(b) = P(c) = P(d) = 0.

Tapauksessa P(a) # 0, Q(a) = 0 yhtdlostd (7.4) seuraa ehto Q(d) = 0. Liséksi
yhtaloryhméan kolmannesta yhtélostd seuraa ehto Q(b) = 0, joten yhteenséd pétee
Q(a) = Q(b) = Q(c) = Q(d) = 0.

Viimeinen tapaus, P(a) = 0 ja Q(a) = 0, on mahdoton, silld silloin olisi A = 0.
Néin ollen suunta ”=—>" on tosi tapauksessa ¢ = 0.

Olkoon sitten ¢ # 0. T&ll6in yhtdloryhmén (7.3) lisdksi on voimassa ehto P(c) =
tai Q(c) = 0, joka jakaantuu kolmeen eri tapaukseen: P(c) = 0ja Q(c) # 0, P(c) #
ja Q(c) =0 sekd P(c) =0ja Q(c) =

Pseudodeterminantin reaalisuuden perusteella patee yhtilo

0
0

0=Q(A) = Qad" — be*) = Q(ad") —
= P(a)Q(d") + Q(a) P(d*) — P(b)Q(c") — Q(b) P(c) (7.5)
)Q(d) + Q(a)P(d) — P(b)Q(c) — QbP(c).
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Tapauksessa P(c) = 0, Q(c) # 0 yhtaloryhmén toisesta yhtaloistd saadaan ehto
P(a) = 0 ja viimeisestd yhtdlosta ehto P(d) = 0. Néin ollen yhtélosta (7.5) seuraa
edelleen ehto P(b) = 0. Kaikkiaan pétee siis P(a) = P(b) = P(c) = P(d) = 0.

Tapauksessa P(c) # 0, Q(c) = 0 yhtéloryhmén toisesta yhtéloisti saadaan ehto
Q(a) = 0 ja viimeisestd ehto Q(d) = 0, jolloin yhtélosta (7.5) seuraa edelleen ehto
Q(b) = 0. Yhteensd pitee siis Q(a) = Q(b) = Q(c) = Q(d) = 0.

Tapaus P(c) = Q(c¢) = 0 eli ¢ = 0 késiteltiinkin jo todistuksen alussa, joten

kaikissa tapauksissa saadaan

mikd todistaa suunnan "="".

Suunnan "<=" todistaminen on suoraviivaista: oletuksen P(a) = P(b) = P(c) =
P(d) =0 tai Q(a) = Q(b) = Q(c) = Q(d) = 0 nojalla voidaan sopivasti kertomalla,
konjugaatteja ottamalla ja summaamalla kirjoittaa yhtaloryhmé (7.3). O

Bijektiivisyysoletuksesta seuraavat siis ehdot P(a) = P(b) = P(c¢) = P(d) =0
tai Q(a) = Q(b) = Q(c) = Q(d) = 0 ja A = ad* — be* € R,, joista ensimméiinen
tarkoittaa, ettd kvaternikertoimiset kompleksitason M&bius-kuvaukset ovat mahdol-
lisia ainoastaan kahdessa tapauksessa: kun kaikki kertoimet ovat kompleksilukuja ja
kun kaikkien kertoimien kompleksiosa on nolla. Osoitetaan seuraavaksi, ettd tdméa
patee myo6s kidntien, eli ettd ndiden ehtojen perusteella voidaan nayttda kuvaus 7'

bijektioksi sekii avaruudessa C, ettii avaruudessa R2..

Propositio 7.4.4. Jos matriisin T = [2 Y] kertoimille patevit ehdot
P(a) = P(b) = P(c) = P(d) =0 tai Qa) =Q(b) = Q(c) = Q(d) =0

ja
A = ad* — bc* € R,,

niin sen indusoima kuvaus T(x) = (ax + b)(cx + d)~" on bijektio avaruuksissa Cu
ja R3..

Todistus. Olkoon T' = [¢ b] matriisi, jonka kertoimille pateviit ehdot P(a) = P(b) =
P(c) = P(d) = 0 tai Q(a) = Q(b) = Q(c) = Q(d) = 0 ja A = ad* — bc* € R,.
Tillsin edellisen proposition nojalla kertoimille pitevit myos ehdot bd—!, ac™t, a='b,
c'd € Cja P(a) = 0 tai Q(a) = 0, kun ¢ = 0 ja P(c) = 0 tai Q(c) = 0, kun
¢ # 0. Seuraamalla Proposition 6.2.10 todistusta havaitaan, ettd kuvaus 7" on hyvin

médritelty, ettd silld on olemassa kidnteiskuvaus ja ettd kuvaus 7' ja kidnteiskuvaus
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T* voidaan hajottaa tapauksessa ¢ = 0 muotoon

1
T(x) = Za:ca* +bd !
ja
1

T (z) = Za_lx(a*)_l —a'h.

Termit bd~! ja a='b ovat oletusten nojalla kompleksilukuja. Lausekkeet aza* ja
a lx(a*)"! taas ovat kompleksisia jokaisella muuttujan z € C, arvolla oletuksen
P(a) = 0tai Q(a) = 0 ja Proposition 7.1.1 nojalla. Toisaalta ne kuuluvat Proposition
4.5.5 nojalla avaruuteen R?_ jokaisella muuttujan z € R2, arvolla. Niin ollen kuvaus
T on tapauksessa ¢ = 0 bijektio avaruuksissa C., ja R2_.

Tapauksessa ¢ # 0 vastaavat hajotelmat ovat
T(x)=ac ' —A(c ) (z+ctd) c!

ja
T () = —c'd— AcH(z —ac ') H(c )"

Tulot ac™! ja ¢ 'd ovat oletuksen nojalla kompleksilukuja. Niin ollen lausekkeet
(x + c'd)™! ja (x — ac™)™! ovat muuttujan r € C,, tapauksessa kompleksi-
sen lausekkeen kiinteislukuna kompleksisia ja muuttujan z € R3  tapauksessa
ne kuuluvat vastaavasti avaruuteen R?_. Téten lausekkeet (¢~ ')*(xz + ¢ 'd)"tc™! ja
¢z —ac™t)7H(c™h)* ovat muuttujan x € C,, tapauksessa kompleksisia oletuksen
P(c) = 0 tai Q(c) = 0 ja Proposition 7.1.1 nojalla ja muuttujan R2 tapaukses-
sa ne kuuluvat Proposition 4.5.5 nojalla avaruuteen R . Titen kuvaus T on myds

tapauksessa ¢ # 0 bijektio avaruuksissa C,, ja R2 O

Edellisen tuloksen my6ta ryhma (Ms, -) voidaan kirjoittaa seuraavan lauseen mu-

kaiseen muotoon.
Lause 7.4.5.

M=A{[*%]]a,b,e,de€H, P(a)=P(b)=P(c)=P(d) =0 tai
Qa) = Q) = Q(c) = Q(d) =0, ad” — bc* € R, }

7.5 Ryhmien (M, ) ja GM(C,) homomorfisuus

Seuraavan tuloksen todistus monimutkaistuu hieman edelliseen lukuun verrattuna,
silld kuvaus 7" hajotetaan hieman eri muotoihin kiertojen ja peilausten tapauksissa.

Huomattakoon, ettd peilaus origon suhteen eli kuvaus (5) vastaa muuttujan x € Cy
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tapauksessa kiertoa puolen kierroksen verran, jolloin kuvaus (5) on turha. Kuvaus (5)

tarvitaan kuitenkin muuttujan r € R3_ tapausta varten, jolloin edellinen huomio ei

péde.
Propositio 7.5.1. Matriisin T' € M, indusoima kuvaus on yhdiste seuraavista ku-
vauksista:
(1) siirto [(1) ﬂ , = ao+pu, peC
(2) kierto {(())é C?,} , T—aza, a€C, |of=1
(3) wenytys [8 (l)} ., x—= Nz, ANERy
)
(4) peilaus {g _Oq,} , T —qrg*, qeH, P(qg)=0, [¢=1
, , 1 0]
eilaus origon suhteen —
(5) peil g ht 0 _1| T @
0 1] T
6) inversio R T ke —
( ) _1 0_ ‘:C’2
7) identtinen kuvaus A0 , r—x, MER,.
0 A

Todistus. Olkoon ensin ¢ = 0. Proposition 6.3.1 todistusta seuraten kuvaus T voi-
daan kirjoittaa muotoon

- @A) o

Kuvauksen tulkinta riippuu siiné esiintyvén ortogonaalikuvauksen

o= (3(2)

kertoimesta a, jolle patee Proposition 7.4.1 nojalla joko P(a) = 0 tai Q(a) = 0.
Tapauksessa Q(a) = 0 ortogonaalikuvaus 77 on kierto, joten sitd vastaa ku-
vaus (2).
Tapauksessa P(a) = 0 ortogonaalikuvaus T; on peilaus. Télloin se voidaan kir-
joittaa muotoon
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jolloin se saadaan peilauksen ja origon suhteen tapahtuvan peilauksen yhdisteena.

Yhtéls (7.6) voidaan titen kirjoittaa seuraavaan muotoon, joka kattaa molemmat

- (-2 ()] ()2

Téastd muodosta ndhddin, ettd kuvaus 7" on yhdiste kuvauksista kierto (4) tai pei-

tapaukset:

+bd L.

laus (—), venytys, venytys (A = 1) tai peilaus origon suhteen ja siirto eli matrii-

si(tulo)n

=6 BT

indusoima.
Olkoon sitten ¢ # 0. Talloin kuvaus T voidaan kirjoittaa Proposition 6.3.1 todis-

tuksen nojalla muotoon

10 = () <fi|’> (GG (S) va @D

Sen tulkinta riippuu siiné esiintyvista lausekkeesta

s = () -+ a2

miké on tapauksessa Q(c) = 0 kierto ja tapauksessa P(c) = 0 peilaus muuttujan

—(z 4+ ¢ 'd)~! suhteen. Edellistd tapausta seuraten yhtild (7.7) voidaan kirjoittaa
muotoon

(3 [+ (@)oo (2)

mista nahdéin, ettd kuvaus T on yhdiste kuvauksista siirto, inversio, kierto (+) tai

+act,

peilaus (—), venytys, venytys (A = 1) tai inversio ja siirto eli matriisi(tulo)n

- F ac_l} [1 0 } o 0 [g oo 1 e
“lo 1 1]]0 +& c +<| =1 0|0 1
N \/W 0 Ic]
indusoima. ]

Korostettakoon, ettd tapaus P(a) = P(b) = P(c) = P(d) ei edellisen tuloksen

nojalla lisdd peilausten lisdksi muita uusia kuvauksia.
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Alaluvun viimeisten tulosten todistuksiin ei tule muutoksia.

Lause 7.5.2. Ryhmitl (M, -) ja GMy(Cy) ovat homomorfiset. Ryhmdhomomorfis-
me on muotoa

f:(My,-) = GMu(Cw),  f(T) =T,
missi T on matriisin T indusoima kuvaus. Homomorfismin ydin on {\I | A € R,}.

Todistus. Katso Lauseen 6.3.2 todistus. O

Lause 7.5.3. Tekijiryhmda (Ma,-)/{ A | A € R.} on isomorfinen avaruuden Cy

kvaternikertoimisten Mébius-kuvausten ryhmdn GMy(Cy) kanssa.

7.6 Suunnistuksen sailyttavat avaruuden C,, Mobius-kuvaukset

Peilauksen maérittely edelld kiytetyssda muodossa mahdollistaa seuraavan tuloksen

muotoilemisen yhdenmukaisesti edellisen luvun kanssa.

Propositio 7.6.1. Avaruuden C, kvaternikertoiminen Mébius-kuvaus sdilyttdd suun-

nistuksen, jos ja vain jos sen pseudodeterminantti on posititvinen.

Todistus. Osoitetaan Proposition 6.4.3 todistuksen tapaan, ettd kunkin kuvauksen
(1)—(7) Jacobin determinantti ja pseudodeterminantti ovat samanmerkkiset.

Siirto on kuvaus

To + po
T T+ = , e C,
H [951 + N1:| s
joten sen Jacobin matriisi on
10
J= {0 1} .

Néin ollen siirron Jacobin determinantti on 1. Sen pseudodeterminantti on myos 1,
joten molemmat determinantit ovat samanmerkkiset.

Kierto on kuvaus

T qrgt = py(z), g€eH, Qg =0, |¢ =1

Sen kuvausmatriisi p, on kiertomatriisi. Ortogonaalikuvauksena kierto on lineaa-
rikuvaus, joten sen Jacobin matriisi on kuvausmatriisi p,, jonka determinantti on
kiertona 1. Kuvauksen pseudodeterminantti ¢(¢')* = ¢g = ]q|2 = 12 = 1 on myds
positiivinen, joten molemmat determinantit ovat my6s tissd tapauksessa saman-
merkkiset.

Venytys on kuvaus
)\21'0

2. _
IH)\x_[A%l

:|7 AERJrJ
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joten sen Jacobin matriisi on
g A0
10 N
Sen Jacobin determinantti on tiiten \* eli positiivinen. Kuvauksen pseudodetermi-

nantti on 1, joten molemmat determinantit ovat samanmerkkiset.

Peilaus on kuvaus
T —qxq* = RiQ(q)<x)7 q < Ha P(Q) = 07 ‘q, =L

Se on ortogonaalikuvauksena lineaarikuvaus, joten sen Jacobin matriisi on kuvaus-
matriisi Rig(q), jonka determinantti on peilauksena —1. Kuvauksen pseudodetermi-

nantti ¢(—¢')* = —qq = — |g|* = —12

= —1 on myo6s negatiivinen, joten molemmat
determinantit ovat myos tissad tapauksessa samanmerkkiset.

Peilaus origon suhteen on kompleksimuuttujan = € C,, tapauksessa kierto puolen
kierroksen verran. Téten sen molemmat determinantit ovat edell todistetun nojalla
samanmerkkiset.

Inversio on kuvaus muotoa

—Z0
T 2 2 2
—1 otz +x
T — _|x\2_ 0 Tgl o2l x#0,
23+ 2t + 23
joten sen Jacobin matriisi on
*|1|2+21(2) 2x0x1 2
2
J= | P | = L [mlel 4225 2w
—2$(21I1 |z| _42951 ’CL‘|4 —2x0T1 |Z“ — QI%
|| ||
Matriisin J determinantiksi saadaan
2
det () = L=z +222 2womy
- 8 2 2
|fL‘| —2$0(L’1 |[E| —2512'1
1

= F (= []* + 22) (J|” — 227) — (2wo1)(—2z021)]

1
= (= lal" + 2|af* (2] + 2f) — dagai + daga})

|z]

1 4 20 12
= —5(—lz|" + 2|z["[z]")

||

1, ., 1
= —xglz|" = —3.

|| ||

Inversion Jacobin determinantti on siis positiivinen. Kuvauksen pseudodeterminant-
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ti on 1, joten molemmat determinantit ovat positiivisia.

Identtinen kuvaus on muotoa

Zo
—c
X

joten se jacobin matriisi on
10
=]

jonka determinantti on 1. Kuvauksen pseudodeterminantti A%, A € R,, on myds
positiivinen, joten Jacobin determinantti ja pseudodeterminantti ovat kaikissa ta-

pauksissa samanmerkkiset. O]

Edellisen tuloksen myo6ta voidaan muotoilla suunnistuksen séilyttdvien Mobius-

kuvausten aliryhmééd koskeva tulos edellisen luvun tapaan.

Lause 7.6.2. Tekijiryhma {T € My | A(T) = 1}/{£I1} on isomorfinen avaruu-
den C., suunnistuksen sdilyttivien kvaternikertoimisten Mébius-kuvausten ryhmdn

GMy +(C) kanssa.

7.7 Esimerkkeja

Vaikka kaikki alkuperiiset kompleksitason Mobius-kuvaukset laajenevat avaruu-
teen R, geometrisessa mielessé, kuvausten muoto eli kertoimien arvot voivat muut-

tua. Ensimmadinen esimerkki havainnollistaa tata.

Esimerkki 7.7.1. Kiertoa kulman /4 verran mydtipdividin vastaa kompleksimuut-

tujan tapauksessa kuvaus v — e~ iz, Kuvauksen lauseke voidaan kirjoittaa muotoon
e iz =(e"iz+0)(0-x+1)",

joten sitd vastaa Mdbius-kuvaus

T—{e g O}—FT_; 0}, AT =1 lec\R

0 1 0 1 V2

Sen sijaan avaruuteen R2_ laajentuvien Mibius-kuvausten tapauksessa kyseinen

_mi Ty U . L
kuvaus on muotoa x — e s'xze” ', Tdlloin se voidaan kirjoittaa muotoon

i -

T e spe s = (e 5z 4+ 0)(0- 2z 4 esH 7
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josta sitd ndhdddan vastaavan Mdobius-kuvaus

, A(S)=1€eR..

Loput esimerkit havainnollistavat, ettd tyossd kasiteltyjd geometrisia kuvauksia

voidaan todella esittda Mobius-kuvauksilla.

Esimerkki 7.7.2. Etsitdin se Médbius-kuvaus, joka peilaa kompleksitason suoran
y = x suhteen.
Kompleksitason peilaukset (origon kautta kulkevan suoran suhteen) Mibius-kuvauksella

esitettyna ovat muotoa
x— —qrq", q€H, Pg)=0, lg/=1

On siis madritettdvda se kvaterni q, joka generoi halutun peilauksen.
Proposition 7.1.3 todistuksessa havaitliin, ettd edellisen kuvauksen sekd pisteen

a € C, generoiman peilauksen R, vilinen yhteys on

—qrq" = Rig(g)(),

missd piste i1Q(q) on siis kohtisuorassa peilaussuoraa vasten. Pisteen iQ(q) on ti-
ten oltava suoralla y = —x, ja koska sen etdisyys origosta on 1, sen on oltava
iQ(q) = +(1—1)/v2. Molemmat pisteet generoivat saman peilauksen, joten voidaan
valita etumerkkis —, jolloin q sievenee yksinkertaisempaan muotoon. Elsitty kvaterni
on taten

¢=0+Q(q)j = —<1\/§;)J = (IJ&;)J = J\J/r;

joten haluttua peilausta vastaa Mobius-kuvaus

0

j—k

V2

T = =—-1eR..

j+k . . ) . . 2
= k k k+kj+k

V2 )\ V2 2

Esimerkki 7.7.3. Peilaus pisteen 1+1 suhteen on kuvaus x — 2(1+1) —z, joten se
on origon suhteen tapahtuvan peilauksen ja siirron yhdisteend Mdbius-kuvaus. Kun

kuvaus kirjoitetaan muotoon

r2(1+i)—o=(—2+2+2)0 -2 +1)7"
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sitd ndhdaan vastaavan Mobius-kuvaus

C[-1 2+ -
T_{O | } A=—-1€eR,.

Esimerkki 7.7.4. Etsitidn se Mobius-kuvaus, joka kiertid kompleksitasoa kulman
/2 verran vastapdivadan pisteen 1 — i suhteen.

Kyseinen kuvaus voidaan toteultaa surtimdlld ensin kompleksitasoa niin, etld
piste 1 — 1 surtyy origoon, suorittamalla tdmdn jdlkeen halutiu kierto ja siirtamadalld
lopuksi kompleksitasoa niin, ettd origo sirtyy pisteeseen 1 — 1. Kuvauksen lauseke

on talloin

z ez 4+ (=1 +1)]ed + (1 —1).

Hyddyntien yhteyksii e3' =1 ja ei' = (1+1)/v/2 kuvauksen lauseke voidaan kirjoit-
taa muotoon

eilfz+ (—1+1)]ei’ + (1 —i) =eilzed +e2'(—1+1i)+1—1i
—eflze® +i(—1+i)+1—1i
14+i 141

= x R
V2 V2

_my T _ T
= e+ xes' 4+ 2e 27,

2i

josta havaitaan, ettd sama kuvaus voidaan toteuttaa myds kierron ja siirron yhdis-
teend. Kuvausta vastaava Mébius-kuvaus on selvisti muotoa T'(z) = axd™' + bd !,
missi a = eil jo d' = ei' eli d = e”i'. Ehdosta bd~' = 2e~2' wvoidaan pddtelli

edelleen kerroin b:

Nain ollen haluttu kuvaus on Mobius-kuvaus

T [ezi Qe_j;i] /3

1+ 1+i
14 gl4i
0 e i | L
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8 YHTEENVETO

Tissi tyossd kiisiteltiin avaruuksien Co, ja R3, Mobius-kuvauksia. Tyén keskeise-
né tavoitteena oli selvittdd seuraavat kvaternikertoimisia kompleksitason M&bius-
kuvauksia koskevat kysymykset: Millaisia ehtoja tdméa tapaus asettaa kertoimille
a, b, ¢ ja d, vai onko ylipddnsi edes olemassa muita mahdollisia tapauksia kuin
kompleksiset kertoimet? Jos on, niin minkélaisia kuvauksia ne ovat geometrisessa
mielessa?

Téssa tapauksessa padadyttiin tyylikkéisiin tuloksiin: Kvaternikertoimisten komplek-

sitason Mobius-kuvausten joukko on muotoa

M={[2t]]a,bc,deH, P(a)=P(b)=P(c)=P(d)=0
tai Qa) =Q(b) =Q(c) =Q(d) =0, ad" —bc* € R},

eli kuvaukset ovat mahdollisia tdsmaélleen silloin, kun kaikki kertoimet a, b, ¢ ja d
ovat kompleksilukuja tai kun kaikkien kerrointen kompleksiosa on nolla. Jalkimmai-
nen tapaus siis laajentaa alkuperdisten kompleksitason Mobius-kuvausten joukkoa.
Erityisesti osoittautui, ettd ndmé uudet kuvaukset lisidvat Mobius-kuvausten jouk-
koon kuvaukset muotoa z — —aTa, a € C, |a] = 1, jotka ovat peilauksia origon
kautta kulkevan suoran suhteen. Niin ollen kvaternikertoiminen tapaus tdydentia
kompleksitason Mobius-kuvausten geometrista luonnetta sisallyttaméalld nithin myos
peilaukset.

Tydn toisena tavoitteena oli tutkia, voidaanko avaruuden R3_ Mobius-kuvausten

joukkoa
GL(2,H) ={[*b] | a,b,c,d H, ab*,cd*,c*a,d*b € R®, ad* — bc* € R, }

koskevat ehdot yhdistda konkreettisemmiksi, yksittaisia kertoimia a, b, ¢ ja d koske-
viksi ehdoiksi. Tama tapaus kuitenkin johti niin monimutkaisiin ehtoihin, ettei niita

saanut tiivistettyd mielekkadksi tulokseksi.
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