TAMPEREEN YLIOPISTO
Pro gradu -tutkielma

Suvi Pasanen

Kvasiryhmista ja niiden sovelluksista

Informaatiotieteiden yksikko
Matematiikka
Maaliskuu 2016




Tampereen yliopisto

Informaatiotieteiden yksikko

PASANEN, SUVI: Kvasiryhmisté ja niiden sovelluksista
Pro gradu -tutkielma, 38 s.

Matematiikka

Maaliskuu 2016

Tiivistelma

Tutkielman aiheena ovat kvasiryhmiksi kutsutut algebralliset struktuurit. Li-
siksi tutkielmassa esitellaan kvasiryhmien sovelluksina latinalaiset neliot seka
eras kvasiryhmié kayttava salausalgoritmi. Kvasiryhmat ovat sellaisia struktuu-
reja (Q, ), joissa silloin, kun joukon Q alkioille pétee, ettd x * y = z ja ettd
alkioista kaksi tiedetdén, niin kolmas pystytadn paitteleméan yksikasitteises-
ti. Tutkielman luvussa 2 esitellaén kvasiryhmien teoriaa. Luvussa méaaritellaén
kvasiryhmille vasemman- ja oikeanpuoleiset jakolaskut, joiden avulla voidaan
esittda kvasiryhmille uusi karakterisointi. Lisdksi esitetdén lause, jota kutsu-
taan alikvasiryhmaétestiksi, jonka avulla pystytdan selvittdméaan, muodostaa-
ko joukon osajoukko my6s kvasiryhmén niisséd méaritellylla laskutoimituksella.
Luvussa madritelladn myos kvasiryhmille homomorfiat ja isomorfiat seké eri-
tyisesti homotopiat ja isotopiat. Tutkielmassa osoitetaan, ettd kvasiryhmaéiso-
topia on ekvivalenssirelaatio. Lisdksi isotopioista erikoistapauksena méaéritel-
laan myos padisotopia, jossa kolmas isotopian komponenteista on identiteetti-
kuvaus. Luvun lopuksi esitelldaan luupit, jotka ovat sellaisia kvasiryhmia, joilla
on neutraalialkio. Latinalaisten nelididen maéritelmén lisdksi tutkielman lu-
vussa 3 esitetddn muutamia merkittévia lauseita, jotka yhdistavét kvasiryhmia
ja latinalaisia nelioita seka lisdksi siiné esitetdén kvasiryhmien kertotauluesitys.
Luvun lopuksi osoitetaan, ettd on olemassa kvasiryhmié, jotka eivét ole isomor-
fisia ryhmien kanssa, mistd syystd kvasiryhmien tarkastelu ryhmista erillisina
algebrallisina struktuureina on mielekéasta. Tutkielman lopuksi luvussa 4 luo-
daan lyhyt katsaus kryptografian teoriaan ja esitellddn sekd arvioidaan sym-
metristd jonosalausalgoritmia, joka kiayttda salauksessa apunaan kvasiryhmié.
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1 Johdanto

Tassé tutkielmassa esitelladan algebrallisia struktuureja, joita kutsutaan kva-
siryhmiksi. Luvussa 2 késitellddn kvasiryhmien yleistd teoriaa. Aliluvussa 2.1
esitetddn kvasiryhmén maéritelma ja tuodaan esille sen ja ryhmén mééritel-
mén eroavaisuuksia. Aliluvussa 2.2 méaritelladn kvasiryhmille kaksi erilaista
jakolaskua, joiden avulla kvasiryhmille voidaan esittdé uusi méaaritelméa. Alilu-
vussa 2.3 tarkastellaan kvasiryhmien alikvasiryhmid ja esitellddn alikvasiryh-
maétestiksi kutsuttu lause, jonka avulla pystytddn méaarittdaméadn muodostaako
kvasiryhmén joukon osajoukko myo6s kvasiryhmén. Aliluvussa 2.4 méaritelladn
homomorfiat ja isomorfiat kvasiryhmien yhteydessa. Aliluvussa 2.5 esitetddn
kvasiryhmien homotopian ja isotopian maéaritelmét sekd esitetddn miten kva-
siryhmistd saadaan muodostettua isotopian avulla uusia kvasiryhmia. Alilu-
vussa 2.6 médritelladn padisotopia, joka on isotopian erikoistapaus. Luvun lo-
puksi aliluvussa 2.7 esitelldan luuppien maéritelmé ja osoitetaan isotooppisten
ryhmien olevan my6s isomorfisia. Luvussa 3 madaritellaan latinalaiset neliot ja
esitellddn kvasiryhmien erés esitystapa, jolla on yhteys latinalaisiin neli6ihin.
Aliluvussa 3.2 myo0s esitetddn esimerkkitapaus luupista, joka ei ole liitdnnéi-
nen ja esitetddn perustelu, miksi kvasiryhmien tarkastelu ryhmisté erillisené
algebrallisena struktuurina on mielekésté. Lopuksi luvussa 4 luodaan lyhyt kat-
saus kryptografiaan, esitelldan erds kvasiryhmia soveltava salausalgoritmi seka
viimeiseksi arvioidaan algoritmia kryptografialle merkittévien ominaisuuksien
valossa.

Tutkielman lukijalta oletetaan ryhméteorian alkeiden tiedot, silla esimer-
kiksi ryhméan méaritelmad ei tutkielmassa esitetd. Pddosin tutkielmassa kui-
tenkin pyritddn madritteleméasn ja esittamadn tarkasti siind tehdyt paatelmét
ja kiytetyt termit. Tutkielman esimerkit ovat kirjoittajan itsenséd keksimia ja
niihin on pyritty valitsemaan mahdollisimman yksinkertaiset joukot ja lasku-
toimitukset, joiden avulla aihealuetta pyritddn selventdamaéadn lukijalle.

Pédasiallisena lahdeteoksena tutkielmassa on kiytetty J. D. Smithin kirjaa
Introduction to Abstract Algebra. Kyseinen kirja on muotoiltu siten, etté todis-
tuksista on usein jatetty osa lukijan harjoitustehtéaviksi. Tutkielman todistuk-
sissa pyritdan tuomaan ilmi selkedsti, mikéli osa todistuksesta on tutkielman
kirjoittajan osoittamaa. Tutkielmassa on kiytetty lahteend ldhinné latinalais-
ten nelididen yhteydessa ja aliluvussa 2.5 esitetyssad kvasiryhmien muodosta-
misen esimerkissd myos C. Koscielnyn artikkelia Generating quasigroups for
cryptographic applications. Lisdksi tutkielman kryptografisessa osuudessa mer-
kittavimmét ladhteet ovat S. Markovskin, D. Gligoroskin ja S. Andovan konfe-
renssiartikkeli Using quasigroups for one-one secure encoding ja E. Ochodkovan
and V. Snéselin konferenssiartikkeli Using quasigroups for secure encoding of
file system. Tutkielmassa on pyritty mahdollisimman tarkkaan lahdeviittausta-
paan ja muut tutkielmassa kaytetyt ldhteet ilmenevét niiden esiintymiskohdis-
sa.



2 Kvasiryhmien ominaisuuksia

2.1 Kvasiryhman maaritelma

Ryhmaéteoriassa ryhmén (Q, -) laskutoimituksella on kaksi tarkeda ominaisuut-
ta: liitdnnaisyys ja se, ettd mikéli x, y ja z ovat joukon Q alkioita, joille x-y = z
ja niista kaksi tiedetdén, pystytddn kolmas péadtteleméadn yksikésitteisesti. On
olemassa myos joukkoja, joiden laskutoimitus tayttaé vain toisen naista ehdois-
ta. Joukkoja, jotka tdyttavit vain liitdnnéisyyden ehdon, kutsutaan puoliryh-
miksi. 7, s. 287] Téssé tutkielmassa esitellddn jalkimmaéisen ehdon toteuttavat
joukot, joita kutsutaan kvasiryhmiksi.

Maaritelma 2.1.1 (vrt. |7, s. 287]). Olkoon joukko Q suljettu sen alkioiden
laskutoimituksen - suhteen. Oletetaan, ettd kun joukon Q alkioille x, y ja z
patee, etta

X-y=z

ja ettd naistad alkioista kaksi tiedetddn, niin kolmas alkio pystytddan paittele-
maén yksikasitteisesti. Silloin struktuuria (Q,-) kutsutaan kvasiryhmdksi.

Tyhja joukko toteuttaa kvasiryhmén méaritelmén, silla siind ei ole alkioita,
joille madritelméan vaite voitaisiin osoittaa epéatodeksi. Osassa ldhteista kuiten-
kin mééritelladn struktuurin (Q,-) joukko Q epétyhjiksi. [5, s. 2] Myos téssa
tutkielmassa oletetaan, etté joukko Q ei ole tyhja joukko. Liséksi on huomioita-
va, ettd téssd tutkielmassa struktuurin (Q,-) laskutoimitusta - kutsutaan ker-
tolaskuksi, mutta kyseessé voi olla miké tahansa joukossa Q méaritelty kahden
alkion laskutoimitus.

Esimerkki 2.1.1. Tarkastellaan reaalilukujen joukkoa R varustettuna tavalli-
sella reaalilukujen vihennyslaskulla, eli struktuuria (R, —). Oletetaan, etta re-
aaliluvuille x, y ja z piatee x —y = z. Jos alkiot x ja y tiedetdén, niin reaaliluku-
jen vahennyslaskulla voidaan maarittaa alkion z yksikasitteisesti. Jos tiedetaan
alkiot x ja z, niin y voidaan maéarittad yksikasitteisesti yhtalostd y = x — z.
Mikéli tiedetaédn alkiot y ja z, voidaan x maarittaa yksikésitteisesti yhtalostéa
x =y + z. Taten (R, —) on kvasiryhma.

Huomioitavaa on, ettéd struktuurissa (R, —) péatee esimerkiksi
1-1)-1=-1#1=1-(1-1),

joten (R, —) ei ole liitdnnédinen. Téten (R, —) ei ole ryhméa. Néain ollen kaikki
kvasiryhmaét eivét ole ryhmié.

Lause 2.1.1. Jokainen ryhmd on kvasiryhmd.



Todistus. (Vrt. |7, s. 86]). Olkoon struktuuri (Q, -) ryhmaé. Oletetaan myds, etta
x -y =z, joillain x, y, z € Q. Nyt tulee osoittaa, ettd mikali kaksi alkioista x, y
ja z tiedetddn, niin kolmas pystytddn maarittamaan yksikésitteisesti. Jos x ja
y tiedetddn, niin z voidaan maarittad yksikasitteisesti ryhméan Q kertolaskun
mukaisesti. Jos x ja z tiedetddn, niin y voidaan selvittda ratkaisemalla y =
x~1. z, missid x~! on alkion x kiiéinteisalkio joukossa Q. Tamé pétee, sillé

x-y:x-(x'l-z)=(x-x'1)-z:e-z=z,

missé e on ryhmén (Q, -) neutraalialkio, ja koska liséksi tiedetdén, ettd ryhmille
pétee, ettd kun x, y; ja y2 ovat ryhmén alkioita, niin

X-Yy1=X-y2 = Y1 =Y2.

Jos y ja z tiedetééin, voidaan x ratkaista yksikisitteisesti yhtalosta x = z -yt
Tama pitee, silla

xoy=(z-yH-y=z-(y-yH=ze=g

missé e on ryhmén (Q, -) neutraalialkio ja koska liséksi tiedetaén, ettd ryhmille
patee, ettd kun x1, x2 ja y ovat ryhmén alkioita, niin

X1y=X9:'y = X1 = X2.

2.2 Kvasiryhman jakolaskut

Kvasiryhmét on mééritelty siten, etta niissa voidaan suorittaa myos laskutoimi-
tuksen kiddnteisoperaatio, jota téssa tutkielmassa kutsutaan jakolaskuksi. Itse
asiassa kvasiryhmissd voidaan maaritella kaksi erilaista jakolaskua.

Maaritelma 2.2.1 (vrt. [7, s. 293|). Olkoon (Q,-) kvasiryhmaé ja olkoot x ja
y joukon Q alkioita. T&lloin joukon Q alkio x\y maéaritella&n yhtalon

X-z=y
yksikésitteisené ratkaisuna z. Toisin sanoen,
x - (x\y) =y.

Joukon Q laskutoimitusta \ kutsutaan kvasiryhmdn (Q, -) vasemmanpuoleiseksi
jakolaskuksi.

Madritelma 2.2.2 (vrt. [7, s. 293]). Olkoon (Q, -) kvasiryhmé ja olkoot x ja
y joukon Q alkioita. Télloin joukon Q alkio x/y méaritellaan yhtalon

Z-y=x



yksikésitteisené ratkaisuna z. Toisin sanoen,

(x/y)-y=x.

Joukon Q laskutoimitusta / kutsutaan kvasiryhmdan (Q,-) oikeanpuoleiseksi ja-
kolaskuksz.

Esimerkki 2.2.1. Tarkastellaan reaalilukujen joukkoa R véhennyslaskulla va-
rustettuna. Esimerkissé 2.1.1 osoitettiin, ettd (R, —) on kvasiryhmaé. Kvasiryh-
maéssd (R, —) alkio 1\2 saadaan ratkaisemalla yht&lo

1-(1\2) =2,
(1\2) =1-2,
(1\2) = -1.

Toisin sanoen kvasiryhmén (R, —) vasemmanpuoleisessa jakolaskussa osoitta-
jasta vahennetdan nimittaja. Toisaalta kvasiryhmén (R, —) alkio 1/2 saadaan
ratkaisemalla yht&lo

(1/2) -2 =1,
(1/2) =1+2,
(1/2) = 3.

Kvasiryhmén (R, —) oikeanpuoleinen jakolasku on téaten osoittajan ja nimittéa-
jan summa.

Apulause 2.2.1. Olkoon (Q, ) kvasiryhmd ja olkoot x ja y joukon Q alkioita.
Talloin seuraavat ominaisuudet ovat voimassa:

L x\(x-y)=y,
2. y/(x\y) = x,
3. (y-x)/x=y,
4. (/0\y = x.

Todistus. (Vrt. [7, s. 295]). Olkoon z = x - y. Tarkastellaan ensin véitetta 1.
Koska (Q,-) on kvasiryhma, niin alkio y on yhtélon x - s = z yksikésitteinen
ratkaisu s. Toisaalta vasemmanpuoleisen jakolaskun maéaritelméan 2.2.1 nojalla
tiedetadn, ettd x - (x\z) = z, joten on oltava y = x\z. Talloin

X\(x - y) = x\(x - (x\2))
= x\Z
=Yy,

eli vaite 1 patee.



Tarkastellaan seuraavaksi véitettd 2. Oikeanpuoleisen jakolaskun maéritel-
mén 2.2.2 mukaan (z/y) -y = z. Koska (Q,-) on kvasiryhmé, niin alkio x on
yhtéalon ¢ - y = z yksikésitteinen ratkaisu ¢. Téten on oltava z/y = x. Nyt

z/(x\z) = z/y

= X.

Néhdaan, etta selvisti vaite 2 pétee, kun edelliseen yhtéloon alkion z paikalle
sijoitetaan alkio y.

Léhteessé [7] véitteiden 3 ja 4 todistus on jitetty harjoitustehtéviiksi. Osoi-
tetaan ne todeksi tésséd tutkielmassa. Tarkastellaan ensiksi véitettd 3. Olkoon
7" se yksikasitteinen joukon Q alkio, jolle pitee y - x = z’. Oikeanpuoleisen ja-
kolaskun maéritelmén 2.2.2 nojalla (z’/x) -x = 7" =y - x, eli z’/x = y. Saadaan

(v x)/x=2)x
= y,

eli viite 3 patee.
Tarkastellaan viela vaitettda 4. Vasemmanpuoleisen jakolaskun méaaritelmén
2.2.1 nojalla y - (y\z’) =z = y - x, eli y\z’ = x. Nyt vaitteen 3 nojalla patee

@[\ = ((y - x) [0\
= y\7’
= X.

Néhdaan, etté selvisti véite 4 péatee, kun edelliseen yhtaloon alkion z” paikalle
sijoitetaan alkio y. O

Nyt voidaan jakolaskun avulla esittdd uusi maaritelméa kvasiryhmille.

Lause 2.2.2. Joukko Q muodostaa kvasiryhmdn (Q,-) jos ja vain jos siind
mddaritellyille vasemmanpuoleiselle ja oikeanpuoleiselle jakolaskulle pdtee:

Lox-(x\y) =y,
2. (x/y)-y=x,
3o x\(x-y) =y,
4. (y-x)[x =y,

kaikilla x, y € Q.

Todistus. (Vrt. |7, s. 295]). Oletetaan ensin, ettéa (@, -) on kvasiryhmé. Talloin
viite 1 seuraa suoraan vasemmanpuoleisen jakolaskun mééaritelmésta 2.2.1 ja
véite 2 seuraa suoraan oikeanpuoleisen jakolaskun maaritelmasta 2.2.2. Liséksi
apulauseen 2.2.1 nojalla viitteet 3 ja 4 patevit, silld viite 3 on apulauseen
ominaisuus 1 ja viite 4 on apulauseen ominaisuus 3.



Oletetaan sitten, ettd joukossa Q on maéritelty operaatiot -, \ ja / siten, etta
niille patee vaitteet 1 - 4. Tarkastellaan yhtaloa x-y = z, kun x, y ja z kuuluvat
joukkoon Q. Huomataan ensin, ettd jos x ja y tiedetdén, niin yksikasitteinen
ratkaisu z saadaan joukon Q kertolaskun méaritelmén mukaisesti. Osoitetaan
sitten, ettd yhtalolle x - y = z 16ytyy yksikésitteinen ratkaisu joukosta Q, kun
tiedetadn alkiot y ja z. Talloin véitteen 2 nojalla (z/y) -y = z, joten x = z/y
on yksi ratkaisu yhtéldlle x - y = z. Oletetaan sitten joukon Q alkioiden s ja t
olevan ratkaisuja yhtéalolle x-y = z, kun y ja z tiedetddn. Viitteen 4 perusteella
saadaan

s=(s-y)/y=z/ly=@t-y)y=t.

Taten saatu ratkaisu x = z/y on yksikésitteinen. Osoitetaan vield lopuksi lah-
teessd [7] harjoitustehtéviksi jatetty tilanne, missé yhtélolle x - y = z loytyy
ratkaisu joukosta Q, kun tiedetdan alkiot x ja z. Talloin véaitteen 1 perusteella
x-(x\z) =z eli y=x\z on yksi yhtdlon x - y = z ratkaisu. Oletetaan alkioiden
s’ t" € Q olevan ratkaisuja yhtéalolle x-y = z, kun x ja z tiedetdén. Nyt vaitteen
3 nojalla

sS=x\(x-s)=x\z=x\(x-t) ="¢.

Siis ratkaisu y = x\z on yksikésitteinen. Téten on osoitettu, ettd (Q,-) on
kvasiryhma. O

Lause 2.2.3. Olkoon (Q,-) kvasiryhmd, jossa on mddritelty vasemmanpuolei-
nen jakolasku \ ja oikeanpuoleinen jakolasku [. Talloin struktuurit (Q,\) ja
(0, /) ovat myds kvasiryhmid.

Todistus. (Vrt. |7, s. 296]). Tarkastellaan yhtaloa x\y = z, jossa x, y, z € Q. Jos
alkiot x ja y tiedetdén, niin z voidaan ratkaista yhtalostd vasemmanpuoleisen
jakolaskun méaritelmén 2.2.1 perusteella yksikésitteisesti. Oletetaan sitten, et-
téd tiedetddn alkiot y ja z. Apulauseen 2.2.1 ominaisuuden 4 nojalla tiedetéén,
ettd yhtalolla on ratkaisu x = y/z. Jos olisi olemassa sellainen s € Q, ettd
s\y = z ja x\y = z, niin apulauseen 2.2.1 vaitteen 2 nojalla

x=ylz=y/[(s\y) =s.

Téaten saatu ratkaisu x = y/z on yksikésitteinen.

Todistuksen seuraavat osiot on jatetty ldhteessa |7] harjoitustehtéviksi. Osoi-
tetaan ne tassa tutkielmassa todeksi. Tarkastellaan vield tapausta, jossa yhtéa-
losta x\y = z tiedetdén alkiot x ja z. Apulauseen 2.2.1 ominaisuuden 1 nojalla
yhtélolla on ratkaisu y = x-z. Oletetaan, etté on olemassa sellainen s’ € Q, jolle
x\s’ = z. Nyt koska (Q, -) on kvasiryhma4, niin vasemmanpuoleisen jakolaskun
madritelmén 2.2.1 nojalla patee

y=x-(x\y)=x-z=x-(x\s") =s".

Téaten on osoitettu, etta (Q,\) on kvasiryhma.



Tarkastellaan sitten yhtaloa x/y = z, jossa x, y, z € Q. Jos alkiot x ja y
tiedetéddn, niin z voidaan ratkaista yhtélosta oikeanpuoleisen jakolaskun méaa-
ritelmén 2.2.2 perusteella yksikéasitteisesti. Oletetaan, etté tiedetdén alkiot y ja
z. Lauseen 2.2.2 ominaisuuden 4 nojalla yhtalolla on ratkaisu x = z-y. Jos olisi
olemassa t € Q siten, ettd t/y = z ja x/y = z, niin lauseen 2.2.2 ominaisuudesta
2 seuraa, etta

x=z-y=(t]y)-y=t.

Téaten saatu ratkaisu x = z-y on yksikésitteinen. Oletetaan vield, etta tiedetdan
alkiot x ja z. Talloin apulauseen 2.2.1 ominaisuuden 2 nojalla yhtélolla on
ratkaisu y = z\x. Oletetaan, ettd on olemassa sellainen ¢’ € Q, ettd x/t’ = z.
Télloin apulauseen 2.2.1 ominaisuuden 4 nojalla pétee

y=2z\x = (x/)\x =7.

Téaten saatu ratkaisu y = z\x on yksikésitteinen ja on osoitettu, ettd (Q, /) on
kvasiryhma. O

2.3 Alikvasiryhmat

Tassé aliluvussa esitellaéan alikvasiryhmien késite. Lisdksi esitellaan lause, jonka
avulla voidaan selvittda, onko joukon osajoukko myos kvasiryhma.

Maaritelma 2.3.1 (vrt. |7, s. 297]). Olkoon (Q, -) kvasiryhmé. Jos joukon Q
osajoukko § muodostaa kvasiryhmén (S, -), sitd kutsutaan kvasiryvhméan (Q, -)
alikvasiryhmdksi.

Lause 2.3.1 (Alikvasiryhmétesti). Olkoon (Q, -) kvasiryhmd ja olkoon S joukon
Q osajoukko. Tdlloin (S,-) on kvasiryhmdan (Q, -) alikvasiryhmd, jos ja vain jos
kaikille x, y € S pitee, ettd x -y, x\y ja x/y € S.

Todistus. (Vrt. [7, s. 298|). Jos S on suljettu kertolaskun sekéd vasemman- ja
oikeanpuoleisen jakolaskun suhteen, niin lauseen 2.2.2 nojalla voidaan todeta,
ettd (S,-) on kvasiryhmaé. Alikvasiryhmén maééritelmén 2.3.1 nojalla (S,-) on
siis kvasiryhmén (Q, -) alikvasiryhma.

Oletetaan sitten, ettd (S,:) on kvasiryhmén (Q,-) alikvasiryhma. Talloin
(S,-) on alikvasiryhmén maéritelméan 2.3.1 nojalla my6s kvasiryhma. Olete-
taan, ettd x ja y ovat joukon S alkioita. Téall6in kvasiryhmén maaritelméas-
td 2.1.1 seuraa ettd x -y € §. Téaten (S,-) on suljettu kertolaskun suhteen.
Tiedetddn myos, ettd yhtalon x - z = y yksikésitteisen ratkaisun z = zg € §
tulee olla sama kuin yksikasitteisen ratkaisun z = zg € Q, silld joukoissa S ja Q
on madritelty sama laskutoimitus. Tamé ratkaisu voidaan vasemmanpuoleisen
jakolaskun maéaritelméan 2.2.1 mukaan kirjoittaa z = x\y. Nain ollen (S,-) on
suljettu vasemmanpuoleisen jakolaskun suhteen. Toisaalta yhtdlon z” -y = x
yksikdsitteisen ratkaisun z’ = z§ € § tulee olla sama kuin yksikasitteisen rat-
kaisun 7" = z/, € Q. Tamaé ratkaisu voidaan oikeanpuoleisen jakolaskun mé&a-
ritelmén 2.2.2 mukaan kirjoittaa 7’ = x/y. Téten kvasiryhma (S, -) on suljettu
myos oikeanpuoleisen jakolaskun suhteen. O



Esimerkki 2.3.1. Onko kokonaislukujen joukko Z viahennyslaskulla varustet-
tuna kvasiryhmé? Tiedetddn, ettd Z on reaalilukujen joukon R osajoukko.
Esimerkissa 2.1.1 osoitettiin reaalilukujen joukon R varustettuna vahennys-
laskulla olevan kvasiryhmaé. Esimerkissa 2.2.1 osoitettiin, ettd kvasiryhméssa
(R, —) vasemmanpuoleisen jakolaskun x\y tulos saadaan vihentdmalld nimit-
tajasta osoittaja. Tunnetusti kaikille x ja y € Z pétee, ettd x — y € Z, joten
x\y = x —y € Z. Esimerkissé 2.2.1 osoitettiin myds, ettd oikeanpuoleisen ja-
kolaskun x/y tulos saadaan laskemalla osoittaja ja nimittdja yhteen. Koska
kaikille x ja y € Z pétee, ettd x+y € Z, niin myos x/y € Z. Téten lauseen 2.3.1
nojalla (Z,—) on kvasiryhma.

Esimerkki 2.3.2. Onko luonnollisten lukujen joukko N viahennyslaskulla va-
rustettuna kvasiryhma? Tiedetddn, ettd N on reaalilukujen joukon R osajoukko.
Esimerkissa 2.1.1 osoitettiin reaalilukujen joukon R varustettuna vahennyslas-
kulla olevan kvasiryhmaé. Tarkastellaan lukuja 1 ja 2 € N. Nyt esimerkin 2.2.1
nojalla vasemmanpuoleinen jakolasku olisi 1\2 = 1 -2 = -1 ¢ N. Téten (N, —)
ei ole kvasiryhma.

2.4 Homomorfiat ja isomorfiat

Maaritelma 2.4.1 (vrt. |7, s. 298]). Olkoot (Q1,-) ja (Q2,*) kvasiryhmia.
Talloin kuvaus f : Q1 — Q9 on kvasiryhmdahomomorfismi, jos

f) = f(y)=f(x-y) Yx,y € 01.

Maésritelma 2.4.2 (vrt. |7, s. 298]). Olkoot (Q1,-) ja (Q2, *) kvasiryhmii ja
olkoon f : (Q1,:) — (Q2, %) kvasiryhmdhomomorfismi. Jos f on bijektio, sitd
kutsutaan kvasiryhmdisomorfismiksi. Kvasiryhmét Q1 ja Qo ovat isomorfiset,
jos niiden vélilla on isomorfismi.

Esimerkki 2.4.1. Tarkastellaan reaalilukujen joukkoa R ja positiivisten re-
aalilukujen joukkoa R*. Maaritellaan kahden reaaliluvun x ja y aritmeettisen
keskiarvon = olevan

x+y
2

X®y=

Madritelladn lisdksi kahden positiivisen reaaliluvun x” ja y” geometrisen kes-
kiarvon o olevan

Osoitetaan, ettd struktuurit (R, x) ja (R*, o) ovat kvasiryhmié ja ettd niiden
vililld on kvasiryhméisomorfia. Oletetaan, ettéd x = y = z pétee joillain reaalilu-
vuilla x, y ja z. Jos tiedetdén x ja y, niin selvésti niiden aritmeettinen keskiarvo
z = x—;y on yksikédsitteisesti maéaritelty. Jos taas tiedetdén y ja z, niin x voi-

daan maarittad yksikasitteisesti x = 2z — y. Lisaksi mikali tiedetdan x ja z,



niin y voidaan méarittaa yhtalosta y = 2z — x yksikésitteisesti. Taten (R, ) on
kvasiryhma.

Oletetaan sitten, ettd x o y = z patee joillain positiivisilla reaaliluvuilla
x, y ja z. Kun tiedetdan x ja y, niiden geometrinen keskiarvo z = 4/x -y on
selvasti yksikésitteisesti maaritelty. Jos y ja z tiedetdén, niin x on yksikéasittei-
sesti maaritettyna x = % Jos taas x ja z tiedetdén, niin y voidaan maarittaa
yksikésitteisesti y = é Siis my6s (R, o) on kvasiryhma.

Olkoon funktio f : (R,*) — (R*, o) mééiritelty siten, ettd f : x +— e*.
Tiedetdén, ettd eksponenttifunktiona f on bijektio. Riittaé siis osoittaa, etté
f on kvasiryvhméhomomorfismi. Olkoot a, b € R. Nyt

f(a)o f(b) =e“oe

=4 - eb
_ \Jela+h)

(a+b
(a+b))

[N

Il
~

e
_ path)(3)

a+b
2

e
= f(ax*b).

On siis osoitettu, ettd kvasiryhmét (R, *) ja (R*, o) ovat isomorfiset.

Lause 2.4.1. Olkoot (Q1,-) ja (Q2,*) kvasiryhmid. Olkoon f : Q1 — Q9 kva-
siryhmdaisomorfisma. Talloin (Q1, ) on liutdnndinen, jos ja vain jos (Q2,*) on
luitdnndinen.

Todistus. (Ks. [9, s. 39]). Oletetaan, ettd (Q1,-) on liitdnnéinen. Nyt koska
f on isomorfismina bijektio, niin se on myo6s surjektio. Téten kaikilla x, y ja
z € Q9 pitee, ettd on olemassa sellaiset alkiot x’, y’ ja 7’ € Q1, joille f(x") = x,
fO) =yja f(z') = z. Télléin péatee

(xxy)*xz=(f(X)* f(Y))* f(2)
=f(x"-y) = f(2)
= f((x"-y)-2)
=f&x"-0"2))
=f(x)=fO-2)
= f(X) = (f(Y) * f(2))

= x*(y*2).

Nahdaén, ettd nyt myos (Qo, *) on liitdnnainen.
Oletetaan sitten, ettd (Qs, *) on liitdnnainen. Koska f on isomorfismi, niin



my6s £~ Qo — Q1 on isomorfismi. Nyt pitee
o) =T oD @)
=[x y) - fTH)
= [T ((xxy) *2)
=[x (y*2)
=70 o)
=@ o) @)
=x'"- (7)),
eli myos (Q1,-) on liitdnnéinen. Taten viite pétee. O

Lause 2.4.2. Olkoot (Q1,-) ja (Q2,-) kvasiryhmid, joille on mddaritelty vasem-
manpuoleinen jakolasku \ ja oikeanpuoleinen jakolasku /. Olkoon f : (Q1,-) —
(Q2, ) kvasiryhmdhomomorfismi. Talloin kaikille x, y € Q1 pitee

JOONf) = f(x\y)  Ja fO/f(y) = fx/y).

Todistus. (Vrt. [7, s. 299]). Vasemmanpuoleisen jakolaskun mééritelmén 2.2.1
perusteella kvasiryhmaéssa (Q1, ) patee x - (x\y) = y. Koska f on kvasiryhmé-
homomorfismi, niin

J) - flx\y) = f(x-(x\y) = f(¥)

patee joukossa Q2. Toisaalta yhtalon f(x) -z = f(y) yksikésitteinen ratkai-
su kvasiryhmaéssa (Qo,-) on vasemmanpuoleisen jakolaskun maéaritelméan 2.2.1

mukaan z = f(x)\f(y). Siis oltava f()\f(y) = f(x\y).
Oikeanpuoleisen jakolaskun maéaritelméan 2.2.2 nojalla kvasiryhméassa (Qj, -)
patee, ettd (x/y) -y = x. Koska f on kvasiryhmadhomomorfismi, niin joukossa

Q> patee
fx/y) - f(y) = fUx/y)-y) = f(x).

Toisaalta yhtalon z- f(y) = f(x) yksikasitteinen ratkaisu kvasiryhméssa (Qo, -)
on oikeanpuoleisen jakolaskun méaritelmén 2.2.2 mukaan z = f(x)/f(y). Siis

patee f(x)/f(y) = f(x/y). O

Lause 2.4.3. Olkoot (Q1,-) ja (Qo,-) kvasiryhmid. Tdlloin nitden karteesinen
tulo Q1 X Q2 varustettuna alkioiden kertolaskulla

(x1,x2) - (Y1, ¥2) = (X1 - y1, X2 - y2)

muodostaa kvasiryhman (Q1 X Qo,-). Tdssd kvasiryhmdssd on vasemmanpuo-
leinen jakolasku

(x1, x2)\(¥1, y2) = (x1\y1, X2\y2)
ja otkeanpuoleinen jakolasku

(x1,x2)/(y1, y2) = (x1/y1, X2/ y2),

kun ne toteutetaan alkioittain samoin, kuin kvasiryhmissd (Q1,-) ja (Qa,-).
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Todistus. (Vrt. |7, s. 299]). Olkoot (x1,x2) ja (y1,y2) tunnettuja alkioita jou-
kossa Q1 X Q9. Tilloin niiden kertolaskun maéaaritelméan mukaan pétee (xq, x2) -
(v1,y2) = (x1-y1, x2 - y2). Karteesisen tulon maaritelméan perusteella tiedetdan,
ettd x1,y1 € Q1 ja x2, y2 € Q2. Koska (Q1,-) ja (Q2,-) ovat kvasiryhmié, ne
ovat kertolaskun suhteen suljettuja ja niissad kertolaskun tulos on yksikésittei-
nen. Taten myos alkioiden kertolaskun tulos (x1 - y1, x2 - y2) on yksikésitteinen
ja kuuluu joukkoon Q7 X Qs.

Olkoot sitten (y1, y2) ja (z1, z2) tunnettuja alkioita joukossa Q1 X Q2. Jos
patee, etta

(x1,x2) - (1, ¥2) = (X1 - y1, X2 - y2) = (21, 22),

jollakin (x1, x2) € Q1 X Q2, niin yhtélolle on olemassa ratkaisu

(x1,x2) = (z1/y1, 22/ y2),

missé / on kvasiryhmien (Q1,-) ja (Q2, ) oikeanpuoleinen jakolasku. Lahtees-
sé [7] todistuksen seuraavat osiot on jatetty harjoitustehtéviksi. Osoitetaan ne
tassa tutkielmassa todeksi. Selvennetdéan kuitenkin vield ensin saatua edellises-
ta kohdasta ratkaisua (x1, x2) = (21/y1, 22/y2), joka pitee, silla

(z1/y1, 22/y2) - V1, ¥2) = ((z1/y1) - y1, (22/y2) - ¥2)
= (21, 22) (lause 2.2.2, ominaisuus 2)

Tiedetddn, ettd z1, y1 € Q1 ja z2, y2 € Qs. Oikeanpuoleisen jakolaskun maééaritel-
mén 2.2.2 mukaan sen tulos on yksikésitteinen ja kuuluu kvasiryhméan. Téten
saatu ratkaisu (x1, x2) on myos yksikésitteinen ja (x1, x2) € Q1 X Qo.

Oletetaan vield, ettd tunnetaan joukon Qi X Q9 alkiot (x1,x2) ja (z1,22),
joille péatee

(x1,x2) - (y1, ¥2) = (x1 - y1, X2 - y2) = (21, 22),
jollakin (y1, y2) € Q1 X Q2. Nyt yhtélolle on olemassa ratkaisu

(¥1, ¥2) = (x1\z1, x2\22),

missé \ on kvasiryhmien (Q1, -) ja (Q2, ) vasemmanpuoleinen jakolasku. Tama
patee, silla

(x1,x2) - (x1\z1, X2\z2) = (x1 - (x1\21), X2 - (x2\22))
= (z1, 22). (lause 2.2.2, ominaisuus 1)

Tiedetddn, ettd x1, z1 € Q1 ja x2, zo € Q2. Vasemmanpuoleisen jakolaskun
méadritelméan 2.2.1 mukaan sen tulos on yksikésitteinen ja kuuluu kvasiryhméaén.
Taten ratkaisu (yi, y2) on yksikésitteinen ja kuuluu joukkoon Q1 X Q3. On siis
osoitettu, ettd (Q1 X Qo,-) on kvasiryhma.
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Osoitetaan vield, ettd kvasiryhméssa (Q1 X Qo, ) vasemman- ja oikeanpuo-
leinen jakolasku ovat lauseessa esitetyt. Oletetaan ensin, ettd (xi, x2), (y1, y2)

ja (z1,22) € Q1 X Q2 ja etta
(x1, x2)\(y1, ¥2) = (21, 22)

patee. Toisin sanoen

(x1,x2) - (21,22) = (x1 - 21, X2 - 22) = (V1. ¥2),

eli y1 = x1 21 ja yo = x9 - z2. Koska alkiot x1, y1 ja z1 € Q1 ja alkiot xo,
y2 ja zo € Q2, niin vasemmanpuoleisen jakolaskun méaaritelmén 2.2.1 nojalla
saadaan ratkaisu

(z1,22) = (x1\y1, x2\y2).

Siis véite piatee vasemmanpuoleisen jakolaskun osalta.
Oletetaan vield, etté tiedetaan alkiot (x1, x2), (y1, ¥2) ja (z1,22) € Q1 X Q2,
joille patee

(x1,x2)/(y1, y2) = (21, 22)-
Talloin
(21, 22) - (Y1, y2) = (x1, x2),

eli x1 = z1 - y1 ja x2 = 79 - yo. Tiedetdén, etta alkiot x1, y1 ja z1 € Q1 ja alkiot
X2, Yo ja z9 € Q2, joten oikeanpuoleisen jakolaskun maéritelméan 2.2.2 nojalla
voidaan paatelld, etta ratkaisu on

(21, 22) = (x1/y1, x2/y2).

Néin on osoitettu, ettd lause péatee myos oikeanpuoleisen jakolaskun kohdalla.
O

Maéritelma 2.4.3 (vrt. [7, s. 300]). Olkoot (Q1,-) ja (Q2,-) kvasiryhmié ja
(Q1 X Q9, ) kvasiryhmé, jossa kertolasku on maaritelty

(x1,x2) - (1, ¥2) = (X1 - y1, X2 * y2),

kun x1, y1 € Q1 ja x9,y2 € Qo. Talloin kvasiryhméa (Q1 X Qo,-) kutsutaan
kvasiryhmien (Q1,-) ja (Q2,-) tuloksi.

Esimerkki 2.4.2. Esimerkissé 2.1.1 osoitettiin struktuurin (R, —) olevan kva-
siryhma. Nyt maaritelman 2.4.3 nojalla myos (R X R, —) on kvasiryhmé, jossa
laskutoimitus — on maéaritelty

(x1,x2) = (Y1, y2) = (X1 — y1, X2 — y2).
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2.5 Homotopiat ja isotopiat

Maéritelma 2.5.1 (vrt. |7, s. 302]). Olkoot (Q1, ) ja (Q2, *) kvasiryhmié. Ol-
koon (f, g, h) jarjestetty kolmikko, joka koostuu funktioista joukolta Qi jouk-
koon Q. Talla tavoin muodostettua jarjestettyad kolmikkoa kutsutaan kvasi-
ryhmdn (Q1,-) homotopiakst kvasiryhmdlle (Qa, %), jos

J)+g(y) =h(x-y)  Vx,yeQi.
Talloin funktioita f, g ja h kutsutaan homotopian komponenteiksi.

Maaritelma 2.5.2 (vrt. [7, s. 302]). Olkoot (Q1,-) ja (Q2,*) kvasiryhmii ja
olkoon (f, g, h) kvasiryhmén (Q1,-) homotopia kvasiryhmalle (Qo,*). Jos ho-
motopian komponentit f, g ja h ovat bijektioita, niin homotopiaa kutsutaan
1sotopiaksi. Talloin kvasiryhmien (Q1, -) ja (Q2, *) sanotaan olevan isotooppiset.

Maéritelmista 2.4.1 ja 2.5.1 huomataan, ettd kun (f, g, h) on kvasiryhmé-
homotopia kvasiryhmalta (Q1,-) kvasiryhméaén (Qo, %), niin se on myos kvasi-
ryhmahomomorfismi, jos f = g = h. Toisaalta ndhddan myos, ettd kvasiryh-
méhomomorfismi f : Q1 — Q2 muodostaa homotopian (f, f, f) kvasiryhmalta
(Q1, ) kvasiryhméén (Q2, *). |7, s. 303]

Esimerkki 2.5.1. Tarkastellaan struktuureja (R, +) ja (R, %), joissa + on re-
aalilukujen yhteenlasku ja % on esimerkissa 2.4.1 méaritelty reaalilukujen arit-
meettinen keskiarvo. Tiedetédén, ettéd (R, +) on ryhmaé, joten lauseen 2.1.1 perus-
teella se on my6s kvasiryhma. Liséksi esimerkissa 2.4.1 osoitettiin, etté (R, %) on
kvasiryhmé. Olkoot funktiot f, g, h: R — R maééritelty siten, ettd f : x - 3,
g : x — 3 ja h:idg. Osoitetaan, ettd (f,g, h) on kvasiryhmén (R, *) isotopia
kvasiryhmalle (R, +). Olkoot x ja y reaalilukuja. T&all6in

Xy

2 2

X+y

T2
=XxX*Yy
=h(x=*y).

fx)+g(y)

Lause 2.5.1 (vrt. [2, s. 561]). Olkoot kvasiryhmdit (Q1,-) ja (Q2,*) isotooppi-
set ja olkoon (f, g, h) jarjestetty kolmikko, joka koostuu funktioista joukolta Q1
joukkoon Qs. Olkoot lisiksi x ja y alkioita joukossa Q2. Tdlloin

xxy=h(f7 087 ).
Todistus. Lause seuraa suoraan isotopian maaritelméasta 2.5.2. O

Huomataan, ettd aarellisten kvasiryhmien ja isotopian avulla pystytdan
muodostamaan uusia kvasiryhmié. Isotopiat ovat hyodyllisid kvasiryhmien luo-
misessa, silli n alkion kvasiryhmilld on jopa (n!)? isotopiaa. (Ks. [1, s. 122]).
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Esimerkki 2.5.2. Olkoon joukko Q = {1,2 3,4} ja olkoon siind méaritelty
kertolasku - seuraavasti:

-

-

-

-

-

-

-

-

-

M

-

-

>

-

AR R R W W W W NN NN e
B W N = R WD R WD R W N
1
i I R N N R R N U R R O I SO U R

Néhdéan, etté selvisti (Q, -) on kvasiryhmé. Olkoot sitten
f=014),(21),(3,2),(43)),

g =((1,3),(24),(31),(42))
ja
h=(1,4),(023),(3,1),(42)).

Nyt voidaan maéaritelld kertolasku = siten, ettd (Q,*) on kvasiryhmé ja etté
(f, g h) on kvasiryhméisotopia kvasiryhmésta (Q, ) kvasiryhméaan (Q, ). Ker-
tolaskun alkion x *y laskemisessa kiytetadn lauseessa 2.5.1 esiintynytta yhtaloa
xxy=h(f"1(x) g7 (y)), kun x, y € Q. Téllsin kertolaskuksi * saadaan

1x1=n(f(1) g7 (1) =h2-3)=h(1) =2
1x2=n(f(1) g7 2)=h2-4) =h(l) =4,
1x3=n(f(1)-g3)=h2-1)=h() =3,
1xd=n(f1(1) g @) =h2-2)=h@3) =1,
2% 1=h(f1(2)-g7' (D) =h(3-3) =h(l) =4,
2%2=h(f1(2) g7 () =h(3-4) =h(2) =3,
2+3=h(f(2) g @) =hB-1)=h@) =1
2%4=h(f1(2)-g7'(4) =h(3-2) =h(4) =2,
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3x1=h(f1(3) g (1) =h(4-3)=h?2) =3
3x2=h(f"'(3)-g7'(2) =h(4-4) =h(3) =1,
3x3=h(f(3)-g7'(3) =h(4-1)=h(4) =2,
3xd=h(f1(3) g (D)) =h4-2)=h(l) =4,
A4x1=h(f'4)-g7 ' (1) =h(1-3)=hB) =1,
4x2=h(f' @) g7 @) =h(1-4) = h4) =2,
4x3=h(f4)-g7'3) =h-1)=h{1) =4,
A4x4=n(f'4)-g7'(4) =h(1-2) = h(2) =3,

jolloin selvasti (Q, ) on kvasiryhma. Ndhdaan myos, etta (f, g, h) on kvasiryh-
maéisotopia, silla f, g ja h ovat bijektioita ja liséksi kaikilla x, y € Q pétee

f(x)*=g(y)=h(x-y).

Téamé voidaan tarkistaa sijoittamalla kaikki alkioiden {1, 2, 3, 4} kahden alkion
yhdistelmét yhtaloon. Esimerkiksi jos x = 1 ja y = 2, niin

J) xg(y) =f(1)*g(2)=4+4=3=h2)=h(l-2)=h(x-y).

Muut sijoitukset sivuutetaan téssé yhteydesséd, mutta todetaan véitteen péate-
van.

Apulause 2.5.2. Olkoot (Q1,+), (Q2,*) ja (Qs,+) kvasiryhmid, joilla on kva-
siryhmdhomotopiat (f,g,h) : Q2 — Q3 ja (f, g h') : Q1 — Q2. Tailloin
(fofl,gog',hoh'): Q1 — Q3 on kvasiryhmdhomomorfismi.

Todistus. (Ks. [7, s. 303]). Olkoot x, y € Q1. Nyt homotopian mééritelmésta
saadaan

(fof)x)+(gogH() = f(f(x)+g(g ()
=h(f'(x)*g' ()
= h(h'(x - y))
=(hoh')(x-y),

joten (f o f’,g o g’,hoh’) on kvasiryhmédhomomorfismi joukolta Q1 joukkoon

Os. O

Seuraus 2.5.3. Kvasiryhmien isotooppisuus on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. (Vrt. |7, s. 303|). Jotta voidaan osoittaa isotopian muodostavan ekvi-
valenssirelaation kvasiryhmien vélille, tulee osoittaa etta isotooppisuusrelaatio
on reflektiivinen, transitiivinen ja symmetrinen. Identiteettikuvaus idp muo-
dostaa kvasiryhmaissa (Q, -) isotopian (idp,idg,idp), silla idg on bijektiivinen
ja selvasti homomorfismi, koska idg(x)-idp(x) = x-x = idp(x-x) kaikilla x € Q.
Téaten isotooppisuusrelaatio on refleksiivinen.
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Oletetaan sitten, ettd (Q1, ), (Q2, %) ja (Qs, +) ovat kvasiryhmia. Oletetaan
lisaksi, ettd (Q1,-) ja (Qo9,*) ovat isotooppiset seka ettd (Qo,*) ja (Qs,+) ovat
isotooppiset. Nyt apulauseesta 2.5.2 seuraa, ettéa isotopioiden yhdiste joukolta
01 joukkoon Q3 on isotopia. Téaten isotooppisuusrelaatio on transitiivinen.

Oletetaan viimeiseksi, etta (f, g, h) on isotopia kvasiryhmaésta (Q1, -) kvasi-
ryhmaéén (Qo, *). Tarkastellaan joukon Qo sellaisia alkioita x ja y, joille pétee
f(x") = x ja g(y") = y joillain yksittaisilla x’, y* € Q1. Talloin kvasiryhmien
isotopian maéaritelmasta 2.5.2 seuraa, etté

h(x"-y") = f(x') «g(y)) = x *xy.

Taten
Wlxsy)y=x"-y =) - g7 ),

jolloin niéhdasn, ettd (71, g% h~1) on isotopia kvasiryhméiltd (Qo, *) kvasi-
ryhméan (Qj, ). [sotooppisuusrelaatio on siis myos symmetrinen. Néin ollen
on osoitettu, etta isotooppisuusrelaatio on ekvivalenssirelaatio minké tahansa
kvasiryhmien valilla. O

2.6 Paaisotopiat

Masritelma 2.6.1 (vrt. [7, s. 304]). Olkoot (Q1,-) ja (Q1,*) kvasiryhmii.
Kvasiryhméisotopiaa (f, g, h) : Q1 — Q1 kutsutaan pddaisotopiaksi, jos kolmas
komponentti & on identiteettikuvaus idgp, : Q1 — Q7. Télloin kvasiryhmien
(Q1,°) ja (Q1, *) sanotaan olevan padisotooppiset.

Esimerkki 2.6.1. Esimerkin 2.1.1 nojalla tiedetdén, ettd (R, —) on kvasiryh-
ma. Toisaalta esimerkissé 2.5.1 todettiin, ettd myos (R, +) on kvasiryhma. Osoi-
tetaan, ettd kvasiryhmét ovat padisotooppiset. Olkoot x ja y reaalilukuja. Ol-
koot liséksi funktiot f, g ja h maaritelty siten, ettd f = idgr, g : x > —x ja
h = idg. Huomataan, ettd selvasti funktiot f, g ja h ovat bijektioita. Nyt liséksi

f)+g(y)=x—-y=h(x-y),

joten (f, g, h) on kvasiryhmien (R, —) ja (R, +) vélinen isotopia, ja koska isoto-
pian kolmas komponentti 4 on identiteettikuvaus idgr, niin se on myos kvasi-
ryhmien vélinen pééisotopia.

Lause 2.6.1 (Vrt. |7, s. 304]). Olkoot (Q1,%) ja (Q2,+) kvasiryhmid ja olkoon
(f,g h): Q1 = Q2 kvasiryhmdaisotopia. Lisdksi olkoon e laskutoimitus, jossa

xey=h"(h(x)-h(y)),  VYxyeQi.
Tdlloin seuraavat ominaisuudet pdtevdt:

1. Struktuuri (Q1, ®) on kvasiryhmd.
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2. On olemassa isomorfismi h : (Q1,) — (Q2,-).

(f8h) = (hhhyo (h™ o f,h7 ! og,idg,).

Toisin sanoen, isotopian (f, g, h) tekijit ovat padisotopia

(W o fih™l o gidgy) : (Q1,%) — (Q1,9) ja isomorfismi h: (Q1,) —
(Q2,).

Todistus. Lauseen todistus on sivuutettu ldhteessé [7], joten osoitetaan se tésséi
tutkielmassa todeksi. Tarkastellaan aluksi ensimmaéisté vaitettd. Oletetaan, etté
tunnetaan alkiot x, y € Q1. Talloin h(x) ja h(y) ovat yksikésitteisia, koska h
on funkio. Toisaalta koska (Q3, -) on kvasiryhmaé, niin sen alkioiden kertolaskun
h(x) - h(y) tulos on yksikésitteinen ja kuuluu joukkoon Q». Liséksi funktion &
bijektiivisyydesti seuraa, ettd myos sen kidnteisfunktio A~ on bijektio. Téten
h=Y(h(x) - h(y)) on yksikisitteinen ja kuuluu joukkoon Qj.
Oletetaan sitten, ettd tunnetaan alkiot x ja z € Qq, joille patee

2= h N h(x)-h(y)) =xey,

jollakin y € Qp. Nédhdaan, ettd nyt patee myos h(z) = h(x) - h(y), eli va-
semmanpuoleisen jakolaskun mééritelmén 2.2.1 nojalla h(y) = h(x)\h(z). Siis
oltava y = A~ (h(x)\h(2)), silléa & on bijektio. Todetaan tdmé vield laskemalla

xey=xeh (h(x)\h(z))
= W7 (h(x) - h(h™ (h(x)\1(2))))
= 7' (h(x) - (h(x)\h(2)))
= h_l(h(z)) (lause 2.2.2, ominaisuus 1)
.

Osoitetaan vield, ettd nédin saatu y on yksikésitteinen. Oletetaan, ettd on ole-
massa y ja y' € Q1, joille pitee x e y = x @ y'. Nyt

R (h(x) - h(y)) = L (h(x) - (),
h(x) - h(y) = h(x) - h(y),
h(y) = h(y"),

mutta koska h on bijektiona injektio, niin tulee olla y = y’.
Oletetaan vield, ettd tunnetaan sellaiset alkiot y ja z € Q1, joille pétee

z2=h 1 (h(x)-h(y) =xey,

jollakin x € Q. Télldin oikeanpuoleisen jakolaskun maaritelmén 2.2.2 nojalla
h(x) = h(z)/h(y). Nyt pétee, etti x = h~'(h(z)/h(y)), koska h on bijektio.
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Todetaan tama vield laskemalla

xey=h" (h(2)/h(y)) ey,
= b (h(h (h(2) /(1)) - h(»)),
= ™ ((h(2)/h(¥)) - h(p)),
= h Y (h(z)) (lause 2.2.2, ominaisuus 2)
_ .

Osoitetaan, ettd néin ratkaistu x on yksikésitteinen. Oletetaan, ettd on olemas-
sa x ja x’ € Qg siten, ettd pitee x @ y = x" @ y. Tall6in

Y (h(x) - h(y)) = KL (R(X) - h(D)),
h(x) - h(y) = h(x') - h(),
h(x) = h(x'),

ja koska h on bijektiona injektio, niin taytyy olla x = x’. Téten on osoitettu,
ettd (Q1, ) on kvasiryhma, eli lauseen véite 1 pétee.

Tarkastellaan seuraavaksi vaitettd 2. Kvasiryhmaisotopian (f, g, h) kom-
ponentti A : Q1 — Q2 on bijektio, joten silli on olemassa kidanteisfunkto
h~!: Qs — 0. Kddnteisfunktion médritelmésta tiedetidn, etté kaikilla x” € Qo
pitee h(h~1(x")) = x’. Nyt kaikille x, y € Qq pitee, etti

h(x o y) = h(h™" (h(x) - h(y))) = h(x) - h(y),

joten h on isomorfismi kvasiryhmélta (Q1, @) kvasiryhméan (Qo, -), eli lauseen
vaite 2 patee.

Viimeiseksi tarkastellaan véitettd 3. Kadénteisfunktion mééritelmésta seu-
raa, ettd ho h™! = idp,. Lisiksi identiteettifunktiolle pitee, ettd h o idg, =
idg, o h = h. Yhdistettyjen funktioiden liitdnnéisyyden perustella siten patee

f=idg,of=hoh™)of=ho(hof),

g=idg,0g=(hoh)og=ho(h og)
ja
h=hoidg,.

Viitteen 2 nojalla h : (Q1,) — (Q3,-) on kvasiryhméisomorfismi. Jérjestetyn
kolmikon (h™to f,h7l o g, idg,) lahtojoukko on kvasiryhmé (Q1,*) ja maali-
joukko on kvasiryhmé (Q1, @), silld funktiot f ja g on méaritelty kvasiryhmaltéa
(01, *) kvasiryhméén (Qo, -), kiénteisfunktio 2~ on médritelty kvasiryhmalta
(Q2, ) kvasiryhméén (Q1, e) ja identiteettikuvaus idp, on maaritelty joukolta
Q1 joukkoon Q;. Téaten lauseen vaite 3 pétee. O
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2.7 Luupit

Ryhmateoriasta tiedetddn, ettd kaikilla ryhmilld on olemassa neutraalialkio.
My6s kvasiryhmalld voi olla neutraalialkio ja talléin kvasiryhméaé kutsutaan
luupiksi.

Maéritelma 2.7.1 (ks. [7, s. 306]). Kvasiryhméa (Q, -) kutsutaan luupiksi, jos
se sisaltad sellaisen alkion e, jolle pétee

e-XxX=Xx=Xx-e, kaikilla x € Q.
Tallaista joukon Q alkiota e kutsutaan luupin (Q, -, e) neutraalialkiokst.

Huomataan, etté kaikki ryhmét ovat liitannaisia luuppeja. Esimerkissé 3.2.3
tullaan osoittamaan, ettd on olemassa myos ei-liittdnnéisia luuppeja.

Lause 2.7.1. Olkoon (Q,-) epdtyhji kvasiryhmd, jossa on mddaritelty vasem-
manpuoleinen jakolasku \ ja otkeanpuoleinen jakolasku /. Olkoot lisiksi a ja b
joukon Q alkioita. Mddritellidn uusi operaatio * joukossa Q seuraavasti:

xxy=(x/b)- (a\y), kun x,y € Q.

Talloin (Q, *, a-b) on luuppi, joka on pddisotooppinen kvasiryhmdn (Q, -) kans-
sa.

Todistus. (Vrt. [7, s. 308]). Olkoon z sellainen kvasiryhmén (Q,-) alkio, jolle
patee
xxy=(x/b)-(a\y) =z.

Osoitetaan aluksi, ettd (Q, ) on kvasiryhmé.Léhteessa |7] kvasiryhméksi osoit-
taminen on sivuutettu, mutta esitetddn se tdssa tutkielmassa todistuksen sel-
keyttamiseksi. Oletetaan, ettd alkiot x ja y tunnetaan. Koska (Q,:) on kva-
siryhmaé, niin se on suljettu vasemman- ja oikeanpuoleisen jakolaskun suh-
teen ja niiden tulokset ovat yksikésitteisid. Taten on olemassa yksikésitteiset
x/b, a\y € Q. Toisaalta edelleen koska (Q,-) on kvasiryhmé, niin myds sen
alkioiden kertolaskun tulos on yksikésitteinen ja kuuluu joukkoon Q. Téten
z = (x/b) - (a\y) on madritelty yksikésitteisesti ja kuuluu joukkoon Q.

Oletetaan sitten, etté alkiot x, z € Q tunnetaan. Nyt vasemmanpuoleisen
jakolaskun maéaaritelméasta 2.2.1 saadaan, ettd a\y = (x/b)\z. Kayttamaélla va-
semmanpuoleisen jakolaskun mééaritelméa uudestaan saadaan ratkaisu

y=a-((x/b)\z).
Nyt selvéisti y € Q, mutta tulee vield osoittaa, etta ratkaisu on yksikésitteinen.
Oletetaan, ettd on olemassa sellainen alkio y” € Q, jolle x = y’ = z. Nyt
y=a-((x/b)\z)
=a- ((x/b)\(x *y"))
= a - ((x/b)\((x/b) - (a\y")))
=a-(a\y) (lause 2.2.2, ominaisuus 3)

=y, (lause 2.2.2, ominaisuus 1),
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eli saatu ratkaisu y on yksikésitteinen.
Oletetaan sitten, ettd alkiot y ja z tunnetaan. Nyt oikeanpuoleisen jakolas-
kun méaritelmésté 2.2.2 saadaan, ettd x/b = z/(a\y), eli

x = (z/(a\y)) - b.

Osoitetaan, ettd néin saatu ratkaisu x € Q on yksikésitteinen. Oletetaan, etté
on olemassa sellainen x” € Q, jolle x" % y = z. Talloin

x =(z/(a\y))-b
= ((x"xy)/(a\y))-b
= (((x'/b) - (a\y))/(a\y)) - b
= (x'/b)- b (lause 2.2.2, ominaisuus 4)

=x, (lause 2.2.2, ominaisuus 2)

joten saatu ratkaisu x on yksikésitteinen. Téten on osoitettu, ettd (Q,*) on
kvasiryhma.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd a - b on kvasiryhmén (Q, %) neutraalialkio. Nyt
kaikille x € Q patee

x*(a-b)=(x/b)-(a\(a-Db))
=(x/b)-b (lause 2.2.2, ominaisuus 3)
= X. (lause 2.2.2, ominaisuus 2)

Lisaksi patee

(a-b)xx=((a-b)/b)-(a\x)
=a- (a\x) (lause 2.2.2, ominaisuus 4)

= x. (lause 2.2.2, ominaisuus 1)

Téaten on osoitettu, ettd a-b on kvasiryhmén (Q, %) neutraalialkio, eli (Q, *, a-b)
on luuppi.

Osoitetaan vield, ettd on olemassa péadisotopia kvasiryhmalté (Q, -) luuppiin
(Q, *,a - b). Maaritellaan funktiot f,g : Q — Q siten, ettd f : x — x - b ja
g : x — a - x. Tulee osoittaa, ettd f ja g ovat bijektioita. Olkoon x” sellainen
alkio joukossa Q, jolle patee x # x". Nyt

J)=x-b#x"-b=f(x,
silla (Q, -) on kvasiryhmaé. Niin ikdédn
gx)y=a-x#a-x' =g,

koska (Q, ) on kvasiryhmaé. Siis f ja g ovat injektioita. Valitaan sitten z € Q.
Koska (Q, -) on kvasiryhmé, on olemassa sellaiset alkiot x, x" € Q, ettd a-x = z
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jax"-b =2z eli g(x) =2zjs f(x') = z. Taten f ja g ovat myds surjektioita.
Taten siis f ja g ovat bijektioita ja koska lisdksi kaikilla x, y € Q pétee

Fx)xg(y)=(x-Db)*(a-y)
= ((x-D)/b) - (a\(a-y))
=x-(a\(a-y)) (lause 2.2.2, ominaisuus 4)

=Xx-Y, (lause 2.2.2, ominaisuus 3)

niin (f, g,idg) : (Q,-) — (Q,*) on péadisotopia kvasiryhmalta (Q,-) luuppiin
(O, a-b). O

Seuraavasta lauseesta ja sen seurauksesta huomataan, miksei ryhmaéteorias-
sa kasitelléd isotopiaa.

Lause 2.7.2. Jos luuppt ja ryhmd ovat isotooppiset, niin ne ovalt myods iso-
morfiset.

Todistus. (Vrt. [7, s. 308]). Todistuksessa riittdéd tarkastella pédisotopian ta-
pausta, silla padisotopian méaaritelman 2.6.1 nojalla paédisotooppiset kvasiryh-
mét ovat myos isotooppisia keskendin. Olkoot (Q, *, e,) luuppi ja (Q, -, €s) ryh-
mé ja olkoot ne padisotooppisia keskendsan. Olkoon (f,g,idp) : (O, e.) —
(Q, -, es) tama padisotopia. Talloin siis kaikille joukon Q alkioille x, y pétee
f(x)-g(y) =xxy.
Kun valitaan y = e,, edellisesté yhtalostd saadaan
f(x)-gle.) =xx*e. =ux.

Merkitédn luvun g(e,) kisnteislukua ryhmissi (Q, -, e.) merkinnalld g(e,) ™.
Kun edellinen yhtélo kerrotaan puolittain ryhmén (Q, -, es) kertolaskulla - oi-
kealta luvulla g(e,)~! saadaan

(f(x) - glen) - gle)™ = x-gle)™,
f(x)-(g(e.) - gle)™) = x-gle) ™,
f(x)-ee=x-gle)™
fx)=x-gle).
Toisaalta voidaan valita x = e, jolloin yhtélosta f(x) - g(y) = x =y tulee
fle)-g(y)=ecxy=y.

Edelleen kun edellinen yhtéalo kerrotaan puolittain ryhméan (Q, -, es) kertolas-
kulla - vasemmalta luvun f(e,) kiidnteisluvulla f(e,)™! saadaan

fle)™  (fle) - g = fle) ™ -,
(fle)™ - fle)) - g(y) = fle) " -,
e g(y) = fle) ™'y,

g(y) = fle) ™ - y.
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Nyt sijoittamalla saadut f(x) ja g(y) yhtdléon f(x) - g(y) = x * y, saadaan
(x-gle)™) - (fle)™ - y) =xxy.

Kun edellinen yhtalé kerrotaan puolittain ryhman (Q, -, es) kertolaskulla - va-
semmalta luvulla f (e.)~! saadaan

fle)™  ((x-gled™)  (fle)™ - y) = fle)™ - (xxy).

Kerrotaan edellinen yhtalo viela puolittain ryhmén (Q, -, es) kertolaskulla - oi-
kealta luvulla g(e,)~!, jolloin pétee

(fle)™ - ((x-gled™) - (fle)™ -y -gle)™ = (fle)™ - (x %)) - glen)™ .

Koska (Q, -, es) on ryhmaé, sen kertolasku - on liitdnnéinen. Néin ollen edellisesté
yhtélosta saadaan

(1) fle) ™ x-gle)™ fle)™ y-gle)™ = fle)™  (xxy) gle)™

Tarkastellaan kuvausta h : Q — Q, jolle pétee

h(x) = f(e)™ - x-gle)™.
Nyt yhtalo (1) voidaan kirjoittaa muodossa

h(x) - h(y) = h(x * y),

eli h: (Q,*e.) = (Q,-e,) on homomorfia.

Osoitetaan vield, ettd h on bijektio. Tiedetdén, ettd funktio on bijektio, jos
ja vain jos se on kadntyvi. Riittad siis osoittaa, ettd on olemassa kdénteisfunktio
h~! siten, ettd ho h™! = idg = h~' o h. Olkoon K’ : Q — Q funktio, jolle pétee
I x> f(e,) x-g(e,). Osoitetaan, ettd A’ on funktion h kisnteisfunktio AL
Tama pétee, silla

(ho h)(x) = h(l (x))
= h(f(e.) - x - g(es))
= fle)™ - (flew) - x-gle) - gle)™
= fle)™" - fle) - x-gles) - gle)™
= €Ce¢ * X ' €y
= X.

ja koska lisdksi pétee

(h' o h)(x) = I (h(x))
=1 (f(e) ™ - x-gle)™
= f(e) - (fle) ™ - x-gle) ™) glen)
= fle) - fle)™ - x-gle) ™ - glew)

= €Co " X * €o

= X.
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On siis osoitettu, ettd homomorfismi 4 on bijektio ja tdten isomorfismi luupista
(Qa *, e*) ryhma‘an (Q’ E) e.). O

Seuraus 2.7.3. Jos kaksi ryhmdd ovat isotooppiset, ne ovat myds isomorfiset.
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3 Latinalaiset neliot

Esimerkissa 2.5.2 kvasiryvhma ({1, 2, 3,4}, -) esitettiin sen kertolaskun - méaéri-
telméan avulla. Téssé luvussa esitellaén latinalaiset neliot ja niiden yhteys kva-
siryhmien kertotauluihin, joiden avulla kvasiryhmét voi esittdéd tiiviimmalla
tavalla.

3.1 Latinalaisten nelioiden maaritelma

Maiéritelmé 3.1.1 (vrt. |2, s. 559]). Olkoon L nXxn -nelidmatriisi, jonka alkiot
kuuluvat joukkoon Q = {1,2,...,n}. Jos kukin joukon Q alkioista esiintyy mat-
riisin jokaisella rivilla ja jokaisessa sarakkeessa tésmélleen kerran, niin matrii-
sia L kutsutaan latinalaiseksi nelioksi. Lukua n kutsutaan talloin latinalaisen
nelion L kertaluvuksi. Latinalaisen nelion sanotaan olevan supistettu, jos sen
ensimmainen rivi ja ensimmainen sarake ovat luonnollisessa jérjestyksessa.

Esimerkki 3.1.1. Olkoon Q = {1, 2, 3,4}. Joukon Q alkioista voidaan muodos-
taa kertaluvun 4 supistettu latinalainen nelié L taulukon 3.1 mukaisesti.

R W N
DN — o W
DN =

=~ W N

3

Taulukko 3.1: supistettu latinalainen nelio L

Huomautus 3.1.1. Kertalukua n olevien latinalaisten nelididen tarkkaa luku-
maarad ei tiedetéd, kun n > 10. Vaikka tarkkoja lukuméaria ei tiedeté, on kuiten-
kin olemassa arvioita niiden suuruusluokista. Erdian arvion mukaan kertaluvun

256 latinalaisia neliéité on vihintddn 3,05 - 10191723 ja enintéidn 7,53 - 10102804,
Arviossa kéytettiin seuraavaa epayhtaloa:
1\2n n .
D7 1256) < [ Texnk.
nl’l
k=1
Todistus. Ks. [8, s. 186 - 187|. O

3.2 Latinalaisten nelididen yhteys kvasiryhmiin

Kvasiryhmén kertotaulu kuvastaa kertolaskun toimintaa siten, ettd mikali kva-
siryhméan alkioille x, y ja z pétee, ettd x - y = z, niin kertotaulusta alkion x
nimedamalta riviltd alkion y nimedmaésta sarakkeesta 16ytyy kertolaskun tulos
Z.
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Esimerkki 3.2.1. Esitetdédn esimerkin 2.5.2 kvasiryhmén ({1, 2, 3,4}, -) ja esi-
merkisséd luodun kvasiryhmén ({1, 2, 3,4}, ) kertotaulut taulukoissa 3.2 ja 3.3.

-1 2 3 4
111 2 3 4
212 1 4 3
313 4 1 2
414 3 2 1

Taulukko 3.2: kvasiryhméan (Q, -) kertotaulu

*= 11 2 3 4
112 4 3 1
214 3 1 2
313 1 2 4
411 2 4 3

Taulukko 3.3: kvasiryhmén (Q, %) kertotaulu.

Latinalaisten nelididen yhteys kvasiryhmiin on helppo nahdé. Latinalaisesta
neliostd saadaan kvasiryhmén kertotaulu nimeéamalla rivit ja sarakkeet sopivas-
ti.

Lause 3.2.1. Adrellinen epityhji joukko Q, jossa on mddritelty kertolasku -,
muodostaa kvasiryhmdn (Q,-), jos ja vain jos struktuurin (Q,-) kertotaulun
sisalto on latinalainen nelio.

Todistus. (Vrt. [7, s. 290]). Olkoon (Q,-) &érellinen kvasiryhmé, ja olkoot x
ja y joukon Q alkioita. Tarkastellaan kvasiryhmén kertotaulun rivid, joka on
nimetty alkion x mukaan. Nyt z esiintyy kertotaulussa alkion x nimedmalla
rivilla alkion y nimedméssa sarakkeessa, jos ja vain jos

X-y=z.

Koska (Q, -) on kvasiryhmé, niin kertolaskun tulos z on joukon Q alkio ja se on
yksikasitteinen. Tésta seuraa, ettéd alkio z esiintyy alkion x nimeamalla rivil-
14 ainoastaan alkion y nimeamassa sarakkeessa. Voidaan siis sanoa, etta kukin
joukon Q alkio esiintyy kertotaulun rivilld tdsmélleen kerran. Vastaavalla paét-
telylla voidaan osoittaa, ettd kukin joukon Q alkio esiintyy kullakin kertotau-
lun sarakkeella tédsmélleen kerran. Néin ollen kvasiryhmén kertotaulun sisalto
muodostaa latinalaisen nelion.

Olkoon sitten Q = {xy, xo, ..., x,} joukko, jossa on méaritelty kertolasku -.
Tarkastellaan struktuurin (Q, -) kertotaulua, jossa rivit ja sarakkeet on nimet-
ty joukon Q alkioiden xi, xo, ..., x, mukaisesti jarjestyksessd. Oletetaan, ettd

tamén kertotaulun sisidlto on latinalainen nelio. Huomataan, ettd kertotaulun
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alkio, joka on joukon Q alkion x; nimedmalld rivilla ja alkion x; nimeamalla
sarakkeella, on x; - x;, kun 1 < i, j < n. Oletetaan, etta yhtalo

xi-xj:xk

péatee struktuurissa (Q,-) ja ettd 1 < i,j,k < n. Jos x; ja x; tiedetddn, niin
xj voidaan laskea yksikésitteisesti joukossa Q maéaritellyn kertolaskun - avulla.
Oletetaan sitten, etté tiedetddn alkiot x; ja xi. Tarkastellaan alkion x; nimeé-
mad kertotaulun rivid. Koska kertotaulun sisélto on latinalainen nelio, tiede-
taan alkion xj esiintyvan rivilld tdsmaélleen kerran. Olkoon se sarake, jossa xj
esiintyy, nimetty alkion x; mukaan. Téaten x; on yksikésitteinen ratkaisu yh-
talolle x; - x; = xx joukossa Q. Oletetaan vield, ettéd tiedetédédn alkiot x; ja xi.
Tarkastellaan alkion x; nimeamaa kertotaulun saraketta. Edelleen tiedetaan al-
kion xj esiintyvan sarakkeessa tdsmélleen kerran, koska kertotaulun sisélto on
latinalainen nelié. Nyt se alkio x;, joka nime&a rivin, jossa xj esiintyy, on yh-
talon x; - x; = xx yksikésitteinen ratkaisu joukossa Q. Téten on osoitettu, etta
(Q, ) on kvasiryhma. O

Esimerkki 3.2.2. Olkoon Q joukko {1,2, 3,4} ja olkoon L taulukon 3.4 mukai-
nen kertaluvun 4 latinalainen nelio.

=~ W N~
[SURITNES )
DO o WO
— N O

Taulukko 3.4: latinalainen nelié L

Nyt latinalaisesta neliostéa L voidaan muodostaa kvasiryhmén (Q, -) kertotaulu
nimeamalld rivit ja sarakkeet taulukon 3.5 mukaisesti.

-1 2 3 4
111 2 3 4
212 1 4 3
313 4 1 2
414 3 2 1

Taulukko 3.5: kvasiryhmén (Q, -) kertotaulu

Lause 3.2.2. Olkoon Q darellinen joukko. Tdlloin kvasiryhmilld (Q, -) ja (Q, *)
on niiden kertotaulujen sisdaltond sama latinalainen nelié L, jos ja vain jos
niiden valilla on pddisotopia (f, g,idg) : (Q,-) — (Q, *).

Todistus. (Ks. [7,s. 305]). Olkoon Q = {x1, x2, ..., x,}. Oletetaan ensin, ettd on
olemassa kvasiryhmét (Q, -) ja (Q, %), joilla on sama latinalainen nelié L niiden
kertotaulujen siséltona. On siis olemassa permutaatiot a, b, a’ ja b’ joukossa Q
siten, ettd kvasiryhmien (Q,-) ja (Q, ) kertotaulut ovat taulukoiden 3.6 ja 3.7
mukaiset.
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a(x1) a(xz)

a(xy)

b(x1)
b(x2)

b(xn)

L

Taulukko 3.6: kvasiryhmén (Q, -) kertotaulu

*

a'(x1) a'(x2)

a’(x,)

b'(x1)
b'(x2)

b ()

L

Taulukko 3.7: kvasiryhmén (Q, %) kertotaulu.

Nyt joukon Q alkioille y ja y" péitee

a'(y)=b'(y)=ay) bQR).

Jos merkitddn y = a~1(x) ja y' = b71(x’), missi x, x’ € Q, niin saadaan

d (@ (x)) * B (b7 (X)) = a(a™ (x)) - b(H7 (X))

’
=X-X

Jos lisiksi madritelliin uudet funktiot f ja g siten, ettd f = @’ oa™! ja g =

b o b™!, niin

(O, #).

f(x)xg(x') =x-x".

Funktiot f ja g ovat permutaatioiden yhdistettyinéd funktioina bijektioita, joten
on osoitettu, ettd (f, g,idp) on paaisotopia kvasiryhmasté (Q, -) kvasiryhmaan

Oletetaan sitten, ettd on olemassa padisotopia (f,g,idp) kvasiryhmésta
(Q, ) kvasiryhméan (Q, ). Télloin f(x) * g(x’) = x - x” kaikilla joukon Q al-
kioilla x ja x’. Olkoon L latinalainen neli6, joka muodostaa kvasiryhmén (Q, -)
kertotaulun sisallon taulukon 3.8 kuvaamalla tavalla.

X1 X2

Xn

x1
X2

Xn

Taulukko 3.8: kvasiryhmén (Q, -) kertotaulu
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Kvasiryhmén (Q, %) kertotaulun muodostamisessa on huomioitava, etta f(x)
g(x") = x - x’, jolloin saadaan taulukon 3.9 mukainen kertotaulu.

x| g(x1) glx2) -+ g(xp)
f(x1)
f(?CQ) I3
£ i)

Taulukko 3.9: kvasiryhmén (Q, %) kertotaulu.

Nahdaén, ettda kvasiryhmilla (Q,-) ja (Q,*) on sama latinalainen nelio kerto-
taulujensa sisaltoina. O

Lause 3.2.3. Olkoon Q dadrellinen epdtyhji joukko. Olkoon L latinalainen ne-
lio, jonka alkiot ovat joukon Q alkioita. Talloin on olemassa sellainen luuppi

(Q, - e), jonka kertotaulun sisdlto on L.

Todistus. (Ks. [7,s.307]). Olkoon L taulukon 3.10 kuvailema latinalainen nelio.

X111 X12 Xl
X21 X22 -t X2
Xnl Xpn2 - Xpn

Taulukko 3.10: Latinalainen nelio L

Silloin Q on sellainen n alkion joukko, jolle pitee Q = {x11,x21,...,Xn1} =
{x11, X12, . . ., X1,}. Téall6in taulukossa 3.11 esitetty latinalaisen nelién L reunus-
tettu versio on luupin (Q, -, x11) kertotaulu.

X11 X12 - Xlp
X11 | X11 X12 - Xin
X21 | X21 X22 - Xop
Xnl | Xnl Xn2 " Xpn

Taulukko 3.11: luupin (Q, -, x11) kertotaulu

O

Esimerkki 3.2.3. Olkoon joukko Q = {1, 2, 3,4, 5} ja olkoon L taulukossa 3.12
esitetty latinalainen nelio.
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1 23 45
214 5 3
351 2 4
4 3 51 2
54 2 31

Taulukko 3.12: latinalainen nelio L

Nyt lauseen 3.2.3 mukaan on olemassa luuppi (Q,-, 1), jonka kertotaulu on
taulukon 3.13 mukainen.

1 2 3 45
111 2 3 4 5
2121 4 5 3
313 51 2 4
414 3 5 1 2
515 4 2 3 1

Taulukko 3.13: luupin (Q, -, 1) kertotaulu

Huomataan, ettd luuppi ei ole liitdnnéinen, silld esimerkiksi
3-3-4)=3-2=5#4=1-4=(3-3) 4.
Néin ollen on siis olemassa luuppeja, jotka eivit ole liitdnnéisia.

Nyt voidaan vastata seuraavaan kysymykseen: Voiko kvasiryhmien tarkas-
telun palauttaa ryhmien tarkasteluksi? Kysymys voidaan muotoilla my6s néin:
voiko latinalaisen nelion rivit ja sarakkeet nimeté siten, ettd siitd tulee ryh-
maén kertotaulu, eli onko jokainen kvasiryhmaé isomorfinen jonkin ryhmén kans-
sa? Seurataan kysymyksen vastauksessa ldhteen [7, s. 310] paéttelya. Lausees-
ta 3.2.2 seuraa, ettd viite péatee, mikéli jokainen dérellinen kvasiryhmé on paa-
isotooppinen jonkin ryhmén kanssa. Toisaalta seurauksessa 2.5.3 osoitettiin,
ettd isotopia on transitiivinen relaatio. Nyt koska lauseessa 2.7.1 todettiin, et-
ta jokaiselle kvasiryhmaélle on olemassa luuppi siten, ettéd ne ovat péadisotoop-
piset, niin riittda tarkastella tilannetta, ovatko luupit pédisotooppisia jonkin
ryhmén kanssa. Lauseessa 2.7.2 osoitettiin, ettd jos luuppi on isotooppinen
ryhmén kanssa, niin se on myos isomorfinen saman ryhmaén kanssa. Kuiten-
kin esimerkissd 3.2.3 osoitettiin, ettd on olemassa ei-liitdnnéisia luuppeja ja
koska lauseen 2.4.1 mukaan isomorfisuus sailyttda liitdnnéisyyden, niin on ole-
massa kvasiryhmié, jotka eivit ole isomorfisia minkdéan ryhmén kanssa. Téten
voidaan todeta, ettd kvasiryhmien tarkastelu ryhmistéa erillisené algebrallisena
struktuurina on mielekasta.
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4 Kvasiryhmien kryptografinen sovellus

4.1 Kryptografiasta

Kryptografia tutkii tavallisen tekstin muuttamista salattuun muotoon salausal-
goritmilla sekd salatun tekstin muuttamista takaisin tavalliseksi, eli selkoteks-
tiksi. Salauksille kolme téarkedd ominaisuutta ovat yksityisyys, autenttisuus ja
luotettavuus. Téassd yhteydessa yksityisyydella tarkoitetaan sité, ettd kenen-
kdan ei-toivotun henkilon ei tule paasté késiksi salauksen viesteihin. Autentti-
suudella tarkoitetaan sité, ettéd viestin lahettaja pystytaén varmistamaan. Luo-
tettavuus viittaa luottamukseen siité, ettei viesti muutu vahingossa tai tarkoi-
tuksella sen vélityksen aikana. IThanteellinen salaus toteuttaisi kaikki kolme omi-
naisuutta, mutta valitettavasti joitain myonnytyksiéd joudutaan usein tekeméaan
esimerkiksi salattavan datan suuren mééréin takia. [4, s. 175]

Salausalgoritmit voidaan maaritella niissa salaukseen ja salauksen purkami-
seen kiaytettyjen matemaattisten operaatioiden kautta. Téalloin voidaan ajatella
salausalgoritmien jakautuvan kahteen eri tyyppiin:

1. Algoritmit, joissa kiytetdan julkista avainta
2. Algoritmit, joissa kiytetddn salaista avainta.

Julkista avainta kayttavia algoritmeja kutsutaan myo6s epdisymmetrisiksi. Epa-
symmetriset salausalgoritmit kiyttavit julkista avainta viestin salaamiseen ja
salaista avainta viestin salauksen purkamiseen. Salaisen avaimen salausalgorit-
mit ovat vastaavasti toiselta nimeltddn symmetrisid. Symmetrisissa salausal-
goritmeissa salaukseen kiytetty avain voidaan laskea purkamiseen kaytettavin
avaimen avulla. Symmetristen salausalgoritmien luotettavuus perustuu siis sen
avainten luotettavuuteen, koska avaimen paljastumisesta seuraisi se, ettd ku-
ka tahansa pystyisi salaamaan ja purkamaan salattuja viesteja. Symmetriset
salaussalausalgoritmit voidaan jakaa vield kahteen kategoriaan: lohkosalauk-
siin (engl. block cipher) ja jonosalauksiin (engl. stream cipher). Lohko- ja jo-
nosalaukset eroavat toisistaan siten, etta lohkosalauksissa salattavasta viestista
muodostetaan lohkoja, jotka salataan kokonaisuutena, kun taas jonosalauksissa
jokainen viestin alkio salataan itsenaisesti. [4, s. 176] Tésséd luvussa esitellddn
symmetrinen jonosalausalgoritmi, joka kiyttda salauksessa apunaan kvasiryh-
mia.

4.2 Kvasiryhmia soveltava salausalgoritmi

Maéritelma 4.2.1 (vrt. [3, s. 159]). Olkoon Q = {ay, as,...,a,} dérellinen
joukko ja olkoon (Q,*,\) kvasiryhmé. Olkoon lisiksi Q" joukko epétyhjid sa-
noja, jotka voidaan muodostaa joukon Q alkioista. Olkoot vield u;, v; € A ja ol-
koon k > 1. Téallin voidaan méaritelld funktiot f,. : 0¥ —» Q% ja A : 0" - O*
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seuraavasti:

Selwrug - ug) =vivo - vp © vy =ay *u, viy1 = Vi *Ujy1, kuni=1,2,..., k-1,

AWve-ve) =uug - up © up = ar\vi, i1 = Vi\vigr. kuni=1,2,.. ., k-1

Struktuuria (Q, %, \, a1, f« f\) kutsutaan kvasiryhmdsalaukseksi joukolle Q.

Lause 4.2.1. Olkoon (Q, %\, a1, f« f\) kvasiryhmdsalaus joukolle Q = {ay, aa,
o+, ay} ja olkoon idg+ joukosta Q muodostettujen sanojen joukon QF identi-
teettikuvaus. Tdlloin

f\ o f* = idQ+.

Todistus. (Vrt. [3, s. 159]). Olkoot wu;,vi,w; € Q ja k > 1. Olkoot lisdksi
felurug - --ug) = viva---vg ja fi(vive---vi) = wiwg---wg. Funktioiden f, ja
f\ maaritelmistd 4.2.1 saadaan, ettd vi = ay * u1, viy1 = Vi * U1, w1 = ai\vy ja
Wis1 = Vi\Vis1, kuni =1,2,---, k — 1. Nyt lauseen 2.2.2 ominaisuuden 2 nojalla
patee w1 = ai\(a1*u1) = u1 ja wipy1 = vi\(Vi*ujs1) = sip1, kuni =1,2,---  k—1.
Téaten pétee

(fyo fo)uiug - - -up) = A (fe(urug - - - ug))
Hviva - vp)
WiWg -« - Wi

=ujus - Uy.

Lauseesta 4.2.1 nahdééan, ettd funktiota f. voi kiyttad salausfunktiona ja
funktiota f\ salauksen purkamisen funktiona joukolle Q. Jos siis u € Q* on
salattava selkoteksti, niin f.(#) on se salatussa muodossa ja salaus saadaan
purettua funktiolla f\, silla A (f.(w)) = u.

Esimerkki 4.2.1. Olkoon joukko Q = {a,l, n, s} ja olkoot kvasiryhméan (Q, %, \)
laskutoimitukset madritelty siten, etta niilld on taulukkojen 4.1 ja 4.2 mukaiset
kertotaulut.

xla 1 n s
ala n s 1
lls 1 a n
n|l a n s
sin s 1 a

Taulukko 4.1: kvasiryvhmén (Q, =, \) kertolaskun * kertotaulu
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\
a
1
n
s

n — 5 © ®
=
B »n —B
— n © B|®n

Taulukko 4.2: kvasiryhmén (Q, %, \) vasemmanpuoleisen jakolaskun \ kertotaulu

Olkoon salattava selkoteksti u = salasana. Huomataan, ettd joukossa Q pé-
tee a; = a. Salataan teksti laskemalla jokaiselle salattavalle kirjaimelle u; sitéa
vastaava salaus v;. Saadaan

f«(u) = fi(salasana) = lssnsnnl,
silla

vi=aixur=axs =1
Vo =Vvixug =1l*xa=s,
V3=vVo kU3 =sx[ =3,
V4 =V3kuUy=S*ka=n,
Vs = V4 *xU5 =N*§ =S,
Ve =V5*Ug =S *ad=n,
Vi =VgkUr =N*Nn=n,

vg=vrkugs =nxa=1.

Salatun viestin vastaanottaja tietédd, ettd salauksessa kiytettiin kvasiryhmésa-
lausta ({a, [, n, s}, %\, a, f«. f\). Nyt vastaanottaja saa purettua salatun tekstin
selkotekstiksi ratkaisemalla kunkin salatun kirjaimen v; selkokielisen version u;
funktion f\ avulla. Saadaan

AUssnsnnl) = salasana,
silla

up = ap\viy = a\l = s,
ug =vi\ve = Il\s = a,
us = vo\vg = s\s = [,
ug =v3\vy = s\n = aq,
us = vq4\vs = n\s = s,
ug = vs\vg = s\n = a,
ur = vg\vr = n\n = n,

ug = vi\vg = n\l = a.
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4.3 Salausalgoritmin arviointia

Arvioidaan seuraavaksi pintapuolisesti, missd méaérin edelld kuvattu salausal-
goritmi toteuttaa yksityisyyden ja luotettavuuden méaaritteitd. Koska esitelty
salausalgoritmi ei ota kantaa ldhettdjan autenttisuuden varmistamiseen, sen
arviointi jatetddn téssd yhteydessa tekeméttd. Tarkastellaan ensin algoritmin
luotettavuutta.

Lause 4.3.1. Olkoon selkoteksti u = uqus -+ -ux € QF ja olkoon v = vive - - v
f«(u) sen kvasiryhmdsalauksella (Q,*,\) salattu muoto. Olkoon lisiksi v’
VIV st Vi1Viviel s vk ja v] € Q. Tidlloin

N — ’o
f\(V ) - M1M2 o e ul—lulul+1ul+2 o e uk’
oY) y 7 7
Joillakin w,u; , € Q.

Todistus. (Ks. [3, s. 160]). Lause seuraa suoraan salauksen purkamisfunktion
f\ maaritelmasta 4.2.1. |

Edella esitetty lause tarkoittaa sitd, ettd salausalgoritmi on suhteellisen
vankka virhetilanteissa. Mikali siis selkokielen tekstia salattaessa tapahtuu jo-
kin virhe ja salattuun tekstiin tulee vadrin salattu alkio, se ei kaada salausal-
goritmia. Téllaisessa tilanteessa on huomioitavaa, ettd myos salatun tekstin
purkamisvaiheessa saatuun uuteen selkotekstiin tulee virheellisia alkioita, mut-
ta edelleen oikein salatut alkiot ovat sdilyneet muuttumattomina.

Tarkastellaan seuraavaksi algoritmin yksityisyyttd. Salattujen viestien yk-
sityisyytta varjellakseen viestit voidaan pyrkia lahettad sellaisia reitteja, ettei
niitd pystytd ldhetyksen aikana kaappaamaan. Algoritmin yksityisyyttéa arvioi-
taessa kasitelladn tilannetta, ettd tunkeutuja onnistuisi kaappaamaan viestin
ldhetyksen aikana. Algoritmin yksityisyyden kannalta on térkedd, ettei talloin
tunkeutujan tule pystyéd purkamaan salatusta tekstista selkotekstid. Pohditaan
nyt tilannetta, jossa tunkeutuja onnistuisi kaappaamaan edelld kuvatulla sa-
lausalgoritmilla salatun tekstin. Oletetaan ettd salauksessa on kdytetty jouk-
koa Q = {0,---,255}, jota voidaan kiyttda esimerkiksi 8-bittisen datan sa-
laukseen. Tallaisia kvasiryhmia on olemassa huomautuksen 3.1.1 arvion mu-
kaan ainakin 3,05 - 10191723 kappaletta. Jos tunkeutuja tietés salatun tekstin
V=vivy- -V = fx(ujug - - - ug), missa ujus - - - uy on tunkeutujalle tuntematon
alkuperdinen selkoteksti, niin hdnen tulee selvittda salaukseen kiytetty kva-
siryvhmé, jonka avulla salaus voidaan purkaa. Téta varten tunkeutujan tulisi
ratkaista yhtaloryhma
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V1 =41 *Uj
Vo = V1 * U9

4V3 = V9 * U3

Vi = Vi1 * Uf.

Yhtéaloryhmaélla on yhtd monta ratkaisua, kuin on kertaluvun 256 kvasiryhmia.
Tasta syysta algoritmi kestdd melko hyvin hyokkéyksié, jotka perustuvat kaik-
kien mahdollisten salaukseen sopivien kvasiryhmien lédpikdymiseen.
Heikkoutena salausalgoritmissa on se, ettd mikali tunkeutuja tietaé seka salatun
tekstin ettd selkotekstin, han pystyy helposti selvittdmaan salaukseen kiytetyn
kvasiryhmén (Q, %, \). Tahén varautuakseen selkokielen teksti voidaan salata
useaan kertaan ja kiyttad toisistaan eroavia kvasiryhmia.

Téamén aliluvun arviointi mukailee esitetyn kvasiryhmésalauksen kehittéa-
jien tekemé&é algoritmin arviointia. |3, s. 159 - 162| Esitelty salausalgoritmi on
julkaistu vuonna 1997, minka jélkeen salausalgoritmille on esitetty vaihtoeh-
toja ja parannusehdotuksia. Téssd tutkielmassa salausalgoritmin tarkoitus on
toimia esimerkkina kvasiryhmien kiytdnnon sovelluksesta, eiké siten siithen koh-
distuneisiin muutosehdotuksiin paneuduta tarkemmin. Aiheesta kiinnostunut
voi loytéaa lisdé salausalgoritmin arviointia ja erdédn muokkausehdotuksen muun
muassa lédhteesta [6].
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