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Tiivistelma

Tutkielma kisittelee ultratuloja, joiden avulla voidaan helposti muodostaa malle-
ja. Tutkielmassa tutustutaan ultrafilttereitd ja ultratuloja koskeviin térkeisiin lausei-
siin, kuten ultrafiltterilauseeseen ja Los’n lauseeseen. Ultrafiltterilause sanoo, ettid
jos joukko E sisiltyy joukon I potenssijoukkoon ja joukolla E on ddrellisen leik-
kauksen ominaisuus, niin tdlléin on olemassa joukon 7 ultrafiltteri F, johon E sisél-
tyy. Los’n lause sanoo, ettd jos F' on joukon [ ultrafiltteri, niin kaavalle ¢ ja tulon
[T A;/F alkioiden jonolle f/F pitee, ettd ultratulo [[ 2;/F ja jono f/F toteuttavat
kaavan ¢ jos ja vain jos joukon [ alkioiden i joukko, jolla malli 2; ja jono f (i) jou-
kon A; alkioita toteuttavat kaavan ¢, kuuluu ultrafiltteriin F'. Lisiksi esitellddn ultra-
tuloille sovelluksena joitakin tuloksia, joiden mukaan tietyt ominaisuudet eivit ole
ddrellisesti aksiomatisoituvia. Tutkielmassa todistetaan myos kompaktisuuslause ja
Godel-Henkin tiydellisyyslause ultratulojen avulla. Tutkielman pédédteoksenaonJ. L.
Bellin ja A. B. Slomsonin teos Models and Ultraproducts: an introduction.
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1 Johdanto

Tissd tutkielmassa tutustutaan ultratuloihin. Tutkielman tavoitteena on tehda tutuksi
filtterit, ultrafiltterit, seki ultratulot ja todistaa ndihin liittyvié lauseita. Muun muas-
sa todistetaan L.os’n lause seki lopuksi todistetaan ultratulojen avulla kompaktisuus-
lause ja Godel-Henkin tdydellisyyslause.

Tdman tutkielman luvussa 2 esitelldin médritelmid ja lauseita, joita tarvitaan tut-
kielman varsinaisen aiheen eli ultratulojen perustaksi. Luvun 2 pykildssd 2.1 maa-
ritellddn muun muassa predikaattilogiikan kieli LY, jossa ¢ on funktio, joka kertoo
relaatiosymboleiden paikkaluvut. Pykildssd 2.2 médritellddan malli, mallin tulkinta-
jono ja Tarskin totuusrelaatio. Pykéldssd 2.3 maédritellddn predikaattikalkyylin ak-
sioomat ja todistetaan, ettd jos kaava voidaan todistaa oletuksista, niin on olemas-
sa oletuksien ddrellinen osajoukko, josta kaava voidaan myos todistaa. Téaté tulosta
kutsutaan predikaattikalkyylin ddrellisyyslauseeksi. Pykéldssé 2.4 esitelldan Boolen
algebra, joka on algebrallinen struktuuri, joka toteuttaa tietyt aksioomat. Pykildssd
2.5 miiritelldédn predikaattikalkyylin Lindenbaum algebra. Pykéldssd 2.6 kidydédédn
ldpi predikaattikalkyylin tidydellisyyslause, joka sanoo, ettd jokainen validi lause on

todistuva. Pykéldssd 2.7 médritellddn kielet L* ja L‘sﬁ. Kielessd L# on mielivaltainen

)
B

Tidssd pykéldssd madritellddn my0Os minkélainen kielen L‘Sﬁ malli on, ja kuinka to-

ddreton joukko relaatiosymboleita, kun taas kielessd L9 on jono vakiosymboleita.

tuusrelaatio tilloin eroaa kielen L° totuusrelaatiosta.

Tutkielman luvussa 3 esitelldin malliteorian peruskdsitteitd ja todistetaan muuta-
mia oleellisia tuloksia. Pykéldssd 3.1 mééritellddn muun muuassa alimallin, isomor-
fismin ja elementaarisen ekvivalenssin kasitteet. Pykéldssid 3.2 midritelldédn malli-
ketju ja elementaarinen ketju, sekd osoitetaan, ettd elementaarisen ketjun yhdiste on
jokaisen ketjun alkion elementaarinen laajennus. Tété tulosta kutsutaan elementaari-
sen ketjun periaatteeksi. Pykilédssd 3.3 médritelldédn, mitd kielen mahtavuus tarkoit-
taa ja esitetddn Lowenheim-Skolem —lause.

Tutkielman luku 4 kisittelee timén tutkielman varsinaista aihetta eli ultratuloja.
Pykaldssd 4.1 midritellddn filtterin ja ultrafiltterin kéasitteet. Tdssd pykilidssa todiste-
taan muun muuassa, etté jos joukko E siséltyy joukon 7 potenssijoukkoon ja joukolla
E on dérellisen leikkauksen ominaisuus, niin tidlloin on olemassa joukon /7 ultrafilt-
teri F, johon E sisiltyy. Tatd tulosta kutsutaan ultrafiltterilauseeksi, joka on tirked
lause ultrafilttereiden olemassaolosta. Pykilissid 4.2 esitelldin ultratulojen rakenne.
Pykaldssi 4.3 todistetaan ultratulojen oleellisin lause eli £os’n lause. £os’n lauseen
jilkeen pykildssi 4.4 esitellddn ddrellinen aksiomatisointi ja pykéldssad 4.5 todiste-
taan predikaattikalkyylin kompaktisuuslause sekd Godel-Henkin tdaydellisyyslause.
Lopuksi pykiléssd 4.6 osoitetaan, ettd vahva tdydellisyyslause ja valinta-aksiooma
ovat yhtépitavii.

Lukijalta edellytetiin joidenkin joukko-opin ja matemaattisen logiikan perus-
asioiden tuntemista. Tutkielman piiteoksena on J. L. Bellin ja A. B. Slomsonin kir-
ja Models and Ultraproducts an introduction.



2 Valmistelevia tarkasteluja

2.1 Kieli L°

Luvussa 2 esitetdin muutamia midritelmid ja lauseita, joita tarvitaan myohemmissi
luvuissa. Suurin osa todistuksista sivuutetaan tissi luvussa. Tassd pykéldssi esitel-
laédn predikaattilogiikan kieli seki kielen kaavat.

Olkoon ¢ funktio § : w — w. Kielessi L’ kiytetizin seuraavia symboleita:
Muuttujasymbolit. Kielen L° muuttujat ovat numeroituva joukko
{vi, - n € w}.

Muuttujia voidaan merkitd myos symboleilla x,y,z,..., tai symboleilla x,,
neE w.

Relaatiosymboli. Kielen L’ relaatiosymbolit ovat numeroituva joukko

{P, :n € w}.

Jokaiseen relaatiosymboliin P, liittyy positiivinen kokonaisluku 6(n), jota
kutsutaan symbolin P, paikkaluvuksi.

Identiteettisymboli. Kielen L° identiteettisymboli on

Loogiset konnektiivit. Kielen L% loogiset konnektiivit ovat
- (negaatio; lue "ei") ja A (konjunktio; lue "ja")
Eksistenssikvanttori. Kielen L° eksistenssikvanttori on

3 (lue "on olemassa")

Sulkumerkit. Kielen L° sulkumerkit ovat
()

Myohemmin tarkastellaan kieltd, jossa on ddreton méairé relaatiosymboleita. Tassd
tyOssi ei kisitelld funktioita, silld jokainen funktiosymboli voidaan korvata vastaa-
valla relaatiosymbolilla (ks. [4, s. 115-117]).



Midritelma 2.1 (vrt. [1, s. 51]). Atomikaava on merkkijono, joka on joko muotoa

xX=y,
missd x ja y ovat muuttujia (eivit valttimattd eri muuttujia) tai muotoa

Py(x1,. ... X5n))>
missd xi, ..., Xs(,) ovat kielen L° muuttujia jan € w.

Miiritelmé 2.2 (vrt. [1, s. 51]). Kielen L° kaavat voidaan méiiritelld rekursiivisesti
seuraavalla tavalla:

1. Jokainen atomikaava ¢ on kaava.
2. Jos ¢ ja y ovat kaavoja, niin myos —¢ ja (¢ A ) ovat kaavoja.
3. Jos ¢ on kaava ja x on muuttuja, niin my0s (dx)¢ on kaava.

4. Merkkijono on kaava jos se voidaan muodostaa soveltamalla sdintojd 1, 2 ja
3 ddrellisen monta kertaa.

Esitellddn seuraavaksi muutama uusi looginen symboli, joiden kiytto voi tehdd kaa-
vat helpommin luettaviksi:

V (disjunktio; lue "tai"),
— (implikaatio; lue "seuraa"),
ja
<> (ekvivalenssi; lue "jos ja vain jos"),
sekd universaalikvanttori:
Y (lue "kaikilla").

Kaikilla kaavoilla ¢ ja ¢ on mééritelmét uusille symboleille lyhennysmerkint6ini:

(VYY) =ger 7(=p A ),
(¢ = V¥) =ger ~(¢ N ),
(@ V) =def (2(@ A=) A=Y A=¢)),
(VX)¢ =gey ~(dx) .

Miaéritelma 2.3 (vrt. [6, s. 8]). Olkoon Var funktio, joka liittdd kuhunkin muuttujaan
Jja relaatiosymboliin siind esiintyvien muuttujasymbolien joukon. Siis funktio Var
maddritellddn rekursiolla seuraavasti:

Var(x) := {x}
Var(R(x1,...,x,)) := Var(x;) U ---U Var(x,)
Var(x = y) = Var(x) U Var(y).



Huomautus. Maaritelmin mukaan Var(R(x1,...,x,)) = {x1,...,x,}.

Miiritelmé 2.4 (vrt. [6, s. 9]). Vilittomisti kvanttoria seuraavien sulkujen rajaa-
maa kaavaa kutsutaan kvanttorin vaikutusalaksi. Muuttujan x sanotaan olevan si-
dottu kaavassa, jos se kuuluu kvanttorin vaikutusalaan. Vastaavasti muuttuja x on
vapaa, jos se ei kuulu kvanttorin vaikutusalaan.

Miaéritelma 2.5 (vrt. [6, s. 8]). Kaavan ¢ vapaiden muuttujien joukko Free(¢) mia-
ritellddn rekursiolla:

Free(x = y) := Var(x = y)
Free(R(xy,...,x,)) := Var(R(x1,...,X,))
Free(—¢) := Free(¢)

Free((¢ A ¥)) := Free(¢) U Free(y)
Free((x;)¢) := Free(¢) \ {x;}.

Kaava ¢ on lause, jos Free(¢) = 0.

Esimerkki 2.1. Olkoon ¢ kaava (Ax)(R(x,y) A (mx =y V x =y)).
Talloin Free(¢) := {y}.

Esimerkki 2.2 (vrt. [6, s. 9]). Olkoon ¢ kaava
(Ax)(R(x,y) = (Vy)(=R(x,y) Ay = z). Télloin Free(¢) := {y, z}.

Esimerkki 2.3 (vrt. [6, s. 9]). Olkoon ¢ kaava (Vy)(dAx)(R(x,y)A(—=x = yVx = y)).
Talloin Free(¢) := 0. Siis ¢ on lause.

2.2 Mallit

Tiassd pykéldssda madritellaan malli, tulkintajono ja Tarskin totuusrelaatio.

Miiéritelmé 2.6 (vrt. [1, s. 5]). Malli on pari
A =(A{R, : n € w}),
missd A on epityhjd joukko ja R, (n € w) on d(n)-paikkainen relaatio.

Olkoon g ordinaaliluku. S-jonolla tarkoitetaan kuvausta eli funktiota, jonka maarit-
telyjoukko on S. Jos maalijoukko on A, niin @ on kuvaus @ : 8 — A. Merkitddn
jatkossa usein @ (n) = @, jokaisella n € g, tilloin

@ = {ag,a1,...,ap,...). Edelleen merkitizin A = {@ | @ : B — A}. Tulkintajonot
ovat w-jonoja.

Maiéritelmé 2.7 (vrt. [6, s. 10]). Mallin U tulkintajono @ € A on @dédretdon jono
@ =y, A1,...,Apy. .. ).



Miaritelma 2.8 (vrt. [6, s. 10-11]). Olkoon @ = {ag, a1,...,ay,... ). Jos @ on mal-
lin A tulkintajono, n € w ja a € A, niin merkitiddn symbolilla @(n/a) tulkintajonoa,
joka saadaan tulkintajonosta @ muuttamalla muuttujan «,, arvoksi a:

a,(n/a) = <a/0’al’- s -1, 415 - - >'

Seuraavaksi miiritellddn Tarskin totuusrelaatio, joka maédrittelee, milloin malli ja
sen tulkintajono toteuttavat kaavan.

Maaritelma 2.9 (vrt. [1, s. 56]). Miiritellddn Tarskin totuusrelaatio |= mallien 2,
tulkintajonojen « ja kaavojen ¢ vilille rekursiolla:

2.1 Ul=g v =V, JOSS @y =ay

(2.2) W Ea Pu(Vips- -5 Vige)  JOSS @iy, Qig,)) € Ry
(2.3) A l=q "¢ joss WAy @

(2.4) WUy (pAY) joss Alq ¢pjall l=¢ ¥

(2.5) A =q (Avy)y  joss jollain a € A pitee A =g n/a) @-

Tassd merkintd A [, ¢ tarkoittaa, ettei malli U ja tulkintajono a toteuta kaavaa ¢.

Kun Free(¢) € {xo,...,x,}, on usein tapana merkitd A |= ¢[ao,...,a,] merkinndn
A |=q ¢ sijasta, missd a on sellainen tulkintajono, jolla @, = a;, kun x; = v;,.

Jos o on lause, niin siind el esiinny vapaita muuttujia, joten sen totuus ei riipu tul-
kintajonosta a. Siis jos A |=, o jollakin tulkintajonolla @, niin A |=, o kaikilla
tulkintajonoilla . Télloin merkitddn A |= o ja sanotaan, ettd ¢ on fosi mallissa A,
ja A on lauseen ¢ malli. [vrt. [1, s. 56]].

Miaéritelmé 2.10 (vrt. [6, s. 13]). Kaava ¢ on validi, |= ¢, jos jokaisella mallilla A
ja tulkintajonolla a pitee A =, ¢.

Miiritelma 2.11 (vrt. [6, s. 13]). Kaava ¢ on toteutuva, jos on olemassa malli U ja
tulkintajono « siten, ettd A =, ¢.

Maiéritelmé 2.12 (vrt. [1, s. 56]). Jos £ on joukko kielen L9 lauseita, niin 2 on
joukon X malli, jos A on joukon X jokaisen lauseen malli. Té@ll6in merkitddn A |= X.

Esimerkki 2.4. Jos ¢ on kaava V-, niin tdlldin kaava ¢ on tosi kaikissa malleissa,
eli = ¢.

2.3 Predikaattikalkyylin aksioomat

Aksioomia eli oletuksia kdytetddn paattelyssd muiden tulosten todistamiseen. Nyt
tarkastellaan Hilbert-tyylistd aksiomatisointia predikaattilogiikalle.

Mairitelmé 2.13 (vrt. [1, s. 58]). Jos muuttuja x esiintyy vapaana kaavassa ¢, niin
kaavaa ¢ merkitddn ¢(x). Vastaavasti jos muuttujat xp,...,x, esiintyvit vapaana
kaavassa ¢, niin kaavaa ¢ merkitidin ¢(xq,...,x,).



Merkintd ¢(x/y) tarkoittaa, ettd ensin kaikki muuttujan y sidotut esiintymét kaa-
vassa ¢ korvataan sellaisella muuttujalla v;, joka ei esiinny kaavassa, ja sen jédlkeen
korvataan kaavan ¢ muuttujan x vapaat esiintymét muuttujalla y.

Kiinnitetddn predikaattikalkyylissd seuraavanlainen aksiomatisointi, joka jakautuu
kolmeen ryhméin. Ensimmaéisessid ryhméssd ovat seuraavat konnektiiviaksioomat:

PCl. ¢ — (¥ — @),
PC2. [¢—> W - ]—>¢—>¥) - (d— Y
PC3.  (=¢ > ) - Y — ¢),

PCd4a. (o AY) — ¢,

PC4b. (¢ AY) — ¥,

PC5. (x 2 ¢) > [(x 2 ¥) > (x 2 [9AYD],
PC6a. ¢ — (¢ V),

PC6b. ¢ — (¢ V y),

PC7. (- x) = — x) > (dVY]l- X,

missi ¢, ¥ ja y ovat Lo-kaavoja.
Toisessa ryhméssi on kaksi kvanttoriaksioomaa:

PC8. (¥Vx)¢ — o(x/y),
PC9. (Vx)(¢ = ) = (¢ > (VX)),

missi x,y ovat kielen L° muuttujia, ¢ on L°-kaava ja aksioomassa (PC8) ¢ on L°-
kaava, jossa y on vapaa muuttuja, jolla muuttuja x korvataan, ja aksioomassa (PC9)
¢ on L%-kaava, joka ei sisilli muuttujan x vapaita esiintymi.
Kolmannessa ryhmissi on kaksi identiteettiaksioomaa:
PC10. (Vx)(x = x),
PCIL. (V) (Vy)(x =y — [¢ = ¢']),
missd x on muuttuja, ¢ on L%-kaava, jossa y on vapaa muuttuja, jolla muuttuja x

korvataan, ja ¢’ on saatu korvaamalla osa, mutta ei valttamattd kaikkia, muuttujan x
vapaista esiintymisti kaavassa ¢ muuttujalla y.

Predikaattikalkyylissd (PC) on seuraavat kaksi padttelysddntoa:
Modus ponens: Kaava i seuraa kaavoista ¢ ja ¢ — .
Yleistys: Kaava (Vx)¢ seuraa kaavasta ¢, missd x on muuttuja.

Miiiritelmé 2.14 (vrt. [1, s. 59]). Olkoon X kaavajoukko kielessi L. Kaavan ¢
sanotaan olevan fodistuva oletuksista X, jos on olemassa darellinen jono kaavoja,
d1,...,¢, siten, ettd

1. ¢ = ¢, ja



2. jokaisellai < n pitee (ainakin) yksi seuraavista:

(a) ¢; on aksiooma
(b) ¢; on yksi joukon X kaavoista

(c) on olemassa j,k < i ja ¢; seuraa kaavoista ¢; ja ¢, sddnndn modus
ponens nojalla, tai on olemassa j < i ja ¢; seuraa kaavasta ¢; sddnnon
yleistys nojalla.

Jos kaava ¢ voidaan todistaa oletuksista X, kirjoitetaan X + ¢ ja sanotaan, ettid kaava
¢ on pdditeltdvissd joukosta X.

Mairitelma 2.15 (vrt. [1, s. 58]). Kaava ¢ on todistuva, jos silld on olemassa todis-
tus tyhjdstd joukosta. Jos ¢ on todistuva kaava, kirjoitetaan + ¢.

Miiritelma 2.16 (vrt. [1, s. 59]). Kvanttoriton kaava on kaava, joka ei sisdlld kvant-
toreita.

Maiéritelmé 2.17 (vrt. [1, s. 59]). Kaavan ¢ sulkeuma on kaava, joka saadaan kaa-
vasta ¢ lisdamilld sen alkuun universaalikvanttori (Vx) jokaista vapaata muuttujaa
x kohti:

jos Free(¢) = {x1,...,x,}, missd xq,. .., x, ovat eri muuttujia, niin kaa-
van ¢ sulkeuma on
(Vx1)...(¥Vx,)o.

Apulause 2.1. Kaava on todistuva jos ja vain jos sen sulkeuma on todistuva.

Todistus (vrt. [1, s. 59]). Oletetaan ensin, ettd kaavan ¢ sulkeuma on todistuva. Eli
kaava (Vx1)...(¥Yx,)¢ on todistuva. Talloin kdyttdmalld ddrellisen monta kertaa
madritelmii 2.14 ja aksioomaa PC8 tapauksessa x; = y; ndhdiin, ettd ¢(x1,...,x,)
on todistuva. Eli siis kaava ¢ on todistuva.
Kédntien, oletetaan, ettd kaava ¢ on todistuva. Talloin kdyttimalld ddrellisen
monta kertaa médritelmad 2.14 ja sidintodd yleistys kaavaan ¢ ndhdiin, ettd
(Vx1) ... (¥x,)¢ on kaavan ¢ seuraus. Siis myos kaavan ¢ sulkeuma on todistuva.
O

Todistetaan seuraavaksi, ettd jos kaava ¢ voidaan todistaa oletuksista X, niin tdlldin
kaava ¢ voidaan todistaa my0s oletuksista Xy, missd g on joukon X dérellinen
osajoukko.

Lause 2.2. (Predikaattikalkyylin ddrellisyyslause) Jos X + ¢, niin on olemassa jou-
kon X ddrellinen osajoukko X siten, ettd X + ¢.

Todistus (vrt. [1, s. 60]). Olkoon jono ¢q,...,¢, kaavan ¢ todistus oletuksista X.
Olkoon Xy joukon X niiden kaavojen joukko, jotka esiintyvit todistuksessa. Jouk-
ko Xy on &édrellinen ja ¢1,. . ., ¢, on kaavan ¢ todistus oletuksista X. O
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Olkoon Val kaikkien validien lauseiden joukko kielessid L° ja olkoon Prov kaik-
kien todistuvien lauseiden joukko kielessi L°. Tutkitaan seuraavaksi nididen kahden
joukon suhdetta toisiinsa.

Lause 2.3. Jokainen todistuva lause on validi.

Todistus (ks. [1, s. 60]). Todistuksen ideana on, etti jokainen aksiooma on validi ja
paittelysddnnot modus ponens ja yleistys sdilyttidvit validisuuden. O

Edellisesti lauseesta ndhdain, ettd Prov C Val.

Miiritelmé 2.18 (vrt. [6, s. 30]). Kaavajoukko X on konsistentti eli ristiriidaton,
jos ei olemassa kaavaa ¢ siten, ettd kaavat ¢ ja —~¢ ovat piiteltdavissi joukosta Z.

Seuraus 2.4. (Predikaattikalkyylin konsistenssi) Tyhja kaavajoukko on konsistentti.

Todistus (ks. [1, s. 60]). Jos kaavat ¢ ja —¢ ovat todistuvia ilman oletuksia, niin sil-
loin lauseen 2.3 nojalla molemmat kaavat ¢ ja —¢ ovat valideja, mikd on mahdoton-
ta. O

2.4 Boolen algebra

Tissd pykéldssd madritellddn Boolen algebra.

Miiritelma 2.19 (vrt. [1, s. 7]). Osittain jdrjestetty joukko on jirjestetty pari (X, <),
missd X on epdtyhjd joukko ja < on joukon X kaksipaikkainen relaatio, jolla on
seuraavat ominaisuudet:

I. x <x jokaisellax € X,

2.josx<yjay<x,ninx =y jokaisella x,y € X,

3.josx <yjay<zninx <z jokaisellax,y,z e X.
Mairitelldin seuraavaksi supremumin ja infimumin késitteet.

Mairitelmé 2.20 (vrt. [1, s. 8]). Olkoon X osittain jirjestetty joukko. Alkio x € X
on joukon A C X pienin yliraja eli supremum, jos alkio x on joukon A yldraja
joukossa X ja se on pienempi kuin muut joukon A yldrajat joukossa X. Téten alkio
x € X on joukon A C X supremum jos ja vain jos jokaisella a € A pitee a < x
ja milld tahansa muulla joukon A yldrajalla y joukossa X pitee x < y. Joukon A
supremumia merkitdin sup(A).

Maiéritelma 2.21 (vrt. [1, s. 8]). Olkoon X osittain jirjestetty joukko. Alkio x € X
on joukon A C X suurin alaraja eli infimum, jos alkio x on joukon A alaraja ja se
on suurempi kuin muut joukon A alarajat joukossa X. Téten alkio x € X on joukon
A C X infimum jos ja vain jos jokaisella a € A pitee x < a ja milld tahansa muulla
joukon A alarajalla y joukossa X pitee y < x.Joukon A infimumia merkitdédn inf(A).
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Maéiritelmé 2.22 (vrt. [1, s. 11]). Boolen algebra 98 on algebrallinen struktuuri
‘@ = <B’\/’/\’* ’O? 1>,

missd V ja A ovat kaksipaikkaisia funktiosymboleita, * on yksipaikkainen funktio-
symboli ja 0 ja 1 ovat vakioita, ja joka toteuttaa seuraavat aksioomat
(vrt. [3, s. 38-39]): kaikilla x,y,z € B pitee

Liiténtélait:

xV(Vvzy=xVvy Vg, xANYAZD)=(xAY) Az
Vaihdantalait:

XVy=yVux, XANYy=YyAX.
Idempotenssilait:

xXVx=x, XAX=X.
Osittelulait:

xXViyAZD)=&xVYy) AV 2), XAV =AY V(xAZ2).
Absorptiolait:

xXV(xAy)=x, XA(xVy)=x.
De Morgan -lait:

(xVy)=x" Ay, (x Ay =x"Vvy"
Vakioiden 0 ja 1 lait:

xVO0=x, xAN0=0,

xVvi1=1, xA1=ux,

0«1,

xVx' =1, xAx"=0.

Komplementin komplementin laki:

(x*)* = x.

Boolen algebra voidaan maédritelld joukon B osittaisena jirjestyksend < siten, ettd
x < yjosjavainjos x Vy = y. Jdrjestyksessid < voidaan méidritelld laskutoimitukset
V, A, jaalkiot 0, 1. Relaatiolla < on pienin alkio O ja suurin alkio 1, ja milld tahansa
kahdella joukon B alkiolla x ja y on pienin yldraja sup(B) = x V y ja suurin alaraja
inf(B) = xAy. Jokaisella alkiolla x on yksikésitteinen vasta-alkio y siten, ettd alkion
ja vasta-alkion sup(x,y) = 1 jainf(x,y) = 0.

2.5 Lindenbaum algebra predikaattikalkyylisséi

Seuraavaksi esitelldéin predikaattikalkyylin Lindenbaum algebra.

Miiiiritelmé 2.23 (vrt. [1, s. 61]). Olkoon F kaikkien kielen L° kaavojen joukko.
Joukon F relaatio = madritelldidn seuraavasti:

p=y joss Fo—y ja Y -4
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Relaatio = on ekvivalenssirelaatio joukossa F'. Jos ¢ on kaava, niin |¢| on relaation =
ekvivalenssiluokka, johon kaava ¢ kuuluu. Joukon F kaavojen ekvivalenssiluokkien
joukkoa merkitidin F/=.

Miéritelma 2.24 (vrt. [1, s. 61]). Joukon F/= relaatio < miiritelld4n seuraavasti:

|l < || joss Fo¢—y.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd relaatio < on hyvinmédritelty.
Apulause 2.5. Jos |¢| < |¢], ¢ = ¢' jay = ¢/, niin |¢'| < |¢¥’].

Todistus. Oletetaan, ettd ¢ = ¢, ¥ = ' jar ¢ — . Tilloin mddritelmén 2.23
nojalla saadaan + ¢ — ¢’ jar ¢’ — @, seki - ¢ — Y jar Y’ — Y. Siis+ ¢ — Y,
koskaF ¢ — ¢, + ¢ — ¥ jar Yy — '. Saadaan siis, ettd || < |¢]. |

Tilloin (F/=, <) on Boolen algebra predikaattikalkyylin Lindenbaum algebra.

2.6 Predikaattikalkyylin tiydellisyys

Luvussa 2.3 todettiin, ettd Prov € Val. Seuraavan lauseen mukaan predikaattikal-

kyyli on tdydellinen eli myds péinvastainen Val C Prov pitee.

Lause 2.6. (Predikaattikalkyylin tiydellisyyslause) Jokainen validi lause on todis-
tuva.

Todistus (Ks. [1, s. 62-63]). Ideana on, etti jos o ei ole todistuva L9-lause, niin on
olemassa malli, missd lause o ei ole tosi. Télloin lause o ei ole validi. O

Miiritellddn seuraavaksi kumoutuvuus ja kumoutumattomuus.

Maiéritelma 2.25 (vrt. [1, s. 64]). Lause o on kumoutuva jos lause —o on todistuva.
Ja vastaavasti lause o on kumoutumaton jos lause —o ei ole todistuva.

Siis tdydellisyyslauseen perusteella lauseen o~ sanotaan olevan kumoutumaton, jos
sen negaatio ei ole tosi kaikissa malleissa. Vastaavasti lause o on kumoutuva, jos
sen negaatio on tosi kaikissa malleissa.

Miéritelmé 2.26 (vrt. [1, s. 64]). Mallin mahtavuus on «, jos sen miirittelyjoukon
mahtavuus on k. Malli on numeroituva jos sen méiérittelyjoukko on numeroituva.

EsimerkKki 2.5. Mallin U = (N,{R,, : n € w}) mahtavuus on numeroituvasti dareton,
koska joukon A = N mahtavuus on déreton.

Seuraus 2.7. Kielen L° lause on kumoutumaton jos ja vain jos lauseella on nume-
roituva malli.

Todistus. Ks.[1, s. 65]. O

Seuraus 2.8. Airellinen joukko L°-lauseita on konsistentti jos ja vain jos joukolla
on numeroituva malli.
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Todistus. Ks.[1, s. 65]. O
Huomautus. Tiydellisyyslauseesta ja lauseesta (2.3) seuraa:
Val = Prov.

Todistetaan seuraavaksi deduktioteoreema. Teoreeman todistamiseen tarvitaan seu-
raavaa lausetta: oletetaan, ettid ¥ + ¢ ja A on L°-malli. Jos joukon X jokaisen kaavan
sulkeuma on tosi mallissa 2, niin kaavan ¢ sulkeuma on tosi mallissa .

Lause 2.9. (Predikaattikalkyylin deduktioteoreema) Olkoon ¥ L°-lauseiden joukko
ja olkoot o, 7 kielen L% lauseita siten, ettii

U{o}trT,

silloin
Yo >T.

Todistus (Ks. [1, s. 66]). Adrellisyyslauseen nojalla on olemassa joukon X iirelli-
nen osajoukko 2o = {o,...,0,} siten, ettd o U {0} + 7. Edellisen lauseen no-
jalla jokainen joukon Xy U {0} malli toteuttaa my0s lauseen 7. Téstd seuraa, ettd
(o1 A+ ANoy) — (0 — 1) on validi, joten tidydellisyyslauseen nojalla se on todis-
tuva. Téstd seuraa, etti Xo - o — 7,joten X + 0 — T. O

2.7 Kieli L* ja vakiot

Tiassd pykéldssa madritelldaan kielet L* ja L‘SB myodhempad kidyttod varten.

Monessa tapauksessa olisi jarkeviid tarkastella kieltd, jossa on didrellinen mééré re-
laatiosymboleita. Rajoittumalla sellaisiin kaavoihin, joissa on ddrettémin monta re-
laatiosymbolia, misti ollaan kiinnostuneita, tarvitaan yleisempid kielid milld hyvin-
s funktiolla u. Médritellddn kieli L* seuraavaksi.

Maiéritelmé 2.27 (ks. [1, s. 67]). Olkoon u funktio u : v — w. Olkoon kieli L*
kuten kieli L? paitsi, etti kielessd L* on mielivaltainen ireton joukko {Pe: &<
relaatiosymboleita.

Midritelmi 2.28 (ks. [1, s. 73]). Olkoot A = (A,{R, : & < v}) malli ja u funktio,
joka saa joukossa v arvokseen luonnollisia lukuja, eli u : v — w. Malli A on LH-
malli, jos jokaisella & < v R¢ on u(&)-paikkainen relaatio joukossa A, eli

Jos R C AHE),

Meidritelldin seuraavaksi kieli LS, joka on kuin kieli L%, mutta siihen on lisétty va-

. . B’
kioita.

Miéaritelma 2.29 (vrt. [1, s. 68]). Kieli L‘Sﬁ saadaan, kun kieleen L° lisitdin jono

(e :6<B)

vakiosymboleita, joita kutsutaan myos vakioiksi.
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Vakioita ja muuttujasymboleita kutsutaan termeiksi.

Maiéritelma 2.30 (vrt. [1, s. 68]). Kielen L‘sﬁ atomikaava on jono, joka on joko muo-
toa

=1,
tal muotoa
Py(t1,. .., tsm)),
missé t1,. . .,1s5(») Ovat termejd, jan € w.

Miéritelma 2.31 (vrt. [1, s. 68]). Kielen L‘Sﬁ malli on kolmikko
A" =(A,{R,:n € w},{ag : & < B)),
missi
A=(A{R, :n € w})
on L%-malli ja
a=(as:&<P)

on S-jono joukon A alkioita, siis a € AP,

Jatkossa usein kidytetddn merkintdd (2,a) tarkoittamaan Léﬁ—mallia, joka on saatu
L%-mallista U lisizmalld jono a joukon A alkioita.

Tarkastellaan seuraavaksi, miten totuusrelaatio kielen L‘; kaavoille eroaa totuusre-
laatiosta kielen L° kaavoille.

Miiritelma 2.32 (vrt. [1, s. 68—69]). Olkoot e tulkintajono ja A malli. Totuusrelaa-
tio kielen L‘sﬁ atomikaavoille laajennetaan seuraavalla tavalla:

(U,a) Fq t1 =12 joss by = by,
(U,a) Fq Pu(ty,. .. t5m)) Joss <(bi1,...,bsm)) € Ry,

misséd ensimméiselld rivilld by = @ jos 1 on muuttuja vy tai by = ag jos 1 on vakio
Cg, ja by = a; jos t ovat muuttuja v; tai by = a, jos tp on vakio ¢;, seki toisella
rivilld b; = ay jos t; on muuttuja vg, ja b; = ag jos t; on vakio cg.

Muuten kielen L% totuusrelaatio kaikille kaavoille méaritelldan samalla tavalla kuin

kielen L totuusrelaatio.
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3 Malliteorian alkeita

3.1 Peruskaisitteiti

Tédssd luvussa kiinnitetddn funktio u : v — w ja tarkastellaan eri L#-mallien vilisid
suhteita.

MEidiritelmé 3.1 (ks. [1, s. 73]). Olkoot
U= (A{R;: £<v)) ja B=(B,(S:&<v))

malleja. Malli 2 on mallin B alimalli ja B on mallin A laajennus, jos A C B ja
jokainen mallin 2 relaatio on rajoittuma vastaavasta mallin B relaatiosta joukolle A,
eli jos jokaisella & < v pitee

Rg = Sé: N AHE,
Jos malli A on mallin B alimalli, merkitddn A C B.

Miiéritelma 3.2 (vrt. [1, s. 73]). Jokaisella joukon B epityhjillda osajoukolla X on
mallia B vastaava alimalli

(X, {Se N XHE) ¢ < v}y,
jota kutsutaan mallin B rajoittumaksi joukkoon X, mitd merkitdin B[ X.

Jos A = (A,a) ja B’ = (B,b) ovat malleja, niin malli A’ on mallin B’ alimalli, jos
ACBjaa=h.

Mairitelma 3.3 (vrt. [1, s. 73]). Olkoon & kuvaus joukolta A joukolle B. Kuvaus A
on homomorfismi mallilta 2 mallille B, jos jokaisella & < v ja (ay,...,aue) € A
pétee:

(al,. .. ,a#(§)> S R,f jOSS (h(al),. .. ,h(aﬂ(g)» S Sg.
Tdten A € B jos ja vain jos A C B ja identtinen kuvaus i : A — B, i(a) = a,

on homomorfismi mallilta 2 mallilla B. Kuvausta i kutsutaan tilloin inkluusioksi
mallilta A mallille B.

Miaéritelmé 3.4 (vrt. [1, s. 73]). Injektiivinen homomorfismi mallilta 2 mallille
B on isomorfismi mallien A ja Bh[A] vililld. Mallien A ja BTh[A] isomorfismia
kutsutaan myos upotukseksi mallilta 0 mallille B.

Maiéritelmé 3.5 (vrt. [1, s. 74]). Jos on olemassa isomorfismi mallien 2 ja B vililla
niin sanotaan, ettd mallit U ja B ovat isomorfiset, titd merkitddn A = B.

Relaatio = on ekvivalenssirelaatio mallien vélilld. Jos A = B, niin malleilla A ja B
on sama struktuuri, mutta niiden alkiot on nimetty erilailla. Siis mallit A ja B ovat
periaatteessa sama malli.
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Miéritelméa 3.6 (vrt. [1, s. 74]). Malli U on elementaarisesti ekvivalentti mallin
B kanssa jos jokainen L#-lause, joka on tosi mallissa 2 on tosi myods mallissa B.
Talloin merkitddn A = B.

Apulause 3.1. Jos A = B, niin jokaisella L*-lauseella o pitee
Al=0 joss B|=o.

Todistus (vrt. [1, s. 74]). Oletetaan, ettd A | o eli A |= —o. Talloin midritelman
3.6 nojalla saadaan, ettd B |= —o, joten B | 0. O

Esimerkki 3.1 (vrt. [6, s. 16]). Jos A = B, niin A = B. Olkoon 7 : A — B iso-
morfismi mallilta 2 mallille *B. Jokaiseen mallin 2 tulkintajonoon @ voidaan liittda
vastaava mallin B tulkintajono @™ asettamalla o] = 7(e;) jokaisella muuttujasym-
bolilla v;. Osoitetaan, ettd

(%) jokaisella kaavalla ¢ pitee A |=4 ¢ jos ja vain jos B |=q4= ¢.

Todistetaan viite (x) induktiolla kaavan ¢ rakenteen suhteen. Oletetaan ensin, ettid
¢ on atomikaava, joka on muotoa v,, = v,. Talloin A =, v,, = v, jos ja vain jos
am, = a,. Tdmé on yhtidpitdvii sen kanssa, ettd 7(a,,) = m(a,), koska 7 on injektio.
Tdmi taas on yhtipitdvédd sen kanssa, ettd @), = a7, koska jokaiselle muuttujalle
pitee @ = m(a;), siis B |[For Viy = Vp.

Oletetaan sitten, ettd ¢ on atomikaava, joka on muotoa Pg(v; ,. . . Vi §)). Talloin
W o Pe(viys- -5 Vi) JOS ja vain jos (@;,...,@,, ) € Re. Tdmi on yhtépitdvid
sen kanssa, ettd (m(a;,),. .. ,n(cyiy(f)» € S¢, koska 7 on isomorfismi. Tdmé taas on

yhtépitdvad sen kanssa, etti (afl s @7 (é)) € S¢, koska jokaiselle muuttujalle pitee
.o l—l - i
af = n(@;), siis B [Fer Pe(Vijs o3 Viye)-

Oletetaan, ettd vdite (*) pitee kaavoille ¢ ja y. Talloin

=g " joss Wy ¥
jOSS B |7£a'” 90
joss B |=q W,

missi toinen ekvivalenssi pitee induktio-oletuksen nojalla. Edelleen

UWl=g U Ay joss Ul=q ¥ jal =4 x
joss B lser Y jaB |=er x
jOSS QS |:a” w A X’

missd toinen ekvivalenssi pitee induktio-oletuksen nojalla.

Todistetaan, ettd viite (x) patee my0Os kaavalle (Av,)y. Jos A =4 (v,)Y, niin
on olemassa a € A siten, ettd A |=4(n/0) Y. Selvisti (a(n/a))™ = a”™(n/b), missi
b = n(a), joten induktio-oletusta voidaan soveltaa kaavaan ¢ sekd tulkintajonoon
a”(n/b) = (a(n/a))”™ ja malliin B. Siis B |Eeryp) ¥ ja siten B |=ox (Av,)y.
Toinen suunta todistetaan vastaavasti.
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Kun lopuksi ehtoa @ = 7m(«a;) sovelletaan tapaukseen, jossa ¢ on lause, saadaan
ekvivalenssiketju:

Al=¢ joss A=, ¢ jollain mallin A tulkintajonolla
joss B [=qr ¢ jollain mallin A tulkintajonolla @™
joss B =g+ ¢ jollain mallin B tulkintajonolla @’
joss B = ¢,

missd kolmas ekvivalenssi pitee, koska kaikilla mallin B tulkintajonoilla @’ on ole-
massa mallin 2 tulkintajono a, jolla @’ = a”.

Miiritelmé 3.7 (vrt. [1, s. 75]). Malli A on mallin B elementaarinen alimalli ja
malli B on mallin A elementaarinen laajennus jos A C B ja jokaisella LH-kaavalla
¢ ja tulkintajonolla @ € A“ pitee:

A |:a' ¢ jOSS B |:a ¢
Talloin merkitdaan A < B.

Selvisti A < B jos ja vain jos A C B ja jokaisella LH-kaavalla ¢(xp...,x,) ja
(ag...,ap) € A pitee:

AE=Plag...,a,] joss Bl=dlag...,a].

Mairitelmé 3.8 (vrt. [1, s. 75]). Upotus & mallilta 2 mallille B on
elementaarinen upotus mallilta U mallille *B jos jokaisella L#-kaavalla ¢(xq . . .,x,)
jakaikilla (ag . ..,a,) € A saadaan

Ak dlag....an] joss BE ¢[h(ag) ... h(an)].

Téten jos A € B, A < B jos ja vain jos inkluusiokuvaus mallilta A mallille B on
elementaarinen upotus.

Seuraava apulause tarjoaa hyodyllisen kriteerin sille, milloin mallin laajennus on
elementaarinen laajennus.

Apulause 3.2. Olkoon A C B. Silloin A < B jos ja vain jos jokaisella L*-kaavalla
¢ ja jokaisella tulkintajonolla @ € A® pitee: jos B |=o (x,)¢, niin on olemassa
alkio a € A siten, ettd B =g (n/q) @

Todistus (vrt. [1, s. 76]). Oletetaan ensin, ettd A < B ja B =, (dx,) .
Silloin A =4 (Ax,)¢ ja siten A |=q(n/a) ¢ jollakin a € A. Koska A on elementaari-
nen alimalli, ja niin B =g n/q) ¢-

Oletetaan kéintéden, ettd kaikilla L#-kaavoilla ¢ ja tulkintajonoilla @ € A® ole-
tuksesta B =4 (Jx,)¢ seuraa, ettd on olemassa a € A siten, ettd B |=gn/a) ¢.
Osoitetaan sitten, ettd A < B todistamalla, ettd

(%) jokaisella L¥-kaavalla ¢ ja tulkintajonolla @ € A“, A |=4 ¢ joss B l=q ¢
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Todistetaan viite (*) induktiolla kaavan ¢ rakenteen suhteen. Viite pitee triviaalisti,
kun ¢ on atomikaava, koska 2l C B.
Oletetaan, ettd viite (x) pitee kaavoille ¢ ja y. Talloin

A |:a/ _"// jOSS A l#a' lﬁ
joss B i, v
joss B =y W,

missi toinen ekvivalenssi pétee induktio-oletuksen nojalla. Edelleen

W= W Ay joss Ul=q ¥ jall =4 x
jOSS B |:a' lﬁ ja B |:a' X
joss B l=a U A x,

missi toinen ekvivalenssi pétee induktio-oletuksen nojalla. Siis viite (x) pitee my0Os
kaavoille = jay A x

Oletetaan, etti viite () pdtee kaavalle . Todistetaan, ettd vidite pitee myOs kaa-
valle (Jx,)y¥. Jos A =4 (Ix,)Y, niin on olemassa a € A siten, ettd A |=qn/q) Y.
Oletuksen nojalla viite (*) pitee kaavalle ¢. Siksi B =y (n/q) ¥ ja siten
B = (x,)y. Kiéidntden, jos B |=, (dx,)¢¥, niin apulauseen oletuksen nojalla
on olemassa a € A siten, ettd B |=q(n/q) Y. Induktio-oletuksen nojalla saadaan

A |:a'(n/a) Y jasiten A |=o (dx,)¢. O
Seuraus 3.3. Jos A C B, niin A < B jos ja vain jos jokaisella L*-kaavalla

¢ (xo,...,X,), missd Free(p) € {xo,...,x,}, jajokaisella joukon A alkiolla

aop,. ..,a,—1 onolemassa b € B, etti B |= ¢lag,...,a,—1,b], niin silloin on olemassa
alkio a € A siten, ettd B |= ¢lao,. .. ,a,-1,4a].

Todistus. Ks.[1, s. 76]. O

Toinen hyoddyllinen kriteeri laajennuksesta elementaariseksi laajennuksi annetaan
seuraavassa lauseessa.

Lause 3.4. Jos A C B, niin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid:

(3.1 A< B,
(32)  (W,a) = (B,a), jokaisellaac AP, missi B < w,
3.3) (A,a) < (B,a), jokaisellaa e AP missd B on mielivaltainen,

3.4 (U,a) = (B,a), jokaisellaa e AP missdi B on mielivaltainen.
Todistus. Ks.[1, s. 78]. O

Miiritelma 3.9 (vrt. [1, s. 78]). Olkoon A joukko. Jonoa a € A, missi « on ordi-
naali, kutsutaan joukon A luetteloksi, jos jokainen joukon A alkio esiintyy vihintdan
kerran jonossa a.
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Miaéritelmé 3.10 (vrt. [1, s. 78]). Olkoon A joukko. Jonoa a € A“ kutsutaan
joukon A luetteloksi ilman toistoja, jos jokainen joukon A alkio esiintyy tdsmailleen
kerran jonossa a.

Lause 3.5. Olkoon N L*-malli ja olkoon a € A* joukon A luettelo. Jos myds B on
L*-malli, niin malli A voidaan elementaarisesti upottaa malliin ‘B jos ja vain jos on
olemassa jono b € B* siten, ettd laajennetun kielen L, suhteen,

(A,a) = (B,b).
Todistus. Ks.[1, s. 78]. O

Lause 3.6. Olkoot N, B L*-malleja, joilla on sama mahtavuus, ja olkoon a € A*
Jjoukon A luettelo. Tdlloin:

1. jos W = B, niin on olemassa jono b € B siten, ettd (A,a) = (B,b);
2. jos b on joukon B luettelo ja (U,a) = (B,b), niin A = B;
3. jos A C B, niin A < B jos ja vain jos (A,a) = (B, a).
Todistus. Ks.[1,s.79]. O

3.2 Ketjujen yhdisteet

Tiassd pykéldssd madritellddn muutama ketjuihin liittyva kisite seki todistetaan ele-
mentaarisen ketjun periaate.

Midritelmi 3.11 (vrt. [1, s. 79]). Olkoot A L¥-malleja. Jonoa (A : & < v) Kutsu-
taan malliketjuksi jos Az € Wy, kun & <np < v.

Malliketjun yhdisteelld tarkoitetaan mallia, jonka perusjoukko | Je., A¢ on kaikkien
joukkojen A, & < v, yhdiste, ja jonka relaatiosymbolien joukko on kaikkien mallien
A¢ relaatiosymboleiden yhdiste. Annetaan ketjun yhdisteelle tdsmiéllinen mééritel-
mé seuraavaksi.

Miaéritelmé 3.12 (vrt. [1, s. 79]). Oletetaan, ettd luvulle ¢ < v pitee:
s = (A, (RS - n € w)).
Ketjun (U : & < v) yhdisteelld, jota merkitéin ¢, Ug, tarkoitamme mallia
<U Ag, {U Rf; ‘ne€ a)}>
E<v é<v

Miiritelmé 3.13 (vrt. [1, s. 79]). Ketjua (U, : ¢ < v) kutsutaan elementaariseksi
ketjuksi jos Wy < g, kaikilla J < & < v.

Lause 3.7. (Ketjujen yhdisteet) Elementaarisen ketjun yhdiste on jokaisen ketjun
alkion elementaarinen laajennus.
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Todistus (vrt. [1, s. 79-80]). Olkoon (U : & < v) elementaarinen ketju, jonka yh-
diste on . Osoitetaan, etti

(*)  jokaisella kaavalla ¢(xo,...,x,),Kkaikilla ¢ < v jakaikilla a,...,a, € A¢
pitee A |= ¢lao,. . . ,a,] jos ja vain jos A¢ = Plao,. . . ,a,l.

Todistetaan vdite (x) induktiolla kaavan ¢ rakenteen suhteen. Koska 2 on jokai-
sen mallin U, laajennus, niin viite pitee triviaalisti atomikaavoille.
Oletetaan, ettd viite (x) pitee kaavoille ¢ ja y. Tadlloin

A = ylag,...,a,] joss W EYlag,...,a,]
joss U |E Ylag,. .. axl
joss  Wg = ~lao,. .. anl,

missi toinen ekvivalenssi pétee induktio-oletuksen nojalla. Edelleen

A=W A Ylao,...,a,] joss WU Ylao,...,a,]jad = xlao,...,a,l
joss  Ug = ylag,...,a,]jale E xlao,....a,]
joss Az = (Y A Y)lao,. .. axl,

missi toinen ekvivalenssi pitee induktio-oletuksen nojalla. Siis viite (x) pitee my0Os
kaavoille ¢ jay A .

Oletetaan, ettd viite (x) pitee kaavalle ¥ (xo,. .. x;). Osoitetaan, ettd viite pa-
tee myos kaavalle ¢(xo,...x,—1) = (Ax,)¢¥(x0,...x,). JOs ag,...a,-1 € As ja
A =  dlao,...,a,-1], niin jollakin a, € A; pitee s = Ylao,...,a,]. Siten
induktio-oletuksen nojalla U |= ¥[ay,. . .,a,], mistd seuraa A |= Plao,. .. ,a,-1].

Kéidntden, oletetaan, ettd A |= @Plao,...,a,-1]. Silloin A |= Ylao,...,a,-1,4a]
jollakin a € A. Jollakin < « pitee a € A,,. Olkoon { suurempi kuin ¢ ja 7. Silloin
aop, . ..,as-1,a € Az, joten induktio-oletuksen nojalla Ay |= ¢ [ao,. . .,a,-1,a], mistd
seuraa A, |= Ylao,...,a,-1]. Mutta & < £ ja koska Ay < Ay, niin voidaan piitelld,
ettd QIg = élao,. . .,an—1]. O

3.3 Lowenheim-Skolem teoreema

Tassd pykildssd haetaan vastausta seuraavaan kysymykseen: kun 2 on malli, jonka
mahtavuus on «, niin missid mahtavuudessa A mallilla 2 on mahtavuuden A elemen-
taarisia laajennuksia ja elementaarisia alimalleja.

Miiritelma 3.14 (vrt. [1, s. 80]). Kielen L¥ mahtavuudella tarkoitetaan kielen sym-
bolijoukon mahtavuutta. Koska kielessd L* on ddreton méédrd muuttujia, niin kielen
mahtavuus on aina déreton.

Koska kielen L* kaavat ovat aarellisid kielen L* symbolijonoja, niin L*-kaavojen
joukon mahtavuus on sama kuin kielen L# mahtavuus.

Olkoon kielen L* mahtavuus p tdmén pykéldn loppuun asti.
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Lause 3.8. Olkoon U ddreton malli, jonka mahtavuus on «, ja olkoon C joukon A
osajoukko, jonka mahtavuus on y. Jos A on kardinaali, jolla pdtee ehto

v,p < A < k, niin rajoittumalla N C on mahtavuutta A oleva laajennus B, joka on
mallin A elementaarinen alimalli.

Todistus. Ks.[1, s. 80-81]. O

Seuraus 3.9. (Alaspiinen Lowenheim-Skolem) Olkoon X lausejoukko, jonka mah-
tavuus on «, ja jolla on ddreton malli, jonka mahtavuus on A > «. Silloin jokaisella
ddrettomadlld y, jolla k < y < A, on olemassa malli X, jonka mahtavuus on 7.

Todistus. Ks.[1,s. 81]. O

Seuraavan lauseen mukaan dédrettomalld mallilla on elementaarinen laajennus mieli-
valtaisen suurissa mahtavuuksissa.

Lause 3.10. Olkoon U ddreton L*-malli, jonka mahtavuus on k. Mallilla N on ele-
mentaarinen laajennus, jonka mahtavuus on 1 > «, p.

Todistus. Ks.[1, s. 81-82]. O

Huomautus. Lauseen 3.10 todistuksessa tarvitaan predikaattikalkyylin kompakti-
suuslausetta, joka todistetaan luvussa 4.

Seuraus 3.11 (vrt. [1, s. 82]). (Ylospdinen Lowenheim-Skolem) Olkoon X lause-
joukko, jonka mahtavuus on k. Jos joukolla £ on malli, jonka mahtavuus on 4 > N,
niin joukolla ¥ on malli, jonka mahtavuus on y > «, A.

Yhdistamallad edelliset saadaan seuraava lause.

Lause 3.12 (vrt. [1, s. 82]). (Lowenheim-Skolem) Olkoon ¥ lausejoukko, jolla on
ddreton malli. Jos X on ddrellinen, niin joukolla ¥ on malli, jonka mahtavuus on
ddreton. Jos X on ddreton joukko, jonka mahtavuus on k, niin joukolla £ on malli,
Jjonka mahtavuus on A > k.

Huomautus. Alaspiisessd ja ylospdisessd Lowenheim-Skolem -lauseissa kiytetdéin
valinta-aksioomaa, jonka kiyttod ei voi vilttdd. Lisdksi valinta-aksiooma seuraa
alaspdisestd ja ylospéisestd Lowenheim-Skolem -lauseesta.
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4 Ultratulot

4.1 Filtterit ja ultrafiltterit

Tissd pykalassd midritellddn filtterin ja ultrafiltterin késitteet, seki todistetaan muu-
tama néihin liittyva lause.

Miiritelmé 4.1 (vrt. [2, s. 211]). Olkoon I epityhji joukko. Olkoon P(7) kaikkien
joukon 7 osajoukkojen joukko. Joukon [ filtteri F on joukko F C P(I) siten, etti:

1. I €F,

2. jos X, Y € F, ninXNYeF,

3.josXeF, jaXCcZcClI, ninZEecF.
Havaitaan, ettd jokainen filtteri F' on epétyhji joukko, koska I € F.
Esimerkki 4.1 (vrt. [3, s. 211]). Annetaan muutama esimerkki filttereisti:

1. Joukko P(I) on joukon [ filtteri. Sitd kutsutaan epdaidoksi filtteriksi. Jos filt-
teri ei ole epéaito filtteri, niin sitd kutsutaan aidoksi filtteriksi.

2. Joukko {I} on joukon [ filtteri. Sitd kutsutaan triviaaliksi filtteriksi.

3. Olkoon Y joukon 7 osajoukko. Miiritelldin joukko Fy joukon I niiden
osajoukkojen X joukoksi, joihin joukko Y sisdltyy,eli Fy ={X C1:Y C X}.
Talloin Fy on filtteri, jota kutsutaan joukon Y méaarddamaiksi pdcifiltteriksi.
Todistetaan, ettd Fy on todella filtteri. Koska Y C I, niin I € Fy. Oletetaan,
ettd X,Z € Fy. Talloin Y € X jaY C ZjasusY € X NZ C I, joten
XNZ e Fy.Oletetaan, ettd X € FyjaX € Z C I. Koska X € Fy,niinY C X.
Talloin myos Y C Z, silla X € Z. Siis, koskaY € Zja Z C I, niin Z € Fy.

4. Olkoon F = {X € P(I) : I\ X on ddrellinen}. Télloin F on filtteri, jota
kutsutaan Fréchet-filtteriksi.

Mairitelmé 4.2 (vrt. [2, s. 492]). Olkoon [/ epityhjd joukko ja olkoon E joukon
P(I) osajoukko. Joukon E virittimdilldi filtterilldi tarkoitetaan kaikkien niiden joukon
[ filtterien leikkausta (E), joiden osajoukko E on. Siis

(Ey=({G:E<G jaG onjoukonI filtteri }.

Joukolla E on ddrellisen leikkauksen ominaisuus jos ja vain jos kaikilla V;,. .., Y,€ E,
kunn > 1,pitee V1 N---NY, #0.

Lause 4.1. Olkoon E joukon P(I) osajoukko ja olkoon (E) joukon E virittimd filt-
teri. Silloin:
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1. (E) on joukon I filtteri.

2. Filtteri (E) on kaikkien osajoukkojen X € P(I) joukko siten, ettd joko X = I
tai joillakin Yy,...,Y, € E pdtee:

nn---ny, cX.

3. (E) on aito filtteri jos ja vain jos joukolla E on ddrellisen leikkauksen ominai-
SUus.

Todistus (vrt. [3, s. 212]). Merkitédin:
& ={G: EC G jaGon joukon I filtteri}.

Joukko & on epityhja, silla selvisti P(I) € &.

1. Osoitetaan, ettd (E) on joukon [/ filtteri. Osoitetaan ensin, ettd / € &. Oletetaan
siis, ettd G € &. Koska G on filtteri, niin / € G. Siis joukko / kuuluu jokaiseen
joukkoon G, eli I € &. Siis I € (E). Oletetaan seuraavaksi, ettd X,Y € (E). Tilloin
joukot X ja Y kuuluvat jokaiseen joukkoon G eli X,Y € &. Ja koska G on filtteri,
niin X NY € G jokaisella G € &, joten X NY € &. Siis X NY € (E). Oletetaan
sitten, ettd X € (E) ja X € Z C I. Télloin joukko X kuuluu jokaiseen joukkoon
G, eli X € &. Koska G on filtteri, niin Z € G jokaisella G € &, joten Z € &. Siis
Z € (E).

2. Olkoon F’ kaikkien osajoukkojen X € P(I) joukko siten, ettd X = [ tai
joillekin joukoille Y;,...,Y, € E piatee Y] N ---NY, C X. Osoitetaan, ettd (E) = F”.
Osoitetaan aluksi, ettd F” on filtteri. Oletuksen perusteella I € F’. Olkoot X, X’ € F’.
Jos X =Ttai X' = Lniinsillom X NX =X € F/'tai XN X' = X’ € F’. Oletetaan,
ettei ndin ole. Téll6in on olemassa joukot V;,...,Y, € E ja Yl’,. ..,Y, € E siten, ettid

n---n% cX, ¥Yn---nY,cX'.

Télloin
in---ny,nyn---n¥,cXxnX’,
joten X N X' € F'.
Olkoot X € Z C IjaX € F'.Jos X = I, niin Z = I € F’ tai on olemassa joukot

Yi,...,Y, € E siten, ettd
hn---n¥, cZ

joten Z € F’. Siis F’ on joukon [ filtteri. Todistetaan, ettd F’ € &. Selvésti E C F’,
silld mikd hyvénsd joukon E alkio sisdltyy joukkoon F’. Ja koska F’ on joukon [
filtteri, niin F’ € &. Téast4 seuraa, ettd (E) C F’.

Tarkastellaan nyt joukon [/ filtterid G, johon myos joukko E sisiltyy. Silloin
I € G.On olemassa joukot Y1,...,Y, € E siten, ettd Y1,...,Y, € G, koska E C G.
Ja koska G on filtteri, niin ¥} N --- N Y, € G. Ndin ollen joukko X € P(I), joka
siséltdd joukon Y} N - - - N Y, kuuluu filtteriin G. Siten F’ C G. Téstd saadaan, ettd
F’ C(E).Siis(E) = F'.
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3. Oletetaan, ettd joukolla E on direllisen leikkauksen ominaisuus. Jos (E) on
epdaito, niin @ € (FE). Télloin on olemassa leikkaus ¥ N --- NY, € (E), joten
ei pade, ettd leikkaus on epityhjd. Oletetaan sitten, ettd (£) on aito filtteri. Olete-
taan, ettd joukolla E ei ole dérellisen leikkauksen ominaisuutta, eli joillakin joukoil-
layy,...,Y, € Epitee Y1 N---NY, = 0. Koska leikkaus ¥; N - - - NY,, kuuluu joukon
E virittimadn filtteriin (£, niin (£) on epiaito filtteri. O

Mairitellddn seuraavaksi ultrafiltteri ja todistetaan muutama ultrafilttereihin liittyva
lause.

Miiritelmé 4.3 (vrt. [3, s. 213]). Joukko F on joukon [ ultrafiltteri jos ja vain jos
F on joukon [ filtteri siten, ettd kaikilla X € P([) pitee:

XeF joss (I\X)¢F.
Lause 4.2. Seuraavat ehdot ovat yhtdpitdavid:
1. F on joukon I ultrafiltteri.

2. F on joukon I maksimaalinen aito filtteri.

Todistus (vrt. [3, s. 213-214]). Oletetaan ensin, ettd F on joukon [/ ultrafiltteri. Sil-
loin® ¢ F,koskal € Fja@ = 1\1. Siten F on aito filtteri. Olkoon E joukon / jokin
aito filtteri, joka siséltéa filtterin F.Jos X € Eja X ¢ F,niin I \ X € F, mistd seuraa
I\X € Eja

0=XNn{U\X)€E.

Tami on ristiriidassa oletetuksen kanssa, ettd E on aito. Tdten E C F, joten E = F,
siis F' on joukon / maksimaalinen aito filtteri.

Kédntiden, oletetaan, ettd F on joukon / maksimaalinen aito filtteri. Tarkastellaan
joukkoa X € P([I). Ei voi olla, ettd sekd X € F jal\ X € F, koska silloin @ € F,
misté seuraisi, ettid jokainen Y € P([) sisiltyisi joukkoon F ja F ei olisi aito filtteri.
Riittdd todistaa, ettd jos I \ X ¢ F, niin X € F. Oletetaan, ettd / \ X ¢ F. Olkoon
E = F U {X}, jaolkoon (E) joukon E virittdamai filtteri. Tarkastellaan joukkoja
n,....Y, € E, jaolkoon

Z=YINn---NY,.

Koska F' on suljettu dérellisten leikkauksien suhteen, niinjoko Z € FtaiZ =Y NX
jollakin Y € F. Ensimméisessd tapauksessa Z # (), koska @ ¢ F'. Toisessa tapauk-
sessa myOs Z # (), silld muuten olisi Y N X = 0, Y C I\ X, mistd saadaan, ettd
I\ X € F. Siis joka tapauksessa Z # (). Lauseen 4.1 nojalla ndhdéin, ettd 0 ¢ (E).
Tami tarkoittaa, ettd (E) on aito filtteri, joka siséltdd filtterin F, joten véitteen (2)
perusteella (E) = F. Siksi E C F ja X € F. Siis F on joukon [ ultrafiltteri. O

Miaritelmé 4.4 (ks. [5, s. 65]). Joukko B C P([I) on ketju, jos ehto
CcD tai DcCC

pitee kaikilla C,D € B.
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Todistetaan seuraavaksi tiarked lause ultrafilttereiden olemassaolosta. Todistamiseen
tarvitaan Zornin lemmaa (ks. [5, s. 65]): Olkoon A € P(I) joukko, jolla | JB € A
jokaisella ketjulla B € A. Télloin joukko A sisédltdd maksimaalisen alkion. Téssd
alkio M on maksimaalinen, jos silld pitee M € AAVC € A MM € C - M =C).

Lause 4.3. (Ultrafiltterilause) Jos E C P(I) ja joukolla E on ddrellisen leikkauksen
ominaisuus, niin silloin on olemassa joukon I ultrafiltteri F siten, ettdi E C F.

Todistus (vrt. [3, s. 214] ja [1, s. 15]). Olkoon &/ kaikkien niiden joukon / aitojen
filttereiden joukko, joihin joukko FE sisiltyy. Lauseen 4.1 nojalla joukko .27 on epi-
tyhjé, koska joukko (E) kuuluu siihen. Jos C C .7, niin joukko | J C on joukon /
aito filtteri. Todistetaan timéd seuraavaksi. Koska joukko | J C on joukkojen, joihin
kuuluu joukko 7, yhdiste, niin / € | J C. Oletetaan sitten, ettd X,Y € | C. Talloin
joillakin C1,C, € C pidtee X € C;jaY € (. Koska C on ketju, niin pitee joko
C; € (G tai Cp C (. Oletetaan, ettd C; € C,. Télloin X,Y € C, ja koska C, on
filtteri, niin X NY € C; € (JC. Siis X NY € | JC. Oletetaan lopuksi, ettd X € | JC
ja X € Z ¢ I. Talloin jollakin C; € C pitee X € Cj ja koska C; on filtteri, niin
Z e Cy cJC.Siis Z € | JC. Joukko | C on aito filtteri, silld () ei kuulu siihen.
Lisdksi jos jokainen F' € C sisiltdd joukon E, niin joukko | J C sisiltdd joukon
E. Zornin lemmasta seuraa, ettd kaikkien joukon [/ aitojen filttereiden joukolla o7,
johon kuuluu my6s joukko E, on maksimaalinen alkio M. Tdten E C F. Filtteri
F on joukon I maksimaalinen aito filtteri, koska jos F’ on aito filtteri, joka kuuluu
joukkoon F, niin E C F’, joten F’ sisdltyy joukkoon 7 ja F’ = F. Titen lauseen
4.2 nojalla F on joukon [ ultrafiltteri. O

4.2 Ultratulojen rakenne

Tédssd luvussa tutustutaan ultratuloihin. Asioiden tarkastelujen helpottamiseksi ra-
joitutaan tarkastelemaan malleja, jotka koostuvat epétyhjésti joukosta ja joukon yh-
destd kaksipaikkaisesta relaatiosta. Sopiva kieli tdllaisille malleilla, joilla on yksi
relaatiosymboli Py, jonka paikkaluku on kaksi, on kieli L#°, missd pg = {(0,2)}.
Kaikki asiat voidaan my0s laajentaa koskemaan kieltd L* milld hyvénsé funktiol-
la p.

Olkoon U; = (A;, R;) LH°-malli jokaisellai € I. Olkoon A = [];¢; A; joukkojen A;
karteesinen tulo. (Jatkossa kirjoitetaan lyhyemmin joko []; A; tai [ A;.)

Kiytetddn symboleja f, g, h, ... tarkoittamaan joukon A alkioita.

Olkoot i € I ja f € A. Funktio f voidaan ajatella jonona, missd f; on sen i-
koordinaatti, jota merkitdin joko f (i) tai f;.

Mairitelmé 4.5 (vrt. [1, s. 87]). Olkoon F kokoelma joukon I osajoukkoja. Joukon
A relaatio ~p madritelladn seuraavasti:

f~rg joss {iel: f(i)=g(i)}€F.
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Seuraava tulos on olennainen.

Apulause 4.4. Jos F on joukon [ filtteri, niin ~ on ekvivalenssirelaatio
joukossa [] A;.

Todistus (vrt. [1, s. 87-88]). Taytyy osoittaa, ettd relaatio ~r on refleksiivinen, sym-
metrinen ja transitiivinen.
Refleksiivisyys: Jos F on joukon [ filtteri, niin / € F'. Huomataan, etti
I={iel: f(i)= f(i)}, joten ~F on refleksiivinen.
Symmetrisyys: Oletetaan, ettd f ~r g . Silloin relaation ~r méédritelmén nojalla
saadaan:
X={iel: f() =g} €F,
eli
Y={iel:gl)=f@l)}eF.

Siis g ~F f
Transitiivisuus: Oletetaan, ettd f ~r g ja g ~r h. Silloin relaation ~r mééritel-
min nojalla saadaan:
X={iel: f(i))=g0)}€F,
ja
Y={iel:g@i)=nh@G)}eF.
Koska F on filtteri, niin X NY € F. Mutta

XnNYczZ={iel: f@i) = h@)},

janiin Z € F, joten f ~¢ h. Siis relaatio ~f on transitiivinen. Téten ~r on ekviva-
lenssirelaatio. O

Téstd ldhtien oletetaan, ettd F on joukon / filtteri. Intuitiivisesti joukon / filtteri koos-
tuu joukon 7 "isoista"osajoukoista. Relaatiosta f ~f g voidaan sanoa, ettd f yhtyy
joukkoon g melkein kaikilla sen koordinaateilla. Tétd ideaa voi laajentaa méadrittele-
milléd joukon [] A; relaatio R; seuraavasti:

Miiritelmé 4.6 (vrt. [1, s. 88]). Relaatio R; joukossa [ A; médritellddn seuraavasti:

(f.8) € Ry joss ({iel:(f(i),g(i)) € R}eF.

Seuraava apulause osoittaa toisen tdrkeén filttereiden ominaisuuden. Lause osoittaa,
ettd relaatio R; ei erottele joukon [] A; sellaisia alkioita toisistaan, jotka ovat relaa-
tion ~r suhteen ekvivalentteja.

Apulause 4.5. Relaatio ~f on kongruenssi relaation R; suhteen, eli jos
f~F f'.8~r & jalf.g) € Ry, niin(f’,g") € Ry.
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Todistus (vrt. [1, s. 88]). Oletetaan, ettd f ~r f’ ja g ~r g’. Télloin
X={el:fi)=f>G)}eF
ja
Y={iel:gi)=¢(i)} €F.
Edelleen, jos (f,g) € Ry, niin
Z={iel:{(f(i),gi)) e R} eF.
Koska F on filtteri, niin X N Y N Z € F. Mutta
XNYNnzZcwW={iel:{f'(i),gO))eR},
jasiksi W e F. Tistd voidaan paitelld, ettd (f’,g’) € Ry. O

Miaéritelmé 4.7 (ks. [1, s. 89]). Olkoon f € [] A;, tilléin f/F on joukon f
ekvivalenssiluokka relaation ~ suhteen, ja merkitiin

[Tair= {f/F:fenAi}.

Miiritelmé 4.8 (vrt. [1, s. 89]). Joukon [ A;/F relaatio Ry saadaan joukon [] A;
relaatiosta Ry, ja se médritelldin seuraavasti:

(f/F,g/F) € Rr joss (f,g) €Ry.
Relaatio Ry on hyvinmaédritelty apulauseen 4.5 nojalla.
Miairitelmé 4.9 (vrt. [1, s. 89]). Olkoon [ U;/F malli ([ A;/F,RF).

Tuloa [ U;/F kutsutaan perheen {U; : i € I} redusoiduksi tuloksi filtterin F suh-
teen.

Jos F on ultrafiltteri, niin redusoitua tuloa [ [ A;/F kutsutaan ultratuloksi.

Jos jokaisella i € I pitee U; = A, niin redusoitua tuloa merkitiin A/ /F ja sitid
kutsutaan mallin A redusoiduksi potenssiksi filtterin F suhteen.

Jos F on ultrafiltteri, niin redusoitua potenssia A’ /F kutsutaan

mallin !/ F ultrapotenssiksi.

4.3 Los’nlause

Olkoon {; : i € I} perhe L#0-malleja, ja olkoon F joukon [ ultrafiltteri. Ultra-
tulo [T2;/F on Lg -malli. Los’n lause antaa tdydellisen vastauksen kysymykseen:
miten lauseiden totuus ultratulossa [ [ U;/F méaérdytyy ndiden lauseiden totuudessa
malleissa U;, i € 1.
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Midéritelmé 4.10 (vrt. [1, s. 89]). Olkoon f = (fi,...,fn,...) jono tulon [] A;
alkioita, eli f € (]| A;)®. Télloin f/F tarkoittaa tulon [ A;/F alkioiden jonoa

f/F:<fl/F’7fn/F’>,

toisin sanoen "
fIF e (HA,-/F) :

Liséksi jokaisella i € I, f (i) on jono

f@) = f1@),. o fu(D),- o)
joukon A; alkioita.

Lause 4.6. (Los’'n lause) Jos F on joukon I ultrafiltteri, niin L*°-kaavalle ¢ ja jo-
nolle f|F € (] A;/F)® pdtee

H?Ii/F |:f/1: ¢ joss {iel:; |:f(i) ¢} € F.

Todistus (vrt. [1, s. 90-91]). Todistetaan induktiolla kaavan ¢ rakenteen suhteen.
Oletetaan ensin, ettd ¢ on atomikaava, joka on muotoa v,, = v,. Silloin

| [26/F pyr vm = v joss  fulF = fulF,

joss  fu ~F fu,
joss f{iel: fin(i) = fu(D} €F,
joss {i€l:U; Ffi)y v = vu} € F.

Oletetaan sitten, ettd ¢ on atomikaava, joka on muotoa Py(v,,v,). Silloin

| [26/F =pir Poumva) joss (fulF. ful F) € Ry,
jOSS <fmafn> € Rl,

joss  {i € I:{fm(i), fn(D)) € Ri} € F,
joss f{iel:¥; |=f(,') Po(vy,,v,)} € F.

Siis viite pitee kaikilla atomikaavoilla.

Oletetaan, ettid ¢ on kaava ja viite pitee kaikille kaavan ¢ alikaavoille. T&lloin
on kolme tapausta, jotka tiytyy késitella:

(1) Kaava ¢ on muotoa —. Nyt

HQ[i/F Ef/p —  joss H%/F TNAZ
joss {iel:U|l=pi ¢} ¢F,
joss I\{iel: U |=pu ¢} €F,
joss {iel:¥; i ) eF.

Missi toinen ekvivalenssi pitee induktio-oletuksen nojalla ja kolmas ekvivalenssi
pitee, koska F' on ultrafiltteri. Siis viite pitee kaavalle ¢ = —.
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(2) Kaava ¢ on muotoa ¢y A y. Olkoon

Dz// = {i el: 911' |:f(i) lﬁ}

ja
D,={iel: ¥ Fru x}.
Silloin
DynD,={iel: W Fre ¥ A x}.
Nyt

1_[911'/17 FriFY A x  joss 1_[911'/17 Err ja l_[‘ui/F =i Xs
joss Dy €F ja Dy,€F,
joss DynND,€F.

Missi toinen ekvivalenssi pitee induktio-oletuksen nojalla ja kolmas ekvivalenssi
pitee, koska F on filtteri. Siis viite pitee kaavalle ¢ = ¥ A y.
(3) Kaava ¢ on muotoa (dv,)y. Olkoon

D={iel: W Fru Qv
Silloin tdytyy osoittaa, ettid

n‘lli/F =fr vy joss D e F.
Oletetaan ensin, ettid
H%’/F Frr (v,
Silloin on olemassa jokin b € [] A; siten, ettd

rl Wi/ F =fnmypy/r ¥

Olkoon H = {i € I : W; |=fu/pi) ¥}. Induktio-oletuksen nojalla saadaan, ettd
H € F. Koska

Sf(n/b)(@) = f (@) (n/bi),

niin H C D, ja koska F on filtteri, niin D € F.
Oletetaan sitten, ettd D € F. Josi € D, niin

W Friy Ay
ja siten on olemassa jokin ¢ € A; siten, ettd

Wi Eraynje) Y-

Valinta-aksiooman nojalla on olemassa b € [] A; siten, ettd W; |=¢;)n/p) ¥ jokaisella
i € D, ja muuten on joukon A; mielivaltainen alkio. Silloin

Dcliel N l=rmmai ¥} =B.
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Siksi B € F ja induktio-oletuksen nojalla

l_[ W/F Epironm) ¥
joten
[ [2/F e Grw.
Siis viite pitee kaavalle ¢ = (Av,)y. O

Erityisesti lauseille saadaan:

Seuraus 4.7. Jos o on L*0-lause, niin
[|w/FEe joss liel:WiajeF.

Todistus (ks [1, s. 91]). Viite seuraa selvisti lauseesta 4.6. Koska lauseet eivit si-
sdlld vapaita muuttujia, niin sen totuus ei riipu tulkintajonosta. O

Miaéritelmé 4.11 (vrt. [1, s. 92]). Olkoon A malli ja olkoon F joukon 7 ultrafiltteri.
Olkoon a* € Al jokaisella a € A siten, etti a*(i) = a jokaisella i € I. Mritelldin
kuvaus d : A — A!/F seuraavasti:

d(a) = a*/F.
Kuvasta d kutsutaan mallin N kanoniseksi upotukseksi mallille A /F.

Apulause 4.8. Kanoninen upotus on mallin 9 elementaarinen upotus mallille A/ /F,
jasiten A = A/ /F.

Todistus (ks [1, s. 92]). Olkoon ¢(xo,...,x,) LH°-kaava ja olkoot ay, . . . ,a, joukon
A alkioita. Silloin Los’n lauseen nojalla saadaan

A /F |= plag/F,...,a,/F] joss ({(iel: U Play(),...,a,()]} €F
joss {iel: A= dlag,...,a,]} € F
joss A |= @lag,...,a,].

Missd ensimmdinen ekvivalenssi pdtee Los’n lauseen perusteella. Toinen ekviva-
lenssi patee edellisen mairitelmin perusteella ja koska mallit ovat samoja. Kol-
mas ekvivalenssi pitee, koska F on ultrafiltteri. Siksi kuvaus d elementaarinen upo-
tus. |

Esimerkki 4.2 (vrt. [1, s. 92]). Tutkitaan millaisilla L#°-kaavoilla Los’n lause pitee,
kun F on joukon [ filtteri, eikd valttiméttd ultrafiltteri. Los’n lauseen todistuksesta
huomataan, ettd atomikaavojen, kaavan ¢ A y ja kaavan (dv,)¢ todistuksissa riitti,
ettd F on filtteri. Siis L.os n-lause pitee kaavoille, joissa ei ole ollenkaan negaatiota,
kun F on joukon [ filtteri.
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4.4 Adgrellinen aksiomatisointi

Tidssd pykildssd tutustutaan ddrelliseen aksiomatisointiin. Oletetaan edelleen, ettd
tarkastellaan L#°-malleja.

Miiéritelmé 4.12 (vrt. [1, s. 92]). Mallien ominaisuutta & kutsutaan
ensimmdiisen kertaluvun ominaisuudeksi, jos on olemassa lause o siten, etti

A =0 joss mallilla A on ominaisuus .

T&lloin ominaisuus &2 on ddrellisesti aksiomatisoituva.

Mairitelmé 4.13 (vrt. [1, s. 93]). Yleiselldi ensimmdisen kertaluvun ominaisuudella
tarkoitetaan ominaisuutta &7 siten, ettd on olemassa lausejoukko X siten, ettd mallilla
on ominaisuus & jos ja vain jos se on joukon X malli.

Esimerkki 4.3. Jokaisella kokonaisluvulla n olkoon o-=" lause
Axp) ... @Ax)xX1 FX2A - AXLF Xy AX2FEXZA - AN Xy #F V.

Tallsin A |= o=" jos ja vain jos joukko A sisdltdd vihintidin n alkiota. Siis ominai-

suus, ettd malli sisdltdd vahintddn » alkiota, on ensimmaisen kertaluvun ominaisuus.
|

Olkoon o " lause

> >
o= A ~gEt

Talloin A |= o jos ja vain jos joukko A siséltdd tasmélleen n alkiota. Tdten omi-
naisuus, ettd mallin mahtavuus on n < w, on ensimmaisen kertaluvun ominaisuus.

On luonnollista miettid, onko &dérellisyys ensimmadisen kertaluvun ominaisuus tai
vastaavasti, onko ddrettdmyys ensimmadisen kertaluvun ominaisuus. £.os’n lauseen
seuraus osoittaa, ettd vastaus on ei.

Lause 4.9. Olkoon X lausejoukko. Jos on olemassa joukon £ mielivaltaisen suuria
ddrellisid malleja, niin on olemassa joukon X ddreton malli.

Todistus (ks. [1, s. 93]). Jos joukolla £ on mielivaltaisen suuria direllisid malleja,
niin on olemassa joukon X ddrellisten mallien jono (A, : r < w) siten, ettd jos
joukon A, mahtavuus on n,, niin n, < ng aina, kunr < s < .

Olkoon F joukon w ultrafiltteri, joka ei ole péaéfiltteri, ja olkoon A = [[ A, /F
ultratulo. Koska jokainen joukon X lause on tosi mallissa ,, niin Los’n lausees-
ta seuraa, ettd ultratulo 2 on myds joukon X malli. Lause o on tosi korkeintaan
yhdessd mallissa %, jokaisella kokonaisluvulla n. Koska F ei ole péaifiltteri, niin yh-
den alkion osajoukko ei kuulu siihen. Niiden alkioiden r < w joukko, jolla malli 2,
toteuttaa lauseen o, sisiltii korkeintaan yhden alkion r, jolla n, = n. Siis Los’n
lauseen nojalla lause o ei ole tosi ultratulossa U milldzin n < w. Siksi ultratulo A
on ddreton. i

Seuraus 4.10. Mallin &direllisyys ei ole yleinen ensimmdiisen kertaluvun ominai-
suus.
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Todistus (Vrt. [1, s. 93]). Tehdiin vastaoletus: dédrellisyys on yleinen ensimmaéisen
kertaluvun ominaisuus. Olkoon X lausejoukko, joka médrittelee sen. Koska lause-
joukko ¥ maédrittelee ddrellisyyden, silld on mielivaltaisen suuria ddrellisid malleja.
Edellisen lauseen 4.9 nojalla on olemassa joukon X dédreton malli, joten vastoin ole-
tusta adrellisyys ei ole yleinen ensimmadisen kertaluvun ominaisuus. O

Mairitelmé 4.14 (ks. [5, s. 49]). Joukon A lineaarijirjestys < on hyvinjdrjestys, jos
jokaisessa joukon A epityhjissd osajoukossa on pienin alkio jarjestyksen < suhteen.

Lause 4.11. Olkoon < joukon A lineaarijdrjestys. Tdlloin < on hyvinjdrjestys jos ja
vain jos ei ole olemassa funktiota f : w — A, jolla pditee

Vnew)(f(n+1) < f(n)).

Todistus (ks. [5, s. 77]). Jos funktio f : w — A toteuttaa ehdon f(n + 1) < f(n)
jokaisella n € w, niin osajoukossaran(f) C A ei ole pieninti alkiota. Titen edellisen
miiritelmin nojalla < ei ole hyvinjirjestys.

Oletetaan sitten, ettid < ei ole hyvinjirjestys. On siis olemassa osajoukko B C A,
jolla ei ole pieninti alkiota eli

(Vx € B)(dy € B)(y < x).

Olkoon b; € B. Koska < on lineaarijarjestys, muttei hyvinjérjestys, niin 10ytyy
by € B, by # by siten, ettd by < b;y. Vastaavasti 10ytyy b3 € B, by # b; siten, etti
b3z < by. Soveltamalla titd rekursiivisesti saadaan joukko B, = {by,b>,...} C B,
jossa biy1 < b;. Olkoon f : w — B funktio siten, ettd f(n) = b, jokaisella n € w.
Siis f(n+ 1) = byy1 < b, = f(n) jokaisella n € w. Siis f on funktio f : w — B,
jolla pitee f(n+ 1) < f(n) jokaisella n € w. O

EsimerkKki 4.4 (vrt. [1, s. 94]). Olkoon o lause
(Yx0)=P(x0,x0) A (Yxo) (Yx1)[P(x0,x1) V P(x1,%0) V X0 = x1]
A (Yxo) (Vx1) (Yx2)[P(xp, x1) A P(x1,x2) = P(x0,x2)].
Lause 0 ilmaisee, ettd relaatio P on lineaarijdrjestys. Olkoon ooy, lause
oo A (Ax0)(Yx1)=P(x0,x1),

missi jalkimmaiinen konjunkti ilmaisee, ettd jirjestykselld on olemassa suurin alkio.
Olkoon lopuksi opoy, lause

oo N(Vxp)[(Ax1)P(x1,x0) — (Ax2)[P(x2,x0) A(Vx3)(=[P(x2,x3) AP(x3,x0)D]].

Talloin A = (A, R) on lauseen o ppr malli jos ja vain jos R on lineaarijdrjestys, jolla
on suurin alkio ja jokaisella joukon A alkiolla on viliton edeltdja.

Olkoon &, ensimmiisen kertaluvun ominaisuus ja olkoon &7 jokin L*0-mallin
ominaisuus. L*°-mallilla on ominaisuus &%, jos silld on ominaisuudet & ja &.
Selvisti &7, on yleinen ensimmaéisen kertaluvun ominaisuus, jos &7 on yleinen en-
simmdiisen kertaluvun ominaisuus. Hyddynnetdin titi tietoa seuraavassa lauseessa.
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Lause 4.12. Olkoon & L*-mallin N ominaisuus "relaatio P on joukon hyvinjiir-
jestys". Tdlloin ominaisuus &2 ei ole yleinen ensimmdiisen kertaluvun ominaisuus.

Todistus (ks. [1, s. 94]). Olkoon o po;, esimerkin 4.4 lause. On olemassa mielival-
taisen suuria ddrellisia hyvinjirjestettyjd lauseen o por malleja, mutta ei ole olemas-
sa adrettomid hyvinjirjestettyd lauseen o por malleja. Viite seuraa nyt vilittomasti
lauseesta 4.9 ja edellisistd huomautuksista. O

Olkoon o r kunta-aksioomien konjunktio. Kunnat mééritelldédn malleina, joissa las-
kutoimitukset esitetdin kolmipaikkaisina relaatioina. Merkitddn summaa vastaavaa
relaatiota kirjaimella S, toisin sanoen S(x,y,z) <& x + y = z, tuloa vastaavaa relaa-
tiota kirjaimella P, toisin sanoen P(x,y,z) <> x - y = z. Edelleen summan neutraa-
lialkiota eli nolla-alkiota vastaa vakiosymboli 0, ja tulon neutraalialkiota eli ykkos-
alkiota vastaa vakiosymboli 1.

Kuntien aksioomat 16ytyvit kirjan Models and Ultraproducts: an introduction [1]
sivuilta 95-96. Merkitédédn niiden aksioomien konjunktiota symbolilla o .

Esimerkki 4.5 (ks. [1, s. 96]). Kunnan karakteristika on p, jos p on pienin positii-
vinen kokonaisluku siten, ettd jokaisella kunnan alkiolla x pitee

p-x=0,

missi
pPX=X+X+--+Xx.
pkpl
Kunnan karakteristika on 0, jos sen karakteristika ei ole p milldan alkuluvulla p.
Esitetddan seuraavaksi lause O'f,, joka ilmaisee, ettd kunnan karakteristika on p.
Kiytetiddn seuraavia lyhenteiti:

S1(x,y) on lyhenne kaavalle y = x
ja
Sn+1(x,y) on lyhenne kaavalle (dz)[S,(x,2) A S(z,x,y)].

Titen S, (x,y) ilmaisee faktan, etti y = n - x.
Olkoon (Tf, lauseiden o ja

Cp = (¥x)$p(x,0) A =[(VX)S,-1(x,0) V (Vx)S)p2(x,0) V- - -V (V)51 (x,0)]

konjunktio. Silloin 2 on karakteristikaa p oleva kunta jos ja vain jos 2 on lauseen
0"; malli. On olemassa karakteristikaa p oleva kunta jos ja vain jos p on alkuluku.
Olkoon

Ao ={ortU{=Cy:p <w)

lausejoukko, missd C,, on aikaisemmin maédritelty lause. Selvisti kunnan U karakte-
ristika on 0 jos ja vain jos A on lausejoukon Ap malli. Tédstd ndhdédén, ettd kunnan
ominaisuus olla karakteristikaa O on yleinen ensimmadisen kertaluvun ominaisuus.
Jokaisella kunnalla on yksikésitteinen karakteristika.
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Seuraava tulos osoittaa, ettd lausejoukkoa Ag ei voi korvata milldén darelliselld lause-
joukolla.

Lause 4.13. Kunnan ominaisuus olla karakteristikaa 0, ei ole ensimmdiisen kertalu-
vun ominaisuus.

Todistus (ks. [1, s. 97]). Oletetaan, ettd on olemassa lause 0'([), siten, ettd A |= O'OF jos
ja vain jos U on kunta, jonka karakteristika on 0.

Olkoon A, karakteristikaa p oleva kunta kullakin alkuluvulla p. Siis 2, on jou-
kon {or,C,} malli. Olkoon F ultrafiltteri, joka ei ole paifiltteri, kaikkien alkuluku-

jen joukossa ja olkoon
a=[|u,/F.
p

Koska jokainen A, on lauseen oy malli, niin £.0s’n lauseen perusteella myds 2 on
lauseen o r malli. Jokaisella alkuluvulla p lause C, on tosi tdsmélleen yhdessd mal-
lissa A, (missd g = p). Koska F on ultrafiltteri, joka ei ole péifiltteri, niin se ei
sisdlld yhden alkion joukkoja. Niin ollen, koska lause C,, on tosi tdsmélleen yhdes-
sd mallissa, niin niiden alkulukujen p joukko, jolla malli %, toteuttaa lauseen C,,
sisdltdd korkeintaan yhden alkion g. Siis £0s’n lauseen nojalla U ei ole lauseen C,
malli. Tdma osoittaa, ettd kunta A on karakteristikaa nolla ja siten U |= 0'2. Kos-
ka lause 0'?; ei ole tosi yhdessikéidn mallissa 2, niin tdimé on ristiriidassa £os’n

lauseen kanssa, silld tyhjid joukko ei kuulu filtteriin F'. O

Miiritelma 4.15 (vrt. [1, s. 99]). Kunta U on algebrallisesti suljettu, jos jokaisella
A-kertoimisella polynomilla, joka ei ole vakio, on nollakohta kunnassa.

Polynomi kunnassa on funktio f, jonka lauseke on f(x) = a,x" +--- + ajx + ao,
missi oletetaan, ettd a, # 0, joilloin deg(f)= n.

Seuraavasta tuloksesta voidaan péitelld, ettd algebrallisesti suljettujen kuntien teoria
ei ole ddrellisesti aksiomatisoituva.

Lause 4.14. Jokaisella luvulla n € w on olemassa kunta N, joka ei ole algebral-
lisesti suljettu, ja jossa kaikilla polynomeilla, joiden aste on 0 < deg(f) < n, on
nollakohta.

Todistus (vrt. [1, s. 100-101]). Olkoon Q rationaalilukujen kunta ja olkoon @ kun-
nan algebrallinen sulkeuma. Sulkeuma @ on numeroituva, joten sen alkiot voidaan
luetella jonona {(g; : i € w).

Maiiritelldén kuntien jono (QF : r € w) seuraavasti:

n _
0 =Q
ja
:—l+] = Q:l[CI],
missd ¢ on sulkeuman @ jonon ensimmiinen alkio, joka ei kuulu kuntaan Q”, ja

joka on sellaisen polynomin p nollakohta, jolla 0 < deg(f)< n, ja jonka kertoimet
ovat kunnassa Q. Selvisti kunta Q" on kunnan Q laajennus.
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Olkoon U, = (J,¢, Q. Koska A, on kuntien yhdiste, niin myds 2, on kunta.
Oletetaan, ettd f(x) = a;x" + -+ + a;x + ap on astetta t < n oleva polynomi, jonka
kertoimet ovat kunnassa 2,,. Kaikki kertoimet ay,. . .,a; ovat joukossa Q jollakin
luonnollisella luvulla 7 € w. Polynomilla f(x) on nollakohta ¢; joukossa Q, missi
gi sisdltyy jonoon (g; : i € w). Silloin on selvi, ettd ¢; € Q7, , jollakin " > r, joten
polynomilla f(x) on nollakohta kunnassa 2,,.

Paidtetddn todistus osoittamalla, ettd kunta %, ei ole algebrallisesti suljettu. Ol-
koon p alkuluku, joka ei ole tekijind missddn lukua n pienemmaéssé luvussa. Kéyt-
tamalld hyviksi kuntateoriaa (ks. [7, s. 36—49]) voidaan osoittaa, ettd on olemassa
Q(g)-kertoiminen polynomi f, jonka aste on p ja jolla ei ole olemassa yhtdin nolla-
kohtaa kunnassa 2,,. Siis kunta 2, ei ole algebrallisesti suljettu. |

Olkoon 1, lause, joka ilmaisee, ettd jokaisella polynomilla, jolla 2 <deg(f)< n, on
nollakohta kunnassa. Algebrallisesti suljettu kunta toteuttaa kaikki lauseet 7.

Lause 4.15. Algebrallisesti suljettujen kuntien teoria ei ole ddrellisesti aksiomati-
soituva.

Todistus (ks. [1, s. 101]). Oletetaan, ettd on olemassa lause o siten, ettd malli on
algebrallisesti suljettu kunta jos ja vain jos se on lauseen o~ malli.

Kullakin luonnollisella luvulla # olkoon 2, kunta, kuten edellisessi lauseessa,
ja olkoon F joukon w ultrafiltteri, joka sisdltdd joukon w Fréchet-filtterin. Olkoon

A = ]—[aln/F

ultratulo. Jokainen kunta 2, on lauseen o malli, joten Los’n lauseen nojalla myos
A on lauseen or malli. Tdten A on selvisti kunta. My6s jokainen lause 7, on tosi
kaikissa malleissa 2, lukuun ottamatta dédrellistd mairdd malleja. Siksi kdyttamalla
uudelleen Los’n lausetta ja oletusta, ettd F' on ultrafiltteri, joka sisdltdd Fréchet-
filtterin, voidaan pditelld, ettd jokainen lause 7, on tosi kunnassa 2. Siksi 2 on
algebrallisesti suljettu kunta, joten oletuksen nojalla se on lauseen o~ malli. Mutta
kunta 2, ei ole algebrallisesti suljettu, joten 2, on lauseen —o- malli. Siksi L.os’n
lauseen nojalla kunta 2 on my0s lauseen —o- malli. Tdmai ristiriita osoittaa, ettid
tillaista lausetta o~ ei ole olemassa. O

Seuraus 4.16. Algebrallisesti suljettujen kuntien, joiden karakteristika on 0, teoria
el ole ddrellisesti aksiomatisoituva.

Todistus (ks. [1, s. 101]). Riittda todeta, ettd kaikkien kuntien 2, n € w, karakte-
ristika on 0. O

Seuraus 4.17. Algebrallisesti suljettujen kuntien, joiden karakteristika on p, teoria
ei ole ddrellisesti aksiomatisoituva millddn alkuluvulla p.

Todistus (ks. [1, s. 101]). Todistetaan vastaavasti kuin edellinen tulos. Tédssa tapauk-
sessa kaikkien kuntien %,,, n € w, karakteristika on p ja todistus on samanlainen kuin
aikaisempi. O
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4.5 Kompaktisuuslause

Todistetaan seuraavaksi kompaktisuuslause ja Godel-Henkin tiydellisyyslause.

Lause 4.18. (Predikaattikalkyylin kompaktisuus) Kielen L* lausejoukolla ¥ on malli
jos ja vain jos jokaisella joukon T ddrelliselld osajoukolla on malli.

Todistus (ks. [1, s. 102]). Jos joukolla X on malli, niin triviaalisti jokaisella joukon
X ddrelliselld osajoukolla on malli.

Oletetaan sitten, ettd jokaisella joukon X dérelliselld osajoukolla on malli. Muo-
dostetaan joukon X ddrellisten osajoukkojen mallien ultratulo. Valitsemalla ultrafilt-
teri huolellisesti varmistetaan, ettd muodostettu ultratulo on koko joukon X malli.

Olkoon I = P, (%), missd P, (%) on joukon X kaikkien direllisten osajoukkojen
joukko. Oletuksen nojalla jokaisella joukolla A € I on olemassa joukon A malli A,.
Olkoon A* = {A" € I : A C A’} jokaisella joukolla A € I. Jokainen kokoelma A* on
epityhja. Myos jokaiselle joukon I dérelliselle osajoukolle, {Aq,...,A,}, pitee

AfU---UA, e ATN---NA,

ja siten kokoelmalla {A* : A € I} on &irellisen leikkauksen ominaisuus. Siksi té-
min kokoelman voi laajentaa joukon [ ultrafiltteriksi F. Osoitetaan seuraavaksi, ettd

ultratulo
]_[ Wp/F

on joukon X malli.
Oletetaan, ettd lause o € X. Tilloin Ag € I, missd Ag = {o}. Edelleen Ay, = o
ja selvisti Aps |= 0 jos Ag € A’. Siten

Ay={N€el:NCN}C{N €l:Un E T}

Koska Ay € F, {A” € I : An |= o} € F ja siksi Los’n lauseen perusteella
HQIA/F |: o. O

Lause 4.19. (Godel-Henkin tdydellisyys) Lausejoukolla X on malli jos ja vain jos
lausejoukko on konsistentti.

Todistus (ks. [1, s. 102]). Predikaattikalkyylin &dérellisyyslauseen nojalla joukko X
on konsistentti jos ja vain jos jokainen joukon X direllinen osajoukko on konsistentti.
Seurauksen 2.8 nojalla jokainen joukon X &ddrellinen osajoukko on konsistentti jos
ja vain jos jokaisella joukon X dérelliselld osajoukolla on malli. Kompaktisuuslause
osoittaa, ettd tdimi pétee jos ja vain jos joukolla X on malli. O

Kompaktisuuslauseessa ja Godel-Henkin tdydellisyyslauseessa ei oletettu, ettd L¥
on numeroituva kieli. Tdaten nima lauseet pdtevit kielille, joissa on mielivaltaisen
suuri relaatiosymbolijoukko.

Godel-Henkin tdydellisyyslauseesta ja Lowenheim-Skolem lauseesta saadaan seu-
raava lause.
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Lause 4.20 (ks. [1, s. 103]). Jos X on konsistentti lausejoukko, jonka mahtavuus on
K, niin joko joukolla T on ddrellinen malli tai joukolla ¥ on malleja, joiden mahta-
vuus on ddreton kardinaali, joka on > «.

4.6 Taydellisyyslause, valinta-aksiooma ja ultrafiltterilause

Kompaktisuus- ja tdydellisyyslauseen todistuksissa tarvitaan valinta-aksioomaa
eksplisiittisesti. Esimerkiksi kompaktisuuslauseen todistuksen oletus, ettd muodos-
tettu ultratulo on epityhjd, voidaan perustella yleisesti vain kdyttdmilld valinta-
aksioomaa.

Seuraavissa lauseissa tarvitaan joukko-opista tunnettua viitettd, etti ehto x> = «
pétee kaikilla ddrettomilld kardinaaleilla.

Lause 4.21. Viiite, etti k> = k jokaisella ddirettomdillii kardinaalilla  on yhtdipitdi-
vdd valinta-aksiooman kanssa .

Todistus. Ks.[8, s. 422]. i

Osoitetaan seuraavaksi, ettd vahva tdydellisyyslause ja valinta-aksiooma ovat yhti-
pitdvid. Lauseiden 3.12 ja 4.19 perusteella riittdd todeta, ettd vahva tidydellisyyslause
seuraa valinta-aksioomasta.

Lause 4.22. Vahva tdydellisyyslause on yhtdpitdvd valinta-aksiooman kanssa.

Todistus (ks. [1, s. 103]). On jo osoitettu, ettd taydellisyyslauseen vahvan muotoilun
vol johtaa valinta-aksioomasta.
Oletetaan sitten lauseen 4.20 tulos. Olkoon o seuraavanlainen lause:

Vx)(Vy)(d) (VD) [P(x,y,1) & z =1]
A NV)@Au)@V)Vx)(VV[P(x,y,2) @ x=uAny=v].

Selvisti lause o on tosi mallissa U, jos relaatio P miirittelee bijektion A2 — A.
Siis lauseella o on malli, jonka mahtavuus on «, jos ja vain jos k> = k. Olkoon
2 = {o,02%). Koska 8} = No, niin joukolla £ on malli, jonka mahtavuus on Ny
ja siksi joukko X on konsistentti. Selvisti joukolla X ei ole didrellisid malleja ja sik-
si tdydellisyyslauseen vahvan muotoilun perusteella jokaisella k > Ny joukolla X
on malli, jonka mahtavuus on «. Siksi kaikille direttomille kardinaaleille « pitee

k*> = k, miki on lauseen 4.21 nojalla yhtipitivii valinta-aksiooman kanssa. O

Padtetddn tima luku lauseeseen, jonka mukaan Godel-Henkin tidydellisyyslause, kom-
paktisuuslause ja ultrafiltterilause ovat kaikki yhtépitavia.

Lause 4.23. Seuraavat vditteet ovat yhtdpitdvid:

1. Jokainen joukon I filtteri voidaan laajentaa joukon I ultrafiltteriksi.
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2. Jokaisella ensimmdiisen kertaluvun predikaattikalkyylin konsistentilla lause-
Jjoukolla on malli.

3. Jos X on joukko ensimmdiisen kertaluvun lauseita ja jokaisella joukon X did-
relliselld osajoukolla on malli, niin joukolla X itse on malli.

Todistus. Ks.[1, s. 104-106]. O
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