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Tiivistelma

Taman tutkielman tarkoitus on perehdyttaa lukija Mobius-kuvauksiin ja nii-
den ominaisuuksiin. Tutkielman alussa kerrataan kompleksilukujen peruso-
minaisuudet ja niihin liittyvit laskutoimitukset seka kompleksitason maé-
ritelmé. Sitten laajennetaan kompleksitaso siten, etté se sisaltda myos &a-
rettomén ja esitetdan tdmé myos graafisesti Riemannin pallona. Tamén jél-
keen tarkastellaan itse Mobius-kuvauksia ja niiden perusominaisuuksia. Seu-
raavaksi perehdytaan Mobius-kuvauksiin matriiseina, seka kiintopisteiden ja
kaksoissuhteen maéritelmiin ja ominaisuuksiin. Tamén jalkeen tarkastellaan
vield symmetriaa kompleksitasossa ja Mobius-kuvausten vaikutusta symmet-
risiin pisteisiin. Lopuksi tarkastellaan Mobius-kuvausten luokittelua seka nii-
den graafista ilmetta Riemannin pallon kuorella.

Lukijalta edellytetdan matriisilaskennan ja ryhmateorian tuntemista. Lisaksi
aiempi kompleksianalyysin tuntemus on hyodyllista. Tutkielman péaldhteinéd
on kéytetty teoksia Alan F. Beardon Algebra and Geometry, Lars V. Ahlfors
Complex Analysis ja Tristan Needham Visual Complex Analysis.
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1 Johdanto

Tassa tutkielmassa perehdytaan Mobius-kuvauksiin seké niiden ominaisuuk-
siin ja luokitteluun. Ennen Mdébius-kuvauksiin perehtymistéa kerrataan kui-
tenkin kompleksilukujen perusominaisuudet ja niihin liittyvat laskutoimituk-
set. Taman jalkeen otetaan kayttoon laajennetun kompleksitason maaritelma
ja sen graafinen esitys Riemannin pallona seké tutkitaan perinteisen komplek-
sitason pisteiden kuvaamista Riemannin pallon pinnalle.

Luvussa 3 siirrytaan tarkastelemaan itse Mobius-kuvauksia ja niiden peruso-
minaisuuksia. Luvussa tarkastellaan myos yksinkertaisia Mébius-kuvauksia,
Mobiuksen ryhmaé sekéd Mobius-kuvausten vaikutusta suoriin ja ympyroi-
hin.

Seuraavaksi perehdytdan tarkemmin Mobius-kuvausten esittamiseen 2x2 -
matriisien avulla ja verrataan kuvausten ja matriisien yhtalaisyyksia. Luvus-
sa b taas tutkitaan tarkemmin Mobius-kuvausten erikoisempia ominaisuuksia
eli kiintopisteita ja kaksoissuhdetta. Lisdksi katsotaan kuinka kaksoissuhdet-
ta hyodyntden voidaan ratkaista tuntemattoman Mobius-kuvauksen kertoi-
met edellyttaen, ettd tiedetaan kolmen eri pisteen kuvat.

Kuudennessa luvussa tarkastellaan symmetriaa kompleksitasossa ja tutki-
taan pisteiden peilaamista joko suorien tai ympyran kehén suhteen. Lisaksi
katsotaan, kuinka Mobius-kuvaukset vaikuttavat symmetrisiin pisteisiin. Vii-
meisessa kappaleessa tutustutaan viela konjugaattien maaritelmaéan, Mobius-
kuvausten luokitteluun ja siihen, miltd kuvaukset nayttavat Riemannin pal-

lon kuorella.

2 Kompleksiluvut ja kompleksitaso

2.1 Yleista kompleksiluvuista

Maaritelma 2.1. Kompleksilukujen joukko C koostuu kaikista pareista (z,y) €
R2, joille mééritelldén yhteen- ja kertolasku seuraavasti:

Olkoon z = (z,y) € C ja w = (u,v) € C ja
z4+w=(r+uy+v)
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2w = (zu — yv, xv + yu).

Téssa joukossa (x,0) on reaaliakseli ja (0,y) imaginaariakseli. Naméa kaksi

akselia muodostavat yhdessa kompleksitason.
Maaritelmé 2.2. Olkoon z = (z,y) € C, missé

x =: Re(z) = pisteen z reaaliosa

y =: Im(z) = pisteen z imaginaariosa.

Mairitelmé 2.3. i := (0,1) € C on imaginéériyksikko.
Maaritelméan 2.3 perusteella saadaan
i?=(0,1)%(0,1) =(0—1,0+0) = (=1,0) = —1.
Lause 2.1. Jos z € C, niin on olemassa yksikdsitteiset x,y € R, joille
z =T+ 1y.
Todistus. Valitaan mielivaltainen z € C. Nyt
z=(z,y) = (x,0) + (0,y) = x(1,0) + y(0,1) = Re(z) + Im(z)i
(x1,71) = 1 + (Y1 = T2 + iy = (T2, Y2).
O

Maaritelmé 2.4. Luvun z = x + yi € C kompleksikonjugaatti on z =

x—yi € C.
Maaritelma 2.5. Luvun z = x 4 yi € C itseisarvo on

4l = VT,

2.2 Swuoran ja ympyran yhtalot kompleksilukujen avul-

la

Kompleksitasossa |z — a| kuvaa pisteiden z ja a vilista etaisyytta. Télloin
ympyran yhtélo voidaan helposti kirjoittaa muotoon |z —a| = r. Téssd yhtéa-
lossa ympyran keskipiste on pisteessa a ja sen sade on r. Tama yhtalo voidaan

kirjoittaa myés muotoon r? = (2 —a)(z — a), josta saadaan ympyrille yhtilo
(2.1) 2Z — (@z +az) + |af* —r* = 0.
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Tamé voidaan kirjoittaa vield muotoon 2z — (az + az) + k = 0. Yhtalolla ei
tosin ole ratkaisuja, jos k > |a|? ja vain yksi ratkaisu, jos k = |al?. Jos taas

k < |al?, niin ratkaisut muodostavat ympyrén.

Mika tahansa suora L on joukko pisteita, jotka ovat yhta kaukana pisteista
u ja v. Taten suoran L:n yhtéloksi saadaan |z — u|* = |z — v|?, joka voidaan

kirjoittaa myos muotoon
(2.2) az+az+b=0,

missa b on reaaliluku.

Koska seké suoran ettd ympyran yhtalot voidaan kertoa milld tahansa re-

aaliluvulla, molempien yhtalot tulevat muotoon
(2.3) A2Z+Bz+Cz+ D =0,

jossa A ja D ovat reaalilukuja ja B ja C' ovat toistensa kompleksikonju-
gaatteja. Suoran tapauksessa yhtdlossd A on 0. Jos tdhén sijoitetaan vield

z = = + yt, saadaan yhtalo

(2.4) A +y*) + (B+C)z+ (B —C)iy+ D =0.

2.3 Laajennettu kompleksitaso

Monia laskutoimituksia varten on tarpeellista laajentaa kompleksilukujen
joukkoa C siten, etta siihen lisdtadn aareton, jota merkitadn symbolilla co.

Aaretontd koskevat seuraavat ominaisuudet:

a + oo = 00 + a = oo kaikille aérellisille a:n arvoille,

bx 00 = 00 * b = oo kaikille b # 0, mukaanlukien b = co.

Lisdksi voidaan kirjoittaa, ettd a/0 = oo, kun a # 0, ja b/oo = 0, kun b # oc.
Toisaalta on mahdotonta mééritelld, mitd on oo+ 0o ja 0% oco. Adrettomyytta
vastaamaan kompleksitasoon lisatédan piste, jota kutsutaan aarettéomyyspis-
teeksi. Tamén pisteen ajatellaan sijaitsevan darettoméan kaukana missa ta-
hansa suunnassa. Kompleksitaso muodostaa yhdessa taméan pisteen kanssa

laajennetun kompleksitason, jota merkitadn C.



2.4 Stereografinen projektio

Perinteisesti laajennettua kompleksitasoa ajatellaan geometrisesti seuraavan-

laisena pallona: Olkoon
S = {(z1, 9, 13) € R3|2? + 23 + 22 = 1}.

Tata palloa kutsutaan Riemannin palloksi. Yksikkopallon S pinta samaiste-
taan kompleksitason C kanssa. Tarkastellaan nyt pallon S "pohjoisnavan” eli
pisteen (0,01) kautta kulkevaa suoraa L. Jos L ei ole pallon tangenttitasos-
sa, niin se leikkaa pallon kuoren tdsmaélleen yhdessa pisteessa (z1,x2, 23) ja
kompleksitason tasmélleen yhdessa pisteessa z. Naiden kolmen pisteen kaut-

ta kulkeva suora voidaan kirjoitaa muodossa
L(t) =(0,0,1) + t(xq, 20,23 — 1)
ja tamé suora leikkaa kompleksitason, kun
14+t(zs —1)=0.

Eli kun
t= (1 - xg)il.
Tasta saadaan muodostettua

T T2

z=( 0).

1-— 513'3’ 1— 333’
Eli taten

T1 + 119
z=—"
1—1’3

Nyt jokainen kompleksitason piste z voidaan siis yhdistad Riemannin pallon

kuoren pisteeseen (z1,xo, x3) tdmén suoran avulla. Nyt kun

T1 + 179
2.5 - 2 :
(2.5) i g

niin saadaan

HQ_ x%—l—x% 1—x§ _1+x3

N (1—1‘3)2 N (1-1‘3)2 N 1—1’3

(2.6)

ja edelleen

2] — 1
2.7 — .
(2.7) 3 22 + 1
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Lisdksi voidaan laskea, etté
zZ+Z ) z2—Z
=—— ja T9= 7.
R+l TR

Vastaavuus voidaan viela tdydentad asettamalla adrettomyyspiste vastaa-

maan pistetta (0,0,1). Edelld mainitun yhtdlon avulla voidaan siis kuvata
mika tahansa kompleksitason piste pallon S kuorelle. Téata kuvausta kutsu-

taan stereografiseksi projektioksi.

N = (0,0,1)

v

-
z = {z,1,0)

Kuva 1: Riemannin pallo ja stereografinen projektio.[4]

Kuvassa piste P on piste z kuvattuna Riemannin pallon pinnalle ja sen
koordinaatit ovat
z2+7Z z—z |2)* -1
P+ iR+ 1) [P+ 1

).

P = (xlaanx{ﬂ) = (

Geometrisesti on selvad, etta stereografinen projektio kuvaa kaikki komplek-
sitason suorat Riemannin pallon kuorelle, navan (0,0, 1) lavistaviksi ympy-

riaksi. Tamén lisdksi myos kompleksitason ympyrat kuvautuvat ympyroiksi.

Lause 2.2. Stereografinen projektio kuvaa kompleksitason suorat ja ympyrdt

ympyroiksi.



Todistus. Tarkastellaan Riemannin pallon pinnalla olevaa ympyraa, joka si-
jaitsee tasossa a1 + aoxs + @33 = g, jossa voidaan olettaa, etta a% + oz% +

a2 = 1. Kun téhén sijoitetaan termit z ja z, saadaan yhtilo
a1(z+72) —agi(z — 2) + az(|z]* = 1) = ap(]z]* + 1).
Tasta saadaan
(g — as) (2 +y?) — 2010 — 209y + ap + a3 = 0.

Kuten aiemmin todettiin, kaikki suorien ja ympyroiden yhtalot voidaan kir-
joittaa juuri tdhan muotoon. Jos oy = ag, kyseessd on suora. Jos taas

ap # a3, kyseessa on ympyra. O

3 Mobius-kuvauksista

3.1 Mobius-kuvaukset

Maaritelma 3.1. Mdbius-kuvaus on kompleksimuuttujan z funktio f, joka
voidaan kirjoittaa muotoon

az+b
cz+d’

f(z) =

jossa a,b,c ja d ovat kompleksilukuja ja ad — bc # 0. Ehto ad — be # 0

vaaditaan, koska muulloin funktion kahden eri arvon erotus olisi aina

(ad — be)(z — w)
(cz +d)(cw + d)

f(z) = flw) = = 0.

Tahan méaritelmaan sisaltyy kuitenkin kaksi ongelmaa. Ensimmaéainen on
se, ettd Mobius-kuvaus f voidaan kirjoittaa méadritelmén 3.1 méaaritteleméain
muotoon monilla eri tavoilla. Taten vaikka tiedettéisiin f(z):n arvo, niin sen
perusteella ei pystytd kertomaan, mitka ovat kertoimien a,b,c ja d arvot.
Esimerkiksi jos f kuvaa kompleksiluvun z 5z:ksi, voivat sen kertoimet esi-
merkiksi olla 5,0,0 ja 1 tai 57, 0,0 ja 7.

Lause 3.1. Oletetaan, ettd a,b,c,d,a, 5,7 ja & ovat kompleksilukuja, joille

patee (ad—bc)(ad — Bv) # 0 ja, ettd on olemassa ainakin kolme z € C arvoa,



joille pitee cz +d # 0, vz 4+ # 0 ja

az+b  az+p
cz+d  yz+6
Talloin on olemassa kompleksiluku X, jolle pdtee

AR

Todistus. Merkitaan niita z € C arvoja, joilla yllaolevat ehdot patevat zq, 2o

ja z3. Télloin toisen asteen yhtélolla
(az +b)(yz +06) = (cz + d)(az + )
on kolme eri ratkaisua. Lisaksi yhtalo voidaan kirjoittaa myo6s muotoon
ayz® + (ad + by)z + by = caz® + (cf + da)z + dp,

josta saadaan ay = ca, ad + by = ¢f + da ja by = df. Naiden perusteella on

olemassa kompleksiluku p, jolle patee

| R

Talloin determinanttien perusteella p? = (ad — bc)(ad — By) # 0. Tama

voidaan kuitenkin kirjoittaa viela muotoon
a Bl p d —b
¥ ) n ad — bc —C a ’

Ensimmainen ongelma on siis nain ollen ratkaistu.

Maaritelma 3.2. Mobius-kuvausta f(z) = (az + b)/(cz + d), jolle patee

ad — bc = 1, kutsutaan Mobius-kuvauksen normitetuksi muodokst.

Kuvauksen toinen ongelma on se, etté se ei ole maéaritelty kaikissa pis-
teissd. Esimerksi ﬁ ei ole méaaritelty pisteessa zy. Téten ei ole olemassa
joukon C osajoukkoa, jossa kaikki Mobius-kuvaukset olisivat méaariteltyja.

Tama tuottaa vaikeuksia Mobius-kuvauksia yhdistettéessa.
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Esimerkki 3.1. Valitaan Mobius-kuvaukset

1) =2 jagle) = .
Talloin ; 5 ) et
o) = 455 = D 2R
Nyt vaikuttaisi siltd, ettd fg on mééritelty pisteessia z = —2, vaikka g ei ole

1

_;’

méaéaritelty téssd pisteessa. Lisdksi, jos valitaan viela h(z) niin saadaan

. zZ
4246

h(f(g(2)))

joka taas on madritelty edella mainitussa pisteessd, mutta ei ole maéaritel-
ty pisteessa z = —1,5. Yleisesti ottaen, kun muodostetaan n:n Mo6bius-
kuvauksen yhdistetty funktio fi...f,, niin se ei ole mééritelty n:ssé pisteessé

kompleksitasolla.

Tamé ongelma voidaan kuitenkin ratkaista ottamalla kayttoon laajenne-

tun kompleksitason mééritelmé Co, = C U {oo}. Tall6in jos ¢ # 0, niin

. az+b a .
im = — ja
z—00 cz + d c‘]

az+b
11m =
z——d/c cZ + d

Maaritelma 3.3. Olkoon f Mobius-kuvaus. Téalloin jos ¢ # 0, niin

f(oo) =a/cja f(=d/c) = o0 ja
jos ¢ = 0, niin f(00) = oc.
Nyt jokainen Mobius-kuvaus on madaritelty kaikkialla.
Lause 3.2. Jokaisella Mobius-kuvauksella on kddnteisfunktio.

Todistus. Valitaan
dz—0b

—cz+a

Tamé on Mobius-kuvaus, silla da — (—b)(—c) = ad — bc # 0. Liséksi voidaan
laskea, ettd ¢g(f(z)) = z kaikilla z € C ja f(g(w)) = w kaikilla w € Cq.
Titen g = f~1. O

g(w) =
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Lause 3.3. Kahden Mobius-kuvauksen yhdiste on Mdbius-kuvaus.

Todistus. Olkoot ; 5
az +0 . az +
1) = cz+djag<z) oz 46

Mobius-kuvauksia. Nyt selkedsti ndhdaén, etté

ag(z)+b  (aa+b)z + Ba+ 0b
cg(z) +d  (ac+vyd)z+ Be+dd

(flg(2) =

Tama on myo6s Mobius-kuvaus. O

Lause 3.4. Jokainen Mobius-kuvaus on bijektio joukosta C., itseensd ja

Mobius-kuvaukset muodostavat Mobiuksen ryhmdn M.

Todistus. Koska on jo todistettu kaanteiskuvauksen olemassaolo ja se, etta
kahden Mobius-kuvauksen yhdiste on Mobius-kuvaus, riittéda osoittaa neut-
raalialkion olemassaolo. Neutraalialkio

z+0

I(2) =
(Z) Oz+1

on selkeédsti Mobius-kuvaus ja tdaten saadaan muodostettua Mdobiuksen ryhmd

M. O

Esimerkki 3.2. Yksinkertaista Mobius-kuvausta
(3.1) f(z) =z+a, jossa a € C,

sanotaan translaatioksi eli siirroksi. Se siirtda kompleksitason C pisteita lu-
vun a verran ja pitad dérettomyyspisteen paikallaan, eli f(oo) = oo. Toinen

yksinkertainen Mobius-kuvaus on
(3.2) f(z) =bz, jossab e C, b#0.

Nyt jos |b] = 1, kyseessd on kompleksinen kierto. Tallin Mébius-kuvaus f
kiertdd kompleksitason pisteitd kulman arg(f) verran ja pitda aarettomyys-
pisteen paikallaan. Jos b € R ja b > 0, kuvaus on dilaatio. Se on venytys,
jos b > 1 ja kutistus, jos 0 < b < 1. Yleinen tapaus b € C, b # 0 saadaan

yhdistamalla kierto ja dilaatio, koska
b
b=|b|—.
0]
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Kolmas alkeellinen M6bius-kuvauksen tyyppi on inversio eli

(3.3) f(z) =~

Inversio siirtdéd dérettomyyden origoon f(oo) = 0 ja origon ddrettomyyteen

£(0) = .

Lause 3.5. Jokainen Mobius-kuvaus voidaan esittdd esimerkin 3.2 kuvausten

yhdisteend.

Todistus. Valitaan ensin mielivaltainen Mobius-kuvaus

az+b
cz+d

f(z) =

Nyt jos ¢ = 0, niin d # 0. Talléin voidaan valita Mobius-kuvaukset g;(z) =
(a/d)z ja go(2) = z + b/d. Tésta saadaan helposti osoitettua, ettd f = g;go.

Jos taas ¢ # 0, niin valitaan M&bius-kuvaukset

)+ dfe, folz) = 1)z, folz) = be ;“d ja fi(z) = z + ac.

Talloin f = fifsfafi. L

Lause 3.6. Mobius-kuvaukset sdailyttavat kulmat.

Todistus. Todistus 1oytyy kirjasta [3, s.131-132]. O]

3.2 Suorat ja ympyrat

Tassa luvussa todistetaan, ettda Mobius-kuvaus kuvaa sekéd ympyran ettéa
suoran joko ympyraksi tai suoraksi. Kuten jo aiemmin todistettiin stereo-
grafisessa projektiossa, Riemannin pallon kuoren pohjoisnavan kautta kulke-
vat ympyran kaaret vastaavat laajennetun kompleksitason suoria ja kuorel-
la sijaitsevat ympyrat kompleksitason ympyroita. Tasta syysta laajennetun

kompleksitason ympyroita ja suoria kutsutaan yleistetyiksi ympyroiksi.

Lause 3.7. Olkoon f Mébius-kuvaus ja C yleistetty ympyrda. Tdlloin f(C)
on yleistetty ympyra.
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Todistus. Aluksi todistetaan, ettei f(C') ole minkdan ympyrén C osajoukko,
vaan f(C') = C. Oletetaan, ettéd jollekin ympyrélle C' on olemassa ympyré
C) siten, ettd f(C) C C;. Téllosin C C f~1(C}). Koska f~1(C) on jollakin
ympyréalld, niin tdméan ympyrén taytyy olla C. Téaten f~1(C}) = Cja f(C) =
Ch.

Nyt taytyy vain todistaa, ettd f(C) on jollain ympyralla C;. Lauseen 3.5
perusteella tulee tarkastella vain tapauksia, joissa kuvaus f on joko z — az,
z — z+a tai z — 1/z. Kahdessa ensimmaisessé tapauksessa on selvaa, ettéd
f kuvaa ympyrat ympyroiksi ja suorat suoriksi. Liséksi naissd tapauksissa
f(oc0) = o0, joten f kuvaa ympyrat ympyroiksi. Seuraavaksi tarkastellaan
tapausta f(z) = 1/z. Ailemmin todettiin, etté sekd suorien ettd ympyroiden

yhtalot kompleksitasossa voidaan kirjoittaa muodossa
azZ +bz+bz+c =0,

missa suoran tapauksessa a = 0. Merkitdan nyt suoraa kirjaimella L eli
yleistetty ympyra on C' = L U {oc}. Jos z on télla suoralla, niin f(C) C
F(L)U{f(0)} € 1 U {0} = O, missi

C, = {w € C|bw + bw + cww}.

Jos ¢ = 0, niin kyseessa on origon kautta kulkeva suora. Jos suora ei kulje
origon kautta, kyseesséd on ympyré, jonka séde on |b|/|c| ja keskipiste —b/c.
Ympyrilld olevan pisteen z kuvapiste w = 1/z toteuttaa yhtaloén a + bw +
bw + cww = 0. Eli f(C) = C}, missé

C = {w € Cla + bw + bw + cww = 0}.
Jos ympyréa kulkee origon kautta, niin ¢ = 0. Télloin saatu yhtalé on suoran

yhtalo. Muilla vakion ¢ arvoilla saatu yhtalo on ympyran yhtalo. O

Taman lauseen avulla voidaan etsid Mobius-kuvauksen antama kuva tie-
detylle yleistetylle ympyralle.
Esimerkki 3.3. Olkoon f(z) = (2 —1i)/(2 +4). Mikd on f(C'), kun C on
imaginaériakselin ja co:n yhdiste? Nyt tiedetédan, etta pisteet 0,7 ja oo sisal-
tyvat C:hen. Kun ndmé pisteet sijoitetaan kuvaukseen f, saadaan selville,
ettd pisteet —1,0 ja 1 siséltyvat f(C):hen. Talloin f(C') on reaaliakselin ja

aarettoman yhdiste R U oo.
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4 Mobius-kuvaukset ja matriisit

Kuten jo lauseen 3.1 yhteydessa naytettiin, voidaan Mobius-kuvauksia kuva-

ta myos 2x2 -matriiseilla.

Maaritelma 4.1. Mobius-kuvaus f(z) = % voidaan kirjoittaa matriisi-

muodossa 2x2 -matriisina

Téatéd voidaan merkitd myos kuvauksena ® : GL(2,C) — M,

az+b

o - _
cz+d’

a b
) d} = f, f(z) =

jossa GL(2,C) tarkoittaa kddntyvien kompleksisten 2x2 -matriisien joukkoa.

Koska Mobius-kuvausten kertoimien arvot eivét ole yksikésitteisia, niin
sama patee myos matriisimuodolle. Jos k& on mielivaltainen vakio, niin mat-
riisi k[f] vastaa samaa Mobius-kuvausta kuin [f]. Tosin jos matriisilla pétee
(ad—bc) = 1, niin on olemassa vain kaksi matriisia, jotka vastaavat annettua

Mébius-kuvausta. Namé matriisit ovat [f] ja -[f].

Kasiteltaessa Mobius-kuvauksia matriiseina tulee muistaa, ettd matriisin al-

kiot ovat kompleksilukuja ja vaikka matriisit muistuttavat lineaarikuvauksia

a b
joukossa R2, eivit ne sitd kuitenkaan ole. Esimerkiksi matriisi [ d} vas-
c

taa joukossa R? tason kddntoda m/2:1la. Sen sijaan Mobius-kuvauksena sité
vastaa f(z) = —(1/z). Mobius-kuvauksilla ja niita vastaavilla matriiseilla on

olemassa seuraavat rinnastettavuudet:

10
Identistd Mobius-kuvausta f(z) = z vastaa identiteettimatriisi [f] = [0 1] .

b
Mébius-kuvauksella f(z), jota vastaa matriisi [f] = {a d]’ on kaanteisku-
c

vaus, jos ja vain jos matriisille on olemassa kddnteismatriisi eli, jos det[f] =

(ad — be) # 0.
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Kun katsotaan lausetta 3.1, huomataan, ettd Mobius-kuvauksen kéanteis-

funktio f~1(z) vastaa kiddnteismatriisia [f]~!. Eli lyhyesti

1 =11
Lause 4.1. Kuvaus ® on homomorfismi.
. . o bl . Bl )
Todistus. Valitaan matriisit A = jaB = 5 siten, ettd f = ®(A)
c v

jag = ®(B). Olkoon h = ®(AB). Nyt h on siis matriisien A ja B tulo ja tulee
osoittaa, ettd h = ®(AB) = ®(A)P(B) = fg. Tama kuitenkin osoitettiin

lauseen 3.3 todistuksessa eli ® on homomorfismi. ]

Eli yleisesti ottaen Mobius-matriisien kertolasku vastaa Mébius-kuvausten
yhdistetta

2l 1] = [f2 0 fi].

Nama matriisit siis vaikuttavat kdyttaytyvin lineaarikuvausten tavoin.
Tutkittaessa tata tarkemmin, tarkastellaan kompeksitasoa uudenlaisella koor-
dinaatistolla. Sen sijaan, etta ilmaistaan kompleksiluku z = x + yi reaalilu-

kujen avulla, niin kirjoitetaankin se kahden kompleksiluvun osamaéarana

z = ﬁ, missé 01,0 € C.
02

Kompleksilukujen jarjestettya paria [d7, 0] sanotaan kompleksiluvun z ho-
mogeenisiksi koordinaateiksi. Aluksi vaaditaan, etta [01, 2] # [0,0]. Télloin
jokainen jarjestetty pari [01, 09, jossa d; on mielivaltainen ja do eri kuin 0,
vastaa tasmalleen yhta pistettd z = g—;. Sen sijaan jokainen piste z vastaa
aaretontd joukkoa homogeenisia koordinaatteja, [kdy, kds] = k[dy, d2], missa
k on mielivaltainen nollasta eroava kompleksiluku.

Enté jos &y olisikin 07 Jos tarkastellaan tilannetta, jossa d; on vakio ja
3 ldhestyy arvoa 0, huomataan, etta pari [01, 0] vastaa darettomyyspistetta.
Eli kokonaisuudessa jarjestetty pari [0, 02| antaa laajennetun kompleksitason
koordinaatit. Nyt voidaan kiyttad merkintdd C? kuvaamaan kompleksiluku-
parien [dy, ds] joukkoa, samoin kuin R? kuvaa reaalilukuparin (z,y) joukkoa.

Lineaarikuvausta joukossa C? kuvataan nyt kompleksisella 2x2 -matriisilla,

samoin kuin joukossa R? sitd kuvataan reaalisella 2x2 -matriisilla. Eli

HRERISE
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Tosin koska [0y, d2] ja [(1, (o] vastaavat pisteen z = g—; ja sen kuvan w =
% homogeenisia koordinaatteja joukossa C2, niin ylli oleva lineaarikuvaus

saadaan muotoon

51 . g o (1(51 + b52 a(51/52) + b

52 w_C2—051+d52_C(51/62>+d.

Tama on selkeasti Mobius-kuvaus. Eli Mobius-kuvaukset ovat lineaariku-
vauksia joukossa C, mutta kiyttivit joukon C? homogeenisia koordinaatteja

joukon C pisteiden sijaan.

5 Kiintopisteet ja kaksoissuhde

5.1 Kiintopisteet

Maaritelma 5.1. Pistetta zgp € C., jolle patee f(zy) = z, sanotaan ku-

vauksen f kiintopisteeksi.

Lause 5.1. Mébius-kuvauksella f : Coo — Cy on joko yksi tai kaksi kiinto-
pistetta, ellei kyseessa ole identiteettifunktio f(z) = z kaikilla z € C.

Todistus seuraa suoraan toisenasteen yhtalon

az+b
=z
cz+d

ratkaisujen lukumaarasta tai seuraavasta lauseesta.

Lause 5.2. Olkoot z1, 20,23 € Cy kolme eri pistettda. Jos wq,we, w3 € Cy
ovat toiset kolme eri pistettd, niin on olemassa tasmdalleen yksi Mobius-

kuvaus, jolle pdtee f(z;) = w;, kun j =1,2,3.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd mikéén z; ei ole oo ja valitaan

23 — R Rk — 21
9(2) = (

29— 21 2 — 29

Talléin g(z1) = 0, g(22) = 00 ja g(z3) = 1. Oletetaan nyt, etté jokin z; = co.
Valitaan z4, joka on eri kuin z1, 29 tai 23 ja s(z) = 1/(z — 2z4). Télloin s(z) =
00, jos ja vain jos z = z,. Taten mikaan s(z1), s(29) tai s(z3) ei ole co. Talloin

on olemassa Mobius-kuvaus ¢;, joka kuvaa nama arvot arvoiksi 0,1 ja oo.
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Eli joka tapauksessa on olemassa Mobius-kuvaus, joko g tai g1, joka kuvaa
luvut 21, 29 ja z3 luvuiksi 0, 1 ja co. Samalla tavalla voidaan osoittaa, ettd on
olemassa Mobius-kuvaus h, jolle pétee h(w;) = 0, h(wy) = oo ja h(ws) = 1.
Valitaan nyt f = h~'g. Talloin f on etsitty kuvaus, koska jokaiselle j:lle
pitee f(z;) = h'g(z;) = wj.

Yksikdsitteisyys: Todistetaan ensin, ettd Mobius-kuvaus, joka kuvaa pisteet
0,1 ja oo pisteiksi 0,1 ja oo, on identtinen kuvaus. Eli

az+b

fz) = cz+d

on Mobius-kuvaus, jolle pétee

FO)=0elib=0
f(oo)=ocelic=0

f(dy=1elia/d=1.

Taten

kaikilla z € C, eli f(2) on identtinen kuvaus. Oletetaan nyt, ettd on olemassa

kaksi kuvausta, joille patee

f1(z1, 22, 23) = (w1, we, w3) ja fo(21, 22, 23) = (w1, w2, ws).

Valitaan nyt Mobius-kuvaus g¢(z) siten, ettd g(wq,wq,w3) = (0,1,00) ja
Mébius-kuvaukset hq(z) ja h(zz) siten, ettd hy = go fi ja he = go fo.
Nyt molemmat kuvaukset hy ja ho kuvaavat pisteet zq, 25 ja z3 pisteiksi 0, 1
ja co. Talloin k' o hy kuvaa pisteet 0,1 ja oo pisteiksi 0, 1 ja oo ja on titen
identtinen kuvaus. Nyt h;' o h; on selkedsti myds identtinen kuvaus. Téten
hi'ohy = h{' o hy, mistd seuraa, ettd hy = hy. Téiten saadaan go f; = go fo,

minké perusteella f; = fs. O]

Jos Mobius-kuvaus on normitettu, niin sen kiintopisteet saadaan toisen
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asteen yhtalon kaavasta, eli

az+b

cz+d
c?+(a—dz—b=0
(a —d) £ Va? — 2ad + 4bc + d?
2c
Nyt koska ad — bc = 1, niin
(a—d)+ \/a2+2ad+d2 — 4(ad — be)
2c

(a—d)+/(a+d)?—4

2¢ '

Néita kiintopisteitda merkitdan symboleilla £ ja &, joten yleisesti kiin-

topisteiden kaava on

(a—d)*+/(a+d)?—4

(5.1) §+ = o0

Jos (a+ d) = £2, niin kyseessé on erityistapaus, jossa {_ = &, eli kiinto-

pisteitd on vain yksi & = (a — d)/2¢. Téll6in Mébius-kuvaus on parabolinen.

Esimerkki 5.1. Luodaan Mobius-kuvaus f siten, ettd f(1) = oo, f(i) =
1+ ja f(2) = 0. Nyt nédiden perusteella tiedetdén, ettd halutun kuvauksen

osoittajan tulee olla 0 pisteessa 2, ja ettd kuvauksen nimittajan tulee olla

z—2

=7, missi k on

0 pisteesséd 1. T&ll6in kuvauksen yhtaloksi tulee f(z) = k
jokin vakio. Taméan vakion arvoksi saadaan méaéaritettyd ehdon f(i) = 1+
—2

perusteella k = —5.

Esimerkki 5.2. Luodaan Mébius-kuvaus f siten, etta f(0) =5, f(1) =2—1
ja f(2) = 1+ 2i. Kuten lauseen 5.2 todistuksessa, merkitdén nyt f = h™'g,

missa g kuvaa luvut 0,1 ja 2 luvuiksi 0,1 ja oo, ja h kuvaa luvut 5,2 — ¢

ja 1+ 2¢ luvuiksi 0,1 ja co. Nyt g ja h voidaan 16ytad samalla tavalla kuin

esimerkissé 5.1 ja niiden lausekkeiksi saadaan g(z) = =5 ja h(z) = z—zzl_—SZQZ)
Tilloin A" = 2205 34

(4+3i)z — (5= 5i)

L

19



5.2 Kaksoissuhde

Lauseen 5.2 perusteella on olemassa yksikasitteinen Mobius-kuvaus, joka ku-
vaa kolmen eri pisteen muodostaman kolmikon toiseksi vastaavanlaiseksi kol-
mikoksi. Tésté seuraa, etta jos tutkitaan kahden neljan eri pisteen muodos-
tamia joukkoja zq, 29, 23, 24 ja w1, ws, w3, Wy, niin on olemassa maksimissaan
yksi Mobius-kuvaus, jolle pétee f(z;) = w; jokaisella i = 1,2, 3, 4. Seuraavak-

si annetaan tarvittava ehto kuvauksen olemassaololle.

Maaritelma 5.2. Olkoot 21, 29, 23, 24 € C, nelja eri pistettd. Lukua

(21 — 23)(22 — 1)
(21 — 22)(23 — 21)

(52) [217 29, 23, Z4] -

sanotaan pisteiden 21, 29, 23, 24 kaksoissuhteeksi.
Jos kaksoissuhteen jokin z; = 0o, niin kaksoissuhteen arvo on sen raja-arvo,

kun z; lahestyy arvoa oco. Tastd saadaan

29 — 24
[007'227237'24] ==
23 — 24
21 — 23
[217007237'24] - -
23 — 24
29 — 24
[21,22,00,24] = -
21 — 22
21 — 23
[Z17227Z3aoo] = .
21 — 23

Tasta saadaan kaava [0, 1, z, 0o] = z, jonka avulla voidaan vastata luvun

alussa esitettyyn ongelmaan. Kaksoissuhde on invariantti Mobius-kuvauksissa.

Lause 5.3. Olkoot zi, 25, 23, 24 nelja eri pistettd ja wy, wy, w3, wy neljd eri
pistettd. Mobius-kuvaus f, siten ettd f(z;) = w;, kun i = 1,2,3,4, on ole-

massa, jos ja vain jos
(21, 22, 23, 24] = [W1, W, w3, Wy
Erityisesti jokaiselle Mdbius-kuvaukselle [ pdtee

[f(21), f(22), f(23), [(za)] = [21, 22, 23, 24].
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Todistus. Oletetaan ensin, ettd on olemassa Mobius-kuvaus f, jolla f(z;) =
w;. Jos f(2) = (az +b)/(cz + d), niin cz; +d # 0 ja

(ad — be)(z — z5)
(czi+d)(cz; +d)

w; —wj = f(z) — f(z) =

Kun tama sijoitetaan kaksoissuhteen maaritelmaéan, saadaan

ad—bc)(z1—22) (ad—bc)(z3—24)
cz1+d)(cza+d) (cz3+d)(cza+d)
ad—bc)(z1—z4) (ad—bc)(z3—22)

)

(

(

(

(cz1+d)(cza+d) (czz+d)(cza+d
_ (51— 2)(23 — 24)
(o= 2z — 22)

(w1 — wy) (w3 — w4)
(w1 — wy)(ws — w2)

N NG92 Nawd NG
~l=| =}~

Eli nyt

[21,2’2,2’3,24] = [wl,wQ,wg,w4]

patee.

Oletetaan nyt, etté
[Zla 22, %3, 24] = [UJl, W2, W3, U)4]

pétee. Olkoot g ja h Mobius-kuvaukset, joilla patee g(z1) = 0, g(22) = 1,
9(z1) = 00, h(w1) = 0, h(wz) =1 ja h(ws) = co. Nyt

0,1, 9(z3), ]
9(21); 9(22), 9(23), 9(24)]

9(z3) =

Valitaan f = h~'g. Talloin jokaisella j pétee f(z;) = w;. O

Lauseen 6.1 avulla 16ydetadn nopeasti se yksikéasitteinen Mobius-kuvaus,
joka kuvaa annetut kolme pistettd z1, 2o, 23 € C,, annetuiksi kolmeksi pis-

teeksi wy, wo, w3 € Cy. Tamé ratkaistaan kaksoissuhteesta
[wy, we, w3, f(2)] = [21, 29, 23, 2].
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Esimerkki 5.3. Muodostetaan Mobius-kuvaus f, jolle patee 0 — 1,1 —
3,2 — 4. Eli lasketaan

[1,3,4, f(2)] = [0,1,2, 2].

Talloin

(1-9)B-f(z) _ (0-2)(1 -2
1=-3)(i—f(2) (0-1)2-2)
josta saadaan
(3+i)z—6+ 21
(b—1i)z—6+2i

6 Symmetria

Maaritelma 6.1. Sanotaan, ettd pisteet z; ja zo € C, ovat symmetrisid
suoran L suhteen, mikali tAmé puolittaa kohtisuoraan pisteiden z; ja zo Vé-

lisen janan.

Oletetaan nyt, ettéd pisteet 21,20 € C,, ovat symmetrisia suoran L suh-
teen. Talloin on helppoa nédhda, etta kaikki suorat ja ympyrét, jotka kulkevat

molempien pisteiden kautta, leikkaavat suoran L suorassa kulmassa.

]
. /

ta
(&)

v

Kuva 2: Symmetria suoran L suhteen[5]

Taméan avulla voidaan tehda seuraava méaaritelmaé.

Maaritelma 6.2. Sanotaan, ettd kaksi pistettd z;, zo € C,, ovat symmet-
riset ympyran C suhteen, mikéli kaikki suorat ja ympyrat, jotka kulkevat

pisteiden z; ja 29 kautta, leikkaavat ympyrdan C suorassa kulmassa.
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2

Kuva 3: Symmetria ympyran C' suhteen[5]

Lause 6.1. Olkoon
Ci={z2€C||lz— 2| =1}

zo-keskinen r-sditeinen ympyrd ja toisistaan eroavat pisteet z, z* € C samalla
pisteestd zy lahtevdlld puolisuoralla L. Tdlloin pisteet z ja z* ovat symmet-

risii ympyrin C suhteen, jos ja vain jos |z* — zo| * |2 — 29| = r.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd z ja z* ovat symmetrisia. Tall6in on olemassa
pisteiden z ja z* kautta kulkeva ympyra Cy = {z € C||z — 21| = 2}, joka on
ortogonaalinen ympyrén C kanssa. Eli suora L leikkaa ympyran Cy pisteissé

z ja z*. Nyt [6, lause 4.1.8, s.135] perusteella

|2* — 20| % |2 — 20| = |20 — Zl|2 —r%

ja [6, lause 4.1.11, s.138] perusteella
r? =z — 21| — 7.
Talloin
2% — 20| * |2 — 20| = 1%

Oletetaan nyt, ettd |2* — 2| * |2 — 29| = r? pétee. Piirretdén nyt pisteiden
z ja z* kautta kulkeva mielivaltainen ympyra Cy = {2 € Cl||z — 21| = r}.
Koska pisteet z ja z* ovat samalla pisteestd zg lahtevélla puolisuoralla, niin
ndma kolme pistettéd ovat joko jérjestyksessa zo, z, z* tai zo, 2*, z. Talloin |6,

lause 2.6.6, s.74] perusteella zy on ympyran Cy ulkopuolella ja [6, lause 4.1.11,

s.138] perusteella Cy ja C ovat orgotonaalisia, mikéli

r? = |z — 2> — 73
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Nyt [6, lause 4.1.8, s.135] perusteella

|2* — 20| * |2 — 20| = |20 — z’1|2 - Tg,

johon sijoitettaessa |2* — z| * |z — 29| = r?, saadaan vaadittu tulos
r? = |z — 21|* — 7.
Taten C ja Cs ovat ortogonaaliset ja talloin z ja z* ovat symmetriset. [

Sanotaan, ettd pisteen z peilipiste kehdn C' suhteen on z* ja sen arvo

saadaan kaavasta

2
r .
2o+ ———, jos z # z,,00

— %o

00, jos z = 2y
Zo, JOS 2z = 00.

Talloin voidaan myos sanoa, etté piste z on peilattu ympyran C suhteen.

Lause 6.2. Pisteet z ja z* ovat symmetrisia pisteiden zq, 2o ja z3 ldpi mene-

van yleistetyn ympyrdn C suhteen, jos ja vain jos
(2%, 21, 29, 23] = |2, 21, 22, 23], kaikilla z1, 29, 23 € C.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd [z*, 21, 29, 23] = [z, 21, 22, 23] pétee ja C on
suora. Talloin voidaan valita, ettd z3 on oo ja symmetrian ehdoksi tulee

2*—2s Z—7

n—z A-7
Talloin |2* — 23| = |z — 29|, missd z5 voi olla miké tahansa dérellinen suoralla
C oleva piste. Taten pisteet z ja z* ovat yhtd kaukana kaikista suoran C'

pisteista. Lisdksi saadaan tulos

25— 29 zZ—2Z
Im

Im = —_—
21 — 22 21 — 22
Z — 29
=—Im .
21 — 22
Eli nyt saadaan
Z — Z9 ..
=s+1tja
21 — %2
*
Z = Z2 .
= s — t1.
21 — 22



Talloin

2 =29+ 8(z1 — 29) + t(z1 — 20)i ja

¥ = 2o + S(Zl - 22) - t(Zl - Zg)l

Téssd z; — 29 on suoran C' suuntavektori ja zo + s(z; — 22) suoran C' piste.
Lisaksi imaginaariyksikollda ¢ kertominen vastaa kiertoa 90 asteen verran.
Taten z ja z* ovat suoran C' jakaman tason eri puolilla ja pisteiden z ja
z* kautta kulkeva suora leikkaa suoran C kohtisuorasti.

Jos taas C' on ympyra, jonka keskipiste on z, ja sdde r, niin kaksoissuhteen

invarianssia hyodyntaen saadaan tulos

(2, 21, 20, 23] = [2 — 20,21 — 20, 22 — 20, 23 — 20
g2 r2 r2
= [2_207 5 )
21— Ry R2 — X209 k3 — 20
r2
= L —, %1 — R0,%2 — 20,3 — Zo]
Z— 20

2
= + 20, 21, 22, 23],

Z— 2

T2
zZ—Zz0

minké perusteella pisteen z symmetriapiste on z* = + zp ja pisteiden z

ja z* etéisyyksien keskipisteesta tulo on
|2* — 20| * |2 — 20| = 1%

Lisdksi (2* — 29)/(z — 29) on positiivinen eli z ja z* ovat samalla ympyran
keskipisteesta zy lahtevélla puolisuoralla. Eli nyt lauseen 6.1 perusteella z ja
Z* ovat symmetrisié.

Oletetaan nyt, etté pisteet z ja z* ovat symmetrisid ympyran C suhteen.
Nyt

2 R =
z;f:Z0+7T7:zo+(zj io)(zi ZO):zj, kun z; € C.
Zj — 20 Zj — 20
Tésta saadaan o
L P(5-3)
T (5% (E-%)
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ja siten

[2*721722,23] =

(2" — 22)(21 — 23)

(z* — 21)(22 — 23)

r2(Z3—%) .
_ Eaem (%)
72E1—z) (22 . 23)

=
(
(72 — 20)(Z1 — 2)(22 — 23)
(= -2)E —3) (s — =)
(72— %) (71— 2) (2= — ==)
(72— 2)(7 — ) (2 2L)
(% - %) — 2) ()
(2 -2)(zm— =)
(7 —2) (71 — 2)
_E-=)(E-7)
(z—=) (72 — =)
[z, 21, 29, 23]

]

Lause 6.3. (Peiliperiaate) Olkoon f Mobius-kuvaus, C' jokin yleistetty ym-

pyra ja z,z* € Co ympyran C suhteen symmetriset pisteet. Tdlloin f(2) ja

f(z*) ovat symmetrisia ympyrin f(C) suhteen.

Todistus. Koska yleistetyt ympyréat kuvautuvat yleistetyiksi ympyroiksi ja

kulmat sailyviat Mobius-kuvauksissa, niin f kuvaa pisteen z kautta kulkevan

yleistetyn ympyran C ortogonaaliympyréiden joukon pisteen f(z) kautta kul-

kevaksi yleistetyn ympyrin f(C') ortogonaaliympyroiden joukoksi. Vastaavas-

ti pisteen z peilipiste z* kuvautuu pisteeksi f(z*), joka on toinen yleistetyn

ympyran f(C') ortogonaaliympyroiden leikkauspiste.

O

Lyhyesti tamé tulos tarkoittaa sitd, ettd Mobius-kuvaus séilyttéaa pistei-

den symmetrisyyden.
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7 Mobius-kuvausten luokittelu

7.1 Kiintopisteet ja darettomyys

Jos Mobius-kuvauksen kerroin ¢ # 0, niin kiintopisteet ovat molemmat aa-
rellisid. Jos taas ¢ = 0, niin ainakin yksi kiintopisteistd on oco. Lisaksi talloin
Mobius-kuvaus on muotoa f(z) = az + b. Jos nyt merkitidin a = pe'®, niin
tata voidaan ajatella origokeskeisena kiertona kulman a verran, venytyksené
vakion p verran ja siirtona vakion b verran. Visualisoidaan nyt ndma kolme
kuvausta Riemannin pallossa.
Jos o > 0, niin kierto z — €z on Riemannin pallossa pallon kuoren kier-
to pystysuoran akselin ympari. Taméa on esitetty kuvassa 3a. Vaakatasos-
sa olevat ympyrat kiertyvat nuolien mukaisesti itseensa ja niitd kutsutaan
kuvauksen invarianteiksi kdyriksi. Kuvan perusteella on selvad, ettd tamén
kuvauksen kiintopisteet ovat 0 ja oo. Tata kutsutaan elliptiseksi Mobius-
kuvaukseksi.
Kuva 3b vastaa tapausta, jossa p > 1. Tama vastaa kompleksitason origokes-
keista venytysta z — pz. Jos p < 1, niin kyseessa olisi origokeskeinen kutistus
ja nuolien suunta olisi painvastainen. Taas on selvaa, etta kiintopisteet ovat 0
ja oo. Naita kutsutaan hyperbolisiksi Mobius-kuvauksiksi. Téssa tapauksessa
invariantit kdyrat ovat kiintopisteiden kautta kulkevat pystysuorat ympyrat.
Kuva 3c kuvaa kahden edelld mainitun kuvauksen yhdistettya kuvausta ja
talloin invariantit kayrat ovat spiraalin omaisia. Tata kutsutaan loksodromi-
seksi Mobius-kuvaukseksi ja elliptinen kuvaus seka hyperbolinen kuvaus ovat
sen erikoistapauksia.
Viimeisena tapauksena on siirto, joka on esitetty kuvassa 3d. Koska invarian-
tit kdyrat kompleksitasossa ovat joukko yhdensuuntaisia suoria siirron suun-
nassa, niin Riemmannin pallon kuoren invariantit kéyrat ovat joukko ym-
pyroita, joilla on yhteinen tangentti adrettomyyspisteesséa siten, etta taméa
tangentti on yhdensuuntainen kompleksitason invarianttien suorien kanssa.
Tassa tapauksessa ainoa kiintopiste on oo ja kyseessa on parabolinen Mobius-
kuvaus.

Nyt osoitetaan, ettd jokainen Mobius-kuvaus voidaan luokitella tasmal-

leen yhdeksi kuvassa 3 esiintyvéksi kuvaustyypiksi.
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Hyperbolinen

[b]

[d]

Kuva 4: Kuvauksien luokat|[3]

7.2 Luokittelu muilla kiintopisteilla

Oletetaan, ettd on olemassa toisistaan eroavat kiintopisteet £, ja £ . Nyt
on olemassa ympyroiden joukko Cy, johon kuuluvat ympyréit kulkevat mo-
lempien kiintopisteiden kautta. Taté joukkoa havainnollistetaan kuvan 5 va-
semmalla puolella katkoviivoilla piirretyilla ympyroilla. Lisédksi on olemassa
Mébius-kuvaus M (z) = w siten, ettd se kuvaa jokaisen joukon C; ympyran
pisteen jonkin toisen tamén joukon ympyran pisteeksi. Valitaan kiintopisteet
lavistaviltd suoralta mielivaltainen piste p siten, etta se ei kuitenkaan sijoitu

kiintopisteiden véliin. Jos tdmén pisteen ymparille piirretdan ympyré C' siten,
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ettd sen sdde on /[p&,][p€_], niin pisteet £, ja £ ovat symmetrisia tamén
ympyran suhteen ja talloin C' leikkaa jokaisen joukkoon C; kuuluvan ympy-
ran kohtisuorasti. Koska pisteen p sijainti kiintopisteet lavistavalla suoralla
on mielivaltainen, niin sen sijaintia muuttamalla saadaan luotua sellaisten
ympyroiden joukko Cs, joiden suhteen pisteet &, ja £ ovat aina symmetrisia

ja jotka ovat ortogonaalisia joukon C; ympyréiden kanssa.

Kuva 5: Kuvaus F(z)[3]

Luodaan nyt Mobius-kuvaus F(z) siten, ettd se kuvaa toisen kiintopisteistéa
&4 ja & pisteeksi oo ja toisen pisteeksi 0. Kuvan 5 oikealla puolella on esitet-
tyna kuvan 5 vasen puoli tdman Mobius-kuvauksen jalkeen. Tama Mobius-
kuvaus voi esimerkiksi olla

=&

2 =&

Koska Mobius-kuvaus kuvaa ympyrat aina yleistetyiksi ympyroiksi, taytyy

F(z) =

joukon C; ympyroiden kuvautua nyt pisteden 0 ja oo lavistdviksi yleistetyiksi
ympyroiksi eli tassa tapauksessa suoriksi. Naita on havainnollistettu kuvan 5
oikealla puolella katkoviivoilla. Téméan avulla saadaan myos yksinkertaisem-
pi kuvaus joukolle Cs.

Nyt origokeskeiset ympyrat ovat selvésti ortogonaalisia origon lavistavien
suorien kanssa. Talloin kuvattaessa ne Mébius-kuvauksella F~1, niiden ku-
vien tulee edelleen olla ortogonaalisia joukon C; kanssa.

Olkoon nyt z = F(z) ja w = F(w) Mébius-kuvauksen F' antamat kuvat pis-
teille z ja w = M(z). Nyt siis F' kuljettaa alkuperdisen Mobius-kuvauksen
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2 — w = M(z) kuvaukseksi M, Z — @ = M(Z). Eli

josta saadaan
M=FoMoF™

Maaritelma 7.1. Kaksi Mobius-kuvausta f; ja fo ovat toistensa konjugaat-

teja, mikali on olemassa Mobius-kuvaus M siten, etta
fo=Mo foM™

Koska M on yhdistetty kuvaus kolmesta Mobius-kuvauksesta, on se it-
sekin Mobius-kuvaus. Liséksi siitd, miten M konstruktoitiin seuraa, etta sen
kiintopisteet ovat 0 ja co. Nama kiintopisteet omaava Mobius-kuvaus voi olla
valn muotoa

M(Z) = mz,
missd m = pe'® on jokin kompleksiluku. Geometrisesti M on siis kierto kul-
man « verran ja venytys vakion p verran. Tama kompleksiluku m siis kuvaa
tdysin Mobius-kuvausta M ja myos alkuperaistd Mobius-kuvausta M. Téata
lukua m sanotaan Mobius-kuvauksen M (z) multiplikaattoriksi. Nyt Mobius-
kuvaukset voidaan luokitella vakion m perusteella elliptisiksi, hyberbolisiksi
tai loksodormisiksi. Talloin kdytetdan samoja maéritelmia kuin luvussa 7.1.

Parabolisen Mobius-kuvauksen tapauksessa M on siirto

M(Z)=Z+T.
Mika johtuu siitéd, ettd kuvauksen M ainoa kiintopiste on oco. Tarkemmat

kuvaukset ja graafiset esitykset ndiden Mobius-kuvausten kayttaytymisestéi

muilla kiintopisteilld 16ytyvat kirjasta [3, s.164-169]
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