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Tiivistelma

Tassa tutkielmassa kasitellaan téydellisié totienttilukuja. Taydellinen totient-
tiluku on kokonaisluku, joka yhtéa suuri siité iteroitujen Eulerin phi-funktioiden
arvojen summan kanssa. Tutkielmassa esitellaén erilaisia taydellisia totient-
tilukuja ja naytetddn, miten ne ovat loydettéavissa.

Tutkielman aluksi méaritelladn Eulerin phi-funktio ja useita siihen liit-
tyvid tuloksia. Lisdksi kdydaén lapi Eulerin phi-funktioon liittyva Eulerin
lause, joka on Fermat'n pienen lauseen yleistys. Maaritellaén myos muuta-
mia muita tutkielman kannalta hyodyllisia kasitteita.

Ennen téaydellisiin totienttilukuihin siirtymista tarkastellaan Eulerin phi-
funktion iterointia. Esitelladén phi-funktion iteroinnista nouseva funktio ja
kasitellan monia sen ominaisuuksia. Osoitetaan myos, etta télle funktiolle on
loydettavissa yla- ja alaraja.

Tamén jalkeen méaritellaan taydelliset totienttiluvut ja esitetdan niistéa
muutamia esimerkkejé. Osoitetaan mm., ettd alkulukupotensseista ainostaan
luvun kolme potenssit ovat taydellisia totienttilukuja. Lisdksi kdydéan lapi
useita lauseita, joiden avulla voidaan loytaa taydellisid totienttilukuja. Tut-
kielman lopuksi maaritelldan vield supertdaydelliset totienttiluvut ja néayte-

taan, etta ne ovat taydellisesti karakteroitavissa yhden lauseen avulla.
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1 Johdanto

Taman tutkielman tarkoitus on esitella lukijalle taydellisten totienttilukujen
kasite ja joitakin siihen liittyvia tuloksia. Tutkielmassa kaydaan ensin lapi
Eulerin phi-funktio, sen muutamia perustuloksia seka siihen ldheisesti liittyva
Eulerin lause. Sen jélkeen esitetdén joitakin Eulerin phi-funktion iteroinnista
seuraavia tuloksia. Taman jalkeen padstdan viimein méarittelemaan taydelli-
set totienttiluvut ja voidaan esittéda niihin liittyvié tuloksia seka yrittda etsia
taydellisia totienttilukuja muutamien lauseiden avulla. Tutkielman lopuksi
esitetdan viela supertdydellisten totienttilukujen késite.

Tamén tutkielman lukijalta edellytetdan lukuteorian perusteiden ymmér-
tamista. Oletetaan mm. ettd lukija tuntee jaollisuuden ja suurimman yhtei-
sen tekijan madritelmat ja merkinnat sekd ymmaértaa niihin liittyvid perus-
tuloksia. Lisaksi lukijan oletetaan tuntevan alkuluvun kasitteen ja jonkin
verran alkulukujen ominaisuuksia. Tutkielmassa kédytetadén myos pariin ot-
teeseen kongruenssia, joten tamén kasitteen tunteminen ja siihen liittyvien
perustulosten ymmartdminen on tarpeellista.

Vaikka taydellisten totienttilukujen tutkiminen alkoi alle sata vuotta sit-
ten, loytyy kasitteen juuret jo antiikin Kreikasta. Erindisten myyttisten us-
kojen takia antiikin kreikkalaisia kiinnostivat luvut, jotka olivat yhta suuria
luvun aitojen positiivisten tekijoiden summan kanssa. Tamé johti taydellis-
ten lukujen kasitteeseen, josta myos taydelliset totienttiluvut ovat saaneet
nimensé. Téaydellisten totienttilukujen tutkiminen alkoi 1900-luvun alkupuo-
lella, kun Perez Cacho julkaisi paperin [6], jossa hén tutki lukuja, jotka ovat
yhtd suuria luvusta iteroitujen phi-funktion arvojen summan kanssa. Tay-
dellisten totienttilukujen késite maériteltiin kuitenkin vasta 1970-luvun puo-
livalissa. Téaydelliset totienttiluvut herattavat vielakin paljon mielenkiintoa,
silla niihin liittyy yha paljon avoimia kysymyksia.

Tutkielman lahteend on kaytetty useita Eulerin phi-funktion iterointiin
ja taydellisiin totienttilukuihin liittyvia artikkeleita. Lisdksi alustavien tar-
kastelujen lahteiné ovat olleet Kenneth H. Rosenin kirja Elementary Number
Theory and Its Applications ja David M. Burtonin kirja Elementary Number
Theory.



2 Alustavia tarkasteluja

2.1 Eulerin phi-funktio

Tassa luvussa kasitellaan kuuluisan sveitsilaisen matemaatikon Leonhard Eu-
lerin mukaan nimettya Eulerin phi-funktiota, josta kaytetaan joskus myds ni-
mitystd Fulerin totienttifunktio. Euler oli yksi kaikkien aikojen tuotteliaim-
mista matemaatikoista. Elinaikanaan han kirjoitti yli 700 tieteellista julkai-
sua ja vaikutti laajasti matematiikan kehitykseen 1700-luvulla.

Kaikki téssa tutkielmassa esiintyvat muuttujat ovat kokonaislukuja ellei

toisin mainita.

Maaritelma 2.1. (Vrt. [2, s. 80]) Lukuja a ja b kutsutaan suhteellisiksi

alkuluvuikst, jos niiden suurin yhteinen tekija on 1.

Maaritelma 2.2 (Eulerin phi-funktio). (Vrt. [1, s. 129]) Olkoon n positii-
vinen. Eulerin phi-funktiolla ¢ (n) tarkoitetaan niiden positiivisten lukujen

k < n maaraé, jotka ovat suhteellisia alkulukuja luvun n kanssa.

Esimerkki 2.1. Néhdéén, etta ¢ (24) = 8, silld on olemassa 8 positiivista

lukua, jotka ovat suhteellisia alkulukuja luvun 24 kanssa:
1 5 7 9 11 13 17 19 23.

Taulukossa 1 on esitetty Eulerin phi-funktion ¢ (n) arvoja, kun 1 <n <
15.

Taulukko 1: Eulerin phi-funktion ¢(n) arvo luvun n arvoilla 1-15

¢p(n)|1]1]2/2(4(2|/6[4|/6|4 104|126 |38

Huomataan, ettd ¢ (1) = 1, silld (1,1) = 1. Kuitenkin kun n > 1, niin
(n,n) = n # 1 Taten voidaan sanoa, ettd funktion ¢ (n) arvo on lukua n

pienempien lukujen, jotka ovat suhteellisia alkulukuja luvun n kanssa, maéra.



Jos n on alkuluku, niin jokainen lukua n pienempi luku on tietenkin suh-
teellinen alkuluku sen kanssa, joten ¢ (n) = n — 1. Toisaalta, jos n on yh-
distetty luku, niin silla on olemassa jakaja d siten, ettd 1 < d < n. Taten
joukossa {1,2,...,n} on ainakin kaksi lukua, jotka eivit ole suhteellisia al-
kulukuja luvun n kanssa (n ja d). Saadaan siis, ettd ¢ (n) < n — 2. Ollaan

siis todistettu, etta
¢ (n) =mn —1, jos ja vain jos n on alkuluku.

Pienille luvuille n on helppo saada phi-funktion arvo tarkastelemalla kaikkia
lukua n pienempia lukuja. Luvun n kasvaessa téstd tulee kuitenkin koko
ajan tyolaampéd. Siksi onkin hyvd 10ytda kaava, jonka avulla arvon ¢ (n)
laskeminen helpottuu. Aloitetaan johtamalla kaava tilanteessa, missé luku n

on alkulukupotenssi. [1, s. 130]

Lause 2.1. Jos p on alkuluku ja luku k on positiivinen, niin

o (") =p"—p =pf (1 - 1) :
p
Todistus. (Vrt. [1, s. 130]) Ne korkeintaan luvun p* suuruiset luvut, jotka
eivat ole suhteellisia alkulukuja sen kanssa, ovat muotoa np, missa 1 < n <
p*1, silld luvun p* ainoa alkulukutekija on tietenkin p. Koska téllaisia lukuja

on tasmélleen p"~! kappaletta, saadaan Eulerin phi-funktion mééiritelmésté
suoraan, etta ¢ (p’“) = pk — ph1, -

Maaritelma 2.3. (Vrt. [2, s. 222]) Aritmeettinen funktio on kuvaus, joka on
madritelty positiivisten lukujen joukossa. Aritmeettista funktiota kutsutaan

myo0s joissakin esityksissa lukuteoreettiseksi funktioks.

Maaritelma 2.4. (Vrt. [2, s. 222]) Aritmeettinen funktio f on multiplikatii-
vinen, jos f(mn) = f(m)f(n), kun luvut m ja n ovat suhteellisia alkulukuja

eli (m,n) = 1.

Eulerin phi-funktio on selvésti aritmeettinen funktio. Todistetaan seu-
raavaksi, ettd se on myos multiplikatiivinen. Tata varten todistetaan ensin

seuraava apulause.

Apulause 2.2. Olkoot a, b, ¢ ja d kokonaislukuja. Tédlloin (a,bc) = 1, jos ja

vain jos (a,b) =1 ja (a,c) = 1.



Todistus. (Vrt. [1,s. 130]) Oletetaan ensin, etta (a, bc) = 1. Olkoon d = (a, b).
Talloin d | a ja d | b, joten d | a ja d | be. Mutta tdma tarkoittaa, ettd luvun
d taytyy olla 1. Samanlainen pééttely osoittaa myos, ettd (a,c) = 1.
Oletetaan sitten, ettd (a,b) = 1 ja (a,c) = 1. Tehd&én vastaoletus, etta
(a,bc) = d > 1. Luvulla d taytyy olla alkulukujakaja p > 1, joka voi tietenkin
olla my6s luku d itse. Siisp | ajap | beelip | btaip | c. Jos p | b, niin saadaan,
ettd (a,b) > p > 1, joka on ristiriita. Samoin paadytaan ristiriitaan, jos p | c.

Téaten (a,bc) =1 ja lause on todistettu. O

Apulause 2.3. Josa, b, ¢, jan ovat lukuja, joille pétee, ettcn > 0, (¢c,n) =1

ja ac = bc (mod n), niin a = b (mod n).

Todistus. (Vrt. [2,s. 131]) Jos ac = be (mod n) tiedetédén, etta n | (ac — be) =
c(a—0). Téaten on olemassa luku k siten, ettd c(a—b) = kn. Koska (¢,n) = 1,

seuraa, ettd n | (a —b). Siis a = b (mod n). O
Lause 2.4. Funktio ¢ on multiplikatiivinen.

Todistus. (Vrt. [1, s. 131]) Taytyy siis todistaa, ettd ¢ (mn) = ¢ (m) ¢ (n),
kun luvuilla m ja n ei ole muita yhteisia tekijoitd kuin 1. Jos m = 1, niin
b (mn) = 6 (1n) = 6 (n) = 16 (n) = (1) 6 (n) = 6 (m) & (n), silld & (1) = 1.
Samoin saadaan ¢ (mn) = ¢ (m) ¢ (n), jos n = 1. Voidaan siis olettaa, ettéi
m,n > 1. Esitetadn kaikki luvut yhdestd mn:dan taulukossa, jossa on m

saraketta ja n rivia:

1 2 r m
m—+1 m+ 2 m-+r ... 2m
2m +1 2m + 2 2m +r ... 3m

(m=1m+1 (n—1)m+2 ... (n—1)m+r ... nm.

Téssé taulukossa on siis kaikki korkeintaan luvun mn suuruiset luvut. Siis
funktion ¢(mn) arvo on niiden téssa taulukossa olevien lukujen, jotka ovat
suhteellisia alkulukuja luvun mn kanssa, méard. Apulauseen 2.2 mukaan
tdméa on sama kuin niiden lukujen méara, jotka ovat suhteellisia alkulukuja
sekd luvun m etta luvun n kanssa.

Tiedetéén, etta (r + gm,m) = (r,m). Taman perusteella huomataan,

ettd rnnelld sarakkeella olevat luvut ovat suhteellisia alkulukuja luvun m

7



kanssa, jos ja vain jos luku r itse on suhteellinen alkuluku luvun m kanssa.
Taulukossa on sarakkeita m kappaletta (eli r saa arvoja yhdestda m:één),
joten ¢ (m) sarakkeista siséltda luvun m kanssa suhteellisia alkulukuja ja
jokainen kyseisen sarakkeen luku on suhteellinen alkuluku luvun m kanssa.
Taytyy nyt siis osoittaa, etta jokaisella téllaisella sarakkeella on ¢ (n) lukua,
jotka ovat suhteellisia alkulukuja luvun n kanssa. Tasta seuraa, etté kaiken
kaikkiaan taulukossa on ¢ (m) ¢ (n) lukua, jotka ovat suhteellisia alkulukuja
sekd luvun m etta luvun n kanssa.

Oletetaan, ettd (r,m) = 1. Tutkitaan rnnen sarakkeen arvoja:
rrm4r2m+r,..., (n—1)m+r.

Mitkaéan kaksi taman sarakkeen lukua eivat kongruentteja modulo n toistensa
kanssa. silla jos

km+r=jm+r (modn)

missd 0 < k < j < n, patisi myos km = jm (mod n). Koska (m,n) = 1,
saadaan apulauseen 2.3 avulla selvé ristiriita £k = j (mod n). Téten r:nnen
sarakkeen arvot ovat kaikki kongruentteja modulo n lukujen 0,1,2,...,n — 1
kanssa jossakin jarjestyksessa. Tama tarkoittaa, ettd r:nnella sarakkeella on
yhta monta luvun n kanssa suhteellista alkulukua kuin niitd on joukossa
{1,2,...,n—1}. Mutta niitdhan on ¢ (n) kappaletta Eulerin ¢-funktion maa-
ritelmén mukaan. Téten taulukossa olevien seka luvun m etta luvun n kanssa
suhteellisten alkulukujen maara on ¢ (m) ¢ (n) eli ¢ (mn) = ¢ (m) o (n). O

Néiden tulosten perusteella voidaan esittda yleinen kaava Eulerin phi-

funktion arvon laskemiseksi.

Lause 2.5. Olkoonn > 1 luku, jonka alkulukuhajotelma on n = p’f1p§2 el

Missa Siis pi1, Pa, - - -, Pr ovat alkulukuja ja r, ki, ks, ... k. € N. Talloin

p(n) = (pf* — py ) (ph — P - (b — pi Y

(=202

Todistus. (Vrt. [1, s. 132]) Todistetaan lause induktiolla luvun r suhteen.
Luku r on luvun n alkulukuhajotelman eri alkulukujen maara. Jos r = 1,

niin lause on totta lauseen 2.1 perusteella. Oletetaan sitten, etta lause pétee,



kun =i eli p(py'ps?---pi*) = (O — i) (05 — P57 - (o — i)
Koska (p§'ph? - pl, pfjjll) = 1, niin ¢-funktion multiplikatiiivisuuden takia

saadaan

(PP 5 - o piys) = S o - - i) B (pith)

. ki kir1—1
= o(pph2 - pi ) (i — P ).

Soveltamalla induktio-oletusta saadaan

k1 k ks k ki— k ko— ks Kip1—1
(i py* - 'pi++11) = (pi" — o} 1)(2922 — Py’ 1) T (pz'++11 - pi-:ll ).
Lause on taten todistettu induktiolla. OJ

Suurien lukujen kohdalla edellisen lauseen kéyttdminen on melko tyolésta,

mutta pienten lukujen kanssa se on hyodyllinen apuvéline Eulerin ¢-funktion

arvon laskemiseksi.

Esimerkki 2.2. Luvun 882 alkulukuhajotelma on 882 = 2 - 3% - 72. Kiytta-

malla lausetta 2.5 saadaan

$(882) = 882< _ ;) (1 _ ;) (1 - ;)

Usein hyodyllinen tapa esittda phi-funktion arvo on

¢(n) = ]:[lp?i_l(pi - 1),

missa p{'plt - - prf on luvun n alkulukuhajotelma.
Todistetaan vield muutamia Eulerin phi-funktion ominaisuuksia. Taulu-
kossa 1 kaikki ¢-funktion arvot ovat parillisia, kun n > 2. Tama pétee myos

yleisesti kuten seuraava lause osoittaa.

Lause 2.6. Olkoon luku n > 2. Tdllgin funktion ¢(n) arvo on parillinen
luku.

Todistus. (Vrt. [1, s. 132]) Oletetaan aluksi, ettd luku n on jokin kakkosen

potenssi. Merkitdan n = 2¥, missa k > 2. Lauseen 2.5 mukaan

o) = 02 = 2 (1= 3) =2
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joka on tietenkin parillinen, kun £ > 2. Jos n on pariton, niin on ole-
massa jokin pariton alkuluku p, joka jakaa luvun n. Voidaan siis kirjoittaa
n = p*m, missi m € Z,, k > 1 ja (p¥, m) = 1. Hyoédyntamaélld phi-funktion

multiplikatiivisuutta saadaan

o(p"m) = ¢(p")p(m) = (p* — P ")d(m) = p* ' (p — 1)p(m).

Koska p on pariton, tiytyy luvun p— 1 olla parillinen. Téten funktion ¢(p*m)

arvo on myos parillinen. O]

Lause 2.7. (Vrt. [4, s. 36]) Jos luku m € Z, on pariton, niin

¢(2'm) = 2" p(m),
missd 1 > 1. Erityisesti, jos n > 2 on parillinen luku, niin ¢(n) < %n

Todistus. Lauseen ensimmainen osa seuraa suoraan phi-funktion multiplika-

tiivisuudesta ja lauseesta 2.1:

6(2m) = o(2)o(m) = (2 (1= 3) ) olm) = 2~ o(m).

Jos m on parillinen luku, niin se on muotoa n = 2'm, missi ¢ > 1 ja m on

pariton luku. Talloin
b(n) = 6(2'm) = 6(2)d(m) = = (2'6(m)),
missé 2'¢ (m) < 2'm, koska ¢ (m) < m. Téten ¢(n) < in. O
Lause 2.8. Olkoon n parillinen luku ja a > 0. Tdlldin
6(2n) = 2°6(n).

Todistus. Olkoon n parillinen luku ja a > 0. Koska n on parillinen, on se
muotoa 2° - z, missi luku z sisdltdéd kaikki luvun n mahdolliset parittomat

tekijat ja b > 0. Lausetta 2.7 soveltamalla saadaan

$(2'n) = 6(2°(2°x)) = p(2"x) = 2" (x)
= 2. 2" () = 27¢(2°x) = 29¢(n).
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Lause 2.9. (Vrt. [4, s. 36]) Jos 1,5 > 0, niin $(2'37) = 213771,

Todistus. Tama lause seuraa suoraan soveltamalla lausetta 2.5. Sivuutetaan

tarkemmat laskut. O

Todistetaan vield lopuksi Johann Carl Friedrich Gaussin (1777-1855) en-
simmaéisend huomaama phi-funktion ominaisuus: Funktion arvojen ¢(d) sum-

ma, kun d kay lapi luvun n positiiiviset jakajat, on sama kuin luku n itse.

Lause 2.10. Jokaiselle positiivisille luvulle n pdtee
n=>_¢(d),

missd d kay ldpi luvun n posititviset tekijat.
Todistus. (Vrt. [1,s. 140]) Jaetaan luvut véliltd 1 —n luokkiin S, seuraavasti:
Sa={m| (m,n)=d;1 <m<n}

Siis luku m laitetaan luokkaan Sy, jos (m,n) = d. Nyt (m,n) = d, jos ja
vain jos (m/d,n/d) = 1. Taten jokaisessa luokassa S, olevien lukujen mééra
on sama kuin positiivisten lukujen, jotka eivét ylita lukua n/d ja jotka ovat

suhteellisia alkulukuja n/d:n kanssa. Mutta tdmahén on sama kuin ¢ (n/d).

Jokainen luku 1,2, ..., n sisdltyy vain yhteen luokkaan Sy. Siis
n
n=> ¢(-)
dn d

Mutta kun luku d kay lapi kaikki luvun n jakajat, samoin tekee n/d. Téten

n=36(5) =3 6(d)

dln dln

ja lause on nain todistettu. O]

Esimerkki 2.3. Esitetdaan kaikki luokat S, tapauksessa n = 8:

S1=41,3,5,7}
Sy ={2,6}

Sy = {4}

Ss = {8}

11



Eulerin phi-funktion arvot jakajille ovat ¢(8) = 4, ¢(4) = 2, ¢(2) = 1 ja
(1) =1, joten

ST o(d) = d(8) + p(4) + ¢(2) +p(1) =4 +2+1+1=8.

dJs

2.2 Eulerin lause

Ensimméinen julkaistu todistus Fermat'n pienelle lauseelle on Eulerin laati-
ma vuonna 1736. Fermat'n pieni lause siis sanoo, ettd jos p on alkuluku ja a
luku, joka ei ole jaollinen luvulla p, niin a?~! = 1(mod p). Hieman mydhem-
min Euler onnistui yleistdmaan lauseen mille tahansa positiiviselle luvulle
n alkuluvun p sijaan. Tama FEulerin lauseekst tai Fermat-Eulerin lauseekst
kutsuttu tulos sanoo, etté jos positiiviselle luvulle n pétee (a,n) = 1, niin
a®™ =1 (mod n). [1, s.134]

Jotta voitaisiin todistaa Eulerin lause, todistetaan seuraava aputulos.

Apulause 2.11. Olkoonn > 1 ja (a,n) = 1. Jos ay, as, ..., Gym) ovat lukuan
pienemmdt ja sen kanssa suhteellisia alkulukuja olevat posititviset luvut, niin
luvut aay, aay, . .., aagm) ovat kongruentteja modulo n lukujen ay, as, . . ., agem)

kanssa jossain jarjestyksessd.

Todistus. (Vrt. [1, s. 135]) Aluksi huomataan, ettéd mitkdan kaksi lukua aq;
ja aaj, misséd 1 <i < j < ¢(n), eivit ole kongruentteja modulo n keskenéan.
Jos nimittain aa; = aa; (mod n), niin apulauseen 2.3 mukaan saadaan a; =
a; (mod n), joka on tietenkin ristiriidassa oletusten kanssa. Lisiksi, koska
(a;,n) = 1 kaikilla ¢ € {1,2,...,¢(n)}, ja (a,n) = 1 niin apulauseen 2.2
mukaan kaikki luvut aa; ovat suhteellisia alkulukuja luvun n kanssa.
Tutkitaan yhta lukua aa;. Nyt on olemassa luku b, missa 0 < b < n, jolle
pétee aa; = b (mod n). Koska (b,n) = (aa;,n) = 1, taytyy luvun b olla jo-
kin luvuista ay, az, . . ., ag(n). Siis luvut aa,, aas, . . ., aayy,) ovat kongruentteja

modulo n lukujen ai, as, . .., aynm) kanssa jossain jérjestyksessa. O]

Lause 2.12 (Eulerin lause). Olkoot a ja n lukuja, joille pitee n > 1 ja
(a,n) = 1. Tdllsin
a®™ =1 (mod n).
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Todistus. (Vrt. [1, s. 135]) Jos n = 1, niin lause pitdd tietenkin paikkansa.
Oletetaan siis, ettd n > 1. Olkoot ay,as, ..., a4y lukua n pienemmaét ja
sen kanssa suhteellisia alkulukuja olevat positiiviset luvut. Koska (a,n) =1,
niin apulauseen 2.11 perusteella luvut aay, aas, . .., aayn,) ovat kongruentteja

modulo n lukujen ay, as, ..., ayn) kanssa jossain jérjestyksessa. Siis

aa; = a; (mod n)

!

aay = a, (mod n)

AAg(n) = Qy,y  (mod n),

missé luvut all, a;, s ,a;b(n) ovat luvut ay, as, ..., agm) jossain jarjestyksessa.

Nyt ottamalla tulo néistd kongruensseista puolittain saadaan

/ !

(aa1)(aay) - - (aagm)) = ayay - ay, (mod n)
(aar)(aaz) - - - (aGym)) = araz - - agm) (mod n)
a®™(aras -+ agm)) = araz - agey  (mod n).

Koska (a;,n) = 1 kaikilla ¢ € {1,2,...,¢(n)}, niin apulauseen 2.2 nojalla

(aras - - - gy, n) = 1, joten apulauseen 2.3 mukaan
a®™ =1 (mod n).
]

Seuraus 2.12.1 (Fermat’n pieni lause). (Vrt. [1, s. 136]) Olkoon p alkuluku
ja a luku, jolle pitee p1a. Tdlloin aP~' =1 (mod p).

Todistus. Jos p on alkuluku, niin tiedetdan, ettd ¢(p) = p — 1. Lause seuraa

taten suoraan Eulerin lauseesta. O

Esimerkki 2.4. Yksi Eulerin lauseen sovelluksista on suurien potenssien
tutkiminen modulo n. Jos esimerkiksi haluttaisiin tietdd luvun 73 kaksi
viimeista numero, voidaan soveltaa Eulerin lausetta.Viimeisten kahden nu-
meron loytamiseksi tulee etsié pienin positiivinen luku, joka on kongruentti
luvun 729 kanssa modulo 100. Koska (100,7) = 1 ja

$(100) = ¢(2? - 5%) = 100 (1 — ;) (1 — é) = 40,
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Eulerin lauseen mukaan
7' =1 (mod 100).
Jakoalgoritmilla saadaan, ettd 363 =9 - 40 + 3, joten
7363 = 794043 — (740Y973 = 73 (164 100)

Edelleen 72 = 343 = 43 (mod 100). Siis luvun 7°%3 viimeiset kaksi numeroa

ovat 43.

2.3 Taydelliset luvut ja Fermat’n luvut

Taman luvun paatteksi esitelladn viela taydelliset luvut, joilta taydelliset to-
tienttiluvut ovat saaneet nimensé ja kdydéan lapi muutamia muitakin myo-

hemmin hyddyllisia késitteita.

Maaritelma 2.5. (Vrt. [2, s. 232]) Tekijoiden summa -funktio o mééritel-
la4n asettamalla funktion o(n) arvoksi luvun n kaikkien positiivisten jakajien

sumima.

Maaritelma 2.6. (Vrt. [2, s. 239]) Positiivinen luku n on taydellinen luku,

jos sen positiivisten jakajien summa on kaksi kertaa luku n itse eli
o(n) = 2n.

Toisin sanottuna luku n on taydellinen, jos sen itsedén pienempien (eli aito-

jen) positiivisten jakajien summa on n.

Esimerkki 2.5. Luvulla 6 on nelja positiivista jakajaa: 1, 2, 3 ja 6. Talloin
0(6) =14+2+4+3+6=12=2-6. Luku 6 on siis taydellinen luku.

Maaritelma 2.7. (Vrt. [2, s. 249]) Positiivista lukua n kutsutaan supertdy-
delliseksi luvuksi, jos
o(o(n)) = 2n.

Esimerkki 2.6. Luvun 16 positiiviset jakajat ovat 1, 2, 4, 8 ja 16. Talloin
0(16) =14+2+4+8+16 =31 ja 0(31) = 1+ 31 = 32, silld 31 on alkuluku.
Siis 0(0(16)) = 32 = 2 16. Luku 16 on siis supertaydellinen.
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Maaritelma 2.8. (Vrt. [1, s. 226]) Olkoon luku n > 0. Muotoa
F,=2""+1

olevaa lukua kutsutaan Fermat'n luvuksi. Jos F, on alkuluku, kutsutaan sitéi

Fermat'n alkuluvuksi.

Esimerkki 2.7. Fermat'n lukuja tutkittaessa ndhdaan helposti, ettd luvut
Fy =22 4+1=3, F, =5ja Fy = 17 ovat Fermat’n alkulukuja. Hieman
tarkemmin tarkastelemalla huomataan, ettd myos F3 = 257 ja Fy, = 65537
ovat alkulukuja. Siis ensimmaiset viisi Fermat'n lukua ovat Fermat'n alku-
lukuja. Ensimmaéinen Fermat'n luku, joka ei ole alkuluku on Fy = 2% + 1 =
4294967297. Fermat itse uskoi, etta kaikki Fermat'n luvut olisivat alkuluku-
ja ja vasta Euler osoitti vuonna 1732, ettd F5 on jaollinen luvulla 641. [1, s.
227]

3 Taydelliset totienttiluvut

3.1 Eulerin phi-funktion iterointi

Olkoon luku n > 1. Merkitdan

Pr41(n) = G(¢r(n)) = G((d... d(n)) . ..).

r+1 kpl
Tiedetdén, etta kaikilla luvuilla n > 1 pétee, ettd ¢(n) < n. Téten jossain
vaiheessa téssé ketjussa saavutetaan luku 1 ja siitd eteenpéin kaikilla luvuilla
k € Z, patee ¢p(1) = 1.

Olkoon nyt r pienin luku, jolla

or(n) = 1.
Siis jokaiseen lukuun n voidaan liittaa luku r, joka kertoo, misséi vaiheessa

phi-funktion iterointi luvulle n saavuttaa arvon yksi. Merkitdan r» = R(n).

[7, 5. 837]
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Esimerkki 3.1. Tutkitaan lukua 23. Nyt ¢(23) = 22, silld 23 on alkuluku.
Sitten saadaan, ettd ¢(22) = 10, ¢(10) = 4, ¢(4) = 2 ja ¢(2) = 1. Siis
P(3(d(6((23))))) = ¢5(23) = 1 eli R(23) = 5.

Seuraavassa kuviossa on havainnollistettu phi-funktion arvoja ja sen ite-
rointia. Puun juurena on 1 ja jokaisen solmun vanhempi on kyseisen solmun
¢-funktion arvo. Funktion R(n) arvo saadaan sen sijaan solmun syvyydesta.
Syvyys on solmun esivanhempien lukumaééara eli kuinka monta askelta solmus-

ta on otettava ylospain, jotta saavutetaan juurisolmu eli tdssa tapauksessa
luku 1.

Kuva 1: Puukuvio phi-funktion iteroinnilla saatavista arvoista

1
|
2
3 4 6
R
14 7 9 18
5 8 10 12 |

/’\ PN P 19
15 16 20 11 22 13 21

| |
17 23

Koska R(2) =1 ja ¢(n) on parillinen aina, kun n > 2, ei ole aina hyé6dyl-
listd tutkia milloin phi-funktion iterointi saavuttaa luvun 1. Usein on kéay-
tannollisempéa tutkia pelkastdan millon iterointi saavuttaa luvun 2. Olkoon
k sellainen luku, ettd ¢p(n) = 2. Merkitdaan talloin C'(n) = k. Huomataan
heti, ettd ¢(Pr(n)) = ¢(2) = 1 eli R(n) = C(n) + 1. Asctetaan lisdksi, etté
C(2) =C(1) =0 (kts. [8, s. 18]).

Tutkitaan seuraavaksi funktiota C'(n) ja yritetdédn etsii sille rajat. Tata

varten todistetaan muutamia funktion C'(n) ominaisuuksia.
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Apulause 3.1. (Vrt. [8,s. 18]) Olkoon luku m luvun n monikerta eli m = kn,
missd luku k > 1. Tdlloin ¢(mn) = no(m).

Todistus. Oletetaan, ettd luku n on alkuluku. Télloin saadaan

¢(mn) = ¢(kn - n) = ¢(kn®) = p(n***)p(k),
missi k = n”k" (z € N) ja k' sisiltad kaikki luvun k luvusta n eroavat
alkulukutekijit. Edelleen

d(* ) p(k') = n'T(n — 1)(k') = n(n"(n — 1)$(k'))

= n(¢p(n'"*)(k)) = n(¢(n"k n))
= n¢(kn) = ng(m).

Jos luku n on yhdistetty luku, luvun m téytyy olla myos kaikkien luvun
n tekijoiden monikerta. Talloin luvun n jokaiselle alkulukutekijélle a péatee
edeltivin perusteella, ettd ¢(an'm) = ag(n'm), missid n = an’. Télli tavalla

jokainen luvun n tekiji saadaan ulos phi-funktiosta ja ¢(mn) = ng(m) O

On huomaamisen arvoista, etté jos n on alkuluku, niin ¢(mn) = ¢(m)e(n)
tai ¢(mn) = ne(m) ovat ainoat kaksi mahdollisuutta phi-funktion arvoa

tutkittaessa.

Lause 3.2. (Vrt. [8, 5. 19]) Jos n > 1 on parillinen luku, niin
C(2n) =C(n) + 1.

Todistus. Jos n = 2, niin C(2n) = C(4) = 1 = C(2) + 1. Olkoon n > 2
parillinen luku. Lauseen 2.8 perusteella ¢(2n) = 2¢(n). Koska ¢(n) on aina
parillinen, kun n > 2, saadaan, ettd ¢2(2n) = ¢(2¢(n)) = 2¢o(n). Tata
ketjua jatkamalla saadaan, ettd ¢x(2n) = 2¢x(n), kun & < C'(n). Asetetaan
k = C(n). Talléin ¢(2n) = 2¢x(n) = 2-2 = 4 ja ¢(4) = 2 eli C(2n) =
C(n) +1. O

Seuraus 3.2.1. Olkoon a > 1. Tdlloin

C(2%) =a—1.
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Seuraus 3.2.2. (Vrt. [8, s. 19]) Olkoon a > 1. Parillisille luvuille n pdtee
C(2°n) =C(2%)+ C(n) + 1.

Todistus. Olkoon n parillinen luku. Talloin lauseen 3.2 mukaisesti C'(2n) =
C(2°7'n) + 1. Tét4 toistamalla saadaan C'(2°n) = C(n) + a. Seurausta 3.2.1
hyodyntamaélla saadaan C'(2°n) = C(n)+(a—1)+1=C(n)+C(2*)+1. O

Lause 3.3. (Vrt. [8, s. 19]) Jos n on pariton luku, niin
C(2n) = C(n).

Todistus. Olkoon n pariton luku. Tall6in phi-funktion multiplikatiivisuuden
perusteella ¢(2n) = ¢(2)p(n) = 1- ¢(n) = ¢(n). Siis funktioiden ¢(2n) ja
¢(n) arvot ovat samat kun luku n on pariton. Téten C(2n) = C(n). O

Seuraus 3.3.1. (Vrt. [8, s. 19]) Parittomille luvuille n pitee C(2°n) =
C(2%) 4+ C(n).

Todistus. Todistus onnistuu samalla tavalla kuin seurauksen 3.2.2 kohdalla.

Sivuutetaan toiston valttamiseksi yksityiskohdat. O

Huomataan, ettd ndmaé lauseet patevét tietenkin myos funktion R(n) koh-
dalla, koska C'(n) = R(n) — 1. Jos n on parillinen luku, niin sijoittamalla

C(z) = R(z) — 1 lauseeseen 3.2 saadaan

C(2n)=C(n)+1
R(2n)—1=(R(n)—1)+1
R(2n) = R(n) + 1.
ja samoin R(2n) = R(n), jos n on pariton luku.

Lause 3.4. Kaikille luvuille n > 1 pdtee
C(3n) = C(n) + C(3).

Todistus. (Vrt. [8, s. 19]) Tiedetdén, ettd C'(3) = 1. Lause voitaisiin siis kir-
joittaa muodossa C'(3n) = C(n) + 1. Oletetaan aluksi, ettd n = 2. Talloin
C(3n) = C(6) = 1 = C(2)+1. Oletetaan sitten, ettd n > 2. Tutkitaan perak-

kéisten phi-funktioiden ottamista luvusta 3n. Jos (3,n) = 1, niin phi-funktion
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multiplikatiivisuuden nojalla ¢(3n) = ¢(3)¢p(n) = 2¢(n). Toinen mahdollinen
tapaus on, ettd luku n on luvun 3 monikerta, jolloin apulauseen 3.1 nojal-
la ¢(3n) = 3¢(n). Koska luku 3 on alkuluku, ndmé ovat ainoat mahdolliset

tapaukset. Siis
¢(3n) =2¢(n) tal ¢(3n)=3¢(n)
ja edelleen

P2(3n) = ¢(26(n)) tai  ¢2(3n) = ¢(36(n))
$2(3n) = 2¢2(n) tai  @o(3n) = 3¢a(n),

silld samoin kuin edelld, jalkimmaisen funktion ¢(3¢(n)) arvo on joko 2¢(n)
tai 3¢2(n) riippuen siité, onko ¢(n) kolmosen monikerta. Tietenkin ¢(2¢(n)) =
2¢9(n), koska ¢(n) on parillinen aina, kun n > 2. Jatkamalla phi-funktion

ottamista télla tavalla saadaan, ettd kun &k < C'(n), niin
Oe(3n) = 2¢(n) tai  ¢r(3n) = 3¢x(n)
ja asettamalla k = C'(n)
¢r(3n) =2¢r(n) =2-2=4 tai ¢r(3n) =3¢r(n) =3-2=6.
Koska ¢(4) = ¢(6) = 2, saadaan, ettd C(3n) =k +1=C(n)+ C(3). O

Edellinen lause voidaan yleistda toimimaan mille tahansa parittomalle

alkuluvulle.

Lause 3.5. Olkoon p pariton alkuluku ja luku n positiivinen. Tdlloin
C(pn) = C(p) + C(n).

Todistus. (Vrt. [8, s. 20]) Todistetaan lause induktiolla alkuluvun p suhteen.
Lauseessa 3.4 kaytiin jo lapi tapaus p = 3. Tehdaén sitten induktio-oletus,
ettd lause patee kaikille alkulukua p pienemmille parittomilla alkuluvuille.
Taytyy siis todistaa, etta lause pétee alkuluvulle p eli C(pn) = C(p) + C(n).
Tiedetdan apulauseen 3.1 ja phi-funktion multiplikatiivisuuden perusteella,
etta

o(pn) = pp(n) tai é(pn) = ¢(p)d(n) = (p — 1)o(n)
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riippuen siita onko luku n alkuluvun p monikerta vai ei. Oletetaan ensin, etté
o(pn) = (p — 1)¢(n). Luku p — 1 voidaan aritmetiikan peruslauseen nojalla
esittdd muodossa 2¢ H ¢, missd a > 0 ja luvut ¢;, i € Z,, ovat alkulukua p

=1
pienempié alkulukuja Talloin

C((p—1o(n 2“Hq

Hq (2°¢(n

Nyt voidaan soveltaa induktio-oletusta alkulukuihin ¢; ja saadaan

CATTa)@9(n)) = Cla) ++-+ Cla) + Clan) + -+ Cla)

++Clgs) + -+ Clgs) +C(2%(n))
= Y30 Ca) + C@*(n).

i=1j=1
Sitten soveltamalla seurauksia 3.2.2 ja 3.3.1 seka induktio-oletusta toiseen

suuntaan nahdiin, etté

S

Cl(p—1)6(n) = 33" Clgg) + C26(n))

i=1j=1

Cop)on) = 303" Clg) + C(2%) + C(6(n) + 1

i=1j=1

C(o(pn Z“Hq”“ )+ C(p(n)) +1

C(o(pn)) = Clp— 1) + C(¢(n)) + 1
Clo(pn)) +1=(C(o(p)) + 1) + (Cle(n)) + 1)
C(pn) = C(p) + C(n).
Pédstédén siis haluttuun tulokseen tapauksessa ¢(pn) = (p — 1)o(n).
Tutkitaan sitten tapausta, etta ¢(pn) = pp(n). Sovelletaan téahan yhta-

166n uudestaan phi-funktiota, jolloin saadaan jalleen kaksi eri mahdollisuutta

riippuen siitd onko funktion ¢(n) arvo alkuluvun p monikerta vai ei:

s {mw(n)) — péa(n), kun (6(n).p) = p
S(p)o(6(n) = (p = Da(n).  kun (6(n).p) = 1.
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Jalkimmainen tapaus ¢(pp(n)) = (p — 1)¢2(n) johtaa haluttuun tulokseen
samalla tavalla kuin edelld. Siis ainoa epéselvé tapaus on taas ¢(pp(n)) =
poo(n). Jatkamalla phi-funktion iterointia tdhén tapaan huomataan, ettd

kaikilla & < C(n) ainoa tapaus, josta tulos ei seuraa valittomésti on

dr(pn) = por(n).

Mutta asettamalla k = C'(n) saadaan

or(pn) = por(n) =p -2
ja
C(pn) =k + C(2p) = C(n) + C(p)
lauseen 3.3 perusteella. Ollaan siis jokaisessa tapauksessa pédsty haluttuun

tulokseen ja lause on taten todistettu. O]

Nyt voidaan yhdistaa edelliset tulokset seuraavaksi lauseeksi.

Lause 3.6. (Vrt. [8,s. 18]) Olkoot m ja n positiivisia lukuja. Jos molemmat

luvut m ja n ovat parillisia, niin

(3.1) C(mn) =C(m)+ C(n) + 1.
Muussa tapauksessa

(3.2) C(mn) = C(m)+ C(n).

Todistus. Todistetaan aluksi yhtélo (3.1). Jos luku n on muotoa 2%, niin tulos

pitaa paikkansa lauseen 3.2 seurauksen perusteella. Muussa tapauksessa luku

Qs
)

S
n on muotoa 2 [] p;*, missd a > 0 ja luvut p;, i« € Z,, ovat alkulukuja.
i=1

Talloin voidaan soveltaa lausetta 3.5 seké seurausta 3.2.2 ja saadaan

Clomn) = Clm2 [[t7) = C2'm) + 33 C(p)
=C(m)+C2")+1+ Z az C(pi)
= C(m) + 02 + 33 Cln) +1

— C(m) + O [ 1) + 1

=1

=C(m)+C(n) + 1.
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Todistetaan vield yhtdlo (3.2). Symmetrian perusteella riittdd todistaa
lause tapauksessa, ettd luku n on pariton ja luku m on joko pariton tai
parillinen. Nyt n = [] p;*, missé luvut p;, i € Z,, ovat parittomia alkulukuja.
Soveltamalla lausetta 3.5 saadaan hieman vélivaiheita sivuuttamalla

C(mn) = C(m ] pf") = C(m) + C(I[ p§") = C(m) + C(n).
i=1 i=1

]

Nyt edellisia lauseita hyodyntamalla voidaan helposti jakaa luvut luokkiin
riippuen niiden funktion C' arvosta (kts. [8, s. 18]). Kuten edelld méariteltiin
C(2) = C(1) = 0, joten luvut 1 ja 2 kuuluvat luokkaan 0. Tiedetddn, etta
C(3) = 1, joten luku 3 kuuluu luokkaan 1. Kayttaméalld edellistd lausetta
ndhdaan, etta C(4) = C(2-2) = C(2)+C(2)+1 = 1, joten luku 4 kuuluu myos
luokkaan 1. Yleisesti yhdistetyn luvun luokka voidaan laskea sen tekijoiden
luokista lauseen 3.6 avulla. Alkuluvun p > 3 tapauksessa tiedetdén, etté
¢(p) = p— 1, missd p — 1 on yhdistetty luku. Alkuluvun p luokka on siis
yhden suurempi kuin luvun p — 1 luokka. Naiden tietojen avulla pystytaan
madrittamadn lukujen luokat niitd edeltdvien lukujen avulla. Seuraavassa

taulukossa on ensimmaéisten neljan luokan kaikki luvut (kts. [8, s. 21]).

Taulukko 2: Luokkien 0, 1, 2 ja 3 luvut

Luokka Luokassa olevat luvut
0 12
1 346
2 57891012 14 18
3 11 13 15 16 19 20 21 22 24 26 27 28 30 36 38 42 54

Maaritetaan nyt luokkien rajat ja sen avulla myos funktion C'(n) rajat.

Lause 3.7. Suurin pariton luku luokassa k = 0,1,2,... on 3¥ ja suurin

parillinen luku on 2 - 3*.

Todistus. (Vrt. [8, s. 21]) Todistetaan lause induktiolla luokan & suhteen.

Taulukosta 2 ndhdééan, ettéd lause patee luokille 0, 1, 2 ja 3. Oletetaan sitten,
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ettd lause patee kaikille luokkaa k pienemmille luokille, ja osoitetaan, etta se
patee myos luokalle k.

Tiedetédén, ettéa kaikille alkuluvuille pétee ¢(p) = p — 1. Télloin, jos alku-
luku p > 2 kuuluu luokkaan k, eli C'(p) = k, niin luvun p — 1 taytyy kuulua
luokkaan k£ — 1. Siis C(p — 1) = k — 1 < k ja induktio-oletuksen nojalla

tiedetdan, etta parilliselle luvulle p — 1 patee
p—1<2.31
Koska 2-3*1+1 < 3.3¥! =3F saadaan
p < 3",

Lause siis patee alkuluvuille p.

Olkoon n nyt yhdistetty luku, joka kuuluu luokkaan k eli C(n) = k.

S
Luku n voidaan kirjoittaa sen tekijoiden tulona muodossa 2% [T pi?, missi
i=1
a > 0 ja luvut p; ovat parittomia alkulukuja. Todistuksen alkuosan perus-
teella tiedetdan, etta jokaiselle parittomalle alkuluvulle p; patee

log pi
pi <3P = logp; <log3“P) = C(p;) > fg};.
0g

Oletetaan ensin, ettd luku n on pariton eli se on parittomien alkulukujen

tulo. Talloin a = 0. Lausetta 3.6 soveltamalla saadaan

Cm = e I1 ) = (Lot

Cln =303 C)
Cn) = 303" 08P

log 3

i=1j=1
Logaritmien laskusdantod log x 4+ logy = log(xy) soveltamalla saadaan
log( 1 i)

log 3
logn

C(n) =

>
Cln) 2 log 3

C(n)log3 > logn
log 3™ > logn

n < 360 = 3k
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Lause siis patee parittomille luvuille. Oletetaan sitten, etta luku n on paril-
linen eli @ > 1. Tall6in saadaan lausetta 3.6 sekéd seurauksia 3.2.1 ja 3.3.1

soveltamalla
= C (2a H p;ll )
i=1

C(n) = C(2) + ([ %)

=1

C(n) = (a—1) +iic<p¢>

Oln) > (a— 1)+ Y3 0821

P ot log 3

Huomataan, etta

a—1)log3 - (a—1)log2 log2* ! log2®—log2
log 3 - log 3 log 3 log3

Tata huomiota seka logaritmien laskusdantoja soveltamalla saadaan

(a—l):(

S

ED) 3= SRUSES

P e log 3
10g<£1 pi’) log 2% — log 2
C(n) >
log 3 log 3
082 T 10,
C L —
(n) log 3 log 3
logn — log 2
C(n) > =———2—
(n) = log 3
n
C(n)log3 > log <2>
log 3¢™ > log <Z>
3C(n) S
-2
n<2-360 =2.3%
Lause on taten todistettu. O]

Ollaan siis saatu selvitettyd funktion C'(n) alaraja.

Seuraus 3.7.1. (Vrt. [8, s. 23]) Kaikille luvuille n pitee n < 2-3°™. Toisin

sanoen
Cn) > logn — 10g2'
log 3
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Vaihtamalla funktion C'(n) tilalle funktio R(n) saadaan vuorostaan

S logn — log 2

R(n) > +1

log 3
(kts. [7, s. 840]).
Etsitdan seuraavaksi luokkien £ = 0,1,2,... pienin luku ja sen avulla

funktioiden C'(n) ja R(n) ylaraja.

Lause 3.8. Pienin pariton luku luokassa k = 1,2,3, ... on suurempi kuin 2"

ja pienin parillinen luku luokassa k = 0,1,2,... on 2F*1

Todistus. (Vrt. [8, s. 22]) Todistetaan aluksi induktiolla luokan k suhteen,
ettd pienin parillinen luku luokassa k on 2¥+!. Taulukosta 2 nihdédn, ettd
vaite patee luvun k arvoilla 0, 1, 2 ja 3. Tehdaan sitten induktio-oletus, etta
viite patee kaikille luokkaa k£ > 3 pienemmille luokille, ja todistetaan, ettéa
lause pitda paikkansa myos luokalle k.

Olkoon parillinen luku n luokassa k& > 3 eli C(n) = k. Luku n voidaan
esittdd muodossa 2%s, missd s > 0 on pariton luku. Oletetaan aluksi, ettéi
a > 1, jolloin n = 2% = 2- 2% 15 missi a — 1 > 0. Seurausten 3.2.1 ja 3.3.1

perusteella tiedetdan, etta

C2's)=C2" Y+ C(s)=a—-2+C(s)=((a—1)+C(s)) — 1
=(C2)+C(s)—1=C(2%)—1=k—1.

Siis C'(2°7's) = k — 1 ja lukuun 2°7's voidaan soveltaa induktio-oletusta.

Saadaan

2&—18 Z 2(k—1)+1
2.9 1g > 9.9k

ja lause on tiaten todistettu parillisille luvuille n = 2%s; missa a > 1. Ole-
tetaan sitten, ettd @ = 1 eli n = 2s. Pitdé siis osoittaa, ettd 2s > 2F+1,
Tehdéin vastaoletus, ettd 2s < 281, Tallin s < 2* ja koska s on pariton
luku, niin lauseen 3.3 mukaan C(n) = C(2s) = C(s) = k. Tiedetaan, etté
C(o(s)) = C(s) —1 = k — 1. Voidaan siis soveltaa lukuun ¢(s) induktio-

oletusta ja saadaan, ettd ¢(s) > 2=D+1 = 2k Mutta vastaoletuksesta ja
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phi-funktion perusominaisuuksista saadaan, ettd ¢(s) < s < 2F, joka on tie-
tenkin ristiriidassa edellisen tuloksen kanssa. Siis s > 2* ja 2s > 2¥+1 ja lause
on taten todistettu induktiolla parillisille luvuille.

Todistetaan vield, ettd pienin pariton luku luokassa k& > 0 on suurempi
kuin 2*. Tam4 onnistuu helposti tarkastelemalla luokan k pieninté paritonta
lukua n. Koska C(n) = C(2n) = k, tiedetdén lauseen alkuosan perusteella,
ettd 2n > 281 josta saadaan helposti laventamalla, ettd n > 2. Koska luku

n on pariton, yhtdsuuruus ei voi olla voimassa kun k > 0, joten n > 2%, [

Seuraus 3.8.1. (Vrt. [8, s. 23]) Kaikille luvuille n > 1 pitee, etti n > 26,

Toisin sanoen
logn

C(n) < og 2

Vaihtamalla funktion C'(n) tilalle funktio R(n) saadaan jélleen vuorostaan

1
ogn_i_1

R(n) < og 2

(kts. [7, s. 838]).

Ollaan siis onnistuttu rajaamaan funktioiden C'(n) ja R(n) arvot:

<C(n) <

+1<R(n) <

logn — log 2 logn

log 3
logn — log 2

log 2
logn

1.
log 3 *

log 2

Sivasankaranarayana Pillai paatyy omassa artikkelissaan [7] néihin sa-
moihin tuloksiin kuin Shapiro, mutta hénen todistuksensa jaavit hieman
epéaselviksi ja puuttellisiksi, joten tassa tutkielmassa todistukset noudatta-

vat Shapiron artikkelia.

3.2 Maaritelmi ja perustuloksia

Soveltamalla phi-funktion iterointia voidaan méaaritella taydelliset totientti-

luvut.

Maaritelmi 3.1. (Vrt. [4, s. 36]) Olkoon n positiivinen luku. Lukua n kutsu-
taan taydelliseksi totienttiluvuksi (engl. perfect totient number ja lyh. PTN),

jos

R(n)
> ¢i(n) =n.
i=1
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Esimerkki 3.2. Pienten lukujen kohdalla on helppo tutkia, onko kyseessa
taydellinen totienttiluku. Esimerkiksi luvulle 20 pétee, ettd R(20)= 4, joten

R(20)

> 9i(20) = ¢(20) + 62(20) + $5(20) + $4(20)

i=1

= ¢(20) + P(8) + ¢(4) + ¢(2) =8+ 4+ 2+ 1 = 15 # 20.
Luku 20 ei ole taten taydellinen totienttiluku. Toisaalta luvun 39 kohdalla
R(39) =5 ja
R(39)
> i(39) = 6(39) + $2(39) + 63(39) + $4(39) + ¢5(39)
i=1
=¢(39) +0(24) + ¢(8) + p(4) + ¢(2) =24+ 8+4+2+ 1= 30.

Luku 39 on siis taydellinen totienttiluku.

Merkitéén téstd eteenpéin yksinkertaisuuden vuoksi 3270 ¢i(n) = ®(n)
ja kdydéddn lapi muutamia funktiota ®(n) koskevia aputuloksia, jotka ovat

hyodyllisia jatkossa.
Apulause 3.9. (Vrt. [4, s. 37]) Kaikille luvuille n > 1 pdtee
®(n) = d(n) + ®(¢(n)).

Todistus. Tama tulos seuraa suoraan ®-funktion méaritelmasta, silla

R(n) R(n)
®(n) = ; ¢i(n) = ¢(n) + ; gi(n) = d(n) + 2(¢(n)).

Apulause 3.10. (Vrt. [4, s. 37]) Kaikille luvuille i,j > 0 pdtee
d(2037) = 27137 + 1) — 1.

Todistus. Lauseen 2.9 perusteella tiedetddn, ettd ¢(2'37) = 2'3/~!. Talloin
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$;(2'37) = 2°. Lisdksi edellisessa luvussa huomattiin, etta ¢(2") = 21, Siis

j—1 i—1

P(2'37) = > 23"+ y 2"
m=0 n=0
j—1

i—1

m=0 n=0
(1-3) 1-2
= 9!

1-3 + 1-2

Bl 2

2 1
:21—13]_21—1+22_1
=213 — 271 (2—-1)—1
:27;713‘7'_'_2@'71_1

=273 +1) - 1.

=2

Lause 3.11. Olkoon n > 0 parillinen luku. Tdalloin
d(n) < n.

Todistus. (Vrt. [4, s. 37]) Todistetaan lause induktiolla. Jos n = 2, niin
#(2) = 1 ja tidten ®(n) = 1 < 2. Tehdddn induktio-oletus, ettd lause pétee
kaikilla parillista lukua k pienemmilla parillisilla luvuilla n. Apulauseen 3.9
nojalla (k) = ¢(k) + ®(¢(k)). Toisaalta tiedetdén, ettd phi-funktion ¢(x)
arvo on parillinen aina kun z > 2. Siis funktion ¢(k) arvo on parillinen ja
phi-funktion maaritelman nojalla pienempi kuin k. Taten induktio-oletuksen
mukaan ®(¢(k)) < ¢(k) ja

(k) = ¢(k) + @(o(k)) < o(k) + o(k) = 20(k).

Koska k on parillinen, tiedetaan lauseen 2.7 perusteella, etta ¢(k) < %k Siis
O (k) < k ja lause on taten todistettu induktiolla. O

Tamaé lause tarkoittaa tietenkin, ettd jokainen tédydellinen totienttiluku
on pariton. Tarkemmin tétéa tulosta tarkastelemalla huomataan myos toinen

ehto koskien téydellisié totienttilukuja.
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Lause 3.12. Olkoon n > 1 pariton luku. Jos ¢(n) < sn, niin luku n ei ole

taydellinen totienttiluku.

Todistus. Tiedetaan, etta kaikilla luvuilla n > 2 pétee, ettd ¢(n) on parilli-

nen. Télléin jos ¢(n) < in, niin edellisen lauseen nojalla saadaan

®(n) = ¢(n) + &(¢(n))

<¢(n)+¢(n)<;n+;n:n

]

Nyt kun kaytossaimme on muutamia taydellisten totienttilukujen ominai-
suuksia, voidaan kirjoittaa lyhyt Mathematica-koodi niiden etsimiseksi. Tau-
lukossa 3 on listattu kaikki lukua 40000 pienemmat taydelliset totienttiluvut,
jotka on saatu seuraavalla Mathematica-ohjelmassa kdannetylld koodinpat-
kalla aikaiseksi (vrt. [4, s. 36]):

For[n = 3, n < 40000, n =n + 2, k =0; t = n;
If [2*%EulerPhi[t] >= t,
While[(t = EulerPhil[t])! > 1, k = k + t];
If(k + 1 == n, Print[n]]]]

Taulukko 3: Lukua 40000 pienemmat taydelliset totienttiluvut

3 81 =34 327 =3-109 | 2199 = 3-733 | 6561 = 38

9 =32 111=3-37 |363=3-112 | 3063 = 3- 1021 | 8751 = 3 - 2917
15=3-5 |183=3-61 471 = 3-157 | 4359 = 3- 1453 | 15723 = 3% - 1747
27 =33 243 = 35 729 = 36 4375 =5%-7 19683 = 3°
30=3-13|255=3-5-17 | 2187 =37 5571 = 32.619 | 36759 = 3 - 12253

Taulukkoa 3 tarkastelemalla huomataan ainakin yksi ryhmaé lukuja, jotka

néyttaisivat olevan taydellisia totienttilukuja.

Lause 3.13. Jokainen muotoa 3%, missi k € Z.., oleva luku on tdydellinen

totienttiluku.
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Todistus. (Vrt. [4, s. 37]) Olkoon luku n muotoa 3*, missi k € Z,. Talloin
d(n) = ¢(3%) = 3k71(3—1) = 2-3F71 ja apulauseen 3.10 mukaan ®(2-3*71) =
3F1 4+ 1 — 1 =31 Titen apulausetta 3.9 soveltamalla saadaan
O(n) = ®(3") = ¢(3") + @(¢(3")) = 2- 3" + 3+
=(2+1)3F1 =3.3"1 =3~
[

Taulukkoa 3 tutkimalla nayttaisi silta, etta mikdan muu alkulukupotenssi
ei ole taydellinen totienttiluku. Tama pitdadakin paikkansa ja todistetaan se

seuraavassa lauseessa.

Lause 3.14. Olkoon luku n jonkin kolmosesta eroavan alkuluvun potenssi.

Siis n = p¥, missd luku p # 3 on alkuluku ja k > 0. Tdlloin

Todistus. (Vrt. [4, s. 37]) Tutkitaan aluksi kakkosen potensseja. Kaikille lu-
vuille n = 2% pitee, ettd ¢(n) = ¢(2F) = 281, Siis

®(2%) = 0(2") + o(2"7) + - + 6(2)

joten kakkosen potenssit eivit ole taydellisia totienttilukuja milldan luvun

k > 0 arvolla.

Tarkastellaan sitten alkulukupotensseja, joissa kantana on kolmosta suu-
remmat alkuluvut. Tiedetdén, ettd jos n > 2, niin ®(n) > ¢(n) + ¢(o(n)),
silld funktiossa ®(n) on vahintédén kaksi ensimmaéista phi-funktion iteroitua

arvoa. Nyt jos p > 3, niin

(p) = é(p) + d(d(p)) =p—1+9¢(p—1) > p,

silla ¢(p — 1) > 1, kun p > 3. Mikédn kolmosesta eroava alkuluku ei siis
ainakaan ole taydellinen totienttiluku. Tutkitaan seuraavaksi suurempia po-

tensseja. Jos k > 2, niin lauseen 2.1 mukaan ¢(p*) = p* —p*F~L. Talléin, koska
(p - 17pk71)

P(p(")) = o(@* —p* ) = d((p— DP* ") = o(p — Do (p" ")
=o¢(p— 1) =) =205 = p").

= 1, saadaan phi-funktion multiplikatiivisuuden avulla
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Talloin

O(p*) = o(p*) + o(6(p")) = p* — p* T+ 2(p" 1 = p*?)
— il —oph?,

Kun p > 3, niin p*~! > 3p*=2 > 2pF=2 ja titen ®(pF) > pk + pF~1 — 22 >
pF 4+ pF=t — pF=t > p¥. Siis kaikki alkulukupotenssit, joiden kantana on kol-
mosta suurempi luku, eivét voi olla taydellisia totienttilukuja ja lause on nain
todistettu. O]

Seuraus 3.14.1. Alkulukupotenssi p* on tdydellinen totienttiluku, jos ja vain

jos p = 3.

Ollaan siis loydetty yksi adreton joukko téydellisid totienttilukuja. Seu-
raavaksi pyritadn etsiméan sellaisia taydellisid totienttilukuja, jotka voidaan

johtaa jostakin toisesta taydellisesta totienttiluvusta.

Lause 3.15. Jos luku n on taydellinen totienttiluku ja 4n + 1 alkuluku, niin

3(4n + 1) on myos taydellinen totienttiluku.

Todistus. (Vrt. [4, s. 37]) Merkitdan m = 3(4n + 1) ja r = R(n). Aloitetaan
ottamalla phi-funktion arvo luvusta m. Koska funktio ¢ on multiplikatiivinen

ja seka 3 etta 4n + 1 ovat alkulukuja,
d(B3(An+1)) = ¢(3) - p(dn+1) =2 - 4n = 8n.

Ottamalla phi-funktion arvo uudestaan saadaan taas multiplikatiivisuuden
avulla go(m) = ¢(8n) = ¢(8)d(n) = 4¢(n), silla n on téydellisena totienttilu-
kuna pariton. Lauseen 2.8 nojalla parilliselle ¢ patee, ettd ¢(4q) = 4¢(q). Hyo-
dyntamélla tata tietoa huomataan, ettd ¢r(4q) = 4¢x(q) aina kun ¢5_1(4q)
on parillinen.

Koska r = R(n), taytyy olla, etté ¢;_o(n) on parillinen kun luvun i arvo
on valillda 3 <7 < r+ 1. Kéyttamalld tatéd tietoa ja tulosta ¢o(m) = 4¢(n)

saadaan, etta
(3-3) ¢z(m) = ¢i72(¢2(m)) = ¢i72(4¢(n)) = 4¢i72(¢(n>> = 4¢i71(n)

Lisdksi huomataan, ettd ¢, o(m) = ¢(Pr11(m)) = ¢(4o(n)) = p(4-1) =
¢(4) = 2 ja edelleen ¢ 3(m) = ¢(dri2(m)) = ¢(2) = L eli R(m) =r
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voidaan naita kaikkia tietoja hyvéksi kdyttden laskea funktion arvo ®(m):

r+3 r+1

B(m) = 3 61(m) = 6(m) + 3 64(m) + dry2(m) + brya(m)

:8n+i4¢i(n)—l—2+1 :8n+4i¢>i(n)+3.
i=1

i=1

Koska n on téydellinen totienttiluku, niin ®(n) = Y- ¢;(n) = n, joten

i=1

®3(4n+1)) =P(m)=8n+4n+3=12n+3 =3(4n+1)
ja m = 3(4n + 1) on téten téydellinen totienttiluku. O

Huomataan, ettd taulukon 3 luku 183 = 3 - 61 on selitettivissa tamén
lauseen avulla, silla 61 = 4 - 15 + 1 on alkuluku ja luku 15 on téydellinen
totienttiluku. Samoin tdméan lauseen avulla selittyvat taulukon 3 luvut 471,
2199, 3063, 4359 ja 36759.

Nyt voidaan jokaisen téydellisen totienttiluvun n kohdalla yrittda joh-
taa siitd uutta taydellista totienttilukua testaamalla, onko 4n + 1 alkuluku.
Toisaalta tiedetddn jo, ettd jokainen kolmosen potenssi on taydellinen to-

tienttiluku. Siispd voimme kirjoittaa seuraavan seurauksen.

Seuraus 3.15.1. Jos 4 - 3" + 1, missi i € Z.., on alkuluku, niin 4 - 371 + 3

on taydellinen totienttiluku.

Esimerkki 3.3. Huomataan heti, ettd koska 4 - 3' +1 = 13 on alkuluku,
taytyy luvun 4 - 32 + 3 = 39 olla tdydellinen totienttiluku. Voimme kirjoit-
taa lyhyen Mathematica-koodin, joka etsii taydellisia totienttilukuja luvun ¢

arvon vaihdellessa

For[i = 0, 1 < 20, i++, If[PrimeQ[4*3"1i + 1],
Print [3%(4%3~i + 1)]11]

Tama antaa meille taydelliset totienttiluvut 15, 39, 111, 327, 8751, 57395631
ja 172186887. Ensimmaiset viisi naista 10ytyy jo taulukosta 3, mutta luvut
57395631 ja 172186887 ovat lauseen avulla loydettyja.

Lauseessa 3.15 ollaan siis maaritelty muotoa 3p, missa p on pariton alkulu-
ku, oleva taydellinen totienttiluku. Pyritdan seuraavaksi tutkimaan tarkem-
min tatd muotoa olevia taydellisia totienttilukuja. Aloitetaan todistamalla

lauseen 3.15 kdanteinen tulos.
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Lause 3.16. Olkoon n > 0 pariton luku ja 4n+ 1 alkuluku. Jos 3(4n+1) on

taydellinen totienttiluku, niin samoin on luku n.

Todistus. (Vrt. [6, s. 49]) Olkoon 3(4n + 1) téydellinen totienttiluku. Siis
®(3(4n + 1)) = 3(4n + 1). Samoin kuin lauseen 3.15 yhteydessd, saadaan
tassikin, ettd ¢(3(4n + 1)) = 8n ja ¢a(3(4n + 1)) = 4é(n) = 22¢(n) Koska
¢(n) on parillinen luku, kun n > 2, lauseen 2.8 avulla saadaan ¢3(3(4n+1)) =

#(22¢(n)) = 2%¢9(n). Samoin ¢,1(3(4n + 1)) = 22¢,(n), kun r < R(n).
Asetetaan r = R(n), jolloin saadaan

3(4n+1) = &(3(4n+ 1))
12 + 3 = 8n + 2°6(n) + 22¢0a(n) + - - - + 2%6,(n) + ¢(2%) + ¢(2)
An + (8n +3) = 8n+ 22(d(n) + o(n) + -+ + ¢r(n)) + 3
An = 4(p(n) + ¢2(n) + - - - + ¢r(n))
n=®(n).

Siis n on tédydellinen totienttiluku. O

Seuraavaksi todistetaan milloin muotoa 3p olevat luvut eivét ole taydel-

lisia totienttilukuja.

Lause 3.17. Luku 3p ei ole tdydellinen totienttiluku, jos luku p on muotoa

dn+3 (n > 0) oleva alkuluku.

Todistus. (Vrt. [5, s. 101]) Olkoon x = 3p, missd p = 4n + 3, n > 0, on
alkuluku. Talloin ¢(z) = ¢(3p) = ¢(3)p(4n+3) ja koska (3,4n+3) = 1, niin
#(3)p(4n + 3) = 2(4n + 2) = 22(2n + 1). Toisen phi-funktion arvo saadaan
samoin multiplikatiivisuuden avulla: ¢o(z) = ¢(22(2n + 1)) = ¢(2%)p(2n +
1) = 2¢(2n+1). Koska ¢(2n + 1) on phi-funktion arvona parillinen, voidaan
jalleen kayttaa lausetta 2.8 ja saadaan ¢3(z) = ¢(20(2n+1)) = 2¢9(2n+1).
Olkoon r = R(2n + 1). Tall6in

D(3p) = 22(2n + 1) +20(2n + 1) +2¢o(2n + 1) + - - 26, (2n + 1) + ¢(2)
=22(2n +1)+20(2n + 1) + 1.
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Tehdédan nyt vastaoletus, ettéd luku 3p = 3(4n + 3) = 12n + 9 on tdydellinen
totienttiluku. Tall6in ®(3p) = 12n 4+ 9 ja

12n+9=2*2n+1)+20(2n + 1) + 1
(8n+5)+ (4n+4) =8n+5+2P(2n + 1)
(3.4) 2n+2=9o(2n+1).

Mutta tiedetdén, etta funktion ®(a) arvo on pariton kaikilla luvun a arvoilla.
Toisaalta 2n+ 2 on aina parillinen, joten yhtélo (3.4) ei voi pitdé paikkaansa.
Ollaan siis pdadytty ristiriitaan eli 3p ei ole taydellinen totienttiluku, kun

luku p on muotoa 4n + 3 oleva alkuluku. O

Lause 3.17 voitaisiin myos ilmaista seuraavassa muodossa: Luku 3p ei ole
taydellinen totienttiluku, jos p > 3 on alkuluku, jolle patee p = 3 (mod 4)
(kts. [3, s. 2]). Toisaalta lauseessa 3.15 todistettiin, etta 3p on tdydellinen to-
tienttiluku, jos p = 4n+ 1, missa n on myo6s taydellinen totienttiluku. Télloin
p =1 (mod 4). Ollaan siis onnistuttu taydellisesti karakterisoimaan muotoa
3p, missa p on pariton alkuluku, olevat taydelliset totienttiluvut seuraavasti:

Olkoon p > 3 pariton alkuluku. Talloin

3p ei ole tdydellinen totienttiluku, jos p =3 (mod 4)

3p on taydellinen totienttiluku, jos ja vain jos p = 4n + 1, missa n on

taydellinen totienttiluku.

3.3 Fermat’n alkulukuihin liittyvat taydelliset totient-

tiluvut

Tutkitaan seuraavaksi taydellisid totienttilukuja, jotka voidaan loytaa hyo-

dyntédmalla Fermat'n alkulukuja.

Lause 3.18. (Vrt. [4, s. 38]) Olkoon luku k positiivinen. Jos 28 — 1 on tiy-
dellinen totienttiluku ja 2% + 1 (Fermat'n) alkuluku, niin

(2F —1)2F+1)=2%* -1

on myos taydellinen totienttiluku.
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Todistus. Jos k = 1, niin 221 — 1 = 3 on téydellinen totienttiluku. Oletetaan
sitten, ettd k > 1. Talloin jos 2% + 1 on alkuluku, niin (2% 4+ 1,28 —1) =1 ja

S((2" =12 +1)) = 6(2" = Do(2" +1) = 9(2" - 1) - 2".

Koska phi-funktion arvo ¢(n) on parillinen aina, kun n > 2, voidaan soveltaa

apulausetta 2.8 ja saadaan

62((2° = 1)(2" +1)) = ¢(6(2" — 1) - 2%) = 2" (9(2" — 1))
= 2Fpy(2F — 1)

Niin jatkamalla huomataan, ettd ¢,((28—1)(28+1)) = ¢, (28 — 1) - 2* kaikilla
r < R(2 —1). Asetetaan sitten r = R(2* — 1), jolloin

or((2F —1)(2F + 1)) = 270, (2" — 1) = 2F . 1 = 2%,
Taten saadaan

D((2F —1)(28 + 1)) = 280 (2F — 1) + 2 (28 — 1) + - - + 289, (2F — 1) 4+ ®(2F)
=28(p(2" = 1) + (2" = 1) + -+, (2" - 1)) + ©(2°)
=2"p(2F — 1) + @(25).

Lauseen 3.14 todistuksessa huomattiin, etti ®(2%) = 2¥ — 1. Titd huomiota

ja sitd, ettd 2¥ — 1 on tédydellinen totienttiluku, kiyttamalli saadaan

P((2F—1)(2F+ 1) =2"p(2" — 1)+ (2" =2F(2F —1) +2F -1
=% ok 4ok 1 =292 1

Siis ®(2% —1) = ®((2F—1)(2¥+1)) = 22* —1 ja lause on téiten todistettu. [

Lauseen 3.18 yhteydessda huomattiin jo, etta 2220 — 1 = 3 on taydellinen
totienttiluku, mikd huomattiin myo6s lauseen 3.13 yhteydessa. Lauseen 3.18
avulla selittyvit myos taulukossa 3 olevat tiydelliset totienttiluvut 15 = 24—1
ja 255 = 28—1. Koska 2841 = 257 on alkuluku, niin (2341)(28—1) = 2'6—-1 =
65535 on lauseen mukaan téydellinen totienttiluku. Myo6s ketjussa seuraava
luku 232 — 1 = 4294967295 on téydellinen totienttiluku, koska 26 + 1 =
65537 on alkuluku. Tiedetddn kuitenkin, ettd 232 + 1 = 4294967297 ei ole
alkuluku, joten ketju péattyy ja talla tavalla ei loydeta enda muita taydellisid

totienttilukuja.
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Lause 3.19. Olkoon F,, = 22" +1 Fermat’'n alkuluku ja p = 2°m~+1 alkuluku,
missa m on taydellinen totienttiluku ja a > 1. Tdlloin F,, - p on taydellinen

totienttiluku, jos ja vain jos jokon =0 jaa =2 taia=m =n = 1.

Todistus. (Vrt. [5, s. 101]) Huomataan ensin, ettd F, ja p ovat eri lukuja,
silla m on taydellisené totienttilukuna pariton, joten se ei tietenkaén voi olla
mikdin kakkosen potenssi ja F, = 22" + 1 # 2*m + 1 = p.

Olkoon = = Fj, - p. Luvun x ensimmaisen phi-funktion arvo saadaan hel-

posti, koska F}, ja p ovat eri alkulukuja:

o(x) = ¢((22" + 1)(2°m + 1)) = ¢(22" + 1)p(2°m + 1) = 22" . 2%

= 22" Fay,

Olkoon R(m) = t. Toisen phi-funktion arvo saadaan hyodyntamalla luvun
m parittomuutta. Siitd eteenpéin iteroitujen phi-funktioiden arvot saadaan

lauseen 2.8 ja tuloksen ¢(2¢) = 2v~! avulla:

$a(r) = (27 m) = ¢(27 ) p(m) = 2" p(m)
s3(x) = ¢(27 " p(m)) = 27T g(p(m)) = 2 gy (m)

Cbt—i-l(l‘) — 22"+a—1¢t(m) — 22”+a—1
Gria(z) = 27072

¢t+3 (x) — 22”+a73

Or@) =2" = 1.

Oletetaan nyt, ettd luku = = F), - p on tdydellinen totienttiluku. Té&lloin
Z:2n+a72 y n . . .
summakaavaa Y. 2! = 22"ta"l 1 ja tietoa, ettd luku m on tiydellinen
0

totienttiluku (eli g(m) = m) kéyttéen saadaan
x = d(x)
(22" + 1)<2am + 1) — 22”+am + 22"+a—1¢(m) RS 22”+a—1¢t(m)

+2¥ e 4]
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2% T 422" £ 2%m 1 = 22" 22" TP () 4 22Tl ]
2% o 4 22" 4 2% 1 = 22" Ty 4 2 ey 4 22 el
2 4+ 2"m 2 =2 (m + 1)
(3.5)  2¥ 14297l 41 =22" 2 (m 4 1),

Jos a = 1, niin yhtalosta (3.5) saadaan

27 4 2% 1 =2""Y(m+1)
=21~ 1)m,

joka pitda paikkansa vain, kun m =n = 1.

Oletetaan sitten, ettd a > 2. Jos n > 1, niin yhtdlon (3.5) vasen puoli
22" 71 4 207y + 1 = 2(22"72 4+ 297 2m) + 1 on pariton, mutta oikea puoli
22"+ta=2(;m 4+ 1) = 2(22"**3(m + 1)) on parillinen, miki on tietenkin mah-

dontonta. Siis n = 0. Mutta jos n = 0, niin yhtalosta (3.5) seuraa, etta

27 tm +2=2""m +1)
2 =21

eli a = 2.

Kaéanteinen implikaatio saadaan helposti sijoittamalla annetut arvot. Jos
n =0 ja a =2, saadaan F, - p = 3(4m + 1), joka todistettiin lauseessa 3.15
taydelliseksi totienttiluvuksi. Jos taas a = m =n = 1, niin F,,-p =5-3 = 15,
joka on jo aiemmin useaan otteeseen huomattu taydelliseksi totienttiluvuksi.

]

Edellisen lauseen parametreissa myos luku 1 laskettiin taydelliseksi to-
tienttiluvuksi (m = 1), mutta yleensd madritelldén, ettd R(1) = 0, jolloin

®(1) =0 ja luku 1 ei ole taydellinen totienttiluku (kts. [4, s. 36]).

Lause 3.20. Olkoon F,, = 22" +1 Fermat’'n alkuluku ja p = 2% F,+1 alkuluku.

Téllgin (Fy1)*-p on tiydellinen totienttiluku, jos ja vain josn =0 ja a = 1.

Todistus. (Vrt. [5, s. 102]) Olkoon z = (F,41)*- p. Tutkitaan aluksi luvusta z
sen phi-funktiota iteroimalla saatavia arvoja. Koska (F,.1,p) = 1, saadaan

multiplikatiivisuuden nojalla
¢(x) = o(Fur1)* - p) = o((Frrn)?) - 6(p)-
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Koska Fj,.; on alkuluku, kun n < 4, voidaan sen phi-funktion arvo laskea

helposti ja

O((Fo1)?) - () = (Fag1)® - (Faga — 1)) - 2°F,
= ((Fupn)® - (2"7)) - 2°F,
_ 22'2n+a(Fn+1)3Fn-

Nyt koska 2, F,, 1 ja F, ovat kaikki eri alkulukuja, voidaan jélleen soveltaa
phi-funktion multiplikatiivisuutta seuraavien phi-funktioiden arvojen etsin-

nassa:

$a(w) = G227 (Fop1)* Fo) = (277 )b ((Fayr)*) o(F)
= 22.2n+a_1(Fn+1) ( n+1 = 1)(Fn - 1)
_ 22~2”+a—1( ) 22”+1 L 92" 25-2"+a—1(Fn+1)2
¢3(l’) 25 2" +a— 2Fn+1<Fn+1 o 1) _ 27 2" +a— 2Fn+1

¢4($) — 29~2”+a—3‘

Taman jalkeen phi-funktion ottaminen seuraavista luvuista vahentda luvun
kaksi potenssia kunnes saavutetaan luku yksi. Olettamalla nyt, ettd x on

taydellinen totienttiluku saadaan

r=®(x)
(Fn+1)4 p= 22-2n+a(Fn+1)3Fn + 25-2n+a—1(Fn+1)2
4 27-2"+a72Fn+1 + 29-2"+a73 o 1
2a<Fn+1)4Fn + (Fn+1)4 = 22.2n+a<Fn+1)3Fn + 25.2n+a71<Fn+1)2

(3.6) . .
+ 27-2 +a_2Fn+1 ‘l’ 29'2 +a—2 1

Huomataan, etti F, = 22" + 1 = 1 (mod 2?") ja samoin myés Fy,,1 =
(22"2 4+ 1) = 1 (mod 2%"). Téalloin nidhdién, ettd yhtilon (3.6) vasen puo-
li on kongruentti luvun 2% + 1 ja oikea puoli luvun —1 kanssa modulo 2%".

Kongruenssin laskusaéntoja soveltamalla saadaan

2°+1=-1 (mod 2*")
2°4+2=0 (mod 2?")
22°7'4+1)=0 (mod 2*").
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Siis 22" jakaa luvun 2, mikd on mahdollista vain, kun n = 0. Sijoittamalla

n = 0 yhtéloon (3.6) saadaan
295" - 3 4 5% = 22457 . 3 4 2tta5? 4 o0ta5 4 9T

josta pédstian sieventdmélla lopputulokseen 2¢ = 2 eli a = 1. Siis jos (Fy41)*
p on taydellinen totienttiluku, niin n = 0 ja a = 1. Kadnteinen implikaatio

seuraa triviaalisti sijoittamalla. O]

Lauseen 3.20 avulla saadaan taydellinen totienttiluku (Fo,q)*- (2Fp+1) =
5% . 7 = 4375, joka on taulukon 3 ainoa luvulla kolme jaoton tdydellinen

totienttiluku.

Lause 3.21. Olkoon F, = 2%" + 1 Fermat'n alkuluku ja p = 2°F, ., + 1
alkuluku. Tdlloin F, - p* on tdaydellinen totienttiluku, jos ja vain jos n =0 ja

a=1.

Todistus. (Vrt. [5, s. 103]) Olkoon z = F,,-p*. Tutkitaan taas aluksi luvusta x
phi-funktiota iteroimalla saatavia arvoja. Koska (F,,,p) = 1, voidaan jalleen
soveltaa phi-funktion multiplikatiivisuutta ensimméisen phi-funktion arvon

laskemiseksi:
o(z) = ¢(F - p°) = p(Fn)o(p*) = 2°" - p(p — 1)

=27 (2aFn+1 + 1) 2 Fp = 22n+aFn+1(2aFn+1 + 1)-

Nyt ndhdaan, ettd (2, F,,41, (2*F,11 + 1)) = 1, joten seuraavat phi-funktion

arvot saadaan myo6si multiplikatiivisuuden avulla:

G2(x) = 9(2% T F 1 (2°F g1 + 1)) = (2 ) p(Fruy1) (2 Frpr + 1)
_ 22"+a7122”+12aFn+1 _ 23-2"+2a71Fn+1

¢3(£IZ’) = ¢(23.2n+2a—1)¢(Fn+1) — 23.2n+2a—2 . 22n+1 _ 25.271_,’_2@_2‘

Jalleen téstéd eteenpéain phi-funktion ottamien pienentdé kakkosen potenssia

yhdelld, kunnes saavutetaan 2° = 1. Oletetaan nyt, ettd x on tdydellinen
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totienttiluku, jolloin summakaavaa soveltamalla saadaan

x = ®(x)
Fn . p2 _ 22"+aFn+1 (2aFn+1 + 1) + 23~2"+2a—1Fn+1 + 25-2"4—2&—2
+otl

(3.7)
Fn<2aFn+1 + 1)2 — 22”+aFn+1 (zaFnJrl + 1) + 23-2"+2a71Fn+1 T 25-2”+2a71 —1.

Lauseessa 3.20 huomattiin, ettd F, = F,;; = 1 (mod 2%"). Titi faktaa
soveltamalla ndhdaan, etta yhtalon (3.7) vasen puoli on kongruentti luvun
22a 4 20+1 4 1 ja oikea puoli luvun —1 kanssa modulo 22". Saadaan siis, etti
2(22¢71 429 4+1) = 0 (mod 2%") eli luku 2 on jaollinen luvulla 22", Siis n = 0.

Sijoittamalla tdmé yhtaloon (3.7) saadaan
3-(2%-541)* =21 5(2% . 54 1) + 2212 . 5 4 24420 1
joka sievenee toisen asteen yhtaloksi luvun 2% suhteen:
11-(2%)?—20-2"—4=0.

Tamén yhtéalon ainoa kokonaislukuratkaisu on 2¢ = 2 eli ¢ = 1. Ollaan siis
todistettu, etti jos x = F,, - p? on tiydellinen totienttiluku, niin n = 0 ja
a=1.

Oletetaan sitten kdantden, ettd n = 0 ja a = 1. Télloin saadaan Fj -
p? = Fy(2Fp,1 + 1) = 3 - 112 = 363, jonka tiedetdéin olevan tdydellinen
totienttiluku. O

3.4 Muotoa 3*p olevat tiydelliset totienttiluvut

Edellisessa luvussa huomattiin, etta jokainen kolmosen potenssi on taydel-
linen totienttiluku. Lisdksi lauseessa 3.15 osoitettiin. ettd muotoa 3p, oleva
luku on taydellinen totienttiluku, jos luku p = 4n + 1, missa n on taydelli-
nen totienttiluku. Téssa alaluvussa yritetdan etsié taydellisia totienttilukuja,
jotka ovat muotoa 3¥p, missi p on alkuluku ja k& > 2.

Kiydian lapi muutamia riittévid ehtoja sille, etta luku 3%p on téydellinen

totienttiluku.
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Lause 3.22. Jos luku p = 2-3%q+ 1 on alkuluku siten, etti ¢ = 2°3" +1 on

myds alkuluku, niin 3%p on tiydellinen totienttiluku.

Todistus. (Vrt. [5, s. 103]) Olkoon z = 3%p = 32 (2-3%(2°3" + 1) + 1), missa
luvut p = 2-3%(2°3"+1)+1 ja ¢ = 2°3"+1 ovat alkulukuja. Koska (3%, p) = 1,
voidaan soveltaa phi-funktion multiplikatiivisuutta ensimmaisen ¢-funktion

arvon saamiseksi:

¢(x) = (3°p) = ¢(3%)p(p) = 2-3(2- 3*(2°3" + 1))
=2%33(2°3" +1).

Nyt koska 2°-3"+1 on alkuluku, niin (2233, 25-3"+1) = 1, joten apulauseen 2.9

ja multiplikatiivisuuden avulla saadaan
b2(x) = (223%)p(2° - 3" + 1) = 223%(2° - 3") = 27 . 3"*2,

Muiden phi-funktion iteroitujen arvojen laskeminen onnistuu nyt helposti

soveltamalla apulausetta 3.10:
@(27371,-1-2) — 26(3n+2 + 1) — 1= 263n+2 + 26 —1.
Nyt laskemalla saadut arvot yhteen saadaan luvun x ®-funktion arvo:

(x) = 223%(293™ + 1) 427372 4- 263712 1. 26 |
— 9T3gn+3 4 9233 | (27 + 26)3n+2 4926 1
= 273" 4 (3.20)3"2 12233 1 3%.7
= 2733 4 203 +3 4 9233 4 327
_ (27 + 26)3n+3 + (22 L34 7)32
=(3-293"" + (232 +1)3°
= 203"t 1 2.3 4 32
=32(2°3""? 4232 + 1)
=3%(2-3%2°3"+ 1) + 1)

= X.

Siis  on taydellinen totienttiluku ja lause on taten todistettu. O]
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Asettamalla luvun n arvoksi 1 saadaan edellisessa lauseessa aikaiseksi
alkuluvut ¢ = 2°-3'4+1 = 97 ja p = 2-32-97+1 = 1747, jolloin 3%-1747 = 15723

on taydellinen totienttiluku.

Lause 3.23. Jos luku p = 22q + 1 on alkuluku siten, ettd ¢ = 2*3" +1 on
myés alkuluku, niin 33p on tdydellinen totienttiluku.

Todistus. (Vrt. [5, s. 104]) Olkoon x = 33p = 33(22(213" +1)+ 1), missé luvut
p=2%2%3"+1)+1ja qg= 213" +1 ovat alkulukuja. Koska (32, p) = 1, voi-
daan ensimmaéainen luvun x phi-funktion arvo selvittad multiplikatiivisuuden

avulla:
o(x) = (3°p) = 3(3%)d(p) = (3°)p(2*(2'3" + 1) + 1)
=2-3%(2%(2'3" + 1)) = 233%(2*3" + 1).

Koska g = 243" +1 on alkuluku, voidaan seuraavaan phi-funktion arvo laskea

kayttamalla lausetta 2.9 ja multiplikatiivisuutta:
ba(r) = (2P (2'3" + 1)) = $(2%82)9(2'3" + 1)
— 23 . 3(24311) _ 273n+1.
Loput phi-funktioiden arvot saadaan kiyttamaélla apulausetta 3.10:
@(273TL+1) — 26(3n+1 + 1) 1= 263n+1 4 26 1.
Talloin funktion ®(z) arvoksi saadaan
(z) = 2°3%(213" + 1) + 2737+ - 2637 4 26 1
= 273" + 2332 + (27 +20)3" ! - 20 — 1
— 273n+2 + 263n+2 4 2332 + 32 .7
= (27 +26)3"*2 4 (2% 4 7)3?
_ 263n+3 + (22 . 3 + 3)32
— 263n+3 4 2233 4 33
=3(22(283" + 1) + 1)
=z

Koska ®(x) = z, luku = on tdydellinen totienttiluku ja lause on téten todis-

tettu. L]
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Sijoittamalla n = 3 lauseen 3.23 parametreihin saadaan alkuluvut ¢ =
24.3%3 +1 =433 jap=2%-433+ 1 = 1733, joten luku 3® - 1733 = 46791 on
taydellinen totienttiluku. Samoin jos n = 4 huomataan, ettd luvut ¢ = 24.3%4
1 =1297 ja p = 22-1297 +1 = 5189 ovat alkulukuja, joten 33-5189 = 140103

on taydellinen totienttiluku.

Lause 3.24. Olkoon luku n ei-negatitvinen. Jos r, q ja p, kuten alla, ovat

alkulukuja, niin 3%*p on tdydellinen totienttiluku:
1.r=2%3"4+1,¢q=2-3r+1jap=2-3¢+1;
2.r=2-3"+1,¢q=2r+1jap=2q+1;
3. r=223"4+1,q=2%-3r+1jap=2q+1.
Todistus. (Vrt. [3, s. 3]) (Osa 1) Sijoittamalla saadaan
Fp=3212-3¢+1)=2-3¢+3°
=2-3%2-3r+1)+3* =223 +3%(2-3+1)
=2234(213" + 1) +3%(2-3 4+ 1) = 263" + 223 1 3%(2.3 + 1)
=203" 1 32(2°8% +2-3+1) =293"" +9(36 + 6 + 1)
= 203"+ 4 387.

Oletetaan, ettd p, ¢ ja r ovat kaikki (kolmosta suurempia) alkulukuja, jolloin

saadaan multiplikatiivisuuden ja lauseen 2.9 avulla, etta

$(3°p) = 6(3%)e(p) =2-3(p —1) = 2-3(2- 3¢) = 23%
$2(3°p) = $(2°3%q) = $(2°3%)¢(q) = 2%3(¢ — 1) = 2°3%r
52(8%) = 9(2'3%) = (2F)o(r) = 2'8(r — 1) = 273"

Lausetta 2.9 ja ominaisuutta ¢(2%) = 2¢7! soveltamalla saadaan loput phi-

funktion arvot laskettaessa funktion ®(3?p) arvoa. Siis

(3%p) = 223%¢ 4+ 2332 + 273" 273" £ 273 4 1273 42T 20 4 1
=2%23%(2-3r+ 1) +2°3%(2"3" + 1) + 27(3" " - 4+ 34+ 1) + 27— 1
=233%(213" + 1) + 273" 4 27(3™ ! .. £ 3+ 1) + 127 4 2232 + 2332
=273"+3 4 2T3m 2 4 2T (3" oL 43 4 1) + 235 + 2%3°
=27(3" 43" 4+ ...+ 34 1) +451.
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n+3

Nyt voidaan hyddyntii summakaavaa >, 3¢ = 3”;_41_ L jolloin saadaan
i=0
3ntt — 1
®(3%p) = 27— +451
(3°p) 51
= 203" 4387

eli 3%p on tiydellinen totienttiluku. Osien 2 ja 3 todistukset saadaan lihes

tdysin samalla tavalla ja sen takia ne sivuutetaan téssa. O

Asettamalla n = 0 edellisen lauseen osan 1 parametreihin saadaan luvut
r=23041=17,¢=2-3-17+1=103jap=2-3-103 4+ 1 = 619, jot-
ka ovat kaikki alkulukuja. Talla tavoin loydetadn taydellinen totienttiluku
3%2.619 = 5571 . Tietokoneen avulla pystytiaian helposti tutkimaan 16ytyyko
lisaa taydellisia totienttilukuja, kun luvun n arvo kasvaa. Huomataan, ettéa
lukua 3000 pienemmill& luvun n arvoilla ei l0ydy enempéa téydellisié totient-
tilukuja. Samoin tietokonehaulla tutkimalla selviaa, etta lauseen 3.24 osien
2 ja 3 avulla ei l6ydy téydellisia totienttilukuja, kun n < 3000. [3, s. 3]

Esitetaéan vield yksi riittavi ehto sille, ettda luku 32p on téydellinen to-
tienttiluku ja kaksi riittdvid ehtoa sille, ettd luku 33p on tiydellinen totient-
tiluku. Seuraavien lauseiden todistukset ovat hyvin samankaltaisia kuin jo

esitettyjen lauseiden, joten ne sivuutetaan tassa.
Lause 3.25. (Vrt. [3, s. 3]) Olkoon n > 0. Jos q = 233" + 1 jap = 2q+ 1
ovat molemmat alkulukuja, niin 3*p on tiydellinen totienttiluku.
Lause 3.26. (Vrt. [3, s. 3]) Olkoon n > 0. Josr =223"+1, ¢ =2 + 1 ja
p = 22q + 1 ovat kaikki alkulukuja, niin 33p on tdydellinen totienttiluku.
Lause 3.27. (Vrt. [3, s. 4]) Olkoon n > 0. Jos s =2°3" +1, r =2-3%s + 1,
q=2%3r+1jap=2%¢+1 ovat kaikki alkulukuja, niin 33p on tdydellinen
totienttiluku.

Lauseiden 3.25 ja 3.26 avulla ei 16ydy taydellisia totienttilukuja, kun
n < 3000. Jos n = 1 lauseessa 3.27, saadaan luvut s = 2°3 +1 = 97, r =
2.32.97+1 = 1747, ¢ = 2*3- 1747+ 1 = 83857 ja p = 228385741 = 335429,
jotka ovat kaikki alkulukuja. Talloin 3% - 335429 = 9056583 on téydellinen

totienttiluku. Muita taydellisia totienttilukuja lauseella 3.27 ei 16ydy, kun
n < 2000. [3, s.4]
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3.5 Yhteenveto ja supertaydelliset totienttiluvut

Kootaan viela lopuksi tassé tutkielmassa esitetyt taydelliset totienttiluvut

taulukkoon, josta nakyy, miten kukin taydellinen totienttiluku on 16ydetty.

Taulukko 4: Yhteenveto taydellisistd totienttiluvuista

Taydelliset totienttiluvut Selitys

3k Lause 3.13
183,471, 2199, 3063, 4359, 36759 Lause 3.15
15,39, 111, 327,8751, 57395631, 172186887 | Seuraus 3.15.1
15,255,65535, 4294967295 Lause 3.18
4375 Lause 3.20
363 Lause 3.21
15723 Lause 3.22
46791, 140103 Lause 3.23
5571 Lause 3.24(1.)

Taulukosta 4 ndhdéan, etta ollaan onnistuttu selittdméan kaikki taulukossa 3
esitetyt lukua 40000 pienemmat taydelliset totienttiluvut jollakin lauseella.
Liséksi on 16ydetty useita lukua 40000 suurempia taydellisia totienttilukuja.

Maéaritelladn viela tdmén tutkielman lopuksi taydellisistéa totienttiluvuis-

ta johdettavissa oleva supertaydellisten totienttilukujen kasite.

Maaritelma 3.2. (Vrt. [5, s. 104]) Olkoon n positiivinen luku. Lukua n kut-
sutaan supertdaydelliseksi totienttiluvuksi (engl. super perfect totient number,

lyh. SPTN), jos kaikki sen jakajat ovat téydellisid totienttilukuja.

Supertéydelliset totienttiluvut ovat helposti karakteroitavissa seuraavan

lauseen avulla.

Lause 3.28. Luku n on supertdydellinen totienttiluku, jos ja vain jos se on

kolmosen potenssi eli n = 3% jollakin luvun k > 0 arvolla.

Todistus. (Vrt. [5, s. 104]) Oletetaan aluksi, ettd luku n on muotoa 3F,

k > 0. Talloin tietysti luvun n kaikki jakajat ovat myos kolmosen potensseja.
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Lauseen 3.13 mukaan kaikki kolmosen potenssit ovat taydellisia totienttilu-
kuja, joten luku n on supertaydellinen totienttiluku.

Oletetaan sitten kdantéen, ettd luku n on supertiaydellinen totienttiluku.
Koska kaikki taydelliset totienttiluvut ovat parittomia ja luku n on taydel-
listen totienttilukujen tulo, taytyy luvun n olla myos pariton. Talloin luku
n on muotoa pi' - py® - p3* - -+ - p% missa luvut p;, ¢ = 1,2,...,r, ovat pa-
rittomia alkulukuja. Voidaan olettaa, ettd p; < ps < -+ < p,. Jos r > 2,
tiedetaén, ettd po > 5. Koska p5? on luvun n jakaja, tdytyy sen olla téydel-
linen totienttiluku. Mutta lauseessa 3.14 osoitettiin, ettd mikadn kolmosesta
eroava alkulukupotenssi ei voi olla taydellinen totienttiluku. Ollaan siis paé-
dytty ristiriitaan ja taten r = 1. Nyt, koska n = p{*, tdytyy seurauksen 3.14.1
mukaan luvun p; olla 3. Siis luku n on luvun kolme potenssi ja lause on téten

todistettu. O
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