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Union-find-algoritmi on tehokas ratkaisu erillisten joukkojen kasittelyongel-
maan. Union-find-delete-algoritmissa sithen on lisiatty poiston mahdollisuus.
Esittelen tdssa tutkielmassa useita union-find-algoritmeja ja union-find-delete-
algoritmeja ja vertailen niitd teoreettisesti ja kokeellisesti.

Toteutin kolme erilaista union-find-delete-algoritmia, ja testasin niita satun-
naisilla syotteilld. Toteuttamani algoritmit ovat Ben-Amramin ja Yoffen algo-
ritmi, aidon poiston algoritmi ja vajaan poiston algoritmi. Testieni perusteella
vaikuttaa siltd, ettd asymptoottiselta aikavaatimukseltaan huonompi aidon pois-
ton algoritmi toimii keskimdarin yhtd hyvin tai jopa paremmin kuin Ben-

Amramin ja Yoffen algoritmi, jossa poisto tehddan vakioajassa.
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1. Johdanto

Erillisten joukkojen kasittelyongelmassa halutaan yllapitaa tietoa siitd, mitka jonkin alkio-
avaruuden alkiot kuuluvat samaan joukkoon. Ongelma voidaan ratkaista tallentamalla
alkiot listaan tai taulukkoon, mutta nama ratkaisut eivat ole kovin tehokkaita. Ongelman
tehokas ratkaisu on union-find-algoritmi (englanniksi myos disjoint set algorithm ja
equivalence algorithm), joka tallentaa alkiot puihin ja metsiin. Union-find-algoritmi
tallentaa samaan joukkoon kuuluvat alkiot yhteen puuhun. Union-find-algoritmin nimi
tulee joukolle tehtavistd operaatioista union (yhdistaminen) ja find (haku). Union yhdistaa
kaksi operaatiolle annettua joukkoa yhdeksi joukoksi. Find etsii ja palauttaa sen joukon
nimialkion, johon operaatiolle annettu alkio kuuluu.

Union-find-algoritmia voidaan kayttda esimerkiksi graafien aputietorakenteena, kun
halutaan selvittdaa tehokkaasti, ovatko jotkin graafin solmut yhteydessa toisiinsa kaarilla.
Graafin jokainen solmu on yksi union-find-algoritmin puun solmu. Samassa puussa ovat
kaikki sellaiset graafin solmut, joilla on yhteys toisiinsa kaarien kautta. Jos graafiin lisataan
uusi kaari solmujen a ja b vilille, annetaan union-find-algoritmille komento union(a, b).
Union yhdistaa solmun a joukon ja solmun b joukon yhdeksi joukoksi, jos ne eivit jo olleet
yhteydessa toisiinsa, ja siten samaa joukkoa. Jos taas halutaan selvittaa, ovatko solmut a ja
b yhteydessa toisiinsa, annetaan union-find-algoritmille komennot find(a) ja find(b).
Hakuoperaatiot palauttavat joukkojensa nimet, joita vertaamalla selvidd, ovatko solmut
yhteydessa toisiinsa. Ndin voidaan esimerkiksi selvittdd, loisiko kaaren lisidminen graafiin
syklin. Union-find-algoritmia voidaan kayttda myos Kruskalin algoritmissa, joka etsii pai-
notetun graafin pienemman virittavan puun.

Klassisessa union-find-algoritmissa alkioita ei koskaan poistu joukosta, johon alkio on
kerran lisatty. Kaplan ja muut [2002] lisasivat union-find-algoritmiin poiston mahdolli-
suuden, jolloin algoritmista tuli nimeltdan union-find-delete. Poisto-operaatio delete(a)
poistaa alkion a puusta.

Tassa tutkielmassa kasittelen tata union-find-algoritmin laajennusta, jossa algoritmiin
on lisatty mahdollisuus poistaa solmuja. Union-find-delete-algoritmia voidaan kayttaa
samoin kuin union-find-algoritmia pitamaan ylla tietoa siitd, mitka graafin solmut kuuluvat
samaan joukkoon, mutta nyt graafista voidaan liséksi poistaa solmuja tai siirtaa niita toisiin
joukkoihin. Union-find-delete-algoritmia kadytetaan esimerkiksi Mendelson ja muut [2006]
prioriteettijonotietorakenteen kanssa. Union-find-delete-algoritmin avulla prioriteetti-
jonoon on toteutettu yhdistamisoperaatio (meld).

Poisto-operaatio voidaan toteuttaa monella eri tavalla. Vertailen tdssa ty0ssa teoreetti-
sesti ja kokeellisesti erilaisia union-find-delete-algoritmeja. Kokeellisessa vertailussa mu-

kana on kolme algoritmia. Vertailen algoritmeista seka aika- etta tilavaatimusta.
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Kokeellista vertailua varten toteuttamistani algoritmeista yksinkertaisemmin toteu-
tettavat aidon poiston algoritmi ja vajaan poiston algoritmi ovat asymptoottiselta aika- tai
tilavaatimukseltaan huonompia kuin Ben-Amramin ja Yoffen [2011] algoritmi. Kokeel-
lisessa testauksessa kuitenkin kaikki kolme algoritmia suoriutuivat lahes yhta hyvin.

Luvussa 2 esittelen erillisten joukkojen kasittelyongelman, sen joitakin naiiveja ratkai-
suja ja tehokkaan ratkaisun, eli union-find-algoritmin. Esittelen my6s union-find-algorit-
mille kehitettyja tehostustapoja. Luvussa 3 esittelen kuusi erilaista union-find-delete-
algoritmia. Luvussa 4 kerron ndiden union-find- ja union-find-delete-algoritmien teoreet-
tisista aika- ja tilavaatimuksista. Luvussa 5 esittelen tekemaani kokeellista tutkimusta, jossa
ensin toteutin kolme union-find-delete-algoritmia ja testasin niita kokeellisesti. Lisdksi ana-
lysoin saamiani tuloksia ja vertaan niita teoreettisiin aika- ja tilavaatimuksiin. Luvussa 6 on

yhteenveto.



2. Union-find-algoritmi

Tassa luvussa esittelen erillisten joukkojen kasittelyongelman ja sen ratkaisuja. Esittelen
joitakin yksinkertaisia ratkaisuja ja kaksi puutietorakenteeseen perustuvaa ratkaisua, joilla
ongelma voidaan ratkaista tehokkaasti. Tassa luvussa esittelemieni ratkaisujen aikavaati-

muksista kerron luvussa 4, jossa vertailen algoritmien teoreettista tehokkuutta.

2.1. Erillisten joukkojen kisittelyongelma

Erillisten joukkojen kasittelyongelmassa halutaan yllapitaa tietoa siitd, mitka alkiot kuu-
luvat keskendan samaan joukkoon. Kun jokin mielivaltainen maara alkioita on jakau-
tuneena erillisiin joukkoihin ja halutaan selvittaa, kuuluvatko jotkin kaksi alkiota samaan
joukkoon, joudutaan pahimmassa tapauksessa kaymaan lapi kaikki alkiot taman selvit-
tamiseksi. Ongelma voidaan ratkaista tallentamalla johonkin tietorakenteeseen tieto siita,
mihin joukkoon mikin alkio kuuluu. [Cormen et al., 1996]

Tarkeimmat joukoille tehtdvat operaatiot ovat haku (find) ja yhdistiminen (union).
Haku kertoo, mihin joukkoon kyseinen alkio kuuluu. Hakuoperaatiolle annetaan haettava
alkio parametrina, ja hakuoperaatio palauttaa sen joukon nimen, johon alkio kuuluu. Yhdis-
taminen liittdad kaksi erillista joukkoa yhdeksi joukoksi. Yhdistamisoperaatiolle annetaan
kaksi alkiota, ja operaatio yhdistaa joukot, joihin alkiot kuuluvat.

Erillisten joukkojen kasittelyongelman yksinkertaisia ratkaisuja ovat joukkojen esitta-
minen taulukkona tai listana. Nama ratkaisut eivat kuitenkaan ole tehokkaita.

Taulukkoratkaisussa jokainen joukko on omassa taulukossaan. Joukon alkiot ovat
perdkkain taulukossa. Haku voidaan suorittaa tehokkaasti, silla haku palauttaa taulukon,
johon haettu alkio kuuluu. Yhdistamisoperaatio on kuitenkin tehoton. Yhdistaessa jou-
dutaan paivittamaan kaikkien yhdistettavien taulukoiden alkioiden tietoja, koska kaikki
alkiot pitaa kopioida uuteen riittavan suureen taulukkoon. [Makinen ja Poranen, 2011]

Cormen ja muut [1996] esittelevat linkitettyyn listaan perustuvan ratkaisun, jossa haku
on tehokas ja yhdistaminen voidaan tehda tehokkaammin kuin taulukkoratkaisussa. Tassa
ratkaisussa alkiot ovat yksisuuntaisessa linkitetyssa listassa ja jokaisesta alkiosta on lisaksi
osoitin listan ensimmaiseen alkioon, joka on joukkoa edustava nimialkio. Nyt haku on yhta
tehokas kuin taulukkoratkaisussa. Yhdistamisessa linkitetdan toinen lista toisen perdan.
Yhdistamisen yhteydessd joudutaan paivittamaan toisen taulukon kaikkien alkioiden
osoitin taulukon nimeen. Kun yhdistaiminen tehddan koon mukaan siten, ettd pienempi
joukko lisdtdan suurempaan, joudutaan kdaymaan lapi enintadan puolet kaikista alkioista ja
paivittimaan niiden osoitin joukon nimeen.

Kuvassa 1 on esimerkkijoukko {g, b, c, d}, jonka alkiot ovat linkitetyssa listassa. Jokaisesta
listan solmusta on osoitin seuraavaan solmuun ja lisdksi listan ensimmaiseen alkioon 4, joka

on joukon nimi.
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Kuva 1: Linkitetty listaratkaisu.

2.2. Union-find-algoritmi

Gallerin ja Fisherin [1964] tehokkaampi ratkaisu erillisten joukkojen kasittelyongelmaan on
esittda joukot puina. Puuratkaisu on huomattavasti tehokkaampi kuin listaan tai tauluk-
koon perustuvat ratkaisut. Tassa esitelty union-find-algoritmi on naiivi union-find-algo-
ritmi, jossa yhdistiminen tehdaan satunnaisesti. Seuraavassa kohdassa esittelen tehostus-
tapoja algoritmille.

Union-find-algoritmissa joukon, eli puun, jokaisella solmulla on osoitin sitd vastaavaan
alkioon. Lisaksi jokaisella solmulla on osoitin vanhempaansa. Puun juurisolmussa oleva
alkio on puuta edustava solmu, eli puun nimi. [Tarjan, 1975]

Union-find-algoritmilla on kolme funktiota:

e makeset (luo joukko)

e union (yhdista)

e find (hae).

Makeset(a) luo uuden puun, jonka ainoa alkio on a. Solmusta a tulee puun juuri ja samalla
joukkoa edustava solmu. Juuren vanhempi on juuri itse.

Hakuoperaatiolle annetaan parametrina haettava alkio. Find(a) palauttaa sen joukon
nimen, jonka jasen a on. Joukon nimi on puun juuri. Hakuoperaatio seuraa annetusta
alkiosta lahtien osoittimia vanhempaan, kunnes tullaan puun juureen. Hakuoperaatio
palauttaa puun juurialkion.

Yhdistamisoperaatiolle annetaan parametreina kaksi alkiota. Union(a, b) tekee ensin
operaatiot find(a) ja find(b), joilla selvitetdan, mihin puihin alkiot kuuluvat. Jos alkiot kuu-
luvat eri puihin, puut yhdistetdan. Puut yhdistetdan siten, ettd pienemman puun juuren
vanhemmaksi tulee suuremman puun juuri.

Naista kolmesta perusoperaatiosta voidaan johtaa esimerkiksi lisdysoperaatio
insert(a, b), joka luo alkion aja lisda sen puuhun, jossa alkio b on. Lisdysoperaatiossa tehdaan
perakkain makeset(a) ja union(a, b).

2.3. Union-find-algoritmin tehostaminen
Union-find-algoritmin hakuoperaatioita voidaan tehostaa lyhentamalla hakupolkuja. Tama
tehddan nostamalla solmuja ylemmads puussa, jolloin hakupolku solmusta juureen on

lyhempi. Hakupolkuja lyhennetddan hakuoperaatioiden yhteydessd. Solmuja nostetaan
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ylemmas sitd mukaa, kun puussa edetdan ylemmas vanhempiosoittimia pitkin. Tama tekee
hausta hitaamman, mutta tehostaa tulevia hakuja huomattavasti.

Toinen tapa tehostaa hakuja on tehda puiden yhdistaminen puun koon, korkeuden tai
arvon mukaan. Talloin hakupolut pitenevat mahdollisimman vahan, kun toisen puun juuri
liitetadn toisen puun juureksi. Edellisessa kohdassa esitellyssa Tarjanin [1975] union-find-
algoritmissa ndin jo tehdaankin, koska puut yhdistetaan koon mukaan.

Puut voidaan yhdistdd myos punotulla yhdistamiselld, joka tekee yhdistamiseen liit-
tyvat hakuoperaatiot lomitetusti ja punoo puut samalla yhteen. Toinen lomitettu yhdis-
tamistapa on aikainen yhdistdminen, jossa molemmissa puissa ei tarvitse tehda yhdista-

miseen liittyvia hakuoperaatioita loppuun asti.

2.3.1. Hakupolkujen lyhentiminen

Hakupolkuja voidaan lyhentaa hakuoperaatioiden yhteydessa esimerkiksi tiivistimuilli
(compression), puolittamalla (halving) tai halkaisemalla (splitting). Tiivistaminen nostaa
kaikki hakupolulla olevat solmut suoraan juuren lapsiksi. Puolitus nostaa joka toisen haku-
polulla olevan solmun isovanhempansa lapseksi. Halkaisu nostaa jokaisen hakupolulla
olevan solmun isovanhempansa lapseksi. Kuvassa 2 on esitetty graafisesti nima kolme

hakupolkujen lyhennystapaa. Kuvan kolmiot ovat mielivaltaisia alipuita.

e d

(a) (b) (c) (d)

Kuva 2: Puu alkutilanteesa (a), tiivistetty puu (b), puolitettu puu (c) ja halkaistu puu
(d). [Tarjan and van Leeuwen, 1984]

Tiivistaminen lyhentda hakupolkuja tehokkaimmin, koska kaikki hakupolun varrella
olevat solmut nostetaan suoraan juuren lapsiksi. Tama kuitenkin on melko tydlads tapa
lyhentda hakupolkuja, koska hakupolku joudutaan kdaymaan lapi kahdesti. Puolitus ja

halkaisu lyhentavat hakupolkua vahemman, mutta operaatiot ovat paikallisia, jolloin
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operaatiot voidaan tehdd samalla, kun puussa edetddn ylospdin. Kun hakuja tehdadan
useita, paadytdan jossain vaiheessa samaan tilanteeseen kuin tiivistamista kaytettaessa, eli

kaikki alkiot ovat suoraan juuren lapsia.

2.3.2. Yhdistiminen koon, korkeuden tai arvon perusteella

Union-find-algoritmia voi tehostaa my06s tekemalld yhdistamisoperaatiot puun koon (size),
korkeuden (height) tai arvon (rank) mukaan. Yhdistaminen tehdaan liittamalla pienempi,
matalampi tai pienempiarvoisempi puu suuremman, korkeamman tai suurempiarvoisen
juuren lapseksi. Tata tapaa kaytetaan usein yhdessa edellisen alakohdan hakupolkujen
lyhennystapojen kanssa.

Puun koko on puun solmujen lukumaara. Puun solmujen lukumaarasta on helppo pitaa
kirjaa. Yhdistamisen jalkeen uuden puun koko saadaan laskemalla puiden koot yhteen.
Kun pienempi puu laitetaan suuremman puun juuren lapseksi, pienemman puun alkioiden
hakupolut pitenevit yhdelld askelella. Hakupolut pidentyvat kuitenkin vain enintdan
puolella solmuista.

Kun kdytetaan yhdistamista korkeuden mukaan, puun jokaiseen solmuun tallennetaan
tieto solmun korkeudesta puussa. Solmun korkeus on solmun ja sen syvimmalla olevan
jalkeldisen valinen etdisyys. Puun korkeus on sama kuin juuren korkeus, eli puun syvim-
malla olevan lehtisolmun ja juuren valinen etdisyys. Kun yhdistamista korkeuden mukaan
kaytetaan hakupolkujen lyhentamisen kanssa, solmujen korkeuksien paivittamisesta
koituu lisdatyotd. Solmujen korkeuksia joudutaan paivittamaan jokaisen hakuoperaation
yhteydessd, koska haku nostaa solmuja korkeammalle puussa. Hakupolkujen lyhentamisen
kanssa sopii paremmin yhdistaminen koon tai arvon mukaan.

Arvo on sama kuin puun korkeus, kun hakupolkujen lyhennysoperaatioiden vaikutus
solmujen korkeuksiin jatetddn huomioimatta. Kun hakupolkuja lyhennetaan nostamalla
solmuja ylemmas, arvoa ei pdiviteta vastaamaan korkeutta. Hakupolun lyhennysoperaatio
saattaa siis johtaa siihen, ettd lehtisolmun korkeus on suurempi kuin nolla. Jokaisen solmun
arvo on kuitenkin aina pienempi kuin sen vanhemman arvo, koska solmua ei koskaan
nosteta vanhempansa vanhemmaksi. Solmu saattaa nousta puussa korkeammalle kuin
vanhempansa, mutta ei koskaan esivanhemmaksi. Solmun arvo ei koskaan pienene. Arvoa
kasvatetaan vain yhdistamisoperaatioiden yhteydessa. Kun kaksi samanarvoista puuta
yhdistetdaan, uudeksi juureksi arvotun solmun arvoa kasvatetaan yhdelld. Tosin joissain
union-find-delete-algoritmeissa solmujen arvoja saatetaan muuttaa myos muissa tilan-
teissa.

Korkeuden tai arvon perusteella yhdistettdessa puun korkeus ei kasva, paitsi silloin,

kun kaksi samankorkuista puuta yhdistetaan.



2.3.3. Splicing eli punominen

Tarjan ja van Leeuwen [1984] esittelevat lomitetun yhdistamisoperaation, splicing, jossa
yhdistamisoperaatioon liittyvat hakuoperaatiot tehddan lomitetusti. Lomitetut hakuope-
raatiot “punovat” puut yhteen ja samalla puiden solmut nousevat puussa ylemmas.
Lomittelu perustuu Remin algoritmiin ([Dijkstra, 1976] viitattu Tarjanin ja van Leeuwenin
[1984] kautta).

Tassa algoritmissa oletetaan, ettd alkiot ovat jarjestyksessa indeksin mukaan, siten etta
alempana olevan solmun indeksi on aina pienempi kuin ylempéna olevan. Tarjan ja van
Leeuwen [1984] esittelevat my0s arvon perusteella tehtavan splicing-algoritmin. Lomitettu
yhdistiminen saa parametreina alkiot x ja y. Algoritmi ldhtee etenemaan annetuista
solmuista ylospdin samalla punoen hakupolut kiinni toisiinsa. Hakupoluilla edetdan
alkioiden vanhempien indeksin mukaan seuraavasti. Jos vanhempi(x) = vanhempi(y), ope-
raatio lopetetaan, koska alkiot ovat jo samassa puussa. Muutoin otetaan solmuista se, jolla
on pienempi vanhempi, vaikkapa x, ja laitetaan se suuremman vanhemman lapseksi.
Solmuksi x tulee nyt sen entinen vanhempi. Jos x ei taman jalkeen muuttunut, saavuttiin
juureen ja operaatio lopetetaan.

Koodiesimerkissa 1 on esitetty pseudokoodina punomalla toteutettu union. Kuvassa 3
on kaksi puuta, jotka yhdistetaan operaatiolla union(1, 2). Kuvan kolmas puu on loppu-
tulos, kun puut on lomitettu. Kuvan kolmiot ovat mielivaltaisia alipuita, jotka siirtyvat

vanhempansa mukana.

function union (x,vy)
if (parent (x) = parent (y))

return false

if (parent (x) < parent(y))
zZ = X
x := parent (x)
parent (x) := parent(y)
if(z = x)

return true

if (parent (x) > parent (y))
zZ =Yy
y := parent (y)
parent (y) := parent (x)
if(z = vy)

return true

Koodiesimerkki 1: Puiden yhdistiminen punomalla.



Kuva 3: Punomalla yhdistiminen eli splicing [Tarjan and van Leeuwen, 1984].

2.3.4. Aikainen yhdistiminen

Goelin ja muiden [2014] mukaan yhdistamisoperaatiota arvon tai korkeuden mukaan
voidaan tehostaa entisestaan kayttamalla aikaista yhdistimisti (early linking). Aikaista
yhdistamista voidaan kayttaa silloin, kun puusta ei tallenneta alkioiden lisaksi ylimaaraista
tietoa, kuten joukon nimea tai kokoa. Jos kaytetaan aikaista yhdistamistd, union ei palauta
uuden joukon juurta. Aikaista yhdistamista voidaan kayttaa yhdessa alakohtien 2.3.1. ja
2.3.2. tehostustapojen kanssa.

Yhdistamisoperaatiolle annetaan kaksi alkiota, joille yhdistimisoperaatio tekee haku-
operaatiot ennen yhdistamista. Jos kdytetaan aikaista yhdistamistd, hakuoperaatiot tehdaan
lomitetusti ja puut voidaan yhdistda, kun vain toinen juuri on 16ytynyt. Ndin molemmissa
puissa ei valttamatta tarvitse edetd juureen saakka. Esittelen tdssa aikaisen yhdistamisen
arvon mukaan.

Operaatio union(x, y) tekee hakuoperaatiot find(x) ja find(y). Kun kaytetaan aikaista
yhdistamista, hakuoperaatiot etenevit askelen kerrallaan ylemmas puussa solmuista x ja y
lahtien. Ylemmas noustaan aina siita solmusta, jonka vanhemmalla on pienempi arvo. Jos
hakupolulla tullaan tilanteeseen, jossa solmuilla on sama vanhempi, alkiot ovat jo samassa
puussa ja operaatio keskeytetdaan. Jos toinen hakupolku saavuttaa juuren, juuri liitetadn
toisella hakupolulla olevan solmun lapseksi. Jos molemmilla hakupoluilla tullaan juureen,
jajuuret ovat samanarvoiset, satunnainen juuri lisataan toisen lapseksi, ja koko puun juuren
arvoa kasvatetaan yhdella.

Solmujen vanhempien arvot pysyvat edelleen aina suurempina kuin niiden lapsien
arvot, koska hakupoluilla edetdan aina pienempiarvoisempaan vanhempaan. Pienempiar-
voisemman puun hakupolut pitenevat tassa ratkaisussa enemman verrattuna arvon perus-

teella yhdistamiseen, koska yhdistaminen saatetaan tehda aiemmin. Toisaalta tassa tapauk-
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sessa koko hakupolkua ei tarvitse toisessa puussa kdyda lapi. Uuden puun kokonais-
korkeus sen sijaan ei suurene, paitsi siind tapauksessa, etta yhdistettavien puiden arvot

olivat samat.

2.4. Smidin union-find-algoritmi

Smidin ([1990] viitattu Kaplanin ja muiden [2002] kautta) union-find-algoritmi on hieman
erilainen ratkaisu erillisten joukkojen kasittelyongelmaan. Smid ei kayta edellisen kohdan
hakupolkujen lyhennystapoja, mutta algoritmin tehokkuus on silti samaa luokkaa. Kutsun
algoritmia tassa Smidin algoritmiksi.

Smidin algoritmissa puun juuri on joukon nimi, mutta juuressa ei ole alkiota. Alkiot
16ytyvat puun lehtisolmuista. Sisdsolmuissa tai juuressa ei ole alkioita. Puussa on aina
vahintaan kaksi solmua, juuri ja lapsisolmu. Puun korkeus on siis aina vahintaan 1. Yhden
alkion puussa on juurisolmu ja lehtisolmu, jossa on puun ainoa alkio. Jokaisella puun
solmulla on osoitin vanhempaan ja lapsilistan ensimmaiseen solmuun. Lapsilista on linki-
tetty lista. Puun juureen on tallennettuna joukon nimi, juuren lasten lukumaara ja puun
korkeus. Tassa sisasolmulla tarkoitetaan solmua, joka ei ole juuri eika lehti. Lisdksi sisa-
solmulla, jonka korkeus on #, on vahintdan k lasta, joiden korkeus on h-1. Téssa k on jokin
vakioarvo. K on ihanteellinen solmun lasten vahimmaismaara. Kun solmulla on k lasta, siita
tulee pysyva solmu, jonka lapsia ei siirreta toisen solmun lapsiksi yhdistamisoperaatioiden
aikana.

Hakuoperaatio tehddan samalla tavalla kuin kohdan 2.2. union-find-algoritmissa.
Hakuoperaatio ei lyhenna hakupolkua. Hakuoperaatiolle annetusta alkiosta lahtien
edetddn puussa ylospain vanhempiosoittimia pitkin, kunnes Idydetaan puun juuri, eli
joukon nimi.

Yhdistamisoperaatiossa union(A, B, C) yhdistetaan joukot A ja B, joiden juuret ovat a ja
b, joukoksi C. Lisdksi oletetaan, etta puun A korkeus on pienempi tai yhta suuri kuin joukon
B korkeus, ja ettd jos A ja B ovat yhta korkeita, niin solmulla b on vahintdan yhta monta
lasta kuin solmulla a. Yhdistamisoperaatiossa tehdaan jokin seuraavista kolmesta
vaihtoehdosta:

1. Puun A korkeus on pienempi kuin puun B korkeus. Oletetaan, ettd v on jokin
solmun b lapsi. Tdssa tilanteessa on kolme vaihtoehtoa:

1. Jos solmulla a on vihemman kuin k lasta, siirretdan solmun a kaikki lapset
solmun v lapsiksi. Solmu a tuhotaan.

2. Jossolmulla a on vahintdan k lasta ja h(a) = h(b) — 1, solmusta a tulee solmun
b lapsi. Paivitetaan puun juuren, eli solmun b, lapsilukumuuttuja.

3. Muutoin solmulla 2 on vahintdan k lasta ja h(a) < h(b) — 1, jolloin solmusta
a tulee solmun v lapsi.

Lopuksi péivitetadn solmuun b uuden joukon nimi.
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2. Puut A ja B ovat yhta korkeita ja solmulla 2 on vahemman kuin k lasta. Solmun a
kaikki lapset siirretdan solmun b lapsiksi. Paivitetaan puun juuren, eli solmun b,
lapsilukumuuttuja.

3. Puut A ja B ovat yhta korkeita ja solmulla 2 on vahintaan k lasta (eli molempien
puiden juurilla on vahintdaan k lasta). Luodaan uusi juuri ¢, jonka lapsiksi tulevat
ajab. Solmut a ja b muodostavat nyt solmun c lapsilistan. Juuren ¢ lapsimaaraksi

tulee kaksi ja korkeudeksi solmun a korkeus lisattyna yhdella.

(1) (2)

makeset(1), makeset(2)...makeset(9) union{1,2), union(1,3),
union(4,5), union(5,6),
union(7,8), union(7,9)

YT g
OlOREOENO0001000J000

(3) (4)
union(1,4) union(1,7)

cooloooNe o]0 0]o00
Kuva 4: Smidin algoritmin operaatioita, kun k = 3.

Kuvassa 4 on joitakin esimerkkioperaatioita Smidin algoritmista. Kuvan puissa ovat
alkiot 1-9. Kirjaimilla merkityissa solmuissa ei ole alkiota. Kuvan kohdassa (1) luodaan
yhdeksan yhden alkion joukkoa ja kohdassa (2) ne yhdistetdan kolmeksi kolmen alkion
puuksi. Esimerkeissa k = 3, joten solmut A, D ja H ovat tdysid, koska niilld on k = 3
lapsisolmua. Kohdassa (3) yhdistetdan joukot A ja D, joilla on tdysi maara lapsia, joten
luodaan uusi juuri, jonka lapsiksi tulevat A ja D. Taman uuden puun K korkeus on 2.
Kohdassa (4) puuhun K yhdistetaan puu H, jonka lapsiméara on vahintdan k ja korkeus 1.
Puu H lisdtaan suoraan juuren K lapseksi. Jos puu K olisi ollut vielda korkeampi, H olisi
lisatty solmun K ensimmadisen lapsen lapseksi (tai jonkin solmun K lapsen lapseksi,
helpointa on kuitenkin edeta ensimmaiseen lapseen). Jos taas solmulla H olisi vihemman

lapsia, sen lapset lisattdisiin solmun A lapsiksi.
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3. Union-find-delete-algoritmi

Kaplan ja muut [2002] laajentavat union-find-algoritmia lisdamalla poiston mahdolli-
suuden. Kutsun laajennettua union-find-algoritmia union-find-delete-algoritmiksi.

Poisto voidaan toteuttaa monella tavalla. Esittelen alakohdissa 3.1.-3.6. erilaisia poisto-
ratkaisuja. Toteutin kolme naista ratkaisuista ja testaan niita kokeellisesti. Kokeellisesti
tutkimani algoritmit ovat vajaan poiston algoritmi, aidon poiston algoritmi ja Ben-
Amramin ja Yoffen algoritmi. Esittelen kokeellista tutkimusta luvussa 5.

Union-find-algoritmia kaytettdessa voidaan ajatella, ettd alkioavaruus, jossa alkiot ovat
jakautuneet joukkoihin, on kiinnitetty. Alkiot ovat aina olemassa, mutta niitd saatetaan
yhdistaa uusiksi joukoiksi. Union-find-delete-algoritmin tapauksessa alkioavaruus ei ole
kiinnitetty, vaan alkioita voidaan poistaa ja lisata. [Kaplan et al., 2002]

Union-find-delete-algoritmin poisto-operaatio tuhoaa kaiken alkioon liittyvéan tiedon.
Alkio poistetaan puusta, ja alkio tuhotaan my0s kaikkien alkioiden avaruudesta.
Poistofunktiolle annetaan parametrina vain poistettava alkio, ei esimerkiksi tietoa siita,
mihin joukkoon alkio kuuluu.

Poistamisen mahdollisuuden lisdédaminen union-find-algoritmiin mahdollistaa esimer-
kiksi seuraavien johdettujen operaatioiden kayttamisen:

e Detach(a), joka irrottaa solmun a puusta omaksi joukokseen. Irrotusoperaatiossa
tehddan perakkain delete(a) ja makeset(a).

e Replace(a, b), joka korvaa solmun a solmulla b. Korvausoperaatiossa tehdaan
perdkkain makeset(b), union(b, a) ja delete(a).

e Move(a, b), joka siirtaa alkion a joukkoon b. Siirto-operaatiossa tehdaan perakkain
delete(a), makeset(a), union(a, b).

3.1. Vajaan poiston algoritmi

Ensimmadinen Kaplanin ja muiden [2002] esittimd poistotapa on yksinkertaisesti olla
tekematta mitaan. Alkio vain merkitdan poistetuksi, ja se pysyy puussa muiden alkioiden
rinnalla. Taman ratkaisun huono puoli on se, ettei tilavaatimus pysy enda suhteessa
“elavien” alkioiden lukumaaraan.

Tama yksinkertainen poistotapa on yksi kokeellista tutkimusta varten toteuttamistani
algoritmeista. Toteutin algoritmin siten, etta poistettava alkio tuhotaan, mutta itse solmu
jaa puuhun. Solmu on siis “ontto”. Kutsun algoritmia vajaan poiston algoritmiksi, koska
alkio poistetaan, mutta kaikki alkioon liittyvd muistinvaraus ei vapaudu.

Vajaan poiston algoritmi on hyvin samanlainen kuin union-find-algoritmi. Puun
rakenne on samanlainen kuin union-find-algoritmissa. Jokaisesta puun solmusta on osoitin
alkioon ja vanhempaan, mutta ei lapsisolmuihin.

Haku toimii samalla tavalla kuin union-find-algoritmin haku. Haettavasta solmusta

edetdan ylemmas puussa vanhempiosoittimia pitkin, kunnes tullaan juureen. Toteuttamani
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algoritmi kayttaa halkaisua hakupolkujen lyhentdmiseen, kun puussa edetddn ylemmas.
Lopuksi haku palauttaa juuren.

My6s yhdistiminen tehdaan samalla tavalla kuin union-find-algoritmissa. Haku-
operaatiolle annetaan kaksi alkiota, ja puut, joihin alkiot kuuluvat yhdistetaan. Yhdistamis-
operaatio selvittaa aluksi, mihin puihin annetut alkiot kuuluvat, tekemalla hakuoperaation
molemmille alkioille. Jos alkiot kuuluvat eri puihin, puut yhdistetaan. Jos alkiot ovat jo
valmiiksi samassa puussa, ei tehda mitaan. Toteuttamassani algoritmissa puut yhdistetaan
arvon perusteella. Pienempiarvoisemman puun juuren vanhemmaksi tulee suurempiarvoi-
semman puun juuri. Mikéli juurien arvot ovat samat, uuden puun juureksi tuleva juuri
valitaan satunnaisesti. Toinen juuri lisatdan toisen lapseksi. Uuden juuren arvoa kasva-
tetaan yhdella.

Poisto-operaatio poistaa alkion ja solmun viittauksen alkioon, jolloin puuhun jaa ontto
solmu. Koska poistettavan alkion solmulla ei ole tietoa lapsistaan, kaikkea alkioon liittyvaa
tietoa ei voida poistaa. Jos solmu poistettaisiin kokonaan, sen lapsisolmujen yhteys juureen
katkeaisi. Lapsisolmuihin ei paasta paivittamaan tietoa uudesta vanhemmasta, paitsi
kaymalla lapi kaikkien puiden solmut.

Kun puuhun jaa onttoja solmuja, osoittimien maara ei vahene solmuja poistettaessa.
Koko rakenteen tilavaatimus pienenee hieman, koska itse alkion muistipaikka vapautuu.
Hakupolku pysyy yhta pitkdana kuin ennen poistoa. Puun rakenne on siis aluksi kevyt,
mutta jokainen poisto jattaa jalkeensa kaksi ylimaaraista osoitinta: osoittimen vanhempaan

ja null-osoittimen alkio-osoittimen tilalle.

makeset(a), makeset(b), makesst(c), makeset(d), makeset(e),
union{a,e), union(b,c), union{b,d}, union (a,b),
delete(b)

B R

Kuva 5: Osoittimet vajaan poiston algoritmin puussa ja puu alkion b poistamisen
jdlkeen.

Kuvassa 5 on kaksi esimerkkipuuta vajaan poiston algoritmista. Kuvassa ympyrat ovat
solmuja ja nuolet osoittimia. Solmujen sisaltamat alkiot ovat selkeyden vuoksi solmujen

sisdlld, vaikka todellisuudessa solmusta on osoitin alkioon. Kuvan vasemmanpuoleisessa
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puussa on tilanne luonti- ja yhdistdmisoperaatioiden jalkeen. Oikeanpuoleinen puu kuvaa

tilannetta poisto-operaation jalkeen.

3.2. Smidin union-find-algoritmi poistolla

Kaplan ja muut [2002] laajentavat kohdassa 2.4. esiteltyda Smidin [1990] union-find-
algoritmia lisaamalla siihen poisto-operaation. Tassdkin algoritmissa alkiot tallennetaan
puun lehtisolmuihin.

Poisto-operaation lisddamiseksi puun sisdasolmut luokitellaan seuraaviin kolmeen
luokkaan: solmu on lyhyt, voitolla tai hiviolld (short, gaining, losing). Solmu v on lyhyt, jos
sen vanhemman korkeus on enemman kuin yhtd suurempi kuin solmun korkeus, eli
h(p(v)) > h(v) + 1, jossa p(v) on solmun v vanhempi ja /(v) on solmun v etdisyys lehdesta. Jos
solmu ei ole lyhyt, se on joko voitolla tai haviolla. Lisaksi maaritelldan, etta jokaisella
sisasolmulla, jonka korkeus on suurempi kuin yksi, on tasmalleen yksi voitolla oleva
lapsisolmu.

Jokaisella puun solmulla on kolme osoitinta lapsiin. Solmulla on osoitin voitolla olevaan
lapseen, listaan haviolla olevista lapsista ja listaan lyhyista lapsista. Lisaksi solmulla on
laskurimuuttuja, jossa on solmun ei-lyhyiden lasten lukumaara. Puulle maaritellaan lisaksi
jokin vakioarvo k, joka on ihanteellinen solmun lasten vahimmaismaara. Kun solmulla on
k lasta, siita tulee pysyva solmu, jonka lapsia ei siirreta toisen solmun lapsiksi yhdistamis-
operaatioiden aikana.

Naista maaritelmista seuraa, ettd puu tayttaa seuraavat ehdot:

juurella ei ole lyhyita lapsia

juurella, jonka korkeus / > 1, on vahintdaan kaksi lasta

voitolla olevalla solmulla on vahintaan k lasta

haviolla olevalla solmulla, jonka korkeus / > 0, on vahintaan kaksi lasta.
Hakuoperaatio find(x), seuraa vanhempiosoittimia ylospdin puussa ja palauttaa puun
juuresta 10ytyvan puun nimen. Hakupolkua ei lyhenneta.
Yhdistamisoperaatiossa union(A, B, C) yhdistetaan joukot A ja B, joiden juuret ovat a ja
b, joukoksi C. Lisdksi oletetaan, etta puun A korkeus on pienempi tai yhta suuri kuin joukon
B korkeus, ja, ettd jos A ja B ovat yhta korkeita, niin solmulla b on vahintdan yhta monta
lasta kuin solmulla 4. Yhdistamisoperaatiossa tehdaan jokin seuraavista kolmesta vaihto-
ehdosta.
1. Puun A korkeus on pienempi kuin puun B korkeus. Oletetaan, ettd v on jokin
solmun b lapsi. Nyt on kolme vaihtoehtoa:
1. h(a) <h(v) - 1. Solmusta a tehddan solmun v lyhyt lapsi.
2. h(a) = h(v) — 1. Jos solmulla a on vdhemman kuin k lasta, siirretdan solmun
a kaikki lapset solmun v lyhyiksi lapsiksi. Solmu a hylataan. Jos taas
solmulla 2 on vahintaan k lasta, solmusta a tehddan solmun v haviolla

oleva lapsi.
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3. h(a) = h(v). Jos solmulla 4 on vihemman kuin k lasta, solmun a lapset
siirretadan solmun v haviolla oleviksi lapsi. Jos taas solmulla 2 on vahintaan
k lasta, solmusta a tehddan solmun b haviolla oleva lapsi.

Lopuksi paivitetaan solmuun b uuden joukon nimi, ja paivitetaan solmun b tai v
lapsilukulaskurit.

2. Puut A ja B ovat yhta korkeita ja solmulla 2 on vahemman kuin k lasta. Solmun a
kaikki lapset siirretaan solmun b lapsiksi. Haviolla olevien lasten listat yhdis-
tetdaan ja solmun a voitolla olevasta lapsesta tulee haviolla oleva lapsi. Paivitetaan
puun juuren, eli solmun b, lapsilukumuuttuja.

3. Puut A ja B ovat yhta korkeita ja solmulla 2 on vahintaan k lasta (eli molempien
puiden juurilla on vahintdaan k lasta). Luodaan uusi juuri ¢, jonka lapsiksi tulevat
a ja b. Solmusta b tehddan juuren voitolla oleva lapsi, ja solmusta a tehdaan
haviolld oleva lapsi. Solmut a ja b muodostavat nyt solmun ¢ lapsilistan. Juuren c
lapsiméaaraksi tulee kaksi ja korkeudeksi solmun a korkeus lisattyna yhdella.

Poisto-operaatio delete(x) sdilyttdad puun aiempien maarittelyjen mukaisena. Oletetaan
aluksi, etta puussa, josta x poistetaan, ei ole lyhyitd solmuja. Poisto-operaatio kayttaa
rekursiivista funktiota delete’, joka poistaa puusta sellaisen solmu w, joilla ei ole lapsis-
olmuja. Funktio delete’ saattaa luoda uuden lapsettoman solmun, jolloin funktiota
kutsutaan uudelleen. Aluksi funktiota delete’ sovelletaan poistettavaan solmuun x, ja sen
jalkeen haviolla oleviin solmuihin, joilla ei ole jaljella yhtaan lapsisolmua. Seuraavassa on
funktion delete’ maarittely. Poistettava solmu on w, ja sen vanhempi on v. Funktiossa
delete” on kolme vaihtoehtoista tilannetta:

1. Solmu v on haviolla. Poista w vanhempansa lapsilistasta. Jos taman jalkeen
solmulla v on jaljelld yksi lapsi, tima ainoa lapsi siirretddan solmun v voitolla
olevan sisaruksen lapseksi ja v poistetaan, eli kutsutaan funktiota delete’(v).

2. Solmu v on voitolla. Solmulla v on haviolla oleva sisarus u. Jonkin solmun u
haviolld olevan lapsen ja solmun w paikat vaihdetaan keskendan. Nyt solmun w
vanhempi on haviollg, ja jatketaan kuten kohdassa 1.

3. Solmu v on puun juuri. Nyt on kolme vaihtoehtoa:

1. Jos w on juuren ainoa lapsi, joukko tyhjenee, kun w poistetaan. Poistetaan
seka v etta w.

2. Jos w on lehti, mutta se ei ole juuren ainoa lapsi, poistetaan vain w.

3. Jos w eiole lehti ja solmu w ja sen voitolla oleva sisarus ovat juuren ainoat
lapset, w ja v poistetaan. Solmun w voitolla olevasta sisaruksesta tulee
puun uusi juuri.

Seuraavassa kuvaan poisto-operaation, kun se laajennetaan toimimaan myds puussa, jossa
on lyhyita solmuja. Poisto aloitetaan kulkemalla poistettavasta solmusta x ylospain puussa
ja selvittamalld, onko hakupolulla lyhyitd solmuja, eli onko solmulla x lyhytta esivan-

hempaa. Taman jalkeen tehdaan jokin seuraavista:
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1. Jos 16ytyi lyhyt esivanhempi, olkoon solmua x ldhinnad oleva esivanhempi v.
Poistetaan x, ja jos x oli vanhempansa ainoa lapsi, poistetaan myos vanhempi.
Perakkaisia solmuja poistetaan niin kauan, kunnes tullaan solmuun, jolla on
enemman kuin yksi lapsi tai kunnes on poistettu solmu v.

2. Jos solmulla x ei ole lyhyttd esivanhempaa, suoritetaan ylla oleva funktio delete’
simuloidusti ilman, etta paivityksia tehdaan. Tassa vaiheessa tarkistetaan, onko
jollakin poiston kohteeksi joutuvista solmuista lyhyt lapsi tai onko jollain
poistettavan solmun voitolla olevalla sisaruksella lyhyt lapsi. Nyt on kaksi vaih-
toehtoa:

1. Jos lyhyita lapsia ei 10ytynyt, suoritetaan funktio delete” aiemmin kuvatulla
tavalla.

2. Jos loytyi jokin lyhyita lapsia omistava solmu v, seurataan tdstd solmusta
osoittimia alaspadin lehteen asti. Taman 16ydetyn lehden ja solmun x paikkaa
vaihdetaan keskendan. Nyt solmulla x on lyhyt esivanhempi, ja poisto-
operaatio tehddan kohdan 1 mukaisesti.

3.3. Union-find-delete inkrementaalisella kopioinnilla

Kaplan ja muiden [2002] union-find-delete-algoritmissa poisto toteutetaan inkrementaalisella
kopioinnilla (incremental copying). Poisto voidaan toteuttaa tdlla menetelmallda mihin
tahansa puumuotoiseen union-find-algoritmiin.

Inkrementaalisella kopioinnilla toteutetussa union-find-delete-algoritmissa poisto
toteutetaan samalla tavalla kuin vajaan poiston algoritmissa. Poistettava alkio vain
merkitdaan poistetuksi ja ontto solmu jaa puuhun. Onttoja solmuja kuitenkin karsitaan
puusta aika ajoin, joten puun muistinvaraus on suhteessa alkioiden maaraan.

Jokaista joukkoa edustaa yksi tai kaksi puuta. Joukkoa S edustaa joko puu Sn yksindan
tai puut Sn ja So. Puussa Sn pidetdan ylla tietoa siitd, kuinka monta alkiota puusta on
poistettu, eli montako onttoa solmua puussa on. Molemmilla puilla on lista puussa olevista
“elavista” alkioista, eli alkioista, joita ei ole merkitty poistetuiksi. Naita listoja kutsutaan
tassa nimilla L(Sn) ja L(So). Joukkoa S edustavasta nimialkiosta on osoitin puiden Sx ja So
nimialkioihin, eli juuriin, ja toisinpain.

Kun joukko luodaan luontioperaatiolla makeset(x), joukkoa edustaa vain yksi puu Sy,
jonka ainoaksi alkioksi tulee x. Lisaksi alkio lisatdan listaan L(Sr).

Kun joukot A ja B yhdistetaan joukoksi C operaatiolla union(A, B, C), molemmat jouk-
koa edustavat puut yhdistetaan. Todellisuudessa tehdaan siis kaksi yhdistamisoperaatiota,
union(An, Bn) ja union(A., Bo). Lisaksi alkiolistat L(Anr) ja L(Bn) sekad L(Ao) ja L(Bo) yhdistetdan
listoiksi L(Cn) ja L(Co). Puun Cxn poistettujen alkioiden lukumaaran laskuri paivitetdan.
Lopuksi asetetaan vield joukkoa C edustava nimialkio osoittamaan puita Cn ja Co edustaviin

alkioihin ja puita edustavat nimialkiot osoittamaan joukkoa edustavaan nimialkioon.
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Hakuoperaatio find(x) seuraa vanhempiosoittimia ylemmas puussa, kunnes tullaan
puun juureen, josta on osoitin koko joukkoa edustavaan nimialkioon. Operaatio palauttaa
taman koko joukkoa edustavan alkion.

Kun alkio poistetaan operaatiolla delete(x), suoritetaan ensin operaatio find(x). Nyt
tiedossa on, mihin joukkoon x kuuluu ja kummassa puussa, S» vai So, solmu x on. Solmu
merkitaan poistetuksi ja poistetaan myos puun alkiolistasta. Jos x on puussa Sn, lisataan
puun onttojen solmujen maaraa yhdella. Taman jalkeen tarkistetaan, onko puun Sn
solmuista vahintaan %4 onttoja. Jos ndin on, puun S» nimeksi annetaan S. ja aloitetaan uusi
puu Sn.

Poiston jalkeen tarkistetaan, onko lista L(So) tyhja, eli onko puussa So vain onttoja
solmuja. Jos lista L(So) ei ole tyhja, siita siirretaan nelja (tai kaikki solmut, jos listassa on alle
nelja solmua) solmua puuhun L(Sx). Jos listassa L(So) on taman jalkeen alle nelja solmua,
siirretaan nekin puuhun Sn. Siirtaminen tehdaan poistamalla alkiot listasta L(So) luomalla
ne uudelleen makeset-operaatiolla ja lisaamalla ne sitten yhdistamisoperaatiolla puuhun Ss.

Algoritmi toimii, koska jos puun Sn alkioista ¥4 on onttoja, puussa So on oltava vain
onttoja solmuja. Taman takia joukon puu So voidaan tuhota poistotilanteessa, jos joukon Sn
alkioista neljannes on onttoja.

Kuvassa 6 on esimerkkipuita inkrementaalisella kopioinnilla toteutetusta union-find-
delete-algoritmista. Kuvassa alkiot ovat solmujen sisilla olevia kokonaislukuja. Suluissa
olevat alkiot ovat poistetuiksi merkittyja alkioita. Kuvan kohdassa (1) olevassa puussa on
tilanne, jossa on luotu viisi alkiota ja yhdistetty ne yhdeksi joukoksi. Joukon kaikki alkiot
ovat joukossa Sn, koska yhtaan alkiota ei ole vield poistettu. Puun alkiot 1-5 ovat kaikki
listassa L(Sn). Kun kohdassa (2) tasta puusta poistetaan alkio 1, solmu merkitaan tyhjaksi,
alkio poistetaan listasta L(Sn) ja alkioiden lukumaaraa puussa vahennetaan yhdella. Nyt alle
neljannes puun solmuista on onttoja, joten muuta ei tehda. Kohdassa (3) puusta poistetaan
alkio 3. Ensin alkio merkitaan poistetuksi. Nyt puun solmuista yli neljannes on onttoja, joten
puulle annetaan nimeksi So ja siita siirretddn enintddn nelja alkiota puuhun S.. Tassa
tapauksessa siirretdan kolme alkiota, koska alkioita on alle nelja. Viimeisessa kohdassa (4)
on toinen joukko, joka on jakautunut kahdeksi puuksi. Toisessa puussa on luotu alkiot 6—
13, yhdistetty ne samaan puuhun ja sitten poistettu alkiot 7 ja 8. Kun kohdan (3) joukko
yhdistetdan tahan uuteen joukkoon, niiden puut yhdistetdan toisen joukon vastaavien

puiden kanssa. Kuvan viimeinen puu kuvaa tita yhdistettya joukkoa.

3.4. Alstrupin ja muiden algoritmi

Alstrup ja muut [2014] esittelevat union-find-delete-algoritmin, jossa poisto on toteutettu
tehokkaammin kuin kahdessa edellisessa algoritmissa. Tassa toteutuksessa poisto onnistuu
vakioajassa, koska poistaminen tehdddn paikallisilla operaatioilla, eikd puussa edeta

juureen asti.
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(1) (2)

makeset(1), makesst(2)...makesst(5) delete(1)
union(1,2), unien(1,3)...union(1,5)

S S

il n

(3)

delete(3)

(o) () @
@Sb 00

(4)

n

union(10,2)

Q
of gl)\@ of \@

iy oy

So

Kuva 6: Union-find-delete-algoritmi inkrementaalisella kopioinnilla toteutettuna.
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Alstrupin ja muiden [2014] algoritmin ldhtokohtana on kohdassa 3.1. esitelty vajaan
poiston algoritmi. Vajaan poiston algoritmin ongelmia ovat tilanhaaskaus ja se, ettei
hakuoperaation tehokkuus ole enda suhteessa alkioiden maaraan. Alstrupin ja muiden
algoritmi ratkaisee nima ongelmat tekemalla poisto-operaatioiden yhteydessa paikallisia
siistimisoperaatioita, jotka poistavat onttoja solmuja, ja nostamalla solmuja ylemmas
puussa.

Jotta onttoja solmuja voidaan poistaa, Alstrupin ja muiden algoritmissa jokaisella puun
solmulla on vanhempiosoittimen lisdksi osoittimet sisaruksiin ja lapsilistan ensimmaiseen
solmuun. Lapsilistat ovat kaksisuuntaisia linkitettyja listoja.

Luonti-, haku- ja yhdistimisoperaatiot tehdaan samalla tavalla kuin union-find-
algoritmissa. Yhdistaminen tehddan arvon perusteella. Poisto-operaatio merkitsee alkion
poistetuksi, jolloin puuhun jaa ontto solmu. Taman jalkeen poistetun alkion ymparistossa
tehdaan siistimisti (tidy-up) ja oikaisuja (short-cut).

Algoritmissa oletetaan, etta seuraavat ehdot tayttyvat

e juurisolmun vanhempiosoitin osoittaa solmuun itseensa, eli parent(x) = x

¢ lehtisolmun lapsiosoitin osoittaa solmuun itseensa, eli child(x) = x

e kaikissa lapsilistoissa ovat ensin ei-lehtisolmut ja sen jalkeen kaikki lehtisolmut.

Viimeisesta kohdasta johtuen solmuja joudutaan joskus siirtimaan lapsilistan loppuun.
Esimerkiksi, jos solmulla x on yksi lapsi y, ja y poistetaan puusta, solmusta x tulee lehti, ja
se siirretaan vanhempansa lapsilistassa viimeiseksi solmuksi.

Algoritmissa maaritellaan myo0s, etta puu on siisti (tidy), kun seuraavat ehdot tayttyvat:

e jokaisella ontolla solmulla, joka ei ole juuri, on vahintaan kaksi lasta

e lehtisolmu ei ole koskaan ontto, ja lehden arvo on aina 0.

Poisto-operaatio delete(x) saattaa aiheuttaa sen, ettei puu ole siisti. Kun poisto-operaatio on
merkinnyt poistetun alkion solmun ontoksi, nyt onton solmun ymparistoa siistitdaan
seuraavasti:

1. Jos x on sisdsolmu (ei juuri tai lehti), jolla on vain yksi lapsi, solmu voidaan
ohittaa ja poistaa puusta. Solmun x ainoa lapsi siis nostetaan isovanhempansa
lapseksi.

2. Jos x on ontto lehti, x poistetaan puusta. Nyt solmun x vanhempi saattaa viela
rikkoa puun siisteyssaantoa seuraavilla tavoilla:

1. Jos solmun x vanhemmasta tuli lehtisolmu ja se ei ole ontto, sen arvoksi
asetetaan 0.

2. Jos taas solmun x vanhempi on ontto, ja silld on vain yksi lapsi, se voidaan
ohittaa ja poistaa.

Puhdistusoperaation jalkeen varmistetaan vield, ettd puu pysyy matalana nostamalla
solmuja ylemmas puussa. Nditd nostoja tai oikaisuja tehdaan vakiomdara. Puussa kuljetaan
ensin vanhempiosoittimia pitkin ylospdin nelja askelta (tai kunnes tullaan juureen), ja

saavutaan solmuun z. Jos solmulla z on lapsenlapsia, tehdaan seuraava oikaisuoperaatio
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neljd kertaa. Oikaisu ottaa solmun z lapsenlapsenlapsenlapsen (tai vastaan tulleen
lehtisolmun ennen kuin péaastaan neljanteen polveen) ja nostaa sen solmun z lapseksi. Jos
taman operaation tuloksena solmusta x tuli ontto solmu, jolla on vain yksi lapsi, se voidaan

poistaa.

3.5. Ben-Amramin ja Yoffen algoritmi

Ben-Amramin ja Yoffen [2011] algoritmi on kehittdjiensa mukaan hieman yksinkertaisempi
ja (vakiokertoimien tasolla) tehokkaampi versio Alstrupin ja muiden [2014] union-find-
delete algoritmista. Ben-Amramin ja Yoffen algoritmin asymptoottinen aikavaatimus on
sama kuin Astrupin ja muiden algoritmissa.

Ben-Amram ja Yoffe [2011] maarittelevat, ettd puu voi olla joko tdysi (full) tai vajaa
(reduced). Puu on vajaa, jos puussa on vain yksi solmu tai, jos puun korkeus on 1, puun
juuren arvo on 1 ja lapsisolmujen arvot ovat 0. Tdydessa puussa jokaisella solmulla joko ei
ole yhtaan lapsisolmua tai silld on vahintddan kolme lapsisolmua. Ben-Amram ja Yoffe
madrittelevat lisaksi, etta puu on aina joko taysi tai vajaa. Tasta seuraa, etta vahintaan neljan
solmun kokoiset puut ovat tédysid ja alle neljan solmun kokoiset puut ovat vajaita.

Kun luodaan uusi solmu operaatiolla makeset(x), luodaan uusi yhden solmun puu.
Puun ainoasta solmusta tulee puun juuri. Solmulle luodaan osoitin alkioon x, vanhempaan
ja kaksisuuntaiseen linkitettyyn listaan lapsista. Juuren osoitin vanhempaan on juuri itse,
eli p(x) = x. Lisdksi puulle luodaan kaksi listaa puun solmuista: syvyysjarjestyslista ja
sisasolmulista. Syvyysjarjestyslista on kaksisuuntainen renkaaksi linkitetty lista puun
kaikista alkioista syvyysjdrjestyksessa. Sisdsolmulista on kaksisuuntainen linkitetty lista
sisdasolmuista, jotka ovat juuren lapsia. Juuri on syvyysjarjestyslistan ainoa solmu. Lapsilista
ja sisdsolmulista ovat tyhjia.

Hakuoperaatio find(x) etenee solmusta x vanhempiosoittimia pitkin ylospain puussa ja
nostaa samalla solmuja ylemmas puussa kayttamalla halkaisua. Tama lyhentaa
hakupolkuja ja nopeuttaa tulevia hakuja. Halkaisussa solmun vanhemmaksi tulee sen
isovanhempi, eli jokainen hakupolulla oleva solmu (ja sen alipuu) nousee puussa yhden
tason ylemmas. Hakuoperaatio tarkistaa halkaisun yhteydessd, jaako ylemmas nostettavan
solmun vanhemmalle alle kolme lapsisolmua, ja jos ndin on, nostaa myos ne yhta tasoa
ylemmas. Ndin puu pysyy tdyden puun maaritelman mukaisena, eli jokaisella solmulla,
joka ei ole lehti, on vahintaan kolme lasta.

Algoritmissa kaytetadan funktiota relink(x), joka nostaa solmun x yhta tasoa ylemmas
puussa. Funktiota relink(x) kdytetaan hakuoperaation yhteydessa hakupolun halkaisuun ja
poisto-operaation yhteydessa puun tasapainoisena pitamiseen. Relink(x) nostaa solmun x
vanhempansa oikeanpuoleiseksi tai vasemmanpuoleiseksi sisarukseksi riippuen siitd, onko

solmulla x oikeanpuoleista sisarusta:
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1. Jos solmulla x on oikeanpuoleinen sisarus, solmusta x tulee vanhempansa
vasemmanpuoleinen sisarus, eli se nostetaan isovanhempansa lapsilistaan ennen
vanhempaansa.

2. Jos solmulla x ei ole oikeanpuoleista sisarusta, solmusta x tulee vanhempansa
oikeanpuoleinen sisarus, eli se nostetaan isovanhempansa lapsilistaan vanhem-
pansa peraan. Tassa tapauksessa puun syvyysjarjestys ei muutu, joten syvyys-
jarjestyslistaa ei tarvitse muuttaa.

Funktio relink(x) muuttaa solmun x osoittimen vanhempaan, poistaa solmun vanhempansa
lapsilistasta, lisaa solmun isovanhempansa lapsilistaan ennen tai jalkeen vanhempaansa ja
paivittaa syvyysjarjestyslistaa tarvittaessa.

(1) (2)
find(j) = relink(j), relink(g) relink(j)

%

g0

Kuva 7: Ben-Amramin ja Yoffen algoritmin funktio relink(x).

(2)
relink(g)

Kuvassa 7 on esimerkki funktion relink toiminnasta. Kuvassa ei selkeyden vuoksi ole
kaikkia osoittimia, vaan vain viivat, jotka osoittavat lapsi-vanhempi-suhteet. Kuvan
kohdassa (1) on puun alkutilanne, jolle tehdaan operaatio find(j). Hakuoperaatio nostaa
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kaikki hakupolulla olevat solmut isovanhempansa lapseksi. Tdssd tapauksessa tehdaan
operaatiot relink(j) ja relink(g). Solmulla c ei ole isovanhempaa, joten nostot paattyvat tahan.
Solmulla j on oikeanpuoleinen sisarus, joten se nostetaan isovanhempansa lapsilistaan
ennen vanhempaansa. Tama muuttaa syvyysjarjestysta, joten syvyysjarjestyslistaa on paivi-
tettava. Seuraavaksi nostetaan solmun j entinen vanhempi g. Solmulla g ei ole oikean-
puoleista sisarusta, joten se nostetaan vanhempansa oikealle puolelle. Nyt syvyysjarjestys
ei muutu, joten syvyysjarjestyslistaa ei tarvitse muuttaa. Lopuksi haku palauttaa solmun a.

Yhdistaminen union-operaatiolla tehdaan puiden juurien arvojen mukaan. Yhdista-
misoperaatio on hieman erilainen taysille ja vajaille puille. Jos molemmat puut ovat vajaita,
toinen puista valitaan satunnaisesti uuden puun juureksi. Toisen puun kaikki solmut lisa-
taan toisen puun juuren lapsiksi. Jos toinen puista on vajaa, vajaan puun kaikki solmut
lisataan tdyden puun juuren lapsiksi. Jos molemmat puut ovat tdysia, juuri, jolla on pie-
nempi arvo, lisaitddn suuremman arvoisen juuren lapseksi. Jos taydet puut ovat saman-
arvoisia, toinen puiden juurista valitaan satunnaisesti uuden puun juureksi. Taman jalkeen
uuden puun juuren listat pdivitetddn vastaamaan muuttunutta tilannetta. Toisen puun
syvyysjarjestyslista lisataan uuden juuren syvyysjarjestyslistaan. Uuden juuren lapsilistaan
lisataan toisen puun juuri, tai vajaan puun tapauksessa kaikki puun alkiot. Liséksi, jos
molemmat puut olivat taysia, toisen puun juuri lisataan uuden juuren sisiasolmulistaan.
Lopuksi uuden juuren arvoa kasvatetaan yhdelld, jos yhdistettavien puiden arvot olivat
samat.

Kuvassa 8 on esimerkkeja yhdistimisoperaatiosta. Kuvassa ei selkeyden vuoksi ole
kaikkia osoittimia, vaan vain viivat, jotka osoittavat solmujen lapsi-vanhempi-suhteet.
Kuvan kohdassa (1) on kaksi vajaata puuta. Kohdassa (2) vajaat puut on yhdistetty
operaatiolla union(a, e). Yhdistamisoperaatio tekee molemmille alkioille hakuoperaation,
joten ei ole valia, vaikka yhdistaimisoperaatiolle annetaan lehtialkio. Toisen puun kaikki
alkiot siirretaan suoraan juuren lapsiksi, koska molemmat puut olivat vajaita. Yhdistamisen
jalkeen puu on taysi. Kohdassa (3) luodaan toinen taysi puu ja yhdistetaan se puun a kanssa.
Nyt molemmat puut ovat tadysid, ja molempien puiden arvo on 1. Satunnaisesta juuresta,
tassa a, tulee uusi juuri. Toinen puu asetetaan uuden juuren lapseksi sellaisenaan. Kohdassa
(4) on yhdistetty puu. Kohdan (4) puulla on nyt yksi solmu sisasolmulistassa, solmu f.

Poisto-operaatio delete(x) tarkistaa ensin, onko poistettava alkio lehtisolmu. Lehti-
solmun poistaminen on suoraviivaista. Solmu poistetaan ensin syvyysjarjestyslistasta ja
vanhempansa lapsisolmulistasta. Taman jalkeen solmun alkio ja kaikki osoittimet pois-
tetaan. Jos poistettava solmu ei ole lehti, etsitddn puusta jokin lehtisolmu ja vaihdetaan
poistettavan solmun alkio ja lehtisolmun alkio keskenaan. Lopuksi poistetaan lehtisolmu.

Kun vajaasta puusta poistetaan solmu, poistettava solmu on joko juuri tai lehti. Jos
poistettava solmu on juuri, vaihdetaan juuren alkion ja jonkin sen lapsisolmun alkion

paikkaa keskendan, ja poistetaan lehtisolmu.
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(1) (2)

makeset(a)...makeset(e), union(ab), union(b,c), union(d,e), union(a,e)

(3) (4)

N @4\@

mak eset(f)...makeset(i),
unien(f, g)...union(f,i),

union(f,a) @

Kuva 8: Union-operaatioita Ben-Amramin ja Yoffen algoritmilla.

Kun tdydesta puusta poistetaan solmu, joka ei ole lehti, syvyysjarjestyslistan avulla

loydetaan helposti jokin lehtisolmu jollakin seuraavista ehdoista:

1. Jos poistettava alkio on juuri, syvyysjarjestyslistassa juurta edeltiva solmu on
lehtisolmu. Poistetaan kuvan 9 puusta solmu 4, joka on juuri. Syvyysjarjestys-
listassa juurta edeltdva solmu on 7, joka on lehtisolmu. Juuren ja 10ydetyn lehden
alkiot vaihdetaan keskendan, ja lehti poistetaan. Poiston jalkeen puun juuri on r
ja solmulla o on jaljella kaksi lasta.

2. Jos solmulla on oikeanpuoleinen sisarus, sisarusta edeltdivd solmu syvyysjar-
jestyslistassa on lehtisolmu. Poistetaan kuvan 9 puusta solmu f, jolla on oikean-
puoleinen sisarus k. Solmua k edeltda syvyysjarjestyslistassa solmu j. Solmu j on
solmun f alipuun oikeanpuoleisin lehti. Alkioiden f ja j paikkaa vaihdetaan
keskendan ja lehtisolmu poistetaan. Nyt solmun f tilalla on j. Solmulla j on kolme
lasta, ja sen oikeanpuoleinen sisarus on edelleen solmu k.

3. Jos solmulla ei ole oikeanpuoleista sisarusta eikd solmu ole juuri, poistettavaa
solmua edeltdva solmu syvyysjdrjestyslistassa on lehtisolmu. Poistetaan kuvan

9 puusta solmu k. Haetaan syvyysjdrjestyslistasta solmua k edeltdva alkio, joka
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on j. Alkiot k ja j vaihdetaan keskendéan ja lehtisolmu poistetaan. Puussa solmun

a viimeinen lapsi on nyt .

Kuva 9: Esimerkkipuu Ben-Amramin ja Yoffen algoritmista. Puun solmujen
aakkosjdrjestys on sama kuin solmujen syvyysjarjestys.

Poiston jalkeen tehdaan paikallisia tasoitustoimenpiteita, jotka nostavat solmuja ylem-
mas puussa. Tama tehdaan, jotta puu pysyisi tasapainoisena, eli tayden puun maaritelman
mukaisena. Jos poistettava alkio on x, ja poistetun alkion vanhempi on y, tehddan toinen
seuraavista tasoitustoimenpiteesta:

1. Josy eiolejuuri, nostetaan solmun y kaksi oikeanpuoleisinta lasta solmun y vanhem-
man lapsiksi. Jos solmulle y jdisi timan jalkeen alle kolme lasta, nostetaan loputkin
solmun y lapset tasoa ylemmas.

2. Jos y on juuri, etsitdan puun sisdsolmulistasta solmun y jokin lapsi z. Sisasolmu-
listassa ovat sellaiset juuren lapsisolmut, jotka eivat ole lehtid. Nostetaan solmun z
kolme oikeanpuoleisinta lasta yhta tasoa ylemmas, eli juuren lapsiksi. Jos solmulle z
jaisi taman jalkeen alle kolme lasta, nostetaan loputkin solmun z lapset tasoa
ylemmas ja poistetaan z sisdsolmulistasta. Jos sisdsolmulista tyhjeni, puun kaikki
solmut ovat suoraan juuren lapsia, eikd solmuja voi nostaa ylemmas puussa.

Solmun nostaminen ylemmas ei erota solmua alipuustaan, vaan nostettavan solmun jalke-
laiset nousevat solmun mukana. Nostettavat lapsisolmut ovat aina lapsilistan viimeisia
solmuja, joten kun sellainen nostetaan funktiolla relink, solmu nostetaan isovanhempansa
lapsilistaan vanhemman oikealle puolelle. Talloin syvyysjdrjestyslistaa ei tarvitse muuttaa.

Kuvan 10 kohdassa (1) on tilanne sen jalkeen, kun kuvan 9 puusta on poistettu solmu a.
Ensin on haettu ldhin lehti r, toiseksi vaihdettu alkioita, kolmanneksi poistettu lehtisolmu
ja lopuksi tehty paikallisia tasoitustoimenpiteita. Paikalliset tasoitustoimenpiteet tehdaan
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siis solmulle o, joka on poistetun solmun vanhempi. Molemmat solmun o lapset on nostettu
tasoa ylemmas solmun o sisaruksiksi.

Kuvan 10 kohdassa (2) on tilanne sen jalkeen, kun kuvan 9 puusta on poistettu solmu e.
Solmun e on lehti, joten poistaminen on suoraviivaista. Tasoitustoimenpiteet tehdaan
juureen, koska e oli suoraan juuren lapsi. Sisasolmulistasta on haettu solmu fja nostettu sen
kaikki lapset tasoa ylemmas.

Kuva 10: Solmun a tai e poistaminen Ben-Amramin ja Yoffen algoritmissa.

3.6. Aidon poiston algoritmi

Ajatus aidon poiston algoritmista tuli Erkki Makiselta [2012] tutkimusprojektikurssilta, jolla
kasiteltiin union-find-delete-algoritmeja. Aidon poiston algoritmi toimii samoin kuin
vajaan poiston algoritmi, mutta lisdksi jokaisella solmulla on tieto lapsisolmuista. Lapsi-
solmut tallennetaan kaksisuuntaiseen linkitettyyn listaan. Jokaisella solmulla on osoitin
alkioon, vanhempaansa, lapsilistan ensimmadiseen solmuun sekd vasemmanpuoleiseen ja
oikeanpuoleiseen sisarukseensa.

Hakuoperaatio kulkee puussa ylemmas vanhempiosoittimia pitkin ja palauttaa puun
juuren. Hakuoperaatio lyhentaa hakupolkua kayttamalla halkaisua.

Puiden yhdistaminen tapahtuu arvon perusteella samoin kuin kahdessa muussakin
algoritmissa. Ensin haetaan yhdistettdvien puiden juuret hakuoperaatiolla. Juuri, jolla on

suurempi arvo, on uuden puun juuri. Toisen puun juuri lisatdan uuden juuren lapsilistaan,
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ja sen vanhemmaksi asetetaan uusi juuri. Jos juurien arvot ovat samat, toinen juuri lisatdan
toisen lapseksi ja uuden juuren arvoa kasvatetaan yhdella.

Poisto-operaatio delete(x) poistaa seka alkion ettd solmun ja kaikki solmuun liittyvat
osoittimet. Jos poistettava alkio on juuri, sen ensimmainen lapsi nostetaan uudeksi juureksi.
Solmun x lasten vanhempiosoittimet pdivitetddn osoittamaan uuteen juureen. Vanhan
juuren lapsilista lisataan solmun x lapsilistaan. Jos solmu x ei ole juuri, sen lapset siirretaan
sen vanhemman lapsiksi. Solmun x lasten vanhempiosoittimet paivitetdan osoittamaan
uuteen vanhempaan. Solmun x lapsilista lisatdan uuden vanhemman lapsilistaan.

Aidon poiston algoritmissa poistaminen on tyolastd, koska lapsisolmujen vanhempi-
osoittimia joudutaan muuttamaan. Pahimmassa tapauksessa puu on mahdollisimman
matala ja poistettava alkio on juuri, jolloin joudutaan paivittimaan kaikkien puun solmujen
tietoja.

Hieman tehokkaampi tapa tehda poisto olisi seurata poistettavasta alkiosta lahtien
lapsiosoittimia alaspain puussa, kunnes tullaan lehtisolmuun. Taman jalkeen lehtisolmun
ja poistettavan solmun alkiot vaihdettaisiin keskenaan, ja poistettaisiin sitten lehtisolmu.
Nyt pahimmassakin tapauksessa jouduttaisiin kdymaan lapi vain puun korkeuden verran
solmuja.

Kuvassa 11 on esimerkkipuita aidon poiston algoritmista. Kuvassa ympyrat ovat
solmuja ja nuolet osoittimia. Solmujen sisaltamat alkiot ovat selkeyden vuoksi solmujen
sisdlld, vaikka todellisuudessa solmusta on osoitin myo6s alkioon. Kuvan kohdassa (1) on
ensin luotu seitseméan yhden alkion puuta, ja sitten yhdistetty niita kahden alkion puiksi.
Kohdassa (2) nama pienet puut on yhdistetty yhdeksi suuremmaksi. Kohdassa (3) on
poistettu alkio ¢, jolloin sen lapset on nostettu isovanhempansa lapsiksi. Solmun c ainoa
lapsi d on lisdtty juuren viimeiseksi lapseksi. Kohdassa (4) on poistettu juuri a. Solmun a
ensimmaisesta lapsesta b on tullut uusi juuri. Solmun a lapset on lisdatty solmun b
lapsilistaan. Jos solmulla b olisi ollut lapsia jo ennestaan, ne olisivat lapsilistassa ennen

solmun a lapsia.
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(1) (2)
makeset(a)...makeset{qg), union{a,c), union{a,e), union(a,g)
union(a,b), union{c,d), union(e,f)

O OO
b6 o

©

©

(3) (4)
delete(c) delete(a)

<.

© ©

O é)'}@

{
O

Kuva 11: Operaatioita aidon poiston algoritmissa.
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4. Algoritmien teoreettinen tehokkuus

Tassa luvussa vertailen algoritmien teoreettista tehokkuutta. Ensimmaisessa kohdassa
kerron yleisesti aika- ja tilavaatimuksista ja niiden merkintatavoista. Toisessa kohdassa
kerron erillisten joukkojen kasittelyongelman naiivien ratkaisujen ja union-find-algoritmin
aikavaatimuksista. Kolmannessa kohdassa kerron toteuttamieni kolmen union-find-delete-

algoritmin aikavaatimuksista.

4.1. Asymptoottisista aikavaatimuksista ja merkintitavoista

Merkinnéilla O(g), ©(g) ja €2(g) kuvataan algoritmien asymptoottista aikavaatimusta. Nailla
merkinndilla annetaan algoritmin kasvun tyyppi, jossa kertoimia ei huomioida. Merkin-
nalla O(g) annetaan algoritmin kasvun ylaraja ja merkinnalla €)(g) alaraja. Merkinta ©(g)
rajaa algoritmia seka ylhaalta etta alhaalta. [Cormen et al., 1996]

Joistakin esittelemistani algoritmeista on tiedossa my0s algoritmin tasoitettu aikavaati-
mus. Tasoitetuissa aikavaatimuksissa kaytetdaan Ackermannin funktion kaanteisfunktiota,
jonka maarittelyn annan tassa. Ackermannin funktio on rajahdysmaisen nopeasti kasvava

funktio, jonka maaritelma on:

n+1 josm=0
Alm,n)=4 A(m-1,1) josm=>0jan=0
A(m -1, A(m,n-1)) josm=>0jan=0.

Ackermannin funktion kaanteisfunktio taas kasvaa aarimmaisen hitaasti. Sen maaritelma
on:

a(m,n)=min{i=1:A (i, [m/n]) 2 logz n}.

4.2. Erillisten joukkojen kasittelyongelman naiivit ratkaisut

Makisen ja Porasen [2011] esitteleman taulukkoratkaisun hakuoperaatio voidaan tehda
vakioajassa O(1), mutta yhdistaminen on tehotonta. Joukko on esitetty taulukkona R[1...n],
ja i on jokin taulukon alkio. Hakuoperaatio find(i) voidaan suorittaa vakioajassa, silla haku
palauttaa kyseisen taulukon, eli joukon. Yhdistamisoperaatio union(R, S) sen sijaan joutuu
paivittimaan molempien joukkojen kaikkien alkioiden tietoja. Taulukkoratkaisun
pahimman tapauksen aikavaatimus on siis O(n?).

Cormenin ja muiden [1996] listaratkaisussa joukko on linkitetty lista. Lisaksi jokaisella
alkiolla on osoitin joukon nimend toimivaan ensimmaiseen alkioon. Hakuoperaation
aikavaatimus on O(1). Yhdistaiminen sen sijaan on tehotonta, ja sen aikavaatimus on O(n?).
Yhdistamisoperaatio lisdd toisen listan toisen perdan. Taman jdlkeen pdivitetadn toisen
listan kaikkien alkioiden osoitin nimialkioon viittaamaan uuden listan nimialkioon.
Algoritmin asymptoottinen aikavaatimus on O(m?). Algoritmin tasoitettu aikavaatimus on

©(m), jossa m on kaikkien makeset-, find- ja union-operaatioiden maara.
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Cormen ja muut [1996] parantavat algoritmia tekemadlld yhdistamisen koon mukaan
siten, ettd pienempi lista lisataan aina suuremman listan peraan. Nyt yhdistamisoperaation

aikavaatimus on Q(n). Taman algoritmin aikavaatimus on O(m + n log n).

4.3. Union-find-algoritmien aikavaatimukset

Tarjan ja van Leeuwen [1984] analysoivat erillisten joukkojen kasittelyongelman puu-
ratkaisun eli union-find-algoritmin ratkaisujen asymptoottisia aikavaatimuksia. Naiivi
ratkaisu yhdistdaa puita satunnaisesti, eika hakupolkuja lyhenneta hakujen yhteydessa.
Tarjanin ja van Leeuwenin mukaan parhaat parannukset tehokkuuteen saadaan, kun puita
yhdistetdan koon tai arvon mukaan, kun hakupolkuja lyhennetaan hakujen yhteydessa.
Tarjan ja van Leeuwen esittelevat myos muita tehostamistapoja, mutta ne ovat pahimman
tapauksen analyysissa huonompia kuin mainitut tavat.

Union-find-algoritmissa luomisen ja yhdistimisen aikavaatimus on O(1). Yhdistdiminen
voidaan tehda vakioajassa, koska toinen puu liitetadn toisen juuren lapseksi, eika muita
osoittimia tarvitse pdivittad. Ainoa muutettava osoitin on toisen puun juuren vanhem-
piosoitin.

Haun aikavaatimus riippuu hakupolulla olevien alkioiden maarasta. Kun puita yhdis-
tetddn satunnaisesti, pahimmassa tapauksessa kaikki alkiot ovat puussa listamaisesti
allekkain, eli hakupolulla on n alkiota. Haun asymptoottinen aikavaatimus on siis O(n).
Naiivin algoritmin asymptoottinen aikavaatimus on O(n + nm) = O(nm), jossa m on haku-
operaatioiden maara ja n alkioiden maara.

Ensimmadinen Tarjanin ja van Leeuwenin [1984] esittelema tapa lisata tehokkuutta
lyhentamalla hakupolkuja on tehdad yhdistaminen puun koon tai arvon mukaan. Pienempi
puu lisdtddan suuremman puun juuren lapseksi, tai pienempiarvoinen juuri lisataan
suurempiarvoisen juuren lapseksi. Tasta seuraa, ettd hakupolun pituus on enintdaan log n.
Kun yhdistetaan koon tai arvon mukaan, algoritmin asymptoottinen aikavaatimus on
O(n +m log n).

Toinen Tarjanin ja van Leeuwenin [1984] kdyttama tapa lyhentdad hakupolkuja on
puiden muokkaaminen hakujen yhteydessd. Kun suoritetaan operaatiota find(x), haku-
polkua tiivistetdaan, puolitetaan tai halkaistaan matkalla kohti juurta. Naista esimerkiksi
tiivistiminen on tyoldaampaa kuin kaksi muuta, koska kaikki hakupolun alkiot siirretaan
juuren lapsiksi ja tastd syysta hakupolku joudutaan kdymaan lapi kahdesti. Toisaalta juuri
siksi tiivistaminen tehostaa tulevia hakuja parhaiten, koska alkiot siirretaan
mahdollisimman lahelle juurta. Puolitus ja halkaisu tehddan paikallisilla operaatioilla, joten
ne voidaan tehda samalla, kun hakupolkua edetddn ylemmas. Kaikki kolme tapaa ovat
kuitenkin yhta tehokkaita, kun hakuoperaatioita tehddan paljon. Kun hakuoperaatioita
tehddan vahan (kun m < n, eli hakuoperaatioita on vihemman kuin alkioita), hakupolun

lyhennystapojen aikavaatimuksissa on eroja. Kun kadytetdan jotain ndistda kolmesta
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hakupolun lyhennystavasta ja hakuja tehddan paljon, algoritmin asymptoottinen aika-
vaatimus on ©(m log + mmn).

Tehokkaimmin algoritmi toimii, kun hakuoperaatioiden yhteydessa kaytetdaan jotain
hakupolun lyhennysmetodia ja puiden yhdistdminen tehddan koon tai arvon perusteella.
Kun niita tehostustapoja kaytetddn yhdessd, algoritmin aikavaatimukseksi saadaan
O(m a(m,n)), kun m > n, tai O(n + m a(n,n)), kun m < n, joissa a() on Ackermannin funktion
kaanteisfunktio. Mikd tahansa yhdistelma ndistd kahdesta yhdistamistavasta ja haku-
polkujen lyhennystavasta tekee algoritmista asymptoottisesti optimaalisen. [Tarjan and van
Leeuwen, 1984]

Tarjanin ja van Leeuwenin [1984] analyysin mukaan splicing, eli yhdistiminen
punomalla, on asymptoottisen aikavaatimuksen kannalta huonompi vaihtoehto verrattuna
union-find-algoritmiin, kun kaytetadn yhdistdmistd arvon mukaan ja jotain hakupolun
lyhennystapaa. Kuitenkin Patwaryn ja muiden [2010] kokeellisen testauksen mukaan
splicing toimii tehokkaammin kuin mikddn muu union-find-algoritmi, huolimatta
heikommasta asymptoottisesta aikavaatimuksesta.

Taulukoissa 1 ja 2 on koottu yhteen Tarjanin ja van Leeuwenin [1984] analysoimien
algoritmien aikavaatimukset. Taulukossa 1 ovat aikavaatimukset, kun hakuoperaatioita
tehddan paljon (kun m > n). Taulukossa 2 aikavaatimukset, kun hakuoperaatioita tehdaan

suhteellisen vahan (kun m <n).

Naiivi yhdistaminen Yhdistaminen koon tai
arvon mukaan
Naiivi haku O(mn) O(m log n)
Tiivistaminen O(m loga + mmn) O(m a(m,n))
Halkaisu O(m loga + mmn) O(m a(m,n))
Puolitus O(m loga + mmn) O(m a(m,n))
Splicing O(m loga + mmn) -

Taulukko 1: Union-find-algoritmin aikavaatimukset pahimmassa tapauksessa,

kun m2n.
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Naiivi yhdistaminen Yhdistaminen koon tai
arvon mukaan
Naiivi haku O(mn) O(n +m log n)
Tiivistaminen O(n +m log n) O(n +m a(n,n))
Halkaisu O(n log m) O(n +m a(n,n))
Puolitus Q(n + mlog n), O(n log m) O(n +m a(n,n))
Splicing O(n + m log m) -

Taulukko 2: Union-find-algoritmin aikavaatimukset pahimmassa tapauksessa,

kun m < n.

Smidin [1990] union-find-algoritmissa hakuoperaation aikavaatimus on O(log n / log k)
ja yhdistamisen aikavaatimus on O(k), jossa n on alkioiden lukumaddrd ja k on jokin
kiinnitetty vakioarvo. Arvo k madaraa algoritmissa, montako lasta puun solmulla tulee olla,
jotta se olisi “tdysi”. Puun solmuilla saattaa olla solmuja enemmankin kuin k kappaletta,
mutta yhdistdmisoperaatiot pyrkivdt saamaan solmujen lapsimdardksi vahintdan k. Jos
valitaan k = 2, Smidin algoritmin aikavaatimus on sama kuin union-find-algoritmin perus-
versiossa, kun yhdistdiminen tehdaan koon tai arvon mukaan. Suuremmilla k:n arvoilla
algoritmi on tehokkaampi. Smidin algoritmin asymptoottiseksi aikavaatimukseksi saadaan
siis O(m logk 1), jossa m on operaatioiden maara.

Smidin algoritmin tilavaatimus on suhteessa alkioiden maaraan, eli O(n). Algoritmissa
kaikki alkiot ovat puun lehtisolmuissa, joten puussa on aina ”ylimdaraisia” solmuja, jotka
eivat sisdlla alkioita. Tallaisia alkiottomia solmuja on kuitenkin aina vahemman kuin
lehtisolmuja. Solmujen kokonaislukumadara on siis pienempi kuin 27, jossa n on alkioiden
lukumaara. Jokaisella solmulla on vakiomaara osoittimia muihin solmuihin.

Tassa esiteltyjen puutietorakenteeseen perustuvien algoritmien (Smidin union-find-
algoritmi ja union-find-algoritmi, jossa yhdistiminen tehddan arvon tai koon mukaan ja
hakupolkuja lyhennetaan hakujen yhteydessd) asymptoottiset aikavaatimukset ovat samaa
luokkaa. Molempien aikavaatimusten kasvu on logaritmista. Jos Smidin algoritmissa
valitaan suuri kn arvo, sen tehokkuus on parempi kuin union-find-algoritmin perus-
versiolla.

Smidin algoritmin tilavaatimus on hieman suurempi kuin union-find-algoritmin perus-

version, koska union-find-algoritmi tallentaa vain osoittimet vanhempiin, kun taas Smidin
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algoritmissa solmulla on tieto my0s lapsistaan. Smidin algoritmin tilavaatimus on kuiten-
kin vain vakiokertoimen verran suurempi, ja molempien algoritmien tilavaatimus on
lineaarinen.

4.4. Union-find-delete-algoritmien aika- ja tilavaatimus

Vajaan poiston algoritmin luonti-, poisto-ja yhdistamisoperaatio voidaan tehda vakioajassa
O(1). Poisto-operaatio poistaa vain alkion ja jattad puuhun onton solmun, jossa on edelleen
osoitin vanhempaan. Poisto ei hae puun juurta, vaan se on paikallinen operaatio. Haun
aikavaatimus riippuu puun korkeudesta. Koska puut yhdistetaan arvon perusteella ja
hakupolkuja halkaistaan haun yhteydessa, hakuoperaation aikavaatimus on sama kuin
union-find-algoritmilla, eli O(log N), jossa N on solmujen lukumaard, eli luonti-
operaatioiden maara. Koko algoritmin asymptoottinen aikavaatimus on siis O(m log N),
jossa m on operaatioiden maara. Tehokkuus ei riipu alkioiden maarasta n, vaan solmujen
luontioperaatioiden maarasta N, koska solmujen maara puussa ei koskaan viahene.
Algoritmin tilavaatimus on O(N).

Smidin algoritmiin lisatyn poisto-operaation aikavaatimus riippuu puun korkeudesta.
Yksittdinen rekursiivisen funktion delete’ kutsu voidaan tehdd vakioajassa, mutta
kutsukertojen maara riippuu puun korkeudesta. Poisto-operaation aikavaatimus on siis
O(logk 1), jossa k on jokin vakioarvo, [Kaplan et al., 2002]. Algoritmin aikavaatimus on O(m
logk n). Algoritmin tilavaatimus on O(n), koska alkioiden poistaminen tuhoaa poistetun
solmun kokonaan, ja alkioita sisaltamattomia sisasolmuja on aina viahemman kuin alkioita.

Kaplanin ja muiden [2002] inkrementaalisella kopioinnilla toteutetun poiston aika-
vaatimus riippuu union-find-algoritmin toteutuksesta. Haun, yhdistamisen ja luomisen
aikavaatimukset ovat samat kuin union-find-algoritmilla. Poiston aikavaatimus on O(tf (1)
+ ti (n)), eli haun aikavaatimus ja insert-operaation eli lisidmisen aikavaatimus
yhteenlaskettuna. Jos kaytetdaan union-find-algoritmin perusversiota, jossa yhdistetaan
arvon mukaan ja hakupolkuja lyhennetian hakujen yhteydessd, saadaan poiston aika-
vaatimukseksi O(log n). Algoritmin aikavaatimus on siis O(m log n). Algoritmin
tilavaatimus on lineaarinen, koska onttoja solmuja on aina alle puolet kaikista solmuista.
Joukko on jaettu kahteen puuhun 5n ja So, joista joukossa S» onttoja solmuja on enintdan %
ja joukossa So onttoja solmuja on enintaan .

Alstrupin ja muiden [2014] union-find-delete-algoritmissa luonti- ja yhdistamis-
operaatio voidaan tehda vakioajassa. Hakuoperaation pahimman tapauksen aikavaatimus
O(log n) ja tasoitettu aikavaatimus on O(amn (n)). Poiston aikavaatimus on O(1). Koko
algoritmin aikavaatimus on siis O(m log n).

Ben-Amramin ja Yoffen algoritmilla operaatioiden aikavaatimukset ovat samat kuin
union-find-algoritmilla, jossa yhdistiminen tehddan arvon perusteella ja hakujen
yhteydessa hakupolkua halkaistaan. Haun asymptoottinen aikavaatimus on O(log 1) ja

tasoitettu aikavaatimus on O(a(n)), jossa a on Ackermannin funktion kdanteisfunktio [Ben-
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Amram and Yoffe, 2011]. Yhdistaminen ja poisto voidaan tehda vakioajassa. Poisto vajaasta
puusta voidaan tehda vakioajassa, koska vajaassa puussa on joko vain juuri tai juuren
kaikki jalkeldiset ovat suoraan juuren lapsia. Lehtisolmun poistaminen onnistuu
vakioajassa. Jos poistettava alkio on juuri, jokin lehtisolmu l0ytyy aina vakioajassa
hakemalla juuren jokin lapsi. Jos taas puu on taysi, lehtisolmun poistaminen onnistuu
edelleen vakioajassa. Jos taydesta puusta ollaan poistamassa sisisolmua, jokin lehtisolmu
loydetaan syvyysjarjestyslistan ja lapsisolmulistojen avulla vakioajassa. Nain my0s poisto
taydesta puusta onnistuu vakioajassa. MyoOs poistojen yhteydessa tehtavat tasoitus-
operaatiot suoritetaan vakioajassa. Ben-Amramin ja Yoffen algoritmin aikavaatimus on siis
sama kuin union-find-algoritmin asymptoottinen aikavaatimus eli O(m log n), ja tasoitettu
aikavaatimus on O(a(n)). Algoritmin tilavaatimus on O(n).

Aidon poiston algoritmin operaatioiden aikavaatimukset ovat samat kuin union-find-
algoritmilla. Luonti- ja yhdistamisoperaatio tehdaan vakioajassa. Haun aikavaatimus riip-
puu puun korkeudesta, eli molempien pahimman tapauksen aikavaatimus on O(log n).
Poisto-operaation aikavaatimus on O(n). Pahimmassa tapauksessa puu on mahdol-
lisimman matala, eli kaikki n alkiota ovat suoraan juuren lapsia, ja poistettava alkio on juuri.
Poisto-operaatio nostaa juuren ensimmaisen lapsen uudeksi juureksi. Nyt joudutaan
paivittamaan kaikkien jaljelle jaaneiden n—1 alkion vanhempiosoittimet, poistamaan uusi
juuri lapsilistasta ja lisadmaan uuteen juureen osoitin lapsilistaan. Yhteensa tehdaan siis (n—
1)+2+1 operaatiota, eli poiston aikavaatimus on O(n). Aidon poiston algoritmin asymp-
toottinen aikavaatimus on siis O(mmn). Aidon poiston algoritmin tilavaatimus on O(n).
Aidon poiston algoritmissa jokaisella puun alkiolla on vakiomdara osoittimia muihin
alkioihin, ja alkion poistaminen tuhoaa seka alkion itsensa ettd nama osoittimet.

Taulukkoon 3 on koottu tdssa tyossa esiteltyjen union-find-delete-algoritmien aika-
vaatimukset. Taulukossa riveind ovat esitellyt algoritmit. Kahdessa ensimmaisessa sarak-
keessa ovat algoritmien asymptoottiset aikavaatimukset ja tasoitetut aikavaatimukset.
Lopuissa neljassa sarakkeessa ovat yksittdisten operaatioiden aikavaatimukset. Kaikkien
algoritmien tasoitettua aikavaatimusta ei ole esitelty kirjallisuudessa. Nama on merkitty
taulukossa viivalla.

Naista ratkaisuista kaikkien paitsi aidon poiston algoritmin asymptoottinen aika-
vaatimus on logaritminen. Kaikkien algoritmien yhdistdiminen, haku ja luominen toimivat
keskendan yhta tehokkaasti. Erot algoritmien valilld nakyvat poisto-operaation sarak-
keessa. Parhaiten toimivat algoritmit ovat Alstrupin ja muiden algoritmi ja siita johdettu
Ben-Amramin ja Yoffen algoritmi, joissa poisto tehdaan vakioajassa. Samoin vajaan poiston
algoritmissa poisto tehdaan vakioajassa, mutta tdssa hakuoperaation tehokkuus on
heikompi, koska se riippuu solmujen lukumaarasta, eika alkioiden lukumaarasta, kuten
muissa algoritmeissa.

Naista algoritmeista vain Alstrupin ja muiden algoritmista ja Ben-Amramin ja Yoffen

algoritmista tiedetdaan algoritmin tasoitettu aikavaatimus. Kokeellisessa vertailussa ovat
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mukana Ben-Amramin ja Yoffen algoritmin lisdksi vajaan poiston algoritmi ja aidon poiston

algoritmi. Kokeellisella vertailulla pyrin tutkimaan, millaiset ndiden kahden muun algorit-

min tasoitetut aikavaatimukset olisivat.

Asymp- Tasoitettu Union Find Delete Makeset
toottinen aikavaatimus
aikavaatimus
Vajaan O(m log N) - O(1) O(log N) | O(1) O(1)
poiston
algoritmi
Smidin O(m logyn) - O(k) O(logrn) | O(logkn) | O(1)
algoritmi
poistolla
Inkremen- | O(m log n) - O(1) O(logn) | O(logn) | O(1)
taalinen
kopiointi
Alstrupin | O(m log n) O(m amn(n)) | O(1) O(log n) | O(1) o)
ja muiden
algoritmi
Ben- O(m log n) O(m a(m,n)) | O(1) O(log n) | O(1) o)
Amramin
ja Yoffen
algoritmi
Aidon O(mn) - o) O(log n) | O(n) o)
poiston
algoritmi

Taulukko 3: Union-find-delete algoritmien aikavaatimuksia.
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5. Algoritmien kokeellinen vertailu

Tassa luvussa esittelen tekemaani kokeellista tutkimusta. Vertailen kolmea eri toteutusta
union-find-delete-algoritmista. ~Toteutin luvussa 3 esitellyistd union-find-delete-
algoritmeista vajaan poiston algoritmin, aidon poiston algoritmin ja Ben-Amramin ja Yoffen
algoritmin. Toteutin algoritmit Java-ohjelmointikielella.

Ben-Amramin ja Yoffen algoritmi kadyttdda hakupolun lyhennystapana halkaisua ja
yhdistaa puut arvon mukaan. Kaytan siksi samoja tehostustapoja myos kahdessa muussa
toteuttamassani algoritmissa. Algoritmeissa solmu ja alkio eivét ole sama asia. Puun jokai-
sesta solmusta on osoitin sita vastaavaan alkioon.

Vertailtaviksi algoritmeiksi valikoituivat Ben-Amramin ja Yoffen algoritmi, aidon pois-
ton algoritmi ja vajaan poisto algoritmi. Naista aidon poiston algoritmi ja vajaan poiston
algoritmi ovat hyvin helppo toteuttaa. Ben-Amramin ja Yoffen algoritmi on monimut-
kaisempi.

Aidon poiston algoritmin asymptoottinen aikavaatimus on huono, kun taas kaksi
muuta algoritmia ovat asymptoottiselta aikavaatimukseltaan erittdin tehokkaita. Aidon
poiston algoritmin tasoitettu aikavaatimus ei ole tiedossa, joten on kiinnostavaa vertailla
algoritmeja kokeellisesti. Tutkimukseni ldhtdajatus olikin vertailla, parjaako yksin-
kertaisempi aidon poiston algoritmi vertailussa asymptoottiselta aikavaatimukseltaan
paremmalle Ben-Amramin ja Yoffen algoritmille, ja toisaalta vertailla, parjaako enemman
tilaa vievd Ben-Amramin ja Yoffen algoritmi tilavaatimusvertailussa kahdelle muulle
algoritmille, joiden rakenne on hyvin yksinkertainen. Vertailen naita algoritmeja kokeel-

lisesti seka aika- etta tilavaatimuksen perusteella.

5.1. Algoritmien vertailu

Vertailen algoritmien aikavaatimuksia laskemalla osoittimille tehtdvia operaatioita. Lasken
yksittaiseksi operaatioksi tdssa osoittimen viittauksen muutoksen, osoittimen luomisen tai
osoittimen poiston. Algoritmit tekevat muitakin operaatioita, mutta nama operaatiot
osoittimille tehddan algoritmeissa aina, riippumatta toteutuksesta.

Algoritmien tilavaatimuksia vertailen laskemalla osoittimia ja alkioita. Lasken alkioiden
muistipaikat mukaan tilavaatimukseen, vaikka jokaisen algoritmin lopussa alkioita on yhta
monta, kun algoritmit saavat saman syotteen. Lasken alkiot mukaan, koska silloin tulok-
sista nakyy, ettd vajaan poiston algoritmin tilavaatimus pienenee hieman poiston yhtey-
dessd, vaikka poisto-operaatio ei vapauta kaikkea solmun varaamaa muistia.

Toteuttamissani algoritmeissa alkio ja solmu eivdt ole sama asia, vaan jokaisesta sol-
musta on osoitin alkioon. Lisdksi jokaisessa algoritmissa kaikilla solmuilla on osoitin sol-
mun vanhempaan. Puiden juurien tapauksessa vanhempiosoitin osoittaa solmuun itseensa.

Vajaan poiston algoritmissa osoitin vanhempaan ja osoitin alkioon ovat rakenteen
ainoat osoittimet. Poisto jdttda jdlkeensa onton solmun, jolla on edelleen osoitin

vanhempaan ja null-osoitin alkioon. Itse alkio poistetaan, ja sen muistipaikka vapautuu.
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Aidon poiston algoritmissa jokaisella solmulla on samoin osoittimet vanhempaan ja
alkioon. Lisdksi solmulla on osoitin lapsilistaan. Lapsilista on linkitetty lista, eli jokaisella
lapsisolmulla on osoitin lapsilistan seuraavaan solmuun, eli oikeanpuoleiseen sisarukseen.
Aidon poiston algoritmissa jokainen solmu tarvitsee tilaa neljalle osoittimelle ja alkiolle.

Ben-Amramin ja Yoffen algoritmissa osoittimia on enemman kuin kahdessa muussa
algoritmissa. Jokaisella solmulla on osoitin alkioon, vanhempaan, lapsilistaan, oikeanpuo-
leiseen ja vasemmanpuoleiseen sisarukseen seka osoitin puun syvyysjarjestyksessa
edelliseen ja seuraavaan solmuun. Lisdksi puulla saattaa olla yksisuuntainen linkitetty
sisasolmulista. Sisasolmulistassa ovat juuren sellaiset lapset, jotka ovat sisdasolmuja.
Jokaisella sisdsolmulistan solmulla on osoitin seuraavaan sisasolmulistan alkioon. Lisaksi
juurella on osoitin sisasolmulistaan. Yhteensa yhden solmun tilavaatimus on siis seitseman
osoitinta ja alkio. Lisdksi jokaisella puulla on osoitin syvyysjarjestyslistaan ja sisa-

solmulistaan.

5.2. Testisyotteet

Testaan algoritmejani sekd satunnaisilla testisyotteilla ettda keinotekoisilla syotteilla.
Satunnaisissa testeissa vaihtelen poisto-operaation todennakoisyytta eri syotteissa. Keino-
tekoiset testit ovat pahimman tapauksen testejd, joissa kaikki alkiot poistetaan, mutta
poistojdrjestys vaihtelee.

5.2.1. Satunnaiset testit

Testaan algoritmeja ndenndissatunnaisilla syotteilld, joissa esiintyy luonti-, yhdistys-, haku-
ja poisto-operaatioita tietylld todennakdisyydella.

Muutan eri syotteissa poisto-operaatioiden todenndkoisyyttd. Muiden operaatioiden
todenndkoisyydet ovat keskenddn samat. Kaikissa satunnaisissa syotteissa luodaan aluksi
100 kappaletta yhden alkion joukkoja luontioperaatiolla. Taman jdlkeen tehdaan kaikkia
neljdd  operaatiota  satunnaisesti. = Kadytdn satunnaislukugeneraattorina  Javan
Math.random()-metodia. SyGtearpojani arpoo ensin todenndkoisyyksien mukaan, mika
operaatio tehddan ja sen jalkeen mihin alkioihin operaatio kohdistetaan. Satunnaissyotteen
koko on 20 000 operaatiota.

Testiaineistoissani poisto-operaation todennidkdisyys on 0-25 %. Jokaisessa testiaineis-
tossa poiston todennakdoisyys on viisi prosenttiyksikkoa suurempi kuin edellisessa. Yhdes-
sa testiaineistossa on nelja kappaletta 20 100 operaation (100 luontioperaatiota ja 20 000 sa-
tunnaista operaatiota) syotetta. Suurin poiston todenndkoisyys on 25 %, koska tata suurem-
milla poiston todenndkoisyydella on hyvin todenndkdistd, etta kaikki alkiot poistetaan.
Tama johtuu siitd, ettd luontioperaation esiintymistodennékéisyys olisi silloin pienempi
kuin poisto-operaation todennékoisyys. Testiaineistojen operaatioiden todennakoisyydet

ovat taulukossa 4.
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Poiston Luomisen Yhdistamisen Haun

todennakdisyys | todennakoisyys | todennakdisyys | todennakdisyys
Testiaineisto 1 0 % 0,333 % 0,333 % 0,333 %
Testiaineisto 2 5 % 31,666 % 31,666 % 31,666 %
Testiaineisto 3 10 % 30 % 30 % 30 %
Testiaineisto 4 15 % 28,333 % 28,333 % 28,333 %
Testiaineisto 5 20 % 26,666 % 26,666 % 26,666 %
Testiaineisto 6 25 % 25 % 25 % 25 %

Taulukko 4: Operaatioiden todennidkdisyydet satunnaisissa testiaineistoissa.

5.2.2. Keinotekoiset testit

Testaan algoritmeja my0Os keinotekoisilla testeilld. Testeissa kaikki alkiot yhdistetaan
samaan puuhun, ja sen jalkeen kaikki alkiot poistetaan. Testit eroavat toisistaan poistet-
tavien alkioiden jarjestyksessa.

Ben-Amramin ja Yoffen algoritmin pahin tapaus on tilanne, jossa puun kaikki alkiot
poistetaan, ja poistettava alkio on aina alkio, jolla on lapsia. Lehtisolmun ja sisdsolmun
poistamisessa ei kuitenkaan ole suurta eroa. Kun poistettava alkio on sisdasolmussa, jou-
dutaan etsimaan jokin lehtisolmu ja vaihtamaan alkioiden paikkaa, minka jalkeen lehti-
solmu poistetaan.

Aidon poiston algoritmin pahin tapaus on tilanne, jossa kaikki alkiot poistetaan puusta,
joka on mahdollisimman matala, ja poistettava alkio on aina juuri. Mahdollisimman mata-
lassa puussa kaikki puun lapset ovat suoraan juuren lapsia.

Vajaan poiston algoritmin pahin tapaus on yksinkertaisesti kaikkien alkioiden
poistaminen. Poistojarjestyksella ei ole merkitystd, koska juuren poistaminen toimii samalla
tavalla kuin muidenkin solmujen. Juuren tilalle ei voida etsid solmua, joka ei ole ontto,
koska juurella ei ole tietoa jalkeldisistdan eika puussa voida liikkua alaspain kohti lehtia.

Testiaineistoissa luodaan aluksi 5 000 yhden solmun puuta. Taman jalkeen puut yhdis-
tetaan yhdeksi matalaksi puuksi, jossa kaikki puun solmut ovat suoraan juuren lapsia.
Lopuksi kaikki alkiot poistetaan. Pahimmassa tapauksessa poistettava alkio on aina juuri.
Testeissa pienennan vahitellen juuren poistojen maarda verrattuna muiden solmujen
poistojen maaraan.

Aidon poiston algoritmin pahin tapaus, eli matala puu, josta poistetaan aina juuri, on
yksi mahdollinen pahin tapaus Ben-Amramin ja Yoffen algoritmille. Tdma on my0ds vajaan
poiston algoritmin pahin tapaus, koska kaikki alkiot poistetaan.

Ensimmadisessa testissd poistettava alkio on aina juuri. Muissa testeissa poistettava alkio
on juuri joka toinen/neljas/kahdeksas/kahdeskymmenes/neljaskymmenes kerta ja muutoin
jokin muu alkio. Viimeisessa testissa poistettava alkio ei ole koskaan juuri (paitsi viimeinen

alkio, joka on yksindinen solmu).
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5.3. Testien tulokset

Alakohdissa 5.3.1. ja 5.3.2. esittelen satunnaisten testien ja keinotekoisten testien tulokset.

Alakohdassa 5.3.3. analysoin saamiani tuloksia.

5.3.1. Satunnaisten testien tulokset

Satunnaisten syotteiden tulokset ovat taulukoissa 5 ja 6. Taulukossa 5 on algoritmien
aikavaatimus ja taulukossa 6 algoritmien tilavaatimus. Taulukoiden ensimmaisessa sarak-
keessa on poiston esiintyvyystodennakoisyys syOtteessd. Muissa sarakkeissa ovat algorit-
mien mukaan lajitellut aika- ja tilavaatimukset. Taulukot 5 ja 6 sisdltavat samojen syotteiden
tulokset samassa jarjestyksessa.

Kuvissa 12 ja 13 ovat taulukoiden 5 ja 6 keskiarvojen kuvaajat. Keskiarvot on laskettu
siten, ettd saman poiston todenndkodisyyden syotteistd on laskettu keskiarvo. Kuvan 12
kaavion pystyakselilla on operaatioiden maara. Samoin kuvan 13 kaavion pystyakselilla on
tilayksikoiden maarad. Kaavioiden vaaka-akselilla on syotteiden poiston todenndkoisyys.

Vajaan poiston algoritmi ndyttda aikavaatimuksia vertailemalla olevan algoritmeista
tehokkain. Sen aikavaatimus on kaikilla satunnaisilla sy6tteilld pienin. Aidon poiston algo-
ritmi on ldhes yhta tehokas, koska sen aikavaatimus on vdhan alle kaksinkertainen ver-
rattuna vajaan poiston algoritmiin. Ben-Amramin ja Yoffen algoritmin aikavaatimus on
vahan yli kaksinkertainen verrattuna aidon poiston algoritmiin. Vajaan poiston algoritmiin
verrattuna Ben-Amramin ja Yoffen algoritmin aikavaatimus on noin nelinkertainen.

Aidon poiston algoritmi on satunnaisilla syotteillda myos tilavaatimuksen osalta
parempi kuin Ben-Amramin ja Yoffen algoritmi. Aidon poiston algoritmin tilavaatimus on
noin puolet Ben-Amramin ja Yoffen algoritmin tilavaatimuksesta.

Vajaan poiston algoritmin heikko kohta on tilavaatimuksen jatkuva kasvaminen. Tama
nadkyy kuvasta 13, jossa ovat algoritmien tilavaatimukset, kun sy6tteen kaikki operaatiot on
tehty. Kun poiston todennakdisyys on suuri, lahes kaikki alkiot poistetaan. Kun ldhes kaikki
alkiot poistetaan, aidon poiston algoritmin ja Ben-Amramin ja Yoffen algoritmin tila-
vaatimus lahenee nollaa. Vajaan poiston algoritmin tilavaatimus pienenee, mutta se ei

koskaan vapauta kaikkea varaamaansa muistia.
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Poiston todenndkdisyys [Ben-Amram ja Yoffe |Aito poisto Vajaa poisto
0 % 137879 69781 54158
0 % 145083 69580 54328
0 % 147969 70377 54408
5 % 216614 78210 53005
5% 211481 80281 52654
5 % 208449 70316 52290
10 % 224771 83272 50931
10 % 210894 79707 50629
10 % 220172 86795 51111
15 % 227867 90752 49431
15 % 223052 72937 49317
15 % 212673 74231 49368
20 % 222170 80200 47637
20 % 200799 76784 46860
20 % 207449 73023 47356
25 % 157563 73535 45323
25 % 163140 74501 45577
25 % 150095 73283 45712
Taulukko 5: Algoritmien aikavaatimukset satunnaisilla syo6tteilla.
Poiston todennékdisyys [Ben-Amram ja Yoffe |Aito poisto Vajaa poisto
0 % 60732 40488 20244
0 % 60669 40446 20223
0 % 61704 41136 20568
5% 48969 32646 18281
5 % 49158 32772 18338
5% 48825 32550 18313
10 % 37368 24912 16360
10 % 37512 25008 16436
10 % 37314 24876 16362
15 % 24066 16044 14058
15 % 25758 17172 14378
15 % 23895 15930 13945
20 % 13158 8772 12342
20 % 13365 8910 12457
20 % 13005 8670 12395
25 % 1161 774 10431
25 % 1188 792 10348
25 % 783 522 10227

Taulukko 6: Algoritmien tilavaatimukset satunnaisilla syo6tteilla.
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Aikavaatimusten keskiarvot
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Kuva 12: Satunnaisten syotteiden aikavaatimusten keskiarvot.
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Kuva 13: Satunnaisten syotteiden tilavaatimusten keskiarvot.

5.3.2. Keinotekoisten testien tulokset

Keinotekoiset testit noudattavat teoreettisia pahimman tapauksen aikavaatimuksia. Pahim-
massa tapauksessa, kun kaikki alkiot poistetaan ja poistettava alkio on aina juuri, Ben-
Amramin ja Yoffen algoritmi on huomattavasti tehokkaampi kuin aidon poiston algoritmi.
Vajaan poiston algoritmi taas ndyttda toimivan vield moninkertaisesti tehokkaammin kuin
Ben-Amramin ja Yoffen algoritmi.

Taulukossa 7 ovat algoritmien aikavaatimukset, kun kaikki alkiot poistetaan. Ensim-

maisen sarakkeen prosenttiluku kertoo, kuinka suuri osa poistoista osuu juureen. Ben-
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Amramin ja Yoffen algoritmin aikavaatimus vaihtelee aineistossa vain vadhdn. Sen
aikavaatimus on melkein sama, kun kaikki poistot osuvat juureen tai kun kaikki poistot
osuvat muihin alkioihin. Aidon poiston algoritmin aikavaatimus pahimmassa tapauksessa
sen sijaan on valtava, lahes 80-kertainen, verrattuna Ben-Amramin ja Yoffen algoritmiin.
Vajaan poiston algoritmissa ei ole merkitysta, missa jarjestyksessa alkiot poistetaan, joten
sen aikavaatimus on ndissa testeissa aina sama. Ben-Amramin ja Yoffen algoritmin aika-
vaatimus on noin viisinkertainen verrattuna vajaan poiston algoritmiin. Vajaan poiston
algoritmi toimii siis tehokkaammin, mutta ero ei ole kovin suuri.

Ben-Amramin ja Yoffen algoritmin aikavaatimus taulukossa 7 pienenee hieman, sita
mukaa kun poistoista pienempi osa osuu juureen. Tama johtuu siita, etta kun poistettava
alkio on lehti, poistaminen on suoraviivaista, mutta kun poistettava alkio on sisdasolmu,
joudutaan lisdksi etsimédan jokin lehtisolmu ja vaihtamaan alkioiden paikkaa keskenaan.
Ero nadiden kahden tapauksen valilld on kuitenkin mitattoman pieni.

Aidon poiston aikavaatimus pienenee nopeasti, kun suurempi osa poistoista osuu ei-
juuriin. Kuitenkin viela silloinkin, kun joka neljaskymmenes poisto osuu juureen, aidon
poiston algoritmin aikavaatimus on suurempi kuin Ben-Amramin ja Yoffen algoritmin
aikavaatimus.

Vertailun vuoksi taulukon 7 viimeisella rivilla on myos tapaus, jossa edelleen kaikki
alkiot poistetaan, mutta poistettava alkio on aina lehti. Tassa tapauksessa aidon poiston
algoritmin aikavaatimus on pienempi kuin Ben-Amramin ja Yoffen algoritmilla, kuten
satunnaisissakin testeissd. Aikavaatimusten erot tdssa viimeisessa testissa ovat lahes
samanlaisia kuin satunnaisissa testeissa.

Vajaan poiston algoritmin heikkous nakyy taulukossa 9, jossa ovat tilavaatimukset sen
jalkeen, kun kaikki alkiot on poistettu. Vajaan poiston algoritmi varaa edelleen muistia
kahden osoittimen verran jokaista luontioperaatiota kohti, kun taas muut algoritmit eivat

varaa ollenkaan muistia, kun kaikki alkiot on poistettu.

Poistoista juuria Ben-Amram & Yoffe | Aito poisto Vajaa poisto
kaikki 159 975 12 547 498 29 997
1/2 152 486 6 304 996 29 997
1/4 148 744 3183 746 29 997
1/8 146 857 1623 121 29 997
1/20 145 732 686 746 29 997
1/40 145 357 374 621 29 997
ei yhtdan 144 982 59 996 29 997

Taulukko 7: Aikavaatimus, kun kaikki alkiot poistetaan. Poistettava alkio on joko juuri

tai ei-juuri.
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Poistoista juuria Ben-Amram & Yoffe | Aito poisto Vajaa poisto
0-100 % 0 0 10 000
Taulukko 8: Tilavaatimus, kun kaikki alkiot poistetaan.

Kaikissa ndissa testeissd poistetaan kaikki alkiot, joten Ben-Amramin ja Yoffen
algoritmin ja aidon poiston algoritmin tilavaatimus on lopussa nolla. Vajaan poiston
algoritmi sen sijaan jattaa aina jalkeensa osoittimia, joten sen tilavaatimus lopussa on kaksi
kertaa luontioperaatioiden maara, eli tassa tapauksessa 10 000. Pahimmassa tapauksessa
vajaan poiston algoritmi jattaa jalkeensa varattua muistia, vaikka kaikki alkiot on poistettu.

Keinotekoiset testit eivat kuvasta todellisuutta kovin hyvin, koska on hyvin epatoden-
nakoista, etta poisto-operaatio osuisi usein nimenomaan juureen tai muuhun alkioon, jolla
on paljon lapsia. Toisaalta testeissa kaytetty tilanne, jossa kaikki puun alkiot ovat suoraan
juuren lapsia, vaikuttaa hyvinkin todennékoiselta tilanteelta myos todellisissa kaytto-

tilanteissa. Puu muokkautuu nopeasti timan muotoiseksi, kun hakuja tehdaan paljon.

5.4. Testien tulosten analysointia

Keinotekoisten ~pahimman tapauksen testien tulokset vahvistavat teoreettisia
aikavaatimuksia. Toisaalta satunnaisten testien mukaan algoritmit toimivat kaikki lahes
yhta tehokkaasti.

Keinotekoisissa testeissa nakyy selvasti, ettd pahimmassa tapauksessa Ben-Amramin ja
Yoffen algoritmi ja vajaan poiston algoritmi ovat parempia kuin aidon poiston algoritmi.
Pahimmassa tapauksessa aidon poiston algoritmi kuluttaa paljon aikaa solmujen vanhem-
piosoittimien pdivittdmiseen. Sen sijaan satunnaisten testien perusteella aidon poiston
algoritmi nayttdisi toimivan jopa paremmin kuin Ben-Amramin ja Yoffen algoritmi. Ben-
Amramin ja Yoffen algoritmin aikavaatimus satunnaisissa testeissd on vdahan yli kaksin-
kertainen verrattuna aidon poiston algoritmiin. Tama johtuu siitd, ettd Ben-Amramin ja
Yoffen algoritmissa on enemman osoittimia toisiin alkioihin, jolloin useampia osoittimia
joudutaan muuttamaan, kun solmu poistetaan, tai jos sen paikka vaihtuu. Aidon poiston
algoritmin tapauksessa lehtisolmun poistaminen on nopeampaa kuin minka tahansa Ben-
Amramin ja Yoffen algoritmin alkion poistaminen. Aidon poiston algoritmin pahin tapaus
on todella epatodenndkdinen, joten sen vaikutukset tasoittuvat, kun operaatioita tehddan
satunnaisesti.

Alkion poistaminen aidon poiston algoritmilla on ty6ldinta silloin, kun poistettava alkio
on alkio, jolla on enemman kuin yksi lapsi. Kun poistettava alkio on lehti tai yhden alkion
puu, poistaminen tehddan vakioajassa. Ben-Amramin ja Yoffen algoritmin tapauksessa ei
ole vilid, onko poistettavalla alkiolla lapsia vai ei: poistaminen tehddan aina vakioajassa.
Kun alkioita poistetaan satunnaisesti, on todenndkdisempad, ettd poisto-operaatio osuu

alkioon, jolla on enintddn yksi lapsi, kuin alkioon, jolla on useita lapsia. Tama johtuu siita,
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ettd puussa on monilapsisia solmuja aina vdhemmaéan kuin yhden lapsen solmuja tai
lehtisolmuja. Tésta johtuen aidon poiston algoritmi toimii keskimaarin yhta hyvin kuin
Ben-Amramin ja Yoffen algoritmi.

Molemmat testaustavat vahvistavat teoreettisia tilavaatimuksia. Ben-Amramin ja
Yoffen algoritmin ja aidon poiston algoritmin tilavaatimukset ovat lineaarisia, eli suoraan
verrannollisia alkioiden maadrdaan. Ben-Amramin ja Yoffen algoritmi kdyttda enemman
muistia kuin aidon poiston algoritmi, koska algoritmi pitaa ylla useita listoja puun alkioista,
jolloin osoittimia tallennetaan enemman. Vajaan poiston algoritmin tilavaatimus on suh-
teessa luontioperaatioiden maaraan. Algoritmi varaa edelleen muistia, vaikka kaikki alkiot
poistetaan. Aineistossa, jossa tapahtuu paljon muutoksia, eli alkioita poistetaan ja lisataan
usein, vajaan poiston algoritmin tilavaatimus kasvaa jatkuvasti.

Kuvassa 13 aidon poiston algoritmin ja Ben-Amramin ja Yoffen algoritmin tila-
vaatimuskayrat lahestyvat nollaa, kun poiston todennakoisyys on suuri, jolloin lahes kaikki
alkiot poistetaan. Vajaan poiston algoritmin tilavaatimus ylittaa kahden muun algoritmin
tilavaatimuksen, kun poistoja tehdaan paljon. Vaikka poistoja tehtdisiin vain harvoin,
vajaan poiston algoritmin tilavaatimus kasvaa jossain vaiheessa suuremmaksi kuin kahden
muun algoritmin tilavaatimus, kun algoritmia ajetaan pitkaan.

Vajaan poiston algoritmin tilavaatimus ylittda muiden algoritmien tilavaatimuksen
jossain vaiheessa, kun algoritmia ajetaan riittavan pitkaan. Jos poistoja tehdaan vain vahan
tai jos algoritmia kadytetdan vain vahan aikaa, vajaan poiston algoritmi toimii hyvin. Jos
algoritmi on kaytossa pitkaan tai jos alkioita poistetaan ja luodaan usein, paremmin toimiva
ratkaisu on jokin sellainen union-find-delete-algoritmi, joka kayttda muistia suhteessa
alkioiden maaraan. Testieni perusteella vaikuttaisi siltd, ettd aidon poiston algoritmi olisi
paras naistd kolmesta union-find-delete-algoritmista. Sen keskimaarainen aikavaatimus on
pienempi kuin Ben-Amramin ja Yoffen algoritmissa ja se on yksinkertaisempi toteuttaa.

Aidon poiston algoritmin poisto-operaation aikavaatimus on O(n), koska kun pois-
tetaan ei-lehtisolmu, poistettavan solmun ensimmaisesta lapsesta tulee uusi juuri ja poistet-
tavan alkion kaikkien muiden lasten vanhempiosoittimet on paivitettava. Poiston asymp-
toottisesta aikavaatimuksesta saisi paremman, jos poisto toteutettaisiin samantyyppisesti
kuin Ben-Amramin ja Yoffen algoritmissa, eli etsimalla jokin lehtisolmu ja vaihtamalla
sitten poistettavan solmun alkio lehtisolmun alkion kanssa ja poistamalla lopuksi lehti-
solmu. Poistettavasta solmusta kuljettaisiin puussa alaspdin aina solmun ensimmadiseen
lapseen, kunnes 16ydettdisiin lehtisolmu. Talla toteutuksella poisto-operaation aikavaa-
timus riippuisi suoraan puun korkeudesta, eli poiston aikavaatimukseksi saataisiin O(log
n). Todellisuudessa hakupolku olisi vieldakin lyhyempi, koska puiden yhdistaminen lisaa
puun juuren lapsilistan viimeiseksi alkioksi. Kun alaspdin kuljettaisiin aina ensimmaiseen
lapseen, olisi polkukin lyhempi. Olisikin kiinnostavaa vertailla kokeellisesti, miten tama

muutos vaikuttaisi ajoaikoihin.
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6. Yhteenveto

Tassa tutkielmassa vertailin erilaisia erillisten joukkojen kasittelyongelmaan kehitettyja
algoritmeja. Vertailin naita algoritmeja teoreettisesti. Toteutin kolme algoritmia, joissa on
my0s poiston mahdollisuus, ja vertailin niitd kokeellisesti. Kokeelliseen testaukseen valit-
semani algoritmit ovat asymptoottisten aikavaatimusten perusteella helposti laitettavissa
paremmuusjarjestykseen. Algoritmien tasoitettua aikavaatimusta ei kuitenkaan ole analy-
soitu kuin yhdesta toteuttamastani algoritmista. Kokeellisella vertailulla pyrin selvitta-
maan, mika algoritmeista on keskiméaarin paras, kun sitd kaytetaan satunnaisilla syotteilla.

Toteuttamani algoritmit olivat Ben-Amramin ja Yoffen algoritmi, aidon poiston
algoritmi ja vajaan poiston algoritmi. Ndista Ben-Amramin ja Yoffen algoritmin asymp-
toottinen aikavaatimus on parempi kuin kahden muun algoritmin. Tekeméani pahimman
tapauksen testit vahvistavat timan. Aidon poiston algoritmin poisto-operaation asymp-
toottinen aikavaatimus on O(n), kun taas Ben-Amramin ja Yoffen algoritmin ja vajaan
poiston algoritmin tapauksessa poiston aikavaatimus on O(1).

Tekemieni satunnaisten testiaineistojen perusteella nayttaa siltd, ettd kaikki kolme
algoritmia toimivat keskimaarin yhta tehokkaasti. Algoritmien aikavaatimukset erosivat
testieni perusteella toisistaan vain vakiokertoimen verran.

Kokeellisten aikavaatimusten perusteella algoritmien paremmuusjarjestys olisi: vajaan
poiston algoritmi, aidon poiston algoritmi ja viimeisend Ben-Amramin ja Yoffen algoritmi.
Vajaan poiston algoritmin huono puoli on sen muistinvaraus, joka ei koskaan pienene nol-
laan, vaikka alkioita poistettaisiin. Ben-Amramin ja Yoffen algoritmin aikavaatimus oli
testeissani vahan yli kaksinkertainen verrattuna aidon poiston algoritmiin, ja aidon poiston
algoritmin aikavaatimus oli noin puolitoistakertainen verrattuna vajaan poiston algorit-
miin.

Kokeellisissa testeissani algoritmit ovat samassa paremmuusjarjestyksessa myos tila-
vaatimuksen osalta. Vajaan poiston algoritmin muistinvaraus on nain pienilld operaatio-
maadrilla vield pienempi kuin kahden muun algoritmin, paitsi siind tapauksessa, etta lahes
kaikki alkiot poistetaan suorituksen aikana. Vajaan poiston algoritmi kuitenkin haviaa
kahdelle muulle algoritmille, kun poistoja tehddan paljon. Muistinvarauksen kannalta
aidon poiston algoritmi on parempi kuin Ben-Amramin ja Yoffen algoritmi, mutta ero
naiden kahden algoritmin valilla on pieni.

Testieni perusteella tulin siihen tulokseen, etta kayttokelpoisin vertailemistani algorit-
meista on aidon poiston algoritmi. Aidon poiston algoritmi toimii keskimaarin paremmin
kuin Ben-Amramin ja Yoffen algoritmi, vaikka sen asymptoottinen aikavaatimus on
huonompi. Lisdksi aidon poiston algoritmi on yksinkertaisempi toteuttaa. Joissain tilan-
teissa my0s vajaan poiston algoritmi on riittavan hyva, huolimatta sen kasvavasta tilan-

tarpeesta.
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Jatkotutkimuskohteena olisi kiinnostavaa testata aidon poiston algoritmin muunnosta,
jossa poiston asymptoottinen aikavaatimus on O(log 7). Lisaksi algoritmeja voisi verrata

mittaamalla niiden todellista suoritusaikaa.
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