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Tiivistelma

Matematiikan osaamisen esitetaan yleisesti heikentyneen suomalaisessa koulutuksessa viime
vuosikymmenina. Tutkimuksen tavoitteena oli arvioida lukion suorittaneiden ja korkeakoulutuk-
seen hakevien matemaattista osaamista. Tavoitteena oli myds kuvata lukion ja korkeakoulujen
matematiikan luonnetta ja niiden eroja. Tutkimuksessa kehitetddn aiempiin matemaattisen
osaamisen teorioihin pohjaten luokittelusysteemia, jonka avulla matemaattisten ratkaisuproses-
sien vaatimaa osaamista ja ajattelua voidaan arvioida. Luokittelusysteemin kehittelyn lahtékoh-
diksi otetaan Kilpatrickin, Swaffordin ja Findellin maarittelema matemaattinen taitavuus yhdessa
Wilsonin taksonomian kanssa.

Aineiston muodostivat kevaan 2004—-2013 pitkan matematiikan ylioppilaskokeet ja korkeakoulu-
jen paasykokeet kolmella eri koulutusalalla: yliopiston matematiikka, teknillisen yliopiston insi-
nddrikoulutus ja ammattikorkeakoulun tekniikan ja liikenteen ala. Kokeiden perusteella tarkastel-
tiin eri oppilaitosten painopisteitd matemaattisen osaamisen kannalta. Kevaan 2004-2012 yli-
oppilaskokeiden ja vuosien 2004—2013 matematiikan paasykokeiden tilastoista eriteltiin tehtava-
luokittelun jalkeen yleisia huomioita lukiolaisten matemaattisen osaamisen tasosta. Paasykoeti-
lastoja kaytettiin lisdksi osaamistyyppien ryhmittelyyn ja luokittelusysteemin testaukseen ja jat-
kokehittelyyn.

Tulokset osoittivat lukiokoulutuksen matemaattisen osaamisen painopisteiden vastaavan hyvin
erilaisiin korkeakoulutustarpeisiin. Matemaattisten kasitteiden ymmartaminen oli kuitenkin hie-
man alikorostettua ja vaativa todistusajattelu ylikorostettua. Yleisesti ottaen ylioppilas- ja paa-
sykokeissa oli siirrytty testaamaan matemaattisen ajattelun kannalta yksinkertaisempia taitoja
tarkasteluajanjakson aikana. Ylioppilaskokeiden tulokset paljastivat mielenkiintoisia huomioita
opiskelijoiden osaamisesta ja oman osaamisen arvioinnista. Lukiolaisten itsearviointitaidot tulkit-
tiin vahvoiksi matemaattisten ominaisuuksien tuntemista vaativissa tehtavissa pisteytyksissa
havaittujen poikkeamien perusteella. Paasykoetilastojen analyysi nosti esiin viisi erilaista osaa-
mistyyppia, joiden tiedostaminen hyddyttaa niin yksittaista opettajaa kuin opetuksen kehittdmis-
ta yleiselld tasolla. Tutkimuksessa kehitetty luokittelusysteemi voi niin ikdan auttaa nakemaan
matematiikan opetuksen ja osaamisen arvioinnin uudesta nakékulmasta.

Asiasanat: tehtavien luokittelu, matemaattisen osaamisen tyypittely, matemaattinen taitavuus,
matemaattinen ajattelu, oppimisen nivelvaihe.
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1 JOHDANTO

Matemaattisen osaamisen taso suomalaisessa perus- ja lukiokoulutuksessa on heratta-
nyt yleistd huolestusta viime vuosikymmenina. Erityisesti peruslaskutaidon hallinnan
vaitetaan heikentyneen niin radikaalisti, ettd korkeakoulujen opettajat ovat ilmaisseet
vaatimustason laskun ja orientoivien matematiikan kurssien olleen valttamattomia vas-
tatoimia meneillaan olevan matemaattisen rappeutumisen korjaamiseksi. (Hautamaki,
Sakkinen, Tenhunen, Ursin, Vuorinen, Kamppi & Knubb-Manninen2012.)

Matematiikan oppimista kuvaillaan usein spiraaliksi, jossa aiemmin opitun paalle raken-
netaan uutta tietoa. Nain ollen perusopetuksella ja lukiolla samoin kuin lukiolla ja kor-
keakoulutuksella on kiintea suhde matematiikan oppimisessa. Lukion opetussuunnitel-
man perusteissa yksi selkeasti esiin tuotu tavoite onkin nimenomaan korkeakouluval-
miuksien tuottaminen (Lukion opetussuunnitelman perusteet 2003, 118). Tama lukion
pitkdn matematiikan opetuksen tuottamiin korkeakouluvalmiuksiin keskittyva tutkimus
kertoo lukiotason opetuksen lisdksi yleisemminkin matematiikan opetuksen ja osaami-
sen nykytilasta. Tutkimusta aiheesta on tehty melko paljon, mutta painopiste on ollut
selvasti perusopetuksessa, vaikka myos lukiota ja korkeakoulutusta koskevia tutkimuk-
sia on tehty. Koulutuksen arviointineuvosto on toteuttanut nelja lukioon liittyvaa tutki-
musta, jotka ovat kaikki suhteellisen tuoreita (2007—2012). Opetushallituksella puoles-
taan on pitempi historia lukiota koskevissa tutkimuksissa. Mita siis voidaan tutkia jo
melko kattavasti kolutusta aiheesta? Mielestani osaamisen tutkimusta on vaivannut tie-
tynlainen pinnallisuus: on keskitytty muun muassa matematiikan aihealueiden tai oppi-
joiden taustatekijoiden tutkimukseen. Siksi tarkoituksena on nyt tarjota uusi nakdkulma
matematiikan opetuksen ja oppimisen tutkimukseen, jossa matemaattisen ajattelun eri
puolet eivat ole saaneet riittavaa painoarvoa.

Taman tutkimuksen mielenkiinnon kohteena on ylioppilaskokeissa ja korkeakoulujen
paasykokeissa vaadittu ja niissa osoitettu matemaattinen osaaminen ja ajattelu. Huomio
kiinnitetaan myos kokeiden valittamaan kuvaan matematiikasta. Ylioppilaskokeiden tuli-
si mitata lukion suorittaneiden matemaattista osaamista hyvin laaja-alaisesti, silla kor-
keakoulutuksen kentalla tarvitaan varsin erilaista matematiikan osaamista oppilaitokses-
ta ja alasta riippuen. Korkeakoulujen paasykokeet on otettu tarkastelun kohteeksi, silla
nain saadaan kuva eri oppipolkujen vaatimasta matemaattisesta osaamisesta ja voi-
daan suhteuttaa lukio-opetuksessa tehtyja valintoja opiskelijoiden todellisuuteen. Toki
matematiikan opiskelu lukion jalkeisissa oppilaitoksissa saattaa poiketa merkittavasti
lukio-opetuksesta, mutta taman tutkimuksen mielenkiinto kohdistuukin siihen mita lu-
kiomatematiikka tarjoaa korkeakouluopiskelulle sen alkuvaiheessa. Paasykokeet ovat
oletettavasti hyva indikaattori korkeakoulutuksen vaatimista perustaidoista, joiden poh-
jalta korkeakouluissa jatketaan matematiikan taitojen kehittamista. Tallila (2013) on tut-
kinut aihetta matematiikan aihealueiden nakdkulmasta ja mainitsee tutkimuksen yhtena
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tuloksena sen, etta ylioppilaskokeissa testataan tyypillisesti hyvin tasaisesti eri aihealu-
eita. Ylioppilaskokeiden valmistelussa huomioidaan siis todennakoisesti matemaattinen
osaaminen eri aihe-alueiden muodossa, mutta tehtavia valmistellessa tulisi keskittya
yhta lailla matemaattisen ajattelun vaativuuteen. Tassa tutkimuksessa selvitetaan miten
matemaattisen ajattelun eri puolet tulevat esille ja samalla voidaan kenties paatella mi-
ten hyvin ne kokeiden valmistelussa huomioidaan. Erityisesti aihe on ajankohtainen,
kun matemaattisen ajattelun ja osaamisen perusteita joudutaan miettimaan uudelleen
teknologian tullessa kiinteaksi osaksi matematiikan kulttuuria. Tutkimus saattaa hyodyt-
taa myos opettajia, jotka muun muassa valmistelevat kokeita ja joutuvat pohtimaan ko-
keissaan vaadittujen ajattelutaitojen ilmenemista. Heille tama tutkimus voi tarjota ajatte-
lun valineitd matematiikan osaamisen mittaamiseksi uudesta nakokulmasta.

Matemaattinen osaaminen maaritellaan tassa tutkimuksessa teoreettisiin malleihin poh-
jaten. Tama lahtokohta katsottiin kaikista mielekkaimmaksi, koska aineisto olisi joka ta-
pauksessa niin pieni, etta tehtavat eivat valttamatta olisi nostaneet kaikkia matemaatti-
sen osaamisen piirteita yhta varmasti esiin — tai ainakin tuloksena olisi ollut ylioppilas-
lautakunnan ja korkeakoulujen paasykokeista vastaavien tahojen varittama nakemys
matematiikan osaamisesta, mika ei palvelisi tutkimuksen tarkoitusta. Teoriasidonnai-
suus nahtiin siis valttamattomana ylioppilaskokeiden ja paasykokeiden arvioinnin kan-
nalta. Matemaattisen osaamisen kokonaisuuden teoreettinen ymmartaminen on yksi
taman tutkimuksen ensisijaisista tavoitteista, mutta se ei tarkoita sita, etta tarkastelu
jatettaisiin aiemman tiedon varaan. Tutkimuksen aikana kavi nimittdin selvaksi, etta
aiemmat tarkastelut eivat tarjonneet valmiita ratkaisuja matemaattisen osaamisen arvi-
oimiseksi, kun arvioinnin kohteena olivat ylioppilaskokeet ja korkeakoulujen paasyko-
keet. Hahkiéniemi ja Viholainen (2004) ovat olleet saman ongelman edessa ja paaty-
neet muotoilemaan oman mallinsa tehtavien luokittamiseksi. Luokittelusysteemi keskittyi
kuitenkin ehka liiaksi tehtavien ulkoisten seikkojen luokittamiseen ja perustui paaasias-
sa suomalaiseen nakemykseen, joten sita ei nahty riittavaksi taman tutkimuksen tarkoi-
tuksiin. Uuden luokittelusysteemin luomiseksi tarkasteltiin kansainvalisesti suosittuja ja
lupaavia matemaattisen osaamisen teorioita. Luokittelusysteemi paadyttin muodosta-
maan paaasiassa kahden, vanhan ja uuden, nakemyksen yhteistarkastelulla: Wilsonin
(1971) ja Kilpatrickin, Swaffordin ja Findellin (2001) muotoilemat matemaattisen osaa-
misen mallit yhdistyivat teoreettisessa osuudessa luokittelusysteemiksi — kaytannossa
tehtavakategorioiksi, joiden avulla matematiikan tehtavien ratkaisussa vaadittavaa ajat-
telua voidaan luokitella.

Tutkimuksen yksi tavoite on tarkastella toisen- ja korkea-asteen matematiikan vastaa-
vuutta: vastaako lukiokoulutus korkeakoulujen matemaattisiin tarpeisiin ja toisaalta hae-
taanko korkeakouluissa sellaista matemaattista osaamista, jota lukio tarjoaa? Aihetta on
toki tutkittu esimerkiksi koulutuksen arviointineuvoston julkaisussa Lukion tuottamat jat-
kokoulutusvalmiudet korkeakoulutuksen nékbékulmasta (Hautamaki, Sékkinen, Tenhu-
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nen, Ursin, Vuorinen, Kamppi & Knubb-Manninen 2012), jossa keskitytaan erityisesti
lukiolaisten nakemyksiin omasta korkeakoulukelpoisuudestaan ja toisaalta korkeakou-
luopettajien huomioihin lukio-opiskelijoiden osaamisesta. Tassa tutkimuksessa jatke-
taan samasta teemasta tarkastelemalla oppilaitosten osuutta matemaattisen osaamisen
kehittdmisessa niiden opiskelijavalinnan painopisteita tutkimalla. Aihetta tarkastellaan
myos laajemmin kuin korkeakoulutuksen tarpeiden nakokulmasta, silla ylioppilaskokei-
den ilmentdmaa matemaattisen osaamisen mittaamisen laaja-alaisuutta arvioidaan
myoOs teoreettisesta perspektiivista. Opiskelijoiden osaamisen analysointiin kaytettiin
Tallilan (2013) esittamia kevaan 2004—-2012 ylioppilaskoetilastoja ja Tampereen yliopis-
ton opiskelijavalintajarjestelmasta saatuja, vuosien 2004-2013 matematiikan paasyko-
keiden arvostelutilastoja.



2 MATEMAATTINEN OSAAMINEN MATEMATIIKAN TEHTAVIEN RAT-
KAISUPROSESSISSA

Matemaattisen osaamisen tai taitavuuden kasitteestd on muodostettu kirjallisuudessa
useita erilaisia nakemyksia. Taman tutkimuksen perustana tullaan kayttdamaan kahta
mallia, joiden avulla on tarkoitus rakentaa tehtavien luokitteluun sopiva kategoriasys-
teemi. Mallilla tarkoitetaan tassa yhteydessa eri asiaa kuin teorialla. Mallit ovat todelli-
suuden abstraktioita, jotka auttavat jasentamaan kokonaisuuksia tuomalla esiin niiden
olennaisia piirteita. Teorian ja mallin ero liittyy tasmallisten lakien olemassaoloon ja nii-
den varmentamiseen. Mallit ovat usein teorioiden esiasteita, joita voidaan testata tutki-
muksen keinoin. Eras mallityyppi on yhteiskuntatieteissa paljon kaytetyt taksonomiat eli
luokitusjarjestelmat. (Hirsijarvi, Remes & Sajavaara 2009, 145-146.) Jaljempana esitel-
tava Wilsonin (1971) taksonomia, onkin nimenomaan kategoriasysteemi, jonka avulla
tehtavia voidaan luokitella. Toinen, Kilpatrickin, Swaffordin ja Findellin (2001) malli, puo-
lestaan keskittyy kuvailemaan matemaattisen taitavuuden osa-alueita. Termien selven-
taminen lienee paikallaan, silla haluan erottaa toisistaan taitavuuden, osaamisen ja ajat-
telun kasitteet. Tassa tutkimuksessa kaytetaan termia "matemaattinen taitavuus”, kun
viitataan Kilpatrickin, Swaffordin ja Findellin (2001) malliin. "Matemaattinen osaaminen”
puolestaan liittyy teoreettisessa viitekehyksessa muodostettuun kokonaiskasitykseen,
joka koskee oppijan kognitiivisia ominaisuuksia ja taitoja. Matemaattiseen osaamiseen
liittyy vahvasti myoOs affektiivinen puoli, vaikka siihen ei keskityta tassa tutkimuksessa.
"Matemaattinen ajattelu” puolestaan mainitaan kun halutaan erityisesti korostaa mielen
sisaisia prosesseja.

2.1 Kilpatrickin, Swaffordin ja Findellin malli

Matemaattisen taitavuuden (mathematical proficiency) malli esitelldan teoksessa Adding
it up: helping children learn mathematics (Kilpatrick ym. 2001). Tatad mallia on lainattu
laajalti 2000-luvulla aiheeseen liittyvissa tutkimuksissa ja kirjallisuudessa (ks. esim.
Joutsenlahti 2005, Schoenfeld 2007).

Kilpatrick, Swafford ja Findell (2001, 115-175) esittavat ja kuvailevat viiden saikeen
avulla menestyksekkaan matemaattisen oppimisen edellyttamia ominaisuuksia. Nama
viisi saietta ovat:
1. Kasitteellinen ymmartaminen (conceptual understanding): matemaattis-
ten kasitteiden, operaatioiden ja relaatioiden ymmarrys; tieto matemaattis-
ten symbolien, diagrammien ja proseduurien merkityksesta.



2. Proseduraalinen sujuvuus (procedural fluency): matemaattisten prose-
duurien suorittaminen joustavasti, huolellisesti, tehokkaasti ja tarkoituksen-
mukaisesti.

3. Strateginen kompetenssi (strategic competence): Kyky muodostaa
matemaattisia ongelmia seka suunnitella strategioita niiden ratkaisemiseksi
kayttaen kasitteita ja proseduureja soveltuvalla tavalla.

4. Mukautuva paattely (adaptive reasoning): logiikan kayttdaminen ongelman
ratkaisun selittamiseen ja perustelemiseen tai eteneminen jostakin tunne-
tusta johonkin aiemmin tuntemattomaan.

5. Yrittelidgisyys (productive disposition): matematiikan nakeminen jarkevana,
kaytannollisena ja kayttokelpoisena seka tahtoa nahda vaivaa matematiikan
eteen. (Kilpatrick ym. 2001, 118-133.)

Matemaattisen taitavuuden saikeet ovat tiukasti toisiinsa yhteenkietoutuneet, silla ne
kuvaavat kompleksisen kokonaisuden eri puolia. Taitavuuden kehittyminen
matematiikassa vaatii naiden kaikkien saikeiden kehittamista. Keskittymalla ainoastaan
yhteen tai kahteen saikeeseen ei ole mahdollista tulla matemaattisesti taitavaksi
Kilpatrickin ym. (2001, 116) esittelemassa merkityksessa.

Kasitteellinen ymmartaminen liittyy matemaattisen tiedon strukturointiin. Kasitteiden,
operaatioiden ja relaatioiden ymmartaminen perustuu yhteyksien runsauteen ja maa-
raan. Tallainen hyvin organisoitu tietorakenne edistaa niin uuden oppimista kuin vanhan
mieleen palauttamista. Ymmartaen opitun palauttaminen on helpompaa kuin ulkoa opi-
tun tiedon, koska tieto voidaan talldin rekonstruoida. Esimerkiksi opitun menetelman
muistaminen vaarin on epatodennakdista, jos se on aikanaan ymmarretty, silla talldin on
mahdollista paatellda onko mieleen palautettu menetelma matemaattisesti mielekas.
(Kilpatrick ym. 2001, 118-120.)

Kasitteellista ymmartamista ei valttamatta voi tarkastella luotettavasti objektiivisesta na-
kokulmasta kun kyseessa on askettain opittu asia. Tama johtuu siita, etta kasitteellisen
ymmarryksen ei tarvitse olla verbaalisesti ilmaistavissa, koska kasitteet ymmarretaan
usein ennen kuin tatd ymmarrysta kyetaan ilmaisemaan. (Kilpatrick ym. 2001, 118-
120.)

Uuden asian oppimiseen vaadittavan tiedon maara vahenee kun on mahdollista perus-
taa se aiemmin opittuun. Samoin uusien ja vieraiden ongelmien ratkaiseminen perustuu
tietoon, joka on aiemmin ymmarretty. Kasitteellista ymmarrysta kartuttaneet oppijat na-
kevat yhteyksia kasitteiden ja proseduurien valilla seka osaavat perustella joitakin fakto-
ja muiden seurauksina. (Kilpatrick ym. 2001, 118—120.)



Proseduraalinen sujuvuus liittyy paitsi taitoon kayttaa matemaattisia proseduureja niin
my0s siihen milloin ja miten niitd kaytetaan. Konseptuaalinen ymmartaminen ja pro-
seduraalinen sujuvuus ovat vahvasti kytkOksissa toisiinsa, silla usein proseduurien har-
joittelu vahvistaa ymmarrysta ja toisaalta ymmartamalla proseduurin taustalla olevan
matemaattisen rakenteen on virheen tekeminen epatodennakdisempaa. Proseduurien
oppiminen kuitenkin ennen ymmartamiseen tahtaavaa opetusta voi haitata ymmarryk-
sen muodostumista. Tasta kay esimerkiksi vahennyslaskujen suorittaminen allekkain:
kokematon laskija saattaa erehdyksessa vahentda aina isommasta luvusta pienen,
vaikka luvut olisivat allekkainlaskussa missa jarjestyksessa tahansa. Vahennyslaskun
ymmartanyt laskija sen sijaan tietaa, etta lukujen jarjestyksella on merkitysta ja osaa
perustella sen. Proseduurien kayttoon liittyvan tiedon lisaksi myos tulosten arviointi kuu-
luu proseduraalisen sujuvuuden saikeeseen. (Kilpatrick ym. 2001, 121-124.)

Strateginen kompetenssi on saikeena hyvin samankaltainen kuin perinteisesti kirjalli-
suudessa esitetty taito muotoilla ja ratkaista ongelmia. Ongelman muotoilu on olennai-
nen osa ongelman ratkaisua, vaikka usein tama vaihe sivuutetaan koulussa valmiiksi
laadittuina tehtavina. Ongelman ratkaiseminen itsessaan lahtee yleensa liikkeelle sen
esittamisesta jossakin muodossa: sanallisesti, numeerisesti, symbolisesti tai graafisesti.
Strateginen kompetenssi edellyttaa useiden ratkaisustrategioiden tietamista seka kykya
soveltaa tietoja ja taitoja. Ongelmia voi Iahestya tilanteesta ja omista kyvyista riippuen
esimerkiksi paattelemalla, arvaamalla, algebrallisesti tai muulla tavoin. Yksittaisten tilan-
teiden mentaalinen konstruointi on usein menestyksekkdan ongelmanratkaisun avain.
Samoin ongelmien taustalla olevien matemaattisten struktuurien ndkeminen on osa
strategista kompetenssia. Ulkoisista seikoista huolimatta eri ongelmilla voi olla saman-
lainen matemaattinen struktuuri ja talldin on ongelmanratkaisun kannalta hyodyllista
tunnistaa tilanteiden samanlaisuus ja yhteys matemaattisiin kasitteisiin. Proseduraalisen
sujuvuuden saie liittyy vahvasti strategiseen kompetenssiin proseduurien valinnan kan-
nalta. (Kilpatrick ym. 2001, 124-129.)

Mukautuva paattely viittaa kykyyn ajatella loogisesti kasitteiden ja tilanteiden valisista
suhteista. Todistaminen ja muu deduktiivinen paatteleminen kuuluvat tahan saikeeseen,
mutta eivat kata sen merkitystd kokonaan. Mukautuva paattely sisaltaa viela informaalin
selittamisen ja perustelemisen lisaksi intuitiivisen ja induktiivisen jarkeilyn, joka perustuu
saannonmukaisuuksiin, analogioihin ja metaforiin. Toisin kuin voisi luulla, mukautuva
paattely ei ole ainoastaan hyvin edistyneiden oppijoiden saie. Lapset kykenevat mukau-
tuvaan paattelyyn jo hyvin pienessa iassa ja osaavat "todistaa" yksinkertaisia mate-
maattisia vaitteitd. Oppimisen kannalta on tarkeaa kyeta perustelemaan ja selitttmaan
ideansa, jotta voi tehda jarkeilynsa itselleen selvaksi ja kasvattaa nain kasitteellista
ymmarrystaan. (Kilpatrick ym. 2001, 129-131.)
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2.2 Wilsonin taksonomia

James W. Wilson esitteli jo vuonna 1971 tehtavien luokittelujarjestelman, johon viitataan
yleisesti Wilsonin taksonomiana. Se keskittyy vahvasti kategorisoimaan matemaattisia
kykyja ja heijastelee oman aikansa kognitiivista oppimiskasitysta. Toisin kuin Kilpatrickin
ym. mallissa, eri tasot ja niiden yksittaiset kyvyt nahdaan toisistaan erillisina. Huomatta-
vaa on myos, etta malli jaottelee kategoriat kognitiivisen kompleksisuuden perusteella,
ja ettd kompleksisuus jossakin matemaattisessa tehtavassa merkitsee muutakin kuin
yksinkertaisesti sen vaikeutta.

Wilsonin taksonomian kognitiivinen jaottelu perustuu neljaan tasoon:

1. Laskeminen (computation) - tehtavien painotus on operaatioiden tietamisessa ja
suorittamisessa, ei niinkaan soveltuvien operaatioiden valinnassa.

2. Ymmartaminen (comprehension) - tehtavat vaativat periaatteiden ja niiden valisten
suhteiden ymmartamista, mutta ei niiden kayttamista ratkaisun tuottamiseksi. Myos
ongelman elementtien muokkaaminen muodosta toiseen kuuluu ymmartamisen ta-
solle.

3. Soveltaminen (application) - tehtavat vaativat relevantin tiedon muistamista, sovel-
tuvien operaatioiden valintaa ja operaatioiden suorittamista. Ne vaativat myos kasit-
teiden kayttoa tietyissa konteksteissa tavalla, jota on oletettavasti harjoiteltu.

4. Analyysi - vaatii ei-rutinoitunutta kasitteiden soveltamista. Analyysitason tehtavat
vaativat siis kasitteiden ja operaatioiden kayttda seka organisointia vieraassa kon-
tekstissa. Ne saattavat myos vaatia asioiden valisten suhteiden tunnistamista ja
mallien I6ytamista. (Wilson 1971, 649)

Jokainen naista neljasta tasosta on jaettu 3—6 alakategoriaan, jotka erittelevat tasolla
olevia kykyja ja valmiuksia. Wilsonin taksonomia huomioi myds affektiiviset ominaisuu-
det omina tasoinaan: kiinnostus ja asenne seka arvostus. Affektiivisten saavutusten mit-
taaminen, niiden kompleksisesta luonteesta johtuen, on usein hankalampaa kuin kogni-
tiivisten. (Wilson 1971, 662—-663.) Affektiivisten ominaisuuksien merkitysta ei ole kuiten-
kaan syyta vahatellda matemaattisen osaamisen kannalta, mista osoituksena voidaan
pitda opiskelijavalinnan perinteita. Perinteinen kyna-paperi -koe ei huomioi affektiivisia
ominaisuuksia. Valintakokeissa saatetaankin jarjestda esimerkiksi haastatteluja, joilla
voidaan kartoittaa hakijoiden asenteita, kiinnostuksia, motivaatiota, ahdistuneisuutta,
itsetuntoa tai muita ominaisuuksia, jotka kuuluvat Wilsonin taksonomian affektiiviseen
tasoon.
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Wilsonin taksonomian ensimmaisen tason (laskeminen) alakategorioita ovat faktatieto,
terminologia ja taito suorittaa algoritmeja. Faktatiedolla tarkoitetaan materiaalin tuotta-
mista lahes samassa muodossa kuin se on esitetty. Terminologia viittaa puolestaan yk-
sinkertaisiin kasitteisiin. Viimeinen laskemistason alakategoria, taito suorittaa algoritme-
Ja, tarkoittaa lausekkeiden tai yleisemmin elementtien manipulointia joidenkin opittujen
saantdjen mukaan. Algoritmin valinta kuuluu kognitiivisesti kompleksisemmalle tasolle.
(Wilson 1971, 660, 665—669.)

Ymmartamisen tasolla on kuusi alakategoriaa, jotka liittyvat paaasiassa periaatteiden ja
niiden valisten suhteiden ymmartamiseen. Késitetieto on jossakin mielessa faktatietoa
kompleksisempaa, silla siihen liittyy paatoksentekoon sisaltyvaa kasitteen kayttamista
tai jonkin asian tunnistamista tiettyyn kasitteeseen kuuluvaksi. Tieto periaatteista, sdén-
noistd ja yleistyksisté liittyy oppijan aiemmin kohtaamiin kasitteisiin ja ongelmien ele-
mentteihin. Tieto matemaattisesta struktuurista koskee lahinna numerosysteemien omi-
naisuuksia ja algebrallisia struktuureja. Taito muokata ongelman elementit moodista
toiseen tarkoittaa muokkaamista verbaalisen, kuvallisen tai symbolisen esityksen valilla.
Taito seurata pé&éttelyketjua on toisin sanoen taito lukea ja tulkita matemaattisia argu-
mentteja kun taas viimeinen alakategoria talla tasolla, taito lukea ja tulkita matemaattisia
ongelmia, viittaa ongelmanratkaisun ensimmaisiin vaiheisiin. Viimeisin alakategoria on
taito, joka on selvasti erillinen normaalista verbaalisesta ja yleisesta lukutaidosta. (Wil-
son 1971, 660-661, 669-676.)

Soveltamistason tehtavat edellyttavat usein monivaiheista tyoskentelya, mika erottaa ne
laskemisen- ja ymmartamisen tasoista. Toisaalta ne sisaltavat ennestaan tuttuja ele-
mentteja, jotka liittyvat laheisesti aiemmin opittuihin asioihin. Ensimmainen alakategoria
talla tasolla on taito ratkaista rutiiniongelmia. Se saattaa edellyttaa algoritmin valintaa ja
kayttamistd ongelman ratkaisemiseksi. Sanallisissa tehtavissa tata edeltdd ongelman
muotoilu symbolisessa muodossa. Voi olla myos, ettd ongelman ratkaisemiseen liittyy
periaatteen tai sdadnnon valinta, periaatteen kayttéa algoritmin valinnassa tai useiden
laskujen suorittamista. Jos opiskelija ei tunnista ongelmaa samanlaiseksi kuin aiemmin
opituissa tilanteissa, on kyseessa kognitiivisesti vaativampi ongelma. Taito tehdé vertai-
luja vaatii relevantin tiedon mieleen palauttamista, yhteyksien ldytamista ja paatdsten
muotoilua. Vertailujen tekeminen on luonteeltaan rutiininomaista, joten tama alakatego-
ria kuuluu analyysin sijaan soveltamisen tasolle. Kolmas alakategoria on taito analysoi-
da tietoa. Se tarkoittaa informaation lukemista ja tulkitsemista seka paatosten tekemista
niiden perusteella. Tiedon analysointitaitoihin kuuluu myos taito paloitella ongelmaa
osaongelmiksi, erottaa olennainen epaolennaisesta ja muodostaa yhteyksia jo ratkaistu-
jen osaongelmien kanssa. Viimeinen soveltamistason alakategoria, taito tunnistaa
sddnnénmukaisuuksia, isomorfismeja ja symmetrioita, voi tarkoittaa relevantin tiedon
mieleen palauttamista, ongelman elementtien muokkaamista, naiden elementtien
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muokkaamista tietyssa jarjestyksessa tai yhteyksien tunnistamista. (Wilson 1971, 661—
662, 676—680.)

Kognitiivisesti kompleksisin taso on analyysi, joka tarkoittaa usein siirtymista ennestaan
tuntemattomaan kontekstiin. Sen vuoksi tdman tason tehtavissa korostuu heuristinen
lahestymistapa ja luovuus. Ensimmainen alakategoria on taito ratkaista rutinoitumatto-
mia ongelmia, mika edellyttdd aiemmin opitun siirtamista uuteen yhteyteen. Rutinoitu-
mattomat ongelmat ovat siis sellaisia, joita ei ole aiemmin kohdattu, ja joiden ratkaise-
miseksi ei ole kaytettavissa algoritmia. Niiden ratkaiseminen saattaa vaatia ongelman
osasten uudelleenjarjestelya ja niiden yksityiskohtaista tutkimista. Analyysitasolle kuu-
luu myos taito 16ytéé asioiden vélisia suhteita, joka eroaa sovellustason taidosta tunnis-
taa saanndnmukaisuuksia, isomorfismeja ja symmetrioita siind, etta tuttujen suhteiden
tunnistamisen sijaan tulee muodostaa uusia yhteyksia. Asioiden valisten suhteiden 16y-
taminen vaatii ongelman elementtien uudelleen jarjestamista. Analyysitasolle kuuluu
luonnollisesti todistamisen taito, joka saattaa kuulua myos alemmalle tasolle, jos todis-
tuksessa on jotakin ennestaan tuttua. Todistamisen lisaksi Wilsonin taksonomia eritte-
lee talle analyysitasolle taidon kritisoida todistuksia, joka voidaan my0Os ilmaista ylei-
semmin taitona kritisoida mitd tahansa matemaattisia argumentteja. Todistamisen tai-
dosta erillisena alakategoriana on taito muodostaa ja perustella yleistyksia. Se tarkoittaa
yhteyksien |0ytamista ja niiden vahvistamista muotoilemalla todistuksia.(Wilson 1971,
662, 680-685.)

2.3 Mallien yhdistiminen tehtiavikategorioiden luomiseksi

Wilsonin taksonomia ja Kilpatrickin ym. matemaattisen taitavuuden malli tarjoavat hyvan
lahtokohdan tehtavakategorioiden luomiseksi. Wilsonin taksonomia antaa kategoriasys-
teemille konkreettisuutta, silla sen sisaltdma luokittelu on hyvin tarkennettua ja yksityis-
kohtaista. Kilpatrickin ym. matemaattisen taitavuuden malli puolestaan luo kategoriasys-
teemille raamit ja eheyttaa sitd. Kuvassa 1 on havainnollistus mallien yhteensovittami-
sesta.
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Kilpatrick, Tehtavakategoriat Wilson
Swafford & Faktatieto (A.1)

Findell Terminologia (A.2)
Kasitetieto (B.1)

Kasitetieto

Tieto periaatteista, sddnndistd ja yleistyksistd (B.2)
Tieto matemaattisesta struktuurista (B.3)
Taito seurata péittelyketjua (B.5)

Taito tehdd vertailuja (C.2)

Ominaisuustehtiva

[N

Kasitteellinen
ymmartdminen

Mekaaninen tehtava
i ; Rutiiniongelma
Proseduraalinen
L sujuvuus
| :

Taito suorittaa algoritmeja (A.3) ]

Taito ratkaista rutiiniongelmia (C.1) ]

SR

Taito muokata ongelman elementit moodista toiseen (B.4)

Taito lukea ja tulkita matemaattisia ongelmia (B.6)

Strateginen
kompetenssi

Strategiatehtava Taito ratkaista rutiiniongelmia (C.1)

Sovellustehtivi Taito analysoida tietoa (C.3)

Taito ratkaista rutinoitumattomia ongelmia (D.1)

Mukautuva
paattely

Taito tunnistaa sddnnénmukaisuuksia, isomorfismeja ja
symmetrioita (C.4)
Taito 16yt asioiden vilisid suhteita (D.2)

Konstruointitehtdva

Taito muodostaa ja perustella yleistyksid (D.5)

Todistukset

[\ [ N

Todistamisen taito (D.3)
Taito kritisoida todistuksia (D.4)

Kuva 1. Kilpatrickin ym. mallin ja Wilsonin taksonomian synteesind luodut tehtavakategoriat. Wilsonin
taksonomiassa alakategoriat on merkitty tason mukaisesti kirjain-numero -parilla siten, ettd A = laskemi-
nen, B = ymmartadminen, C = soveltaminen ja D = analyysi. Numero on helpottamassa vain alakategorioi-
den identifioimista.

Wilsonin taksonomian alakategoriat asettuvat jotakuinkin kognitiivisen kompleksisuuden
mukaiseen jarjestykseen, vaikka ne yhdistetaankin Kilpatrickin ym. malliin, joka ei ota
yhta selvasti kantaa ominaisuuksiensa vaatiman ajattelun tasoon. Selvid eroja naista
malleista kuitenkin 10ytyy, kun niiden valittamaa kuvaa matemaattisesta osaamisesta
tarkastelee lahemmin.

Kilpatrick ym. eivat mainitse mallissaan ehka jopa itsestaanselviaa faktatiedon ja termi-
nologian yhteytta matemaattiseen taitavuuteen. liman naita tietoja on hankalaa olla vuo-
rovaikutuksessa matemaattisen kulttuurin kanssa. Kasitetieto on selvasti erillista fakta-
tiedosta ja terminologiasta, silla jotkin asiat ovat ainoastaan sopimuskysymyksia eika
niiden tietamiseen liity erityistd ymmartamista. Biologisesti sekundaariset matemaattiset
taidot, joita opitaan formaalissa opetuksessa, sisadltavat yleensa naita konventioita
(Geary 1996, 145-166).
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Wilsonin esittama laskemisen taso on kognitiivisesti hyvin vaatimaton, koska se kasittaa
ainoastaan laskujen mekaanisen suorittamisen — ei esimerkiksi proseduurien valintaa.
Kilpatrick ym. yhdistavat myos tiedon siitéd miten ja milloin kayttaa proseduureja vastaa-
vaan luokkaan. Tassa tutkimuksessa tullaan erottelemaan tehtavat edella mainitun omi-
naisuuden perusteella mekaanisiin tehtaviin ja rutiiniongelmiin, silld nain voidaan erotel-
la paremmin selvasti erityyppisia tehtavia.

Kilpatrickin ym. mallissa strateginen kompetenssi edustaa ongelmanratkaisun taitoja,
mutta se ei viela erottele riittavasti ongelmien vaatimaa matemaattista ajattelua. Wilson
puolestaan erottelee toisistaan rutinoituneen ja rutinoitumattoman ongelmanratkaisun.
Tama jako on matematiikan tehtavia tarkastellessa luonnollinen, vaikka se ei olekaan
yksikasitteinen. Rutiinin ja rutinoitumattoman prosessin arviointi edellyttaa ratkaisijan
taitojen arviointia.

Tarkastellaan sitten muodostettuja kahdeksaa tehtavakategoriaa. Kategoriat on muo-
dostettu sen mukaan, millaista matemaattista osaamista ne vaativat. Tarkoituksena on
ollut luoda Kilpatrickin, Swaffordin ja Findellin maaritteleman matemaattisen taitavuuden
kasittava kategoriasysteemi, joka jaottelee tehtavida myds niiden vaatiman ajattelun
kompleksisuuden perusteella. Kilpatrickin ym. mallin nelja kognitiivista ominaisuutta
koskevaa kategoriaa on jaettu kukin kahdeksi eri tehtavakategoriaksi, mutta tavoitteena
ei ole ollut "pakottaa" tehtavakategorioita jakautumaan nain symmetrisesti. Tehtavaka-
tegoriat on pyritty muotoilemaan selkeasti erillisiksi, mutta se ei tarkoita sita ettei sama
tehtava voisi kuulua kahteen tai jopa useampaan samanaikaisesti. Tama on linjassa
Kilpatrickin ym. mallin yhteenkietoutuneiden saikeiden kanssa. Jokaisesta kategoriasta
on annettu esimerkki tehtavanantona, jonka ratkaisijaksi ajatellaan lukion pitkdn mate-
matiikan suorittanutta opiskelijaa ellei toisin mainita. Ylioppilastehtavien tehtavanantojen
lahteena on kaytetty MatTa-sivustoa (Kivela 2012). Ylioppilastehtavien osalta nama viit-
taukset sisaltavat jaljempana tehtavien esiintymisajankohdan ja tehtavanumeron.

Kasitteellinen ymmartiminen

1. Kasitetieto

Kasitetietoa vaativat tehtavat sisaltavat faktatietoa, terminologiaa tai kasitteita, joiden
tunteminen on edellytys tehtavien suorittamiselle. Kasitetiedon tulee olla selvasti tehta-
vassa avainasemassa ja sen tulee olla yleisista triviaaleista faktoista, termeista tai kasit-
teista poikkeavaa.

Esim. Selosta millainen on yhtdléon numeerisessa ratkaisemisessa sovellettava
Newtonin menetelma.
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Esim. Miten maaritellddn sarjan )72, a;n:s osasumma S§,? Mitd tarkoitetaan
sarjan .2, a; suppenemisella? (YO pitka 2009 kevat, t. 13)

Ratk. n:s osasumma maaritelladn seuraavasti:

n
Sn = z a;
i=1

Sarjan suppenemisella tarkoitetaan sita, etta on olemassa raja-arvo

lim §,,.

n—-oo

Edella olevassa ratkaisussa tulee ensinnakin tietaa mita sarjan osasummalla tarkoite-
taan ja toiseksi tulee tietdd osasumman merkitsemistapa. Toiseen kysymykseen vas-
taamiseksi edellytetdan suppenemisen kasitteen tuntemista, jolloin on mahdollista liittaa
tama tieto sarjan summan raja-arvoon.

2. Ominaisuustehtava

Taman kategorian tehtavat vaativat ratkaisijaltaan tietoa tai analysointia matemaattisten
olioiden tai objektien ominaisuuksista. Tehtavan ratkaiseminen edellyttad sisaistynytta
tietoa tai ymmarrysta matematiikan periaatteista, saannoista tai struktuurista. Tehtavilla
arvioidaan matemaattisen ymmarryksen hyodyntamista ja yleistd matemaattista abst-
raktia ajattelua.

Esim. Oheiset kuviot muodostuvat kahdesta ympyrasta, jotka menevéat osittain
paallekkain. Kuviot ovat identtisia lukuun ottamatta varjostuksia.

0) 1)

2) 3)
\‘l "//,/,, -
y ,’/
N 4

Kuvissa 0, 1 ja 2 tummemmalla harmaalla merkittyjen alueiden pinta-alat
ovat 0) 0,54; 1) 0,45 ja 2) 0,20. Mitka ovat kuvioissa 1, 2 ja 3 vaaleammalla
harmaalla varjostettujen alueiden pinta-alat? (TAMK 2013.)

Esim. Suora kulkee pisteen (1,2) kautta. Maarita suoran yhtald, kun
a) se on x-akselin suuntainen,
b) se on y-akselin suuntainen,
¢) sen suuntakulma on — 45 astetta,
d) se on kohtisuorassa suoraa 2x + y = 0 vastaan.
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Piirra kuviot. (YO pitka 2002 kevat, t. 1.)
Ratk. a) Suoran yhtalé ony = 2
b) Suoran yhtald on x = 1
¢) Suoran yhtalo yleisessa muodossa on y — y, = k(x — xy). Nyt
(x0,¥0) = (1,2) ja kulmakerroin on —1. Nain ollen suoran yhtalé on
y=3—x.
d) Suoran 2x + y = 0 yhtalo voidaan ilmaista myds muodossa y = —2x,
mista nahdaan etta sen kulmakerroin k' = —2. Kohtisuoran suoran
kulmakertoimelle k patee kk' = —1. Nyt kysytyn suoran kulmakerroin on %

joten sen yhtaloé on

Edella olevan ratkaisun a- ja b-kohdissa vastaajalla tulee olla tietoa tai ymmarrysta suo-
ran ominaisuuksista. Ratkaisu on toki mahdollista tuottaa muistamalla ulkoa taman omi-
naisuuden, mutta todennakdisemmin oikeaan vastaukseen paatyy, jos on sisaistanyt
suorien ja koordinaatiston ominaisuuksia. c-kohdan ratkaisuun voi saada apua tauluk-
kokirjasta. Tehtavan ratkaiseminen edellyttaa kuitenkin sisaistynytta tietoa matematiikan
periaatteista ja saannoista, joten kyse on ominaisuustehtavasta. d-kohdassa ratkaisu
edellyttdd kulmakertoimien ja suorien kohtisuoruuden valisen yhteyden tuntemista tai
suorien ominaisuuksiin liittyvaa abstraktia ajattelua.

Havainnollistuksen vuoksi otetaan viela yksi esimerkki. Ominaisuustehtavasta olisi
myos kyse, jos alakoululaiselle esitettaisiin tehtava:

Esim. Mika on puuttuva luku?
a)53+29=29+m

b) (167 = 13) x m = 167

Tama tehtava edellyttaa sisaistynytta tietoa tai ymmarrystd matematiikan periaatteista,
saannoista ja struktuurista kyseisella ikakaudella.
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Proseduraalinen sujuvuus

3. Mekaaninen tehtava

Mekaaniset tehtavat voidaan ratkaista tietyn algoritmin tai muutaman ilmeisen lasku-
saannon avulla.

Esim. Ratkaise yhtalo x + 4 = 3x — 2.
Ratk. x +4=3x—-2& x—3x=-2—-4L2x =6&x =3

Yhtalon ratkaiseminen on hyva esimerkki mekaanisesta tehtavasta. Ratkaisijan tulee
olla sisaistanyt yhtaldiden manipulointiin liittyvat saannot, mutta ratkaisu ei edellyta valt-
tamatta niiden syvallista ymmartamista. Toinen esimerkki on sekin mekaaninen, vaikka
ratkaisussa vaaditun ajattelun taso on luultavasti edellista esimerkkia korkeampi.

Esim. Olkoon f(x) = xe " jaglx) = 2%’
a) Ratkaise yhtalo f(x) = g(x)
b) Laske f'(1)
c) Laske integraali folf(x)dx (YO pitka 2011 kevat, t. 3).

4. Rutiiniongelma

Rutiiniongelmat sisaltavat ennestaan tuttuja elementteja siind maarin, etta niiden ratkai-
semiseksi tulee ainoastaan palauttaa mieleen menetelma tai periaate, jolla vastaavat
ongelmat ovat aiemmin ratkenneet. Tehtavaa tarkastellessa on yleensa ilmeista miten
se tulee ratkaista.

Esim. Viivi kavi ostoksilla kolmessa kaupassa. Jokaisessa kaupassa han pani
menemaan 2/3 euroistaan. Lopuksi hanelle jai rahapussiin 1,5 euroa. Miten
paljon hanella oli euroja kun han Iahti ostoksille?

a) 13,5 euroa
b) 35,5 euroa
c) 40,5 euroa
d) 45,5 euroa (Saimaan ammattikorkeakoulu 2005)
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Esim. Kuutio pienennetaan toiseksi kuutioksi siten, ettd sen kokonaispinta-ala
pienenee 36 %. Kuinka monta prosenttia tilavuus pienenee? (YO 2004
syksy, t. 3).

Ratk. Merkitdan kuution sivun pituutta x:11a. Talléin alkuperaisen kuution pinta-ala
on 6x% ja tilavuus x3. Kokonaispinta-ala pienennetyssa kuutiossa on

0,64 - 6x2, joten sivun pituus on 0'646'6x2 =,/0,64 - x? = 0,8x. Pienennetyn
kuution tilavuus on (0,8x)3 = 0,512x3 ja tilavuus pienenee alkuperaiseen
verrattuna 100 - (1 — 0,512) % = 48,8 %.

Lukion pitkdn matematiikan opinnot sisaltavat runsaasti tehtavan ratkaisemiseen val-
mentavaa ajattelua yksinkertaisista ongelmista, joissa tarvitaan tietoa geometristen
kappaleiden ominaisuuksista. Oletettavasti lukion pitkan matematiikan jalkeen opiskelija
tunnistaa kuution sivun, pinta-alan ja tilavuuden suhteet olennaisiksi osiksi ratkaisua ja
pystyy hahmottamaan ratkaisustrategian suhteellisen helposti. Nain ollen, vaikka vas-
taavaa tehtavaa ei olisi koskaan ratkaissut, se on rutiininomaisesti ratkaistavissa eika
siten kuuluu seuraavaan strategiatehtavakategoriaan.

Strateginen kompetenssi

5. Strategiatehtava

Taman tehtavatyypin ratkaisussa kaytettava menetelma ei ole yhta ilmeinen kuin rutiini-
ongelmissa, joten tehtavan ratkaiseminen edellyttdd huolellista suunnittelua. Strategia-
tehtavat vaativat yleensa tunnettujen, tuntemattomien ja haluttujen asioiden tarkastelua
ja lahestymistavan valintaa naiden tietojen hyodyntamiseksi. Matemaattinen lukutaito
korostuu naiden tehtavien ratkaisussa, silla niissa saatetaan esittaa ratkaisun kannalta
ylimaaraista tietoa. Ongelman ratkaisemiseksi tulee hahmottaa tehtdvan elementtien
suhteita ja hyddyntdd matemaattisia periaatteita tilanteissa, jotka pelkistyvat rutiinin-
omaiseksi ongelmanratkaisuksi.

Esim. Paikkakunnat A ja B sijaitsevat pohjoisella pallonpuoliskolla siten, etta
kummankin leveysaste on 49 mutta pituusasteiden ero on 38. Laske paik-
kakuntien valimatka leveyspiiria pitkin mitattuna. Laske myds paikkakuntien
valinen lyhin valimatka maan pintaa pitkin mitattuna. (Maanpinnan epata-
saisuutta ei oteta huomioon.) Maapallon isoympyran pituudeksi oletetaan
40 000 km. Anna vastaus kolmen numeron tarkkuudella. (YO pitka 1999
syksy, t. 8.)
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Esim.

Esim.

Ratk.

Vuonna 2011 uudentyyppisen influenssaviruksen aiheuttama sairastumis-
todennakoisyys on kaikilla 20 %. Yleisesti henkilon alttius sairastua tarkas-
teltavana vuonna riippuu hanen hankkimastaan immuniteetista: jos henkild
on ollut sairas tarkasteltavaa vuotta edeltdavana vuonna, on hanen toden-
nakoisyytensa sairastua tarkasteltavana vuonna 30 % edellisen vuoden
vastaavasta todennakoisyydesta. Jos henkild on ollut terve tarkasteltavaa
vuotta edeltdvan vuoden, on hanen todennakodisyytensa pysya terveena
koko tarkasteltava vuosi 45 % edellisen vuoden vastaavasta toden-
nakoisyydesta.

(a) Henkild ei sairasta vuonna 2011. Milla todennakdisyydella han sairastaa
vuonna 20127 (b) Henkilo ei sairasta vuonna 2011. Milla todennakoi-
syydella han sairastaa vuonna 20137 (Diplomi-insindori- ja  arkkitehtikou-
lutuksen yhteisvalinta 2013.)

Kokonaistuotanto jaetaan materian ja palveluiden tuotantoon. Verrataan
tuotantoa tammikuussa 2008 tammikuuhun 2009. Tana vuoden pituisen
tarkastelujakson aikana materiatuotanto kasvoi 2,0 % ja palveluntuotanto
laski 7,0 %. Kuinka suuri oli materiantuotannon osuus kokonaistuotannosta
tammikuussa 2009,

(a) kun tammikuussa 2008 materia- ja palvelutuotanto olivat yhta suuret?
(b) kun vertailuaikana kokonaistuotanto laski 2,0 %?
(Diplomi-insinddri- ja arkkitehtikoulutuksen yhteisvalinta 2013.)

a) Merkitdan materiatuotannon osuutta m:lla, palvelutuotannon osuutta p:lla
ja kokonaistuotantoa T:lla vuonna 2008. Merkitddn vastaavia suureita
vuonna 2009 m’, p’ ja T'. Materiatuotanto vuonna 2009 on

m' =1,02m = 1,02-0,50T = 0,51T.
Vastaavasti palvelutuotanto on talloin
p' =0,93p = 0,930,507 = 0,465T
Vuonna 2009 kokonaistuotanto
T'=0,51T + 0,465T = 0,975T
Materiatuotannon osuus koko tuotannosta on siis
m'  0,51T
T~ 0,975T
b) Kokonaistuotanto vuoden 2009 tammikuussa oli
T'=0,98T = 1,02mT + 0,93pT
Materiatuotanto voidaan ratkaista edellisesta yhtalosta:

~ 0,523
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0,98 — 0,93

1,02 — 0,93

Materiatuotannon osuus koko tuotannosta vuonna 2009 voidaan laskea
sijoittamalla m:

m =

m' _1,02mT

T' 0,98T

~ 0,578

Tama esimerkki eroaa rutiinitehtavasta suunnitelmallisuuden korostumisena: tuntemat-
tomien, tunnettujen ja haluttujen asioiden suuremmassa merkityksessa ratkaisun onnis-
tumisen kannalta. Tehtavan voi luultavasti myds ratkaista useilla erilaisilla tavoilla, silla
kaytetyt ratkaisustrategiat eivat ole pakotettuja samanlaisiksi esimerkkiratkaisun kans-
sa.

6. Sovellustehtava

Sovellustehtavat vaativat ongelman analysoimista ja aiemmin opitun soveltamista uu-
dessa kontekstissa ratkaisun tuottamiseksi. Tehtdvanannon sanamuodot, konteksti ja
esitysmuoto saattavat poiketa rutiininomaisista tehtavista, joten sovellustehtavat edellyt-
tavat taitoa analysoida tietoa. Valmista algoritmia tai menetelmaa, jolla ongelma voitai-
siin ratkaista, ei ole kaytettavissa, joten tehtavan ratkaiseminen vaatii taitoa paloitella
ongelmaa osaongelmiksi, erottaa olennainen epaolennaisesta ja muodostaa yhteyksia
osaongelmien kanssa, jotka on jo ratkaistu. Sovellustehtavien ratkaiseminen on siis on-
gelmien ratkaisemista tapauksissa, joita ei ole aiemmin harjoiteltu.

Esim. Kaksi lauttaa lahtee liikkeelle samalta rannalta keskipaivalla. Toisen nopeus
on 4,5 kilometria tunnissa kun taas toisen on 4 kilometria tunnissa. Lautat
matkustavat samanpituisia reittejaan lahden poikki (oleta, etta aikaa ei kulu
lauttojen nopeuden hidastumisessa tai lastauksessa). Seuraavan kerran
lautat ovat samassa laiturissa seuraavana keskipaivana, kun ne tapaavat
lahtopisteissaan. Kuinka levea on lahti, jonka lautat ylittavat? (Wilson 1971,
680.)

Esim. Laskeva suora kulkee pisteen (3,4) kautta siten, ettad sen ja koordinaattiak-
selien rajoittaman kolmion ala on mahdollisimman pieni. Maaritd suoran
kulmakerroin ja vastaava pienin ala. (YO pitka 2005 syksy, t. 9.)

Ratk. Suoran yleiseen muotoon y —y, = k(x — x,) sijoittamalla saadaan pisteen
(3,4) kautta kulkevan suoran yhtaloksi y —4 = k(x — 3). Suora leikkaa

koordinaattiakselit arvoilla y; =4 —3k ja x; =3 —%. Muodostuvan suora-
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kulmaisen kolmion pinta-ala on %11, joten se voidaan ilmaista k:n funktio-
na muodossa

1 4 1 16
£(k) =§(3 _E> (4-3K) =5 (24— 9%k =)
Haetaan funktion f pienin arvo tutkimalla sen derivaatan nollakohtaa:
f'k)=0
1 16
o7(-9+m) =0
16

K2 =
< 9

k +4
ok=+-=
-3

Laskevan suoran kulmakerroin on negatiivinen, joten mahdollinen minimi-
kohta on k, = —g. Varmistetaan tama tutkimalla derivaatan arvoja ky:n ym-
paristossa: f'(k) <0, kun k <k, ja f'(k) >0, kun ky < k < 0. Kyseessa

on siis aito minimikohta ja funktion arvo tassa kohtaa on f (—%) = 24.

' " 4 . ' .
Suoran kulmakerroin on siis —3 Ja vastaava pienin ala 24.

Tehtavan ratkaiseminen vaatii lukiolaiselta ennen kaikkea aiemmin opitun soveltamista
uudessa yhteydessa, sinansad osaongelmien ratkaiseminen on ajoittain rutiininomaista
eika tehtavanannon analysointi ole paaosassa. Tehtavan ratkaisu koostuu osaongel-
mien ratkaisemisesta ja niiden merkityksen tulkinnasta kokonaisratkaisun kannalta, siksi
kyseessa on sovellustehtava.

Mukautuva paittely

7. Konstruointitehtava

Konstruointitehtavien ratkaiseminen edellyttad paattelya, joka perustuu saannénmukai-
suuksien, analogioiden tai symmetrioiden nakemiseen ja niiden hyddyntamiseen. Ta-
man tehtavatyypin ongelmissa saatetaan muodostaa yleisesti pateva lauseke tai periaa-
te induktiivista paattelya kayttaen. Yleisesti patevan ratkaisun muotoilu voi olla tehtavan
tavoite tai vain keino sen ratkaisemiseksi. Ratkaisuprosessi vaatii tyypillisesti matemaat-
tisen perusymmarryksen ja jarkeilyn yhdistamista, joten ratkaisut edellyttavat myos pe-
rustelutaitoja. Perusteleminen saattaa tulla esille ainoastaan yksilon sisaisena aktiviteet-
tina, koska ratkaisussa eteneminen vaatii asioiden perustelemista itselleen — ei valtta-
matta muille.
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Esim. Astiassa on vedelld laimennettua etanolia, jota kuluu jatkuvasti. Alkutilan-
teessa, jolloin astia on taynna, etanolin ja veden sekoitussuhde on 1:4. Ta-
man jalkeen, aina kun seosta on kulunut puolet astian sisallosta, astia tay-
tetdan lisaamalla etanolia ja vetta sekoitussuhteessa 1:9. Mika on seoksen
etanolipitoisuus k:nnen tayton jalkeen? Mita arvoa pitoisuus lahestyy, kun
tayttokertojen lukumaara kasvaa rajatta? (Diplomi-insindori- ja arkkitehti-
koulutuksen yhteisvalinta 2013.)

Ratk. Merkitaan V:lla astian tilavuutta ja c:lla etanolipitoisuutta. Alussa pitoisuus

on

1
— |/ 1
1+4
CO = = —

|4 5

Etanolia lisataan jokaisessa taytossa maara PETRY joten ensimmaisen ja

toisen tayton jalkeen pitoisuus on

Seo4—> 11 1y 11 1 1
5 2 10 2
= ___+_ :_-__l__._
“ v 2(5 10) 2’57210
v,r.v 2 2
BT, z=<1) 1, 1+<1> 1
2 v 2/ 5 \2"\2/) /10

Yleisesti pitoisuus on

=@ () ()

joka voidaan sieventad muotoon

=) 5+ (-0 )

li =
koo K T 10

Konstruointitehtavan ratkaisuun sisaltyy tyypillisesti mekaanisia piirteitd, mutta vaaditun
ajattelun taso on mekaanisia tehtavia kompleksisempi, silla se vaatii ongelman element-
tien uudelleenjarjestelya ja niiden valisten suhteiden muotoilemista. Edellisessa ratkai-
sussa on konstruoinnin tuottamiseksi tehtava paatelmia tayttojen jalkeisista pitoisuuksis-
ta ja tunnistettava pitoisuuksien lausekkeissa toistuvia sddnndnmukaisuuksia. Taman
tyyppinen tehtava vaatii lukiolaiselta matemaattista paattelytaitoa, kuten seuraavatkin
esimerkit.
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Esim.

Esim.

Viinipullon pohjan sadde on r. Suorakulmaiseen laatikkoon pakataan n?
viinipulloa rinnakkain n riviin, jolloin jokaisessa rivissda on n pulloa.

~

A b

Pakkaaminen tehdaan jommallakummalla seuraavien kuvioiden esittamista
tavoista (kuvissa on n =4). Miten tayttdsuhteet kayttaytyvat, kun
viinilaatikko tulee aarettdoman suureksi, ts. n = 0? (YO pitka 2008 kevat, t.
15.)

Tasasivuisen kolmion K; sivun pituus on a. Sen sisaan asetetaan ympyra
Y, joka sivuaa kolmion kylkia. Taman ympyran Y; sisdan asetetaan tasasi-
vuinen kolmio K,, jonka karjet ovat ympyralla Y;. Jatkamalla nain saadaan
oheisen kuvan mukainen paattymaton jono ympyroita Y;,Y, ... Laske ympy-
roiden pinta-alojen summa.

8. Todistustehtava

Todistustehtavat sisaltavat jonkin matemaattisen oletuksen ja siitd seuraavan vaitteen.
Taman kategorian tehtavat vaativat todistuksen rakentamista, mika tarkoittaa yleensa
perustelemis-, paattely- ja yhdistelytaitojen soveltamista.

Esim.

Esim.

Osoita, etta yhtaldlla x — 2 Inx = 0 ei ole reaalijuuria (YO 2005 syksy, t. 11).

Kokonaisluku m on kokonaisluvun n tekija, jos on olemassa kokonaisluku k
siten, ettd n = km. Osoita:

a) Jos m on n:n tekija ja n on m:n tekija, niin m = +n.
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b) Jos m on n:n tekija ja n on p:n tekija, niin m on p:n tekija. (YO pitka 2004,
t. 13.)

Ratk. a) Oletuksen mukaan on olemassa kokonaisluvut k ja p, siten ettd n = km
ja m = pn. Voidaan siis kirjoittaa n = kpn, joten kp =1 tai n =0. Jos
kp =1, niin k=p =1 tai k =p =—1. Tapauksesesta k =p =1 seuraa,
ettd m = n. Toisaalta, jos k = p = —1 niin m = —n. Kun n = 0 seuraa, etta
m =p-0 = 0. Nain ollen m = +n.

b) Jos on olemassa kokonaisluvut k ja g siten, ettd n = km ja p = gn, niin
voidaan kirjoittaa p = gkm, jolloin m on p:n tekija.

Todistustehtavakategoriaan luetaan siis myos edellisen kaltaiset osoitukset. Ne vaativat
lukiolaiselta kehittyneita paattelyn taitoja, koska han on harjoitellut yleensa melko vahan
taman tyyppisia tehtavia.
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3 TUTKIMUSTEHTAVA JA AIEMMAT TUTKIMUKSET

Tutkimuksen tarkoituksena on tarkastella lukion pitkdn matematiikan ylioppilaskokeita ja
korkeakoulujen paasykokeita matemaattisen taitavuuden ja osaamisen nakokulmasta.
Ylioppilaskokeiden ja korkeakoulujen paasykokeiden mittaamien matemaattisten taito-
jen painotuksia tarkastelemalla voidaan tehda paatelmia siita, minka naita kokeita edus-
tavat instituutiot nakevat tarkeana matematiikan osaamisen kannalta. Vertailemalla tai-
tojen mittaamista usean vuoden kokeissa voidaan verrata niiden valittamaa kuvaa ma-
tematiikasta. Tama kuva vaikuttaa niin lukion opintoihin kuin paasykokeisiin valmistau-
tumiseen ja ylipaataan oppijoiden matematiikkakuvan rakentumiseen.

Tutkimuksen tavoitteena on myds kehittaa jo olemassa olevien teorioiden pohjalta teh-
tavien kategorisointisysteemia, silla sellaista ei tahan tarkoitukseen ollut kaytettavissa.
Kehitellyn mallin toimivuutta arvioidaan vertaamalla eri luokittelukertojen yhtenevyytta ja
tarkastelemalla arvostelutilastoja tilastollisin menetelmin. Tilastojen avulla voidaan myos
tarkastella opiskelijoiden yleista taitotasoa ja eritella osaamista matemaattisen taitavuu-
den osa-alueissa. Kohdentamalla huomiota mahdollisiin hyvin ja heikosti hallittuihin ma-
temaattisiin taitoihin voidaan tulevaisuudessa kiinnittda entista paremmin huomiota ope-
tusjarjestelyihin.

Tallila (2013) on lahestynyt aihetta askettain pro gradu -tutkielmassaan 15 itse muodos-
tamansa matematiikan aihealueen nakdkulmasta. Tallila on tarkastellut vuosien 2004—
2012 kevaiden ylioppilaskokeita tehtavakohtaisten pisteiden osalta ja selvittanyt nain eri
aihealueiden hallintaa. Aihealueiden painotukset ovat tutkimuksen mukaan vaihdelleet
eri vuosina ja kokeista I0ytyy myos selkeita pysyvia painotuksia tiettyjen alueiden osalta.
Tehtavasarjarakenteet eivat luonnollisesti mittaa aina yhta aihealuetta vaan tehtavat
saattavat yhdistaa niista kahta tai jopa useampaa, joten Tallila on ottanut huomioon ta-

man antamalla osittain tiettya aluetta koskeville tehtaville painokertoimia %, %ja z. Nain

ollen useita aihealueita sisaltavat tehtavat arvioidaan aihealueen hallinnan ja siita pis-
teiden muodossa saatavan hyddyn osalta.

Ylioppilaskokeissa jokainen aihealue esiintyy Tallilan (2013, 74) mukaan tyypillisesti
yhdessa tehtavassa eli jokainen tehtava kasittelee eri aihealuetta. Ylioppilaskokeiden
analyysin perusteella Tallila kuitenkin havaitsi, etta erityisesti derivaatan ja integraalilas-
kennan aihealueet toistuvat tehtavasarjoissa keskimaaraista useammin. Samansuuntai-
sia havaintoja esiintyi myds geometrian- ja analyyttisen geometrian aihealueista. Vahi-
ten puolestaan ylioppilaskokeissa testataan aihealueita funktiot ja yhtalét, polynomifunk-
tiot seka trigonometria. Kaksi ensin mainittua aihealuetta ovat Tallilan mukaan ymmar-
rettavasti vahemman painotettuja, silla niiden hallinta toimii perustana muiden aihealu-
eiden hallinnalle ja taten niidenkin osaamista vaaditaan kokeen tekijalta.
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Tallilan (2013) tutkimuksen tulosten mukaan prosenttilaskujen osuus on laskenut huo-
mattavasti tutkimusaikavalilla 2004-2012. Prosenttilaskuissa menestymista ei kyetty
selvittamaan luotettavasti pienen aineiston vuoksi, mutta tutkimuksessa tehdyt havain-
not viittaisivat siihen, ettd kokelaat hallitsevat taman aihealueen hyvin. Nain ollen nayt-
taa silta, etta tehtavasarjoissa on viime vuosina vahennetty ainakin yhden hyvin hallitun
aihealueen osuutta. Tutkimuksessa tarkemmin tarkasteltujen aihealueiden hallinta ei
muuten antanut viitteitd yhta positiivisesta osaamisen tasosta. Onkin tyypillista, etta teh-
tavat joko osataan kuuden pisteen arvoisesti tai sitten niitd ei osata ollenkaan ja tehta-
vasta saadut pisteet jaavat nollille.

Matematiikan osaamista on tutkittu useissa kansainvalisesti toteutetuissa arvioinneissa.
TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study) on yksi tallainen laa-
jasti toteutettu tutkimus, joka on toteutettu neljan vuoden valein vuodesta 1995 lahtien.
Vuonna 2011 tutkimukseen osallistui 63 maan neljas- ja kahdeksasluokkalaisia, joiden
osaamista arvioitiin sisaltd- ja kognitioperusteisesti. (Mullis, Martin, Foy & Arora 2012,
5-6.)

TIMSS-tutkimuksessa osaamisen mittareiden kehittdminen on tehty useiden maiden
verrokkisuoritusten ja asiantuntijoiden johdolla, joten on mielenkiintoista tarkastella tal-
laista ison kehittamistyon tulosta. Mittareiden yksinkertaisuus on kuitenkin yllatys, silla
kognitiivisia kykyja mitataan ainoastaan kolmella osa-alueella: tietamisen (knowing),
soveltamisen (applying) ja paattelyn (reasoning) osalta. Tietdminen maaritellaan fakta-,
kasite- ja proseduuritietona. Soveltaminen on puolestaan keskittynyt oppilaiden kykyyn
soveltaa tietoa ja kasitteellistda ymmarrysta ongelmiin. Kolmannen osa-alueen, paatte-
lyn, kattaa rutinoitumattomien ongelmien ratkaiseminen, kompleksiset kontekstit ja use-
ampivaiheiset ongelmat. (Mullis, Martin, Ruddock, O'Sullivan, & Preuschoff 2009, 19—
46.)

Edella mainitut kolme kognitiivista osa-aluetta on eritelty melko yksityiskohtaisesti, vaik-
ka TIMSS-tutkimuksen analyysissa pitaydytaan tassa yksinkertaisessa kolmijaossa.
Tehtavat, joita tutkimuksessa kaytettiin, jaoteltiin sisaltdalueiden mukaan ja jokaista si-
saltdaluetta testattiin kognitiivisten osa-alueiden suhteen. Nain ollen esimerkiksi nume-
roiden sisaltdaluetta testattiin tietdmisen, soveltamisen ja paattelyn osalta. (Mullis, Mar-
tin, Foy & Arora 2012, 112-138; Mullis, Martin, Ruddock, O'Sullivan & Preuschoff 2009,
19-46.)

Suomesta TIMSS-tutkimukseen osallistui vuonna 2011 oppilaita neljannelta, seitse-
mannelta ja kahdeksannelta luokalta. Seitsemasluokkalaiset osallistuivat tutkimukseen,
koska haluttiin saada vertailutietoa vuoden 1999 tutkimukseen osallistuneisiin seitse-
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masluokkalaisiin nahden. Yleisesti ottaen seitsemasluokkalaisten suoriutuminen oli tut-
kimuksessa kansainvalisesti korkeatasoista, vaikka tulokset olivatkin vuoteen 1999 ver-
rattuna merkittavasti huonompia. Suomi ei loistanut tutkimuksessa korkeasti suoriutu-
vien oppilaiden maaralla, mutta heikkojen oppilaiden vahainen maara selittdad osaltaan
korkeaa sijoitusta. Kognitiivisten osa-alueiden tarkastelun perusteella suomalaisten op-
pilaiden taidot olivat melko tasaisesti jakautuneet tietdmisen, soveltamisen ja paattelyn
osa-alueille. Kahdeksasluokkalaisten taidot olivat kuitenkin suhteessa heikompia tieta-
misen tasolla ja vahvempia soveltamisessa. (Mullis, Martin, Foy & Arora 2012, 35-66,
147-152.)

PISA (Programme for International Student Assessment) on toinen kansainvalinen ma-
tematiikan osaamista kartoittanut tutkimus, joka toteutetaan kolmen vuoden valein. Tut-
kimuksen painotukset kuitenkin vuorottelevat lukutaidon, matematiikan ja luonnontietei-
den valilla. Matematiikka on ollut PISA-tutkimuksen paakohteena vuosina 2003 ja 2012.
Vuoden 2012 tulokset julkaistaan 2013 lopussa, joten ne eivat olleet kaytettavissa tata
tutkimusta tehdessa. (OECD 2013a.) Yleensa Aasian maat ja Suomi ovat menestyneet
hyvin naissa tutkimuksissa. Kansainvalisten vertailujen tekeminen on saanut aikaan
kriittisia kannanottoja muun muassa arviointiperusteista. Geary (1996, 145-166) on esit-
tanyt, etta lasten kykyerot eivat selity ainakaan lasten primaaristen eli informaalien kyky-
jen erilaisuudella. Tulosten eroksi han on sen sijaan esittanyt matematiikan kulttuurilli-
sen arvostuksen erilaisuutta, joka vaikuttaa suoraan opiskelumotivaatioon. Aasian hy-
vaa menestysta Geary on selittanyt myos isommalla tydmaaralla, joka on seurausta niin
opetuksen toteutuksesta kuin tehokkaammasta luokkahuonetyoskentelystakin. Puhuttu
ja kirjoitettu kieli vaikuttavat omalta osaltaan matematiikan oppimiseen, silla tutkimusten
mukaan maissa, joissa kymmenjarjestelman ja kielen rakenteen valilla on looginen yh-
teys, oppimistulokset ovat parempia kuin maissa, joissa kielen ja kymmenjarjestelman
suhde on epalooginen. (Miller & Paredes 1996, 83-115). Esimerkiksi suomenkielessa
epaloogisuus ilmenee siing, ettd luvun kymmenen jalkeen tulee yksitoista eika "yksi-
kymmentayksi", joka olisi suora, looginen, transformaatio matematiikan kielesta.

Tehtavat, joita PISA-tutkimuksessa kaytetdan, eivat mittaa niinkdan opetussuunnitel-
mien tavoitteiden toteutumista vaan pyrkivat selvittamaan niitd tosielaman valmiuksia,
jotka 15-vuotiaat oppilaat ovat saavuttaneet muodollisen koulutuksensa aikana. Mate-
maattisen osaamisen arvioinnin viitekehys on rakennettu kolmen nakoékulman pohjalle:
ensimmainen koskee matemaattisia prosesseja ja kykyja, toinen matemaattisen sub-
stanssin kategorioita ja kolmas konteksteja, joissa matemaattisia ongelmia kohdataan.
(OECD 20134, 24, 37.)

Taman tutkimuksen kannalta erityisen mielenkiintoinen PISA-tutkimuksen viitekehyksen
kohta on matemaattisten kykyjen kategorisointi. Vuoden 2012 tutkimuksessa viiteke-
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hyksen muodosti seitseman matemaattista kykya, jotka jokainen liittyivat osaltaan ma-
temaattiseen lukutaitoon — termiin, joka kuvailee tutkimuksen mittaamaa perimmaista
ominaisuutta. Ensimmaisena kykyna maaritelladn kommunikaatio (communication), joka
kasittaa mentaalisten mallien rakentamisen, niiden monipuolisen hyédyntamisen ratkai-
suprosessissa ja ratkaisuprosessin esittamisen sen eri vaiheissa. Toinen on matemati-
sointi (mathematising), milla tarkoitetaan ongelmien elementtien muokkaamista moodis-
ta toiseen. Reaalimaailman ongelmien ratkaiseminen saattaa vaatia matematisointia,
kun esimerkiksi ongelma kasitteellistetaan, tehdaan oletuksia tai muotoillaan mallia.
(OECD 2013a, 30.) Tama toinen kyky on siis hyvin samankaltainen kuin Wilsonin tak-
sonomian taito muokata ongelman elementit moodista toiseen.

Kolmas PISA-tutkimuksessa maaritelty matemaattinen kyky on esittdminen (representa-
tion). Silla tarkoitetaan matemaattista lukutaitoa, joka koskee objektien ja tilanteiden
esittamista: se voi tarkoittaa eri esitysmuotojen valintaa, tulkintaa tai kayttamista. Neljas
maaritelty kyky on nimetty pééttelyksi ja perusteluksi (reasoning and argument). Silla
tarkoitetaan loogista ongelman elementtien tulkintaa paatelmien tekemiseksi, annettujen
perustelujen tarkistamista ja ratkaisujen perustelemista. Ratkaisun useasti vaatima kyky
suunnitella ongelmien ratkaisustrategioita (devising strategies for solving problems) on
PISA-tutkimuksen viitekehyksen viides matemaattinen kyky. Se on kriittinen kyky, joka
saatelee ongelmanratkaisua ja valintoja, joita sen aikana tehdaan. (OECD 2013a, 30—
31.)

Symbolisen, formaalisen ja teknisen kielen ja operaatioiden kaytté (using symbolic, for-
mal and technical language and operations) on kuudes kyky, joka maaritellaan PISA-
tutkimuksen matemaattisessa viitekehyksessa. Siihen liittyy symbolisten esitysten ym-
martaminen, tulkinta, manipulointi ja hyddyntaminen matemaattisissa konteksteissa,
joita koskettavat matemaattiset konventiot ja saannét. Tahan kykyyn liittyy myos for-
maalien matemaattisten rakennelmien ymmartaminen ja hyvaksikayttd. Viimeinen tut-
kimuksessa maaritelty kyky on matemaattisten tybkalujen kéytté (using mathematical
tools), milla tarkoitetaan lahinna fyysisten tyokalujen hyddyntamista. Naitd ovat muun
muassa laskimet, mittausvalineet ja tietokoneohjelmat. (OECD 2013a, 31.) PISA-
tutkimuksen viitekehys on eriytyneempi ja kompleksisempi kuin TIMSS-tutkimuksissa,
vaikka tutkimuksissa on my0s selvaa analogiaa. PISA-tutkimuksessa edelld mainitut
matemaattiset kyvyt nimittain esiintyivat myods kolmessa luokassa niiden ratkaisun edel-
lyttdman kognitiivisen kompleksisuuden mukaan. Naista ensimmainen oli tilanteiden
matemaattinen muotoilu, toinen matemaattisten kasitteiden, faktojen, proseduurien ja
paattelyn kayttaminen ja kolmas matemaattisten tulosten tulkinta, soveltaminen ja arvi-
ointi. Nama kolme matemaattisen prosessin luonnetta maaritellaan jokaisen kyvyn ko-
dalla, joten jokaisella kyvylla (esim. paattely ja perustelu) on kolme prosessitasoa.
(OECD 2013a, 32.) Vuoden 2003 PISA-tutkimuksessa viitekehyksen samanlaisuus
TIMSS-tutkimuksen kanssa oli viela ilmeisempi, joten matemaattisen osaamisen maarit-
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telyssa on nahtavissa tiettya universaaliutta, joka ilmenee maarittelytahosta riippumatta
(ks. OECD 2004, 40-41).

Nyt jo 15 vuotta vanhassa peruskoulun matematiikan oppimistulosten kansallisessa ar-
vioinnissa (Korhonen 1998, 68) perustaitojen hallintaa pidettiin viela keskimaarin hyva-
na, vaikka lahes neljasosalla oli selvia puutteita talla saralla. Soveltamistaitojen taso sen
sijaan oli "mekaanisia" perustaitoja heikompaa, minka ajateltiin olevan suoraa seurausta
kouluopetuksen keskittymisestd mekaanisten taitojen harjoitteluun. Oletettavaa on, etta
oppimistulokset ovat olleet tuolloin samansuuntaisia myos lukion paattévaiheessa. Tuo-
reemmassa opetushallituksen matematiikan oppimistulosten arvioinnissa todetaan taito-
jen rapistuneen peruskoulun paattdvaiheessa kaikilla keskeisilla osa-alueilla (algebra,
funktiot, geometria, luvut ja laskutoimitukset seka todennakdisyys ja tilastot). Erityisesti
matematiikan perusteiden mureneminen on tutkimuksen tulosten perusteella todellista.
Toinen huolestuttava kehityssuunta on ollut oppimistulosten polarisoituminen. (Opetus-
hallitus 2012, 118-120.)

Koulutuksen arviointineuvoston tutkimuksessa (Hautamaki, Sakkinen, Tenhunen, Ursin,
Vuorinen, Kamppi & Knubb-Manninen 2012) todetaan, ettd matematiikan perusosaa-
mista olisi vahvistettava lukiossa. Nain tutkimuksen mukaan ajattelevat erityisesti kor-
keakoulujen edustajat, joiden mukaan peruslaskutaidot ovat hukassa suurimmalta osal-
ta korkeakoulutukseen hakevista. Korkeakoulutukseen hakemisen nakokulmasta ma-
tematiikan taitoja pidetaan kuitenkin riittavina hakijoiden puolesta, vaikka usein matema-
tiikkaa joudutaankin kertaamaan jatko-opinnoissa. Matematiikan tarkeytta korostaa se,
ettd 24 prosenttia korkeakouluopiskelijoista pitaa sita lukion hyddyllisimpana oppiainee-
na. Tutkimuksen perusteella 1ahes kaikissa korkeakouluissa on jouduttu madaltamaan
tai miettimaan uudelleen matematiikan opetuksen vaatimuksia ja sisaltoja. Valintakokei-
ta pidettiin tutkimukseen osallistuneiden korkeakoulujen edustajien toimesta tarkeina,
koska niiden avulla voidaan mitata jatkokoulutuksen edellyttamia tietoja ja taitoja.

Joutsenlahden (2005) vaitdskirjatutkimus tarkastelee lukiolaisten matemaattisen ajatte-
lun piirteita, ja Kilpatrickin ym. mallilla on keskeinen teoreettinen osa tassa tutkimukses-
sa. Joutsenlahti yhdistelee monipuolisesti matemaattisen ajatteluprosessin malleja yli-
oppilastehtavien luokittelemiseksi. Wilsonin taksonomian neljan kognitiivisen tason, las-
kutaidon, ymmartamisen, soveltamisen ja analyysin, han yhdistaa kolmeksi tasoksi.
Joutsenlahti perustelee valintaansa silla, etta tehtavat voi usein luokittaa Wilsonin tak-
sonomian tasoista kahdelle (neljasta), joten luokittelun yksinkertaistamiseksi on pitay-
dyttava nainkin karkeassa mallissa. Tutkimuksessa kaytettiin tasoja, jotka nimettiin seu-
raavasti: laskutaito/ymmartaminen (LY), ymmartaminen/soveltaminen (YS) ja sovelta-
minen/analyysi (SA).
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Joutsenlahden (2005) tutkimuksesta kay ilmi, etta 1990-luvun kevaan ylioppilaskokeissa
42 % tehtavista kuului LY-, 27 % YS- ja 31 % SA-tasolle. LY-tason tehtavien hallinta oli
tutkimuksen mukaan heikentynyt 1990-luvun aikana, mika nakyi hylattyjen arvosanojen
maaran kasvuna. Lukio-opintojen pirstaleisuutta ja opiskelijoiden lyhytjanteisyytta kuvaa
Joutsenlahden (2005, 176) havaitsema 11 prosentin joukko, jonka matemaattista
osaamista ja ajattelua han nimittaa sisaltorajoittuneeksi. Nama opiskelijat saattavat me-
nestya lukion aikana ennalta maaritellyilld kapeilla sisaltdalueilla, mutta ylioppilaskirjoi-
tusten edellyttama laaja, tiettyyn kontekstiin sitomaton, tehtavapohja tuottaa heille vai-
keuksia. Joutsenlahden (2005) ja Tallilan (2013, 77) tutkimuksissa havaittiin selvia eroja
ylimaaraisena ja pakollisena kirjoittavien suorituksissa. Yleisesti ottaen pakollisena ma-
tematiikan kirjoittavat kokelaat ovat sitoutuneempia ja taten menestyvat paremmin. Pa-
kollisena aineena matematiikkaa kirjoittavien maara on ollut nousussa 2000-luvulla
(vuotta 2004 lukuun ottamatta), joten kehitys on tassa suhteessa positiivista.
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4 METODOLOGISET JA TEOREETTISET LAHTOKOHDAT

Tutkiminen on varsinkin alkuvaiheissaan tyypillisesti tdynna valintoja. Perinteisesti en-
nen aineiston keruuta tulee selvittaa ja tehda valintoja ongelmanasettelun, tieteenfiloso-
fian, menetelmien ja teoreettisen ymmarryksen suhteen. Tama vaihe onkin yleensa tut-
kimuksen vaikeimpia kohtia. Laadullisen eli kvalitatiivisen tutkimuksen ongelmanasette-
lu saattaa kuitenkin muuttua tutkimuksen edetessa3, silla vasta tutkimusaineisto saattaa
paljastaa, mihin kysymyksiin silla voidaan vastata. Tama ei kuitenkaan tarkoita sita, etta
tutkija voisi vain kerata jotakin aineistoa ja paattaa vasta sitten mita tutkii. Tutkimuksen
alussa on oltava vahintaan alustavia ideoita tutkimuksen suunnasta ja mielenkiinnon
kohteista. Maarallisen eli kvantitatiivisen tutkimuksen piirteisiin kuuluu puolestaan sel-
vempi tutkimuksen vaiheiden erottuminen ja ongelmien asettaminen. (Hirsijarvi, Remes
& Sajavaara 2009, 123-124.)

Ongelmanasettelu voi koostua yhdesta tai useammasta paaongelmasta ja niiden alaon-
gelmista tai samantasoisista ongelmista. Mitaan tiukasti maarattya mallia tutkimuksessa
ei kuitenkaan tarvitse noudattaa ongelmanasettelun suhteen. Tutkimuskysymyksista on
kuitenkin hyva perustella: miksi niihin on paadytty ja miksi ne on rajattu ja muotoiltu tie-
tylld tavalla. Tutkimuksen filosofiset 1ahtokohdat ohjaavat tietenkin myds ongelmien
muotoilua, vaikka tutkimus ei itsessaan olisi erityisen teoreettinen tai filosofinen. Oletuk-
sia tehdaan tiedostamattakin muun muassa ihmisesta ja tiedonhankinnasta. (Hirsijarvi
ym. 2009, 125-129.) Tassa tutkimuksessa epistemologiset eli tietdmisen alkuperaa ja
luonnetta seka tiedon muodostusta koskevat lahtdkohdat ovat keskeisessa asemassa.
Keskeinen epistemologinen tarkastelun paikka on matemaattisen osaamisen mallin
luominen. Tassa tutkimuksessa sitouduttiin alusta lahtien tarkastelemaan aihetta jo
olemassa olevien teorioiden pohjalta. Toisin sanoen tutkimus toteutettiin teoriasidonnai-
sen sisallonanalyysin keinoin. Toinen mahdollinen — vastakkainen — lahestymistapa olisi
ollut aineistolahtdinen: siina tutkimusta olisi karakterisoinut aiempien teorioiden ja mal-
lien hylkaaminen ja induktiivinen luonne. Talldin olisi esimerkiksi voitu tarkastella mate-
matiikan tehtavia aineistolahtoisen sisallonanalyysin keinoin ja muotoilla nain teoreettis-
ta nakemysta matemaattisen osaamisen tai tehtavien luokittelun perustaksi. Tarkastel-
laan seuraavaksi lahemmin naita eri lahestymistapoja, joita sisalldnanalyysin perustaksi
olisi voitu valita.

4.1 Sisdllonanalyysi

Sisallonanalyysilla tarkoitetaan laadullisen ja maarallisen tutkimuksen perusanalyysi-
menetelmaa, jolla tavoitellaan aineiston jarjestamista tiiviseen ja selkeaan muotoon
kadottamatta sen sisaltdamaa informaatiota. Lahes mika tahansa kirjalliseen muotoon
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saatettu dokumentti voidaan analysoida sisallonanalyysin keinoin. Analyysin toteutuk-
sessa on tarkeaa maaritella mita aineistosta halutaan selvittda ja keskittya valittuihin
kiinnostuksen kohteisiin, vaikka aineistosta havaittaisiinkin muita mielenkiintoisia seikko-
ja. Sisalldnanalyysissa onkin pyrkimyksena systemaattisuus ja objektiivisuus. (Tuomi &
Sarajarvi 2009, 91-120.)

Yleensa sisallonanalyysin tyOskentely etenee mielenkiinnon kohteiden maarittelyn jal-
keen aineiston litterointiin ja koodaamiseen, jolloin merkitaan kaikki kiinnostuksen koh-
teet ja kerataan ne yhteen erilleen muusta aineistosta. Taman jalkeen seuraa aineiston
luokittelu, teemoittelu tai tyypittely. Luokittelu on naista yksinkertaisin aineiston jarjesta-
misen muoto. Sen avulla voidaan maaritella kuinka monta kertaa tietyt luokat esiintyvat
aineistossa ja esittda luokiteltu aineisto taulukkona. Se, miten nama luokat muodoste-
taan, riippuu olennaisesti analyysin paattelylogiikasta, joka voi olla perusteiltaan induk-
tiivinen tai deduktiivinen. (Tuomi & Sarajarvi 2009, 91-120.)

Tuomi ja Sarajarvi (2009, 95-120) erottelevat sisalldnanalyysin aineistolahtdiseksi, teo-
riaohjaavaksi tai teoriasidonnaiseksi. Aineistolahtdisessa sisallonanalyysissa teoria kos-
kee ainoastaan analyysin toteuttamista, mutta muuten aineisto luo itsessaan teoreetti-
sen kokonaisuuden. Ongelmallisen tasta lahestymistavasta tekee se, etta tutkija ei voi
kokonaan irrottautua omista ennakkokasityksistaan, joten analyysin objektiivisuus voi-
daan saattaa kyseenalaiseksi. Tutkimuksessa tuleekin talloin kirjoittaa tutkijan omista
lahtokohdista, jolloin niihin voi suhtautua tietoisesti analyysin aikana. Teoriaohjaava si-
sallonanalyysi eroaa aineistolahtoisesta sen teoreettisten kytkentdjen suhteen. Analyy-
siyksikot valitaan kuitenkin aineistosta, joten teoria ei sido taman tyyppista lahestymis-
tapaa. Teoriaohjaavan sisallonanalyysin ajatteluprosessi vaihtelee aineistolahtoisyyden
ja valmiiden mallien valilla. Teoriaohjaava sisalldonanalyysi ei yleensa eroa teoriasidon-
naisesta tutkimustulosten raportoinnissa, mutta teoriasidonnaisen sisallonanalyysin to-
teutus on silti lahtokohdiltaan erilainen. Teoriasidonnaisuus nimittain tarkoittaa sisal-
I6bnanalyysissa nimensa mukaisesti perinteistd luonnontieteellistda mallia, jossa valmii-
den teorioiden avulla luodaan tutkimuksen viitekehys. llmid, jota tutkitaan, maaritellaan
siis olemassa olevan tiedon perusteella. Yleensa aiempaa tietoa testataan ja koetellaan
jossakin uudessa ymparistossa.

4.2 Kvantifiointi sisalléonanalyysin keinona

Tutkimuksen kvalitatiivinen Iahestymistapa ei tarkoita sita, etta se ei voisi sisaltda myos
maarallisia piirteitd. Kvantifioinnilla tarkoitetaan muun muassa tutkimuksen aineiston
luokittelemista eri luokkiin ja naiden luokittelujen maarallista tarkastelua. Kvantifiointi
auttaa varmentamaan tutkimuksen aineiston tulkintaa ja edistaa nain tutkimuksen luo-
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tettavuutta. (Eskola & Suoranta 1998, 165-166.) Kvantifiointi liittyy olennaisesti sisal-
I6nanalyysiin ja sisallon erittelyyn, mutta kirjallisuudessa ei olla yksimielisia kasitteiden
valisista suhteista (ks. Tuomi & Sarajarvi 2009, 105).

Kvantifioiva kvalitatiivinen analyysi on perinteisen laadullisen ja kovan kvantitatiivisen
analyysin valimuoto (Eskola & Suoranta 1998, 166). Nain ollen siihen ei tulisi soveltaa
kvantitatiivisesta tutkimuksesta tuttua yleistamisen periaatetta eika luotettavuustesteja.
Kvantifioinnin tarkoituksena voidaan pitaa pikemminkin laadullisen tutkimuksen eheyt-
tamista ja selkeyttamista.

Laadullisen aineiston kvantifiointi edellyttaa luokittelukriteerien ja tulkintasaantdjen laa-
dintaa. Luokittelu on sita haastavampaa, mita valjemmin nama edellytykset on taytetty.
Toisaalta huolellisesti laadittu luokittelukehikko ei itsessaan tarkoita, etta luokittelusta
tulisi helppoa, silla on pohdittava myds luokittelusysteemin kompleksisuutta. Yksityis-
kohtaisemmilla luokilla saadaan toki eriteltya aineistoa paremmin, mutta samalla luokit-
telun suorittamisen yksikasitteisyys vaikeutuu huomattavasti. Nain ollen on tehtava va-
lintoja luokittelun luotettavuuden ja aineiston runsaan erittelyn valilla. Luokittelun luotet-
tavuuteen voidaan vaikuttaa myds tydskentelyn keinoin: nimittain yhdelta istumalta luo-
kiteltu aineisto kasitelladn todennakdisemmin samoin kriteerein, kuin jos luokittelu ha-
jautettaisiin tehtavaksi useassa jaksossa. Luokittelun toistaminen vaikuttaa myos osal-
taan tutkimuksen reliabiliteettiin. (Eskola & Suoranta 1998, 167—-168.)

4.3 Operationalisointi

Tieteellisessa tutkimuksessa lahdetaan perinteisesti liikkeelle teoreettisista kasitteista
(kuten matemaattinen taitavuus). Talldin tutkimuksessa tulee eteen mitattavuuden on-
gelma, kun teoreettisten kasitteiden on kytkeydyttava jollakin tavalla empiiriseen todelli-
suuteen. Operationalisoinnin tavoitteena on tuottaa tallaisille teoreettisille kasitteille em-
piirisesti mitattavat vastineet, jolloin puhutaan kasitteen operationaalisesta maaritelmas-
ta. (Eskola & Suoranta 1998, 75.)

Teoreettisen kasitteen operationaalinen vastine saattaa olla merkitykseltaan erilainen,
jos sita ei muotoilla riittdvan tarkasti. Matemaattisen taitavuuden yhteydessa prosedu-
raalinen sujuvuus saattaisi huolimattomasti operationalisoituna merkita ainoastaan las-
kujen suorittamista nopeasti. Talloin operationaalinen vastine olisi teoreettista kasitetta
suppeampi. Toisaalta operationaalinen vastine saatetaan yhta hyvin tasmentaa teoreet-
tista kasitettda suuremmaksi. On myds mahdollista, etta operationaalinen vastine ei tay-
sin kohtaa teoreettista kasitetta. (Eskola & Suoranta 1998, 75-76.)
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4.4 Korrelaatio ja kausaalisuus

Kahden asian valinen korrelaatio tarkoittaa sita, etta niiden valilla on tietty riippuvuus.
Tallainen korrelaatio voi olla esimerkiksi ruokavaliolla ja terveydella. Toisaalta myos
haikaroiden maara saattaa korreloida syntyvyyden kanssa. Naiden korrelaatioiden ero
on siina etta jalkimmaisen taustalla ei oletettavasti ole kausaalisuhdetta. Talldin puhu-
taan ndennaiskorrelaatiosta.

Ihmistutkimuksessa ei ole yleensa itsestdan selvaa onko havaittujen korrelaatioiden
taustalla jokin kausaalisuhde vai onko kyse vain naennaiskorrelaatiosta. Kausaalisuh-
teen toteamista voidaan helpottaa tarkastelemalla kontingenssia. Tall6in on olennaista
selvittdd ovatko selittdva ja selitettdva muuttuja kasitteellisessa suhteessa. Mittaukset
on syyta jarjestaa niin, etta toinen tekija mitataan toisesta riippumatta. Kausaalisuhteen
varmistamiseksi on myds varmistuttava syyn ja seurauksen ajallisesta suhteesta. Tar-
kemmin ottaen kausaalisuhteessa syyn on tapahduttava ennen vaikutusta. Naennais-
korrelaatioiden lisaksi kausaalisuhteiden toteamista voi haitata niin sanottu kdanteinen
naennaiskorrelaatio. Tallainen suhde voi olla aineistolla, jonka havainnot kumoavat toi-
sensa ja ilmio onkin oletettua monimutkaisempi. Kaanteisen naennaiskorrelaation elimi-
noimiseksi tulee ottaa huomioon kaikki mahdolliset tekijat ja vakioida niiden vaikutus
tuloksiin. Viimeinen kausaalisuhteen toteamista varmentava seikka on mekanismin selit-
taminen. Jos nimittain kykenee esittamaan miten X aiheuttaa Y:n, voi halventaa epai-
lyksia naennaiskorrelaatiosta. Aina ilmion taustalla olevan mekanismin selittdminen ei
kuitenkaan ole mahdollista, silla se saattaa olla hyvin monimutkainen. Nain ollen kaik-
kien syiden tutkiminenkaan ei ole aina mahdollista. Teoriatieto auttaa tassa tapaukses-
sa huomion keskittdmisessa oikeisiin tekijdihin. (Tottd 2004, 112-161.)

4.5 Klusterianalyysit ja K-means -klusterianalyysi SPPS-ohjelmalla

Klusterianalyysit voidaan jakaa karkeasti hierarkkisiin ja ei-hierarkkisiin menetelmiin,
vaikka myds muita jakoja voidaan esittaa (ks. Fielding 2007, 55). Hierarkkisissa mene-
telmissa lahdetaan liikkeelle joko yhdesta, koko aineiston kasittavasta, klusterista tai
kaikista tapauksista omina klustereinaan. Taman jalkeen edetaan kohti toista aaripaata
klustereiden maaran suhteen yhdistamalla tai jakamalla klustereita. Molempien hierark-
kisten menetelmien tulokset voidaan esittaa kaksiulotteisessa diagrammissa, jota kutsu-
taan dendogrammiksi. (Johnson & Wichern 2002, 679-680). Siind missa hierarkkisilla
menetelmilla voidaan luokitella myds muuttujia, ei-hierarkkiset menetelmat on suunnitel-
tu erityisesti tfapausten luokitteluun. K-means klusterianalyysilla viitataan ei-
hierarkkiseen menetelmaan, jolla etsitdan aineistosta luonnollisia ryhmittymia. Termilla
viitataan myds algoritmien valjaan joukkoon, joilla voidaan luokitella samanlaisia ta-
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pauksia yhteen. (Fielding 2007, 46—48.) K-means klusterianalyysistd voidaan puhua
vaihtoehtoisesti joko k-, c-, C- tai g-means -menetelmana (Boberg 1999, 113). Tarkas-
tellaan seuraavaksi lahemmin erasta K-means klusterianalyysin algoritmia.

Algoritmin kuvaus perustuu paapiirteittain IBM SPSS Statistics (2013) -ohjeeseen, jossa
on eritelty ohjelman sisaltamaa K-means -klusterianalyysia. SPSS suorittaa K-means
klusterianalyysin kolmessa vaiheessa, joista kaksi toistetaan iteroitaessa. Algoritmi pe-
rustuu Hartiganin (1975) ehdottamaan vaiheittaiseen menetelmaan, jonka avulla kluste-
rikeskukset maarittyvat lahelle aineiston mahdollisesti muodostamia ryppaita. Tassa
Hartiganin menetelmassa valitaan aluksi satunnaisesti ennalta valittu maara (K) tapauk-
sia, jotka muodostavat ensimmaiset klusterikeskukset M;, missai € A = {x € Z,|x < K}.
Klusterikeskuksiin valitaan vain tapauksia, joissa ei ole puuttuvia arvoja. Seuraavaksi
algoritmin vaiheessa 1 kaydaan lapi kaikki muut tapaukset. Tassa tutkimuksessa ta-
pauksena kasitellaan yksittaisen henkilon paasykoetuloksista muodostettua vektoria.
Vektoreiden ulottuvuuksiksi maaritetdan edella luvussa 2.3 muodostetut tehtavakatego-
riat.

Vaihe 1

Kaytetaan R%:n vektoreiden x; ja x; euklidiselle etaisyydelle merkintaa

d

2
d(xi'xj) = E(xi.p - xj.p) )

p=1

missa x; , on i:nnen tapauksen p:s koordinaatti.

Olkoon xj k:s tarkasteltava tapaus. Tapaus x, korvaa klusterikeskuksen M,,, mikali on
olemassa i € A siten, etta

mind(xy, M;) > d,,
missa d,,, on kahden toisiaan lahinna olevan klusterikeskuksen etaisyys. Naista kah-
desta keskuksesta M,, ja M,,, valitaan M,,, mikali
d(xkan) < d(xk'Mm)
Toisin sanoen klusterikeskuksista valitaan korvattavaksi se, jonka euklidinen etaisyys
on pienempi vektoriin x; nahden.

Vektori x;, voi olla myds lahempana klusterikeskusta M;, kuin mika tahansa etaisyys
dmn- Talldin edellinen tapaus ei toteudu ja vektorille tehdaan viela toinen testi. Olete-
taan, etta kaksi vektoria x, l1ahinta klusterikeskusta ovat M, ja M,, siten, etta
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d(xx, My) < d(xy, My).

Jos on voimassa

d(My,M;) < d(x, M)
kaikilla i € A, niin x; korvaa keskuksen M,. Aineisto kdydaan oletusarvoisesti lapi yh-
den kerran vaiheen 1 mukaisesti, jolloin saadaan klusterien alustavat keskiarvot. Alus-

tavat keskiarvot ovat siis kaytannossa jotkin tapaukset x;, jotka edustavat nyt klusterei-
ta.

Vaihe 2
Tassa vaiheessa algoritmia jokainen yksittaistapaus yhdistetdan lahimpaan klusteriin.

Tama tehdaan vaiheittain lahtien ensimmaisesta tapauksesta ja paivittden klusterin
keskiarvo jokaisen yhdistamisen jalkeen.

Askel 1: Oletetaan vaiheesta 1 saadut alustavat keskiarvot klusterikeskuksille M;. Maari-
tetdan tapauksen x; ja klusterikeskusten M; euklidiset etaisyydet d(x;, M;) ja linkitetaan
x; klusterikeskukseen, johon on pienin etaisyys. Olkoon My sellainen klusterikeskus,
jolla

d(x1, M) < d(x,, M),
kun i # k. Talldin yhdistetaan x, klusterikeskukseen M,.

Askel 2: Lasketaan klusterikeskuksen uusi keskiarvo
M, o= MMt X
k,paivitetty — N, + 1 )
missa N, on alkioiden maara klusterissa k. Klusterikeskuksen keskiarvo otetaan vai-

heessa 2 siis aina mukaan uuden keskiarvon laskemisessa. Merkitdan taman laskun
jalkeen Mk,péivitetty = M.

Askel 3: Toistetaan askeleet 1 ja 2 lopuille tapauksille x;,x3 ..., x,, missa n on tapaus-
ten lukumaara. Nain saadaan lopulta klusterien luokitetut keskiarvot ja edetaan seuraa-
vaan vaiheeseen.

Vaihe 3

Tassa vaiheessa toistetaan askel 1 vaiheesta 2 jokaiselle tapaukselle ja ndin saadaan
tapaukset luokiteltua lahimpaan, klusterien luokitetun keskiarvon mukaiseen, klusteriin.
Lopulliset klusterikeskiarvot lasketaan klusteriin kuuluvien tapausten keskiarvona
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M= Diem; Xi
L Nl

Klusterikeskusta ei oteta huomioon lopullisen klusterikeskiarvon laskemisessa. Oletus-
arvoisesti iteraatiokierrosten lukumaara on yhta suurempi, jolloin lopulliset klusterikes-
kiarvot asetetaan uudelleen luokitetuiksi keskiarvoiksi ja toistetaan vaihe 3. lteraatioiden
lukumaaralle asetetaan etukateen maksimiarvo, joka pysayttaa algoritmin. Vaihtoehtoi-
sesti algoritmi paattyy, kun iteraatioiden valilla kaikille klusterille M; patee

AM; < e-mind(M,,, M,;,),

missa € > 0 ja M,,, M,,, ovat jotkin kaksi alkuperaisista klusterikeskuksista.
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5 TUTKIMUKSEN TOTEUTUS

5.1 Tutkimusongelmat

Tutkimusongelmat jakautuivat tadssa tutkimuksessa kolmeen paaongelmaan ja niiden
alaongelmiin.

1. Miten matemaattinen taitavuus ja osaaminen tulevat esille pitkan matematiikan
ylioppilaskirjoituksissa ja korkeakoulujen paasykokeiden matematiikan osioissa?

1.1 Minkalaisia painotuksia naissa kokeissa on matemaattisen osaamisen suh-
teen?

1.2 Arvioidaanko ylioppilaskokeilla laaja-alaisesti matemaattista taitavuutta kogni-
tiivisten ominaisuuksien osalta niin, ettd opetussuunnitelman tavoite korkeakou-
luvalmiuksien tuottamisesta toteutuu?

1.3 Millaisia muutoksia tehtavien osaamispainotuksissa on tapahtunut ylioppilas-
kirjoitusten matematiikan kokeessa?

1.4 Miten ylioppilaskokeet ja korkeakoulujen paasykokeet heijastavat opetus-
suunnitelmissa esitettyja matemaattisen taitavuuden tavoitteita?

2. Millainen on ylioppilaiden ja yliopistoon pyrkivien matemaattinen osaamistaso?

2.1 Miten tehtavissa menestytaan matematiikan ylioppilaskirjoituksissa ja yliopis-
tojen yhteisessa matematiikan paasykokeessa?

2.2 Voidaanko matemaattisen osaamistason laskua selittaa kokeissa arvioitujen
ominaisuuksien muuttumisella?

2.3 Miten matematiikan paasykokeisiin osallistuneita voidaan ryhmitella mate-
maattisen osaamisen suhteen tarkastelemalla osallistujien menestymista eri teh-
tavatyypeissa?

3. Onko tassa tutkimuksessa muodostettujen tehtdvakategorioiden jaottelu onnistu-
nut?

3.1 Ovatko tehtavakategorian jasenet toisistaan riittdvan erillisia, kun niita tarkas-
tellaan yliopiston matematiikan paasykokeen tulosten avulla?

3.2 Kattavatko muodostetun tehtavakategorian jaottelut kaikki tutkimusaineistos-
sa esiintyvat tehtavatyypit vai ilmeneeko luokittelua tehdessa kategorioihin sopi-
mattomia tehtavia?
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5.2 Tutkimuksen kohteet

Tutkimuksen kohteiksi valikoituivat vuosien 2004-2013 kevaan pitkan matematiikan
ylioppilaskokeet, 2004—2009 Tampereen yliopiston matematiikan ja tilastotieteen ko-
keet, yliopistojen matematiikan yhteisvalinnan kokeet vuosilta 2010-2013, 2001-2013
dia-yhteisvalinnan insinoorikohteen matematiikan kokeet seka 2004-2013 ammattikor-
keakoulujen tekniikan ja liikenteen alan matematiikan kokeet. Tampereen yliopiston ma-
tematiikan ja tilastotieteen paasykokeet siirtyivat vuonna 2010 yhteisvalinnan piiriin, jo-
ten uudistus tarjosi hyvan tilaisuuden arvioida sen mukanaan tuomia muutoksia. Insi-
nddrivalinnan kokeista vuodet 2001—2003 jatettiin tehtavaluokittelun jalkeen analyysin
ulkopuolelle, vaikka liitteen 2 taulukkoon on sisallytetty myds nama vuodet. Lahes kaik-
kiin kokeisiin oli saatavilla valmiit ratkaisut, jotka helpottivat tehtavien luokittelua. On
huomattava, ettd opetussuunnitelmia uudistetaan tasaisin valiajoin, joten opetussuunni-
telmat, joita tarkasteltiin, eivat valttamatta vastaa tarkalleen edelld mainittuja paasyko-
keita ajallisesti. Taman tutkimuksen tarkoituksiin ei kuitenkaan nahty valttamattomaksi
ulottaa opetussuunnitelmatarkastelua koskettamaan kaikkia mahdollisia suunnitelma-
versioita, joihin opiskelijat on valittu.

Tampereen yliopiston matematiikan (ja tilastotieteen) paasykokeisiin vuosina 2004—
2013 osallistuneiden tehtavakohtaisia suorituksia tarkasteltiin pistematriisin avulla. Pit-
kan matematiikan ylioppilaskokeiden suorituksia arvioitiin puolestaan Tallilan (2013)
esittdmien, vuosien 2004—2012, tilastojen perusteella. Toisin kuin paasykoetilastoissa,
Tallilan tilastoissa ei eritelty henkildiden suorituksia vaan tehtavakohtaisesti pisteiden
saajien lukumaara.

5.3 Tutkimuksen suoritus ja aineiston analyysi

Teoreettisen tiedon ja aiheeseen liittyvan materiaalin keruu aloitettiin vuoden 2013 tou-
kokuussa. Ensimmainen tavoite oli tutustua matemaattisesta osaamisesta ja ajattelusta
kertovaan Kkirjallisuuteen seka aiemmin tehtyihin tutkimuksiin. Taman katsauksen jal-
keen oli selvaa, etta olisi muodostettava tehtavien luokitteluun sopiva kategoriasystee-
mi, silla sellaista ei yrityksista huolimatta I0ytynyt, vaikka matematiikan tehtavia on luoki-
teltu useissa yhteyksissa, kuten kansainvalisissa arvioinneissa ja tutkielmissa (ks. esim.
Mullis, 1., Martin, M., Ruddock, G., O'Sullivan, C. & Preuschoff, C. 2009; Hahkidniemi &
Viholainen 2004).
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Opetussuunnitelmatarkastelu tehtiin sahkoisesti julkaistujen uusimpien opetussuunni-
telmien avulla. Osaamistavoitteita tarkasteltiin sisallonanalyysin keinoin kokoamalla
kaikkien tarkasteltavien kurssien osaamistavoitteet yhteen, merkitsemalla matemaatti-
seen taitavuuteen liittyvat viittaukset ja jarjestamalla nama kohdat vastaaviin luokkiin.
Nain suoritetun kvantifioinnin avulla saatiin osviittaa osaamistavoitteiden painotuksista,
mutta analyysissa ei pitdydytty ainoastaan viittausten laskemisen tasolla vaan tavoittei-
den painoarvoa kokonaisuudessa arvioitin myds merkitysten laajuuden perusteella.
Nain ollen analyysi otti paremmin huomioon esimerkiksi pienten yksityiskohtaisten ja
laajojen, luultavasti koko kurssin kestavien, tavoitteiden merkityksen opetuskokonai-
suuksissa.

Tutkimuksen kohteena olleiden korkeakoulujen paasykokeiden ja ylioppilaskokeiden
arviointi tehtiin muodostettujen tehtavakategorioiden avulla. Matematiikan ja tilastotie-
teen paasykokeissa menestymista tarkasteltiin osallistujien tehtavakohtaisia pisteita
tutkimalla. Tilastojen avulla arvioitiin paasykokeisiin osallistuneiden matemaattista taito-
tasoa ensin yleisesti. Taman jalkeen tilastoaineisto analysoitiin K-means klusterianalyy-
silla SPSS-ohjelmalla osaamistyyppien I6ytamiseksi. Muodostuneiden klusterien eroa-
vuutta tutkittiin yksisuuntaisen varianssianalyysin avulla. Ylioppilaskokeiden osalta ei
ollut kaytettavissa yhta yksityiskohtaista tilastointia, mutta Tallilan (2013) esittamat tau-
lukot mahdollistivat ylioppilaskokelaiden yleisen taitotason arvioinnin. Taulukot sisalsivat
joitakin virheita sarakkeiden ja rivien summiin liittyen, joten ne otettiin huomioon ennen
analyysien tekoa. Tallilan (2013) esittamissa taulukoissa on eritelty matematiikan pakol-
lisena ja ylimaaraisena kirjoittaneiden suoritukset. Pakolliset ja ylimaaraiset tilastot yh-
distettiin, koska taman tutkimuksen tavoitteiden toteutumiseksi ei nahty tarpeelliseksi
tehda eroa naiden kahden ryhman valilla.

Tehtavat luokiteltiin niiden vastaamiseen vaadittavan matemaattisen osaamisen perus-
teella. Ratkaisun vaatimat ajattelun ominaisuudet pyrittiin arvioimaan lukiolaiselle mah-
dollisen ja todennakdisen matemaattisen kasittelyn perusteella: tehtavia ei siis luokitettu
esimerkiksi mahdollisimman elegantin ratkaisun mukaisesti. Valmiiden ratkaisujen puut-
tuessa hahmoteltiin tehtavan ratkaisua, jolloin voitiin luotettavammin arvioida niita taito-
ja, joita ratkaisu vaatii. Tehtavat olivat usein jaettuna pienemmiksi osatehtaviksi (esim.
a-, b- ja c-kohdat). Talldin kaytettiin pisteytysohjeita tai niiden puuttuessa tasaista piste-
jakoa eri kohtien painokertoimien arvioinnissa. Jos esimerkiksi tehtavassa oli kolme ala-
kohtaa ja c-kohdan tehtava luokiteltaisiin puolittain ominaisuustehtavaksi, niin silloin
kyseinen painokerroin olisi % Luokittelussa tehtavia ei pakotettu yhteen kategoriaan
vaan painokertoimissa kaytettiin vapaasti murtolukuja. Luokitteluanalyysin tulokset on
koottu liitteisiin 14, joissa esitetaan myos tehtavien lukumaaran aritmeettinen keskiar-
vo, keskihajonta ja keskimaarainen prosenttiosuus. Dia-yhteisvalintaa koskevaan liittee-
seen 2 paatettiin sisallyttdd myos vuodet 2001-2003, vaikka niita ei lopullisessa vertai-
lussa otettukaan huomioon, jotta tarkasteluajankohta olisi sama kaikissa oppilaitoksissa.
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Luokittelussa turvauduttiin luvun 2.3 tehtavakategorioiden kuvauksiin. Tehtavatyypit
toistuvat usein ylioppilaskokeissa ja paasykokeissa samankaltaisina ratkaisuprosessei-
na, joten luokittelun tekeminen helpottui luokittelun edetessa. Luokitteluun tuli siis var-
muutta ja yhtenaisyytta, kun tehtavien vaatimat taidot alkoivat toistua. Edella mainitun
rutinoitumisen vuoksi jo luokiteltuihin kokeisiin palattiin toistamiseen, jotta varmistuttiin
luokittelun yhtenaisyydesta. Kaikki tehtavat arvioitiin siis kahteen kertaan ja luokitte-
luerojen ilmetessa harkittiin tarkkaan luokittelua tukeutumalla vield uudelleen tehtavaka-
tegorioiden maarittelyyn. Tama vahensi luokittelun subjektiivisuutta, silla lopullisesta
luokittelutuloksesta voitiin ndin eliminoida vaikeasti luokitettavien tehtavien virheellista
tulkintaa.

Luokitukset kirjattiin tehtavapapereille tehtavien viereen. Vuosittaiset tehtavakategorioi-
den frekvenssit laskettiin, kun tarkasteluajanjakson kaikki kokeet oli analysoitu ja merkit-
tiin luokittelutulokset liitteiden 1—4 taulukoihin. Toisinaan luokittelutulosten yhteenlas-
kussa sattui virheitéd (esimerkiksi painokertoimen tulkinta), joten tulosten oikeellisuus
varmistettin summaamalla tehtavakategorioiden frekvenssit vuosittain ja tarkistamalla,
ettd summa vastasi tehtavien maaraa kokeissa.

Tehtavaluokittelutulosten tilastolliset merkitsevyydet testattiin z-testilla ja tarkastelun
kohteiksi otettiin pareittain eri oppilaitokset. Samat testit tehtiin myos kaikkien oppilaitos-
ten paasykokeille kahtena eri ajanjaksona, jotka olivat 2004—2009 ja 2010—2013. Nain
saatiin arvioitua oppilaitosten valisia ja sisaisia, aikakaudellisia, eroja.
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6 MATEMATIIKAN OSAAMINEN OPETUSTAVOITTEISSA

Tarkastellaan matematiikan osuutta lukiossa ja sen jalkeisissa opinnoissa analysoimalla
opetussuunnitelmissa maariteltyja tavoitteita uusimpien saatavissa olevien opetussuun-
nitelmien mukaan. Hakukohteissa ja osaamistavoitteissa tapahtuneet muutokset jate-
taan siis huomioimatta. Opetussuunnitelmat muuttuvat verrattain hitaasti, joten uusim-
mat opetussuunnitelmat ovat luultavasti luonteeltaan samanlaisia kuin aiemmatkin.
Opetussuunnitelmien tarkastelun avulla voidaan pohtia ylioppilas- ja paasykokeiden
matemaattista luonnetta suhteessa opetuksessa painotettuihin matemaattisen taitavuu-
den puoliin. Korkeakoulujen osalta opetussuunnitelmien tarkasteluun otetaan mukaan
esimerkinomaisesti muutama oppilaitos, jolloin voidaan analysoida niissa annettavan
matematiikan opetuksen tavoitteita kokonaisvaltaisesti ja nain pyrkid muodostamaan
kokonaiskuvaa kyseisista koulutusaloista yleisemmalla tasolla. Opetussuunnitelmien
tarkastelussa ei keskityta niinkdan opetettaviin matematiikan aihealueisiin, vaan osaa-
mistavoitteiden luonteeseen matemaattisen taitavuuden kannalta.

6.1 Lukion pitka matematiikka

Pitkdn matematiikan oppimaaraan kuuluu 10 pakollista ja 3 syventavaa kurssia, joissa
annetaan jokaisessa noin 38 tuntia opetusta. Opetuksen tavoitteena on tuottaa moni-
puolisia matematiikan osaajia, joilla on valmiudet jatkaa matematiikan opiskelua jatko-
opinnoissaan korkeakoulussa. (Opetushallitus 2013b.) Tutkimuksen teon aikaan voi-
massa olevat lukion opetussuunnitelman perusteet on laadittu vuonna 2003 ja niihin
pohjautuvat paikalliset opetussuunnitelmat on ollut maara ottaa kayttoon syksylla 2005
(Opetushallitus 2013a).

Matemaattisen taitavuuden laaja-alainen kehittdminen niin kognitiivisilta kuin affektiivisil-
ta puoliltaan nayttaa olevan lukion pitkan matematiikan tavoite. Yllattaen yleisissa tavoit-
teissa ei viitata proseduraalisen sujuvuuden saikeeseen niin paljon kuin muihin. Kasit-
teelliseen ymmartamiseen, strategiseen kompetenssiin ja mukautuvaan paattelyyn liitty-
viin tavoitteisiin sen sijaan viitataan useammin. Yritteliaisyyden osuus tavoitteissa nou-
see vahvasti esille ja siihen viitataankin useimmin. Lukion tavoitteena on siis ennen
kaikkea kehittaa rohkeita, itseensa luottavia ja matematiikkaa arvostavia oppijoita.
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6.2 Tampereen yliopiston matematiikan ja tilastotieteen opinnot

Matematiikan ja tilastotieteen tutkinto-ohjelmassa opiskelijat voivat valita opintosuun-
tansa matematiikan, matematiikan aineenopettajan, tietotekniikan matematiikan ja tilas-
totieteen valilla. Tutkinto-ohjelma valmistaa asiantuntemusta vaativiin tutkimus-, suun-
nittelu- ja opetustehtaviin, joiden yleisimmat tydpaikat ovat oppilaitoksissa, teollisuudes-
sa, pankeissa, vakuutusyhtidissa, tutkimuslaitoksissa ja tilastotoimistoissa. Kaksiportai-
sen tutkinnon kandidaatin tutkintoon kuuluu matematiikan ja tilastotieteen perus- ja ai-
neopintoja 70-90 opintopistetta. Maara vaihtelee valittavan opintosuunnan mukaan niin,
etta aineenopettajat opiskelevat vahiten ja tilastotieteilijat eniten naita opintoja. 25 opin-
topisteen perusopintojen kurssit ovat kaikille opintosuunnille yhteiset, mutta pakolliset
35 opintopisteen aineopinnot on eritelty tilastotieteessa, yhta viiden opintopisteen kurs-
sia lukuun ottamatta, omiksi kokonaisuuksikseen. (Tampereen yliopisto 2013.) Mate-
maattista taitavuutta tarkasteltiin ainoastaan matematiikan perus- ja aineopintojen pa-
kollisten kokonaisuuksien osalta.

Matematiikan kurssien osaamistavoitteiden (Tampereen yliopisto 2013) analysointi pal-
jastaa, etta yliopistomatematiikkaan kuuluu olennaisena osana todistaminen, paattele-
minen ja kasitteiden ymmartaminen. Ensimmainen kurssi, Analyysi 1, kuitenkin perus-
tuu enimmakseen proseduraalisen sujuvuuden ja kasitteellisen ymmartamisen saikei-
siin. Tata seuraavissa kursseissa, ainakin opetustavoitteiden perusteella, keskitytaan
eniten joko mukautuvaan paattelyyn tai kasitteelliseen ymmartamiseen. Strategiseen
kompetenssiin liittyvia tavoitteita on jonkin verran lahes kaikissa kursseissa, mutta ne
eivat hallitse mitaan kurssia. Huomattavaa on, etta yritteliagisyyteen viittaavia mainintoja
ei |0ydy yhdenkaan kurssin tavoitteista.

6.3 Teknillisen yliopiston insinoérikoulutus

Dia-yhteisvalinnan piiriin kuului vuonna 2013 seitseman yliopistoa tai tiedekuntaa: Aalto-
yliopisto, Tampereen teknillinen yliopisto, Lappeenrannan teknillinen yliopisto, Oulun
yliopiston teknillinen tiedekunta, Abo Akademi, Turun yliopiston matemaattis-
luonnontieteellinen tiedekunta ja Vaasan yliopiston teknillinen tiedekunta. Hakukohteita
on yhteensa 39 ja lahes kaikkiin valitaan samoin perustein. (Diplomi-insin6ori- ja arkki-
tehtikoulutuksen yhteisvalinta 2013.) Tarkastellaan esimerkinomaisesti Tampereen tek-
nillisen yliopiston opetussuunnitelmia tekniikan kandidaatin tutkintoon johtavien tutkinto-
ohjelmien osalta.
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Tampereella voi opiskella Dia-yhteisvalinnan insinddrivaihtoehdon kautta viidessa tut-
kinto-ohjelmassa, joita ovat rakennustekniikka, tekniikka ja luonnontieteet, teknis-
taloudellinen, tekniset tieteet ja tieto- ja sahkotekniikka. Naissa tutkinto-ohjelmissa voi
edelleen valita opintosuunnan 11 vaihtoehdon valilla. (TTY 2013.)

Tampereen teknillisen yliopiston (TTY) insinddrikoulutuksen matematiikan opinnot on
jaettu kursseihin, jotka on nimetty joko insinddrimatematiikaksi tai matematiikaksi. Insi-
noorimatematiikat on jaettu viela kolmeen eri toteutukseen, mutta sisaltjen ja tavoittei-
den tarkastelu paljastaa, etta jako on ilmeisesti vain tehty kaytannon syista. Osaamista-
voitteiden suhteen nelja insindérimatematiikan ja matematiikan kurssia eroavat toisis-
taan merkittavasti.

Insind0rimatematiikkaa kuvailee yleisesti matematiikan hyotynakokulma: matematiikan
osaaminen nahdaan tyokaluna. Tama kay ilmi hyvin selkeasta proseduraalisen tiedon
korostamisesta. Paapaino tavoitteissa on siis laskemisessa ja ratkaisujen tuottamises-
sa. Toisaalta opetussuunnitelma tahtaa insinddrimatematiikassa jonkin verran kasitteel-
lisen ymmartamisen tuottamiseen, vaikka sanaa "ymmartaminen" ei kayteta kertaakaan.
Insindérimatematiikan kolmannessa ja neljannessa kurssissa esiintyy vahaisessa maa-
rin strategisen kompetenssin saikeeseen viittaavia tavoitteita. Todistamiseen, peruste-
lemiseen, paattelyyn tai ylipaatadn mukautuvan paattelyn saikeeseen liittyvia osaamis-
tavoitteita ei esitetd yhdenkaan kurssin suunnitelmissa. Samoin yrittelidisyyteen liittyvia
tavoitteita ei esiinny.

TTY:n tutkinto-ohjelmista vain tekniikan ja luonnontieteiden opintoihin kuuluvat pakolli-
sena kurssit, jotka on nimetty Matematiikka 1—4. Tassa tutkinto-ohjelmassa opiskelevat
biotekniikan, teknis-luonnontieteellisen seka ymparistd- ja energiatekniikan opintosuun-
nan opiskelijat. Osaamistavoitteiden perusteella ensimmaiset kaksi kurssia tahtaavat
kasitteellisen ymmartamisen lisdamiseen matematiikan alueissa, jotka ovat edellytykse-
na muille kursseille osallistumiselle. Laskeminen ja yleisemmin proseduraalinen suju-
vuus ovat kaikkien paitsi ensimmaisen kurssin tavoitteissa selvasti esilla, mutta tavoit-
teet eivat jaa yhta yksipuolisiksi kuin insindorimatematiikan kursseilla. Jokaisella mate-
matiikan kurssilla on nimittdin strategiseen kompetenssiin ja mukautuvaan paattelyyn
liittyvia osaamistavoitteita. Ainoastaan affektiiviset tavoitteet on jatetty tavoitteista koko-
naan pois.
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6.4 Ammattikorkeakoulujen tekniikan ja liikenteen ala

Suomessa voi opiskella tutkimuksen teon aikana 21 ammattikorkeakoulussa tekniikan ja
likenteen alalla (opiskelupaikka.fi-sivusto). Kyse on siis varsin laajasta koulutusalasta,
kun otetaan huomioon, etta yksittaisessa oppilaitoksessa voi opiskella useita koulutus-
ohjelmia ja niiden sisalla viela suorittaa suuntautumiseen vaikuttavia erikoistumisopinto-
ja. Ala on niin laaja, etta kaikkien opetussuunnitelmien analysointi ei tassa tutkimukses-
sa ole mielekasta. Tarkastellaan nain ollen kahden eri oppilaitoksen kaikkia koulutusoh-
jelmia opetussuunnitelmien matematiikan osalta ja pyritdan nain muodostamaan koko-
naiskuvaa alasta.

Joensuussa sijaitsevan Karelia-ammattikorkeakoulun tekniikan ja liikenteen alalla on
mahdollisuus opiskella viidessa eri koulutusohjelmassa: kone- ja tuotantotekniikan, ra-
kennustekniikan, sahkotekniikan, tietotekniikan ja ymparistéteknologian koulutusohjel-
missa. Matematiikkaa opiskellaan naissa koulutusohjelmissa 16 opintopisteen edesta
lukuun ottamatta ymparistoteknologiaa, jossa matematiikkaa on sisallytetty koulutuk-
seen ainoastaan 9 opintopistetta. Koulutusohjelmien painotukset aihealueiden suhteen
vaihtelevat, mutta opetussuunnitelmien perusteella on selvaa, etta aihealueista riippu-
matta tavoitteissa painotetaan valmiuksia tekniikan sovellusten matemaattiseen kasitte-
lyyn. Rakennustekniikassa soveltamisen lisaksi keskeiseen asemaan nousee mate-
maattinen ajattelu ja hahmotuskyky. Kone- ja tuotantotekniikassa puolestaan soveltami-
sen lisaksi opetussuunnitelmassa korostetaan matematiikan perusteiden hallintaa aihe-
alueissa, jotka suurimmaksi osaksi pohjautuvat lukiomatematiikkaan. (Karelia ammatti-
korkeakoulu 2009.)

Toisena ammattikorkeakouluna, johon voi hakea opiskelemaan tekniikan ja liikkenteen
alaa, tarkastellaan Jyvaskylan ammattikorkeakoulua. Suomenkielisia koulutusohjelmia
on haettavissa 9 kappaletta: automaatiotekniikka, energiatekniikka, hyvinvointitekniikka,
kone- ja tuotantotekniikka, logistiikka, mediatekniikka, ohjelmistotekniikka, paperitekno-
logia ja tietotekniikka. Koulutusohjelmiin kuuluu tyypillisesti 15 opintopistetta matema-
tiikkaa, poikkeuksen tasta kuitenkin tekevat mediatekniikka ja tietotekniikka 10 ja logis-
tiikkka 20 opintopisteelld. (Jyvaskylan ammattikorkeakoulu 2013.)

Jyvaskylan ammattikorkeakoulun tekniikan ja likenteen alan koulutusohjelmat rakentu-
vat opetussuunnitelmien perusteella matemaattiselta osaamistasoltaan hyvin samanlai-
sesti. Ensimmaisella matematiikan kurssilla on selvasti painotus perusasioiden hallin-
nassa ja proseduraalisessa sujuvuudessa. Tahan viittaavat esimerkiksi maininnat "opis-
kelija osaa ké&sitellé lausekkeita ja ratkaista yhtél6itd kasin, laskimella ja matemaattisia
tietokoneohjelmia kayttaen" seka "Han osaa kompleksilukujen ja matriisien laskusaan-
not." Funktioiden kohdalla ensimmaisten kurssien tavoitteissa mainitaan myés ymmar-
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taminen ja analysoiminen. MyOhemmissa matematiikan kursseissa tuodaan osaamista-
voitteisiin vahvasti mukaan soveltaminen, jota ei alussa niinkaan painoteta. Toisaalta
myOs kasitteellista ymmartamista painotetaan enemman opintojen edistyessa. (Jyvas-
kylan ammattikorkeakoulu 2013.)

Yhteista molemmille ammattikorkeakouluille opetussuunnitelmissa mainittujen matema-
tiikan kurssien osalta on toisaalta peruslaskutoimitusten hallinnan tai proseduraalisen
sujuvuuden korostaminen seka tekniikan sovellusten matemaattinen kasittely. Kasitteel-
listd ymmarrysta painotetaan myos selvasti osaamistavoitteissa. Nain ollen matemaatti-
sen taitavuuden osa-alueista kaksi — mukautuva paattely ja yrittelidisyys — loistavat
poissaolollaan.

6.5 Opetussuunnitelmien osaamistavoitteiden vertailua

Yleisesti voidaan sanoa opetussuunnitelmien tarkastelun perusteella, etta lukiossa pyri-
taan vahvistamaan opiskelijan matemaattista itsetuntoa rohkaisemalla luovan ja ennak-
koluulottoman persoonan kehitykseen. Yrittelidgisyyden saie on siis selvasti matemaatti-
sen taitavuuden osalta lukion opetustavoitteiden kohteena. Toisaalta myos muut osa-
alueet esiintyvat tavoitteissa suhteellisen tasapuolisesti, joten lukion opetus tahtaa kat-
tavasti matemaattisen taitavuuden kehittymiseen, vaikka proseduraalisen sujuvuuden
saie esiintyykin tavoitteissa muita vahemman.

Korkeakouluja yhdistaa affektiivisten ominaisuuksien puuttuminen opetustavoitteista.
Kyse voi olla vain semantiikasta, mutta toisaalta korkeakoulutuksessa saatetaan myos
luottaa opiskelijoiden sisasyntyiseen motivaatioon ja yrittelidisyyteen, joten niiden edis-
tamista ei pideta tarkeana. Kognitiivisten ominaisuuksien osalta korkeakoulut nayttavat
jakaantuvan tavoitteissaan selvasti matematiikan kurssien osaamistavoitteiden perus-
teella. Yliopistomatematiikassa tarkeaksi nostetaan kasitteellinen ymmartaminen ja mu-
kautuva paattely. Tama painotus on luonnollinen, silla matematiikkaa kasitellaan itse-
naisena tieteena, mika selittda laskemisen ja sovellusten vahyyden. Teknillisessa yli-
opistossa matematiikkaa kasitelladn melko monipuolisesti, jos opiskelee tekniikan ja
luonnontieteiden tutkinto-ohjelmassa. Matematiikan opinnot TTY:lla keskittyvat kuitenkin
muissa ohjelmissa laskurutiinien hallintaan eli proseduraalisen sujuvuuden saikeeseen.
Ammattikorkeakoulussa osaamistavoitteet keskittyvat perusteiden hallintaan niin pro-
seduraalisen sujuvuuden kuin kasitteellisen ymmartamisen osalta. Soveltaminen ja ylei-
semmin strateginen kompetenssi on myds hyvin vahvasti esilla ammattikorkeakoulujen
matematiikassa.
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7 TEHTAVIEN LUOKITTELU, SUORITUSTEN ANALYYSI JA LUOKITTELU-
SYSTEEMIN EDELLEENKEHITTAMINEN

Tassa osiossa pyritaan vastaamaan tutkimuksessa asetettuihin kysymyksiin, jotka on
esitetty luvussa 6.1. Tutkimuskysymyksiin vastaamiseksi matemaattisen osaamisen
mittaamista tarkastellaan Kilpatrickin ym. matemaattisen taitavuuden (2005) ja Wilsonin
taksonomian (1971) pohjalta luodun tehtavakategorisoinnin avulla, kategorisoinnin ku-
vaus on esitetty luvussa 2.3. Huomioita tehdaan myds Kilpatrickin ym. malliin pohjau-
tuen, silla tehtavakategorisoinnin voi nahda tahan malliin kiinteasti liittyvana (ks. kuva
2). Kokeiden sisallonanalyyttisen tarkastelun tuloksia eritellaan ensimmaisessa osiossa
tehtavasarjojen rakenteiden osalta, minka jalkeen toisessa osiossa kiinnitetddn huomio
tehtavissa menestymiseen. Kolmannessa osiossa puolestaan raportoidaan ryhmittely-
analyysin tuloksia. Viimeiseksi arvioidaan tehtavakategorisoinnin onnistumista tehtavien
luokittelusta nousseiden huomioiden perusteella.

7.1 Tehtivatyyppien tarkastelua

Seuraavat alaluvut 7.1.1-7.1.4 erittelevat tutkimuksen kohteina olleiden kokeiden raken-
tumista tehtavakategorioiden avulla tarkasteltuna. Analyysin tulokset esitetdan prosen-
tuaalisina osuuksina. Liitteissa 1-4 on esitetty analyysin tulokset kappalemaaraisesti.
Tampereen yliopiston ja yliopistojen yhteisvalinnan matematiikan paasykokeissa (luku
7.1.4) tehtavien maara ei ollut sama koko tutkimusaikavalilla, joten prosentuaalinen tar-
kastelu on talta osin perusteltua. Yhtenaisyyden vuoksi myds muiden kokeiden tulokset
eritelldadn samalla tavalla kuin matematiikan paasykokeiden osuudessa.

7.1.1 Lukion pitkin matematiikan ylioppilaskokeet

Kevaan ylioppilaskirjoitukset nayttavat yleensa sisaltavan eniten proseduraalista suju-
vuutta vaativia tehtavia, joihin luokitettin mekaaniset tehtavat (21 %) ja rutiiniongelmat
(25 %). Toisaalta myoOs strategia- (15 %) ja sovellustehtavia (18 %) esiintyy yleisesti
tehtavasarjoissa. Kasitetietoa ja konstruointitaitoja vaatineet tehtavat olivat selvasti vahi-
ten suosittuja kokeissa, ja yleensa niita testattiinkin vain osana yksittaisia tehtavia. Teh-
tavaluokittelun tuloksia on havainnollistettu kuviossa 1. Ylioppilaskirjoituksissa esiinty-
neiden tehtavien luokittelu on esitetty tarkemmin liitteessa 1.
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Kuvio 1. Ylioppilaskokeiden matematiikan tehtévien vuosittainen jakautuminen eri kategorioihin. Tutki-
muksen aikavalilla matematiikan tehtavia on ollut joka vuosi 15 kappaletta, joista kokelas voi valita enin-
taan kymmenen. Pystysuora akseli on jaettu kokonaisia tehtavia vastaaviin osiin.

Kuviosta 1 voidaan havaita, ettd mekaanisten tehtavien maaraa on tuntuvasti kasvatettu
vuosiin 2004-2006 verrattuna. Niiden maara nayttaisi vakiintuneen noin 3—4 tehtavaan.
Mekaaniset tehtavat nayttavatkin olevan varmimmin esiintyva kategoria, silla muiden
tehtavien maarat ovat vaihdelleet selvasti enemman eri vuosina. Mekaanisten tehtavien
ja rutiiniongelmien yhteismaarat ovat vaihdelleet viidesta ja puolesta lahes yhdeksaan
tehtavaan vuotta kohden, joten kokeista on luultavasti mahdollista saada kohtuullinen
tai hyva arvosana osaamalla paaasiassa naiden kategorioiden tehtavia. Sovellus- ja
strategiatehtavia on yhdessa selvasti korostettu ainoastaan vuonna 2005, jolloin niita oli
kahdeksan ja puolen tehtavan edesta. Ominaisuus- ja todistustehtavia esiintyy vuosit-
tain, mutta nilden maarat ovat tyypillisesti melko vahaisia. Vuotta 2005 lukuun ottamatta
ne ovat kuitenkin olleet aina molemmat edustettuna, muutamana vuonna runsaastikin.
Todistustehtavia oli erityisen paljon vuonna 2007, jolloin niitd mahtui 15 tehtavan jouk-
koon perati nelja kappaletta.
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Ylioppilaskokeissa ei ole arvioitu vuosittain kasitetietoa, konstruointia tai todistuksia.
Nain ollen voidaan todeta, etta ylioppilaskokeet ovat mitanneet matemaattista osaamis-
ta vain kohtuullisen laaja-alaisesti eri vuosina, mikali asiaa tarkastellaan tassa tutkimuk-
sessa tehtyjen maarittelyjen perusteella. Se, ettd kokeissa on mahdollista valita kym-
menen tehtavaa viidestatoista ja taten sivuuttaa mahdollisesti vaikeita tehtavatyyppeja,
pakottaa ylioppilaskokelaat jossain maarin myos arvioimaan omaa osaamistaan. Omien
kykyjen tuntemista voidaan pitaa epailemattd eraanlaisena taitona, josta on hyodtya
muun muassa oppimisvalmiutena. Tehtavien vastausprosentteja ja niista saatuja piste-
jakaumia tutkimalla voidaan tehda paatelmia yleisesti vaikeaksi koetuista tehtavatyy-
peistd ja omien taitojen arvioinnista eri tehtavatyyppien suhteen. Tahan tarkasteluun
palataan jaljempana.

7.1.2 Dia-yhteisvalinta 2004-2013

Dia-yhteisvalinnan insind6rikokeen matematiikan osiossa on ollut vuosina 2004-2013
kuusi tehtavaa jokaisella kerralla. Analyysin perusteella (liite 2) kokeissa esiintyi keski-
maarin eniten sovellustehtavia (28 %), niiden maarat ovat kuitenkin vaihdelleet suuresti
eri vuosina. Rutiiniongelmien, toiseksi yleisimman tehtavatyypin (18 %), hajonta on sen
sijaan selvasti pienempi. Strategiatehtavat (18 %) ovat olleet rutiiniongelmien kanssa
yhta yleinen tehtavatyyppi. Nama kolme kategoriaa edustavat noin kahta kolmasosaa
kaikista tehtavista ja muita kategorioita esiintyykin selvasti vahemman.
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Kuvio 2. Dia-yhteisvalinnan insinddrikokeen matematiikan osiossa esiintyneet tehtavakategoriat eri vuo-
sina. Tarkemmat tehtdvamaarat on koottu liitteeseen 2. Pystysuora akseli on jaettu kokonaisia tehtavia
vastaaviin osiin.

Dia-yhteisvalinnan kokeita tarkastellessa huomion kiinnitti se, ettd mekaaniset tehtavat
nayttavat tulleen niihin pysyvasti 2010-luvulla. Taman uudistuksen myota konstruointi-
tehtavien maara on vahentynyt, silla ne ovat puuttuneet lahes kaikista kokeista viime
vuosina. Kognitiivisesti vahemman haastavien mekaanisten tehtavien vastapainoksi
kokeissa on alkanut esiintymaan todistustehtavia vuodesta 2006 lIahtien, joten luultavas-
ti taitopainotusten muutokset ovat edistaneet kokeiden matemaattista laaja-alaisuutta ja
taten niiden erottelevuus on parantunut. Insind6rikokeen luokittelutuloksia on kuvattu
kuviossa 2. Liitteessa 2 on esitetty analyysitulokset myos vuosilta 2001-2003, mutta ne
paatettiin jattaa lopullisen tarkastelun ulkopuolelle, jotta tutkimusaikavali olisi yhtenainen
muiden analysoitujen kokeiden kanssa. Tarkastelun ulkopuolelle jatetyt kokeet olivat
hyvin samantyyppisia seuraavien vuosien kokeiden kanssa.
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7.1.3 Ammattikorkeakoulujen tekniikan ja liikenteen ala

Ammattikorkeakoulujen paasykokeissa oli tutkimusaikavalilla 2004-2013 vuosittain
kuusi matematiikan tehtavaa. Rutiiniongelmat (24 %) ja mekaaniset tehtavat (23 %) hal-
litsevat vain hieman tehtavasarjoissa, koska strategia- (19 %), ominaisuus- (19 %) ja
sovellustehtavat (14 %) ovat myds usein edustettuna.

W 2004 w2005 w2006 m2007 m2008 m 2009 2010 2011 2012 2013
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Tehtévien osuus kokeissa [%)]
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Tehtdvakategoria

Kuvio 3. Ammattikorkeakoulujen tekniikan ja liikenteen alan matematiikan paasykokeissa esiintyneet
tehtavatyypit. Pystysuora akseli on jaettu kokonaisia tehtavia vastaaviin osiin.

Ammattikorkeakoulujen paasykokeet oli selvasti rakennettu monien tehtavien osalta
hyvin samantyyppisiksi vuodesta toiseen, vaikka kuviosta 3 ja liitteessa 3 esitetysta tau-
lukosta voidaan havaita, ettd sovellus- ja strategiatehtavien lukumaara onkin laskenut
tutkimusaikavalilla. Paasykokeissa arvioidaan loogista paattelya, mika ehka vaikutti
ominaisuustehtavien maaraan, koska monet naista tehtavista testaavat kasitysta mate-
maattisten objektien ominaisuuksia. Loogista paattelya saatettiin arvioida esimerkiksi
lukujonolla, jonka saanto tuli paatella, joten naita tehtavia ei ollut mielekasta sulkea tar-

52



kastelun ulkopuolellekaan. Mekaanisten tehtavien ja rutiiniongelmien suurempi osuus
selittyy silla, etta kokeet ovat sisaltaneet niita jokaisena tarkasteltavana vuonna. Kasite-
tietoa, konstruointia ja todistamista vaatineet tehtavat puolestaan loistavat poissaolol-
laan. Tutkimusaikavalilla ainoastaan vuonna 2011 esiintyi yksi kasitetietotehtava.

7.1.4 Tampereen yliopiston ja yliopistojen yhteisvalinnan matematiikan padsyko-
keet

Tampereen yliopiston matematiikan ja tilastotieteen paasykokeet siirtyivat vuonna 2010
yliopistojen yhteisvalinnan piiriin. Kokeet on tasta lahin jarjestetty yhteistyossa Helsin-
gin, Itd&-Suomen, Jyvaskylan, Oulun, Tampereen ja Turun yliopistojen kanssa. Uudistuk-
sen myo6ta tehtavien maara vaheni kymmenesta viiteen tehtavaan. Jo ennen uudistusta,
vuosien 2004 ja 2005 jalkeen, paasykokeissa tapahtui selkeitd muutoksia. Vuosina
2004 ja 2005 paasykokeiden tehtavat perustuivat vahvasti tilastojen ja todennakoisyyk-
sien aiheisiin kun taas vuodesta 2006 lahtien aihealueet ovat selkeasti monipuolistu-
neet. Tama saattoi osaltaan vaikuttaa tehtavien luokitteluun, vaikka aihealueella ei si-
nansa ole suoraa vaikutusta luokitukseen. Tehtavaluokittelun tulokset on esitetty kuvi-
ossa 4.
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Kuvio 4. Matematiikan ja tilastotieteen valintakokeissa esiintyneet tehtavatyypit vuosina 2004—-2013.
Vuosina 2004-2009 yksi tehtava vastasi 10 prosenttia ja vuosina 2010-2013 20 prosenttia kokeesta.

Matematiikan ja tilastotieteen paasykokeissa sovellustehtavat (25 %) ovat selvasti ylei-
sin tehtavakategoria, mutta myos muita kategorioita on esiintynyt yleisesti. Tutkimusai-
kavalilla nelja kategoriaa on ollut suurin piirtein yhta paljon edustettuna: mekaaniset teh-
tavat (17 %), ominaisuustehtavat (16 %), strategiatehtavat (16 %) ja rutiiniongelmat (15
%). Todistukset, konstruoinnit ja kasitetietotehtavat ovat selkeasti olleet tehtavakatego-
rioita, joita ei kokeissa mitata. Matematiikan paasykokeissa on ollut esimerkiksi todistus-
tehtavia ainoastaan vuosina 2006 ja 2010.

Kahteen kertaan selkeita ulkoisia muutoksia kokeneiden matematiikan ja tilastotieteen
paasykokeiden vuosittainen tarkastelu osoittaa, etta tehtavakategorioiden painotuksissa
on tapahtunut selvia muutoksia. Kuvion 4 perusteella on ilmeista, etta kasitetieto- ja
ominaisuustehtavat ovat jaaneet kokonaan pois 2010-luvulla, kun on siirrytty yliopistojen
yhteistyossa jarjestamiin kokeisiin. Mekaanisten tehtavien lisaantyminen nayttaisi tapah-
tuneen jo ennen valintakoeyhteistyota ja muutokset liittyvat tassa tarkastelussa paaasi-
assa vuosien 2004 ja 2005 poikkeuksellisiin kokeisiin. Rutiiniongelmien maara nayttaisi

54



vakiintuneen 2010-luvulla 20 prosenttiin eli kaytannossa yhteen tehtavaan viidesta.
Aiempina vuosina tassa kategoriassa on ollut vaihtelua, kun rutiinitehtavat ovat olleet
joinakin vuosina lahes tyystin unohdettuja. Strategiatehtavien osuus nayttaisi selvasti
lisaantyneen ja niitakin on ollut viimeaikaisissa paasykokeissa tyypillisesti yksi viiden
tehtavan joukossa. Valintakoeyhteistyd on johtanut vuosittain tarkasteluna yhtenaisem-
paan testaukseen, silla kokeet ovat olleet 2010-luvulla selvasti keskendan samankaltai-
sia. Nayttaa silta, etta sovellustehtavakategoria on ainoa, joka ei ole kokenut merkittavia
muutoksia koko tarkastelujakson aikana.

7.1.5 Ylioppilaskokeiden tehtivityyppien vertailu korkeakoulujen paasykokeisiin

Yleisesti ottaen voidaan todeta, etta ylioppilaskokeissa ja korkeakoulujen paasykokeis-
sa voidaan havaita selvia painotuksia tietyn tyyppista ajattelua vaativien tehtavien suh-
teen (kysymys 1.1). Painotusten tarkastelua tehtiin jokaisen oppilaitoksen kohdalla erik-
seen luvuissa 7.1-7.4. Tassa luvussa kootaan ja suhteutetaan naitd huomioita. Kaikille
kokeille on yhteista, etta proseduraaliseen sujuvuuteen liittyvia tehtavia on lisatty viime
vuosina. Koululaitosten valisista eroista saadaan kasitys kuvion 5 avulla, jossa on kes-
kiarvoistettu vuosien 2004—-2013 kokeissa esiintyneiden tehtavakategorioiden osuudet.
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Kuvio 5. Paasykokeiden ja ylioppilaskokeiden tehtavatyyppien osuus kokeissa keskimaarin vuosina
2004-2013. Lyhenteiden merkitykset: YO = kevaan ylioppilaskokeet, MAT = matematiikan ja tilastotieteen
paasykokeet, INS = Dia-yhteisvalinnan insin66érikokeen matematiikan osuus, AMK = ammattikorkeakoulu-
jen tekniikan ja liikenteen alan paasykokeen matemaattinen osuus.
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Kuvion 5 perusteella voidaan tehda paatelmia paasykokeiden ja ylioppilaskokeiden pai-
notusten keskinaisista eroista. Ylioppilaskokeiden osalta on mielenkiintoista tarkastella
miten hyvin kokeet vastaavat korkeakoulujen paasykoevaatimuksiin (tutkimuskysymys
1.2). Nayttaa silta, ettd ylioppilaskokeet onnistuvat monissa tehtavakategorioiden
osuuksissa asettumaan korkeakoulujen valimaastoon, mika olisi luultavasti tavoittelemi-
sen arvoista, jotta jatko-opintoihin opiskelu olisi mahdollisimman tasapuolista ja laaja-
alaista. Kuvan 5 perusteella ominaisuustietoa koskevien tehtavien maara on kuitenkin
aavistuksen liian pieni edellda mainitun tavoitteen toteutumisen kannalta, silla kaikissa
paasykokeissa naiden tehtavien keskimaarainen osuus on ollut suurempi. Keskimaarin
tarkasteltujen korkeakoulujen paasykokeissa esiintyy noin 14,5 % ominaisuustehtavia,
mika on lahes kuusi prosenttiyksikk6a enemman kuin ylioppilaskokeissa. Ero tarkoittaa
sita, etta ylioppilaskokeisiin tulisi sisallyttaa keskimaarin melkein yksi tehtava enemman
ominaisuuskategorian tehtavia, jotta ylioppilaskokeet vastaisivat paremmin korkeakoulu-
jen paasykokeita. Ylioppilaskokeisiin sisaltyva tehtavien valikointi kuitenkin tekee on-
gelmalliseksi niiden suoran vertaamisen paasykokeiden rakenteeseen.

Selvin ero paasykokeisiin syntyy todistustehtavien osuuksissa. Ylioppilaskokeiden teh-
tavissa on nimittdin noin 9 % todistustehtavia kun taas matematiikan ja tilastotieteen
seka Dia-yhteisvalinnan paasykokeissa vastaava osuus on keskimaarin noin 4 % ja
ammattikorkeakoulussa todistustehtavat puuttuvat kokonaan. Ylioppilaskokeiden run-
sasta todistustehtavien osuutta voidaan luultavasti perustella mahdollisuudella valikoida
tehtavia, silla kaytannéssa minaan tutkimusaikavalin vuonna kokelaan ei ole ollut pakko
vastata todistamista edellyttaneeseen tehtavaan, jos muihin tehtavakategorioihin kuulu-
neet tehtavat ovat tuntuneet helpommilta. Todistustehtavien vastausprosentit ovatkin
keskimaarin pienia: kaikkien todistustehtavien keskimaarainen vastausprosentti oli tut-
kimusaikavalilla ainoastaan 28,7 %. Todistustehtavat ovat tyypillisesti sijainneet ylioppi-
laskokeiden viimeisten tehtavien joukossa, mika viestii siita, etta niiden hallintaa pide-
taan syventavien kurssien asiana tai harrastuneisuuden osoituksena.

7.1.6 Tehtavityypit opetussuunnitelmien tavoitteiden heijastajina

Luvussa 4 tarkasteltiin tutkimuskohteena olevien oppilaitosten opetussuunnitelmia ja
niissa esiintyvia matemaattisen osaamisen tavoitteita. Ylioppilaskokeiden ja korkeakou-
lujen paasykokeiden analyysi paljasti, etta ne eivat yleensa toista opetussuunnitelmien
antamaa kuvaa opetuksen painotuksista, kun tarkastellaan matemaattisen osaamisen
piirteita.
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Lukion ja korkeakoulujen opetussuunnitelmia selkeasti erottanutta yritteliagisyyden saiet-
ta ei voida arvioida taman aineiston perusteella, joten silta osin ei voida sanoa mitaan.
Kognitiivisiin matemaattisen osaamisen alueisiin sen sijaan kokeiden tehtavatyypit tar-
joavat tarkastelumahdollisuuden. Ammattikorkeakoulujen paasykoe heijasteli ainoana
opetussuunnitelman tavoitteita. Lukion opetussuunnitelma ei vastaa painotuksiltaan yli-
oppilaskokeita, silla proseduraaliseen sujuvuuteen liittyvia tehtavia on ylioppilaskokeissa
runsaasti, mutta opetussuunnitelmissa tama saie saa vahiten huomiota. Myos kasitteel-
liseen ymmartamiseen ja mukautuvaan paattelyyn liittyvien tehtavien maara ylioppilas-
kokeissa poikkeaa siita, minka verran lukion opetussuunnitelma niitd painottaa. Paino-
tus naiden saikeiden osalta on opetussuunnitelmassa selkeasti isompi kuin ylioppilas-
kokeissa.

Dia-yhteisvalinnan ja TTY:n opetussuunnitelmien valilla on selkeita eroja matemaattisen
taitavuuden painotuksissa. Paasykokeet vastaavat paremmin "matematiikan"-kursseja
kuin "insindorimatematiikan"-kursseja opiskelevien tutkinto-ohjelmien opetusta. Kokei-
den uudistuminen on kuitenkin parantanut paasykokeiden ja opetussuunnitelmien vas-
taavuutta. Tama kay ilmi lisdantyneesta proseduraalisen sujuvuuden testaamisesta,
silla opetussuunnitelmassa tama matemaattisen taitavuuden saie saa paljon huomiota.
Strateginen kompetenssi on kuitenkin selkeasti yliedustettuna paasykokeissa, jos sita
verrataan opetussuunnitelmiin. Matematiikan nakeminen tyokaluna on opetussuunni-
telmien perusteella TTY:n opetuksessa keskeista, joten proseduraalisen sujuvuuden ja
strategisen kompetenssin korostaminen on paasykokeissa kuitenkin perusteltua.

Matematiikan ja tilastotieteen paasykokeet poikkeavat selvasti opetussuunnitelman
hengesta ja ero on todennakoisesti kasvanut uudistusten myoéta. Kasitteellisen ymmar-
tamisen testaaminen on vahentynyt, vaikka tama saie on selvasti esilla opetussuunni-
telmissa. Proseduraalinen sujuvuus on sen sijaan hyvin edustettuna niin opetuksen al-
kuvaiheissa kuin paasykokeissa. Mukautuvaan paattelyyn liittyvia tehtavia on matema-
tiikan paasykokeissa vahan verrattuna siihen, etta yliopisto-opinnot painottuvat nimen-
omaan talle alueelle. Strategisen kompetenssin korostaminen paasykokeissa saattaa
tosin olla perusteltua nimenomaan mukautuvaan paattelyyn liittyvien valmiuksien kan-
nalta.
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7.2 Matemaattinen osaaminen koetulosten perusteella

7.2.1 Matemaattinen osaaminen ylioppilaskokeissa

Tallila (2013, 95-122) on esittanyt pro gradu -tyonsa liitteissa vuosien 2004-2012 ke-
vaiden ylioppilaskokeiden tehtavakohtaiset pistetaulukot. Pistetaulukot on alun perin
koonnut ylioppilaslautakunnan entinen puheenjohtaja Aatos Lahtinen. Naiden taulukoi-
den avulla voidaan arvioida yleisella tasolla lukion pitkdn matematiikan suorittaneiden
matemaattista taitotasoa. Tarkastelussa ei erotella pakollisen ja ylimaaraisen kokeen
suorittaneita, koska tarkoitus on ainoastaan saada kokonaiskuva matematiikan osaami-
sen tasosta. On todennakoista, etta joitakin eroja olisi syntynyt naiden kahden ryhman
valille, mutta kuten Tallila (2013, 77) toteaa tutkimuksessaan, ylimaaraisena ja pakolli-
sena kirjoittavien ero on yllattavan pieni. Pakollisena kirjoittavat menestyvat tyypillisesti
tehtavissa vain hieman paremmin.

Tarkasteltaessa kokelaiden matemaattista osaamista eri tehtavakategorioiden suhteen,
havaitaan, ettd kognitiivisesti kompleksisemmista tehtavistd saadaan yleensa vahem-
man taysia pisteitd (Kuvio 6). Taysien pisteiden osuudet noudattavat teoreettisten mal-
lien perusteella tehtya luokittelua, silla tehtavakategorioiden jarjestys on sama. Eri teh-
tavakategorioissa saavutetut taydet pisteet eivat kuitenkaan noudata lineaarisuutta kog-
nitiivisen kompleksisuuden suhteen kuvion 6 pohjana olevan kategorisoinnin tapauk-
sessa. Toinen havainto, joka voidaan tehda kuviosta 6, koskee osaamisen aaripaita.
Ominaisuus- ja sovellustehtavien osaaminen on muihin tehtavakategorioihin nahden
selvasti polarisoitunut: niistd saadaan paljon nollia pisteita taysien pisteiden osuuteen
nahden. Toisia tehtdvakategorioita vasten tarkasteltuna nimittain naissa kahdessa tulisi
olla merkittavasti vahemman nollaan pisteeseen jaaneita vastauksia, jotta kuvio 6 olisi
symmetrinen. Luonnollisesti voidaan myos ajatella, ettd kuuden pisteen vastauksia on
suhteellisesti ylimaarin. Miksi siis ominaisuus- ja sovelluskategoriat poikkeavat muista?
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Kuvio 6. Ylioppilaskokeiden eri tehtavakategorioissa saavutetut pisteet vuosina 2004—-2012.

Kuvion 6 tarkastelussa tulee huomioida, etta vastausosuudet kertovat suoraan osaami-
sesta ainoastaan niiden kokelaiden osalta, jotka kyseisiin tehtaviin ovat vastanneet.
Yleisesta osaamisen tasosta voitaisiin tehda varmempia argumentteja, jos ylioppilasko-
keissa ei olisi valinnan mahdollisuutta tehtavien suhteen. On kuitenkin oletettavaa, etta
kokelas jattda harvoin vastaamatta tehtavaan josta saisi taydet pisteet. Nain ollen kuu-
den pisteen vastausten lukumaara on otettava huomioon tarkastelussa. Kuvion 6 tueksi
on myos mielekasta tarkastella tehtavakategorioiden keskimaaraisia vastausprosentte-
ja. Nain voidaan paatella jotakin tehtavakategorioiden osaamisesta. Edella mainitut tie-
dot I6ytyvat taulukosta 1 ja kuviosta 7.

Taulukko 1. Ylioppilaskokeiden vastausprosentit tehtavakategorioittain vuosina 2004-2012.

. Ominai- Mekaani- Rutii- Strate- Sovel- Konst- Todis-
Pisteet . . .
suus nen ni gia lus ruointi tus
Vasﬁzus' 55,0 89,1 726 690 455 26,2 28,7
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Kuvio 7. Kuuden pisteen vastausten lukumaard tehtavakategorioittain vuosina 2004—-2012. Kategoriat
eivat ole keskenaan vertailukelpoisia, koska niihin liittyvia tehtavia on ollut eri maara.

Taulukosta 1 havaitaan, etta ylioppilaskokeiden vastausprosentit noudattelevat paaasi-
assa tehtavakategorioiden oletettua kognitiivista kompleksisuutta. Ainoa selked poik-
keus on ominaisuustehtavien vastausprosentti. Sen perusteella ominaisuustehtavien
vaikeustason voitaisiin arvioida sijoittuvan strategia- ja sovellustehtavien valiin. Kokeita
analysoitaessa huomasikin, ettd ominaisuustehtavat sijoittuvat tyypillisesti kokeen puoli-
valiin tai taman jalkeen. Tehtavakategorioiden ja tehtavanumeroiden valilla oli selvasti
yhteys: taulukon 1 vastausprosenttien suuruusjarjestys noudattelee tyypillista tehtavien
sijoittelua koesarjaan. Mekaaniset tehtavat siis yleensa sijoitetaan ensimmaisiksi ja so-
vellus-, konstruointi- ja todistustehtavat painottuvat tyypillisesti viimeisten tehtavien
joukkoon. Poikkeuksia toki on, etenkin kokeen viimeisten tehtavien osalta, silla muun
muassa mekaanisia tehtavia sijoitettiin myos kokeiden loppupuolelle. Ylioppilaskokeissa
viimeisten tehtavien joukossa ylipaansa esiintyi kaikkien kategorioiden tehtavia.
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Kuvio 8. Vastausprosenttien, nollien pisteiden ja kuuden pisteen osuuksien vertailua. Pistemaarien
osuuksia on verrattu kaikkiin kyseiseen tehtavakategoriaan vastanneisiin.

Kuviossa 8 on esitetty taulukon 1 vastausprosentit suuruusjarjestyksessa tehtavakate-
gorioittain ja havainnollistettu yhteytta arvosteluasteikon aaripaihin (9 pisteen tehtavien
osuuksilla ei ole kaytannossa merkitysta tassa tarkastelussa). Edelleen voidaan havaita,
ettd ominaisuustehtavien keskimaarainen vastausprosentti asettuu suuruudessaan stra-
tegia- ja sovellustehtavien valiin, kuten todettiin jo taulukon 1 yhteydessa. Kuviosta 8
kay nyt selvemmin ilmi ominaisuuskategorian erikoisuus kuin aiemmista esityksista. Jos
oletetaan, ettd vastausprosenttien ja tehtavien vaikeuden (siten ollen saatujen pistei-
den) valillda on jokin tietty korrelaatio, niin ominaisuustehtavat poikkeavat selvasti tassa
muista kategorioista.

Ominaisuuskategorian poikkeavuutta voidaan yrittda pohtia ja arvailla, mutta tdman tut-
kimuksen perusteella ei ole mahdollista esittdaa varmaa selitysta edella esitetylle iimidlle.
Yksi mahdollinen selitys voisi olla, ettd ominaisuustehtavat poikkeavat itsearvioinnin
kannalta muista tehtavista. On kenties helpompaa arvioida omaa osaamistaan ominai-
suustehtavan kohdalla ja jattda nain ollen vastaamatta naihin tehtaviin, jos ei ole varma
vastauksesta. Tama on luonnollista kun muistetaan, etta ominaisuustehtavat liittyvat
kasitteellisen ymmartamisen saikeeseen Kilpatrickin ym. mallissa. On mahdollista, etta
kasitteellisen ymmarryksen itsearviointi on helpompaa kuin muihin saikeisiin liittyvien
taitojen.

Ominaisuuskategorian erityistéd kayttaytymista kuvioissa 6 ja 8 voidaan yrittda selittéa
myo0s tehtavien luonteella. Kuviosta 6 havaitaan, etta ominaisuustehtavista jaetaan nel-
jaa ja viitta pistetta vahemman kuin voisi olettaa muiden kategorioiden pisteytyksiin ver-
ratessa. Nain ollen pisteytyksessa korostuu huonompien pisteiden osuus. Tama voi olla
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seurausta ominaisuustehtavien ankarasta luonteesta: joko niiden osaamisessa tai ar-
vostelussa ilmenee polarisaatiota.

7.2.2 Matemaattisen osaamisen profiili Tampereen yliopiston matematiikan ja ti-
lastotieteen valintakokeissa verrattuna ylioppilaskokeisiin

Tampereen yliopiston opiskelijavalintajarjestelmasta (VALTSU) saatujen valintakoetilas-
tojen analyysilla pyritaan vastaamaan tutkimuskysymyksiin 2.1, 2.2, 2.3 ja 3.1. Analyy-
sin suoritus on kuvattu luvussa 6.3. Tilastoaineistoa jouduttiin karsimaan, silla joissakin
tapauksissa pisteytyksia ei ollut eritelty tehtavakohtaisesti. Aineiston edustavuutta arvi-
oitiin tarkastelemalla taulukkoa 2. Siitda huomataan, ettd aineistoon jai karsimisen jal-
keen suhteellisen paljon pitkdssa matematiikassa arvosanoja E tai L kirjoittaneita.

Taulukko 2. Aineiston jakautuminen ylioppilaskirjoituksissa menestymisen mukaan ja aineiston frekvens-
sit karsimisen jalkeen. Muutos-rivilla on verrattu aineiston koon muutosta alkuperaisiin frekvensseihin.
Pitkan ja lyhyen matematiikan kirjoittaneiden osuus ei ole yhteensa 100 prosenttia, koska paasykokeisiin
osallistuvista aivan kaikilla ei ole ylioppilastaustaa. Alkuperaisessa aineistossa oli 1362 tapausta.

Arvosana | A B C M E L Summa Osuus [%]
DItk Kaikki 2 34 121 235 519 102 50 1061 77,9
itka
Valikoidut 2 29 98 178 409 95 48 859 63,1
Muutos 0,00% 14,71% 19,01% 24,26% 21,19% 6,86% 4,00%
Kaikki 0 2 9 21 64 73 57 226 16,6
Lyhyt
Valikoidut 0 2 9 17 59 63 51 201 14,8
Muutos 0,00% 000% 0,00% 19,05% 7,81% 13,70% 10,53%

Valintakoevastauksien pisteytykset analysoitiin ensin tehtavakategorioiden keskiarvojen
ja niiden hajonnan suhteen. Tulokset on koottu taulukkoon 4.
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Taulukko 3. Matematiikan ja tilastotieteen paasykoetilastojen analyysiin kelpuutettiin 1120 tapausta
1362:sta. Kaikkina tutkimusaikavalin vuosina ei kuitenkaan esiintynyt kaikkia tehtavakategorioita, joten
tutkimusaineistossa oli joidenkin kategorioiden osalta paljonkin puuttuvia tapauksia. Tehtavien pisteet on
skaalattu valille 0—1. Konstruointitehtavat on jouduttu jattdamaan tarkastelun ulkopuolelle aineiston vahyy-
den vuoksi.

Kasitetieto Ominaisuus Mekaaninen Rutiini Strategia Sovellus Todistus

Tapaukset 153 750 838 620 657 962 199
Hylatty 967 370 282 500 463 158 921
Keskiarvo 0,330 0,358 0,471 0,567 0,496 0,257 0,303
Keskihajonta 0,425 0,345 0,338 0,364 0,371 0,301 0,339

Valintakokeissa menestymista voidaan tarkastella vertaamalla eri tehtavakategorioiden
pisteytyksia ylioppilaskokeisiin. Talloin saadaan kuva valintakokeissa esiintyneiden teh-
tavien vaikeustasosta tehtavakategorioittain. Toisaalta vertailu saattaa kertoa myo6s ha-
kijoiden valikoituneisuudesta matemaattisen osaamisen suhteen. Kuviossa 9 on esitetty
ylioppilaskokeiden ja matematiikan ja tilastotieteen valintakokeiden keskimaarainen pis-
teytys tehtavakategorioittain.
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Kuvio 9. Ylioppilaskokeen (kevaat 2004—2012) pisteytysten vertailu matematiikan ja tilastotieteen valinta-
kokeiden (2004-2013) pisteytyksiin. Ylioppilaskokeissa ja paasykokeissa oli molemmissa vain yksi puh-
taasti kasitetietoa vaatinut tehtava, joten talta osin tilasto ei ole riittdva paatelmien tekemiseksi. Pisteytys-
ten skaalaus on tehty asteikolle 0-1.

Kuviosta 9 havaitaan, etta tehtavakategorioiden pisteprofiilit muistuttavat toisiaan, mutta
valintakokeissa osaaminen painottuu kognitiivisesti kompleksisempia kategorioita kohti.
Ylioppilaskokeissa saadaan yleensa eniten pisteitd mekaanisista tehtavista, mutta valin-
takokeissa tassa kategoriassa menestytaan vasta kolmanneksi parhaiten. Matematiikan
(ja tilastotieteen) valintakokeissa nimittain parhaiten osataan rutiinitehtavat ja toiseksi
parhaiten strategiatehtavat.

Valintakokeissa on jaettu vuosina 2004—-2013 pisteita keskimaarin samalla tavalla omi-
naisuus-, mekaanisissa- ja sovellustehtavissa verrattuna ylioppilaskokeiden pistemaa-
riin. Tehtavakategorioista, joiden tarkasteluun oli riittavasti tilastomateriaalia, rutiini-,
strategia- ja todistustehtavat erottuvat selvasti ylioppilas- ja valintakokeiden pisteytyk-
sissa. Naissa kolmessa kategoriassa menestyttiin paremmin matematiikan (ja tilastotie-
teen) valintakokeissa kuin ylioppilaskokeissa.
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Tutkimuskysymys 2.2 liittyi matematiikan osaamisen negatiiviseen kehitykseen ja kysy-
mykseen sen selittamisesta edellisten tulosten perusteella. Ylioppilaskokeiden osalta
nayttaa silta, ettd merkittavimmat muutokset koskevat mekaanisia-, strategia-, konst-
ruointi- ja todistustehtavia. Todistus- ja strategiatehtavat ovat vahentyneet tutkimusaika-
valilla, jolloin puolestaan mekaaniset- ja konstruointitehtavat ovat lisdantyneet. Kuvion 8
vastausprosenttien ja kuvion 9 pistesaaliiden perusteella ylioppilaskokeet ovat siis
muuttuneet kokelaille helpompaan suuntaan. Tama ei tue oletusta siita, ettd kokeiden
vaatimustaso selittaisi osaamisen heikkenemista.

Samaa kysymysta matemaattisen osaamisen negatiivisesta kehityksesta kokeissa arvi-
oitujen ominaisuuksien funktiona voidaan tarkastella matematiikan ja tilastotieteen paa-
sykokeissa. Niissa kasitteellisen ymmartamisen saikeeseen liittyvat tehtavat (kasitetieto-
ja ominaisuustehtavat) ovat selvasti vahentyneet tutkimusaikavalilla. Samaan aikaan
proseduraaliseen sujuvuuteen liittyvat tehtavat (mekaaniset- ja rutiinitehtavat) ovat li-
saantyneet samoin kuin strategiatehtavat. Kasitetieto- ja ominaisuustehtavat osataan
matematiikan ja tilastotieteen paasykokeissa selkeasti huonommin kuin mekaaniset-,
rutiini- ja strategiatehtavat (kuvio 9), joten tdmakaan ei selitd osaamisen negatiivista
kehitysta. Nayttaisi silta, ettd myos paasykokeissa hakijoille helpompien tehtavakatego-
rioiden osuus on kasvanut tutkimusaikavalilla 2004—-2013.

Matemaattisen osaamisen arvioinnissa on siis ainakin ylioppilaskokeiden ja matematii-
kan ja tilastotieteen paasykokeiden perusteella siirrytty tehtavatyyppeihin, joissa yleises-
ti ottaen menestytaan paremmin ja joihin vastataan mieluummin. Luultavasti taustalla on
korjausliike, joka on tehty vastauksena matemaattisen osaamisen heikkenemiseen. Li-
saksi nayttaa silta, etta matematiikan perusteiden heikossa hallinnassa ei ole kyse na-
ennaisilmidsta, joka johtuisi testauksen painopisteiden muutoksesta, koska nimen-
omaan painopiste on siirtynyt perusteisiin pain. Oletettavasti taman pitaisi myds kannus-
taa perusteiden syvallisempaan hallintaan. Toisaalta vaatimustason lasku voi kaantya
itsedan vastaan ja vahentaa kiinnostusta matematiikan oppimiseen.

7.3 Matematiikan ja tilastotieteen paasykokeisiin osallistuneiden mate-
maattisen osaamisen tyypittely

Tutkimuksen yksi tavoite liittyi matemaattisen osaamisen tyypittelyyn (tutkimuskysymys
2.3). SPSS -tilasto-ohjelmalla suoritetussa K-means -klusterianalyysissa saatiin esiin
matematiikan ja tilastotieteen (vuosina 2004-2009) ja matematiikan (vuosina 2010—
2013) valintakokeisiin osallistuneiden hyvin erilaiset osaamistyypit tehtavakategorioiden
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suhteen. Klusterianalyysin perusteella voitiin pelkistaa tilastoaineistosta viisi erilaista
ryhmaa, jotka poikkeavat selvasti toisistaan matemaattisessa osaamisessa. Analyysi
toistettiin SPSS:I1a ryhmien maaraa (2-8) vaihtelemalla ja arvioimalla ryhmien keskinai-
sia suhteita. Ryhmat muotoutuivat kaikkein luonnollisimmin, kun niiden lukumaaraksi
valittiin viisi (taulukko 4). Kasitetietotehtavat jouduttiin jattdmaan klusterianalyysin ulko-
puolelle, koska ryhmien valille ei muodostunut tilastollisesti merkitsevaa eroa yksisuun-
taisessa varianssianalyysissa (ANOVA), (F = 1,462, p = .212) taman tehtavakategorian
osalta. Tahan vaikutti erityisesti se, etta kasitetietoa vaadittiin puhtaasti vain yhdessa
tehtavassa vuosina 2004—-2013. Konstruointitehtavia puolestaan ei ollut yhtaan kappa-
letta, joten tamakin kategoria jouduttiin jattdamaan pois lopullisesta tarkastelusta.

Taulukko 4. Lopulliset klusterikeskukset SPSS:lla suoritetussa K-means -klusterianalyysissa. Taulukossa
on korostettu lihavoinnilla keskimaaraista selkeasti korkeampaa ja alleviivauksella heikompaa osaamista
klusterien karakterisoinnin helpottamiseksi.

Klusteri
Osaajat Kurssiopiskelijat Laskijat Heikot Strategistit
Ominaisuus ,56 29 41 33 43
Mekaaninen ,78 21 ,84 16 ,46
Rutiini ,71 ,65 ,82 .09 .54
Strategia JT7 ,36 29 32 ,91
Sovellus ,73 ,15 A2 1 ,29
Todistus 33 ,2_6 ,30 ,2_8 ,36

Matemaattisen osaamisen suhteen erilaiset ryhmat nimettiin taulukosta 4 saatavan in-
formaation perusteella seuraavasti: "osaajat’, "kurssiopiskelijat”’, "laskijat”, "heikot” ja
"strategistit”. Kaikkiin ryhmiin yhdistyi runsaasti tapauksia (taulukko 5), mutta myos vaih-
telua esiintyi ryhmien suuruudessa. Kurssiopiskelijat ja laskijat kattavat aineistosta 49
prosenttia, kun taas toisaalta osaajien ryhma on suhteelliselta osuudeltaan kaikista pie-
nin (13 %).

Taulukko 5. Klustereiden koko.

Osaajat 110
Osaajat
Kurssiopiskelijat 206 Strategistit 13 %
19%
Klusteri Laskijat 199 .
Kurssi-
Heikot 163 Heikot opiskelijat
19% e
Strategistit 160
Laskijat
Yhteensa 838 24%
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Kuvataan seuraavaksi klusterianalyysin perusteella saatujen ryhmien ominaisuuksia
matematiikan osaamisen suhteen. Ryhmien ominaisuuksia verrataan Joutsenlahden
(200%5) vaitoskirjatutkimukseen, jossa han esitteli lukiolaisten matemaattisen ajattelun
piirteita yhteiskunnan, opettajan ja opiskelijan nakokulmasta. Taulukossa 6 on esitetty
ryhmien vastaavuudet ja prosenttiosuudet Joutsenlahden (2005) esittdmaan verrattuna.
Joutsenlahti on nimennyt ryhmat lukion kurssiarvosanojen ja ylioppilaskoemenestyksen
vastaavuuden perusteella. Tassa tutkimuksessa klusterit kuvaavat staattisempia osaa-
mistyyppeja, joten ne on nimetty eri tavalla.

Taulukko 6. Klusterien vastaavuus ja osuuksien vertailu.

Klusteri osuus [%] osuus [%] Joutsenlahti (2005, 218-222)
Osaajat 13 40 Menestyjat
Kurssiopiskelijat 25 10—20 Pettyjat
Laskijat 24 26 Suoriutujat
Heikot 19 14 Luovuttajat
Strategistit 19 <10 Kypsyjat

"Kurssiopiskelijat” ovat luultavasti opiskelleet tavoitteenaan kurssien lapaiseminen, silla
konseptuaalisen ymmarryksen heikko taso, joka ilmenee ominaisuustehtavissa, kielii
ulkoaopettelusta ja rutiinien kehittamisesta. On taysin mahdollista, etta tdaman ryhman
jasenet osaavat kurssien loppukokeissa mekaanisia tehtavia, mutta ulkoa opetellut me-
netelmat eivat palaudu muistista virheettdmina kun aikaa on kulunut niiden opiskelusta.
"Kurssiopiskelijat” osaavat kohtuullisesti rutiinitehtavia, silla rutiininomaisten ongelmien
ratkaisustrategiat palautuvat mieleen, vaikka todennakaisesti ajattelun kehittymattomyys
kostautuu virheina naissa tehtavissa. Edellisten hypoteesien tekeminen tasta ryhmasta
perustuu erityisesti oletukseen rutiinitehtavien osaamisen sailymisesta. Joutsenlahden
(2005, 218-222) tarkastelussa tahan ryhmaan on eniten yhtymakohtia "pettyjissa.” Ha-
nen mukaan pettyjien ajattelu painottuu matematiikan "tydkalupakki’-nakékulmaan ja on
sisaltorajoittunutta, mika tarkoittaa kohtalaista tai monipuolista hallintaa rajatuilla mate-
matiikan osa-alueilla. Pettyjille oli tyypillistd Joutsenlahden (2005, 220) mukaan hyvat
kurssiarvosanat, mutta heikko osaaminen ylioppilaskokeissa. Kurssiopiskelijat -ryhma ja
Joutsenlahden (2005) pettyjat-ryhma eroavat toisistaan proseduraalisen tiedon hallin-
nan osalta. Eroa kuitenkin selittaa se, etta Joutsenlahden mukaan taman ryhman edus-
tajien matematiikan hallinta tulee esille ainoastaan kun kasitteet ja menetelmat ovat
etukateen tiedossa ja harjoiteltavissa. Tama puoltaa tulkintaa kurssiopiskelijoiden hei-
kosta menestyksesta paasykokeiden mekaanisissa- ja ominaisuustehtavissa, mikali
oletus ryhmien samuudesta pitaa paikkansa.

Toiseksi suurin ryhma on “laskijat”, jonka matemaattista osaamista voi luonnehtia kon-
septuaalisen ymmarryksen ja proseduraalisen sujuvuuden saikeisiin rajoittuneeksi. Ta-
man ryhman edustajat menestyvat mekaanisissa tehtavissa ja rutiiniongelmissa jopa
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paremmin kuin ryhma “osaajat”. Ryhman ”laskijat” edustajilla on matematiikasta luulta-
vasti hyvin laskemispainotteinen kuva, silla he nakevat matematiikan tarkeimpana ta-
voitteena laskemisen. Nain ollen he ovat sallineet itselleen jo varhain vapautuksen kog-
nitiivisesti kompleksisempien asioiden ymmartamisesta. Tama voi olla seurausta koulu-
tuksen nayttaytymisesta hyvin laskemispainotteisena, koska strategisen kompetenssin
ja mukautuvan paattelyn saikeet eivat ole saaneet opiskelukokemuksissa riittdvaa pai-
noarvoa. Ylioppilaskokeet kannustavat mekaanisten- ja rutiinitehtavien harjoitteluun,
koska niiden osuus on niin suuri (ks. luku 7.1.1) Joutsenlahden (2005, 218-222) "suo-
riutujat”-ryhma muistuttaa monessa suhteessa “laskijoita.” Suoriutujille on tyypillista
heikko konseptuaalisen ymmarryksen taso, mutta toisaalta proseduraalisen tiedon hal-
lintaan keskittyminen on johtanut tdman saikeen vahvistumiseen. Joutsenlahti (2005,
219—220) havaitsi taman ryhman edustajien ajattelevan matematiikkaa "tyokalupakki-
na”, mika on hyvin linjassa ryhman "osaajat’ kanssa. Yhtenevaisyytta ryhmien valilla
lisdd myds suoriutujien heikko ongelmanratkaisutehtavien osaaminen, mika liittyy oletet-
tavasti strategia- ja sovellustehtavien heikkoon hallintaan. Joutsenlahden (2005) mu-
kaan ongelmat naissa tehtavissa johtuvat puutteista algoritmien ja strategioiden hallin-
nassa.

Ryhman ”heikot” suoritukset ovat koko matemaattisen osaamisen alueella huolestusta
herattavia. He saavuttavat lahes kaikissa tehtavakategorioissa heikompia oppimistulok-
sia kuin muut. Erityisen huolestuttava on rutiinitehtavien osaamisen taso (.09), koska
yleisesti ottaen muut opiskelijat menestyvat tassa kategoriassa kohtuullisesti tai hyvin.
Tama saattaa olla seurausta jatkuvista laiminlyonneistda matematiikan oppimista koh-
taan, mutta toisaalta kyse voi olla opetuksen ja oppimistyylien kohtaamattomuudesta.
Joutsenlahden (2005, 218—222) tutkimuksessa havaittiin taysin "heikkojen”-ryhmaa
vastaava ’luovuttajien” ryhma. Luovuttajille tyypillinen lyhytjanteisyys matematiikan
opiskelua kohtaan selittda luultavasti taman ryhman heikkoa menestysta.

Ryhmaan "strategistit” kuuluvat puolestaan osoittavat paikoitellen erinomaista osaamis-
ta, vaikka osaaminen onkin jossain maarin rajautunutta. Taman ryhman edustajat osaa-
vat jostakin syysta strategiatehtavia poikkeuksellisen hyvin, selvasti paremmin kuin mi-
kdan muu ryhma. Ominaisuus- ja todistustehtavissakin "strategistit” menestyvat keski-
maaraista paremmin, mutta todistustehtavien tarkasteluun tassa yhteydessa tarvittaisiin
lisatutkimuksia, koska erot ryhmien valilld ovat hyvin pienia. "Strategistien” kohdalla
opetuksessa tulisi jatkossa keskittya soveltamistaitojen kehittamiseen, koska heilla on
todennakoisesti potentiaalia kyeta pohjatietojen ja -taitojen perusteella tdhan. Taman
ryhman edustajat ovat myds mahdollisia matemaattisten alojen osaajia, koska heidan
ajattelunsa pohjautuu todennakdisesti heuristiseen lahestymistapaan. "Strategisteissa”
on selkeitd yhtymakohtia Joutsenlahden (2005, 218—219) havaitsemaan “kypsyjien”
ryhmaan. Erityisesti naita kahta ryhmaa yhdistaa strategiatietojen keskimaaraista pa-
rempi hallinta, mutta myods muilta osin kuvaukset ovat linjassa toistensa kanssa. Jout-
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senlahden (2005, 218—219) mukaan kypsyjille on tyypillista matemaattisen ajattelun
kehittyminen lukion loppuvaiheessa, mika juontuu "parantuneista opiskelutottumuksista,
jatko-opintotavoitteiden selkiytymisesta, oppisisaltdjen jasentymisesta ja linkittymisesta
toisiinsa omatoimisen harjoittelun myo6ta.” Kypsyjien ryhma oli Joutsenlahden tarkaste-
lussa hyvin sukupuolittunut ryhma, silla siihen kuului ainoastaan poikia.

Viimeinen ryhma nimettiin "osaajiksi”, koska heidan matemaattinen osaaminen on ta-
saisen varmaa jokaisella alueella, kun suhteutetaan matematiikan ja tilastotieteen paa-
sykokeissa menestyminen koko hakijajoukkoon. "Osaajat” eivat ole kaikessa matematii-
kan osaamisessa parhaimpia, silla ryhmat "laskijat” ja "strategistit” menestyvat parem-
min osassa tehtavakategorioista. "Osaajat” ovat luultavasti kuitenkin opetuksen kannal-
ta tavoittelemisen arvoinen ryhma, koska heidan laaja-alainen osaamisensa heijastuu
matematiikan oppimismahdollisuuksiin aivan eri tavalla kuin muilla ryhmilla. Joutsenlah-
den (2005, 218—222) tutkimuksessa vastaava ryhma on nimetty "menestyjiksi.” Menes-
tyjien ja osaajien ryhmat ovat taysin vastaavat osaamispiirteita tarkasteltaessa. Joutsen-
lahden mukaan menestyjien ryhman edustajille on tyypillista, etta he nakevat matema-
tiikan merkityksellisena ja ovat valmiita tekemaan pitkajanteista tyéta oppimisen eteen.
Taman ryhman kohdalla voi perustellusti olettaa, etta koulutus on onnistunut myos af-
fektiivisten ominaisuuksien positiivisessa kehittamisessa.

7.4 Tehtdvidkategorisoinnin ominaisuuksia

7.4.1 Kategoriasysteemin toimivuus kiaytiannossa

Yksi taman tutkimuksen tavoitteista oli kehittdd matemaattista osaamista ja ajattelua
koskeva tehtavakategorisointi, joka ottaisi huomioon erityisesti ratkaisuprosessin. Sen
kayttamisessa ilmeni luonnollisesti muutamia ongelmia, joihin tulisi kiinnittdd huomiota
luokittelusysteemin jatkokayttoa ajatellen. Ensinnakin tehtavien luokittaminen vaatii si-
saistynytta kasitysta melko laajasta luokittelusysteemista, joten sen kayttaminen vaatii
perehtyneisyytta. Tehtavien luokittaminen on myds varsin hidasta taman luokittelusys-
teemin avulla, koska siina tulee tarkastella monipuolisesti tehtavien ratkaisuja ja niissa
vaadittavaa ajattelua. Nain ollen esimerkiksi laajojen oppikirjatarkastelujen tekeminen
taman luokittelun avulla voi osoittautua tyodlaaksi.

Ajattelun, jota tehtava vaatii, arviointi ei ole yksiselitteista, koska se edellyttaa tehtavan
kohderyhman tuntemista. On siis otettava huomioon tehtavaa ratkaisevan opiskelijan
matemaattisen ymmarryksen taso, mika voi olla jopa mieletonta isossa kohdejoukossa,
koska opiskelijoiden osaamistasoissa voi olla paljon vaihtelua. Osaamistyyppien ole-
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massa olo vahvistaa tata oletusta taitojen vaihtelusta. Erityisesti tulkinta valilla rutiini —
rutinoitumaton — sovellus voi tuottaa ongelmia, jos ratkaisijoiden joukko on hyvin hete-
rogeeninen.

Luokittelun toimivuutta voitiin arvioida paremmin vasta kun sita kaytettiin tarkoitukseen-
sa. Tassa yhteydessa nousi esiin huomioita, joista yksi koski erdan tehtavakategorian
tarpeellisuutta. Tehtavien luokitussysteemin taustalla on mielekasta olla jokin kaikkia
kategorioita yhdistdva ominaisuus — esimerkiksi matemaattinen ajattelu — jonka eroista
kategoriat kertovat. Luokittelun yhteydessa herasi epailys konstruointikategorian tar-
peellisuudesta, silla siihen luokittuvien tehtavien tyyppi oli hyvin kapea-alainen verrattu-
na muihin kategorioihin. On siis kyseenalaista onko kyseessa riittavan erillinen ja laaja
matemaattinen ajattelu. On kuitenkin vaikeata luokitella konstruointitehtavia suoraan
muihinkaan kategorioihin, silla konstruointitehtavissa on usein kyse intuitiivisen ja induk-
tiivisen jarkeilyn yhdistamisesta, mika kuuluu Kilpatrickin ym. mallissa mukautuvaan
paattelyyn. Samalla tavalla konstruointitehtavat liittyvat Wilsonin taksonomian analyysi-
tasoon, joten niiden ratkaiseminen on kognitiivisesti kompleksista. Todistuskategoriaan
naita tehtavia ei tietenkaan voida yhdistaa ellei sitda muokattaisi oleellisesti erilaiseksi.
Luonnollisimmin konstruointitehtavat voitaisiin ehka yhdistda sovellustehtaviin, jos ta-
man kategorian kuvausta muokattaisiin vastaavasti. Konstruointitehtavakategorialla oli
tassa tutkimuksessa paikkansa ainakin jossain mielessa, sillda se toistui Dia-
yhteisvalinnassa muita tarkastelun kohteita enemman. Luokittelusysteemin jatkokehitte-
lyn kannalta konstruointikategoria on kuitenkin syyta saattaa kriittisen tarkastelun koh-
teeksi.

7.4.2 Tehtivikategorioiden ominaisuuksia

Tampereen yliopiston opiskelijavalintajarjestelmasta (VALTSU) saatujen tilastojen pe-
rusteella voitiin arvioida tehtavakategorioiden yhteytta toisiinsa. Tehtavakategorioiden
valisia korrelaatioita ja niiden tilastollista merkitsevyytta tutkimalla voidaan paatella mi-
ten hyvin luokittelumalli onnistui erottelemaan tehtavien vaatimaa matemaattista osaa-
mista. Tehtavakategorioiden valille on toki syyta olettaa myos positiivinen korrelaatio,
jos ne kuuluvat samaan Kilpatrickin ym. mallin saikeeseen. Pearsonin korrelaatioker-
toimet on esitetty taulukossa 7.
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Taulukko 7. Tehtdvékategorioiden Pearsonin korrelaatiokertoimet. Korrelaatiokertoimia, jotka ovat arvol-
taan yli 0,30, on korostettu tulkitsemisen helpottamiseksi. Tilastollinen merkitsevyys on esitetty p-rivilla.
Tapausten lukumaara on puolestaan eritelty N-rivilla.

8 S s © P )

Kasitetieto k 0,317 0,223" 0,139 0,271 0,202

p 0,000 0,006 0,086 0,001 0,012

N 153 153 153 153 153
Ominaisuus | k 0,344" 0,303" 0,275 0,362" 0,328"

p 0,000 0,000 0,000 0,000 0,002

N 468 250 287 592 84
Mekaaninen | k 0,554" 0,094 0,219" 0,257"

p 0,000 0,016 0,000 0,000

N 620 657 838 199
Rutiini k -0,010 0,189™ 0,365

p 0,821 0,000 0,000

N 523 620 115
Strategia k 0,457 0,460"

p 0,000 0,000

N 657 115
Sovellus k 0,380"

p 0,000

N 199
Todistus k

p

N

** Korrelaatio on tilastollisesti merkitseva (99 % luottamustaso)

*Korrelaatio on tilastollisesti melkein merkitseva (95 % luottamustaso)

Todistus- ja kasitetietokategorioiden tehtavia ei esiintynyt samoina vuosina, joten korre-
laatiota ei voitu laskea naiden valille. Niissa tapauksissa, joissa korrelaatiot oli mahdol-
lista laskea, aineiston koko oli riittava, silla lahes kaikissa tapauksissa korrelaatiot olivat
tilastollisesti merkitsevia. Kuten taulukosta 7 huomataan, korrelaatiot olivat yhta tapaus-
ta lukuun ottamatta aina positiivisia, ja tassa strategia- ja rutiinitehtavien tapauksessakin
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(k = —.01,p = .82) negatiivinen korrelaatio oli todella pieni ja tilastollisesti ei-merkitseva.
Tama havainto puoltaa Kilpatrickin ym. (2001) matemaattisen taitavuuden mallia, jossa
kaikki saikeet ovat yhteenkietoutuneet eli ne vaikuttavat toisiinsa positiivisella tavalla.
Tehtavakategoriat korreloivat saikeiden sisaisten kategorioiden (esimerkiksi kasitetieto-
ja ominaisuustehtavat) valilla jonkin verran, kuten voidaan olettaa. Mekaanisten- ja rutii-
nitehtavien valilla korrelaatio (k = .55, p = .00) on jopa melko voimakas.

Kognitiivisen kompleksisuuden taso nayttaisi taulukon 7 perusteella vaikuttavan siihen,
miten paljon kategoria korreloi muiden kategorioiden kanssa. Todistus- ja sovelluskate-
goriat korreloivat voimakkaimmin muiden kanssa. Oletettavasti tama liittyy siihen, etta
matematiikassa "perustietojen" hallinta edistad matematiikan syvallisempien asioiden
oppimista. Nayttaa myos silta, ettd ominaisuuskategorian hallinta edistaa kaikkien mui-
den kategorioiden osaamista, silla ominaisuuskategoria selvasti korreloi jonkin verran
kaikkien kategorioiden kanssa. Ainoastaan todistuskategoriassa korrelointi muihin nah-
den on viela voimakkaampaa jokaisessa tapauksessa.

Taulukosta 7 voi havaita yllattaviakin korrelaatioita — tai oikeastaan niiden puuttumisen.
Rutiini- ja strategiatehtavien korreloimattomuus on nimittain hammastyttavaa, koska
luokittelusysteemia rakennettaessa molempiin kategorioihin liitettin  Wilsonin takso-
nomian kategoria "taito ratkaista rutiiniongelmia." Tama oli ainoa Wilsonin taksonomian
kategoria, joka liitettiin tdssa tutkimuksessa kahteen luokittelusysteemin kategoriaan ja
nain ollen niiden valille olisi voinut etukateen odottaa jonkinlaista korrelaatiota. Naiden
tulosten perusteella vaikuttaa silta, etta strategioiden hallinta on taitona selvasti erillinen
ruutiininomaiseen, suoraviivaiseen, ongelmanratkaisuun nahden. Analyysin tulokset
ovatkin osittain ristiriitaisia Kilpatrickin ym. matemaattisen taitavuuden mallin kanssa.
Kilpatrickin ym. (2001) mukaan proseduraalinen sujuvuus liittyy strategiseen kompe-
tenssiin proseduurien valinnan kannalta. Yhteys on ilmeisesti niin heikko, etta se ei vai-
kuta tehtavissd menestymisen korrelointiin proseduraalista sujuvuutta ja strategista
kompetenssia edustavien tehtavakategorioiden valilla.
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8 YHTEENVETO JA POHDINTAA

Kootaan seuraavaksi tassa tutkielmassa esiin nousseita huomioita ja tarkeimpia tulok-
sia.

8.1 Johtopaaitokset

Tutkimuksen tarkoituksena oli analysoida lukion ja korkeakoulutuksen valista nivelvai-
hetta matematiikan oppimistulosten ja vaatimusten nakdkulmasta. Vaatimukset tulivat
esille niin ylioppilaskokeiden kuin korkeakoulujen paasykokeiden rakenteessa ja oppilai-
tosten opetussuunnitelmissa. Oppimistulokset puolestaan nostivat mielenkiintoisia ha-
vaintoja matemaattisen osaamisen rakentumisesta ja erilaisista tyypiteltavista osaamis-
ryhmista.

On ilmeista, ettad ylioppilaskirjoituksissa on selvia painotuksia tietyn tyyppisen mate-
maattisen osaamisen suhteen. Luokitteluanalyysin perusteella mekaaniset tehtavat ja
rutiiniongelmat ovat vahvasti edustettuna, niitd on molempia keskimaarin noin kolme ja
puoli viidestatoista tehtavasta eli ylioppilaskokeissa on mahdollista osoittaa osaamisen-
sa 70 prosenttisesti naiden tehtavatyyppien hallinnalla. Tama painotus saattaa nakya
lukiossa niin, etta osa opiskelijoista nakee matematiikan suurelta osin naiden tehtava-
tyyppien edustamana ajatteluna ja taitoina. Ylioppilaskokelaiden taitoja testataan strate-
gia- ja sovellustehtavilla selvasti edella mainittuja vahemman, mutta naidenkin kategori-
oiden tehtavia esiintyy kumpaakin keskimaarin noin kahden ja puolen tehtavan edesta.

Matematiikan paasykokeiden tuloksia tarkasteltiin klusterianalyysin keinoin, koska ta-
voitteena oli tyypitella kokeisiin osallistuneiden matemaattista osaamista. Nain saatiin
muodostettua ryhmittely, jossa oli paljon yhtymakohtia Joutsenlahden (2005) esittele-
maan tyypittelyyn. Tulosten toistettavuus on tutkimukselle olennainen ominaisuus, ja
paatyminen Joutsenlahden kanssa samoihin johtopaatoksiin erilaisella tutkimuksen to-
teutuksella vahvistaa kasitysta siita, etta lukion suorittaneet opiskelijat voidaan tyypitella
osaamisen perusteella viiteen ryhmaan.

Osaamisen jaottelussa esiin nousseet ryhmat nimettiin seuraavasti: osaajat, kurssiopis-
kelijat, laskijat, heikot ja strategistit. Osaajat ovat nimensa mukaisesti matematiikan mo-
nipuolisia taitajia. He eivat kuitenkaan ole ehdottoman ylivertaisia jokaisessa osaamisen
alueessa, mutta joka tapauksessa suoriutuvat hyvin riippumatta tehtavatyypista. Kurs-
siopiskelijat sen sijaan suoriutuvat heikosti tai keskinkertaisesti, ainoastaan rutiinin-
omaisten tehtavien hallinta on kohtuullisella tasolla. Matematiikka nayttaytyy heille to-
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dennakoisesti tyokalupakkina, jonka hallinta tarkoittaa toistettujen rutiiniongelmien rat-
kaisemista. Laskijat puolestaan keskittyvat niin paljon matematiikan laskemisnakokul-
maan, etta he menestyvat erinomaisesti mekaanisissa tehtavissa ja rutiinitehtavissa,
mutta eivat harjaannu strategioiden tai sovellusten osalta. Kasitteellisen ymmarryksen
kohtuullinen taso on todennakdisesti seurausta proseduraalisen tiedon hyvasta tasosta,
silld naiden osaamisalueiden valilla on pieni positiivinen korrelaatio. Heikot-ryhmaan
kuuluvat sananmukaisesti vaatimattomia oppimistuloksia kaiken tyyppisissa tehtavissa
esittdvat opiskelijat. Erityisesti rutiininomaisten tehtavien hallinta on huolestuttavan
heikkoa. Viimeinen analyysissa havaittu ryhma nimettiin strategisteiksi. Strategistit hal-
litsevat erinomaisesti tehtavat, joissa keskeinen osa ratkaisua on oikean ratkaisustrate-
gian valinta. Tama taito auttaa todennakoisesti myos todistustehtavien ratkaisemisessa,
silla naiden tehtavatyyppien osaamisen valilla havaittiin positiivinen korrelaatio.

Osaamistyyppien suhteelliset osuudet eroavat toisistaan, kun verrataan lukiolaisia ma-
tematiikan (ja tilastotieteen) paasykokeisiin osallistuneisiin. Joutsenlahden (2005) tutki-
muksen perusteella noin 40 % lukion opiskelijoista kuuluisi tassa tutkimuksessa maari-
teltyyn osaajien ryhmaan. Paasykokeissa tama ryhma on kuitenkin huomattavasti pie-
nempi (13 %). Samalla kurssiopiskelijoiden maara on paasykokeissa selkeasti suurem-
pi. Eroa voidaan selittda suoravalinnan vaikutuksilla, koska osaajat ovat todennakdoisesti
hyvin edustettuna valintaryhmassa, jonka ei tarvitse ylioppilaskokeen tuloksen perus-
teella osallistua paasykokeisiin. Strategistien (19 %) osuus paasykokeissa on ylioppi-
laskokeiden vastaavaa osuutta (alle 10 %) jonkin verran suurempi. Joutsenlahti (2005)
on esittanyt, etta tama ryhma loytaa matematiikan merkityksellisyyden lukion loppupuo-
lella. Tata taustaa vasten matematiikkaa ja tilastotiedetta opiskelemaan hakevissa voisi
olettaa olevan keskimaaraista enemman strategisteja, mika selittaisi prosenttiosuuksien
eroa ja sita, etta kyseessa on sama ryhma opiskelijoita kuin Joutsenlahti on havainnut.

Jokainen ryhma poikkeaa matemaattisessa osaamisprofiilissa toisistaan ja on todenna-
koista, etta jokaisessa ryhmassa asenteet ja motivaatio matematiikan opiskelua kohtaan
ovat hyvin erilaisia. Oppijan affektiiviset ominaisuudet ovat siis yhta lailla osa matemaat-
tista osaamista ja siksi tama tutkimus tulee nahda osana suurempaa tutkimuskenttaa,
jossa nama seikat on otettu huomioon. Ulkoisilla tekijoillda voi olla ratkaiseva vaikutus
matematiikan oppimiseen formaalissa opetuksessa, mista hyvana esimerkkind mainitta-
koon lukion kurssimuotoisuus, valinnaisena aineena kirjoittaminen ylioppilastutkinnossa
ja perhetaustan vaikutukset. On ilmeista, ettd matematiikan oppimisen tutkimus on mo-
nisyista ja haastavaa, mutta samalla tarpeellista mielekkdamman ja paremman opetuk-
sen jarjestamiseksi.
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8.2 Tutkimustulosten luotettavuus

Tassa tutkimuksessa luotettavuuden arvioinnin kriittisimmat kohdat liittyvat tehtavien
luokittamiseen ja analyysien yleistettavyyteen. Tehtavien luokittelussa pyrittiin eroon
subjektiivisten tulkintojen aiheuttamista virheista. Luokittelusysteemin rakentamisessa
lahtokohdaksi otettiin, ettd se edustaisi matemaattista osaamista teoreettisista nako-
kulmista mahdollisimman kattavasti. Luokittelusysteemia testattin muutaman kokeen
avulla, jolloin voitiin tarkentaa tehtavakategorioiden kuvauksia tasmallisemmiksi. Taman
jalkeen koko ylioppilaskoe- ja paasykoeaineisto luokitettiin ja tehtiin viela pienia muu-
toksia kategoriamaaritelmiin. Luokittelusysteemin kehittaminen koko prosessin ajan teki
siitd luotettavamman, silla tulkinnanvaraisten luokitusten maaraa voitiin nain pienentaa.
Toinen analyysikerta koko aineistolle varmensi tehtavien luokittelua, sillda suuressa
osassa tehtavista paadyttiin samoihin luokituksiin, mutta erilaisiakin tulkintoja tehtavien
luokittelusta esiintyi. Naissa tapauksissa eri analyysikertojen luokittelun vertailu johti
parempaan tarkkuuteen, kun eridvia luokituksia pohdittiin tarkkaan maaritelmien perus-
teella.

Luokittelun luotettavuutta olisi voitu parantaa kayttamalla ulkopuolisia luokittelijoita. Nain
olisi nahty ehka viela selvemmin tehtavakategorioiden maarittelyn toimivuus kaytannos-
sa. Tassa tutkimuksessa luokittelun on tehnyt ainoastaan tutkija itse, joten luokittelussa
on saattanut olla lasna nakemys tehtavakategorioiden luonteesta, joka ei kuitenkaan ole
selva maaritelmien perusteella ulkopuoliselle. Toinen luokittelun luotettavuuteen vaikut-
tanut parannus olisi voinut olla tehtavien irrottaminen koekontekstista. Talla olisi voinut
olla vaikutusta luokitteluun, silla tehtavan liittdminen tiettyyn oppilaitokseen tai paikkaan
kokeessa on saattanut tiedostamatta vaikuttaa luokituksiin.

Tehtavat luokiteltin kvantifioivan sisalldonanalyysin keinoin, mika tarkoittaa sita, etta
yleistettavyyden periaatetta tai luotettavuustesteja ei voida pitaa valttamattomina. (Es-
kola & Suoranta, 166). Luokittelutulosten testaus haluttiin kuitenkin tehda, jotta niiden
luotettavuutta voitaisiin jotenkin arvioida. Analyysitulosten kannalta tehtavien luokitte-
lussa ei yleensa paasty tilastollisesti merkitseviin tuloksiin. Tahan vaikutti erityisesti ai-
neiston pieni koko. Ylioppilas- ja paasykokeissa tehtavien maara on niin pieni, etta talta
osin tilastollista merkitsevyytta ei olisi voitu parantaa. Oppilaitosten valisten erojen mer-
kitsevyytta testattin Mannisen (1978, 195—198) esittamalld kahden riippumattoman
prosenttiluvun testilld. Oppilaitosten erot tehtavatyyppien painotuksissa olivat parhaim-
millaankin ainoastaan tilastollisesti melkein merkitsevia (lite 5). Aikavalien 2004—2009
ja 2010—2013 eroa tarkasteltiin samalla testilla, mutta tulokset eivat olleet taltakaan
osalta tilastollisesti merkitsevia yhta poikkeusta lukuun ottamatta. Naiden huomioiden
perusteella ylioppilas- ja paasykokeiden vertailuun on suhtauduttava kriittisesti ja pidet-
tava havaittuja eroja ainoastaan suuntaa antavina.
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Tehtavakategorioiden tarkastelu matematiikan ja tilastotieteen paasykoetulosten avulla
selvitti kategorioiden valisia suhteita huomattavasti luotettavammin (taulukko 7). Tehta-
vakategorioiden valiset korrelaatiot olivat toisaalta pienia ja korrelaatiot tilastollisesti
merkitsevia valtaosassa tapauksista, mika viestii riittavan erillisista kategorioista. Taulu-
kon 7 perusteella havaittiin tehtavakategorioiden ja Kilpatrickin ym. (2001) matemaatti-
sen taitavuuden mallin liittyvan toisiinsa, mika viestii kategoriamaarittelyn ja teoriataus-
tan kiintedsta suhteesta.

8.3 Jatkotutkimuksen aiheita

Yleensa tutkimuksen aikana heraa uusia aiheeseen liittyvia kysymyksia, eika tama tut-
kimus muodostanut tassa suhteessa poikkeusta muista. Taman tutkimuksen aiheesta
voisi jatkaa tarkastelemalla matemaattisen osaamisen tyyppiryhmia jostakin uudesta
nakodkulmasta, silla niiden olemassaolo on tdman ja aiemman tutkimuksen perusteella
hyvin todennakoista. Esiintyykd naita ryhmia jo peruskoulun matematiikassa vai paadyt-
taisiinkd oleellisesti erilaisiin osaamistyyppeihin?

Ylioppilaskokeiden analyysin perusteella ominaisuus- ja sovelluskategorian tehtavat
poikkesivat muista kategorioista, mika voisi olla mielenkiintoinen jatkotutkimuksen aihe.
Varsinkin ominaisuustehtavien tuloksien poikkeuksellisuus nostaa esiin kysymyksia.
Onko niin, ettd opiskelijat tiedostavat oman osaamisensa ominaisuustehtavissa hel-
pommin kuin muun tyyppisissa tehtavissa vai onko kyse kenties itseluottamuksen puut-
teesta naissa tehtavissa, jolloin taman tyyppisia tehtavia valteltaisiin ylioppilaskokeissa?
Tahan aiheeseen perehtymalla saataisiin tietoa, joka voisi hydodyttaa matematiikan ope-
tuksen tutkimusta avartamalla taustalla vaikuttavia syy-seuraus -suhteita.

Ylioppilaskokeissa 2012 kevaasta lahtien sallittujen symbolisten laskinten vaikutuksia
kokeiden mittaamien taitojen painotuksiin voisi olla mielekasta tutkia. Yhteiskunnan digi-
talisoituminen vaikuttaa vaistamattd matemaattiseen ajatteluumme. On oletettavaa, etta
rutiinilaskujen ja symbolisen manipuloinnin suorittamiseen suhtaudutaan uudella tavalla
kun kaytossa on laskin, joka kaytannossa tekee mitattomaksi perinteisen laskutaidon ja
laskuissa vaaditun huolellisuuden. Olisikin mielenkiintoista tarkastella erityisesti ylioppi-
laskokeita taman uudistuksen suhteen. Aikanaan myds tietokoneiden tuleminen ylioppi-
laskokeisiin tarkoittaa vaistamatta velvollisuutta pohtia sen seurauksia matemaattisen
osaamisen vaatimuksiin.
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Tassa tutkimuksessa tehtiin taustaoletus lukio-opetuksen ja ylioppilaskokeiden vastaa-
vuudesta matemaattisen osaamisen kannalta. Samoin korkeakoulujen paasykokeista
valittynytta kuvaa matematiikan osaamisen vaatimuksista pidettiin koulutuksen mukai-
sena. Opetussuunnitelmat antavat opetuksesta kuitenkin kokeista poikkeavan kuvan.
Mika siis lopulta on opetuksen todellisuus? Naitd opetuksen ja arvioinnin suhteita tar-
kastelemalla voitaisiin kehittda ylioppilas- ja paasykokeita yha paremmin koulutusta ja
tavoittelemisen arvoista osaamista vastaaviksi.
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LIITTEET

Liite1. Tehtavaluokittelu - ylioppilaskirjoitukset
: : § £ £ 3 i 8
Koe :;Ctg g é E % usa E § Yhteensa
2004 kevat 1 1 2 1 41/2 4 0o 112 15
2005 kevat 0 1 2 31/2 4 41/2 0 0 15
2006 kevat 0 31/3 12/3 4 21/2 21/2 0 1 15
2007 kevat 0 5/6 31/3 31/2 11/2 15/6 0 4 15
2008 kevat 0 1 33/4 43/4 31/2 1/2 12 1 15
2009 kevat 11/12 1 31/6 37/12 11/2 3 0 15/6 15
2010 kevat 5/6 1/4 32/3 21/4 3 31/2 1/4 11/4 15
2011 kevat 0 21/6 41/6 45/12 11/2 13/4 1/2 1)2 15
2012 kevat 0 11/4 31/3 21/3 2 31/6 1 111/12 15
2013 kevat 1/2 1 35/12 51/4 1 31/12 o0 3/4 15
Keskiarvo 174 11/3 31/6 3314 22/7 22/13 1/4 13/8 15
Hajonta 039 091 o082 1,01 1,03 1,16 0,35 1,16
Osuus [%] 1,7 80 211 249 152 17,7 1,7 9,8 100
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Liite 2. Tehtavaluokittelu — teknillinen yliopisto

(o]

k3

°

2

Koe ¥
2001 1/2

2002 0

2003 0

2004 0
2005 0
2006 0
2007 0
2008 0
2009 0
2010 1/4
2011 0
2012 1/4
2013 0

Keskiarvo (01-13) 0
Hajonta (01-13) 0,16
Osuus [%] (01-13). 1,3
Keskiarvo (04-13) 0
Hajonta (04-13) 0,11

Osuus [%] (04-13) 0,83

© Ominaisuustehtava

1/2
1/3

11/2

5/6

1/2
1/2

1/4

4/7
0,47

9,5
2/3

0,49

10,97

© Mekaaninen tehtava

[ERN

1/4

1/2

11/2

11/2

13/4

2/3
0,78

10,9
3/4

0,83

12,50

Rutiiniongelma

11/2
11/2
21/6
11/4

11/2

11/2

1/2

3/4
1/2
11/12

11/2

11/5
0,62

20,2
1

0,61

17,64
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= Strategiatehtava

11/2
1/2
11/4
1/4

1/2

21/3
11/2
11/2
13/4

1/2

1
0,67

17,4
1

0,74

17,64

2 Sovellustehtava

[y
[y

w

31/2
1/2

21/2

11/2
11/4

12/3

15/7
1,04

28,7
12/3

1,09

28,19

Hy)

>

Hy)

=

]

€ 3

S £

% @

c ke

N A
11/2 0

1/2 0

0 0

1 0

1/2 0

2/3 1

0 0
11/6 1

0 1/2

0 1/2

0 0

1/2 0

0 1/2
4/9 1/4
0,52 0,39
7,5 45
3/8 1/3
0,45 0,41
6,39 5,83

Summa

100

100



Liite 3. Tehtédvéluokittelu - ammattikorkeakoulu

Hy Hy Hy

:% :1% 1] @ E

5 5 oz § § %
e 3 § % = s £ 3
k3 ? £ 5 o ® S X
=] 'S % B (=) =) > B
= £ g £ g 3 3 B
[72] -~ he]

: £ =
Koe N o = & & ® S 2
2004 0 0 2 1 1 2 0 0
2005 0 0 2 1 2 1 0 0
2006 0 1 11/2 11/2 1 1 0 0
2007 0 1 11/2 1/2 2 1 0 0
2008 0 11/3 1 21/3 1 1/3 0 0
2009 0 21/3 2/3 2 1 0 0 0
2010 0 1 1 2 1 1 0 0
2011 1 2 1 1 0 1 0 0
2012 0 1 2 2 1 0 0 0
2013 0 11/2 1 1 11/2 1 0 0
Keskiarvo 0 11/9 13/8 13/7 11/7 5/6 0 0
Hajonta 0,32 0,75 0,50 0,61 0,58 0,59 0,00 0,00
Osuus [%] 1,7 18,6 22,8 23,9 19,2 13,9 0,0 0,0
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Liite 4. Tehtavéluokittelu - yliopisto

Hov Hy Ho i
s 3 i} 2
et . Ho i
s & E § 3§ @
c 3 & & T § £ %
‘a; 5; £ c < "‘;; o ~
= w = o ) 3 = 3
2 £ g = % E’ z; 2
2 = - o
Koe s § 2 2 & & € & summa
2004 11/2 25/6 2/3 21/2 1/2 2 0 0 10
2005 15/12 23/4 2/3 12/3 5/6 22/3 0 0 10
2006 0 21/4 23/8 1/8 1/2 21/4 1/2 2 10
2007 1/4 41/2 1 21/4 0 2 0 0 10
2008 1 1 2 1 3 2 0 0 10
2009 1/2 2 3 1/2 1 3 0 0 10
2010 (yhteis) 0 0 1 1 1 1 0 1 5
2011 (yhteis) 0 0 1 1 2 1 0 0 5
2012 (yhteis) 0 0 2 1 1 1 0 0 5
2013 (yhteis) 0 0 1 1 1 2 0 0 5
Osuus [%] 5,5 16,1 174 155 157 254 0,5 4,0 100
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Liite 5. Prosenttijakaumat ja niiden tilastollinen testaus

Kahden korreloimattoman otoksen tilastollisessa testauksessa kaytetaan testisuuretta z,
joka maaritellaan:

P1— D2
\/M.p.(loo_p)

Z =

nin;

missa p; ja p, ovat otosten prosenttiosuudet, n, ja n, otosten suuruudet ja p otosten
suuruudella painotettu keskiarvo. p voidaan laskea prosenttiosuuksien ja otosten suu-
ruuden avulla:

_ Mypr TP,
n, +n,

(Manninen 1975, 195—198.) Tehdaan seuraavat hypoteesit:
H,: tehtavakategorioiden prosenttiosuus on sama kahdessa oppilaitoksessa.
H,: tehtavakategorioiden prosenttiosuudet ovat eri suuret.

Nyt Hy:n hylkaamiseen liittyvat seuraavat luottamustasot ja testisuureen kriittiset (it-
seis)arvot Heikkilan (2008, 108) mukaan:

Luottamustaso ~ Kriittinen arvo = Merkinta

90 % 1,64 *

95 % 1,96 **

99 % 2,58
99,9 % 3,30

JAKAUMAT [%] Kasitetieto Ominaisuus Mekaaninen Rutiini Strategia Sovellus Konstruointi Todistus |km

YO 2,17 8,565 20,32 23,05 16,66 18,54 1,50 9,21 150
MAT 4,67 15,33 19,71 16,04 15,83 23,92 0,50 4,00 80
INS 1,28 9,51 10,90 20,19 17,41 28,74 7,48 4,49 60
AMK 1,67 18,61 22,78 23,89 1917 13,89 0,00 0,00 60

Oppilaitosten vertailu

TESTISUURE Kaisitetieto Ominaisuus Mekaaninen Rutiini Strategia Sovellus  Konstruointi  Todistus
YO - MAT -1,05 -1,57 0,11 1,25 0,16 -0,96 0,68 1,44
YO - INS 0,42 -0,22 1,62 0,45 -0,13 -1,63 -2,22"7 1,15
YO - AMK 0,23 -2,07" -0,39 -0,13 -0,43 0,81 0,95 2,43"
MAT - INS 1,12 1,02 1,41 -0,64 -0,25 -0,64 -2,23"7 -0,14

MAT - AMK 0,97 -0,51 -0,44 -1,16 -0,52 1,48 0,55 1,57
INS - AMK  -0,17 -1,43 1,74 -0,49 -0,25 1,99” 2,16 1,66
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Aikavalien 2004-2009 ja 2010-2013 vertailu oppilaitoksittain

TESTISUURE K3sitetieto Ominaisuus Mekaaninen Rutiini Strategia Sovellus Konstruointi Todistus

YO 0,04 -0,28 0,99 0,16 -1,12 0,16 1,17 -0,60
MAT -1,29 -2,51%* 0,88 071 1,73 0,16 -0,41 0,34
INS 0,87 -1,17 2,99** 0,28 -0,33 -0,20 -1,11 -0,45
AMK 1,24 0,70 -0,29 0,16  -0,74 -0,25 - -
Lyhennykset:

YO = ylioppilastutkinto
MAT = matematiikan ja tilastotieteen paasykokeet
INS = Dia-yhteisvalinnan insind0rihaun matematiikan koe

AMK = ammattikorkeakoulujen tekniikan ja liikenteen hakukohteen yhteisvalinnan ma-
temaattinen osuus.
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