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Tiivistelma

Téassid tutkielmassa tarkastellaan didrellisid ja ddrettomiéd ketjumurtolukuja, seké nii-
den yhti sovellusta, Pellin yhtaloa.

Ensimmdinen luku liittyy ddrellisiin ketjumurtolukuihin. Luvussa esitelldin d4-
relliisiin ketjumurtolukuihin liittyvid madritelmid, sekd niiden ominaisuuksia. Lu-
vussa todistetaan esimerkiksi ddrellisten ketjumurtolukujen ja rationaalilukujen vé-
linen yhteys. Lisidksi ensimmiisessd luvussa kisitellddn hieman ketjumurtolukujen
konvergentteja.

Toisessa luvussa kisitelldén ddrettomid ketjumurtolukuja, ja osoitetaan esimer-
kiksi dédrettomien ketjumurtolukujen ja irrationaalilukujen vilinen yhteys. Osoite-
taan, ettd jokainen yksinkertainen ddreton ketjumurtoluku vastaa irrationaalilukua ja
vastaavasti jokainen irrationaaliluku voidaan esittdd yksikisitteisesti yksinkertaisena
ddrettoménd ketjumurtolukuna.

Kolmas luku keskittyy jaksollisiin ketjumurtolukuihin. Siind kisitelldin kva-
draattisia irrationaalilukuja ja niiden ominaisuuksia sekd tutustutaan redusoituihin
kvadraattisiin irrationaalilukuihin. Osoitetaan kvadraattisten irrationaalilukujen ja
jaksollisten ketjumurtolukujen vélinen yhteys, sekd redusoitujen kvadraattisten ir-
rationaalilukujen ja tdysin jaksollisten ketjumurtolukujen vélinen yhteys. Lopuksi
tutkitaan luvun Vd ketjumurtolukuesitysti silloin, kun luku d on positiivinen koko-
naisluku eiki se ole tidydellinen nelid.

Tutkielman neljdnnessd luvussa késitellddn Diofantoksen yhtildiden erityista-
pausta, Pellin yhtil64, joka on muotoa x* — dy? = 1. Tarkastellaan, miten luvun Vd
jaksollisen ketjumurtolukuesityksen konvergentit ja Pellin yhtdlon ratkaisut liittyvit
toisiinsa. Lopuksi tutkitaan vield, miten Pellin yhtdlon kaikki ratkaisut muodostuvat.

Tutkielmassa on kiytetty piilihteend Kenneth H. Rosenin kirjaa Elementary
Number Theory and Its Applications. Sivulédhteitd ovat Calvin T. Longin kirja Ele-
mentary introduction to Number Theory sekd David M. Burtonin kirja Elementary
Number Theory.
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1 Johdanto

Tamin tutkielma késittelee ddrellisid ja ddrettomid ketjumurtolukuja, sekd niiden
yhté sovellusta, Pellin yhtdlod. Tutkielman pddpaino on yksinkertaisissa ketjumur-
toluvuissa.

Ensimmdinen luku liittyy ddrellisiin ketjumurtolukuihin. Luvussa esitelldin di-
relliisiin ketjumurtolukuihin liittyvid méadritelmid, sekd niiden ominaisuuksia. Lu-
vussa todistetaan esimerkiksi ddrellisten ketjumurtolukujen ja rationaalilukujen vé-
linen yhteys, eli kuinka jokainen yksinkertainen dérellinen ketjumurtoluku esittd ra-
tionaalilukua, ja jokainen rationaaliluku vastaa yksinkertaista dérellistd ketjumurto-
lukua. Lisiksi ensimmdisessd luvussa kisitelldin hieman ketjumurtolukujen konver-
gentteja, ja niiden tirkeimpid ominaisuuksia.

Toisessa luvussa kisittelldin ddrettomid ketjumurtolukuja, ja osoitetaan esimer-
kiksi dédrettomien ketjumurtolukujen ja irrationaalilukujen vilinen yhteys. Osoite-
taan, ettd jokainen yksinkertainen ddreton ketjumurtoluku vastaa irrationaalilukua ja
vastaavasti jokainen irrationaaliluku voidaan esittidi yksikésitteisesti yksinkertaisena
ddrettoméni ketjumurtolukuna.

Kolmas luku keskittyy jaksollisiin ketjumurtolukuihin. Siind késitelldéin kva-
draattisia irrationaalilukuja ja niiden ominaisuuksia. Tutustutaan my06s redusoitui-
hin kvadraattisiin irrationaalilukuihin. Osoitetaan kvadraattisten irrationaalilukujen
ja jaksollisten ketjumurtolukujen vélinen yhteys, sekd redusoitujen kvadraattisten
irrationaalilukujen ja tiysin jaksollisten ketjumurtolukujen vilinen yhteys. Lopuksi
tarkastellaan hieman luvun Vd ketjumurtolukuesitysti sellaisessa tapauksessa, kun
luku d on positiivinen kokonaisluku eiki se ole tdydellinen nelid.

Tutkielman neljdnnessd luvussa késitelldaan Diofantoksen yhtildiden erityista-
pausta, Pellin yhtilo4. Pellin yhtilo on muotoa x> —dy? = 1. Tarkastellaan, miten lu-
vun Vd jaksollisen ketjumurtolukuesityksen konvergentit ja Pellin yhtiilon ratkaisut
liittyvét toisiinsa. Lopuksi tutkitaan vield Pellin yhtédlon kaikkien ratkaisuiden muo-
dostamista luvun Vd jaksollisen ketjumurtolukuesityksen konvergenttien ja jakson
pituuden avulla.

Tutkielmassa on kiytetty padlidhteend Kenneth H. Rosenin kirjaa Elementary
Number Theory and Its Applications. Sivuléhteitd ovat Calvin T. Longin kirja Ele-
mentary introduction to Number Theory sekd David M. Burtonin kirja Elementary
Number Theory.



2 Adrelliset ketjumurtoluvut

2.1 Adgrellisten ketjumurtolukujen peruskiisitteit:

Tdssd pykildssd esitimme muutamia midritelmii, jotka koskevat direllisid ketju-

murtolukuja.

Eukleideen algoritmin avulla on mahdollista esittdd rationaaliluvut ketjumurto-
lukuina. Esimerkiksi Eukleideen algoritmi tuottaa seuraavanlaisen yhtdldiden jonon:

23
9
5

= 9245
= 5-1+4
= 4-1+1
= 1-4+0.

Kun jaamme yhtidlon molemmat puolet kyseisen yhtdlon jakajalla, saamme

9 1
0+ — =0+ ——
2377 23)9
5 1
24+ —=2+—
9 9/5
1
I 4= 4—
T57 "5,
1
1+ -.
4

Yhdistamailla edelld esitellyt yhtdlot, huomaamme, ettd saamme alkuperdisen mur-
toluvun 29—3 ilmaistua muiden murtolukujen avulla seuraavasti:

23




2+

1
1+

1+1
4

Edelli esitettyjen yhtdloiden ketjun lopullinen muoto on ketjumurtolukuesitys dérel-

lisell rtoluvulle —.
iselle murtoluvu 623

Seuraavaksi esitimme méairitelmén ketjumurtoluvuille.

Miiritelmi 2.1. Adrelliselld ketjumurtoluvulla tarkoitetaan esitysti

N 1
a
0 1
ay +
an—+
. 1
1 b
anp—1 + —
ap
missd ag, ai, az, ..., a, ovat reaalilukuja siten, ettid a;, ay, as, ..., a, ovat posi-
titvisia. Reaalilukuja ay, as, a3, ..., a, kutsutaan ketjumurtoluvun osanimittijiksi.
Ketjumurtolukua kutsutaan yksinkertaiseksi, jos reaaliluvut ay, ai, az, ..., a, ovat
kaikki kokonaislukuja.
Koska ketjumurtolukujen kirjoittaminen kokonaan auki murtolukumuodossa on
monimutkaista, otamme kiyttoon notaation [ag; aj, as,. . ., a,] esittdmiin ketjumur-

tolukua direllisten ketjumurtolukujen tapauksessa.

2.2 Adgrelliset ketjumurtoluvut ja rationaaliluvut

Seuraavaksi tarkastelemme ddrellisten ketjumurtolukujen ja rationaalilukujen vilistd
yhteyttd. Tulemme niyttdmiin, ettd jokainen yksinkertainen ketjumurtoluku edus-
taa jotakin rationaalilukua. Myhemmin tulemme todistamaan myds, ettd jokainen
rationaaliluku voidaan esittdd yksinkertaisena dérelliseni ketjumurtolukuna.

Lause 2.1. Jokainen yksinkertainen ddrellinen ketjumurtoluku edustaa rationaali-
lukua.

Todistus. (Vrt. [4, s. 443]). Todistamme lauseen kdyttamilld matemaattista induk-
tiota. Kun n = 1, ketjumurtolukuesitys on muotoa
1 apa; + 1
laosai]l =ap+ — = ———,
ai ay
joka on rationaalinen. Seuraavaksi tehddin induktio-oletus, ettd yksinkertainen ket-
jumurtoluku [ao; a;,as,...,ax] on rationaalinen, kun n = k ja kun ag,ay,...,ax



ovat positiivisia kokonaislukuja. Olkoot ag,ay,. . . ,ar+1 positiivisia kokonaislukuja.
Huomataan, ettd

1
lao; ar,az,. .. ,ak+1] = ap + — :
[a1’a29- .. 9ak’ak+l]
Induktio-oletuksen nojalla [a;;as,. . .,ak,akx+1] on rationaalinen; on siis olemassa
sellaiset kokonaisluvut r ja s, s # 0, ettd ketjumurtoluku [ay; ay,. . .,ak,ax+1] on
yhtédsuuri kuin r/s. Nyt siis
1 apr + s
lao; ar,. . .,ak,ak1] =ap+ — = ,
r/s r

joka on edelleen rationaaliluku. Induktioperiaatteen mukaan viite on siis tosi. O

Huomautus 2.1. Ks. [4, s.443]. Lihdeteoksessa lauseen 12.7 todistuksessa (vrt. tut-
kielman lauseen 2.1 todistus) yhtdlon
1 apa) + 1

lag;al]l =ap+ — =
aj ap

tilalla pitéisi olla yht&lo

1 apa; + 1
lao;ail = ap+ — = ———.
aj ai
Seuraavaksi ndytamme Eukleideen algoritmin avulla, ettd jokainen rationaalilu-
ku voidaan esittdd dédrellisend yksinkertaisena ketjumurtolukuna.

Lause 2.2. Jokainen rationaaliluku voidaan esittdd ddrellisend yksinkertaisena ket-
Jjumurtolukuna.

Todistus. (Vrt. [4, s. 444]. Olkoon x = a/b, missd a ja b ovat kokonaislukuja ja
b > 0. Asetetaan ro = a ja r; = b. Nyt Eukleideen algoritmi tuottaa seuraavanlaisen
yhtiléiden jonon:

ro = riqi+ry, 0<r2<r1,
ry = rq;+rs, 0<r3 <7,
ry = r3qsz+ra, 0<ry4<rs,
n-3 = Fp-2qn-2t7rp-1, 0<rp1 <rpp,
n-2 = TIp-1qn-1*"rp, 0<ry,<rpi,
'n-1 = Tnqn.
Niisséd yhtiloisséd termit qp,q»,. . ., g, ovat positiivisia kokonaislukuja. Kun ndmi



yhtélot kirjoitetaan murtolukumuotoon, saadaan yhtilot

a ro rp 1
-—=— = q1+—=q1 + s
b ry ry r1/r2
ry r3 1
— = Q2 +— = q2 + s
r r r2/r3
ry rq 1
- = @3t —=q3+F )
r3 3 r3/ry
rn-3 Yn-1 1
= ({gn-2+ =qp-2t —),
rp-2 rp-2 T'n-2/Tn-1
-2 'n 1
= Qn—l + = Qn—l + )
Fn-1 Fn-1 Tn-1/Tn
In— _ q
In "

Sijoittamalla murtoluvun ry/r, arvo toisesta yhtdlostd ensimmiiseen yhtdaloon,

saamme yhtidlon
1
st

qQ +

a
b

ra2/r3
Samalla tavalla voimme sijoittaa murtoluvun r,/r3 arvon kolmannesta yhtalosti
edelld esitettyyn yhtdloon, jolloin yhtélo tulee muotoon

a N 1
p - N I
P
q3 +
r3/ry
Jatkamalla titd menettelyd huomaamme, ettid
a 1
b q + 1
9+
q3+
1
+qn-1 + —.
qn
Siis % = [q1: q2,- - . ,qn]. On siis osoitettu, ettd jokainen rationaaliluku voidaan esit-
tad adrellisend yksinkertaisena kutjumurtolukuna. O

Huomautus 2.2. Ks [4, s. 444]. Lahdeteksen lauseessa 12.8 (vrt. timén tutkielman
lause 2.2) esiintyneiden termien r + 0, r + 1 ja r + 2 tilalla pitéisi olla termit ro, 7 ja
.



Huomaamme, etti rationaalilukujen ketjumurtolukuesitykset eivét ole yksikisit-
teisid, vaan ketjumurtoluvun viimeisti termid voidaan muuttaa. Jos a, > 1, voidaan
viimeinen termi kirjoittaa muodossa

1
a,,z(a,,—l)+1:(an—1)+?

Tatd yhtdlod kdyttdmalld voidaan edelleen merkiti, ettd
lao; ai,az,. .. ,an-1,a,] = lag; ai,az, . ..,ap-1,a, — 1,1].

Jos a,, = 1, silloin
1 1
an-1+— =ay—1+ - =a,-1 + 1.
" 1

Naiin ollen
[ao; ar,az,. . .,an-1,a,] = [ao; a1,az,...,ay-2,a,-1 + 1].

Jokaisella rationaaliluvulla on siis kaksi ketjumurtolukuesitysté siten, ettd toisessa
on parillinen méérd ja toisessa pariton méérd termejd. (Vrt. [1, s. 285])

Esimerkki 2.1. Tarkastellaan murtolukua 17—1 Muodostetaan tekijoiden avulla seu-
raavat yhtilot:

7 7 1
RTINSV
11
— =1 +ﬂ =1 L’
7 7 7/4
7 3 1
- = l+>=1+—,
4 1T T
4 1
= = l+-=1+—.
3 373
Namai yhtélot yhdistiméalla huomaamme, etti
7 1
— =0+ —.
1 ' 1+ —1
1+ !
1+1
3

Tami ketjumurtolukuesitys voidaan kirjoittaa lyhyemmin muodossa [0; 1,1, 1,3].
Kuten edelli totesimme, ketjumurtolukuesitykset eiviit ole yksikésitteisid, joten mu-
roluku 17—1 voidaan ilmoittaa myos toisenlaisena ketjumurtolukuna. Edelld totesim-
me, ettd jos [ag; aj,a,. . .,a,-1,a,] on jonkin luvun ketjumurolukuesitys, niin

lag; ai,az,...,ay-1,a, — 1,1] on my0s sellainen. Tama tarkoittaa, ettd % voidaan



esittdd myOs muodossa:

joka on lyhemmin ilmaistuna [0; 1,1,1,2, 1]. Nyt siis on voimassa

7
T [0;1,1,1,3] = [0; 1,1,1,2,1].

2.3 Konvergentit

Tiassd luvussa tarkastelemme lukuja, jotka on saatu direllisestd ketjumurtoluvusta
katkaisemalla esitys halutusta kohdasta.

Miiritelmé 2.2. Ketjumurtolukua [ag; aj,as,. . .,a], missa 0 < k < n, sanotaan
ketjumurtoluvun [ag; ay,ay,. . . ,a,] k. konvergentiksi. Titd konvergenttia merkitidin
symbolilla Cy.

Kédymme seuraavaksi 1dpi menetelmén, jolla ketjumurtolukujen konvergentteja
voidaan muodostaa.

Lause 2.3. Olkoot ay,ay,an,. .. ,a, reaalilukuja siten, ettd ay,as,. . .,a, ovat posi-
titvisia. Mddritellddn jonot py,pi,. . . ,Pn J@ 40, q1, - - - »qn Tekursiivisesti yhtdaloilld
pPo = ao, qo0 =1,
p1 = apai +1, q1 = a
ja
Pk = aipPik-1 + Pk-2, qk = akqk-1 *+ qk-2,
kun k = 2,3,...,n. Silloin k. konvergentti Cy = [ag;ay,ay,...,a,] toteuttaa yhtilon
c = 2%,
qk

Todistus. (Vrt. [4, s. 445-446]). Todistamme tdmén lauseen matemaattisella induk-
tiolla. Kun k£ = 0, niin
a
Co = lao) = T = 22.
q0
Kun k£ = 1, huomaamme, ettd
1 apa) + 1 1
Ci=lag;ail =ag+ — =247 2L
ai ai q1

Viite on siis tosi, kun k = 0ja k = 1.

10



Seuraavaksi oletamme, ettd viite on tosi positiivisella kokonaisluvulla k silloin,

kun 2 < k < n. Tdmi tarkoittaa, ettd
Pk QrPk-1t Pk-2
Cr = lao;ai,...,a] = — = ————.
qr  arqk-1t g2
Rekursioyhtidldiden perusteella havaitaan, ettd reaaliluvut py_1, px—2,qr—> riippuvat
ainoastaan luvuista ag,aq, . . . , ax—. Ndin ollen reaaliluku a; voidaan korvata luvulla

ax + 1/ag+1, jolloin huomaamme, ettd
1
Ak+1

I
(ar + 2 =)Pk-1 + Pr-2

Ci+1 = laos ai,. . .,ax,aks1]l = |apsai,...,ax-1,ax +

1

(ar + 2)qk-1 + qr—2
Pk-1
Aj+1
arqi-1 + T+ qra
Ak+10kPk-1 + Pk—1 + Qk+1Pk-2
Ak+1akqk-1 T Ak+19k-2

ar+1(axpr-1 + pr=2) + pi-1
ar+1(axqr-1+ qi-1) + Gic—1
Ak+1Pk + Pk-1
Ak+19k T k-1
Pi+1
Gk+1
Viite on siis tosi arvolla k + 1, joten induktioperiaatteen mukaan alkuperiinen viite
on todistettu todeksi. O

agpPk-1 + + Pk-2

Huomautus 2.3. Luvut p; ja gx voidaan médritelld myos yhtiloilla

p-2 = 0, q-2 =1,
p-1 = 1, qg-1=0
ja
Dk = QgPk-1 + Pk-2, dk = akqk-1 t qk-2,

kun 0 < k < n (vrt. [3, s. 214])).
Seuraavaksi havainnollistamme konvergenttien muodostamista esimerkin avulla.

Esimerkki 2.2. Tarkastellaan lukua 57/13. Sen ketjumurtolukuesitys on [4;2,1,1,2].
Kyseisen ketjumurtolukuesityksen kaikki konvergentit on mahdollista méérittdd edel-
14 esitettyjen rekursioyhtdldiden avulla. Télloin

pPo = 4’ QO:L
pr = 4-2+1:9, q1:2,
pr o= 1:9+4=13, Gp=1-2+1=3,

p3 = 1-1349=22,  g3=1-3+2=35,
pi = 2-22+13=57, q=2-5+3=13.

11



Konvergentit Cy (k =0,1,...,4) ovat siis

Co = polgo=4/1=4,
G = pi/q1=9/2,

G = p2/q2=13/3,
G = p3/q3 =22/5,
Cs = pa/qs=57/13.

Seuraavaksi esitimme ja todistamme toisen tirkedn ketjumurtolukujen konver-
gentteihin liittyvdn ominaisuuden.

Lause 2.4. Olkoon Cy = pi/qi ketjumurtoluvun [ag; ay,an,. . .,a,] k. konvergentti
jal < k < n. Tdlloin

Prdk-1 — Pr-1gx = (=D*L,

Todistus. (Vrt. [4, s. 447]). Todistamme lauseen matemaattisen induktion avulla.
Kun k = 1, lauseen 2.3 rekursioyhtdloiden perusteella saamme

P1go = poqi = (agar +1) - 1 = apay = 1 = (=D* 7,
joten viite on tosi kun k£ = 1. Oletetaan sitten, ettd viite on tosi luvun k positiivisilla
kokonaislukuarvoilla, joilla on voimassa 1 < k < n. Nyt siis
— k-1
Pkqk-1 — Pk—19k = (=" .

Rekursioyhtidldiden sekd induktio-oletuksen avulla saadaan yhtdloketju

Pk+19k — Pkqk+1 = (Ak+1Pk + Pk=1)4qk — Pr(Ak+19k + Gi—1)
= Qk+1Pkqk t Pk-19k — Ak+1Pkqk — Pk9gk-1
= Pk-19k — Pkqk-1
= —(Prqk-1 — Pk-19k)

— _ ( _ 1 )k -1

= (=D,
joten viite on tosi arvolla k + 1. Niin ollen alkuperdinen véite on induktioperiaatteen
mukaan tosi. O

Seuraavaksi havainnollistamme téitéd lausetta esimerkin 2.2 avulla, jolla havain-
nollistimme myos lausetta 2.3.

Esimerkki 2.3. Luvun 57/13 ketjumurtolukuesitys on [4; 2, 1, 1,2]. Edellisen lauseen
perusteella on voimassa

pog1 —pigo = 4-2-9-1=-1
Pig2—p2q1 = 9:-3-13-2=1
P23 —p3gy = 13:5-22-3=-1.

12



Seuraavaksi esitimme seuraksen, joka osoittaa, ettd yksinkertaisen ketjumurto-
luvun konvergentit ovat supistetussa muodossa, kun k = 1,2,.. ..

Seuraus 2.1. Olkoon Cy = pi/qx yksinkertaisen ketjumurtoluvun [ag; ay,a,. . . ,a,)
k. konvergentti. Lisiksi py ja qi ovat kokonaislukuja ja ne on mddritelty kuten
lauseessa 2.3. Tdlloin kyseiset kokonaisluvut py ja qy ovat suhteellisia alkulukuja.

Todistus. (Vrt. [4, s. 447-448]). Olkoon d = (p,qx). Lauseen 2.4 perusteella tie-
ddmme, ettd

Prdi-1 — Pr-1qx = (=D* 1.

Niin ollen tieddmme my®os, ettid
d|(-D*,

jolloin siis on voimassa sekd d|1 ja d|(—1). Téastd seuraa, ettd d = 1. Koska d =
(pk>qr) = 1, niin lukujen py ja g on oltava keskenéén jaottomia, ja viite siis pitee.

O
Seuraus 2.2. Olkoon Cy = pr/qi yksinkertaisen ketjumurtoluvun [ag; ay,a,. . . ,a,)
k. konvergentti. Tdlloin
(_ 1 )k—l
Ci — Cr—1 =
Gkqk-1
kaikilla kokonaisluvuilla k, missd 1 < k < n. Lisdksi seuraava yhtdlo on voimassa
ar(=D*
Ci—Crp=——
gk k-2

kaikilla kokonaisluvuilla k, missi 2 < k < n.

Todistus. (Vrt. [4,s.448]). Lauseen 2.4 perusteella tiedimme, etti pxqgr—1—pir-19x =
(—1)*~!. Kun jaamme t@min yhtilon puolittain luvulla gz gx_1, saamme yhtildn

(_1)k—1
Gkqr-1

Niin ollen ensimmiinen yhtilo on siis voimassa.
Seuraavaksi tarkastelemme erotusta C;, — Cy—>. Huomaamme, ettd

k k=2 kqk-2 — Pk-29k
Ck_ck_2:I7__P _ P4 p CI_

qk  qk-2 qkqk-2
Lauseen 2.3 rekursioyhtildiden avulla tiedetdin, ettd py = aipr—1 + pr-2 ja qx =
arxqr-1+ qr+2. Lisdksi tiedimme lauseen 2.4 perusteella, ettid px—1qx—2 — Pk—2qr—-1 =
(—=1)*=2, Niiden tietojen avulla saamme erotuksen Cy —Cy_» oikeanpuoleisen lausek-
keen osoittajan muotoon

Cr — Cro1 =

(arpr-1 + pr-2)qk-2 — pk—2(axGr-1 + qr-2)

= aiPr-19k-2 t+ Pk-29k-2 — Pk-2Gkqk-1 — Pk-29k-2
= ax(pr-19k-2 — Pk-29k-1)

= ap(-D)F2,

Pkqk-2 — Pk-24k

13



Nyt huomaamme, etti

ar(-)*2  au(=1)k
Ci— Cpp= X Sl .
qrkqk-2 qrkqk-2

Nidin ollen toinenkin yhtédlé on voimassa. O

Huomautus 2.4. Ks. [4, s. 448]. Lihdeteoksen seurauksessa 12.3 (vrt. timén tut-

kielman seuraus 2.2) esiintyneen yksinkertaisen ketjumurtoluvun [ag; aj,as,. . ., ax]
tilalla pitéisi olla ketjumurtoluku [ag; ay,as,. . . ,a,].
Lause 2.5. Olkoon Cy, yksinkertaisen ketjumurtoluvun [ao; ay,ay,. . . ,a,] k. konver-
gentti. Tdlloin

Ci>C3>Cs5> ...,

C()<C2<C4<...,
Jja jokainen parittomasti indeksoity konvergentti Cyj41,j = 0,1,2,... on jokaista

parillisesti indeksoityd konvergenttia Cj,j = 0,1,2,. .. suurempi.

Todistus. (Vrt. [4, s. 449]). Seurauksen 2.2 mukaan kun k = 2,3,...,n, niin

Kun luku & on pariton, edelld esitetyn yhtilon oikea puoli on negatiivinen. Tieddm-
me siis, etti silloin
Cr < Crn

on voimassa. Parittomasti indeksoidyt konvergentit muodostavat siis aidosti vihe-
nevin jonon. Vastaavasti jos luku k on parillinen, on edelld esitetyn yhtdlon oikea
puoli positiivinen, jolloin saamme epdyhtilon

Cr > Cr-n.

Parillisesti indeksoidyt konvergentit muodostavat siis aidosti kasvavan jonon. Toisin
sanoen tieddimme, etti
Ci>C3>Cs>....

Lisiksi tiedaimme, etti
C0<C2<C4<....

On vield osoitettava, ettd jokainen parittomasti indeksoity konvergentti on jokaista
parillisesti indeksoityd konvergenttia suurempi. Seurauksen 2.2 mukaan tiedimme,

etta —_
(_1) m—

C2m - C2m—1 =—<0.
92mq2m-1

Témin perusteella siis Cy,—1 > Ca,. Kun vertailemme konvergentteja Cy ja Cyj-1,
huomaamme, ettd
Crj—1 > Cyjyok-1 > Cojrak > Coi.

Niin ollen siis jokainen parittomasti indeksodity konvergentti on jokaista parillisesti
indeksoityd konvergenttia suurempi. O
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Esimerkki 2.4. Tarkastellaan vield aiemmin esitetyn esimerkin 2.2 ketjumurtoluvun
[4;2,1,1,2] konvergentteja. Esitimme konvergentit murtolukumuodossa:

Cy = 4,
9
C] = E = 4757
13
C2 = ?:4,3333,
22
G = ? = 4,4,
57
Cy = — =4,3846.
YT

Huomaamme, ettd lauseen 2.5 mukaisesti on voimassa

Co=4<Cr=4333...<Cy=43846... < Cy=4,4 < C| = 4,5.
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3 Aédrettomit ketjumurtoluvut

Tissd luvussa perehdymme hieman direttomiin ketjumurtolukuihin ja tarkastelem-
me niiden ominaisuuksia aiemmin esitettyjen tulosten avulla.

3.1 Airettomien ketjumurtolukujen peruskisitteit:

Aluksi esitimme kaksi mééritelmad dédrettomiin ketjumurtolukuihin liittyen.

Miiritelmi 3.1. Airettomilld ketjumurtoluvulla tarkoitamme lauseketta

b
by ’
b3

by
az + —

ap +
ay +
a +

missid ag,ay,as,. .. ja by, by, bs,. .. ovat reaalilukuja.

Mairitelmi 3.2. Yksinkertaisella ddrettomélld ketjumurtoluvulla tarkoitamme lause-

ketta
1

aop +

al +
! 1

1
asz + —

a +

missd ap on kokonaisluku ja ay,as,as,. .. ovat positiivisia kokonaislukuja.

Téssd luvussa kédsittelemme yksinkertaisia ddrettomid ketjumurtolukuja. Niiden
ketjumurtolukujen termejd ay, as,. . . kutsutaan osanimittijiksi, kuten dérellistenkin
ketjumurtolukujen tapauksessa. Yksinkertaiselle ketjumurtoluvulle otamme kiyt-
toon samankaltaisen notaation kuin &déarellisille ketjumurtoluvuille, eli merkitsemme
niita [ag; ar,az,. . .].

3.2 Airettomiit ketjumurtoluvut ja irrationaaliluvut

Adrellisten ketjumurtolukujen tapauksessa tutkimme niiden ja rationaalilukujen vi-
listd yhteyttd. Tdssd pykélidssi tutkimme vastaavasti ddrettomien ketjumurtolukujen
ja irrationaalilukujen vilisti yhteytti.

Lause 3.1. Olkoon ay,ai,an,. .. ddreton jono kokonaislukuja siten, ettd ay,ay,. . .
ovat positiivisia kokonaislukuja. Olkoon lisiksi Cy = [ag;ay,az,. .. ax). Tdlloin
konvergentit Cy ldhestyvdt raja-arvoa a , toisin sanoen

lim Ck = a.
k—o0
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Ennen kuin todistamme lauseen 3.1, méirittelemme, ettd o = [ag; ai,a,. . .]. Eli
« on yksinkertaisen ddrettomén ketjumurtoluvun arvo.

Jotta saamme lauseen 3.1 todistettua, niytdmme, ettd parillisesti indeksoityjen
konvergenttien ddretdon jono on kasvava ja silld on yldraja. Lisidksi ndytdmme, ettd
parittomasti indeksoityjen konvergenttien ddreton jono on vihenevi ja silld on ole-
massa alaraja. Tdmin jidlkeen osoitamme, ettd ndiden kahden jonon raja-arvot ovat
samat.

Todistus. (Vrt. [4,s.452-453]). Olkoon m positiivinen parillinen kokonaisluku. Lauseen
2.5 perusteella tiedimme, ettd

Ci>C3>Cs5>...>Cy_1,

Co<Cr<Cy<...<Cy,

ja Cyj < Cyryq aina, kun 2j < mja 2k + 1 < m. Kun tarkastelemme kaikki mahdol-
liset arvot jotka m voi saada, huomaamme, etté

C1>C3>C5>...>C2n_]>C2n+1>...,

C0<C2<C4<...<C2n_2<C2n<...

ja Gy < Cyryq kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla j ja k. Parittomasti indeksoi-
dyt konvergentit Cy,C3,Cs, . . . muodostavat alhaalta rajoitetun aidosti vihenevin jo-
non, joka ldhestyy raja-arvoa «. Parillisesti indeksoidyt konvergentit Cy, C,Cy, . . .
vastaavasti muodostavat ylhddltd rajoitetun aidosti kasvavan jonon, joka ldhestyy
raja-arvoa a;. Ndin ollen

lim Cypp = ay,
n—-00

lim Czn = 3.
n—oo

Tarkoituksenamme on nyt osoittaa ndiden kahden raja-arvon yhtdsuuruus. Seurauk-
sen 2.2 mukaan on voimassa

Pust _ P _ (D@L

q2n+1 q2n Q2n+192n QPn+192n

Cops1 —Cop =

Koska g; > k kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k, saamme epédyhtédlon

1 1
< ,
Qon+192n (21’1 + 1)(21’1)

ja ndin ollen
1

C2n+1 - C2n =
Pn+192n

lahestyy nollaa. Tama tarkoittaa, ettid

nll_)n‘}o (Cane1 — Cop) = 0.
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Nyt siis tiedimme, ettd
Iim (Cye1 — Cyp) = lim Gy — lim Gy, = 0,
n—oo n—oo n—oo

eli jonoilla Cy,C3,Cs,. .. ja Cy,Cp,Cy,. .. on sama raja-arvo. Olemme siis osoitta-
neet, ettd @y = a», ja voimme siis paitelld, ettd kaikki konvergentit 1dhestyvit raja-
arvoa @ = @1 = a». Niin ollen viite on siis todistettu. O

Huomautus 3.1. Ks. [4, s. 478]. Lihdeteoksessa lauseen 12.13 todistuksessa (vrt.
timén tutkielman lauseen 3.1 todistus) epdyhtédlon Cy; > Cyyy tilalla pitdisi olla
epayhtdlo G < Copqr-

Aiemmin osoitimme jo, ettd jokaisella rationaaliluvulla on olemassa ddrellinen
yksinkertainen ketjumurtolukuesitys. Seuraavaksi osoitamme, ettd jokaisen déretto-
min yksinkertaisen ketjumurtoluvun arvo on irrationaaliluku.

Lause 3.2. Olkoon ay,ai,an,. .. kokonaislukuja siten, ettd ay,ay,. .. ovat positiivi-
sia. Tdlloin |ag; ay,az,. . .] on irrationaalinen.

Todistus. (Vrt. [3,s.222]). Lauseen 3.1 perusteella tiedimme, ettd luku @ on aidosti
kasvavan jonon C,, ja aidosti vihenevin jonon Cj,4 yhteinen raja-arvo, kun n on
positiivinen kokonaisluku. Néin ollen luku « sijaitsee siis konvergenttien C,, ja Cy41
(n=0,1,2,...) vilissd. Tamin tiedon ja seurauksen 2.2 perusteella on voimassa

| (D"
|Qn+lq;1

1
dn+19n .

|
0 <@ =Cpyl <|Cps1 = Cy| = |Entl _ Ln

| dn+1 qn

Seuraavaksi teemme vastaoletuksen, ettd « olisikin rationaaliluku. Merkitsemme,
ettd @ = a/b, missd a ja b ovat kokonaislukuja, ja lisidksi b > 0. Téllin saamme

1
qnqn+1 '

a

b

ﬂ__ni<
b qu|

0<‘ C,

Kun kerromme tdmén epdyhtilon puolittain luvulla bg, (> 0), saamme edelleen

b
0 < |lag, — bpy| < .

n+1

Koska g,+1 > n + 1, niin

b b
0 < |ag, — bpa| < < .
Gn+1 n+1

Valitsemalla kokonaisluku 7, joka on > b, saadaan
b
qni1 n+1

<

0< |aCIn - bpn| <

Tami on mahdotonta, koska ag, — bp,, on kokonaisluku. Niin ollen vastaoletus on
vidrd ja alkuperinen viite tosi. Luku « on siis irrationaalinen. O
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Nyt olemme siis osoittaneet, ettid jokainen yksinkertainen ddreton ketjumurto-
luku vastaa irrationaalilukua. Seuraavaksi tarkastelemme irrationaalilukujen esitté-
mistd yksinkertaisten ddrettomien ketjumurtolukujen avulla.

Lause 3.3. Olkoon « irrationaaliluku ja merkitddn lisdksi, ettd @« = ao. Mddritel-
lddn jono ag,ay,an,. .. rekursiivisesti yhtdloilld

1

ar = [ag]. Ape] = ——,
ay — ay

kun k > 0. Tdlloin a on yksinkertaisen ddrettomdn ketjumurtoluvun [ao; ay,az,. . .]
arvo.

Todistus. (Vrt. [4, s. 454-455]). Rekursiivisen miiritelmin perusteella tiedimme,
ettd a; on kokonaisluku kaikilla luvun k arvoilla. Lisdksi matemaattisen induktion
avulla voimme osoittaa, ettd luku a; on irrationaalinen aina, kun k on epinega-
tiivinen, ja ettd tdimin seurauksena luku a4 on olemassa. Oletuksen perusteella
tiedimme, ettd @y = « on irrationaalinen, joten

ap # ap = [aol.

Lisiksi rekursiivisen médritelmén perusteella tiedimme, ettd luku

1

a) = ———
@o — ao

on olemassa.

Oletamme seuraavaksi, ettd a; on irrationaalinen. Niin ollen luku aj, on ole-
massa. Voimme havaita helposti luvun @, olevan myds irrationaalinen, nimittdin
yhtildstd |

Qg+l = ———
@ — dg

seuraa, etta
1

Tk+1 .
Jos a4 olisi rationaaliluku niin myd6s @y olisi rationaaliluku.

Koska @ on irrationaaliluku ja a; on kokonaisluku, niin tiedimme, ettd ay # ay.
Talloin tieddmme, etta

ap = ag +

ap < ay < ai + 1.
Kun vihenndmme tistd epdyhtédlosti puolittain luvun ag, saamme
O<ap—ap <1.

Nyt edelli esitetyn perusteella on voimassa

1
Qg1 = ——— > 1,
g = ag
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joten tistd seuraa, ettid
ag+1 = [ags1] 2 1,

kun £ > 0.Tami tarkoittaa, ettd kaikki kokonaisluvut ay,as,. .. ovat positiiviisia.
Kun kdytdmme toistuvasti kaavaa

1
Qi = ap + )
A+l
huomaamme, etti
1
a=ay = ao+— =lap;ai]
aq
1
= o+ — = lao; a1, 3]
a + —
an
1
= ap+ I = lao; ar,az,. .., ak, ap41].
a +
ar+
1
+ay +
Ak+1
Seuraavaksi osoitamme, ettd ketjumurtoluvun [ag; aj,as,. . .,ar,@r+1] arvo la-

hestyy lukua @, kun luku k kasvaa rajatta. Lauseen 2.3 todistuksen perusteella tie-

diamme, etti
Qk+1Pk t Dk+1

r+1Gk + Grs1’
missd C; = p;/q; on ketjumurtoluvun j. konvergentti. Télloin siis

a = [ap;ar,a2,...,0k,@ke1] =

Xk+1Pk + Pk-1 _ Pk

a — Ck =

Ak+19k + k-1 Gk

_ @k+1Pk9k + Dk-19k — ®k+1Pk9k — Pkqk-1

(Xk+19k + Gk-1)qk

_ —(Prqgr-1 — Pk=19k)
(¥k+19k + qr-1)qxk

_ _(_l)k—l
(k19K + G- Gk

missi osoittaja —(prqk—1 — Pr—1gx) on sievennetty kiyttdmallad lausetta 2.4. Koska
Ap+19k + Gk—1 > g1k + k-1 = Gk+1»
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tieddmme, ettd

_(_1)k—1
la = Cil = | |
| (@re1Ggr + Qi—1) Gk |
B 1
(Xk+19k + Gr-1)qk
1
<
(Xk+1Gk + Gr-1)qk
B 1
f]kq/m'

Koska g; > k, tiedimme, ettd lauseke qkqlk 1 lahestyy arvoa 0, kun luku k£ kasvaa

;
rajatta eli ldhestyy dédretontd. Néin ollen siis limy_,, C; = @, eli luku @ on yksinker-
taisen ddrettomin ketjumurtoluvun [ag; ay,as, . . .] arvo. O

Huomautus 3.2. Ks. [4, s.455]. Lihdeteoksessa lauseen 12.15 todistuksessa (vrt.
tamin tutkielman lauseen 3.3 todistus) yksinkertaisen ketjumurtoluvun [ag; ai,as]
tilalla pitéisi olla ketjumurtoluku [ag, a;, @3].

Huomautus 3.3. Ks. [4, s. 456]. Lihdeteoksessa lauseen 12.15 todistuksen (vrt.
tamin tutkielman lauseen 3.3 todistus) lopussa on viitattu ehtoon g > k. Viittauksen
pitéisi olla ehtoon g > k.

Lause 3.4. Jos kaksi yksinkertaista ddretontd ketjumurtolukua [ag; ay,an,...] ja
[bo; b1,ba,. . .] esittivit samaa irrationaalilukua, niin ay = by, kun k =0,1,2,.. ..

Todistus. (Vrt. [4, s. 456-457]). Oletetaan, ettd a = [ag; a;,az,. . .]. Koska Cy = ag

ja Cy = ap + —, lauseen 3.1 perusteella tiedimme, ettd
aj

apg < a<ap+ —.
a

Tieddmme, ettd kokonaisluku a; > 1, joten saamme epdyhtdlon muotoon
ag < a <agp+1.

Téten on siis voimassa ag = [«]. Lisdksi tiedamme, ettd
1

[ao;al’a29' . '] = aO + ‘—,
lar;az,as3,. . .]

silla

a =lap;ara,...] lim [ap; a1,az,...,ak]
k— o0

1
= lim (a() + )
k—o0 lai;az,as,. .. ak]
1

+ =
limy e [a1; az,. .., ax]
1

lai; az,a3,...]

= qao+
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Oletamme, etti
[ao; ar,az,...] = [bo; b1,bo,. . .].

Tdmaén oletuksen ja kdyttimiemme merkintdjen perusteella huomaamme, ettid

ja

Niin ollen on siis voimassa, etti

lai;an,...]=[b1;by,...].

Oletetaan seuraavaksi, ettd ay = by ja [ak+1; Ak+2,- - -] = [br+1; br+2,. . .]. Kiytdm-
me samaa paittelyd kuin edelld, ja havaitsemme, ettd

Qi1 = biy1.

Lisiksi havaitsemme, etti

1 1
Ap+1 + = b1 + .
[ak+2; Aks3,. . .] [Dk+2; Dis3, - - ]

Tastd seuraa, ettid
[ak+2; Qke3,. .. ] = [brs2; Diss, . . ]

Olemme siis osoittaneet matemaattisen induktion avulla, ettd a; = by, kun k >
0. O

Huomautus 3.4. Ks. [4, s. 456-457]. Lihdeteoksessa lauseen 12.16 todistukses-
sa (vrt. timin tutkielman lauseeseen 3.4 todistus) on viitattu ldhdeteoksen lauseen
12.11 (vrt. tutkielman lause 2.5). Viitauksen pitiisi olla lihdeteoksen lauseeseen
12.13 (vrt. tdmin tutkielman lause 3.1). Liséksi ldhdeteoksen lauseen 12.16 todis-
tuksessa (vrt. tdimin tutkielman lauseen 3.4 todistus) pitdisi yhtidlon

1 1
Ak+1 + = bj+1 +
T [agsn: agyss . ] T bkt brass. .
tilalla olla yhtilo
+ : b1 + !
A+ = bi41 .
T [agsn; agyzs . T [bre2: brass. .

Lauseiden 3.3 ja 3.4 perusteella tieddmme nyt, ettd jokainen irrationaaliluku on
mahdollista esittdd yksinkertaisena ddrettoména ketjumurtolukuna.
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Esimerkki 3.1. Olkoon & = V39. Seuraavaksi muodostamme timin irrationaalilu-
vun ketjumurtolukuesityksen kdyttdmalld lauseen 3.3 rekursioyhtiloitd. Talloin

[V39] =6,

1 V39+6 V39+6
v39-6 39-36 3
[\/@+6

3

ao

a) =

ay = =4,

1 1 3 3(V39 + 6)
@ = = = = = V39 + 6,
\@+6_4 V39-6 V39-6  39-36
3 3
a = [\/@+6]:12,
1 1 _\/@+6_\/@+6

V39+6-12 V39-6 39-36 3

Koska a3 = a1, niin a3 = ay,a4 = a, ... ja ndin saamme

a3 =

V39 = [6:4,12,4,12,4,12,. . .].

Tamai ketjumurtoluku siséltdd osanimittdjien jakson, joka toistuu jatkuvasti. Tdmén
vuoksi sitd kutsutaan jaksolliseksi ketjumurtoluvuksi.

Irrationaaliluvun ketjumurtolukukehitelmin konvergentit ovat hyvid approksi-
maatioita luvulle a. Itse asiassa, jos px/qr on tamédn ketjumurtolukuesityksen k.
konvergentti, niin lauseen 3.3 todistuksen perusteella tiedimme, ettéd

la = pi/qrl < 1/(qkqi+1),

joten tistd seuraa, ettid
2
lo — pi/qkl < 1/qi”,

koska qrk < qk+1-

Seuraava lause ja seurauslause osoittavat, ettd irrationaaliluvun « ketjumurto-
lukukehitelmén konvergentit ovat luvun « parhaita rationaalisia approksimaatioita.
Parhaalla rationaalisella aprroksimaatiolla tarkoitamme, ettd konvergentti py/qx on
ldhin sellaisista luvun « ratiolaalisista approksimaatioista, joiden nimittdjd ei ole
suurempi kuin kyseessi olevan konvergentin nimittéja.

Ennen kuin kisittelemme edelld mainitun lauseen ja seurauslauseen, esitimme
apulauseen, jota tulemme tarvitsemaan lauseen 3.5 todistuksessa.

Apulause 3.1. Jos a,b ja c ovat sellaisia positiivisia kokonaislukuja, ettd (a,b)=1 ja
albe, niin alc.

Todistus. Ks. [4,s.97]. O
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Lause 3.5. Olkoon « irrationaaliluku ja olkoot pj/q;(j = 1,2,...) luvun a yksin-
kertaisen ddrettomdn ketjumurtolukuesityksen konvergentteja. Jos r ja s ovat koko-
naislukuja ja s > 0 ja jos k on sellainen positiivinen kokonaisluku, ettd

lsa —r| <lgka — pkl,
niin s > qiy1-

Todistus. (Vrt. [4,s.458-459]). Ensin teemme vastaoletuksen, ettéd |sa — r| < |gra — pil,
mutta 1 < s < gg4. Tarkastelemme yhtidloryhmii

DkX + Pk+1y = T
gk X + qk+1y = S.

Kerromme ensimmaéisen yhtédlon puolittain luvulla g, ja toisen yhtédlon vastaavasti
luvulla p. Tdmin jidlkeen vdhenndmme toisen yhtidlon ensimmadisestd puolittain.
Télloin saamme

(Pk+19k — Pkqk+1)Y = r'qk — SPk.

Lauseen 2.4 perusteella tieddimme, ettd pry1qr — prgir+1 = (— 1)". Téamaén perusteella
tiedamme, etti

y = (=D (rqi - spi).
Tamin jdlkeen kerromme ensimmaisen yhtdlon luvulla g1, ja toisen yhtdlon luvul-
la pi+1, ja vihenndmme ensimmaéisen yhtdlon toisesta. Nyt saamme

(Pk+19k — Pkqk+1)X = SPk+1 — I'Qk+1-

Kun kdytdamme edelleen lauseen 2.4 tulosta, saamme yhtdlon

x = (=D (sprs1 — rqis1).

Seuraavaksi osoitamme, ettd x # 0jay # 0. Jos olisi x = 0, silloin olisi voimassa
Spk+1 = rqi+1- Koska (pr+1,9k+1) = 1, apulauseen 3.1 perusteella gy1|s. Tastd
seuraa, ettd gx+1 < s, miki on ristiriita. Ndin ollen x # 0. Jos taas y = 0, niin till6in
on voimassa seuraavat yhtilot r = prx ja s = gxx. Nédiden yhtiloiden, sekd ehdon
|x| > 1 nojalla saamme

lgkxa — pix| = |x(gre — pi)|
|x| lgke = px| > |qra — pil.

|sa — r|

Tama on ristiriidassa oletuksen kanssa, joten on siis voimassa, ettd y # 0.

Osoitamme seuraavaksi ettd luvut x ja y ovat erimerkkisid. Ensin oletamme, ettd
y < 0. Tieddmme, ettd gxx = s — gx+1y. Tastd seuraa, ettd x > 0, koska gxx > 0
ja gr > 0. Jos taas oletamme, ettd y > 0, niin epdyhtidloketjun g1y > gig+1 > S
perusteella tieddmme, ettd grx = s — gx+1y < 0. Tédstd seuraa siis, ettd x < 0, silld
qk > 0.
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Lauseen 3.1 perusteella tieddmme, ettd joko epayhtild pix/qr < @ < pr+1q9k+1
tai epadyhtdld pri1gr+1 < @ < prgx on voimassa. Kummassakin tapauksessa huo-
maamme, ettd luvut gxa — pr ja gr+1@ — pi+1 ovat erimerkkisii.

Todistuksen alussa esitetyn yhtdloryhmén perusteella tiedimme, ettid

Isa —rl = [(qrx + gre1y)a = (PeX + prs1y)|
= [x(gxa — pi) + y(Gr+1@ = pr+1)]
Edellisissd kappaleissa esitettyjen péditelmien perusteella tiedimme, ettd luvut

x(gra — pr) ja y(qk+1@ — pr+1) ovat samanmerkkisid. Néin ollen niiden summan
itseisarvo on sama kuin itseisarvojen summa, eli

lsa —r| = |x|lgra — prl + Iyl lgrs1@ = pis1l
> x| lgra — pil
> |gra — pil,

koska |x| > 1. Tésti seuraa ristiriita oletuksemme kanssa. Olemme siis osoittaneet,
ettd vastaoletus on viird ja alkuperdinen viite on tosi. O

Huomautus 3.5. Ks. [4, s. 458]. Liahdeteoksessa lauseen 12.17 todistuksessa (vrt.
tutkielman lauseen 3.5 todistus) on tehty oletukset s # 0 ja y # 0. Oletusten kuu-
luisi olla muotoa x # 0 ja y # 0. Liséksi todistuksen loppuosassa on viitattu ldhde-
teoksen lauseeseen 12.11 (vrt. tdmin tutkielman lause 2.5). Viittauksen pitiisi olla
lauseeseen 12.13 (vrt. timén tutkielman lause 3.1).

Seuraus 3.1. Olkoon « irrationaaliluku, ja olkoot pj/q; , j = 1,2,..., luvun a
vksinkertaisen ddrettomdn ketjumurtolukuesityksen konvergentteja. Jos r/s on ra-
tionaaliluku, missd r ja s ovat kokonaislukuja ja s > 0, ja jos k on sellainen positii-
vinen kokonaisluku, ettd

niin tdlloin s > qy.
Todistus. (Vrt. [4, s. 459]). Ensin teemme vastaoletuksen, ettd s < g ja

[ | i
|a——|<|a/—p—|.
S| qk |

Kun kerromme epéyhtilon puolittain luvulla s ja otamme liséksi huomioon ehdon
s < gk, huomaamme, etti

r

s - -
N

< gk !a’ - p—k! .
| qk |
Koska s,g; > 0, niin edelld esitetyn perusteella tiedimme, ettéd

lsa —r| < |gra — pil,

mikéd vastaavasti on ristiriidassa lauseen 3.5 pdédtelmén kanssa. Niin ollen vastaole-
tuksemme on védri ja alkuperdinen véite tosi. O
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Lopuksi tarkastelemme vield, milld ehdolla irrationaaliluvun rationaalinen ap-
proksimaatio on kyseisen irrationaaliluvun yksinkertaisen dédrettomén ketjumurtolu-
kuesityksen konvergentti.

Lause 3.6. Olkoon « irrationaaliluku. Jos r/s on rationaaliluku, missd r ja s ovat
kokonaislukuja ja lisdksi s > 0 ja (r,s) = 1 ja epdyhtdlo

1

|
|
| <
I 2s2

|
o -
I

v N

on voimassa, niin r /s on luvun « yksinkertaisen ketjumurtoukusityksen konvergentti.

Todistus. (Vrt. [4, s. 460]). Ensin teemme vastaoletuksen, ettd r/s ei ole luvun «
yksinkertaisen ketjumurtolukuesityksen konvergentti. Niin ollen on olemassa sel-
laiset konvergentit pix/qx ja px+1/qk+1, €ttd gx < s < qr+1. Lauseen 3.5 perusteella
tieddmme, etti
lgra — pi| < |sa —r| :slaf—fl < —.
| sl 2s
Seuraavaksi jaamme epdyhtidlon

1
— < _
lgra — pi o

puolittain luvulla g (> 0), jolloin saamme

| =
~

| | 1

o - 2K« —

| ak|  2sqx

Tieddmme, ettd |spy — rqx| > 1 (koska tieddmme, ettd r/s # px/qx, jolloin spy —rgqi
on nollasta eroava kokonaisluku). Téstd seuraa (kolmioepdyhtidlon avulla), ettd

RS |spk — rqxl
sqrk Sqk
_ SPrk — gk
Sqk
_ (PE_T
k. S
’
= 1% _ara-l
qk N
|
< &—al+‘a——
qk N
qgr| | S|
1 1
< —.
2sqr 282
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Niin ollen saamme, etti
1 1

— < —.

2sqr 252
Lopulta on siis voimassa

2sqi > 252,

misti seraa, ettd gx > s. Tdmad on ristiriidassa ehdon g < s < ¢x+1 kanssa, joten

vastaoletus on véira ja alkuperdinen vdite on tosi. O
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4 Jaksolliset ketjumurtoluvut

Kutsumme dédretonti yksinkertaista ketjumurtolukua [ag; a1, az, . . .] jaksolliseksi, jos
on olemassa positiiviset kokonaisluvut N ja k siten, ettd a, = a,. kaikilla positii-
visilla kokonaisluvuilla n > N. Kdytdmme notaatiota

lao;ai,az,...,an-1,aN,aGN+1,AN+k-1],

kuvaamaan jaksollista diretontd ketjumurtolukua

lao;ai,az,...,aN-1,aN,GN+15- - - s AN+k—1,AN>AN+15- - -].

Esimerkiksi merkinnalld [2; 3,@] tarkoitamme yksinkertaista ddretontd ketju-
murtolukua [2;3,1,2,1,2,1,2,...]. Luvussa 3 sivusimme erdin esimerkin yhteydes-
sd ddrettomid yksinkertaisia ketjumutolukuesityksid, joissa jakso termejd toistuu.
Tidssd luvussa kisittelemme tarkemmin jaksollisten ketjumurtolukuesitysten omi-
naisuuksia

4.1 Kvadraattiset irrationaaliluvut

Miiritelmé 4.1. Reaalilukua @ sanotaan kvadraattiseksi irrationaaliluvuksi, jos @
on irrationaalinen ja kokonaislukukertoimisen toisen asteen yhtédlon juuri, eli siis

Acd? +Ba+C =0,
missd A, B ja C ovat kokonaislukuja ja A # 0.

Seuraavaksi esitimme kaksi apulausetta ilman todistuksia. Nimi apulauseet hel-
pottavat jaksollisten ketjumurtolukujen ominaisuuksien tutkimista.

Apulause 4.1. Kahden rationaaliluvun summa ja tulo ovat rationaalisia.
Todistus. Ks. [4, s. 14, harjoitustehtdvi 3].

Apulause 4.2. Olkoon luku a kokonaislukukertoimisen polynomin x" + c,_1x"~ ' +
...+ c1x + co juuri. Silloin a on joko kokonaisluku tai irrationaaliluku.

Todistus. Ks. [4, s. 103, lause 3.17].

Lause 4.1. Reaaliluku a on kvadraattinen irrationaaliluku, jos ja vain jos on ole-
massa kokonaisluvut a,b ja c, joille on voimassa b > 0 ja ¢ # 0 siten, ettd luku b ei
ole taydellinen nelio ja

a++b

C

a =
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Todistus. (Vrt. [4, s. 463-464]). Jos «a on kvadraattinen irrationaaliluku, niin se on
selvisti irrationaalinen, ja tidlloin on olemassa kokonaisluvut A, B ja C siten, ettd
Aa® + Ba + C = 0. Toisen asteen yhtilon ratkaisukaavan perusteella tiedimme, etti

-B+VB? -4AC

a = .

2A

Koska a on reaaliluku, tiedimme, etti B> — 4AC > 0. Koska a on irrationaalinen,
niin B — 4AC ei ole tiydellinen neliv ja A # 0. Merkitsemilld joko a = —B,
b=B>-4ACjac =2Ataia = B, b = B> — 4AC ja c = —2A, saamme luvulle a
halutun esityksen.

Oletamme seuraavaksi, ettd luku & on muotoa

a+ Vb

b

C

missd a,b ja ¢ ovat kokonaislukuja siten, ettd b > 0, ¢ # 0 ja b ei ole tdydellinen
nelid. Apulauseiden 4.1 ja 4.2 perusteella havaitsemme, ettd « on irrationaaliluku.
Koska

a+ Vb

a =
c
ac = a+Vb
ac — a=Vb
@*c? +a*> —2aca = b
c2a® = 2aca + (cz2 -b) = 0,
on « kvadraattinen rationaaliluku. O

Huomautus 4.1. Lihdeteoksessa lemman 12.1 muotoilussa (vrt. timén tutkielman
lauseen 4.1 muotoilu) esitetdin ehto @ — (a + vVb)/c. Ehdon pitdisi olla @ = (a +

Vb)/e.

Lause 4.2. Jos a on kvadraattinen irrationaaliluku ja jos r,s,t ja u ovat kokonais-
lukuja, niin osamddrd (ra + s)/(ta + u) on joko rationaaliluku tai kvadraattinen
irrationaaliluku.

Todistus. (Vrt. [4, s. 464-465]). Oletamme, ettd o on kvadraattinen rrationaaliluku.
Tilloin lauseen 4.1 perusteella on olemassa sellaiset kokonaisluvut a,b ja c (b > 0
ja c # 0), ettd luku b ei ole taydellinen nelio ja

a=(a+ \/E)/c.

29



Talloin saamme, etti

ra+s ra+\/3 ta+\/5
oo el e
B r(a+\/5)+cs c
- c .t(a+\/5)+cu
_ar+rVb+ecs
~ at+tVb+cu

(ar + cs) +rVb

(at + cu) + Vb

[(ar + cs) + rVDl[(at + cu) — VD]

[(at + cu) + t\/z][(at +cu) — t\/E]

[(ar + cs)(at + cu) — rtb] + [r(at + cu) — t(ar + cs)]\/E
(at + cu)? — 2b '

Niin ollen lauseen 4.1 perusteella (ra + s)/(ta + u) on kvadraattinen irratio-
naaliluku. Poikkeuksena on tilanne, jossa luvun Vb kerroin on nolla, koska tilloin
kyseinen osamiird on rationaaliluku. O

Miziritelmé 4.2. Olkoon @ = ——

c
« konjugaatti o’ midritellddn seuraavasti

’ a_\/z

kvadraattinen irrationaaliluku. T#ll6in luvun

C

Lause 4.3. Jos kvadraattinen irrationaaliluku « on yhtdilon Ax*> + Bx + C = 0 juuri,
niin yhtdlon toinen juuri on luku o', eli luvun a konjugaatti.

Todistus. (Vrt. [4, s. 465]). Toisen asteen yhtédlon ratkaisukaavan mukaan yhtdlolla
Ax? + Bx + C = 0 on kaksi juurta ja ne ovat muotoa

-B+ VB2 -4AC
a = .
2A

Jos luku a on toinen néistd kahdesta juuresta, niin konjugaatti o’ on toinen, silld
juurilausekkeen VB2 — 4AC etumerkki vaihdetaan muodostettaessa luvusta a lukua

’

a . O

Lause 4.4. Jos a; = (a1 + bI\/E)/cl ja az = (ax + bz\/g)/cz rationaalilukuja tai
kvadraattisia irrationaalilukuja, seuraavat ominaisuudet ovat voimassa

(i) (1 +a2) =a’ + a2,
(ii) (a1 —a) =) —a?,
(iii) (v1a2) = ai'a?’,

(iv) (a1/ap) =ai/ay.
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Todistus. (Vrt. [4, s. 465-466]). Todistamme tuloa koskevan sddnnon (ii7), seki osa-
midrdd koskevan sddnnon (iv). Kaksi muuta sdéntod todistetaan vastaavasti, joten
sivuutamme niiden todistukset tdssa.

Koska a1 = (a; + bl\/a)/cl jaay = (ay + bz\/Z)/cz, saadaan tulolle yht&lo

(a1 + biVd) (az + byVd)
C1l . (&)
(a1 + biVd)(a2 + byVd)
12
ajay + a1byVd + b1Vd ay + biVd byVd
c1C2
(a1az + b1bad) + (arby + biax)Vd
c1c2 '

a1z

Maidiritelmén 4.2 perusteella saamme tulon konjugaaatin (@ ja;)” muotoon

(ayay + bibyd) — (a1by + brax)Vd
C1C2 '

(a1a2) =

Konjugaattien tulo vastaavasti vastaa mééritelmén 4.2 perusteella yhtdlod

, _ (a1 =biVd) (az = byVd)

e, = - -
B ayay — aybyNd — biVd ay + byVd byVd
B c1C2
_ (a1az + bibyd) — (arby + biap)Vd
B Cc1C2 '

Nyt huomaamme, ettd (aj@2)" = @@}, joten tuloa koskeva ominaisuus (iii) on tosi.
Koska a1 = (a; + by \/E)/cl jaay = (ar+ bz\/g)/CQ, saadaan osamiirille yhtilo

ay (a1 + biVd)/ey
@2 (az + byVd)
c2(ay + biVd)
c1(az + byVd)
c2(a1 + biVd)(az = byVd)
c1(az + byVd)(az = byVd)
crajas — crarbyVd + crabiVd — cabibyd
c1(a? — br’d)
(c2a1az — cab1bad) + (cra2by — cra1br)Vd
c1(a? — by’d) '
Mairitelmén 4.2 perusteella tiedimme nyt, ettd voimme esittdd osaméirian a/a>
konjugaatin (a/a3)" yhtdlond
a1\ _ (qaiay — abibyd) - (caazby — cyarby) Vd
( ) B c1(a? = by*) '

a?
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Konjugaattien osamiérd o /@), vastaavasti vastaa maéritelmén 4.2 perusteella yhté-
lod
(a1 — biVd)/c|
(az — byVd)/c
c2(ar = biVd)(az + byVd)
ci(az = byVd)(az + by Vd)
craray + crxa1byVd — crarbiVd — c2b1brd
c1(az® - by’d)
(c2a1a2 — c2bibyd) — (crazby — cxa1b)Vd
ci(az? - by’d) '

—_

NQ\| S

Nyt huomaamme, etté (@1/a2)" = @)/a), joten osamiirdid koskeva sdédnto (iv) on
tosi. O

Huomautus 4.2. Ks. [4, s. 465]. Lihdeteoksen apulauseen 14.4 (vrt. timin tutkiel-

man lause 4.4) toisen ehdon tulisi olla (a1 —a3)’ = a/’l —0/2, eikd (a1+an)’ = a/’l —0/2.

Lause 4.5. (Lagrangen lause) Irrationaaliluvun yksinkertainen dcdreton ketjumurto-
lukuesitys on jaksollinen, jos ja vain jos luku on kvadraattinen irrationaaliluku.

Lauseen todistus on jaettu kahteen osaan. Tamé on mahdollista, silld kehidp&ét-
telyd ei synny, vaikka todistusten osien vélissd esitetddnkin lauseet 4.6 ja 4.7 todis-
tuksineen.

Todistus. (Vrt. [4, s. 466-467]). Olkoon yksinkertainen ketjumurtoluku « jaksolli-
nen. Talloin voimme merkiti, ettid

@ = [610;611,612,- > AN-1,AN>AN+1,- - - AN +k]-

Lisiksi merkitsemme, ettd

ﬁ = I.aN’aN+17- .. ’aN+kJ'
Talldin
ﬁ = [aN;aN+l9' .. 9aN+kaﬂ]a
jalauseen 2.3 avulla saamme, ettid
_ Bpik+ pi-
Bax + qi-1”

missd pr/qx ja px-1/qk-1 ovat ketjumurtoluvun [ay; ay+1,. - . ,an+x] konvergentte-
ja. Koska luvun g yksinkertainen ketjumurtolukuesitys on déreton, niin tiedimme,
ettd S on irrationaaliluku. Voimme esittidd yhtidlon

_ Bpk+pii
Bk + qi-1
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muodossa
QB + (q—1 = p)B = pr—1 = 0,

joten midritelmén 4.1 perusteella havaitsemme, ettid luku S8 on kvadraattinen irrati-
naaliluku. Nyt huomaaamme, etti

@ = [ap; a1, a2,...,aN-1,B],
joten lauseen 2.3 perusteella saamme

o= Bpn-1+ DPN-2
Ban-1+qn-2’

missid py_1/gn-1ja pny-2/gn-2 ovat ketjumurtoluvun [ag; aj,an,. ..,an-1] konver-
gentteja. Koska tiedimme,ettd 8 on kvadraattinen irrationaaliluku, niin lauseen 4.2
perusteella tiedimme, ettd myOs a on kvadraattinen irrationaaliluku (tiedimme, ettéd
a on irrationaaliluku, koska yksinkertainen ketjumurtolukuesitys on déreton). O

Esimerkki 4.1. Olkoon x = [2;1,_4]. Lauseen 4.5 perusteella tiedéimme,_ettéi X on
kvadraattinen irrationaaliluku. Merkitsemme, ettd x = [2; y], missd y = [1; 4], kuten
lauseen 4.5 todistuksessa. Tieddmme, ettd y = [1,4, y], joten

1 y Sy+1
=1+ =1+ =1+ = .
Y 1 4y +1 4y +1 4y+1
4+ — —_
y y

Nyt saamme muodostettua toisen asteen yhtdlon
4y —4y —1=0.

Koska tieddmme, ettd y > 0, niin toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavan avulla saam-
me

y_4+\/(—4)2—4-4-(—1) 1+V2

2-4 2
| B
Koska x = 2 + —, niin saamme
y
ey 2 :2+2(1—\/§:2+2—2\/§:—2+2—2\/§:2\/§‘
1+42 1-2 -1 -1
Siis x = 2V2.

Lauseen 4.5 perusteella voimme nyt selvittdd jaksollisia ketjumurtolukuja vas-
taavat kvadraattiset irrationaaliluvut. Myohemmin tulemme esittiméén lauseen, jon-
ka avulla voimme maédrittda kvadraattisia irrationaalilukuja vastaavat ketjumurtolu-
vut.
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Lause 4.6. Jos a on kvadraattinen irrationaaliluku, niin se voidaan kirjoittaa muo-

dossa
P+Vd
Q b
missd P,Q ja d ovat kokonaislukuja siten, ettdi Q # 0, d > 0, d ei ole tdydellinen
nelio ja Q|(d — P?).

a =

Todistus. (Vrt. [4, s. 467-468]). Koska a on kvadraattinen irrationaaliluku, lauseen
4.1 perusteella tiedimme, ettd luvulle a pitee

a+ Vb

b

C

missd a, b ja ¢ ovat kokonaislukuja, b > 0 ja ¢ # 0. Kun lavennamme tdmén murto-
luvun luvulla |¢|, saamme muodon

_alel+elVb _ alel + Vbe?

clcl clcl

Olkoon nyt P = alc|, Q = c|c| jad = bc?. Tilléin P,Q ja d ovat kokonaislukuja.
Lisdksi tieddimme, ettd Q # 0, koska ¢ # 0 ja d > 0 koska b > 0. Tiedimme
vield, ettd luku d ei ole tdydellinen nelio, koska luku b ei ole tdydellinen nelio.
Lopulta tieddmme, ettd Q|(d — P?), silld voimme kirjoittaa luvun d — P? muodossa
d — P> = bc? — a*c? = 2(b - a?) = 2Q(b — a?). O

Seuraavasi esitimme menetelmén, jolla voimme maédrittdi kvadraattisia irratio-
naalilukuja vastaavat ketjumurtoluvut.

Lause 4.7. Olkoon a kvadraattinen irrationaaliluku. Kirjoitetaan se muodossa

P0+\/3
a@a=—-,
Qo

missd Py.Qo,d ovat kokonaislukuja siten, ettidi Qy # 0, d > 0, d ei ole tiydellinen
nelio ja Qo|(d — Pg). Modidrittelemme rekursiivisesti, ettd

ar = (Px+Vd)/Qx,
ar = lakl,
Pry1 = aQk — Py,
Qi1 = (d-Pp )/ 0k,
kun k =0,1,2,.... Silloin « = [ag; ay,az,. . .].

Todistus. (Vrt. [4, s. 468-469]). Todistamme ensin matemaattisella induktiolla, etti
luvut Py ja Q ovat kokonaislukuja ja ettd Oy # 0 ja Qk|(d — P]%). Tdamad viite
on oletuksen nojalla tosi, kun k = 0. Seuraavaksi oletamme, ettd P ja Qj ovat
kokonaislukuja, ja ettd Q; # 0ja Qk|(d — P]%). Tilloin tiedimme, ettd

Pry1 = arQr — Px

34



on kokonaisluku. Luvun Q1 voimme kirjoittaa edelld esitettyjen rekursiokaavojen
avulla seuraavasti

d - P?
Qk+1 = T]M
_ d— (aQk — Py)?
Ok
d- aiQi + ZakaPk - P]%
- Ok
o
= Lt QarQiPy - azQx).
Ok

Induktio-oletuksen perusteella tiedimme, ettd Q|(d — P,f). Téstd seuraa, ettd Qg

on kokonaisluku. Tieddimme, ettd d ei ole tdydellinen nelio, joten d # P,% 4+ Tdstd
seuraa, ettd Q41 = (d — P,%H)/Qk # 0. Koska
2
Oi = %
Ok+1

tieddmme, ettd Q. 1|(d — P,% 1)~ Tdmd péittdd induktiotodistuksen.
Seuraavaksi todistamme lauseen 3.3 avulla, ettd kokonaisluvut ag,ay,as, . . . vas-
taavat luvun a ketjumurtolukukehitelmén [ag; a;, as, . . .] termejd. Jos voimme 0soit-

taa, etta
1

ay — ay’

Qi+l =

kun k£ = 0,1,2,.. ., niin silloin tieddmme, ettd a = [ap; a;,az,. . .]. Lauseen muotoi-
lussa esitettyjen rekursiokaavojen perusteella saamme yhtdlon

P, + \/3
or
Vd - (axQx — Py)
Ok
Vd - P+
Ok
(Vd = Pry1))(Vd + Py1)

Qk(‘/g + Pi+1)

2
d_Pk+1

Qk(\/g + Pri1)
QkQk+1

Qv (Vd + Piy1)

Qk+1
\/3 + Py
1

Qf — di ag

Ak+1
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Olemme siis osoittaneet, ettd ayy; = 1/(ar — ax). Niin ollen @ = [ag; a;,aa,. . .].
O

Huomautus 4.3. Ks. [4, s. 468]. Lihdeteoksessa lauseen 12.20 induktiotodistuksen
(vrt. timén tutkielman lauseen 4.7 todistus) lopussa on kiytetty ehtoa d # P]f. Eh-
don pitdisi olla d # P/% .1~ Lisdksi ehdon @y = 1/(ar — ai) todistuksessa tulisi
yhtédloketjussa olla lausekkeen

(Vd = Pei)(Vd + Pii1)/Qu(Vd + Pryy)

tilalla lauseke

(Vd = Pri)(Vd + Pii1) [(Qe(Vd + Piyy)).

Esimerkki 4.2. Méiritimme kvadraattisen irrationaaliluvun @ = (3 + V5)/2 ketju-
murtolukuesityksen kédyttamailld lauseen 4.7 rekursioyhtéloiti. Ensin muodostamme
aloitusarvot Py, Qo,d ja ag. Nyt 5 —3% = —4. Selviisti 2 jakaa luvun —4. Aloitusarvot

ovat siis : :
Py =3,00=2,d=5,a0 = [a] = lS +2\/§J =2.

Néiden arvojen ja rekursioyhtéldiden avulla saamme

Pi+vVd 1 5
P1 = ao-Qo—P0:2-2—3=1, | = 1+ = +\/_,
01 2
d-P; 5-1 [1+\/§]
1
= = :2 = = :1
Ql QO D) ) a [CY]] l ) J ’
Po+vVd 1+V5
P, = a-Q1-P=1-2-1=1, ay = -2 = \/_’
0)) 2
d-P2 5_12 1+«/§]
2
= = :2 = = :1
(0)) o1 7 , ar = [as] 3 J ,
Ps+vVd 1 5
Py = ap-Qy—Pr=1-2-1=1, as = 3t Ve _ +\/_,
03 2
d-P; 5-1 1+5
3
= = :2 = = :1.
03 05 > , az = [a3] 5
Huomaamme, ettd Py = P, ja Q1 = (2, joten algoritmi alkaa toistaa itseddn. Néin
ollen
3+45

3 =[2:1,1,1,1,1,...] = [2; 1].

Todistus. (Vrt. [4,s.470-471]). Lauseen 4.5 todistus jatkuu. Olkoon a kvadraattinen
irrationaaliluku. Silloin sen yksinkertainen ddreton ketjumurtolukuesitys on jaksol-
linen.

Lauseen 4.6 perusteella voimme kirjoittaa luvun @ muodossa

P0+\/3
Qo
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Liséksi lauseen 4.7 perusteella on voimassa yhtilo o = [ag; ay,as,. . .], sekd rekur-
siokaavat

ar = (Pe+Vd)/Qx,
ar = [agl,
Pry1 = arQp — Py,
Qw1 = (d =P )/0k,

kun k =0,1,2,....
Tieddmme, ettd @ = [ao; ay,az,. . .], joten lauseen 2.3 perusteella voimme kir-
joittaa
o = Pke1%k +Pk—2_
Grk-1Q + qk-2
Kun otamme konjugaatit molemmin puolin yhtél6d ja kdytimme lausetta 4.4, saam-
me yhtédlon
o - Pk-1) + Pi-2
Gk-1) + G2

Tiésté yhtédlostd voimme ratkaista konjugaatin «, jolloin saamme

o — Pk-2

r _ T4qk-2 qk-2
Y = Dk-1
k-1 | o — &2

qk-1

Huomaamme, ettd py_>/qx—2 — @ ja px—1/qx-1 — @, kun k — oo. Tésti seuraa,

etta
(O/Pk—z) / (O/ _ Pk—l) o1
qk-2 qk-1

Niin ollen on siis olemassa sellainen kokonaisluku N, ettid a}( < 0,kun k£ > N.
Koska aj > 0, kun k > 1, niin tieddimme, etti

ap —a, = = > 0,

Ok Ok Ok

joten Q > 0, kun k > N.
Rekursiokaavojen perusteella tiedimme, etti QyQx+1 = d — P2

1 joten kun
k > N, niin on voimassa seuraava epayhtalo

0< Qi <QxQus1 =d— P, <d.

Lisdksi tiedamme, ettd kun £ > N, niin
2 2
Piy <d =P+ QiQk+,

minki perusteella saamme

—\/E < Pry < \/E
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Ehdoista 0 < Oy < dja —Vd < Py < \/E,jotka ovat voimassa kun £ > N ha-
vaitsemme, ettd on olemassa vain dédrellinen méidrd mahdollisia arvoja kokonaislu-
kuparille Py, Qy, kun k > N. Koska kokonaislukuindeksejd k on ddrettdoméin monta
(kun k > N), niin on olemassa sellaiset kokonaislukuindeksit i ja j, ettd P; = P; ja
O; = Qj, kun i < j. Rekursiokaavojen perusteella ay = (Py + \/3) /O joten téstd
seuraa, ettd «; = «;. Téstd seuraa, ettd a; = a;,a;41 = aj41,0+2 = Aj42,.... Niin
ollen siis

a [ao;alaaz" < Ai—1,4i,0i41,. - . 7aj—laai7ai+l7' .. 7aj—19' . ]

lao; ay,az,. . .,a;-1,a;,0i41,...,a4;-1].

Olemme siis osoittaneet, ettd luvun @ yksinkertainen ketjumurtolukuesitys on jak-
sollinen. O

Huomautus 4.4. Ks. [4, s. 470-471]. Lihdeteoksessa lauseen 12.19 todistuksen
jatko-osassa (vrt. timén tutkielman todistuksen lauseen 4.5 todistuksen jatko-osa)
on viitattu teoksen lauseeseen 12.11. Viittauksen pitdisi olla lauseeseen 12.9 (vrt.
tamén tutkielman lause 2.3). Lisdksi todistuksen lopussa epidyhtédlon P,% g <d-=
Pl,, — QkQy. tilalla pitiisi olla epdyhtild P} | < d = Py, | + QxQp+1. Vastaavasti

+1 k+1
epayhtidlon 0 < Q < d tilalla pitéisi olla epayhtdlo 0 < Qy < d.
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4.2 Taysin jaksollisten ketjumurtolukujen ominaisuuksia

Tiassd pykdldssd tutkimme tdysin jaksollisia ketjumurtolukuja. Téysin jaksollisilla
ketjumurtoluvuilla tarkoitamme ketjumurtolukuja, joilla toistuva jakso alkaa heti
ketjumurtolukuesityksen alusta.

Mairitelmé 4.3. Yksinkertainen ketjumurtoluku [ag; ai,as,. . .] on tdysin jaksolli-
nen, jos on olemassa kokonaisluku 7 siten, ettd ay = a,+¢, kun k = 0,1,2,.. ., jolloin
siis

lag,ar1,az,...]1 = [ao;ar,az,...,a,-1].

Miiritelmé 4.4. Kvadraattista irrationaalilukua @ kutsutaan redusoiduksi, jos @ >
lja—1<a’ <0, missd @ on luvun a konjugaatti.

Lause 4.8. Kvadraattisen irrationaaliluvun « yksinkertainen ketjumurtolukuesitys
on tdysin jaksollinen, jos ja vain jos a on redusoitu. Edelleen jos a on redusoitu ja
a = lag;ay,az,. .., a,), niin luvun —1/a ketjumurtolukuesitys on [a,; a,—1,. . . ,ap).

Todistus. (Vrt. [4, s. 471-473]). Ensin oletamme, ettdi @ on kvadraattinen irratio-
naaliluku. Lauseen 3.3 perusteella tiedimme, ettid luvun @ ketjumurtolukuesityksen
termeille on voimassa seuraavaa

1

ar = [ag], Apy1 = —,
ak — ag
kun k =0,1,2,...ja ag = a. Nyt tiedimme, ettd

1

Af+1

= ay — a.

Kayttamilld hyviksi konjugaatteja, seki lausetta 4.4, saamme yhtidlon

1

’

7
Xis1

Todistamme matemaattisen induktion avulla, ettd —1 < a;c <0,kaink =0,1,2,....
Ensin huomaamme, ettd koska @ = a on redusoitu, niin —1 < a’o < 0. Seuraavaksi
oletamme, ettd —1 < a;c < 0.Nytag > 1,kun k =0,1,2,... (huomaa, ettd ap > 1,

koska a > 1). Téten

1
< -1.

7
a,k+l
Néin ollen —1 < @}, < 0 ja induktioperiaatteen mukaan véite on tosi.
Seuraavaksi havaitsemme, etti
, 1
ak - ak + a, N
k+1

jakoska -1 < a;ao, tieddmme, etti

-1 <ar+1/a,,, <O.
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Lopulta siis

1
- — <ap < ——
04

2R

k @y

=
ag = [——| -
@y

Koska a on kvadraattinen irrationaaliluku, tiedimme lauseen 4.5 perusteella, ettd on
olemassa sellaiset ei-negatiiviset kokonaislukuindeksit i ja j, i < j, ettd a; = a;.
Téstd seuraa, ettd —1/a’ = —1/04;.. Koska a;-1 = [-1/a}] jaaj—1 = [—l/a;.], niin
a;—1 = aj_y. Lisdksi koska «;_1 = a;-1 + 1/a; jaaj_1 = aj_1 + 1/a;, tieddimme,
ettd a;—1 = «;_1. Kun jatkamme titd péittelyd, havaitsemme, ettd a;—» = a;_o,
@;-3 = a;_3 ja lopulta, ettd @p = «;_;. Koska

josta seuraa, ettid

ay)=a laos at,...,aj—i-1,a;]
= laosai,...,aj-i-1,0]

= lao;aiy,...,aj-i-1],

niin ndemme, ettd luvun a yksinkertainen dédreton ketjumurtolukuesitys on tdysin
jaksollinen.

Jotta saamme todistettua toisen suunnnan, oletamme, ettd @ on kvadraatttinen ir-
rationaaliluku ja sen ketjumurtolukuesitys @ = [ao; ay,az,. . . ,ax] on tdysin jaksol-
linen. Voimme merkitd myos, ettd @ = [ag;; ,a2,. . . ,ak,a]. Lauseen 2.3 perusteella
tiedimme, etti

_ Pkt Pk-1
aqi + qi-1’
missd pr—1/qgk-1 ja pr/qx ovat luvun a ketjumurtolukuesityksen (k — 1). ja k. kon-
vergentti. Edelld mainitusta yhtédlosti seuraa, ettd

qra® + (qr-1 — pr)a — pr-1 = 0.

Olkoon g sellainen kvadraattinen irrationaaliluku, ettd 8 = [ax; ax—1,. . .,a1,ao, B].
Talloin luvun B ketjumurtolukuesityksen termit ovat luvun a ketjumurtolukuesityk-
sen termit kidnteisessi jarjestyksessd. Merkitsemme, ettid 8 = [ax; ak-1,. . .,a1,ap, Bl

Lauseen 2.3 todistuksen avulla saamme, ettd
/ /7
5= BP + Py_,
By + qiy

missd p; _,/q,_, ja p;/q; ovat luvun B ketumurtolukusityksen (k — 1). ja k. konver-
gentti. Tieddmme, ettd

Pk . Py
— = lak; ak-1,...,a1,a0) = —
Pik-1 4q;

ja
’

dk _ ¢ . _ Pra
— = lag; ag-1,. .., a2,a1] = ——.
qk-1 9r—1
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Koska p, _,/q,_, ja p;/q, ovatkonvergentteja, ne ovat supistetussa muodossa. Lauseen
2.4 perusteella tiedimme, ettd prgi—1 — pr-1gx = (—=1)*71. Jos d = (px_1,px) niin
d|(-=1¥=1. Samoin, jos d = (gx—1,qx), niin d|(-=1)*~!. Kummassakin tapauksessa
d = 1. Télloin siis luvut pi_; ja px ovat keskenédédn jaottomia, samoin kuin luvut
qr-1 ja qr. Siis myos luvut pr/pr-1 ja qr/qr-1 ovat supistetussa muodossa. Niin
ollen on voimassa, etti

Py = Pks q) = Di-1
ja
Pro1 = ks Te_1 = Gi-1-

Kun sijoitamme ndma arvot yhtal6on

g = PPt P
By + 4y

saamme
Bpi + qx

 BPi-1 + Qi1
Tdmin johdosta tiedimme, ettd

Pi-1B* + (qr-1 = pB — i = 0.
Kun jaamme yhtilon puolittain luvulla — 32, saamme
@ (=1/B)* + (qk-1 = i) (=1/B) = pr-1 = 0.

Niiden yhtiloiden perusteella havaitsemme, etté toisen asteen yhtdlon

qix* + (qr—1 — pr)x — pr—1 =0

kaksi juurta ovat luvut @ ja —1/8. Lauseen 4.3 perusteella tiedimme, ettd o’ =
—1/B.Koska 8 = [a,; an—1,- - - ,a1,ap], niin huomaamme, ettd 8 > 1, joten —1/a’ =
—1/B < 0. Ndin ollen @ on redusoitu kvadraattinen irrationaaliluku. Liséksi koska
B =—1/a niin

—1/a’ = [ayn; ap-1,- - . a1, apl.

O

Huomautus 4.5. Ks. [4, s. 471-473]. Lihdeteoksessa lauseen 12.21 todistukses-
sa (vrt. timén tutkielman lauseen 4.8 todistus) on alussa viitattu lauseeseen 12.17.
Viittauksen pitiisi olla lauseeseen 12.15 (vrt. tdimén tutkielman lause 3.3). Lisidksi
yhtédlon a¢ = a;_; tilalla tulisi olla yhtdlo a9 = a@;_;. Samoin yhtilon ag = @ =
lao; ai,...,aj_i—1,a;_1] tilalla tulisi olla yhtdlo ¢ = @ = [ao; a1,...,a;_i—1,a;_].
Lauseen 12.21 todistuksessa on viitattu kaksi kertaa lauseeseen 12.11. Viittausten
tulisi olla lihdeteoksen lauseeseen 12.9 (vrt. timin tutkielman lause 2.3). Lisdksi
viittauksen 12.12 tulisi olla lauseen 12.10 (vrt. timéan tutkielman lause 2.4).
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Seuraavaksi tutkimme luvun VD yksinkertaista jaksollista ketjumurtolukuesi-
tystd. Oletamme, ettd D on positiivinen kokonaisluku eiki se lisdkso ole taydelli-
nen nelid. Luku VD ei ole redusoitu, koska sen konjugaatille —VD ei ole voimassa
—1 < =VD < 0. Kvadraattinen irrationaaliuku [VD] + VD vastaavasti on redusoitu,
koska sen konjugaatille [\/5] —+/D on voimassa —1 < [\/5] —+vD < 0. Lauseen 4.8
perusteella tiedimme nyt, etti luvulla [VD] + VD on tiysin jaksollinen ketjumur-
tolukuesitys. Tieddmme, ettd timén ketjumurtolukuesityksen ensimmaéinen termi on
[[VD] + VD] = 2[VD] = 2ap, missi ag = [\/5],j0ten voimme kirjoittaa

[\/5] +VD = [2a0; a1, az,...,a,]

= [2ap;a1,a,...,an,2a0,a1,. . .,a,].
Kun vihenndmme yhtdlén molemmilta puolilta luvun ag = [V D], saamme

VD = [ao;al,az,. .. ,2610,611,612,. . .,2610,. . ]

= lap;ai,az,...,an,2ap].

Tutkimme vield hieman luvun VD ketjumurtolukuesityksen osanimittijid ay, ao,. . . ,a,.
Lauseen 4.8 perusteella tieddmme, ettd luvun —1/ ([\/5] - \/5) ketjumurtolukuesi-
tys saadaan luvun [VD] + VD ketjumurtolukuesityksesti kiantimalli termit péin-
vastaiseen jarjestykseen. Télloin siis

~1/(IND]1 = VD) = 1/(ND = [VD] = [a; an_1,. - . a1, 2a0).

Toisaalta tiedimme, etti

‘/B+[‘/B] ap + ! —ao

lay; an,...,a,,2a0,a1,. ..,a,,240,. . .]
1
= 0+
lay; as,...,a,,2a0,a1,. ..,4,,24a,...]
= [O’ a13a25- L ,an’zaO]-

Tilloin tieddmme, ettid luvun VD — [VD] kinteisluvulle 1/(VD — [VD] pitee

1/(ND = [VD] = [a1, a2, . . ., an,2a0].

Kun vertailemme néitd kahta luvun 1/ (\/5 - [VD] ketjumurtolukuesitystd, huo-
maamme, etta
al = anaGZ = an—l" .. ’al’l = a17

joten luvun VD ketjumurtoluesityksen jakso on symmetrinen ensimméisestd termis-
td toiseksi viimeiseen termiin saakka. Lopulta saamme luvun VD ketjumurtolukue-
sityksen muotoon

VD = [ap; ay,az,...,a2,a2,2a0]

Voimme muodostaa luvun VD ketjumurtolukuesityksen lauseen 3.3 rekursioyh-
tdloiden avulla. Ketjumurtolukuesityksid 10ytyy myos valmiiksi taulukoituna kirjal-
lisuudesta (ks. esim. [4, s. 552, taulukko E.5]).
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Esimerkki 4.3. Lukujen V43 ja V65 ketjumurtolukuesitykset ovat

Va3 =16:1,1,3,1,5,1,3,1,1,12]

ja

V65 = [8;1_6].
Ensimmadisen esityksen jakson pituus on 10. Jakson alkuosa on symmetrinen en-
simmadisestd termistd toiseksi viimeiseen termiin saakka. Jakson viimeinen termi on
kaksinkertainen esityksen ensimmadiseen termiin verrattuna. Toisen esityksen jakson
pituus on 1, mutta tidssd tapauksessa jakson symmetrinen alkuosa puuttuu. Téssikin

tapauksessa jakson viimeinen termi (ja myOs ainoa) on kaksinkertainen esityksen
ensimmaiseen termiin verrattuna. (Ks. [4, s. 552, taulukko E.5]).
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S Pellin yhtilo

Tissd luvussa tarkastelemme Diofantoksen yhtiilod, joka on muotoa x? — dy? = n,
missd luvut d ja n ovat kokonaislukuja. Kun d < 0 ja n < 0, niin yhtilolle ei ole
ratkaisua. Kun d < 0 ja n > 0, niin yhtilolld voi olla korkeintaan dérellinen mééra
ratkaisuita, koska yhtédlostd x? — dy? = n seuraa, etti |x| < Vnjaly| < Vn/l|d|.
Lisiksi huomaamme, etti kun luku d on tiydellinen neli6 (d = D?), niin silloin

22 —dy? =x* - D% =n.

Ndin ollen, kun d on tdydellinen nelid, niin jokainen yhtédlon ratkaisu vastaa saman-
aikaisesti ratkaisua seuraaviin yhtiloihin

x+Dy=a

ja
x — Dy = b,

missid a ja b ovat kokonaislukuja siten, ettd ab = n. Téssi tapauksessa on olemassa
vain ddrellinen miird ratkaisuja, ja ratkaisut 10ytyvit luvun n tekijoistd. Néin ollen
olemme tissid luvussa kiinnostuneita yhtilosti x> — dy> = n, missd d ja n ovat
kokonaislukuja, ja liséksi d on positiivinen, eiki se ole tdydellinen nelid. Yhtidlon
x> — dy? = n erityistapausta, kun n = 1, kutsutaan Pellin yhtiloksi John Pellin
mukaan. Vaikka yhtdlon on nimetty hdnen mukaansa ja hidn olikin aikansa suuria
matemaatikkoja, hin niytteli hyvin pientd osaa yhtilon x> — dy> = 1 ratkaisuita
etsittdessi.

Seuraavaksi esittelemme lauseen, joka osoittaa, ettd luvun Vd yksinkertainen
ketjumurtolukuesitys on hyvin hyddyllinen kyseistd yhtdlod kisiteltdessa.

Lause 5.1. Olkoot d ja n kokonaislukuja. Lisdiksi olkoot voimassa seuraavat ehdot,
d > 0, d ei ole tiydellinen nelio ja |n| < Vd. Jos x* — dy* = n, niin silloin x/y on
luvun Vd yksinkertaisen ketjumurtolukuesityksen konvergentti.

Todistus. (Vrt. [4, s. 506-507]). Tarkastelemme ensin tapausta, kun n > 0. Koska
x? = dy? = n, niin tieddmme, etti

(x + yVd)(x — yVd) = n.

Tisti yhtilostd ndemme, etti x — yVd > 0, joten x > yVd. Tisti johtuen tiedimme,

etta
X

— —Vd > 0.
y
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Koska 0 < n < Vd , hiin huomaamme, etti

;—C—\/E _ (x=Vdy)

y
(x = Vd y)(x +Vd y)
y(x +Vd y)
xz—dy2

y(x +yVd)
n

y(2yVd)
Vd
2y2Vd
1
oL

1
Nyt tieddmme, ettd 0 < T Vd < 752 joten lauseen 3.6 perusteella tiedimme, ettd
y y
luvun x/y on oltava luvun Vd yksinkertaisen ketjumurtolukuesityksen konvergentti.
Olkoon sitten 7 < 0. Kun jaamme yhtilon x> —dy? = n molemmat puolet luvulla
—d, saamme
yv2 = (1/d)x* = =n/d.

Voimme nyt tarkastella tilannetta samanlaisella argumentoinnilla kuin tilannetta n >
0. Silloin luku y/x on luvun 1/vd yksinkertaisen ketjumurtolukuesityksen konver-
gentti. Niin ollen tieddmme ettd x/y = 1/(x/y) on oltava yksinkertaisen ketjumur-
tolukuesityksen Vd =1 /(1) \/3) konvergentti. O

Olemme osoittaneet, etti yhtilon x2 — dy? = n ratkaisut ovat luvun Vd yksinker-
taisen ketjumnurtolukuesityksen konvergentteja. Esitimme seuraavaksi uudelleen
lauseen 4.7, koska se on hyodyllinen apu siihen, kuinka nditd konvergentteja kiy-
tetidn yhtilon x> — dy? = n ratkaisuiden 16ytimiseksi.

Lause 5.2. Olkoon d positiivinen kokonaisluku, joka ei ole tdydellinen nelio. Mdid-
rittelemme, ettdi

(Px +Vd)/Qx,
ar = [axl,

Pry1 = arQr — Py,

OQwe1 = (d- P} )]0k

Tk

kun k = 0,1,2,.... Olkoon py/qi on luvun Vd vksinkertaisen kaetjumurtolukuesi-
tyksen k. konvergentti. Tdlloin on voimassa seuraava yhtdilo

pi—dqi = (=D
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Miidiritelmi 5.1. Pellin yhtilon perusratkaisulla tarkoitetaan yhtilon x> — dy? =

pienintd positiivista ratkaisua, eli sellaista ratkaisua xg, yp, jolle on voimassa xo < x
ja yo < y’, kaikilla muilla positiivisillla ratkaisuilla x’, y’.

~

Lause 5.3. Olkoon d positiivinen kokonaisluku, joka ei ole tdydellinen nelio. Olkoon
P/ gk luvun Vd yksinkertaisen ketjumurtoluvun k. konvergentti, kun k = 1,2,3,. . ..
Olkoon lisciksi n tdmdn ketjumurtoluvun jakson pituus. Tdlloin kun n on parillinen,
yhtilon x> — dy*> = 1 ratkaisut ovat x = Pin-1Jjay = qjn-1, kun j = 1,2,3,....

Lisdiksi kun n on parillinen, yhtalolli x> — dy> = —1 ei ole ratkaisua. Kun n on
pariton, yhtilon x> — dy* = 1 ratkaisut ovat x = P2jn-1Jay = Qjn-2, kun j =
1,2,3,.... Lisdksi kun n on pariton, yhtdilon x2 - dy2 = —1 ratkaisut ovat muotoa

X =PpRj-n-1Jay = qoj-1)n-1, kun j = 1,2,3,. ..

Todistus. (Vrt. [4, s. 508-509]). Lauseen 5.1 mukaan tieddmme, ettd jos xq,yo on
yhtilon x? — dy? = +1 positiivinen ratkaisu, niin silloin xo = px ja yo = g, missi
pr/qx on luvun Vd yksinkertaisen ketjumurtolukuesityksen konvergentti. Toisaalta
lauseen 5.2 perusteella tiedimme, ettd

pr—dqr = (D041,

missd Q41 on méadritelty kuten lauseessa 5.2.
Tiedimme, etti luvun Vd yksinkertaisen ketjumurtolukuesityksen jakson pitus
PO + \/3

on n, joten tdstd seuraa, ettd O, = Qo = 1,kun j = 1,2,3,.. ., koska Vd = 0
0

Talldin A .
pjz'n—l - dqun—l = (_l)annJ = (_1)Jn-
2

Téstd yhtilostd seuraa, ettd kun n on parillinen, niin p;,_1,q;,-1 on yhtdlén x* —
aly2 = 1 ratkaisu, kun j = 1,2,3,.... Siind tapauksessa, etti n on pariton, niin
P2jn-1-92jn—1 ON yhtélon x2 - dy2 = 1 ratkaisu. Lisdksi P2(j-1)n-1,42(j-1)n—1 ON
yhtilon x? — dy? = —1 ratkaisu, kun j = 1,2,3,. . ..

Jotta saamme osoitettua, etti yhtilsilli x> — dy? = 1 ja x> — dy?> = —1 ei ole
muita ratkaisuja kuin edelld esitetyt, meididn on osoitettava, ettd jos Qx4+ = 1, niin
siitd seuraa, ettd n|k ja lisdksi on osoitettava, ettd Q; # —1 kun j = 1,2,3,....Ensin
huomaamme, etti jos Q41 = 1, niin

@ps1 = Pra1 + Vd.

Koska a1 = [@k+1; ag+2,- - -], niin luvun a1 ketjumurtolukuesitys on tdysin jak-
sollinen. Niin ollen tiedimme, ettd —1 < @+1 = Prs1 — Vd < 0. Tisti seuraa, etti
P+t = [Vd] joten ax = o ja nlk.

Seuraavaksi osoitamme, ettd Q; # —1, kun j = 1,2,3,.... Ensin huomaamme,
ettd jos Q; = 1 niin siité seuraa @; = —P; — Vd. Koska luvulla a; on tiysin jaksol-
linen yksinkertainen ketjumurtolukuesitys, niin huomaamme, etti

—1<a/;.:—Pj+\/3<0
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ja
aj=-P;—VNd > 1.

Ensimmiisesté epdyhtidlostd huomaamme, ettd P; > —V/d, ja toisesta huomaamme,
ettd P; < —1 - Vd. Nimi kaksi epiyhtiloi ovat ristiriidassa keskenin, joten saam-
me, ettd Q; # —1.

Niin ollen olemme siis 16ytineet kaikki ratkaisut yhtilsille x> — dy> = 1 ja
x? — dy* = —1, missi x ja y ovat kokonaislukuja, joten todistus on valmis. O

Esimerkki 5.1. Tarkastelemme Pellin yhtilod x> — 23y? = 1. Luvun V23 ketju-
murtolukuesitys on [4;1,3,1,8]. Esityksen jakson pituus on 4, joten yhtédlon posi-
tiiviset ratkaisut ovat lauseen 5.3 perusteella muotoa x = par_1,y = qax-1, kun
k = 1,2,3,.... Pienin positiivinen ratkaisu (jota kutsutaan my0s perusratkaisuksi)
on x; = p3,y1 = q3. Lauseessa 2.3 esitettyjen rekursioyhtidloiden perusteella saam-
me, ettd p3 = 24 ja g3 = 5, joten perusratkaisu on x| = 24 ja y; = 5.

Esimerkki 5.2. Tarkastelemme Pellin yhtilod x> — 65y> = 1. Luvun V65 ket-
jumurtolukuesitys on [8; 16]. Esityksen jakson pituus on 1, joten yhtilon positii-
viset ratkaisut ovat lauseen 5.3 perusteella muotoa x = prx_1,y = @ar-1, kun
k = 1,2,3,.... Pienin positiivinen ratkaisu (jota kutsutaan my0s perusratkaisuksi)
on x; = p1,y1 = q1. Lauseessa 2.3 esitettyjen rekursioyhtiloiden perusteella saam-
me, ettd p; = 129 ja g; = 8, joten perusratkaisu on x; = 129 ja y; = 8.

Viimeiseni esittelemme vield, kuinka Pellin yhtilon x> — dy? = 1 kaikki positii-
viset ratkaisut muodostetaan.

Lause 5.4. Olkoon x1,y; Pellin yhtilon x*>—dy? = 1 perusratkaisu (d on positiivinen
kokonaisluku, joka ei ole tdaydelinen nelio). Tdlloin kaikki positiiviset ratkaisut Xy, yi
saadaan yhtdlolli

xp + yVd = (x1 + y1Vad)k,

kun k =1,2,3,....

Todistus. (Vrt. [4, s. 510-511]). Meidédn on osoitettava, ettid xj, y;x on ratkaisu, kun
k =1,2,3,... Lisidksi on osoitettava, ettd jokainen ratkaisua on muotoa xy, yx jolla-
kin luvun k positiivisella kokonaislukuarvolla.

Ensin osoitamme, ettid xg, y; on ratkaisu. Huomaamme, ettd kun otamme konju-
gaatit, saamme xy — yk\/a =(x1—y1 \/3)" , koska lauseeen 4.3 perusteella tiedimme,
ettd potenssin konjugaatti on konjugaatin potenssi. Todellakin

[(x1 + VXY = [(x1 + y1Vd)'TF = (x1 — yiVa)E,
Tastd saamme, etti

xp = wiVd = (xp + V) = [(x1 + VT = [(x1 + y1Vd)'T* = (x; — y1Vd)X.
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Niin ollen saamme, etti

xp—dyp = (e + yeVd)(xg — yiVd)
= (x + VD - yiVa)k
= (f-dyD)"
= 1F=1
Tdmin perusteella xg, y; on ratkaisu, kun k = 1,2,3,. . ..
Seuraavaksi osoitamme, ettd jokainen positiivinen ratkaisu on muotoa xg, yx jol-

lakin £ = 1,2,3,. ... Teemme vastaoletuksen, ettd X,Y on positiivinen ratkaisu, joka
ei ole muotoa xy, yx. On olemassa sellainen kokonaisluku n, etti

(x1 +y1\/z)” <X+YVd< (x1 + yl\/g)””.

Voimme kertoa timin epéyhtilon puolittain luvulla (x; +y; Vd) ™. Koska x% — dyf =
1, ja siitd seuraa, ettd x| — yl\/g =(x] + yl\/g)_l, niin saamme

1< (x1 =y Vd) (X +YVd) < x; + y1Vd,

Olkoon sitten

s+1tVd = (x1 = yVd)"(X + Y V).

Huomaamme, etti

s2 — dt?

(s — t\/a)(s + t\/g)

(x1 + y1Vd)" (X = YVd)(x; — y1Vd)"(X + YVd)
(xf = dy})"(X* = dY?)

= 1.

Nyt huomaamme, etti s, on yhtilon x* — dy? = 1 ratkaisu ja lisiksi tieddimme, etti
1 <s+tVd < xX] + yl\/g. Tiedimme, ettd s + tVd > I,joten 0 < (s + t\@)‘l =
s —tVd < 1. Niin ollen

s:%[(s+t\/3)+(s—t\/g)] >0
ja
tzﬁ[(s+t‘/3)—(s—t\/g] > 0.

Tami tarkoittaa, ettd s,7 on positiivinen ratkaisu. Tdmé puolestaan tarkoittaa, ettid
s > xyjat > yi, koska x,y; on pienin positiivinen kokonaisratkaisu. Tdmé on
ristiriidassa epiyhtilon s + tVd < x; + y;Vd kanssa. Niin ollen siis ratkaisun X, Y
taytyy olla muotoa xy, yx, jollakin k = 1,2,3 .. .. O

Esimerkki 5.3. Tarkastelemme Pellin yhtilod x> — 26y> = 1. Luvun V26 ket-
jumurtolukuesitykseksi saadaan [5; 10]. Néin ollen pienin positiivinen ratkaisu on
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x1 = 51,y; = 10. Lauseen 5.4 perusteella saamme kaksi muuta positiivista ratkai-
sua. Nyt siis

X2+ V26 = (51 +10V26)°
= 5201 + 102026,

jolloin x; = 5201, y; = 1020.Vastaavalla tavalla saamme

(51 + 10V26)°
530451 + 104030V26,

X3 + yﬁ/%

jolloin x1 = 530451, y; = 104030.
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