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Tiivistelma

Tutkimuksen tarkoituksena oli selvittda, milla tavalla kammentietokoneiden
ja matematiikan kielentdmisen avulla voidaan tukea pitkdn matematiikan
oppimista ja tiedonrakentumista. Lisdksi tutkimuksen tarkoituksena oli ke-
hittaéd design-tutkimuksen mukaisesti kimmentietokoneiden ja matematiikan
kielentamisen avulla tuettua yhteisollisen oppimisen pedagogista mallia.

Tutkimuksen teoreettinen viitekehys jakautuu kahteen suureen paalin-
jaan: matematiikan kielentdmisen merkitykseen ja teknologian hy6édyntami-
seen matematiikan opiskelussa. Matematiikan kielentdmisen pedagogisena
pohjana on multisemioottinen ldhestymistapa, eli matematiikan opetusta l&-
hestytadn monipuolisesti eri kielien kayton kautta. Viitekehys tuo esille tut-
kijan valinnat ja nakokulmat, joiden pohjalta on suunniteltu tutkimusaineis-
toon kuuluvat tehtavit ja kurssin opetus.

Empiirinen aineisto muodostui vuonna 2014 tammikuussa tehdyn ope-
tuskokeilun tuotoksesta. Kenttikokeilu toteutettiin Sammon keskuslukiossa
Tampereella yhdelle pitkdn matematiikan ryhmélle (n=21) yhdessé lehtori
Timo Ojansivun kanssa. Aihealueena oli trigonometristen funktioiden osuus
pitkdn matematiikan kurssista Trigonometriset funktiot ja lukujonot. Kent-
takokeilussa tutkittiin pedagogista mallia, joka kehitettiin matematiikan kie-
lentdmisen ja kimmentietokoneiden hyodyntamisen pohjalta. Néin ollen tut-
kimusmetodiksi valikoitui laadullinen design-tutkimus. Pedagogisen mallin
ideana oli luoda oppitunnille kaksi erilaista oppimisymparistoa, jotka tuke-
vat opiskelijan tiedon muodostumista uudella tavalla.

Tutkimuksen metodologia perustuu kvalitatiiviseen tutkimukseen. Kent-
takokeilussa kerattiin tutkimusaineisto, joka koostuu kurssille osallistunei-
den opiskelijoiden koti- ja viikkotehtavista, loppukokeesta, loppukyselysté,
viikoittaisista vastauksista mielipidekyselyyn seké kurssin padopettajan leh-
tori Ojansivun haastattelusta. Tarkeimpéané analyysimenetelméné oli teoria-
lahtoinen sisallonanalyysi, jolla analysoitiin opiskelijoiden koti- ja viikkoteh-
tavia, mielipidekyselyjen vastauksia seka loppukoetta.

Tutkimustulokset olivat linjassa edellisten tutkimusten kanssa. Opiskeli-
jat kokivat matematiikan kielentédmisen auttavan heitd matematiikan opiske-



lussa. Lisdksi heidédn mielestédan oli hyvé, etta kurssin oppitunneilla kaytettiin
aikaa kdmmentietokoneiden kayttotaidon opettamiseen. Opiskelijat kokivat
kdmmentietokoneen myos auttavan hahmottamaan tehtavia.

Asiasanat: matematiikan kielentdminen, kimmentietokone, design-tutkimus
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Luku 1

Johdanto

Kenen tahansa kuka kdyttia matematiitkkaa, tulisi aina ilmais-
ta tavallisella kielelld sekd kayttdmdnsda oletukset ettd saatujen
tulosten merkitys. Mitd abstraktimpi teoria, sitd tarkeimpdda on
tamd vaatimus. [1, Allais/

1.1 Tutkimuksen lahtokohtia

Kevaan 2012 ylioppilaskirjoituksissa sallittiin ensimmaéista kertaa kaikkien
laskinten kaytto. Tamé mahdollisti kammentietokoneiden eli symbolisten
laskinten kayton kirjoituksissa. Laskinuudistus on herattanyt selkeitd kan-
nanottoja seké puolesta ettd vastaan. Esimerkiksi Lappi ja Lappi pohtivat
muun muassa sitd, kuinka suuressa maarin laskinuudistuksen myota siirry-
tdan oppimaan jonkin tietyn ohjelmiston tai laskimen toimintalogiikkaa ja
ndppéinsarjoja itse matematiikan sijasta. [2] Toisaalta esimerkiksi Haapasa-
lon mukaan laskinuudistus mahdollistaa uusien tehtavatyyppien luomisen.
3]

Lukion pitkédn matematiikan ylioppilaskirjoitusten laatijat joutuvat poh-
timaan uudistuksen myota matematiikan opiskelun tavoitteita ja sisaltoja.
Esimerkiksi Lohjan yhteiskoulun lehtorit Lehtonen ym. ovat tutkielmassaan
ratkaisseet vuoden 2013 kevaén pitkdn matematiikan ylioppilaskirjoituksen
kiammentietokoneen avulla. [4] Tutkimuksen johtopadtoksen mukaan 9 teh-
tavaa 1H:sta pystytddn ratkaisemaan kdmmentietokoneen avulla ilman, et-
té laskija joutuu tekeméan juurikaan omia johtopaatoksia. Tulevaisuudessa
matematiikan ylioppilaskirjoitusten tehtévien olisi siis muututtava, jotta koe
mittaisi selkeammin opiskelijoiden matemaattista osaamista eikd laskimen
kayton hallintaa. Johdannon alkuun poimittu Allaisin sitaatti sisdltdd yh-
den mahdollisen kehityssuunnan. Matematiikan ylioppilaskirjoituksissa Yli-
oppilastutkintolautakunta ohjeistaa kokelaita, etta ratkaisussa tulisi esiintyé
ainakin muutaman sanan mittainen selitys tai perustelu seké piirros ja néi-
hin perustuvat huomautukset. [5] Tulevaisuudessa yksi mahdollinen ratkai-
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su on painottaa yhé enemmén edellda mainittua Ylioppilastutkintolautakun-
nan vaatimusta ja kehittaa sellaisia tehtavia, joissa kokelaan matemaattinen
ajattelu tulee ilmi objektiivisesti mitattavalla tavalla. Tassa tutkimuksessa
esitelldan kahdenlaisia tehtavatyyppejéa. Osa tehtéavista soveltuu kiimmentie-
tokoneen avulla ratkaistavaksi, mutta ratkaisuun vaaditaan matemaattista
ajattelua. Toisessa tehtévatyypissd hyodynnetadn luonnollista kieltd mate-
matiikan tehtédvien ratkaisussa.

Ylioppilastutkintolautakunta teki 20.9.2013 paatoksen matematiikan yli-
oppilaskirjoitusten uudistuksesta. Kevaasta 2016 lahtien kokelaat tekevat
matematiikan kokeen, johon kuuluu osa, jossa laskimen kaytto on kielletty.
Toisessa osassa kammentietokone on sallittuna apuvéalineené. Tésta muutok-
sesta johtuen matematiikan opetuksen lukioissa on huomioitava nama kaksi
erilaista oppimisympéristod ja loydettava tapa opettaa opiskelijoita hallitse-
maan molemmat osuudet. Tutkimukseni lahtokohtana oli luoda pedagoginen
malli, jossa opiskelijoille opetettaisiin kimmentietokoneen kayttod ja mate-
matiikan kielentamista.

1.2 Katsaus aikaisempiin tutkimuksiin

1.2.1 Kiammentietokoneet opetuksessa

Lukio-opintojen tulee antaa riittavat valmiudet lukion oppiméaraan perustu-
viin jatko-opintoihin. Teknologia on kasvattanut asemaansa yhteiskunnassa,
kuten myo6s korkeakouluopinnoissa. Néin ollen kouluissa olevalle sukupolvelle
on yha tutumpaa kayttaa tietoteknisia laitteita. Seka kammentietokoneiden
ettd erilaisten ohjelmien, kuten GeoGebran, vaikutusta matematiikan opis-
keluun on tutkittu. Suomessa esimerkiksi Kiveld on luonut sdhkoisia materi-
aaleja kimmentietokoneille ja GeoGebralle. [6]

Yksi tarked tutkimuksissa esille noussut kysymys on kammentietokonei-
den kayton opettelemisen viema aika kontaktiopetuksessa. Oldknow ja Taylor
pitavit symbolisten laskinten kayttoonottoa kouluissa etuna, silla symbolis-
ten laskinten kdytto sadstad aikaa, ja ylijadvan ajan voi kdyttad oppilaiden
matemaattisen ymmérryksen laajentamiseen. [7]

Kendal, Stacey ja Pierce perehtyivit tutkimuksessaan kolmen eri opet-
tajan kenttdkokeiluun, jossa ideana oli toimia kammentietokoneiden kanssa
luokassa yhden kurssin ajan. [8] Tutkimuksessa ndhdddn yhtend kdmmen-
tietokoneiden hyotyné uusien tehtavityyppien kehittelemisen mahdollisuus.
Tehtavatyypit, jotka olivat ennen mahdollisia vain teoriassa, ovat nyt mah-
dollisia myo6s kaytannossa. Lisdksi uudet tehtavatyypit avaavat mahdollisuu-
den kayttda uusia opetusmenetelmiéd. Tutkimuksessa kaksi opettajista opet-
ti samoja oppilaita samassa koulussa ja suunnitteli tunnitkin vield yhdes-
sd, mutta lopulta tunnit, joita he pitivét, olivat hyvin erilaisia. Téasta joh-
tuen, vaikka luokka saavutti yleisesti saman lopputuloksen, oppivat he eri-
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laista matematiikkaa eri opettajan opetuksessa. Tutkimuksen yhteenvedossa
tutkijat toteavat, ettd kimmentietokoneiden avulla on mahdollista parantaa
opiskelijoiden ongelmanratkaisutaitoja, kasitteellista ymmarrysta, korkeam-
paa ajattelua ja ymmarrysta siitd, miten vahvistaa ratkaisuja ja tulkita niita
kriittisesti.

Lagrange toteaa tutkimuksessaan, ettd uudet tyokalut voivat muodostaa
sillan tehtévien ja teorian vélille. [9] Lisdksi kyseisessa tutkimuksessa kéy ilmi
uuden teknologian kayttoonotosta, ettd myos opettajan taytyy muuttaa mer-
kittavasti opetustaan ja opetustyylidan. Taman vuoksi opettajat saattavat
kokea muutokset tyolaina.

Weigand tutki kahtena lukuvuonna, vuosina 2003-2004 ja 2004-2005,
Saksassa kdmmentietokoneiden vaikutusta oppilaisiin. [I0] Han tutki, miten
perusmatematiikan taidot muuttuvat kammentietokoneavusteisessa opetuk-
sessa, kuinka tehtévien asettelu muuttuu kurssikokeessa kéytettiessd kam-
mentietokonetta, miten oppilaat arvioivat uuden tyokalun kéyton seka kuin-
ka opetustyylit ja metodit muuttuivat matematiikan tunneilla. Tutkimukses-
sa huomattiin, ettd luokka, joka oli saanut kdyttad uusia apuvalineita oppi-
misessa, saavutti suuremman parannuksen esimerkiksi tyoskentelyssa funk-
tioiden kuvaajien kanssa kuin kontrolliluokka. Toisaalta muutosta ei havaittu
esimerkiksi taulukoiden ja muuttujien kanssa tyoskennellessa. Lisdksi tutki-
muksessa havaittiin, ettd hyvét oppilaat eivat hyotyneet uusista tyokaluista
yhtd paljon kuin heikommat opiskelijat. Todennékoisesti tadma johtui siité,
ettd hyville oppilaille annettiin liian vahén haasteita tutkimuksen aikana.
Kuitenkin tutkimuksen perusteella voidaan aiheellisesti olettaa, etta kam-
mentietokone auttaa tamén tutkimuksen kenttédkokeilussa opiskelijoita teo-
rian ja tehtavin hahmottamisessa.

Suomessa kdmmentietokoneiden kaytosta opetuksessa on tehty suhteelli-
sen vahén tutkimuksia. Oinonen on tutkinut pro gradu -tutkielmassaan ma-
tematiikan ylioppilaskokeita apuvélinein. [I1] Tutkimuksessaan han toteaa,
etta laskimet helpottavat merkittavasti ylioppilaskokeita, koska koetehtévat
korostavat yksittdisia ratkaisumenetelmia. Hiltunen arvioi omassa pro gra-
du -tutkielmassaan, ettd kimmentietokoneet auttavat vain parhaita oppilai-
ta merkittavasti. [I2] Tamé on ristiriitainen tulos Weigandin tutkimuksen
kanssa. Toisaalta taas Tofferi on tutkinut omassa pro gradu -tutkielmassaan
erilaisia ndkemyksié, jotka liittyvit laskimien opetuskéyttoon. [13]

Suomessa mielenkiintoisen pro gradu -tutkielman tulevaisuudesta on teh-
nyt Lakervi. [I4] Han on perehtynyt matemaattisten aineiden opetusharjoit-
telijoiden asenteisiin ja tietotaitoihin kéimmentietokoneiden kaytosta. Tutki-
muksessaan hén toteaa, ettda suurin osa opetusharjoittelijoista vastasi pyrki-
vanséd kayttaméaan kdmmentietokonetta tulevaisuudessa tyokaluna sadnnolli-
sesti opetuksessa. Esiin nousi myos opetusharjoittelijoiden pelko, etta kam-
mentietokoneet vieraannuttaisivat opiskelijat pois itse matematiikasta. Hé-
lyttavaa tutkimuksessa on se, ettd Lakervin tutkimat opetusharjoittelijat ko-
kivat saaneensa opettajankoulutuksesta vajavaiset tietotaidot kimmentieto-
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koneiden kaytosta. Suurin osa koki tarvitsevansa lisikoulutusta. Ongelmana
on, ettd myos opettajat kokevat tarvitsevansa lisdkoulutusta ennen kuin he
voivat ottaa kdimmentietokoneen osaksi opetusta. [15] Kémmentietokoneiden
tuloa luokkahuoneisiin on omalla tavallaan tukenut esimerkiksi lukion lehto-
rit Heiskanen, Kytomaéki ja Setéalé, jotka ovat perustaneet Facebook-ryhmén,
jossa opettajat pystyvit jakamaan kokemuksia ja tehtavia toistensa kanssa.
[16] Ryhmén avulla opettajat saavat esimerkiksi tukea kdmmentietokoneen
kayttoonottoon lukio-opetuksessa.

1.2.2 Matematiikan kielentaminen

Lukion opetussuunnitelman perusteissa pitkdn matematiikan opetuksen ta-
voitteina on, ettd opiskelijan tulisi ymmartaa ja osata kiyttdd matematii-
kan kielta, pystya keskustelemaan matematiikasta seka oppia arvostamaan
perustelujen selkeyttd. [I7] Nykyiselld matematiikan ylioppilaskokeella tai
lukioiden kurssikokeilla ndiden ominaisuuksien mittaaminen on ollut hanka-
laa. Ylioppilastutkinto-lautakunnan puheenjohtaja Lahtinen on useasti tuo-
nut esiin huolensa lukiolaisten argumentaation vahyydesta ja suppeudesta.
18]

Joutsenlahti on tarjonnut suppeaan argumentaatioon ratkaisua matema-
tiikan kielentdmisestd. Han maéarittelee termin matematiikan kielentdaminen
matemaattisen ajattelun ilmaisemisena kielen avulla paasadntoisesti suulli-
sesti tai kirjallisesti. [I9] Matematiikan kielta han lahestyy multisemioottises-
ta lihtokohdasta. Tama tarkoittaa, ettd matematiikan kieli rakentuu kolmes-
ta eri kielestd: matematiikan symbolikielesté, kuviokielesta ja luonnollisesta
kielesta. Joutsenlahden tutkimukset alkoivat lukion matematiikan tutkimuk-
sella ja ovat myohemmin laajentuneet késittelemadn myos yliopiston ja pe-
ruskoulun alaluokkien matematiikkaa. Tutkimuksissaan han on saanut tulok-
sia, joiden mukaan matemaattinen kielentdminen tukee oppilaan matemaat-
tisen ajattelun kehittymista ja helpottaa matematiikan oppimista. [I9] Yli-
opistoon keskittyvassa tutkimuksessa yli kolme neljasosaa piti kirjallista kie-
lentdmisté apukeinona, jolla pystyy paremmin ymmértdmaan tehtavia. [20]
Joutsenlahden tutkimustuloksissa matematiikan kielentdminen on auttanut
erityisesti opiskelijoilta, jotka ovat aikaisemmin suoriutuneet hyvin tai tyy-
dyttavasti matematiikasta. Lukiossa kielentamista on tutkinut Joutsenlah-
den ohella esimerkiksi Kari, joka keskittyi omassa pro gradu -tutkielmassaan
derivaatan opettamiseen lukiolaisille. [21] My0s esimerkiksi Sairanen on pro
gradu -tutkielmassaan laatinut pitkan matematiikan syventavan kurssin, jon-
ka keskeisena ldhtokohtana on matematiikan kielentaminen. [22] Erityisesti
hénen suunnittelemissa harjoitustehtédvissa konkretisoituu kielentaminen.

Kaikkien nédiden matematiikan kielentamista kasittelevien tutkimusten
pohjalta voidaan tehda oletuksia myos tamén tutkimuksen tuloksista. Erityi-
sesti niille opiskelijoille, jotka ovat aikaisemmin suoriutuneet pitkasta mate-
matiikasta arvosanoin tyydyttéavé tai hyva, voidaan aiheellisesti olettaa mate-
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matiikan kielentdmisen muodostuvan tueksi matematiikan oppimisessa. Nain
ollen tyydyttavia ja hyvda paremmin tai huonommin suoriutuneet opiskeli-
jat eivat valttamétta hyody yhta paljon kenttakokeilusta. Vaikka opiskelija
ei itse hyotyisi matematiikan kielentamisesta, han kuitenkin kokee, etta kie-
lentdmisesta saattaa olla hyotya muille opiskelijoille. (vrt. esim. [23])
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Luku 2

Kammentietokoneet
luokkahuoneessa

2.1 Oppilaat ja kimmentietokone

Faure ja Goarin ovat tutkineet oppilaiden mielipiteita laskimista seké siité,
miten oppilaat oppivat kdyttdméaan laskimiaan. [24] Heiddn tutkimukseensa
osallistui 527 16—-17 vuotiaista luonnontiedepainotteisten luokkien oppilas-
ta. Oppilaista 84 % omisti graafisen laskimen, 8 % tatd yksinkertaisemman
laskimen ja 8 % kdmmentietokoneen eli symbolisen laskimen. Témén tutki-
muksen mukaan laskinten kaytto opitaan yleenséa luokkahuoneen ulkopuolel-
la. Kuvasta niahdéan, etta oppilaat vastasivat oppivansa suurimman osan
laskimen kaytostaan yrityksen ja erehdyksen kautta. Vaikka teknologia on
kehittynyt vuosikymmenesséd huomattavasti, laskimen kéyton oppimismeto-
dit ja niiden keskindiset suhteet ovat pysyneet samoina. Vuonna 2000 nii-
den oppilaiden maaré, jotka oppivat ohjekirjan avulla, on selkeésti pienempi
kuin vuonna 1992. Opettajan rooli laskimen kédyton neuvojana ei ole téssa
tutkimuksessa kuvan mukaan merkittava. Tama piirre voisi selittyé silla,
etteivat kyseisessa tutkimuksessa mukana olleiden oppilaiden opettajat kay-
té luokassa aikaa laskimen kayton opetteluun, vaan jéttavit sen oppilaiden
omalle ajalle.

Toisaalta samassa tutkimuksessa on tehty kysely siita, miten oppilaat ha-
luaisivat oppia kiayttamaan laskimiaan. Kuvasta huomataan, etta laski-
men kéytto olisi mieluisinta oppia opettajan opastamana. Kuvia ja
vertaamalla huomataan, ettd todellisuus ja oppilaiden haluama tilanne ovat
taysin vastakohtaiset.

Kolmantena tutkimuksessa kysyttiin, mihin oppilas kayttaa laskinta kou-
lussa ja kotona. Tilasto on esitetty kuvassa [2.3] Eniten laskinta kéytettiin
tehtévien tekemiseen sekéa koulussa etta kotona. Kuvasta tehtyé péadtel-
méa opettajien oppituntien ajankaytostéd laskinten kdyton opetteluun tukee
myos kuva [2.3] silld tunneilla oppilaat eivét kiyta laskimia seuratakseen ope-
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Kuva 2.1: Kahden mielipidekyselyn tulokset vuosilta 1992 ja 2000. Kysymyk-
send kuinka oppilas oppii kdyttdmaan laskinta. [24]
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Kuva 2.2: Jos sinun tarvitsisi opetella uudestaan kaikki, miten haluaisit mie-
luiten oppia kéyttdmaan laskintasi? [24]

tusta. [lahduttavaa on kuitenkin huomata, etta oppilaat kayttavit laskinta
tehtavien tutkimiseen suhteellisen paljon.

Kun tdaman tutkimuksen kurssille alettiin miettia tehtavityyppejé, halut-
tiin huomioida kyseisen tutkimuksen tuloksia. Tarkeané tavoitteena oli vas-
tata oppilaiden toiveisiin, mutta myos huomioida, etté todellisuudessa oppi-
laat oppivat parhaiten yrityksen ja erehdyksen kautta. Nain ollen kurssille on
suunniteltu tehtéavié, joita tekemalla oppii kdyttamaan kammentietokonetta.
Osa tehtavisté on rakennettu siten, ettd matemaattisia ongelmia ldhestytaan
pohtimalla kimmentietokoneen antamia vastauksia. Lisdksi kurssin opetuk-
sessa on otettu huomioon oppilaiden toive oppia kiimmentietokoneen kéytto
opettajalta. Néin ollen kurssin aikana kaytettiin oppitunneilla aikaa kam-
mentietokoneen kayton opettelemiseen.

Oppilaiden taitotaso vaikuttaa siihen, kuinka hyvin oppilaat kéyttavat
kammentietokonetta oppimisen tukena. Monaghan, Sun ja Tall huomasivat
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Kuva 2.3: Mihin kéytét laskinta kotona ja koulussa? [24]

tutkimuksessaan, etta osalle oppilaista kaimmentietokoneen kayttoé on enem-
ménkin ndppéainten painelua, joka ei edesauta syvéllisen ymmarryksen kehit-
tymista. [25] Hunter, Marshall, Monaghan, Roper ja Wain huomasivat, etta
osa oppilaista tuli jopa riippuvaiseksi kimmentietokoneista, jolloin heidéan
tuloksensa laskivat merkittavasti, kun kaimmentietokonetta ei annettu kéyt-
taa. [20] Hong, Thomas ja Kiernan paasiviat samankaltaiseen tulokseen. [27]
Heidan mukaansa heikommat oppilaat turvautuvat kdmmentietokoneeseen
ongelmanratkaisussa.

2.2 Opettaja ja kammentietokone

Itse laskinmuutos ei viela muuta opetustapoja. Millaista pitéaisi olla opettajan
osaaminen kimmentietokoneiden kédytosté, jotta opiskelijat saisivat mahdol-
lisimman suuren hyddyn opettajasta ja oppitunneista?

Tutkittaessa kynnysté, joka muodostuu opettajien opetuksen ja kimmen-
tietokoneen valiin, kriittiseksi kysymykseksi nousee Doerrin ja Zangorin mie-
lesta opettajan kyky ymmartaa laskimien rajoitteisuus. [28] Vain opettaja,
joka ymmartda rajoitukset ja on valmis tyoskenteleméddn néiden rajoitus-
ten kanssa, pystyy hyodyntamadn omassa opetuksessaan laskimia. Toiseksi
tarkeaksi asiaksi Doerr ja Zangor nostavat luokkahuoneen vuorovaikutuk-
sen. [lman vuorovaikutusta, oppilas ei valttdmatta pysty yhdistaméaan mate-
maattisia kasitteita laskimen antamiin vastauksiin. Ongelmaksi kuitenkin voi
muodostua opettajan tietotaidot. Opettajat kayttavit teknologiaa tarkoituk-
senmukaisesti ja tehokkaasti matematiikan opetuksessa, mikéli teknologia on
heille tuttua ja heilld on aikaisempaa kokemusta teknologiasta oppimisym-
péristoissa. [29]

Tahan ongelmaan ovat paneutuneet esimerkiksi Carpenter ja Fennema.
He ovat kehittdneet CGI-mallin (Cognitively Guided Instruction), jonka pyr-
kimyksena on edistdd opettajan omaa tietotaitoa samanaikaisesti opiskeli-
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joiden oppiessa. [30] Esimerkiksi Tirosh on tutkinut, ettda virheita ja vaa-
rinkésityksié kartoittamalla, opettaja pystyy parantamaan luokkahuoneessa
tapahtuvaa opetusta. [31] Omassa tutkimuksessani on tarkoitus hyodyntaa
Tiroshin tutkimustuloksia siten, etta kerdttavien viikkotehtavien avulla saa-
daan kokonaiskuvaa oppilaiden sen hetkisesta taitotasosta. Nain pystytaan
nopeammin ja paremmin reagoimaan mahdollisiin ongelmiin ja virheisiin.

Elbaz-Vincent vetoaa tutkimuksessaan siihen, ettd opettajilla tulisi olla
riittdva tietotaito kimmentietokoneiden ominaisuuksista ja kayttdytymises-
ta, jotta he ymmartaisivat tulokset. [32] Kun opettaja ymmartaa itse tulok-
set, hdn voi selittaa ndmaé oppilaille. Koska oppilaat kehittavat oman tapansa
ratkaista kimmentietokoneen avulla tehtavia, opettajalla tulee olla riittéavat
tiedot improvisoida téllaisessa tilanteessa ja selittaéd oppilaille heidan toimin-
tatapojensa toimivuus.

Samassa Elbaz-Vincentin tutkimuksessa on huomattu, etté opettajat ovat
yleisesti hyvaksyneet ideoita kimmentietokoneista ja niiden kanssa tyosken-
telysta luokkahuoneissa. Nama ideat voivat helposti kaantyéa opettajia vas-
taan. Yksi esimerkki tallaisista on opettajien uskomus, ettda kdmmentieto-
koneiden kanssa tyoskenteleminen tarkoittaa samaa asiaa kuin laskemaan
oppiminen. Valitettavasti tutkimuksen mukaan nain ei ole, silla oppilaat tar-
vitsevat kaytannon kokemusta laskemisesta. Vasta saatuaan kaytannon ko-
kemusta oppilas voi laajentaa kasitystdan oppimastaan asiasta.

2.3 Erilaisia opetustilanteita kammentietoko-
neen avulla

Ozgiin Koca on tutkinut turkkilaisten opettajaopiskelijoiden nikemyksis kim-
mentietokoneiden kéytostd opetuksessa. [33] Han luokittelee opetustilanteet,
joissa kédytetdan kdmmentietokonetta, kolmeen eri kategoriaan: "Black Box",
"White Box'ja "Symbolic mathematic guide (SMG)'. Symbolic mathematic
guide on sovellus, joka on mahdollista hankkia tiettyihin Texas Instrument-
sin laskinmalleihin. Black Box -laskimen kaytto rajoittuu esimerkkien luomi-
seen sekéa tulosten 16ytamiseen abstrakteissa ongelmissa. Tahan menetelmaan
kuuluu oleellisena osana kdmmentietokoneen valmiiden komentojen kéaytto
eli ongelman ratkaiseminen suoraan. White Boxin kdytto on rinnastettavissa
paperilla ratkaisuun, silla tdhan kategoriaan luokitellussa opetustilanteessa
kammentietokoneella ratkaistaan ongelmia vaiheittain. Symbolic mathema-
tic guide on hyvin samantapainen opetusmenetelma kuin White Box, mutta
lisaksi kimmentietokone ehdottaa erilaisia toimintoja, joista opiskelija voi
valita parhaaksi katsomansa.

Ozgun Kocan tutkimuksen ideana oli esitelld 27 opiskelijalle nima kolme
eri kategoriaa kimmentietokoneen kaytosta. Tutkimuksessa kerattiin kaksi-
vaiheinen kysely, jota tdydennettiin haastatteluilla. Ensimmaisessa vaiheessa

17



opiskelijoille ei esitelty erilaisia tapoja kayttda kdmmentietokonetta. Opis-
kelijoilla ei ollut merkittavaa kokemusta kdimmentietokoneiden kaytosta en-
simmaisen kyselyn aikana. Toisen kyselyn ideana oli esittelyn jélkeen kar-
toittaa opiskelijoiden asenteet ja ndkemykset kdmmentietokoneen kaytosta.
Tutkimuksen tuloksista ilmenee, etta 48 % opiskelijoista vaihtoi mielipidetta
ensimmaisen kyselyn jilkeen. Ensimmaéisessa kyselyssia 59 % piti kimmen-
tietokonetta hyodyttomana ja 33 % naki kimmentietokoneen hyddyn olevan
erityisesti sen graafisissa ominaisuuksissa. Tutkimuksessa kay selkeasti ilmi,
etta toisella kyselykerralla osa opiskelijoista ei innostunut kdmmentietoko-
neen kaytosta opetuksessa. Tutkija itse méarittelee osasyyksi opiskelijoiden
epavarmuuden uuden teknologian kayttamisessd. Tamén mielipiteen tutkija
perustaa siithen, ettd ensimmaisessa kyselyssa opiskelijoilla ei ollut késitystéa
siitd, miten kammentietokonetta voitaisiin kdyttda hyodyksi algebran ope-
tuksessa.
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Luku 3

Matematiikan kielentaminen

Kieli voidaan ymmaértda puhuttuna, kirjoitettuna, piirroksina, ilmeiné, elei-
né tai esimerkiksi symbolikielend kuten matematiikka. Matematiikan kielen-
tamisen tavoitteena on auttaa oppijaa jasentdméan ajatteluaan sekd tuoda
omaa ajatteluaan esille muille oppijoille seka opettajalle. Meaney kuvaa ma-
tematiikan kielta luonnollisen kielen ilmaisuiksi, joilla on oma merkitys ma-
tematiikassa, kuten matemaattisilla symboleilla seké lausekkeilla. [34] Jout-
senlahti on kuitenkin lisinnyt Meaneyn maééritelméaan kuviokielen, jolla on
keskeinen merkitys esimerkiksi juuri trigonometristen ongelmien havainnol-
listamisessa. [35]

3.1 Multisemioottinen lahestymistapa

Kasite rekisteri on sosiosemioottisen kieliteorian peruskésite, jolla tarkoite-
taan kielen vaihtelemista riippuen kielen kayttotilanteesta. [36] Esimerkiksi
Hallidayn mukaan rekisteri riippuu kolmesta ldhtokohdasta: tilanteesta, os-
apuolista ja kielen roolista. [37] Rekisterit ovat tapoja ilmaista asioita ja
poikkeavat sisélloltansa. Joutsenlahti ja Kulju ovat esittédneet, ettd mate-
maattisen ongelman ratkaisussa voi esiintyd kolmea eri kieltd: kuviokielté,
luonnollista kielta ja matematiikan symbolista kieltd. [38] Kuvasta nah-
déan nédiden kolmen eri kielen valinen yhteys. Lisaksi kuvasta|3.1/ huomataan,
ettd multisemioottisessa mallissa jokaisella kielelld on myo6s yhteisid osuuk-
sia toisen kielen kanssa. Esimerkiksi luonnollisen kielen sanoilla ja ilmaisuilla
saattaa olla erilaisia merkityksia riippuen niiden kontekstista. Matematii-
kan ja luonnollisen kielen yhteisella alueella on ne matematiikan késitteet,
joilla on tédsméllinen merkitys (esimerkiksi trigonometriset funktiot). Néin
voidaankin puhua matematiikkaan liittyvésta luonnollisesta kielesta (MLK).
Matematiikan kielen ja kuviokielen alueella on matematiikan kannalta mer-
kitykselliset kuviot, kuten yksikkéympyra (MKK). Tutkimukseni tavoittee-
na oli saada opiskelijat kayttaméan kaikkia kolmea kieltd mahdollisimman
yhtenaisesti. Lisdaksi tarkoituksena oli saada opiskelijat lisiaméan tehtavien
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Kuviokieli kieli

Kuva 3.1: Matemaattisen ongelman ratkaisussa esiintyvét eri kielet. [39]

ratkaisuun luonnollista kielta ja kuviokielta seka perustelemaan niiden avulla
ratkaisuvaiheitaan.

3.2 [Erilaisia tehtavien ratkaisumalleja

Joutsenlahti on esitellyt sanallisille tehtaville nelja eri ratkaisumallia. [35]
Naita ratkaisumalleja voidaan kayttaa myos lukion tehtévien ratkaisussa ma-
tematiikan symbolikielen (MSK) rinnalla. Ensimmaéinen ratkaisumalli stan-
dardimalli on esitelty kuvassa|3.3| Tallainen on lukiolaisille tyypillinen malli,
jossa omia ajatuksia ja yhtaloité ei perustella, vaan tehtavit ainoastaan rat-
kaistaan. Kuvassa [3.3] on esitetty myos toinen malli, kertomusmalli. Mallissa
ratkaisun perustelut ja eteneminen kuvataan luonnollisella kielelld tai ku-
vioilla. Mallille ominaista on kuvata esimerkiksi véliotsikoin, mitd tehdain
tai mitd on tehty. Tarkoitus tdssd mallissa on tuoda mahdollisimman selkeasti
esille omat ajatukset ratkaisuprosessin aikana ja tehda ratkaisusta vaivatto-
masti seurattava. Tata mallia noudattavat muun muassa oppikirjan esimer-
kit, joihin lisdtdan matematiikan symbolikielen rinnalle luonnollista kielta
(kuva Tata mallia kdytettaessé lukija voi vakuuttua ratkaisijan ymmér-
tdneen kaiken tekeménsé tai toisaalta lukijan on myos helppo huomata, missé
kohtaa tehtavaa ratkaisija on tehnyt virheen.

Kolmannen mallin, tiekartan, ideana on, ettd ratkaisuprosessi kuvataan
ratkaisun alussa kokonaan luonnollisella kielelld, jonka tukena on mahdol-
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Kuva 3.2: Esimerkki oppikirjasta, jota tdméan tutkimuksen opiskelijat kayt-

tavat. [40]

lisesti kuviokieli. Talloin matematiikan symbolikielen lukeminen helpottuu,
kun lukija on ndhnyt jo ratkaisun idean. Tata mallia on kuvattu kuvassa [3.4]
Tiekarttamallin voidaan ajatella rakentuvan siten, ettd standardimallin rat-
kaisun alkuun on lisdtty luonnollisella kielella toteutettu ratkaisua kuvaava
kuvaus. Neljis Joutsenlahden esittelemé malli on péivakirjamalli (kuva
Tassd mallissa ideana on, ettéd ratkaisun esittdmiseen kaytetaan luonnollista
kielté tai kuviokielta silloin, kun ratkaisija joutuu ongelman eteen. Nain rat-
kaisija selkeyttaa ja jasentad omaa ajatteluaan kirjoittamalla ja piirtdmalla
péaastakseen ratkaisussa eteenpéin. Voidaan ajatella, ettd paivakirjamallissa
ratkaisija on vuorovaikutuksessa oman tekstinsé kanssa.

Seka kuvan B.3] etta [3.4] malleissa viimeisené on kuvattu luonnollinen kieli.
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Kuva 3.3: Standardi- ja kertomusmalli, joissa kuvataan erilaisia tapoja il-
maista oma ratkaisu matematiikan tehtavaan. [35]

"Tiekartta"-malli "Paivakirja"-malli

Luonnollinen kieli /

M atematikan symbolikieli

Luonnollinen kieli / Kuviokieli

MM atematikan symbolikieli

,r Luonnollinen kieli Luonnollinen kieli
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Matematiikan symbolikieli
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Kuva 3.4: Tiekartta- ja paivakirjamalli, joissa kuvataan erilaisia tapoja il-
maista oma ratkaisu matematiikan tehtévaan. [35]
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Tama kuvastaa ratkaisun viimeista rivia eli vastausta. Joutsenlahti on luonut
nidma ratkaisumallit peruskoulun sanallisiin tehtéviin, joissa téarkedné osana
on antaa lopullinen vastaus kokonaisena virkkeena. Joissakin tapauksissa té-
mé soveltuu hyvin myos lukioon, mutta ei ole otettavissa aivan sellaisenaan
kaikkiin tehtaviin kdyttoon.

Tutkiessaan matematiikan kielentamista lukiolaisten kanssa, Joutsenlahti
16ysi vield yhden mallin, kommenttimallin. [39] Kuvassa 3.5/ on esitettyné té-
mé malli. Mallin ideana on, etta paperin vasemmalle palstalle opiskelija rat-

"Kommentt"-malli

x
<
]
=
2
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Kuva 3.5: Viimeisimpéna loydetty kommenttimalli, jossa kuvataan erilainen
tapa ilmaista oma ratkaisu matematiikan tehtavaan.

kaisee hyvin standardimallin kaltaisesti matematiikan symbolikielen avulla
tehtavan. Paperin oikealle palstalle taas opiskelija tekee taysin luonnollisen
kielen avulla kuvatun selostuksen vasemman palstan symbolikielesta.

Tiekartta-, kertomus- ja kommenttimalli ovat esittdmiseen painottuvia
malleja, eli ratkaisun rakenne auttaa opettajaa tai muuta tehtavin lukijaa
ymmértdmaan ratkaisua paremmin. Péivikirjamalli sen sijaan tukee enem-
ménkin ratkaisijaa itseddn ja auttaa hantd prosessoimaan ratkaisua, jolloin
ulkopuolinen lukija ei valttamattd ymmaéarra tehtdvan ratkaisua paremmin
kuin mita hdn ymmértaisi standardimallin ratkaisua. Néin ollen lukiolaisen
olisi parempi kehittda ratkaisuansa kohti presentaatiomalleja, koska télloin
hén pystyy ndyttaméan osaamisensa paremmin. Taméa taito tulee hyodylli-
seksi, jos opettaja ei ole varma siitd, onko ratkaisu opiskelijan itse ymmar-
tdmé vai kimmentietokoneesta suoraan kopioitu tulos.
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Joutsenlahti ym. esittivat ensimmaisen kerran neljé erilaista kielentamis-
tehtdvamallia yliopiston matematiikan tutkimuksessaan. [20] Ensimmaéinen
tehtavatyyppi on koodinvaihtotehtéva. Tehtavatyypin ideana on tehda ma-
tematiikan symbolikielelld esitetyn ratkaisun rinnalle kuvaus luonnollisella
kielella. Toinen tehtavityyppi on taydennystehtéava, eli ratkaisusta puuttuvia
osia taydennetaan jollakin kolmesta kielesté. Virheen etsinta -tehtavatyypissa
annetussa ratkaisussa on virhe, joka pitda loytad ja korjata. Neljas tehtavé-
tyyppi on ratkaisusta tehtava, jossa tehtavéin ratkaisijan tulee laatia annet-
tuun ratkaisuun tehtavinanto.
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Luku 4

Tutkimusongelmat ja -tehtava

Tassa tutkimuksessa pyritdan selvittamadn, milla tavalla matematiikan kie-
lentdminen tukee pitkdn matematiikan oppimista ja tiedonrakentumista. (vrt.
[19]) Toisena tavoitteena on tutkia kimmentietokoneen vaikutusta luokkaym-
péristossé ja matemaattisen ajattelun kehittymisté. (vrt. [§]) Tarkoituksena
on kehittad kdmmentietokoneiden ja matematiikan kielentdmisen avulla yh-
teisollisen oppimisen pedagogista mallia. Pyrkimyksena on saada kokonaisku-
va siité, miten kaksi hyvin erilaista oppimisympéaristoa toimivat kaytannossa.
Tutkimuksen motiivi oli kehittéda nykyisille hyvin yksipuolisille lukion pitkén
matematiikan tehtaville vaihtoehtoisia tehtéavatyyppeja. Nain ollen yhtena
tutkimusongelmana voidaan pitaa kurssin materiaalin laadintaa kenttakokei-
lua varten. Koska tutkimus toteutettiin design-tutkimuksena, tutkimuksen
tarkoituksena oli kehittda seka teoriaa ettd kdytantoa. Témén tutkimuksen
tutkimustehtéva on design-ongelma, joka toimii design-tutkimuksen lahto-
kohtana. Laadullinen tutkimus antaa metodologisen ldhtokohdan ongelman
tutkimiseen ja teoreettiseen tarkasteluun.

Tutkimusongelmiksi kurssin materiaalin tuottamisen liséksi asetetaan seu-
raavat viisi kysymysté.:

1 Kuinka hyvin lukiolaiset osaavat luonnollisen kielen avulla kuvata ma-
temaattista ajatteluaan?

2 Oppivatko opiskelijat paremmin, kun he joutuvat tekemaédn kielenté-
mistehtévid oppikirjan tehtavien ohella?

3 Mita mielta tutkimukseen osallistuneet lukiolaiset ovat kielentamisen
hyodyllisyydesta heille itselleen ja muille opiskelijoille?

4 Kuinka kémmentietokoneiden kéytto vaikuttaa opiskelijoiden mate-
maattiseen ajatteluun?

5 Kokevatko lukiolaiset kaimmentietokoneen kéyton harjoittelemisen luo-
kassa oppitunnilla tarpeelliseksi?
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Luku 5

Tutkimuksen toteutus

5.1 Tutkimusstrategia

Tutkimuskohteena oli pitkdn matematiikan opiskelijoiden matemaattisen ajat-
telun kehittyminen. Tutkimuksessa pyrittiin selvittdméaén, miten matemaat-
tinen ajattelu kehittyi tutkimuksen aikana uusissa oppimisymparistoissa. Toi-
saalta tarkoituksena oli myo6s tutkia opiskelijoiden omaa kéasitysta oppimi-
sesta erilaisten tehtavien avulla. Opiskelijoille uutena oppimisymparistoind
esitettiin matematiikan kielentdminen ja kdmmentietokoneiden avustuksel-
la tapahtuva oppiminen. Oppimisymparistot luotiin luokkahuoneeseen oppi-
tuntien ajaksi. Lisdksi opiskelijoille annettiin heille uusia ja erilaisia tehté-
vid. Osassa tehtévista heiddn tuli kiayttad kielentdamistd apunaan, ja osassa
kammentietokone oli térkeéssa roolissa tehtavan ratkaisemisessa. Tutkimus
on aikasidonnainen, koska tutkimushetkelld opiskelijoilla oli hyvét perustai-
dot kdmmentietokoneiden kaytosta. Kaikki olivat kédyttaneet ennen tutki-
musta kammentietokonetta, suurin osa jo puolitoista vuotta, eli koko lukio-
opintojensa ajan.

Tutkimusstrategiaksi valikoitui design-tutkimus tai kehittamistutkimus
(engl. design research, design-based research), silla tutkimuksen tarkoituk-
sena oli kehittdd seka teoriaa ettd kaytantod. Design-tutkimus ei madrittele
tutkimuksen metodologiaa, vaan se on tutkimusstrategia. [41] Kyseinen stra-
tegia on 1990-luvulta alkaen yleistynyt esimerkiksi juuri kasvatustieteiden
tutkimuksissa. [42] Téllaiselle tutkimukselle yleistd on suuren empiirisen ai-
neiston, kuten oppijoiden tuotosten, keradminen. Analyysin tarkoituksena on
pohtia tuloksia, joita kenttédkokeilu saa aikaiseksi. [43] Strategian heikkous
on, ettei design-tutkimuksen pohjalta pystytéd selvittamadn kenttdkokeilus-
sa tapahtuvan oppimisen syy-seuraussuhteita yksiselitteisesti. Koska kentta-
kokeilu tapahtuu autenttisessa ymparistossé, oppijoiden oppimistilanteeseen
vaikuttaa lukuisia toisiinsa liittyvia muuttujia, joiden vaikutusten selvitté-
minen on haastavaa. [41]

Design-tutkimuksessa ideana on yhteistyossa opiskelijoiden, opettajien ja

26



muiden tutkijoiden kanssa suunnitella uusia oppimisymparistoja seka tutkia
oppimista empiirisesti. [43] Design-tutkimukselle tyypillistd on se, etta tut-
kimuksen tuloksia voidaan sellaisenaan siirtda kaytantoon. Tutkimukseeni
tdma metodologia sopii hyvin, silla oppiminen on kontekstiin sidottua eli sen
tutkiminen on hyva tehda aidossa oppimisympaéristossa. Design-tutkimuksen
avulla on tarkoitus suunnitella pedagoginen malli, testata se kiytannossa ja
raportoida tulokset mallin testista. Mallin ideana on luoda design-ongelma
tai design-tehtdva, johon pyritdan 16ytamaan ratkaisu tutkimuksessa. Tassa
tapauksessa design-ongelmana voidaan pitda kahden erilaisen oppimisympé-
riston luomista luokkahuoneeseen ja nédiden oppimisymparistojen toimivuu-
den tutkimista yhdessé ja erikseen.

Tutkimuksessa tehtiin matka autenttiseen oppimisymparistoon suunnit-
telemalla ja toteuttamalla kenttékokeilu, jossa luotiin kaksi erilaista oppimi-
symparistoa luokkahuoneeseen. Tutkimuksessa kerédttiin useantyyppisia ai-
neistoja. Opiskelijoiden omaa kasitystéd oppimisestaan kartoitettiin loppuky-
selyn avulla. Kyselylomakkeessa oli seké suljettuja etta avoimia kysymyksia.
Padosin kysely koostui kysymyksista, joihin tuli vastata viidesta vaihtoeh-
dosta parhaiten omaa oppimista kuvaava vaihtoehto. Viikoittaiset mielipide-
kyselyt koostuivat ainoastaan avoimista kysymyksistd. Matemaattisen ajat-
telun kehittymista tutkittiin opiskelijoiden koti- ja viikkotehtédvien avulla se-
ka kurssin lopussa jarjestetyn loppukokeen avulla. Koska namé muodostavat
suurimman tutkimusaineiston, tutkimus sijoittuu epistemologisilta lahtokoh-
diltaan kvalitatiiviseen tutkimusperiaatteeseen.

5.2 Tehtavien laatiminen

Kokeilun ajan opiskelijat saivat kotitehtavéksi kirjan tehtéavien lisaksi vahin-
tdan joko yhden kielentamistehtéavan tai yhden tehtévan, jossa tarvitsi kayt-
tda kammentietokonetta ratkaisun apuna. Lisdaksi kurssilla oli kaksi vapaaeh-
toista projektitehtéavad, joita tekemalla opiskelijoilla oli mahdollisuus saada
kokeeseen hyvitysta. Toinen projektitehtéivista laadittiin siten, etta jokaisel-
la opiskelijalla oli taitotasostaan riippumatta mahdollisuus saada se ratkea-
maan. Toinen puolestaan laadittiin ennemminkin opiskelijoille, joilla on ky-
ky omaksua uutta asiaa ja soveltaa sitd kdytannosséa ilman opettajan apua.
Kaikki kurssin aikana késitellyt tai tehdyt tehtavéit pyrittiin laatimaan siten,
etta opiskelijoiden matemaattinen ajattelu kehittyisi joko kielentdmisen tai
kammentietokoneen avulla.

Kammentietokoneen avulla ratkaistavat tehtavét pyrittiin luomaan siten,
etta opiskelija huomasi kammentietokoneen antavan jonkinlaisen vastauksen
tai kuvaajan, josta opiskelijan tuli paétella teoria ratkaisun taustalla. Tarkoi-
tus oli myos nayttaa tietyissa tehtéavissé, ettei kimmentietokoneen antamaan
ratkaisuun tule aina luottaa, koska kiimmentietokone voi nayttda vastauksen
esimerkiksi erilaisessa muodossa kuin opiskelijalta vaaditaan. Osassa tehté-
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vistda kammentietokoneen rooli oli nopeuttaa tehtavin ratkaisua, eli esimer-
kiksi valivaiheen pystyi katsomaan suoraan kdimmentietokoneesta.

Kielentamistehtavissa pyrittiin oppilaita rohkaisemaan kayttamaén jota-
kin neljéstéa kielentdmisen mallista, eli kertomus-, tiekartta-, kommentti- tai
paivakirjamallia. Opiskelijat saivat itse valita itselleen luontevimman tavan
selostaa ratkaisuidensa rakennetta eikd niink&déan harjoitella jokaista naistéa
neljastd mallista. Tavoitteena oli kehittdd opiskelijoiden perusteluja kohti
tasmallisempid muotoja seka saada opiskelijat ymmartaméan syvéallisemmin
omia ratkaisujansa. Itse tehtavéit laadittiin kuitenkin joko kommentti- tai
kertomusmallin mukaisesti. Koska opiskelijat olivat tottuneet jo aikaisem-
pien kurssien aikana kirjan esimerkin ratkaisumalleihin, tuntui luontevim-
malta nayttda luokkatilassa juuri heille tuttua kertomusmallia. Néin ollen
myo6s kirjan esimerkit tukivat kielentdmisen harjoittelua. Toisaalta kurssin
vastuuopettaja piti paljon kommenttimallin esitystavasta, minké vuoksi osa
tehtavistéd esitettiin tdméan mallin avulla. Osassa kielentamistehtavista pai-
nottui kuvan piirtamisen tarkeys, osassa ideana oli selostaa ratkaisun vaiheet.

Kielentamistehtavat ideoitiin Joutsenlahden kielentdmistehtdvan mallien
pohjalta. (ks. [39]) Opiskelijoille tuli kurssin aikana ainakin yksi tehtava jo-
kaisesta eri tehtdvamallista. Itse tehtaviamalleja ei esitelty opiskelijoille, eika
tehtavamallien pohjalta tehdé vertailua mallien toimivuudesta tai toimimat-
tomuudesta, vaan tarkoitus oli ainoastaan monipuolistaa kielentédmistehta-
Via.

Projektitehtédvien ideana oli saada oppilaat kirjoittamaan tutkimusra-
portti, jossa he kuvaavat ratkaisunsa vaiheet yksityiskohtaisesti. Projektiteh-
tavat laadittiin siten, ettd niiden ratkaiseminen ilman kdmmentietokonetta
olisi haastavaa, eli esimerkiksi kuvaajat olisi taytynyt piirtad hyvin tarkasti
tai hahmottaa vaikeitakin funktioita ilman konkreettista apua. Lisdksi kam-
mentietokoneiden hyodyntémisté suosittiin esimerkiksi siten, etta osatessaan
kdmmentietokoneen kayton, tietyt vastaukset sai lukea suoraan kimmentie-
tokoneen piirtdmasta kuvaajasta.

Oppitunnit rakennettiin siten, etta opiskelijat joutuivat suullisesti kielen-
tdmaan mahdollisimman paljon. Esimerkiksi opiskelija, jonka kotitehtavin
ratkaisua tutkittiin, joutui sanoin selittdmé&an miten han on tehtdvin rat-
kaissut ja miten han on keksinyt kayttda tiettyja ratkaisumalleja. Lisaksi
esimerkit, joita kurssin aikana kaytettiin oppitunneilla, kielennettiin mah-
dollisimman tarkasti ja nain ollen pyrittiin antamaan erdanlainen kielenté-
mismalli opiskelijoille. Erityisesti kuvien piirtdmisen tarkeyttéd haluttiin ko-
rostaa. Esimerkeissd hyodynnettiin myos mahdollisimman paljon kdmmen-
tietokonetta eli osa esimerkeistd rakentui samalla idealla kuin kotitehtavat,
joissa tarkoituksena oli kayttda kammentietokonetta apuna. Lisdksi osalla
oppitunneista opeteltiin konkreettisesti kdayttaméaan kammentietokonetta eli
kammentietokoneen opettelua ei jatetty opiskelijoille ainoastaan kotitehté-
vaksi. (vrt. [24])

Loppukyselyn kysymykset pyrittiin yhtenaistaméan siten, etta ne olisivat
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mahdollisimman hyvin verrattavissa esimerkiksi Joutsenlahden (vrt. [20]) se-
ké Fauren ja Goarinin (vrt. [24]) tutkimustuloksiin. Néin ollen osa kysymyk-
sistd on identtisia nédiden tutkimusten kanssa. Kysely on rakennettu niin,
ettéd aluksi on helppoja monivalintakysymyksié, joihin jokainen on osannut
vastata. Aihealueeltaan samankaltaiset kysymykset on laitettu perdakkéin.
Avoimet kysymykset on mietitty siten, ettd tulosten késittelyvaiheessa vas-
taukset on helppo koodata myonteisiksi tai kielteisiksi vastauksiksi. Lisaksi
loppukyselya muodostettaessa on mietitty hyvan kyselylomakkeen piirteita.
Esimerkiksi samaa asiaa on saatettu kysya useammassa kohdassa ainoastaan
eri tavalla muotoiltuna.

Koska véhintaan yksi tehtava saatiin jokaisella oppitunnilla opiskelijoil-
ta, tutkimuksessa pysyttiin hyvin perilla heidan taitotasostansa. Tésta syysta
kesken kurssin jouduttiin poikkeamaan alkuperaisesta kurssisuunnitelmasta,
koska opiskelijoille tuli antaa sisdistamisaikaa tietyissa asioissa. Tama sopi
my6s hyvin design-tutkimukselle tyypilliseen syklisyyteen, jossa tarkoitus on
edellisté tutkimusvaihetta analysoimalla laatia uusi, tarkempi tutkimuskier-
TOS.

5.3 Aineiston keraaminen

Tutkimus toteutettiin Tampereella Sammon keskuslukiossa yhden kurssin
opiskelijoilla. Tutkimuksen toteutuksessa oli mukana 21 opiskelijaa. Opiske-
lijoista 9 oli tyttoja ja 12 poikia. Aineisto kerattiin 7.1-27.1.2014 vélisena ai-
kana. Tutkimus tehtiin pitkdn matematiikan Trigonometriset funktiot ja lu-
kujonot -kurssilla. Aihealueeksi rajautui trigonometristen funktioiden osuus.
Opiskelijat valikoituivat tutkimukseen sen perusteella, ettd kurssi sopi hei-
dén lukujarjestykseensa. He eivit siis tienneet etukateen tutkimuksesta eli
opiskelijoiden valinta oli sattumanvarainen. Ennen tutkimusta opiskelijoille
ja heiddn vanhemmilleen selitettiin tutkimuksen anonyymi kasittely. Kurssin
aikana opiskelijoille selitettiin matematiikan kielentamisen kasite.

Tutkimuksessa pyrittiin huomioimaan erilaiset kammentietokoneen kayt-
totaidot ja tuntemus. Kenttékokeilussa jokaisella opiskelijalla oli kaytettéavis-
sddn Texas Instruments TI-nspire CX CAS-laskin, joka on kimmentietoko-
ne, johon pedagoginen malli on suunniteltu. Oppilaat, jotka eiviat omistaneet
kammentietokonetta itse, saivat koululta tutkimuksen ajaksi lainaksi sellai-
sen. Vaikka tama malli on suunniteltu Texas Instruments -kdmmentietokoneelle,
tehtavat soveltuvat myos muilla kimmentietokoneilla ratkaistaviksi. Pedago-
ginen malli ei siis ole sidottu ainoastaan yhteen laitteeseen.

Kotitehtdvien palauttamatta jattaminen vaikutti kurssin aikana aktiivi-
suuteen ja sita kautta arvosanaan, mité osa opiskelijoista ei kokenut tarpeeksi
motivoivana. Nain ollen jokaisesta annetusta tehtéavasta ei saatu kaikilta 21
oppilaalta ratkaisua. Projektitehtévat olivat niinikddn vapaaehtoisia, mutta
tekemaélla niita opiskelijoilla oli mahdollisuus saada loppukokeeseen pisteita.
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Ensimméisen projektitehtavin palautti 14 opiskelijaa ja toisen projektiteh-
tavan palautti 9 opiskelijaa. Jokaiselta opiskelijalta saatiin kurssin lopussa
esitetty loppukysely kerattya.

Lehtori Ojansivun haastattelu toteutettiin séhképostin valityksella kurs-
sin paattymisen jalkeen. Ojansivua tayttda asiantuntijan kriteerit, koska han
tunsi opiskelijoita ennestaén seka oli pitdnyt taméan kurssin lukuisia kertoja
aikaisemmin. Néin ollen haastattelu suoritettiin asiantuntijahaastatteluna.
Ennen varsinaisen kenttakokeilun alkua kéavin itse tutustumassa seka opiske-
lijaryhmaén ettd vastuuopettajan opetustyyliin. Seuraamistani tunneista kir-
joitin muistiinpanot, joita kéytin tukenani analysoidessani Ojansivun haas-
tattelua.
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Luku 6

Tutkimustulokset

Tutkimustuloksissa arvioidaan koko ryhmaén tuloksia ja lisdksi nostetaan esil-
le muutama opiskelija erikseen. Luvuissa ja tutkimustulokset keskit-
tyvat opiskelijaryhméan. Tarkoituksena on vertailla tuloksia edellisten tut-
kimusten havaintoihin. Koko ryhmaé koskevat tutkimustulokset on saatu ti-
lastollisin menetelmin, kun taas yksittaista opiskelijaa koskevat tulokset on
saatu sisdllonanalyysilla.

Aineiston opiskelijaryhmén jasenet on koodattu siten, etta tytot ja pojat
on jaettu erikseen. Tamén jéalkeen kukin opiskelija on numeroitu siten, ettéa
koodinimeksi on saatu T tai P sukupuolen mukaan ja jokaiselle opiskelijalle
on annettu numero, joka ilmoitetaan kirjaimen perassa (esim. Tytto T5).

6.1 Loppukysely

Loppukysely saatiin kerdttya jokaiselta opiskelijaryhméan jasenelta. Loppu-
kysely on liitetty tutkimukseen liitteena 1. Ennen loppukyselyn tayttamisté
opiskelijoille kerrottiin monivalintakysymysten vaihtoehdot, kerrattiin késite
matematiikan kielentdminen ja heitd kehotettiin lukemaan vastaamisohjeet
loppukyselyn alusta. Lisdaksi painotettiin, ettd loppukyselyn sanalla kurssi
tarkoitetaan ainoastaan kurssin trigonometristen funktioiden osuutta eiké
koko Trigonometriset funktiot ja lukujonot -kurssia. Opiskelijoita rohkaistiin
vastaamaan kyselyyn mahdollisimman totuudenmukaisesti ja heille kerrot-
tiin, ettd vastaukset eivét tule vaikuttamaan kurssin arvosanaan. Osa opiske-
lijoista taytti loppukyselyn heti kokeen jalkeen, osa halusi pohtia vastauksia
rauhassa ja palautti kyselyn vasta kokeenpalautuksen yhteydessa. Kuitenkin
kaikki palauttivat loppukyselyn ennen kuin saivat tietad kurssiarvosanansa
ja kokeensa tuloksen.

Taulukossa [6.1] on esitelty opiskelijoiden suhtautumista oppiaineeseen se-
ka opiskelijoiden késitys kielentamisesta. Vastaukset on tulkittu niin, etté
opiskelija on hyviaksynyt viitteen, jos hdn on valinnut vaihtoehdon "véite pi-
taa silloin télloin paikkansa'(3), "véite pitdd padsdantoisesti paikkansa'(4)
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tai "véite pitdd paikkansa'(b). Vastaavasti opiskelija on hylannyt viitteen
vastaamalla "viite ei pidd paikkansa'(l) tai "véite ei pida péadsdantoisesti
paikkansa'(2). Suluissa olevat luvut kertovat, miten loppukyselyn véitteet
on muutettu pisteiksi. Pisteiden avulla on pystytty laskemaan opiskelijoi-
den vastauksista keskiarvo ja keskihajonta. Nain ollen pystytaan tulkitse-
maan keskiarvon perusteella, onko viite padsaantoisesti hyviksytty vai hy-
latty. Vastaavasti avoimet kysymykset on myos avattu taulukkoon ja
siten, etta vastaukset on luettu tarkasti, ja vastaus on tulkittu joko hyvéksy-
tyksi tai hylatyksi. Taulukossa oleva prosenttiosuus kertoo kuinka suuri osa
opiskelijoista on hyviaksynyt viitteen, kun taas suluissa oleva prosenttiluku
kertoo vaitteen hylanneiden osuuden. Prosenttiosuudet on laskettu erikseen
pojille, tytoille ja koko ryhmaélle. Prosenttilukujen yhteenlaskettu summa ei
valttamatta ole 100 %, silla osa opiskelijoista on jattanyt joihinkin kysymyk-
siin vastaamatta tai kirjoittanut, ettei osaa sanoa.

6.1.1 Opiskelijoiden suhtautuminen oppiaineeseen ja
kirjalliseen kielentidmiseen

Koska osa opiskelijoista vastasi heti kokeen jalkeen loppukyselyyn, on vait-
teeseen "koitko trigonometriset funktiot haastavaksi'saattanut vaikuttaa se,
milta opiskelijasta tuntui loppukoe. Kuitenkin tulos on merkittéva, silla kai-
kista opiskelijoista 81 % pitad kurssia haastavampana kuin pitkd matema-
tiikka yleensd. Mielenkiintoinen huomio on, etta tytot pitivat kurssia selvas-
ti helpompana kuin pojat. Tytoista yksikaan ei vastannut, etta viite pitaa
paasaantoisesti paikkansa tai vaite pitdd paikkansa, kun taas pojista tdméan
mielipiteen jakoi 50 %. Koko opiskelijaryhméan keskiarvo téssi vaitteessa oli
3,05 ja keskihajonta 1,12. Keskiarvon perusteella vaite on siis hyvaksytty.

Noin kolme neljasta hyviksyi vaitteen "Pidén itsedni hyvind matematii-
kassa". Tulos on linjassa aikaisempien tutkimusten kanssa. (vrt. esim. [21])
Tyttojen ja poikien vilille ei muodostunut suuria eroja. Tytoista kukaan ei
hyvaksynyt viitetta tdysin, mutta pojista 25 % vastasi vaitteen pitavan paik-
kansa. Keskiarvo vaitteelle oli 3,25 ja keskihajonta 1,16. Nain ollen vaite on
siis hyvéaksytty.

Tutkimuksessa ilmeni, ettd tutkimusryhméan pojat pitdvat enemmén ma-
tematiikan opiskelusta kuin tytot. Kolme neljasta vastasi pitavansa mate-
matiikan opiskelusta. Tamé ei ole kovin yllattava tulos, koska kyseessa oli
kuitenkin opiskelijaryhma, joka on valinnut pitkdn matematiikan ja luke-
nut sita jo seitseman kurssia. Tama véite tuli hyvaksytyksi keskiarvolla 3,52,
ja keskihajonnaksi saatiin 1,08. Nain ollen tutkittava opiskelijaryhma suh-
tautui myonteisesti matematiikan opiskeluun muutamaa poikkeusta lukuun
ottamatta.

Tutkimusryhmaén opiskelijat eivit pida matematiikan opetusta yksipuoli-
sena. Vain yksi opiskelija vastasi véitteen pitdvan paasdantoisesti paikkansa.
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Taulukko 6.1: Opiskelijoiden suhtautuminen oppiaineeseen seka nakemys kir-
jallisesta kielentamisesta. Prosenttiosuudet kertovat, kuinka moni opiskeli-
joista hyviksyi véitteen (V) tai avoimen kysymyksen (A).

Tytot Pojat Yhteensa
SUHTAUTUMINEN OPPIAI- | n=9 n=12 n=21
NEESEEN
V: Trigonometristen funktioiden | 66,7 % | 91,7 % | 81,0 %
osuus oli minusta hankalampaa | (33,3 %) | (8,3 %) | (19,0 %)
kuin muu pitkd matematiikka ta-
hén mennessa.

V: Pidédn itseani hyvini matema- | 77,8 % | 75,0 % | 76,2 %

tiikassa. (22,2%) | (16,7 %) | (19,0 %)
V: Pidan matematiikan opiskelus- | 66,7 % | 83,3 % | 76,2 %
ta. (33,3%) | (16,7 %) | (23,8 %)
V: Matematiikan opetus on yksi- | 33,3 % | 50,0 % | 42,9 %
puolista. (66,7 %) | (50,0 %) | (57,1 %)

A: Haluaisitko, ettd lukion mate- | 222 % | 16,7 % | 19,0 %
matiikka olisi monipuolisempaa? | (55,6 %) | (75,0 %) | (66,7 %)
KIRJALLINEN KIELENTAMI-
NEN

V: Kielentamistehtdvat auttavat | 77,8 % | 66,7 % | 71,4 %
minua oppimaan matematiikkaa | (22,2 %) | (33,3 %) | (28,6 %)
paremmin.
V: Kielentamistehtavit auttavat | 100,0 % | 66,7 % | 81,0 %
muita oppimaan matematiikkaa | (0 %) (16,7 %) | (9,5 %)
paremmin.
A: Ovatko kielentdmistehtavat tyo- | 66,7 % | 58,3 % | 61,9 %
ladmpia kuin tavalliset tehtavat? | (22,2 %) | (41,2 %) | (33,3 %)
A: Aiotko kayttaa jatkossa kielen- | 77.8 % | 66,7 % | 71,4 %
tamista apuna tehtévien ratkaisui- | (11,1 %) | (22,2 %) | (23,8 %)
den jésentdmisessa?
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Loput opiskelijoista eivit hyvaksyneet véitetta ollenkaan tai vastasivat vait-
teen pitavan silloin talloin paikkansa. Viitteen vastausten keskiarvo oli 2,43
ja keskihajonta oli suhteellisen pieni 0,68. Vaite on siis keskiarvon perusteella
hylatty. Ne muutamatkin, jotka pitivat matematiikan opiskelua yksipuolise-
na, eivat haluaisi monipuolistaa sitd. Vain 19,0 % vastaajista oli sita mielta,
ettda lukion matematiikan opetusta tulisi monipuolistaa. Ideoiksi ehdotettiin
esimerkiksi soveltuvuuden lisdamisté, kuten Poika P1: "matikassa voisi so-
veltaa jotakin asioita niin, etté ei olisi koko ajan peruslaskemista". Osa opis-
kelijoista saattoi kokea lukion matematiikan monipuolistamisen siten, etta
matematiikka muuttuisi hankalammaksi. Esimerkiksi kommentit "Miten se
voisi olla? Than tarpeeksi opiskeltavaa.'(Poika P3) ja "Riippuu miten moni-
puolisempaa'(Poika P8) tukevat tatd huomiota. Opiskelijat siis mahdollisesti
haluaisivat hiukan monipuolistaa matematiikkaa, mutta eivéit haluaisi tehda
siitd enda yhtadn tyoladmpéaa tai hankalampaa.

Tytoista 77,8 % ja pojista 66,7 % vastasi, etta kielentdminen auttaa hei-
td matematiikan oppimisessa ainakin osittain. Suurin osa kuitenkin vastasi
vaitteen pitavan silloin talloin paikkansa. Véitteen vastauksen keskiarvo koko
ryhmassa oli 3,05 ja keskihajonta 0,97. Keskiarvon perusteella opiskelijat ovat
hyvaksyneet vaitteen. Tytoista ainoastaan 2, eli 22,2 %, sanoi kielentdmisen
auttavan heitd ainakin paasaantoisesti. Tasmaélleen saman verran tytoistéa
vastasi, etta véite ei pida paasaantoisesti paikkansa. Pojista taas 42 % vasta-
si véitteen pitavan padsaantoisesti paikkansa. Ongelmana osassa vastauksista
on selked kasitteen vaarinymmarrys. Osa opiskelijoista on ymmértéanyt kasit-
teen matematiikan kielentdminen tarkoittavan ainoastaan luonnollista kielta.
Nain ollen he eivat ole ymmartaneet, ettd yksi matematiikan kielentamisen
tapa on matematiikan symbolikieli. Opiskelijoille selitettiin kielentamisen ka-
site, mutta selvasti asian olisi voinut tehda vield selkeimmaksi. Esimerkiksi
Tytto T4 vastasi, etté kielentdminen ei padsdantoisesti auta hanta ja peruste-
luksi han kirjoitti: "jos on tarpeeksi vélivaiheita laskussa, en née tarpeellisena
kirjoittaa sanoilla viereen mita on tehty". Néin ollen tata tutkimuksen tulosta
voidaan pitad suuntaa antavana, mutta ei taysin luotettavana. Osa opiskeli-
joista koki, etteivat kielentamistehtévat auta heita, koska esimerkiksi "jotkut
asiat on vaikea kirjoittaa sanallisesti’(Poika P2). Néin ollen he kokivat, et-
teivat osanneet kurssin aikana tehtyja kielentamistehtavia eli kielentdaminen
ei auttanut heita.

Vaite "kielentdmistehtévit auttavat muita oppimaan matematiikkaa pa-
remmin'oli osalle opiskelijoista haastava. 57,1 % vastasi tasmalleen saman
vastauksen kuin véitteeseen, sopiiko kielentdmistehtavét heille itsellensa. Toi-
saalta 9.5 % jatti vaitteeseen vastaamatta. Lisdksi vastaustilanteissa osa opis-
kelijoista kysyi, mistd he voivat tietdd, mikd auttaa muita oppimaan. Osa
vastasi taas, ettd kielentaminen auttaa heitd pdasaantoisesti oppimaan ma-
tematiikkaa paremmin, mutta vastasi, ettd muita se auttaa ainoastaan sil-
loin talldin. Néin ollen kysymyksen asettelu ei ollut vélttaméattd paras mah-
dollinen, tai sitten opiskelijat eivit aidosti pystyneet tietdméaén, mika aut-
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taa muita oppimaan ja miké ei. Kaikki tytot vastasivat kielentdmistehtéavien
auttavan ainakin osittain muitakin, kun taas pojista 66,7 % oli tata mielta.
Viitteen vastausten keskiarvo koko opiskelijaryhmélla oli 3,42 ja keskiha-
jonta 0,77. Koska keskiarvon perusteella vaite on hyvaksytty, opiskelijoiden
mielesta kielentaminen voi hyodyttaa muita, vaikka itse he eivat koe hah-
mottavansa tehtdvia paremmin kielentamisen avulla.

Suurin osa opiskelijoista koki, ettd kielentamistehtévat ovat tyolaampia
kuin tavalliset tehtavat. Tyttojen ja poikien valisissa vastauksissa ei ollut
suuria eroja. Tehtavéat olivat tyoladmpia, koska esimerkiksi osan opiskelijois-
ta ajatus katkeaa, kun joutuu kirjoittamaan laskemisen sijasta. Toisena tyo-
taakkaa selittavina tekijand mainittiin se, ettd sanallisen perustelun mietti-
miseen kuluu kauemmin aikaa kuin symbolisen kielen kirjoittamiseen.

Opiskelijoista 71,4 % vastasi kiayttdvansd mahdollisesti kielentdmisté jat-
kossa tehtéavia ratkaistessaan. Prosenttiluku on tdsmaélleen sama kuin vait-
teessa "kielentamistehtavat auttavat minua oppimaan matematiikkaa parem-
min". Nain ollen opiskelijat vastasivat kahteen samankaltaiseen kysymykseen
samalla tavalla, joten voidaan paételld opiskelijoiden vastanneen kysymyksiin
harkiten. Myos tyttojen ja poikien vaitteen hyvaksymisprosentit molemmissa
véitteissa ovat tasmalleen samat.

6.1.2 Opiskelijoiden kisitys kimmentietokoneista ja heis-
ta sen kayttiajana

Taulukossa 6.2 esitelladan loppukyselyn ne tulokset, joiden aihealueena oli
kammentietokone. Itse kyselylomakkeessa kéytettiin sanaa laskin puhuttaes-
sa kammentietokoneesta, mutta opiskelijat ovat tienneet kyselyyn vastates-
saan, ettd kysymys on kurssin aikana kaytetystd symbolisesta laskimesta eli
kammentietokoneesta. Kuitenkin taulukossa on muunnettu tutkielman
yhtenaisen linjan vuoksi sana laskin kimmentietokoneeksi.

Opiskelijat pitévit itseddn tutkimuksen mukaan hyvina laskimen kéyt-
tajina. Opiskelijoista 95,2 % hyviksyi véitteen ainakin osittain. Keskiarvo
oli korkea 3,71 ja keskihajonta 0,78. Keskiarvon perusteella vaite hyvaksyt-
tiin. Tytoista yhtd lukuun ottamatta kaikki ja pojista kaikki hyvaksyivét
tdméan vaitteen ainakin osittain. Tama tukee sita, etta suurimalla osalla on
oma kammentietokone ja he ovat kayttédneet sitd jo usean kurssin ajan, eli
perustaidot ovat varmasti suurimmalla osalla hallinnassa. Toisaalta kenelle-
kaan kurssin opiskelijalle kimmentietokone ei ollut vieras, eli jokainen oli
kayttanyt sitd jo aikaisemmin.

Léahes jokaisella oppitunnilla katsottiin ohjatusti kimmentietokoneen jon-
kinlainen ominaisuus. Myos kotona opiskelijoiden tuli tutkia kdmmentieto-
koneiden ominaisuuksia. Nain ollen oli odotettavaa, ettd opiskelijoiden kam-
mentietokoneen kayttotaidot kehittyivéit kokeilun aikana. Néain myo6s vastasi
76,2 % opiskelijoista. Kyselyn mukaan poikien kayttotaidot eivit kehitty-
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Taulukko 6.2: Opiskelijoiden kasitys kammentietokoneista sekd heistd sen
kayttajana. Prosenttiosuuden kertovat, kuinka moni opiskelijoista hyviksyi
véitteen (V) tai avoimen kysymyksen (A).

Tytot Pojat Yhteensa

KAMMENTIETOKONE n=9 n=12 n=21
V: Osaan kayttda hyvin kimmen- | 88,9 % | 100,0 % | 95,2 %
tietokonetta. (11,1 %) | (0 %) (4,8 %)

V: Kammentietokoneen kayttotai- | 88,9 % | 66,7 % | 76,2 %
toni kehittyivat taman kolmen vii- | (11,1 %) | (33,3 %) | (23,8 %)

kon aikana.
V: Kammentietokone auttaa mi- | 100,0 % | 75,0 % [ 85,7 %
nua hahmottamaan tehtavia. (0 %) (25,0 %) | (14,3 %)

V: Tehtdvat, joissa saa kayttaa | 88,9 % | 83,3 % | 85,7 %
kiammentietokonetta apuna, ovat | (11,1 %) | (16,7 %) | (14,3 %)
minulle helpompia kuin tehtéavat,
joissa kammentietokoneiden kayt-
t0 on kiellettya.

V: Kammentietokone on vain tyo- | 11,1 % [ 50,0 % | 33,3 %
kalu, jolla sddstyy padssilaskuvai- | (88,9 %) | (50,0 %) | (66,7 %)
vailta.
A: Onko laskinten kayttod liikaa | 11,1 % | 16,7 % | 14,3 %
matematiikan tunneilla yleensd? | (77,8 %) | (83,3 %) | (81,0 %)
A: Oliko talla kurssilla liikaa las- | 11,1 % | 25,0 % | 19,0 %
kinten kayttod matematiikan tun- | (77,8 %) | (75,0 %) | (76,2 %)
neilla?
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neet yhta paljon kuin tyttojen. Tamén osittain selittdd esimerkiksi se, ettéa
osa pojista koki osaavansa jo kurssilla kaytiavat kimmentietokoneen ominai-
suudet tai he kokivat pystyvansa oppimaan ne itsenéisesti kotona. Hajonta
kysymyksessa oli 1,17 ja keskiarvo korkea 3,48, eli viite hyvaksyttiin.

Opiskelijoista 85,7 % vastasi, ettd kimmentietokoneen avulla he hahmot-
tavat tehtdvid paremmin. Kaikki tytot ja pojista kolme neljéstd hyvéksyi
véitteen. Osa oli lisinnyt vastaukseensa, ettd heiddn mielestdan kammentie-
tokone auttaa erityisesti kuvaajien hahmottamisessa. Vastausten keskiarvo
oli 3,71 ja keskihajonta 1,10. Keskiarvon perusteella opiskelijat siis hyvéksyi-
vat vaitteen.

Opiskelijat kokivat ilman kdmmentietokoneen apua ratkaistavat tehtéavat
vaikeammaksi kuin tehtavat, joissa kyseisen apuvalineen kaytto oli sallittua.
Koko opiskelijaryhmaésta 85,7 % vastasi tehtavien, joissa saa kiyttada kam-
mentietokonetta, olevan helpompia kuin ne, joissa sen kayttd on kiellettya.
Kuitenkin keskihajonta oli suhteellisen suuri, 1,15, ja keskiarvoksi saatiin
3,67. Viite siis hyvaksyttiin. Tama on mielenkiintoinen tulos siiné suhteessa,
etta yleensa tehtavat, joissa kammentietokone on sallittu, ovat soveltavam-
pia kuin tehtédvét, joissa kdmmentietokoneen kéiyttdé on kielletty. Opiskeli-
jat mahdollisesti tuntevat olonsa turvallisemmaksi saadessaan kayttaa apu-
vélinetta, koska sen avulla he pystyvat esimerkiksi tarkastamaan laskunsa
oikeiksi, kun taas ilman kdmmentietokonetta he eivit véilttamaéattd huomaa
esimerkiksi huolimattomuusvirheita yhta herkésti. (vrt. [26])

Tyttojen ja poikien mielipide jakautui selvasti erilailla vaitteessa, jonka
tarkoituksena oli pohtia kdmmentietokonetta ainoastaan tyokaluna, jonka
avulla sdastyy paassalaskuvaivalta. Puolet pojista oli sita mielta, etta heilla
kdmmentietokone on ainoastaan tita varten. Tytoistd taas 88,9 % hylkési
véitteen ja nain ollen heille kimmentietokone merkitsee muutakin. Hajonta
taman vaitteen vastauksissa oli 0,85 ja keskiarvo 2,29. Keskiarvon perusteella
opiskelijat siis hylkasivat vaitteen.

Ainoastaan 14,3 % vastasi, ettd aikaisemmilla matematiikan kursseilla on
ollut litkaa kdmmentietokoneiden kéayttod. Opiskelijoiden osuus kasvoi hie-
man, kun kysyttiin, kiytettiinko taman tutkimuksen aikana liikaa aikaa kam-
mentietokoneen kiayton opetteluun. Opiskelijoista 19,0 % oli sitd mielté, ettéa
vihempikin aika olisi riittdnyt. Osa opiskelijoista perusteli tata nakokantaan-
sa esimerkiksi silld, etta heistd kimmentietokonetta ei ole vaikea kayttaa, eli
he pystyisivat opiskelemaan kyseiset asiat myos kotona. Toisaalta osa opis-
kelijoista sanoi osaavansa asiat jo, jolloin tunneilla toistetaan asiat, jotka he
jo osaavat. Osa koki tylsdnd myos sen, ettd kimmentietokoneen opettelussa
vékisinkin tulee asioita toistettua, eli jo kerran koulussa opiskeltu asia tois-
tetaan uudestaan. Kuitenkin suurin osa opiskelijoista oli ehdottomasti sitéa
mielta, etta oli hyva, etta tunneilla opiskeltiin kimmentietokoneen kayttoa,
ja he kokivat hyotyneenséa sen osalta kokeilun kolmesta viikosta.
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6.2 Loppukoe

Loppukokeen analysointiin valittiin kaksi mielenkiintoista tehtavaa, joiden
erilaisia vastauksia analysoitiin. Ensimmaisen tehtdvin tekee mielenkiintoi-
seksi se, etta se oli loppukokeen ainoa tehtavé, jossa kdmmentietokonetta
ei saanut kayttaa apuvilineena. Toisaalta loppukokeen tehtavd numero 3 on
mielenkiintoinen siksi, ettd tehtdvanannossa on pyydetty avaamaan sanal-
lisesti ratkaisun valivaiheita auki. Loppukokeen tarkoitus oli testata kurs-
sin lopussa opiskelijoiden trigonometristen funktioiden osaaminen. Loppukoe
on liitetty tutkimukseen liitteeksi 2. Vaikka kurssiin kuului myos lukujono-
jen osuus, opiskelijoille pidettiin lukujonojen osuuden jalkeen téta aihealuet-
ta kasitteleva koe, minka vuoksi tdma kurssin lopussa jarjestetty loppukoe
ei sisdltanyt lainkaan lukujonoja. Kuitenkin lopullisessa kurssiarvosanassa
huomioitiin myo6s lukujonojen osuus. Lopullinen arvosana saatiin laskemal-
la ensimmaisen osuuden ja loppukokeen pisteet yhteen. Koska lukujonojen
osuudessa oli ollut jo yksi erittdin haastava tehtéva, tdhian kokeeseen ei tar-
vinnut sellaista enaé tehda. Néin arvosteluasteikko pysyi kohtuullisena koko
kurssin nakokulmasta. Loppukokeen keskiarvo oli 17,1 ja maksimipistemaéra
30. Keskihajonta kokeessa oli 8,2. Loppukokeen pistemaéraén lisattiin mah-
dollisesti hyvin tehdyistéd projektitehtavista 0-5 pistetta. Itse loppukoe oli
kaksiosainen, eli ensimmainen tehtéava oli pakollinen ja se ratkaistiin ilman
kammentietokonetta, minka jalkeen loput nelja tehtavaa viidesta ratkaistiin
siten, ettd apuvalineend sai olla myos kimmentietokone. Taulukkokirja sai ol-
la koko kokeen ajan opiskelijoilla apuvélineené. Jokainen tehtéavé arvosteltiin
pistein 0-6.

Loppukokeen alussa opiskelijat kielensiviat enemmaén kuin lopussa. Loppu-
koe oli opiskelijoiden mielestéa pitkéa, mika voi osaltaan vaikuttaa siihen, etta
ajan lahestyessa loppua, myo6s valivaiheet ja luonnollinen kieli jéi helposti
pois. Toisaalta ennen kokeen alkua opiskelijoita kannustettiin perustelemaan
mahdollisimman selkeédsti ratkaisunsa, joten voi myo6s olla, ettd ensimméi-
sissé tehtavissa tamé oli vield hyvin muistissa. Toisaalta voi myo6s olla, ettéa
tehtdvien mennesséd vaikeammiksi, myos perusteluiden kirjoittaminen muut-
tui hankalammaksi.

Ensimmaéinen tehtava kuvassa [6.1] tuli tehdé ilman kammentietokonetta.
Kurssin aikana ei tehty erillisid tehtéavié, joissa olisi kielletty kdmmentietoko-
neen kaytto. Opiskelijoille on kuitenkin ollut jo aikaisemmilta kursseilta tut-
tua, etta kurssikoe rakentuu tehtavista, joissa kimmentietokonetta voi kayt-
tda ja tehtdvista, joissa ainoastaan taulukkokirja on sallittu. Ensimmaéisen
tehtavan keskiarvo oli 4,3 ja keskihajonta 1,2. Tulosta voidaan pitda pienoi-
sena pettymyksend, koska tehtavan ensimmaiset kaksi kohtaa olivat pelkkaé
derivointia. Kolmas kohta oli yksinkertainen, koska taulukkokirja oli opis-
kelijoilla kaytossa koko ajan. Viimeisessd kohdassa ei haluttu derivoinnilla
ratkaisua, miké sai osan opiskelijoista hamilleen. Kuitenkin tdméankaltaisia
tehtavia oli harjoiteltu tunnilla ahkerasti. Opiskelijat olivat hyvin yksimieli-
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1. a) Derivoi funktio t(x) = = (1p)

tﬂ.ﬂx-
b) Derivoi funktio y (x) = 3 cos?(2x). (2p)
c) Laske funktion arvo, kun @ = 45° ja gla) = sin(2a) + cos®a. (1p)

Tt

d) Vuorovettd voidaan mallintaa kayttaen funktiotas(t) = 4 sin (?) +18,

missd s(t) kertoo hetkelld t meren etdisyyden loma-asunnostasi. Mikd on
funktion suurin ja pienin arvo? Kuinka suuri meren liikettd kuvaavan funktion
jaksoon? Paattele ilman derivaattaa. (2p)

Kuva 6.1: Loppukokeen tehtédva numero 1.

sia siita, ettéd tehtavat, joissa kiimmentietokoneen kiytto on rajoitettua, ovat
haastavampia kuin tehtévat, joissa kdmmentietokoneen kaytto on vapaata.
Ensimméinen tehtéva ei poikennut siita, mihin opiskelijat olivat aikaisemmil-
la kursseilla tottuneet tehtéavissa, joissa kammentietokonetta ei saa kayttaa.
Vaikka opiskelijat kokivat tamén tehtavan mahdollisesti haastavampana kuin
osa kokeen muista tehtavista, pistekeskiarvo oli kokeen tehtéavisté suurin.

Ensimmaisessa tehtavéssa opiskelijoille tuli paljon huolimattomuusvirhei-
td. Ainoastaan kaksi opiskelijaa onnistui saamaan taydet kuusi pistetta. Al-
haisimmillaan tehtévisté saatiin kaksi pistetta (kolme opiskelijaa). Opiskeli-
jat tekivat ensimméisen tehtdvan kayttéden paljon vélivaiheita ja moni selos-
ti luonnollisen kielen avulla tehtavan ratkaisua. Eniten opiskelijat kayttivat
kommenttimallia ratkaisuissa, silld sitd oli kdyttanyt 12 opiskelijaa. Tastéa
esimerkkina kuva [6.2] jossa Tyttd T7 on kirjoittanut ratkaisunsa vélivaiheet
sekd matematiikan symbolikielelld etta luonnollisella kielelld symbolikielen
viereen.

Kuva 6.2: Tytto T7:n ensimmaéisen tehtavan a-kohdan ratkaisu, joka noudat-
taa kommenttimallia.

My6s muitakin malleja kédytettiin tasaisesti. Ainoa malli, jota opiskeli-

jat eivat kédyttaneet kokeessa, oli paivakirjamalli. Téméa on toisaalta odo-
tettavaa, koska koevastauksen rakenne on tarkkaan harkittu eikd niinkadn
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Kuva 6.3: Tytto T4:n ensimméisen tehtdvan d-kohdan ratkaisu, jossa alussa
selostetaan luonnollisen kielen avulla tehtavéin ratkaisu, jos apukeinona olisi
saanut kdyttad derivointia.

tajunnanvirtaa. Loppukyselyn ja loppukokeen kielentamisen vélille 16ytyi yh-
teys. Opiskelijat, jotka vastasivat, etteiviat hyody kielentamisestéa, eiviat myos-
kadn todenndkoisemmin kielentdneet loppukokeessa. Heiddn mallinsa nou-
datti standardimallia, mutta osassa matematiikan symbolikieli oli myos rii-
suttu minimiin. Kuitenkin tésté oli myos poikkeuksia. Osa opiskelijoista, jot-
ka vastasivat, ettei kielentaminen auta heita ja he eivit tulevaisuudessa tule
kayttaméan kielentdmista apuna tehtavien ratkaisussa, kielensi ensimmaises-
sé tehtavissd hyvin tarkasti myos luonnollista kieltd apuna kayttden. Kos-
ka kohdassa d oli tehtavinantona ratkaista tehtdva ilman derivaattaa, osa
opiskelijoista kirjoitti luonnollisen kielen avulla, miten he olisivat ratkaisseet
derivaatan avulla tehtédvan. Kuitenkin tehtévad oli yritetty tamén jalkeen
ratkaista myos ilman derivaattaa, mutta vaihtelevalla menestyksella. Kuvas-
sa Tytto T4:n d kohdan tehtévan alku. Opiskelijat ovat nain tehdessdan
selkedsti ajatelleet, etta ratkaisuksi ei kavisi matematiikan symbolikielell&a
derivoiminen, mutta ovat kokeilleet, onnistuisiko lisapisteiden saaminen kir-
joittamalla luonnollisella kielelld toisen ratkaisun malli.

Loppukokeen tehtavd numero 3 on esitetty kuvassa[6.4} Tehtévééan oli teh-

gin®x

3. Maérita funktion fx) = suurin ja pienin arvo, kun 0 < x = .

coEx+2
Kirjoita valivaiheita myds sanallisesti auki. Likiarvoista saa 5 pistettdja

tarkoista arvoista 6 pistetta.

Kuva 6.4: Loppukokeen tehtavd numero 3.

ty kompastumisen paikka, silla tarkoista arvoista oli jaossa kuusi pistetta ja
likiarvoista ainoastaan viisi pistetta. Pelkastddn kdmmentietokonetta kayt-
tamalla paatyi helposti likiarvoon, silld tehtavassa on monta vélivaihetta. Ai-
noastaan kaksi opiskelijaa teki kuuden pisteen suorituksen téssa tehtévassa.
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Tehtavan pistekeskiarvo oli 3,1 ja keskihajonta 1,8. Vaihteluvéli oli 0-6 pis-
tetta. Tehtdvanannossa pyydettiin erikseen kirjoittamaan myos sanallisesti
vélivaiheita auki. Kuitenkaan arvostelussa ei vahennetty pisteita, jos pyyn-
toa ei ollut noudatettu. Toisaalta hyvista ja selkeista ajatuksista, jotka oli
kirjoitettu paperille, saattoi saada pisteita. Tehtavin vastauksen saa suoraan
kammentietokoneen avulla, mutta pelkké ratkaisun antaminen ei riittanyt
tdysien pisteiden saamiseen.

Tehtava itsessaén oli melko pitké ratkaista, jos kirjoitti paljon valivaihei-
ta ndkyviin. Osittain varmasti tdma ajoi myos minimaaliseen luonnollisen
kielen kayttoon, koska matematiikan symbolista kielta tuli kéyttaa tehté-
véssa paljon. Taman tehtédvan ratkaisuissa suosittiin standardi-, kertomus-
ja kommenttimallia. Kun ensimmaisessa tehtévassa suurin osa opiskelijoista
kaytti kommenttimallia, nyt erityisesti kertomusmalli oli suosiossa. Tehtava
kolme oli ensimmainen tehtéva, jossa alkoi nakya kurssin opettajan kielen-
tdmisen vaikutus erityisen selkedsi. Oppituntien esimerkeissé opettaja kéytti
paljon myos tunteita kuvaavia ilmauksia tehtavin ratkaisun viereen kuten
"jipii, yksi ratkaisu 16ytyi'"tai "hmm, mitka néisté ratkaisuista kelpaavat ta-
hén tehtavdan'. Ilmauksia voitaisiin pitda péivéakirjamalliin sopivana, mutta
muuten tehtéva ei noudattanut paivakirjamallille tyypillistd runkoa. Esimer-
kiksi Poika P12 unohti tehtavin alusta méarittelyjoukon, joten héan lisési sen
tehtavan puoleen viliin, kuten kuvassa huomataan. Kyseinen opiskeli-

Kuva 6.5: Poika P12:sta tehtdavin kolme ratkaisun osa, jossa han méarittaa
tehtavan alusta unohtuneen maérittelyjoukon.

ja vastasi kysymykseen kielentamisen kaytostéa jatkossa jyrkalld mielipiteella
"en varmasti'. Kuitenkin tehtavan ratkaisusta nikee, etta kielentdminen tulee
melko luonnostaan opiskelijalta tietyissa tilanteissa.

6.3 Opiskelijoiden kirjallinen kielentaminen

Osalla opiskelijoista oli suuria vaikeuksia tuoda ratkaisuun mukaan myos
luonnollista kieltéa. He toivat sen esille itse kirjoittamalla, etta kielentaminen
tuntuu vaikealta. Toisaalta hankaluus myos nakyi opiskelijoiden tuotoksista.
Osa ei kurssin aikana kéyttanyt luonnollista kieltd muuten kuin puhtaissa
kielentamistehtéavissd. He eivat esimerkiksi projektitehtédvissddan kuvanneet
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tehtavanannonmukaisesti tarkasti eri ratkaisun vaiheitaan, vaan noudattivat
enemmankin standardimallia. Namé opiskelijat kokivat kielentdmisen heille
hyodyttomaksi ja osalle saattoi jaada epaselvaksi jopa kasite matematiikan
kielentaminen.

Toisaalta osalle opiskelijoista kirjallinen kielentéminen ei tuottanut min-
kaanlaista haastetta, vaan heille oli hyvin luontaista ja helppoa kuvata ma-
tematiikan symbolikieltd myos kahdella muulla kielella. Heidén perustelun-
sa sekd matematiikan symbolikielelld etta luonnollisella kielelld ovat hyvin
tarkkoja ja luonnollisessa kielessa on kéytetty oikeita matematiikan termeja.

Kun opiskelijat joutuivat kayttaméan itse tutusta symbolikielestd poik-
keavaa kieltd, myos heidédn ajatusten ja kasitteiden virheellisyys tuli parem-
min esille. Esimerkiksi kasitteitd arvojoukko ja maarittelyjoukko kéytettiin
monissa opiskelijoiden ratkaisuissa siten, etta voitiin olettaa opiskelijan luul-
leen sanojen tarkoittavan samaa asiaa. Kurssin aikana oli kotitehtavia, joissa
kammentietokone antoi jonkinlaisen vastauksen ja opiskelijoiden tuli pohtia,
mistd tamé ratkaisu tulee. Néaissé tehtavissa opiskelijoiden selityksista néki,
kuinka opiskelija saattaa muodostaa teorian asiasta, joka on enemménkin
havainto.

Kun opiskelijoiden tuli selittaéd, mita tehtévassa tulee tapahtumaan seu-
raavaksi tai mita ratkaisussa on tapahtunut, he kayttiviat verbien passiivi-
muotoa. Kuitenkin tehtédvan ratkaisun luonnollisessa kielessé saattoi ilmes-
tyé jossain vaiheessa tekija "mina". Mita vapaammat kédet opiskelijoille an-
toi selityksen suhteen, sitd enemmén he alkoivat kayttaa tekijaéd ratkaisussa.
Kuvassa [6.6] tehtévin ratkaisija on kdyttanyt alusta asti tekijana itsednsa.
Toinen mielenkiintoinen huomio on puhekielen kaytto ratkaisuissa. Opiskeli-

Kuva 6.6: Tytto 5:n projektitehtava ykkosen c-kohdan ratkaisu.

jat eivit pyri kirjoittamaan &idinkielellisesti oikein, vaan ennemminkin pyr-
kivét kirjoittamaan juuri niin kuin ajattelevat asian ratkaistessaan tehtavaa.
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6.4 Kurssin opettajan haastattelu

Kurssin vastuuopettajana toimi Timo Ojansivu. Hanen haastattelunsa to-
teutettiin sahkopostin valitykselld. Haastattelun tarkoitus oli saada vastuu-
opettajan nidkemys kenttakokeilusta seké kysya hanen mielipidettaan siité,
miten opiskelijat suhtautuivat kielentdmisen harjoitteluun. Ainoastaan nel-
ja taman tutkimukseen osallistuneista ei ollut osallistunut aiemmin hanen
kursseilleen. Noin puolet tutkimukseen osallistuneista opiskelijoista oli ollut
jo aikaisemmin Ojansivun kursseilla useammin kuin kerran, eli opettaja tun-
si heidat jo kurssin alussa varsin hyvin. Koska kurssilla kasiteltiin lukujonot
ennen tata tutkimusta, oli opettaja ehtinyt jo rauhassa tutustumaan opiske-
lijoihin usean viikon ajan ennen itse kenttakokeilua. Néin ollen han oli saanut
jo jonkinasteisen kuvani heidén tyoskentelystdan ja motivaatiostaan.

Kenttékokeilun ja tutkimukseen osallistumisen Ojansivu koki miellyttéava-
né ja innostavana. Han ei kokenut tyolaaksi toteuttaa minun suunnitelmiani.
Héan koki tutkimuksen aiheen helposti myohemmin opetuksessa hyédynnetté-
viksi. Kenttakokeilun my6té syntynyttd materiaalia Ojansivu aikoo kayttaa
myohemmin opetuksessaan hyodyksi. Lisédksi han koki antoisana tutkimuksen
myota kaydyt keskustelut esimerkiksi kdytannon toteutuksista. Kémmentie-
tokoneen kayton suunnittelua hin piti myos opettavaisena. Ojansivu ei itse
ole nahnyt opiskelijoiden vastauksia kenttékokeilusta, mutta hédnen mieles-
tdan noin puolet innostui kokeilusta, minké johdosta he olivat valmiita teke-
maan enemmén toitd kuin normaalisti toteutetun kurssin aikana. Osasyyksi
sithen, ettéd kaikki eivat innostuneet kokeilusta, hén tarjoaa esimerkiksi sen,
etta kenttakokeilu vaati opiskelijoilta paljon ylimaaraista tyota.

Ojansivun mukaan hén ei ollut ennen tutkimukseeni osallistumista tar-
kasti perilla késitteestd matematiikan kielentaminen. Kuitenkin han on kie-
lentédnyt ainakin jonkin verran omasta mielestddn aikaisemmin opetukses-
saan. Tata tukee myos kenttékokeilusta saadut tutkimustulokset. Esimerkiksi
itse huomasin seuratessani tunteja kurssin lukujonojen osuudessa, jossa tama
kenttéakokeilu ei ollut vield alkanut, Ojansivun kayttavan kommenttimallille
tyypillista rakennetta tuntiesimerkkien lapikdynnissé. Lisaksi hén on kayt-
tanyt itse lanseeraamaansa matematiikan sisdistd kielentamista. Talla héan
tarkoittaa matemaattisten ratkaisumallien vertaamista keskenaén, mitké si-
nénsé eivat liity toisiinsa matemaattisesti, mutta joiden vertaaminen saattaa
auttaa osaa opiskelijoista hahmottamaan uutta asiaa paremmin. Esimerkki-
né tallaisesta vertaamisesta Ojansivu nostaa yhtélot sin(2z + 1) = sin0, 35
ja 42Tl = 4935 Han haluaa kiyttad myos jatkossa matematiikan kielenté-
mista hyodyksi opetuksessaan. Osittain tahdn voi vaikuttaa se, etta hanelle
matematiikan kielentdminen oli jo jossain méaarin tuttua ennen tutkimus-
ta. Tulevaisuudessa Ojansivu aikookin kayttéda kielentamistéd opetuksessaan
myos tietoisesti eikd ainoastaan vaistonvaraisesti, kuten han on aikaisemmin
kokenut kédyttaneensa.

Kéammentietokoneiden kayttoa Ojansivu sanoo opettaneensa melko pal-
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jon. Sammon keskuslukiolaisista ldhes jokaisella pitkdn matematiikan opiske-
lijalla on kdmmentietokone ja lopuille on mahdollista tarjota tuntitilanteita
varten harjoitteluun kyseinen laite. Témén vuoksi héan kokee osittain myos
velvollisuudekseen opettaa niiden kayttoa, koska miksi muuten opiskelijat
olisivat hommanneet kalliin laskimen, josta myos ylioppilaskirjoituksissa on
suuri etu. Kenttikokeilussa han kuitenkin koki pohtineensa minun kanssani
enemman kuin tavallisella kurssilla kimmentietokoneen kéayton niveltdmis-
td4 muuhun opetukseen. Tulevaisuudesta kammentietokoneiden kayton suh-
teen Ojansivu ei ole tdysin varma, silld esimerkiksi uudistuvat ylioppilaskir-
joitukset ja uusi opetussuunnitelma tulevat lopullisesti vasta maaradmaan
kdmmentietokoneen roolin lukio-opetuksessa. Kuitenkin han suhtautuu mal-
tillisesti kdmmentietokoneiden kayttoon, silld hdnen mielestdén sille ei saa
antaa hallitsevaa asemaa vaan sen pitdd ennemminkin tukea matemaattista
ajattelun kehittymisté ja eldvoittad opetusta. Toisaalta Ojansivu sanoo kam-
mentietokoneiden kéyton opettelun lisaéntyneen hanen oppitunneillaan koko
ajan ja kenttdkokeilun vain vahvistaneen taté kehitysta.

6.5 Kolme erilaista opiskelijaa

Seuraavaksi tarkastelussa on kolmen opiskelijan suoritukset. Tarkoitus ei ol-
lut luoda ryhmié, johon jokainen luokan opiskelija kuuluisi, vaan eritella eri-
laisia yksiloité ja heidan suorituksiaan ja kokemuksiaan matematiikan kielen-
tamisestd. Opiskelijoiksi valikoitui aktiivisia opiskelijoita, koska vain heilté
saatiin analysoitavaa aineistoa.

6.5.1 Tytto T8

Tytto T8 on aikaisemmilla kursseilla saanut arvosanoja hyvésta erinomai-
seen. Téaman kurssin lopullinen arvosana oli 10 eli erinomainen. Kurssin ai-
kana keratyista kotitehtévista laskettuna tyton aktiivisuusprosentti oli 82,6
%. Han palautti molemmat projektitehtévéit, joista han saikin nelja pistettd
lisaa hanen koepisteméaraansa, joka oli 29,5 pistettd. Talloin hanen koko-
naispisteensé nousi 33,5 pisteeseen, joka oli enemmaéan kuin trigonometrisen
funktioiden loppukokeen maksimipisteet. Tyttd T8 vastasikin, etta trigono-
metriset funktiot eivat olleet hankalia hanelle. Tytto T8 pitad itseadn hyva-
nd matematiikassa ja nauttii matematiikan opiskelusta. Oppitunneilla hén
ei ollut erityisen aktiivinen, mutta seurasi opetusta.

Ristiriitaisuus syntyy kuitenkin tytto T8:n vastauksista kielentamiseen
liittyviin kysymyksiin. Hdn on vastannut, etta kielentamistehtéavat eivat au-
ta hanta paasadntoisesti oppimaan matematiikkaa paremmin, koska hén ei
opi kirjoittamalla ja ajatus katkeaa, kun han kirjoittaa. Héin kuitenkin pitaa
piirtamisesté, koska ldhes jokaiseen tehtdvadn han on kayttanyt kuviokiel-
té, jos se vain mitenkdan sopii tehtdvanantoon. Esimerkiksi kuvassa hén
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on piirtdnyt projektitehtava 1:n (liite 3) a-kohtaan tilannetta selkeyttévan
kuvan, jossa hin kayttda vireja apuna havainnollistuksena. Tytto T8 kéayt-

Kuva 6.7: Tytto T8 projektitehtava ykkosen ratkaisun osa, jossa hén kayt-
tda kuviokielta selkeyttidakseen ratkaisuansa.

taa kuviokieltd, vaikka sité ei olisi erikseen tehtavéssa pyydetty (projektiteh-
tavéssa voidaan pitaa tehtavianantoon kuuluvana selventad mahdollisimman
hyvin ajatuksiansa). Han on selkedsti opiskelija, joka ei niinkdan opi kielen-
tamistehtavien luonnollisen kielen osuudesta, mutta joka oppii kuviokielel-
la. Nain ollen hdanen ratkaisuissaan on multisemiotiikkaa kuviokielen kautta
(vrt. Han itse kirjoittaa, ettei pida kirjoittamisesta ja on hidas siina, jo-
ka saa tuntumaan kielentamistehtavat tyoladmmilta kuin tavalliset tehtévat.
Tehtéavien ratkaisussa tdma nakyykin siten, ettd matematiikan symbolikielta
tai kuviokielta ei ole sdastelty, mutta luonnollista kielté 10ytyy minimaalisen
vahan.

Tytto T8 vastasi kammentietokonetta kasitteleviin kysymyksiin ja véit-
teisiin samalla tavoin kun moni tutkimukseen osallistunut poika. Han koki
osaavansa kédyttdaa kammentietokonetta hyvin, ei kokenut kéyttotaitojensa
parantuneen kolmen viikon aikana ja hanestd kammentietokonetta kéytet-
tiin ehka jopa liikaa, koska 'ei laskin ole niin vaikea'. Han oppii hahmot-
tamaan kdammentietokoneen avulla tehtavid, mika sopii esimerkiksi siihen,
etta kuviokieli tukee hidnen matematiikan oppimistaan. Kammentietokoneen
avulla han pystyy piirtdmaédn ja hahmottelemaan kuvia, joiden piirtaminen
kasin voisi tuottaa vaikeuksia. Tytto T8 on siis opiskelija, jolle on hyotyéa
kammentietokoneen kéytosta.

45



6.5.2 Poika P8

Poika P8 on kiinnostunut matematiikasta ja han on aktiivinen tunneilla. Vii-
meisesta viidestéd kurssista han on saanut arvosanaksi 10. Loppukokeesta héan
sai 26,5 pistettd, mutta molemmista projektitehtavista saadut viisi pistetta
auttoi hanet kokonaispisteisiin 31,5, joka oli enemman kuin maksimipiste-
maara. Hanen kotitehtdavien aktiivisuusprosenttinsa oli taysi 100 %. Han piti
trigonometristen funktioiden osuutta silloin télloin hankalampana kuin ai-
kaisempi hanen opiskelemansa pitka matematiikka. Han pitda itsednsé hy-
vana matematiikassa ja pitaéd sen opiskelusta. Silti han nédkee matematiikan
opetuksen silloin talloin yksipuolisena.

Poika P8 kuului selkedsti niihin opiskelijoihin, jotka sisdistivit erittain
hyvin, mitd matematiikan kielentaminen on. Hanelle ei tapahtunut kehitysta
kielentamisessa, silld jo ensimmaisisté keratyista kotitehtavista lahtien rat-
kaisuissa on kaytetty hyvin paljon sekd matematiikan symbolikielta, kuvio-
kielté etta luonnollista kieltd. Hanen ratkaisuistaan nakyy, ettd hén lahestyy
jokaista tehtdvaa multisemioottisesti eli kayttaen kaikkia kolmea kieltd mo-
nipuolisesti. Hanen mielestadn luonnollisen kielen kaytto tehtavissa on help-
poa. Han kertoo kayttaneensa haastavissa tehtavissé jo ennen tatéa tutkimus-
ta kielentdmista tehtdvan ratkaisuissa. Téma ilmeni myos kokeilun aikana,
silla mita hankalampi tehtavé oli, sitd enemmén Poika P8 kéytti luonnollis-
ta kieltd ja kuviokieltd symbolikielen tukena. Han ei koe kielentamistehté-
vida tyolaammiksi kuin muut tehtavat. Han kaytti loppukokeessa jokaisessa
tehtavissé paljon luonnollista kielta ratkaisun symbolisen kielen ohella. Seké
kommenttimalli ettd kertomusmalli esiintyvat hédnen ratkaisuissansa. Toisaal-
ta han esittad kaikki mallit paivéikirjamallin tyylisesti kirjoitettuna, eli han
kayttaa runsaasti puhekielté ja lisda tehtdvain kuulumattomia huomautuk-
sia. Toisaalta paivakirjamallissa kuviokielta ja luonnollista kielta kaytetaan
ratkaisijan joutuessa ongelman eteen. Poika P8 ei kuitenkaan yleensa kayté
luonnollista kieltd sellaisissa kohdissa, joissa voitaisiin ajatella hanen joutu-
neen ongelman eteen, vaan hén esimerkiksi kommenttimallin tyyliin selostaa
symbolisen kielen viereen ratkaisua luonnollisella kielella. Han selkeasti naut-
tii saadessaan kirjoittaa paperille ajatuksensa ja ratkaisunsa. Kuvassa on
loppukokeen tehtavin 6 alkupédatelmé, jossa poika P8 muodostaa itsellen-
sé pinta-alan funktion. Kuvasta voi ndhda hénelle tyypillistda huumorin
kayttoa tehtdvan ratkaisussa, kuten opettajalta lainattu lausahdus "alkaa
haiskahtaan matikka". My6s tunnetilaa kuvaava ilmaisu 16ytyy muodossa
"Jippiil!".

Tutkimuksessa ilmeni, ettd poika P8 pitda omia kammentietokonetaito-
jansa hyvina, mutta lukion alussa kyseinen apuvéline ei helpottanut hénen
oppimistansa. Han kertoo, ettd nykyadan kammentietokone tukee hénen oppi-
mistansa ja auttaa silloin talloin hahmottamaan tehtévia, mutta aluksi nain
ei ollut. Han teki kimmentietokoneen saatuaan virheen laskemalla kaiken sen
avulla, jolloin perussdannot unohtuivat. Hanen mielestdansa kurssilla ei kéy-
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Kuva 6.8: Poika P8:n loppukokeen tehtéva 6:n ratkaisun osa, jossa hén muo-
dostaa kysytyn pinta-alan funktion.

tetty liikaa aikaa kdmmentietokoneen kayton opettelemiseen ja han kokee
kammentietokoneen kéyttotaitojensa kehittyneen tutkimuksen aikana.

6.5.3 Tytto T5

Tytto TH on aikaisemmista matematiikan kursseista saanut suurimmasta
osasta tyydyttavan tai hyvian arvosanan. Han osallistui aktiivisesti tuntikes-
kusteluihin ja tamén kurssin tehtavista han palautti 82,6 %. Loppukokeesta
tytto TH sai 18,5 pistetta. Projektitehtavistd han sai nelja pistetta eli koko-
naispistemaara oli 22,5 pistetta 30:std. Nain ollen hanen lopullinen kokonai-
sarvosanansa on Kkiitettavé, eli hdn onnistui parantamaan suoritustansa ai-
emmista kursseista. Tytt6 Th:n mielesta trigonometristen funktioiden osuus
oli silloin talloin haastavampaa kuin muut matematiikan kurssit ja han pitaa
itsedan paasaantoisesti hyvana matematiikassa ja nauttii siitd paasaantoises-
ti.

Kielentamistehtavat auttoivat Tytto ThH:a huomaamaan, etta luonnolli-
sen kielen selityksen avulla hén oppii ja ymmaértad asiat paremmin. Héanen
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mielestadn kielentdminen auttaa héntd paljon ja hén kokee, ettéd siitd voi-
si olla myo6s muille apua. Tytto T5H ei koe kielentamistehtéavid tyoladmmiksi
kuin tavalliset tehtdvat. Han harjoitteli kurssin aikana paljon kielentamis-
té ja teki paljon harjoitustehtavié siihen liittyen. Aluksi hdnen ongelmanaan
luonnollisen kielen kanssa oli se, etta hén ei tiennyt mika "kelpaa'selitykseksi
tehtéaviin. Yksi syy hyvdan kurssimenestykseen on se, ettd kielentdmisteh-
tavat auttoivat hantd ymmaértamaan asian paremmin ja han oppi itselleen
sopivan tavan opiskella matematiikkaa. Luonnollista kieltd han kédytti eniten
kommenttimallin mukaisesti eli symbolisen kielen sivussa. Malli tytté TH:n
kielentémisestd on kuvassa [6.6]

Kémmentietokonetaitojaan Tytto TH ei pidd kovin hyvina, mutta koki,
ettd tamén kurssin kaltaisesta opetuksesta oli hénelle paljon hyotyéd. Han ko-
ki kurssilla hyvaksi sen, ettd kammentietokonetta opeteltiin myos oppitun-
neilla, koska kdmmentietokoneen kaytosta on hyva saada ohjeita, jotta siita
saa kaiken mahdollisen hy6dyn irti. Kémmentietokone auttaa hanta hahmot-
tamaan tehtavia. Lisdksi han kokee, etté tehtavét, joissa kammentietokone
on sallittu apuvéline, ovat helpompia kuin tehtavét, joissa kimmentietokone
ei ole sallittu.
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Luku 7

Pohdinta ja johtopaatokset

7.1 Johtopaatokset

Kokeilun aikataulu oli tiukka ja itse kenttéakokeilu oli aikajaksoltaan lyhyt.
Opetuskokeilun opiskelijajoukko oli pieni (n=21). Tuloksia ei voi suoran yleis-
tda tutkittavan joukon pienestd lukumaéarédsta johtuen, mutta tulokset ovat
sopusoinnussa aikaisempien tutkimusten kanssa (muun muassa [24], [20],
[23]). Nain ollen tuloksia voidaan pitdd suuntaa antavina. Kaikkia opiske-
lijoita luonnollisen kielen tuki ei auta oppimaan matematiikkaa paremmin.
Kuitenkin myos tassa tutkimuksessa 10ytyy yksiloita, jotka nakevét eri kielten
avulla matematiikan helpompana ja oppivat ymmartaméaan matematiikkaa
eri tavalla.

Joutsenlahti sai tutkimuksessaan yliopisto-opiskelijoiden kanssa tuloksen,
jossa opiskelijat pitivat kielentdmisestda enemman ja kokivat sen hyodyllisem-
méksi kuin tdmén tutkimuksen opiskelijat. [20] Tutkimuksia ei voida suoraan
kuitenkaan verrata, koska esimerkiksi tutkittavat poikkeavat idltaan ja koulu-
tusasteeltaan. Aihealueet, joita opiskellaan, saattavat erota toisistaan paljon.
Opiskelijat, jotka tédssa tutkimuksessa olivat mukana, nakivit jo ennen ko-
keilua kielentamisté oppikirjoissa ja aikaisemmilla oppitunneilla. Tata tukee
esimerkiksi lehtori Ojansivun haastattelu seka se, ettd Poika P8 oli 1o6ytanyt
luonnollisesta kielesta hanelle sopivan oppimistavan jo ennen kokeilun alkua.
Nain ollen opiskelijoilla ei valttamatta ollut kasitysta, milta nayttaisi ratkai-
su, jossa kéytetadn minimaalisesti matematiikan kielentamista. Kuitenkin
suurin osa opiskelijoista on sitd mielta, etta kielentdminen on hyodyllista ja
auttaa sekd heité itseddn ettd muita. Tutkimuksen alussa oletuksena oli, et-
t4 matematiikan kielentdminen auttaisi erityisesti aikaisemmin arvosanalla
hyva tai tyydyttava suoriutuneita opiskelijoita pitkan matematiikan oppimi-
sessa. Tutkimuksessa kuitenkin ilmeni, etté siitd on apua myos kiitettavasti
tai erinomaisesti suoriutuneille opiskelijoille, mutta myos valttévasti tai sita
huonommin suoriutuneille. Néin ollen toiseen tutkimusongelmaan "oppivat-
ko opiskelijat paremmin, kun he joutuvat tekemééan kielentdmistehtéavid niin
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sanottujen tavallisten tehtavien ohella?"saatiin vastaukseksi etta kylla osit-
tain. Tutkimuksessa nousi esille yksiloité, jotka kokivat oppivansa kielenté-
mistehtavien avulla paremmin ja suoriutuivat kurssista aikaisempia kursseja
paremmalla arvosanalla. Toisaalta kenttakokeiluun osallistuneista opiskeli-
joista loytyi myos niita, jotka eivat pystyneet parantamaan suoritustansa
kielentamistehtéavien avulla.

Toisaalta lukioon kohdistuvassa Joutsenlahden tutkimuksessa 93 % vas-
taajista havaitsi, etta vaikka kielentamistehtava ei valttamatta auta itsed,
muita se voi auttaa. [23] Taméan tutkimuksen vastaava prosentti oli 81,0 %.
Opiskelijoilla oli vaikeuksia hahmottaa tata kysymysté tai sitd, mista he voisi-
vat paitella mikd muita auttaa oppimaan. Tahan voi vaikuttaa muun muassa
se, ettd tassa tutkimuksessa kaytettavéa koulu on suuri lukio. Vaikka opettaja
tunsikin opiskelijat ennen kurssin alkua, opiskelijat eivat valttaméatta tunte-
neet toisiaan. Nain ollen opiskelijoille ei valttamatta muodostu kuvaa siité,
miten joku oman kaveripiirin ulkopuolelta voi oppia matematiikkaa, koska
jokaisella kurssilla on eri opiskelijat. Vaikka tunneilla oli erittdin hyva vuo-
rovaikutus, yksi kurssi on ajallisesti kuitenkin melko lyhyt, jotta opiskelijalle
jaisi kuva kaikista muista 20 opiskelijasta ja heidén oppimistyyleistdnsa. Oli-
siko lukiolaisen kuitenkin hyodyllista tietda, ettd matematiikassa on erilaisia
oppimistapoja aivan kuten muissakin aineissa? Nain ollen jokainen voisi 10y-
tdaa itsellenséd toimivan ja mielekkadn tavan opiskella matematiikkaa.

Tutkimuksessa osoittautui, ettd osalle opiskelijoista oli hankalaa kuva-
ta ratkaisutapaansa muuten kuin matematiikan symbolikielelld. He kokevat
muiden kielten kdyton tyolaammaéksi ja joskus jopa mahdottomaksi. Perus-
telut ovat paikoitellen hyvinkin vajavaiset ja heikot. Osassa ratkaisuista voi-
daan miettia, osaavatko opiskelijat ratkaista tehtdavan ulkoa tietylla tavalla
ja nayttad tdmén matematiikan symbolisella kielelld. Kun heidan tarvitsee
selittdd, miksi he tekevéit ratkaisuprosessissa jotakin, perustelu saattaa olla
aivan vaarilla termeilla kuvailtu tai osittain jopa virheellinen. Pelkkaa mate-
matiikan symbolikieltd kaytettaessa tama asia ei ilmene, joten opettajien pi-
tda kehittad opetustaan, jotta he pystyvat havaitsemaan ja korjaamaan opis-
kelijoiden késityksid. Néin ollen ensimmaéiseen tutkimusongelmaan saatiin
tutkimuksen aikana vastaus, etté opiskelijoiden taito kuvata matemaattista
ajatteluaan vaihtelee suuresti. Osa lukioikéisista pystyy kuvaamaan hyvin-
kin seikkaperéiisesti ajatteluaan, mutta osalle ajatuksien ilmaisu kirjallisesti
tuottaa vaikeuksia.

Tutkimuksen aikana opiskelijat pitiviat hyvana sita, ettd kimmentietoko-
neen kayttoa opeteltiin tunneilla. Tama tulos on linjassa Fauren ja Goari-
nin tekemén tutkimuksen kanssa. [24] Néin oletettiin myds ennen tutkimus-
ta. Tutkimukseen osallistuneiden opiskelijoiden mielestd kdammentietokoneen
avulla he hahmottavat tehtavia paremmin, jolloin my6s heidan matematiikan
osaamisensa kehittyy. Tama on tutkimuksen vastaus neljanteen tutkimuson-
gelmaan.

Viidenteen tutkimusongelmaan saatiin vastaukseksi, ettd lukiolaiset ko-
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kevat kimmentietokoneen kéyton harjoittelemisen luokkatilanteissa tarpeel-
liseksi. Tasta syystd kdmmentietokoneen kayton opettamista on syyta har-
kita opetettavaksi myos luokkatilanteissa nykyista enemman. Tutkimukseen
osallistuneiden opiskelijoiden kasitys tehtéavista, joissa kammentietokoneen
kaytto on rajoitettua, oli varauksellinen. Kuitenkaan tulokset eiviat muihin
loppukokeen tehtéviin verrattuna heikentyneet tehtavéssé, jossa kimmentie-
tokoneen kaytto oli kiellettyé. (vrt. [26])

7.2 Tutkimuksen luotettavuus

Realistisessa luotettavuusnakemyksessé tutkimuksessa pitda olla seké siséi-
nen ettd ulkoinen validiteetti ja reliabiliteetti. [44] Siséiselld validiteetilla
tarkoitetaan sita, kuinka hyvin tutkimus on onnistunut mittamaan asioi-
ta, joita oli tarkoitus mitata. [45] Ulkoisella validiteetilla tarkoitetaan tutki-
muksen tulkintojen ja johtopaatosten seka tutkimusaineiston vélisen suhteen
patevyytta. [44] Reliabiliteetilla tarkoitetaan tutkimusaineiston ristiriidatto-
muutta. [44]

Tutkimuksen ulkoista validiteettia heikentaé tutkittavan joukon pieni ko-
ko. Toisaalta sisdiseltd validiteetiltaan tutkimusta voidaan pitda varsin luo-
tettavana, koska tutkimusaineisto koostui padsiaantoisesti lukiolaisten omista
ndkemyksista. Nain ollen asianomaiset itse ovat arvioineet itse omaa tekemis-
tdan ja oppimistaan, mitd voidaan pitda luotettavuuden lisadjana. Yhtena
tutkimusongelmana oli kurssin materiaalin luominen. Tehtyd materiaalia voi-
daan pitad kurssin opetuksen kannalta hyoddyllisena, koska vastuuopettaja
ajatteli kayttad materiaalia ja oppimiansa asioita myos jatkossa. Osaa tutki-
musongelmista lahestyttiin triangulaation kautta, eli tutkimustulokset perus-
tuivat vastuuopettajan haastatteluun, tutkijan havainnointiin seka opiskeli-
joiden omaan nakemykseen itsestaén tai muista opiskelijoista. Tutkimuksen
luotettavuus kuitenkin karsii siina, etta tutkimusaineistosta kay ilmi opiske-
lijoiden ymmartaméttomyys matematiikan kielentdmisen kéasitteestd. Nain
ollen he eiviat ole pystyneet arvioimaan itseddan tédysin luotettavasti, koska
heidan arvio on perustunut viaaraan kéasitykseen oleellisesta kasitteesté.

Tutkimuksen reliabiliteetti on hyva, silla kaikki tutkimustulokset ainakin
osittain tukevat aikaisempia tutkimuksia. Tamé tarkoittaa, ettd samat tu-
lokset ovat eri tutkimuksissa toistuneet. Esimerkiksi Joutsenlahden tuoreen
yliopisto-opiskelijoille tekeméan tutkimuksen tulokset ovat hyvin samankaltai-
set kuin tdmén tutkimuksen. [20] Néin ollen eri havainnoitsijat ovat saaneet
tasmalleen samankaltaisia tuloksia. Tutkimustuloksista on siis 16ydettévisséa
toistettavuutta. Tutkimuksen reliabiliteettia on pyritty parantamaan useal-
la havainnointikerralla. Esimerkiksi loppukyselyssé samaa asiaa kysyttiin eri
muodoissa toistona.
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7.3 Pohdinta ja jatkotutkimusmahdollisuudet

Lukion matematiikan opetus on pisteessd, jossa sen on viistaméttd muok-
kauduttava vastaamaan muuttuneita ylioppilaskirjoituksia. Kun kaksiosai-
suus matematiikan ylioppilaskirjoituksissa astuu voimaan, opettajien on syy-
td muistaa, etta opiskelijat itse kokevat tehtavit, joissa kimmentietokoneen
kaytto ei ole sallittua, hankalammiksi kuin tehtavét, joissa kdmmentietoko-
netta saa kayttad. Tamé tukee Hongin, Thomasin ja Kiernan tutkimusta,
jonka mukaan varsinkin heikommat oppilaat turvautuvat kammentietoko-
neeseen ongelmanratkaisuissa. [27] Jos tehtéviin toisi multisemioottisen né-
kokulman, kimmentietokoneen térkeys opiskelijoille voisi vihentyé.

Jatkotutkimusmahdollisuuksia on monia. Koska tasta kenttakokeilusta
saadut tulokset ovat rohkaisevia, voisi kenttikokeilua laajentaa eli saman-
kaltaisen tutkimuksen voisi tehda suuremmalle joukolle opiskelijoita. Kam-
mentietokoneiden kayttoa luokkahuoneessa on Suomessa tutkittu suhteelli-
sen vahén, eli talta osin tutkimuksia tulisi yha jatkaa. Opiskelijat olisi hyvé
totuttaa matematiikan kielentdmiseen peruskoulussa, mutta myos lukiossa
heti ensimmaisista kursseista lahtien. Toisaalta kdmmentietokoneiden kay-
ton opetusta tulisi mahdollisesti lisata, minka vuoksi myos oppimateriaalien
tulisi vastata paremmin opetuksen vaatimuksia. Tutkimuksessa esille nousi
opiskelijoiden mielikuva siita, etté tehtavéit, joissa kimmentietokoneen kaytto
on rajoitettua, ovat hankalampia kuin tehtévét, joissa apuvélineiden kéytto
on vapaampaa. Mielenkiintoista olisikin tutkia, onko tama yleisempi kasitys
lukiolaisten keskuudessa. Mista tallainen ndkemys heille syntyy ja mika mer-
kitys heille itselleen kimmentietokoneella on? Lisédksi yksi jatkotutkimuskoh-
de voisi olla, kuinka kimmentietokoneiden salliminen ylioppilaskirjoituksissa
on muuttanut opiskelijoiden jatko-opiskeluvalmiuksia.
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Liite
Liite 1 Loppukysely

Wield olisi viimeisen kyselyn aika, vastaathan mahdollisimman totuudenmukaisesti. Vaitteet
koskevat vain kurssin joulun jdlkeistd osaa, eli trigonometristen funktioiden osuutta!

Walitze numero, joka kuvaa parhaiten tuntemuksiasi tai vastaa kysymyksiin sanallisesti.

1 = viite ei pidd ollenkaan paikkansa 2 = viite ei pidd pddsddntdisesti paikkansa 3 = viite
pitds silloin télldin paikkansa 4 = viite pitdd pddsddntiisesti paikkansa 5 = viite pitds
paikkansza

1 Trigonometristen funktioiden osuus oli minusta hankalampaa kuin muu pitks

matematiikka tdhdn mennessa 1 z 3
4 5

2 Pidan itsedni hyvand matematiikassa
1 2 3 4 5

3 Pidan matematiikan opiskelusta
1 2 3 4 5

4  Kielentdmistehtdvit auttavat minua oppimaan matematiikkaa paremmin
1 2 3 4 5

5 Kielentdmistehhtdvat auttavat muita oppimaan matematiikkaa paremmin
1 2 3 4 5

& Osaan kdyttdd hyvin laskinta
1 2 3 4 5

7 Laskintaitoni kehittyivdt tdman kolmen viikon aikana
1 2 3 4 5

8 Laskinauttaa minua hahmottamaan tehtivid
1 2 3 4 5

8 Tehtdvat, joissa saa kdyttdd laskinta apua, ovat minulle helpompia kuin tehtivat,
joizsa laskinten kdyttd on kiellethyd.

1 2 3 4 5

10 Matematiikan opetus an yksipuolista
1 2 3 4 5
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11

12

13

14

15

16

17

Laskin on vain tydkalu, jolla sddstyy padssdlaskuvaivalta
1 2 3 4 5

losvastasit, ettd kislentdmistehtdvd eivit auta sinua matematiikan

oppimisessa, minkd koet suurimmaksi syyksi t8han?

Owvatko kielentdmiste htdvat tydlddmpid kuin tavalliset te htdvat?

Aijotko kayttdd jatkossa kielentdmistd apuna tehtivien ratkaisuiden

jasentdmiszessg?

Haluaisitko, ettd lukion matematiikka olisi monipuolisempaa?

Onko laskinten kdyttod liikaa yleenss matematiikan tunneilla?

Oliko t8lld kurssilla liitkaa laskinten kiyttdd matematiikan tunneilla?
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Liite 2 Loppukoe

MAAS Trigonometristen funkticiden osuus  27.1.2013  TOJ/VAA

Palauta vastauspaperi. Muista kirjoittaa valivaiheet huolella, pelkan laskimen vastaus i riita
perusteluksi. Kirjoita konseptin alkuun cheinen taulukko. Vastaa viiteen tehtdvadn. Laita
taulukkoon raksisiihen tehtavaan, jonka haluat jattaa arvostelun ulkopuclelle. Ensimmainen
tehtdva tehdddnilman laskinta. Kun olet saanut sen tehtyd, voit palauttaa vastauksesi, jolloin
saatottaa laskimen kayttoosi. Onnea kokeeseen!

L 2 3. 4. 5. &. Yhteensa

1. a) Derivoi funktio t(x) = ——. (1p)
b) Derivoi funktio y(x) = 3cos? (2x). (2p)
) Laske funktion arvo, kun @ = 45%jagla) = sin(2a) + cos® @ (1p)
d) Vuorovetts voidaan mallintaa kayttaen funktiota s(t) = 4 sin (%} + 18, missa 5(t)
kertoo hetkelld t meren etdisyyden loma-asunnostasi. Mika on funktion suurin ja pienin

arvo? Kuinka suuri meren liikettd kuvaavan funktion jakso on? Paatiele ilman derivaattaa.

(2p)
2. a) Tiedetdan, ettésin x = —%ja 00% < x = 2707 MaEaria tan x (tarkka arvo). Perustele
mahdollisimman huolella valivaiheet. (2p)
b Fta‘ckaise*,rhltﬁIijn.si:n2 x+cosx—1=0(2p)
€} MEanita funkticlle f(x) = 2sin x cos4x kohtaanx = g: kautta kulkevan tangentn

kulmakerroin. (2p)

3. Maarita funktion f(x) = :;;’;fz

miyds sanallisesti auki. Likiansoista saa 5 pistetta ja tarkoista arvoista & pistetia.

suurin ja pieninang, kun 0 = x = @ Kirjoita valivaiheita

4. a) Ratkaise yhtaldn sin o + VIosm =0 juuret asteina (t@rkat ansaot). (2p)
by Maarita yhtaldn 13.si.n§ — 6 = 0 juurista kaksi pieninta, jotka ovat suurempia kuin

2013. Anna vastaus kolmen desimaalin tarkkuudella. (4p)

5. Valonkohdatessa tason pisteessa A valaistuksen voimakkuus onsworaanverrannollinen
tason normaalinja valon tulosuunnanvalisen kulman kosiniin seka kaantaen
verrannollinen valolahteen ja pisteen A valisen etaisyyden nelidén. Kuinka korkealle
pyorean r-sateisen pdydan keskipisteen ylapuclelle on vietava pistemainen valolahde,
jotta valaistuksen voimakkuus pdydan reunalla olisi mahdollisimman suuri?

6. S5ailién pohja ja sivut tehdaan 1,00 metrin levyisesta metallilevysta taivuttamalla levyn
sivuilta 30 cm:n lewyiset kaistaleet yhta paljon yldspain. Maarita taivutuskulma o asteen
tarkkuwdella niin, ettd s3ilicn poikkileikkauksen (joka on tasakylkinen puclisuunnikas)
pinta-ala on mahdollisimman suuri. Tehtdva pitaa ratkaista sellaisen funktion avulla, jossa
muuttujana on kulma.
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Liite 3 Projektitehtava 1

Trigonometrian kurssi, projektitehtava 1

Ratkaise tehtdvi. Projektitehtdvin idea on tehdd ongelman ratkaisusta
tutkimusraportti, jossa kuvaat yksityiskohtaisesti jokaisen ratkaisuun johtavan

vaiheen.
Polkupyarailijan jalan liikettd voidaan mallintaa kéyrilla
f(x)= 1,5 - sin (9x).

Funktio kuvaa toisen jalan korkeutta (dm) ajan funktiona (s). Voidaan olettaa,
ettd polkupydriiliji polkee tasaisella liikkeelld koko matkan ajan. Poljin kiy

alimmillaan 15 cm korkeudella. (siis mikd on funktion arvo tall&in?)

a) Selitd, miksi jalan liikkeeseen voidaan kdyttda sinifunktion mallia?
b) Ratkaise funktion kaikki nollakohdat valilla [120,121]. Mit&
funktion nollakohta tarkoittaa kiytinntssd jalan asennossa?
c) Askeiselld aikavililli polkupyorailija ajaa |13takkodn. Vettd lentds
24 cm korkeuteen. Ratkaise kahden desimaalin tarkkuudella graafisesti

vilin [120,121] se osavéli, jossa jalka ei kastu.
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Liite 4 Projektitehtava 2

Trigonometrian kurssi, projektitehtdva 2

Tavoitteenamme on madrittda funktio, jolla on d&retin maard terassikohtia. Terassikohdalla
tarkoitetaan zellaizta funktion pistettd, jossa funktion derivaatta on hetkellizesti nolla, muttei
vaihda merkkidgdn positiivisesta negatiiviseksi tai  pdinvastoin. Tallaisesta kohdasta
esimerkking olkoon x*3 kohdassa x=0 (piirrd kuwval). Funktion derivaatta kohdassa x=0 on
hetkellisesti 0, mutta kaikkialla muualla positivinen. los derivaatan merkki wvaihtuu
nollakohdassa, kyseessd on paikallinen maksimi tai minimi (esim. x*2, kun x=0) {18lleen, piirrd

kuwval).

Aloitetaan pohtimalla sinifunktion ominaisuuksia. Yksinkertainen sinifunktio sin x on
jaksollinen funktio, jonka arvojoukko on [-1,1]. Funktio saavuttaa maksimi- ja minimiarvonsa
jaksollisesti 2 valein. Eikd olisi mukavaa, jos saataisiin sin x avulla madritettyd funktio, jolla
olizi jaksollisesti terassikohtia?

Tehtdwd 1. Derivoi sin ® ja  maEdritd derivasttafunktion nollakohdat. Mikd on
derivaattafunktion arvojoukko? Hah mottele funktion kulkua kulkukaaviolla v3lilld [0,2 w] seks
piirrd funktio tdlle vilille laskimellasi. Owatko derivaattafunktion nollakohdat t&ss3
tapauksessa terassikohtia?

Minimi- ja maksimikohdissa funktion derivaatta on nolla, mutta derivaattafunktio vaihtaa
merkkidgdn (eli molemmat terassikohdan edellytykset eivit tiyty). Pohdintaamme tyvtyy siis
laajentaa, koska sinifunktiosta sin x ei ldydy yhtddn terassikohtaa (kaikissa derivaattafunktion
nollakohdissa derivaattafunktio vaihtaa merkkidan).

Mietitddn, mitkd sinifunktion pisteet olisivat potentiaalisia terassikohtia, jos funktioon tekisi
pienid muutoksia. Sinifunktion tapauksessa potentiaalisessa terassikohdassa funktion
kaarevuussuunnan tulisi muuttua, jotta derivaatta ei vaihtaisi merkkigan (Miksi?). Tallaista
pistettd kutsutaan kddnnepisteeksi. Kddnnepisteessd funktion toinen derivaatta £ on nolla ja
vaihtaa merkkiddn. Toinen derivaattafunktio f* saadaan derivoimalla funktion f
derivaattafunktio f uudelleen. Toinen derivaattafunktio kertoo ensimmgisen funktion
kasvunopeuden samoin kuin ensimmdinen derivaatta kertoo funktion kasvunopeuden.
Toinen derivaatta siis antaa myds epdsuorasti tietoa itse funktiosta, tarkemmin sanottuna
funktion kuperuudesta kullakin hetkelld. Kaarevuussuunnasta puhuttaessa puhutaan joko
yldspdin tai alaspdin kuperasta. Kun kdyrdn tangentti kulkee kdyrdn alapuclella, on funktio
glaspdin kupera. Vastaavasti kun kdyrdn tangentti kulkee kdyrdn vldpuolella, kyseeszd on
yldspdin kupera funktio.

Tehtdwa 2. Madritd sinifunktion kddnnepisteet ja pohdi piirtdmallg laskimella kuvaaja, miten
funktion kuvaaja kdyttavtyy, kun toinen derivaatta waihtaa merkkidgdn negatiivisesta

positiiviseksi. Entd kun merkki vaihtuu positiivisesta negatiiviseksi. Piirrg tdman jalkeen uusi
kulkukaavio f” merkeistd sekd f:n kuperuudesta.
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Olemme siis todenneet, ettd sinifunktioon on tehtdvd jotain muutoksia, jos haluamme
funktiolla olevan S&rettdman madrdn terassikohtia. Lisdksi hyvid mahdollisia terassikohtia
olisi sinifunktion kddnnepisteet eli funktion toisen derivaatan nollakohdat, joisza toinen
derivaatta vaihtaa merkkidan. Terassikohdassa funktion derivaatan on oltava nolla ja koska
kaarevuuszuunnan on muututtava, myds toisen derivaatan tulee olla nolla ja vaihtaa
merkkiddn. Huomataan, ettd funktion sin x kddnnepisteiszd funktion derivaatta on aina joko -

1tai 1 riippuen siitd, tarkastellaanko nousevaa vai laskevaa kdyran osaa.

Tehtdvd 3. Tarkastele sinifunktion toisen derivaattafunktion nollakohtia. Tarkastele myds
sinifunktion derivaattafunktion arvoja toisen derivaatan nollakohdissa ja pddttele milld varsin
yvksinkertaisella muutoksella funktion kddnnepisteissd sinifunktion derivaatta olisi nolla eli
muodostettaisiin funktio, jolla on d&retdn madrd terassikohtia.

Tehtdvd 4. Muodosta funktio (muotoa ax+sini{bx)), jolla on §dretdn madrad terassikohtia. Yksi

terassikohdista on pisteesss | :‘—T‘J'E:I

Ennentehtdvid piirrd esim. 0,5x+5in0,5x
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Liite 5 Kotitehtavit ja viikkofiilikset

Kotitehtdva keskiviikolle 8.1.2014

a) Laske kulman 1507 =sinin ja kosinin arvo laskimella. Témén jilkeen perustele
vastauksesi yksikkdympyrdn ja suorakulmaisen kolmion avulla.

b} Laske laskimella sin 50°. Minkd tarkan arvon laskin antaa?® Miksi? Entd
ezimerkiksi sin 175%% Kokeile vield itse keksimillgsi kulmilla.

Kotitehtdva perjantaille 10.1.2014

MEdritd sinifunktio, jonka arvojoukko on [5,11]. Perustele omin sanaoin huolella
vastauksesi.

Kotitehtdvdt maanantaille 14.1.2014

1. Ratkaise yhtdlgt. Perustele vastauksesiyksikkdympyran avulla.
a) sinfx—1=0
b) sin*x —sinx=10

2. Wastaa kysymyksiin
a] Piirrd funktioiden sinZx ja sindx kuvaajat laskimellasi samaan
koordinaatistoon. Miten funktioiden kuvaajat eroavat toisistaan? Miten
kertoimien lis8dminen siten, ettd funktiosta tulee yhdistetty funktio,
vaikuttaa funktion jaksoon?

b) Piirrd funktioiden 2 sinx ja sin2x kuvaajat zamaan koordinaatistoon. Miten
funktiot eroavat toisistaan ? Miten vakiolla kertominen tai jakaminen
vaikuttaa trigonometriseen funktioon?

c) Piirrd funktioiden 2 sinx ja sinx + 7 kuvaajat samaan koordinaatistoon.

Miten funktiot eroavat toisistaan? Miten vakion lisdgminen tai
vihentdminen vaikuttaa funktioon?
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3. a)5elitd omin sanoin ratkaisu vaihevaiheelta ratkaisun viereen.

i

Laske lausskkeen Isini —4cos (-T —_r] arvo, kunx =

T 3T
2s5in — — 4cos ——:Ir)
4 4

=2 sin- — 4 cns(— :]
4 4

=2 sin- — 4 cos-
4 4

:E-I_:_.-.} E
=v2-2/2
Z—M"E

b) Tutki a) kohdan lauseketta. Mikd

on lausekkesn arva, kunx = -

[N
"t

4. Ratkaize annettu yhtdld ja kirjoita vilivaiheiden viereen selitykset siitd, mitd
kussakin vaiheessa on tehty. Vastaa kysymyksiin

4::1:15% =2

Mitd sinun tulee ensimmdise ksi téllaisen
yhtdlén kanssa ensimmadiseksitehda?

Kuinka purat kosinin? Mita jos kosinin
tilalla olisi ollutsini?

Mikd on n? Miksi yhidlalld on kaksi
vastausta?

5. Kokeile laske sinx=-0,5. Antoiko laskin tarkan arvon x:lle? los ei, miten
lauseketta muokkaamalla saat tarkan arvon?
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Viikkofiilikset:

1. Oliko kirjoittaminen sanallisesti mielestdsi helppoa matematiikan tehtdvissa
talld viikolla?

2. Auttaako sinua kirjallinen kommentointi ja valiotsikainti tehtdvan ratkaisussa?
Pystytkd sisdistdmadn tehtdvin paremmin, jos tehtdvidn on selitethy
luonnollisella kielelld tapahtumaketjua, kuin jos siind on ainoastaan
matermatiikan symbolikieltad?

4. Helpottaako laskin oppimistasi?

5. Kuinka arvioisit omat taitosi laskimen kiyttdjana?

Kotitehtdvd tunnille 17.1.2014

Ratkaize asteen tarkkuudella 4 cos2a + 2 = 0 yhtdld. Mitkd yhtdldn juurista ovat
valilld [180°, 4007 Tutki laskimen avulla, kuinka monta juurta yhtilaéllE on vElilld [360°
6207 piirtamall3 talle vlille rajatun funktion flo) = 4 cos2a + 2.

Kotitehtdvd tunnille 17.1.2014

Taytd vilivaiheet ja selosta tehtdvan ratkaisu. Miten pystyt tarkistamaan vastauksesi

|laskimesi kuvaajan perusteella?
a) cos (cosx) =1

cosxy =n- 2w

¥ =-4nT

b) sin(sinx)=1

giny =—4+n-2x

Eiratkaisua
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Kotitehtdvat tiistaille 21.1.2014

1. Tehtdvdon ratkaistu laskimen avulla. Osaatko itse tehdi laskimella kaiken?

Ratkaise tehtdvd paperilla ratkaisun viereen ja selitd omin sanoin vaihe
vaiheelta miksi laskimella on tehty mitdkin.
Tehtadvdnanto: Madrita funktion f{x) = sin x cos x - sinx suurin ja pienin
arvo. Missd kohdissa funktiof saa  suurimman ja pienimman arvonsa

Aszetetaan define kamennolla (=)

filx) =sinxcosx + cosx

F'(x) = cos?x —sinx (sinx +1)
cos’x —sinx(sinx+1) =0

.r=g+2:lrv.r=5—;+ E:Irv.r=—'"3+2:lr
floy =
f@r)=1
Q=%
ST —-33
f ?:I s
R

—

) 3 T .. -343 57
W Suurin arvo—— kohdassax = 5 Pienin arvo —— kohdassax = -

2. Funktion sin (2] kuvaajalle piirretdan tangentti ja normaali muuttujan arvn:un'"—-:

kohdalle. Maaritd tangentin ja normaalin yhtalat.

Tarkista vastauksesi laskimella kolmessavaiheessa: HUOM ! KAESI TAPAS

1)

z]

3

Kaytd komentoa Differentiaali jaintegraalilaskenta = Tangenttisuora. Syotd
funktio, jonka jélkeen pilkulla erotettunax:n arvo on haluttussza pisteessa.
Laskin antaa suoran yhidlon ratkaistussa muodossa siten, ettd se ei kirjoita y:i3.
Kdytd komentoa Differentiaali ja integraalilaskenta = Normaalisuora. Funktio ja
piste syotetddn samoin tavoin kuin kohdassa 1.

Piirrd seka funktio ettd sen normaali ja tangentti. Nayttddko kuvaaja oikealta?
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3. Dheszaon esitetty ratkaisu. Kehitd tehtdvan ratkaizua vastaava tehtdvinanto
sekd piirrd kuva, jossa selostetaan muuttujienx, h ja & merkitys. Ratkaizua ei ole

viety loppuun, s on sinun tehtdvasi.
Ratkaisu:

cosm=— elix=2cosam Winkki: piirrd kolmio

eli h = 2 sina Vinkki: sama kolmio kuin edelld

Main ollen pinta-ala on Vinkki: piirrd kappale, jonka pinta-ala saadaan
laskettua ndin
A =32-2x=64x =64-2cose =128 cosu
lolloin saadaan kolmion pinta-alaksi

2xh

A, = =xh =2cose - 2sine = 2cosasine = 2sin 2o

Kokonaispinta-alaksi saadaan

Aok = A; +A; =12,8cosa + 2 sin2a, jossa 0 <@ ==

Derivoidaan alan lauseke

Ao (a) = 12,8(—sina) + 2cos2a - 2 = 4 cos2a — 12,8sina.
MEdritelldEn derivaatan nollakohdat

dcos 2 —128cina =0 |:4

cos2e — 3.2s5ine =0 Vinkki: katso MADL

1— 2sin’a& —3,2sina =0

2sin; + 3.2s5ine—1=10

¥htdld saadaan ratkaistua kdyttamalld apumuuttujaa sing = . Yhtald
tulee muotoon

2tP +32t—1=0

Ratkaistaan tama ratkaisukaavalla: Vinkki : tdman jalkeen maarits
kulma e. Kdykd kulmaksi o kaikki
arvot?
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Viikkofiilikset:

1. Mitenolettihdn mennessd kokenuttrigonometriset funktiot?
2. Kasitellddnkd oppituneillatarpeesksi laskimen kiyttoa?

3. Owvatko kielentdmistehtdvat helpompia kuin muut?

Kotite htdwvit keskiviikolle 22.1.2014

1. Etsilaskusta virhe/fvirheetja korjaa se/ne tai tarvittaessa laske lasku
uudestaan. Selitd valivaiheet ratkaisun viereen
] 3sineg —dcose=10

dsing = dcosc | 3sine
Tgineg _ SCoEq

SIng SEng
2

-=tana

m

o & 31,07+ n- 1807, n kokonaisluku

b) sin2x +cosx=10

gin2xy = —cosx |: —cosx
sinfIxy _

cosx
Zainxcosx
ety |
COS X
—Zsinx=1
. 1
sinxy = —-

—
T

x=——+n-Intaix =L—'+§-I—:r1-21l?:=% +n - 21, n kokonaisluku

Toinen sinin ratkaisu, sin x=sin{pi/&)

2. Anna yksiesimerkkisine ja cosa, joka toteuttaa tehhtdvissd asetetut ehdot.
Tehtdvistd on jatetty tiethyjd tietoja pois, tBydenna ne.

tan o = =—

1
V15

m

Kozka tangentin merkki on negatiivinen, sinin ja kosinin tulee olla

. Tiedetddn, ettd sini on positiivinen. 5ini on
positiivinen sillain, kun yksikkdympyrgssad ollaan | tai | neljgnneksessa.
M&in ollen kosini an , eli yksikkdympyrastd pystymme
pddttelemadn, ettd olemme tai neljnneksessa.

Missd neljanneksissd tangentti on positiivinen? Entd negatiivinen?
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3. Piirrd sekd sin x ettd tanx kuvaajat laskimeesi. Huomaat, ettd kuvaajat leikkaavat
aina s&3ndllisestitoisensa. Milloin? Miksijuuritdss3 kohdassa? Anna
mahdollisimmantarkka selitys ilmislle. Tee tutkinta myds yht3lon ratkaisun kautta.
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Liite 6 Kurssin vastuuopettajan haastattelu

1. Oliko sinulle luonnollisen kielen kaytto tehtdvien ratkaisussa
tuttua jo ennen kokeilunalkua?

2. Kuinka paljon olet aikaisempien kurszienaikana opettanut
kdmmentietokoneen kdyttdd oppituntienaikana?

3. Kuinka suuri osa opiskelijoista oli sinulletuttuja jo ennen kurssin alkua?
4_Miten koet kokeilun mennen sinun osaltasi?

5. Mitd hyvid puolia ndet kokeilussa?

6. Miten koet kokeilun menneen opiskelijoiden osalta?

7. Aiotko jatkossa kdyttds esimerkiksi kielentdmistehtdvid apunasi
opetuksessa?

8. Miten jatkossa ajattelit opettaa kimmentietokoneiden kayttod
oppituntien ajan?

O Muuttuiko kdsityksesi kokeilunaikana joko kimmentietokoneiden
kaytostd opetuksessa tai matematiikan kielentdmisesta?
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