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Tuvistelma

Eulerin ¢-funktio on yksi lukuteorian tunnettuja funktioita. Se kertoo jo-
takin lukua pienempien tdmén luvun kanssa kesken#in jaottomien lukujen
lukumaédran. Téssa tutkielmassa kiydaan 1api erilaiset lukuteorian perusteet
¢-funktiota lahestyen. Tamén jilkeen osoitetaan funktion kiytannollisid ja
mielenkiintoisia ominaisuuksia, minké jalkeen tutkitaan erilaisia funktion ¢

sisiltivis yhtalsita.
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1 Johdanto

Lukuteoria on matematiikan osa-alue, joka koskee lukujen vélisid suhteita
ja niiden ominaisuuksia. Lukuteoria on vanha matematiikan haara ja siihen
voidaan lukea erilaisia alahaaroja. Alahaaroja ovat esimerkiksi analyyttinen
lukuteoria, laskennallinen lukuteoria, jossa kehitetdin uusia tietokonealgo-
ritmeja yha tehokkaampaan ongelmanratkaisuun, tai algebrallinen lukuteo-
ria, jossa keskitssa ovat algebralliset luvut. C.F. Gauss totesi aikanaan, ettd
lukuteoria on "matematiikan kuningatar”, mikd on sindllddn kekseliddsti sa-
nottu, silli lukuteorian ongelmat saattavat vaikuttaa yksinkertaisilta, mutta
ovatkin mitd mutkikkaampia ja osa on vield vailla todistusta; parhaana esi-
vaikeaa (mika siis tietokoneiden nykyisella teholla ja parhailla tunnetuilla te-
kijoidenhakualgoritmeilla pitddkin paikkansa). Témé tutkielma uppoaa ko-

konaislukujen — ja sielld liséksi alkulukujen — maailmaan.

Aritmeettiset funktiot ovat positiivisten kokonaislukujen joukossa méaari-
teltyjd funktioita. Eulerin ¢-funktio on yksi aritmeettinen funktio ja lukemasi
tutkielman aihe. Eulerin ¢-funktio kertoo jotakin lukua pienempien ja tdmén
luvun kanssa keskendén jaottomien lukujen lukuméédrdan. Funktio ¢ on mul-
tiplikatiivinen, mikd on yksi sen tarkeimpid ominaisuuksia. Funktioon liittyy
lukuisia jaollisuusominaisuuksia, joista yksi on yha avoin. Osa Eulerin funk-
tioon liittyvistd ongelmista on siis yhé vailla ratkaisua. Ks. esim. [4]. Yksi
¢-funktion sovellus on erinomainen julkiseen avaimeen perustuva tiedonsa-
lausmenetelmé ja funktion avulla voi todistaa muita siihen liittyméattomiakin

tuloksia.

Tutkielma rakentuu kahdesta osasta. Ensimmaéisessa osassa kidydadn lapi
tutkielman seuraamisessa vaadittavia perusteita. Alkuosio perustuu pédosin
ldhteisiin [6] ja [10]. Ensimmaéisessd osiossa tehdddn myds hieman laajem-
pi katsaus lukuteoriaan ja késitellidin kongruenssi sekd muita aritmeettisia

funktioita, kuten Mobiuksen funktio sekéd funktiot, jotka laskevat jakajien



lukumééran ja summan. Toisessa osiossa pureudutaan Eulerin ¢-funktioon
ja osoitetaan sen lukuteoreettisessa mielessd elegantteja ominaisuuksia al-
kaen multiplikatiivisuudesta ja summafunktiosta. Selvitimme, miten funk-
tion arvo voidaan laskea mille tahansa positiiviselle kokonaisluvulle ja mik&
on Eulerin-Fermat'n lause. My6s muita kongruenssiominaisuuksia tarkastel-
laan. Aritmeettisilla funktioilla on keskinéisia yhteyksii ja néista selvitdmme
joitakin, ldhinné funktioon ¢ liittyvid. Viimeisena tutkimme erityyppisid Eu-
lerin ¢-funktion yhtiléita, joista kysymme, milla ¢-funktion arvoilla ne ovat

tosia, jos milldan.



2 Alustavat tarkastelut

2.1 Jaollisuus ja alkuluvut

Miaéritelma 2.1 (Jaollisuus). Olkoot a,b € Z. Luku a jakaa luvun b, jos on

olemassa sellainen ¢ € Z, ettd b = ac. Merkitddn
a|b.

Talloin sanotaan, ettd a jakaa b:n tai a on b:n tekija. Joskus sanotaan myos,

ettd b on a:n monikerta. Jos a ei jaa b:td, merkitdén a 1 b.

Miaritelmé 2.2 (Alkuluku). Alkuluku on sellainen lukua 1 suurempi posi-

tiivinen kokonaisluku, joka on jaollinen vain itselldén ja luvulla 1.

Jos kokonaisluku n ei ole alkuluku, se on yhdistetty luku. Yhdistetylld

luvulla on vahintdén kaksi tekijdd a ja b, 1 < a,b < n.

Esimerkki 2.1. 2,3,5,7,11, 13 ovat kuusi ensimmaistd alkulukua. Luku 6
on yhdistetty luku ja sen tekijat ovat 2 ja 3.

257885161 _ 1 joka on suu-

Huomautus. Vastikddn loydettiin uusi alkuluku
rin tunnettu alkuluku. Siind on 17425170 numeroa ja tarkka 16ytopéiva oli

25.1.2013. [2].
Lause 2.3. Jokaisella kokonaisluvulla n > 1 on alkulukutekijd.

Todistus. Todistetaan lause kayttden hyvéksi induktiota. Jos n = 2, niin véi-
t0s pétee, silld 2 on alkuluku ja itsensé tekija. Tehdddn induktio-oletus, etté
vaitos on tosi, kun 2 < n < k. Jos k+ 1 on alkuluku, lause on todistettu. Jos
k + 1 ei ole alkuluku, silld on vihintain kaksi tekijad. Olkoon siis k41 = ab.
T4all6in a, b < k, eli induktio-oletuksen perusteella vihintdin toinen on alku-
luku tai molemmilla on alkulukutekija. Taten siis luvulla k£ + 1 on alkuluku-
tekija ja induktioperiaatteen nojalla viitos pédtee jokaisella kokonaisluvulla
n > 1. O



Lause 2.4 (Jakoalgoritmi). Jos a,b € Z ja b > 0, niin on olemassa sellaiset

yksikasitteiset kokonaisluvut q ja r, ettd a = bq+r, missd 0 < r < b.

Todistus. Vrt. |6, s. 38]. Osoitetaan ensin yksikésitteisyys tekemélld vastaole-
tus, ettd on olemassa myos luvut ¢ # g jar’ # r,joillaa = bg'+r',0 <1’ < b.

Jos nyt vihennetdin luvun a esitykset toisistaan, saadaan

bg+r—(bg +7r') =

& (r—1r)=

elib|r—1r.Koska 0 <r <bja0 <7 <b niin —b <r—1r" <b Jotta
tassé tilanteessa b | r — 1/, pitdisi olla r — ' = 0 eli r = r’. Téten my6s ¢ = ¢/
selvisti.

Olemassaolo seuraa siité, ettd joukko S = {a—bs : s € Z,a—bs > 0} on epé-
tyhjdna ei-negatiivisten lukujen joukkona hyvinjirjestetty. Téalloin joukossa
on pienin alkio, joka olkoon r = a—bq. Joukon méarittelyn perusteella r > 0.
Toisaalta r—b = (a—bg) —b=a—0b(g+1) < 0 eli < b. Ehdot yhdistdmalla

saadaan 0 < r < b ja lause on todistettu. O

Lause 2.5 (Aritmetiikan peruslause). Jokainen positiivinen kokonaisluku
votdaan jakaa yksikdsitteisestt alkulukutekijothin. Toisin sanottuna jokainen
luku n > 2 voidaan esittad alkulukujen tulona. Saadaan luvun n alkutekija-

hajotelma:
n = p1Pa...-Pk, Missa p; on alkuluku ja 1 <1 < k.

Todistus. Vrt. |10, s. 82]. Tehd&dén vastaoletus, ettd on olemassa pienin sellai-
nen kokonaislukun = p1ps -+ pr = q1q2 - - - qi, k, 1 > 1, jolle viitos ei pade. Jos
olisi p; = ¢; jollakin 1 <7 < k ja 1 < j <[, niin yhtalon voisi jakaa luvulla
p;. Télloin saataisiin luvulle ]% < n kaksi erillistd muotoa, miké on ristiriita,
koska n on pienin téllainen luku. Oletetaan siis, ettd p; < ¢;. Olkoon sitten
m= (@ —p)@ @ = Qg @ —PiG2 @ = PpiP2- Pk — P12 G =
p1(pe- Pk —qo -+ q). Nyt selviisti m < n ja luvulle m on kaksi erillistd alku-

tekijihajotelmaa. Taméa on myos ristiriita, koska n on pienin téllainen luku.



Koska vastaoletus johtaa ristiriitaan, niin ei voi olla olemassa pieninté lukua,

jolle ei olisi yksikésitteistd alkutekijihajotelmaa ja viitos on todistettu. [

Alkutekijahajotelma voidaan kirjoittaa my6s muodossa

n=pi'py’.pt, € Ly, pi # pj, kun i # j,
jolloin on kyseessa kanoninen alkutekijihajotelma.

Lause 2.6. Olkoon n € Z, yhdistetty luku. Tdlloin silld on alkutekiji py <

J.

Todistus. Vrt. [6,s. 71]. Olkoon n = pips, 1 < p1 < po < n. Jos olisi p; > /n,
niin olisi pi1ps > /ny/n = n, mikd on ristiriita. Pitd&d siis olla p; < /n.
Lauseen 2.3 perusteella jokaisella kokonaisluvulla n > 1 on alkutekiji, joten

viitos seuraa ja haettu py = py. O

Kokeellinen aparaatti nimeltdan Fratostheneen seula kayttad hyvikseen
lausetta 2.6. Siind tutkitaan kaikki lukua /n pienemmét alkuluvut ja seikka,
jakavatko ne lukua n pienemmaét luvut. Télla tavalla saadaan selvitettya, mit-
ki ovat lukua n pienemmat alkuluvut. Havainnollistetaan seulan toimintaa

esimerkilld ja kysytddn, mitkd ovat lukua 25 pienemmét alkuluvut?

Esimerkki 2.2. Nyt siis alkuluvut, jotka ovat pienempié tai yhtasuuria kuin
V25 = 5 ovat 2,3 ja 5. Seulotaan ensin kaikki parilliset luvut eli 4,6, ..., 24
pois, koska niiden tekijind on 2. Seulotaan sitten pois jiljelle jadneista ne,
joiden tekijand on 3 eli 9,15, 21. Kaikista jiljella olevista luvuista seulotaan

vield luvun 5 monikerrat eli 25. Jiljelle ovat jadneet luvut 7,11,13,17, 23.

Maaritelma 2.7 (Suurin yhteinen tekijd). Olkoot a,b € Z,. Lukujen a ja
b suurin yhteinen tekijdé on suurin sellainen luku ¢, joka jakaa molemmat
luvuista a ja b. Merkitdin

c=(a,b).

Esimerkki 2.3.
(8,4) =4, (115,110) = 5.



Huomautus. Nollalle patevit seuraavat siannot
(0,0)=0 ja (a,0)=a, VYaccZ.

Miaritelmi 2.8 (Keskenddn jaottomat luvut). Luvut a ja b ovat keskenddn

jaottomat, jos

(a,b) = 1.

Lause 2.9. Olkoon (a,b) = d ja ainakin toinen luvuista a ja b poiketkoon
nollasta. Talloin d on pienin nustd luvuista, jotka voidaan esitldda lukujen a

ja b posititvisena lineaarikombinaationa.

Todistus. Vrt. [10, s. 59]. Olkoon
T ={ax+by:z,y €Zjaax+ by > 0}.

Hyvinjéarjestysperiaatteen mukaan joukossa 7' on pienin alkio, joka olkoon
e = ak + bl. Jakoalgoritmin nojalla on olemassa sellaiset ¢ ja r, ettd a =

eq+ 1,0 <r <e Nytsiis
r=a—eq=a— (ak+0bl)g=a(l—kq)+b(—lqg)

eli, jos r # 0, niin r on lukujen a ja b lineaarikombinaatio ja joukossa T.
Koska r on pienempi kuin joukon 7' pienin alkio, pitdéd kuitenkin olla r = 0.
Téama siis tarkoittaa, ettid a = eq eli e | a. Vastaavasti voidaan péételld, etta
e | b. Koska e jakaa molemmat luvuista a ja b ja d = (a,b) on oltava e < d.
Liséksi, koska d | a ja d | b, niin d | ak +bk = e eli d < e. Siis d = e on joukon
T pienin alkio. [

Seuraus 2.10. Olkoot a,b € Z ja (a,b) = d. Tdlloin on olemassa sellaiset
x,y € 7, etti d = ax + by.

Lause 2.11. Olkoot a,b € Z. Téllgin (a,b) =1, jos ja vain jos on olemassa

sellaiset x,y € 7, ettd ax + by = 1.

Todistus. Lause seuraa suoraan edellisesta. O



Todistetaan seuraavaksi joitakin jaollisuuteen liittyvii lauseita. Ks. esim.

[6].
Lause 2.12. Olkoot a,b,c € Z sekéi a | b ja b | c. Télldin a | c.

Todistus. Oletuksen perusteella on olemassa sellaiset kokonaisluvut k ja [,
ettd b = ak ja ¢ = bl. Nyt siis ¢ = (ak)l = a(kl) eli a | c. O

Lause 2.13. Olkoot a,b,c,m,n € Z seki c | a ja c | b. Tdlléin ¢ | ma + nb.

Todistus. Oletuksen perusteella on olemassa sellaiset kokonaisluvut k ja [,
ettd a = kc ja b = lc. Nyt

ma + nb = mkc + nlc = (mk + nl)c

eli ¢ | ma + nb. O
Lause 2.14. Olkoot a,b € Z. sekd a | b. Tdlléin a < b.

Todistus. Oletuksen perusteella on olemassa sellainen kokonaisluku £ > 0,
ettd b = ak. Todistetaan lause induktiolla. Oletetaan siis ensin, ettd k = 1.
Téalloin b = a > a. Oletetaan sitten, ettd véite on tosi, kun k =nelib=an >
a.Jos k=n+1,niin b =a(n+1) = an+a > a+a > a. Induktio-oletuksella
perustellaan toiseksi viimeinen erisuuruus ja viimeinen on itsestdin selvia.

Tulos seuraa induktioperiaatteen nojalla. O]
Lause 2.15. Olkoot a,b,c € Z, seki (a,b) =1 ja a | be. Tédlloin a | c.

Todistus. Koska (a,b) = 1, niin lause 2.11 osaa kertoa, ettd on olemassa
sellaiset x,y € Z, ettd axr + by = 1. Kerrotaan yhtdléon ¢, jolloin saadaan
axc + byc = c. Koska a | a sekd a | be, niin lauseen 2.13 nojalla a | a(zc) +
be(y) = c. O

Lause 2.16. Olkoot a,b,c € Z, sekd (a,b) =1, a | c jab|c. Tdlloin ab | c.

Todistus. Oletuksen perusteella on olemassa sellaiset k,1 € Z, ettd ak =

bl = c. Koska a ja b ovat keskenddn jaottomia, niin lauseen 2.9 perusteella



on olemassa sellaiset x,y € Z, ettd ax 4+ by = 1. Kerrotaan taas ¢ yhtaloon

ja saadaan
¢ = azxc + byc = ax(bl) + by(ak) = ab(zl) + ab(yk) = ab(xl + yk)
eli ab | c. O

Todistetaan seuraavaksi lause, jonka avulla on mahdollista 16ytaa kah-
den luvun suurin yhteinen tekiji. Siind kiytetddn toistuvasti lauseessa 2.4
esiteltyd jakoalgoritmia ja lause kulkee nimelld Eukleideen algoritmi. Todis-
tetaan vield ennen varsinaisen Eukleideen algoritmin todistusta tarpeellinen

apulause. [6, s. 103].
Apulause 2.17. Olkoot a,b,q,r € Z ja a = bq + r. Tdlloin (a,b) = (b, 7).

Todistus. Merkitddn (a,b) = k ja (b,r) = [. Osoitetaan, ettd k < [ jal <k
eli K =1[. Nyt siis k£ | a ja k | b eli on olemassa sellaiset kokonaisluvut d ja e,

ettd a = dk ja b = ek. Saadaan
dk = ekq+r < r=dk —ekq= (d—eq)k

eli k| r. Koska (b,r) = [, niin on oltava k < [. Toisaalta [ | b ja [ | r, joten

on olemassa sellaiset kokonaisluvut f ja g, ettd b = fl ja r = gl. Saadaan

a= flg+gl=(fqg+9g)l

eli [ | a. Edelld todettiin, ettd my6s [ | b, mutta koska (a,b) = k, niin pitdd
olla [ < k. Pité4 siis paikkansa, ettd (a,b) = (b,r). O

Lause 2.18 (Eukleideen algoritmi). Olkoot a,b € Z ja 0 < b < a. Olkoot

lisikst q1, G2,y -y Qui1 0SAMAGTIE Ja T1,T2, ..., The1 Jadnnoksid, jotka saadaan

10



jakoalgoritmia kdyttamdalla seuraavast

a=0bqg +r, 0<r <b,
b=riga+ry, 0<ry<my,

ri="roq3+ 13, 013 <71y,

Tn—2 = Tn—14n + Tn, 0 S T < Tp_1 ja
Tn—1 = TnQnt1 + Tni1
ja o1 = 0. Tdlloin (a,b) = r,.

Todistus. Sovelletaan apulausetta 2.17. Saadaan

(a,b) = (b, T1) = (Tl,TQ) =..= (Tn—2,7"n—1) = (Tn—larn) = (Tn’ 0) = Tn-
Siis (a,b) = 1. o

Lause 2.19. Olkoot d,m,n € Z, seki (m,n) = 1. Jos d | mn, niin on
olemassa sellaiset yksikdsitteiset di,dy € Zy, ettd dy | m,dy | n ja d = dyids.

Toisaalta myds, jos dy | m ja dy | n, niin d = didy | mn.

Todistus. Vrt. [6, s. 117]. Olkoot m = p{"py?---p* ja n = ¢ ¢y - - q;".
Kaikki pq, po, ..., ps ovat keskendin jaottomia lukujen q¢q, qo, ..., ¢; kanssa, kos-

ka (m,n) = 1. Télloin siis

_mi,ms2 ms M1 N2 ne
mn=py Py "Ps°qy G Gy -

Oletetaan sitten, ettd d | mn, jolloin saadaan

e es f1

d=p$ps - pqlqf? - g,

missd 0 < e; <m,, kaikillat =1,2,...;s5ja 0 < f; < nj, kaikilla j = 1,2,... .
Nyt oletetaan lisiksi, ettd dy = (d, m) ja ds = (d,n), jolloin

dy =pi'py’ - - Py
b =af af - df

11



Selvésti d = dyds ja koska (m,n) = 1, niin (d;,ds) = 1. Loydetyt luvut
dy ja do ovat myos yksikésitteiset, silld lukujen m ja n alkutekijihajotelmat
ovat yksikésitteiset sekéd d; ja dsy kisittavit kaikki luvun d alkulukupotenssit.
Edelleen d; kasittad vain kaikki ne alkulukupotenssit, jotka ovat luvun m
tekijoitd ja vastaavasti do késittdd potenssit, jotka ovat luvun n tekijoité.
Osoitetaan viitos vield toiseen suuntaan.

Oletetaan, ettd d; | m ja dy | n. Tall6in

dy =pi'ps®---ps, missd 0 <e; <my, kaikilla¢=1,2,...;s

dy =ql'qf? - gl*, missi 0 < f; < n;, kaikilla j = 1,2, ..., ¢.

Selvisti d = dydy = pi'ps? - -p?q{l qu2 e q{t jakaa luvun mn, koska minkiin

alkutekijahajotelmassa esiintyvan alkuluvun potenssi ei ylity. O

2.2 Kongruenssi

Kongruenssin kasite on lukuteoriassa fundamentaali. Se mahdollistaa aritme-
tiikan kaltaisen ongelmanratkaisun jaollisuuteen liittyvissd ongelmissa. Tar-
kastellaan kongruenssin késitettd seuraavaksi hieman tarkemmin léhteita [6]

ja [10] seuraillen.

2.2.1 Perusominaisuuksia

Maéaritelma 2.20 (Kongruenssi). Olkoon n > 1. Luvut a ja b ovat kongruent-

teja modulo n, jos n | a — b. Merkitdén
a=b (mod n).

Esimerkki 2.4. Suuri osa ihmisistd kiyttad tietoisesti tai tiedostamattaan
kongruenssia arkieliméssdin. Nimittdin kello tai viikkokalenteri ovat oivia
esimerkkja kidytdnnon kongruenssista. Kun kello on yhdekséntoista, sen voi-
daan sanoa olevan seitsemén: 19 = 7 (mod 12). Numeroidaan viikonpdivit
maanantaista sunnuntaihin yhdesté seitseméan. Yhdekséntoista paivia maa-

nantaista on lauantai: 1 +19 =20 =6 (mod 7).

12



Lause 2.21. Olkoot a,b € 7Z seki a = b (mod n). Tdlloin on olemassa

sellainen k € Z, ettd a = b+ kn. Vastaavasti, jos a = b+ kn, nitn a = b

(mod n).

Todistus. Oletetaan siis ensin, ettd a = b (mod n). Talloin n | a — b, mika
taas tarkoittaa, ettd on olemassa sellainen k, ettd kn = a — b, mistd seuraa,
ettd a = b+ kn.

Oletetaan sitten, ettd a = b + kn. Tapaus menee vastaavasti kuin edellinen,
mutta kiddnteisesti eli oletuksen perusteella kn = a — b, miké tarkoittaa, ettd
n|la—>belia=b (mod n). O

Lause 2.22. Olkoon n € Z,. Kongruenssi modulo n on kokonaislukujen jou-
kossa mddritelty ekvivalenssirelaatio eli kongruenssilla modulo n on seuraavat

ominaisuudet:
(i) Refleksiivisyys; Jos a € Z, niin a = a (mod n).
(il) Symmetrisyys; Jos a,b € Z ja a =b (mod n), niin b =a (mod n).

(iii) Transitiwvisuus; Jos a,b,c € Z seki a =b (mod n) ja b = ¢ (mod n),

néin a = ¢ (mod n).
Todistus.

(i) Kaikilla luvuilla @ € Z péitee a = a+0-nelin | a—a. Sisa =a
(mod n).

(ii) Nyt on olemassa sellainen k € Z, ettd a = b+ kn eli b = a+ (—k)n. Siis

b=a (mod n).

(iii) Nyt on olemassa sellaiset k,[ € Z, ettd a = b+ kn ja b = ¢ + In, mistéi
saadaan a = c+In+kn =c+ (I + k)n. Siis a = ¢ (mod n).

13



Ekvivalenssirelaatio jakaa joukon ekvivalenssiluokkiin. Huomataan, etta
lauseen 2.22 perusteella kongruenssi modulo n jakaa kokonaisluvut ekviva-
lenssiluokkiin, joita on yhteensd n kappaletta. Téssé yhteydesséd ekvivalens-
siluokkia kutsutaan jaanndsluokiksi modulo n.

Esitelladn vield ennen kongruenssin laskusddntojd lineaarinen kongruens-
sivhtélo sekd kongruenssin kiénteisluvun kiisite. Kongruenssi, joka on muo-
toa

ar =b (mod n),

on yhden muuttujan lineaarinen kongruenssiyhtdlo. Jokainen jaannossystee-
min modulo n alkio on kongruenssiyhtdlon ratkaisu, jos yksikin sen alkioista

on ratkaisu.

Lause 2.23. Olkoot a,b,n € Z,n > 0 ja (a,n) = d. Jos d 1 b, niin kongruens-
siyhtdlolla ax = b (mod n) ei ole ratkaisua. Jos sen sijaan d | b, niin

kongruenssiyhtdlolla ax = b (mod n) on tdismdlleen d ratkaisua modulo n.
Todistus. Ks. |6, s. 158|. O

Seuraus 2.24. Olkoot a,b,n € Z,n > 0 ja (a,n) = 1. Talloin kongruens-

siyhtdlolld ax = b (mod n) on yksikdsitteinen ratkaisu modulo n.
Todistus. Viite seuraa suoraan lauseesta 2.23. [

Jos kongruenssiyhtdlossi az = b (mod n), jolla on yksikésitteinen ratkai-

su modulo n, on b = 1, niin kyseessi on seuraava erikoistapaus.

Mééritelma 2.25. Olkoon a € Z ja (a,n) = 1. Kongruenssiyhtilon az = 1

(mod n) ratkaisu « € Z on luvun a kddnteisluku modulo n.

2.2.2 Modulaariaritmetiikan saloja

Kongruenssiyhtdlo muistuttaa aritmeettista yhtdlod. Yhteys ei lopu ulkoi-
seen olemukseen, nimittdin kongruenssiyhtal6a voi operoida puolittain arit-
meettisilla operaatioilla. Tata kutsutaan modulaariaritmetiikaksi. Osoitetaan
seuraavaksi, ettd kongruenssi séilyy yhteen-, vihennys- ja kertolaskussa seki

potenssiin korotuksessa.
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Lause 2.26. Olkoot a,b,c,n,s € Z jan,s >0 sekd a = b (mod n). Tdlldin
(i) axc=b+c (mod n),

(ii) ac=bc (mod n) ja

(iii) ¢®* =0° (mod n).

Todistus.

(i) Oletuksen perusteella on olemassa sellainen k € Z, ettd a = b+ kn eli
n|la—b=a+c— (b+c). Téstd saadaan a + ¢ = b+ ¢ + kn, joten

a+c=b+c (mod n). Vihennyslaskun tapaus on tdysin vastaava.

(ii) Kertolaskun tapauksessa analogia on vastaavahko, nimittain ac — be =
c(a—0). Edelld on todettu, ettd n | a—b, joten myos n | c(a—b) = ac—be

eli ac = be (mod n).

(iii) Nyt a®* —b* = (a—0b)(a* ' +a*2b+...+ab 2+ b ) elia—b | a® —b°.
Kuten on mainittu, oletuksen mukaan n | a — b, joten lauseen 2.12

perusteella n | a® — b° eli a® = 0° + kn eli «® = b° (mod n).
[

Todistetaan jatkoa silmalld pitden vield seuraava kertolaskuun liittyva
lause [10, s. 152].

Lause 2.27. Jos a; = b; (mod n), kaikilla 1 <i < s, niin

ﬁa,,- = ﬁbi (mod n).
i=1 i=1

Todistus. Todistetaan lause induktiolla luvun s suhteen. Olkoon s = 1. Tél-
16in
a; = by (mod n),

mikd on tosi, silld a; = b; (mod n), kaikilla 1 < ¢ < s. Tehdddn sitten

induktio-oletus, ettd viitos pitee, kun s = k — 1 eli

k-1 k1
Hai = Hb" (mod n),
i=1 i=1
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mika siis tarkoittaa, ettd
k—1 k—1
i=1 i=1

Oletetaan sitten, ettd s = k. Oletuksen perusteella n | a; — by, joten lauseen

2.13 perusteella

k k—1 k—1 k
n]Hal (ag — by) + by - (Ha, Hb) Haz—bk Hai+bknai_Hbi
i=1 z:l . i=1 i=1 i=1
:Hai_Hbi
i=1 i=1

eli Hle a; = Hle b; (mod n), joten lause on tosi induktioperiaatteen nojal-
la. O

Kongruenssin jakaminen ei ole aivan yhtd suoraviivaista kuin kertominen
tai yhteenlasku. Esimerkiksi 2-2=4=10=2-5 (mod 6) ei ole jaettavissa
kahdella kertolaskun tapaan, vaikka silti néin ensialkuun saattaakin nayttaa.
Nimittdin 2 # 5 (mod 6). Osoitetaan seuraavaksi, ettd kongruenssi voidaan
kuitenkin jakaa — tarkemmin ottaen kyse on yhteisen tekijan eliminoinnista

— tietyissd tilanteissa [6, s. 149).

Lause 2.28. Olkoot a,b,c,n € Z ja n > 0. Jos (¢,n) = d ja ac = bc

(mod n), nitn a =b (mod %).

Todistus. Oletetaan, ettd ac = be (mod n). Télléin n | ac — be = c¢(a — b),
joten on olemassa sellainen kokonaisluku k, ettd kn = c(a — b). Kun jaetaan

puolittain kokonaisluvulla d, saadaan

n c
k= = —(a —b).
5= gla="b)
Koska (c,n) = d, niin (5, %) = 1, joten lauseen 2.15 perusteella 5|a — b eli
a=b (mod %) ja lause on todistettu. 0

Seuraus 2.29. Olkoon ac = bc (mod n) ja (¢,n) = 1. Tdllgin a = b
(mod n).
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Esimerkki 2.5. Jaetaan edellinen esimerkki kahdella. Nyt 2-2 =4 =10 =
2.5 (mod 6) ja (2,6) = 2, joten 2 = 5 (mod 3). Jos kongruenssiyhtélon
molempien puolien yhteinen tekijd on jaoton modulin kanssa, voidaan silld
jakaa, kuten seurauslause 2.29 toteaa: 2-2 =4 =18 =2-9 (mod 7) ja koska
(2,7)=1,niin 2=9 (mod 7).

Maaritelma 2.30. Kokonaislukujen joukko on tdydellinen jddnndssysteemsi
modulo n, jos jokainen kokonaisluku on kongruentti tasmaélleen yhden tdmén

joukon luvun kanssa modulo n.

Maaritelma 2.31. Lukujoukko {0,1,2,...,n—1} on pienimpien ei-negatiivisten

jadnndsten systeems modulo n.

Maiaritelma 2.32. Lukumaééréltdan suurin sellainen tdydellisen jaédnnossys-
teemin modulo n osajoukko, jonka luvut ovat jaottomia luvun n kanssa, on

supistettu jadanndssysteemi modulo n.

My6hemmin tutkielmassa selvidéd, montako alkiota supistetussa jadnnos-
systeemissid modulo n on.
2.2.3 Kiinalainen jaidnnoslause

Ennen aritmeettisten funktioiden esittelyi, todistetaan viela yksi kongruens-
seihin liittyva tulos. Kyseessd on lineaarisen kongruenssiyhtaloryhmaén rat-
kaiseminen. Jokaisessa kongruenssiyhtalossd moduli on eri ja kyseessé on kii-

nalainen jidnnoslause.

Lause 2.33 (Kiinalainen jadnnoslause). Olkoot my, ms, ..., my € Z pareittain

keskenddn jaottomia. Talloin kongruenssiyhtaloryhmdalld
r=a; (modm;), missil<i<k
on yksikdsitteinen ratkaisu modulo M = Hle m;.

Todistus. Vrt. [10, s. 173]. Olkoon M; = L missi 1 < j < k ja M =

[1;=; m;. Nyt koska mq,ma, ..., my, ovat pareittain keskendén jaottomia, niin
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my | M; ja (mj,m;) = 1, kaikilla [ # j. Kun olemme méiéritelleet luvun
M; télla tavalla, niin (m;, M;) = 1, jolloin kongruenssiyhtalslla M;y = 1
(mod m;) on seurauslauseen 2.24 perusteella yksikésitteinen ratkaisu y eli
kiddnteisluku b; modulo m;. Siis jokaiselle j on olemassa sellainen b;, et-
ta M;b; = 1 (mod m;). Muodostetaan sitten summa z = ij:l M;bja;
(mod M). Summattavissa M;b;a; = a; (mod m;), koska M;b; =1 (mod m;),
ja M; =0 (mod my), kun j # [. Télléin siis z = a; (mod m;). Siis = on
kongruenssiyhtdloryhmén ratkaisu. Yksikdsitteisyyden modulo M osoitam-
me olettamalla ensin, ettd xy ja x; ovat erilliset kongruenssiyhtaloryhmén

ratkaisut, jolloin saadaan
ro =x1 =a; (modm;), kaikillal <j <k.

Télloin on olemassa sellaiset ko, k1 € Z, ettd xg = a;+kom; ja x1 = a;+kim;

ja yhtalot yhdistamalla saadaan
1 = Tog — k’omj + l{flm]’ < T — Ty = (k’l — k’o)mj

eli m; | 1 — zo kaikilla 1 < j < k. Koska jokainen m; | z; — zp, niin
my6s M | x7 — xo, joten zyp = 7 (mod M) ja my6s yksikésitteisyys on

osoltettu. O

2.3 Aritmeettisista funktioista

Aritmeettiset funktiot on maééritelty kokonaislukujen joukossa. Eulerin ¢-
funktio on erdis aritmeettinen funktio. Toinen keskeinen funktio, nimittdin
Mobiuksen funktio, esitellddn myds. Se osoittautuu oivaksi avuksi myohem-
min, kun osoitamme ¢-funktioon liittyvid tuloksia. Lisdksi lyhyen esittelyn
saavat sellaiset aritmeettiset funktiot kuin jakajien lukuméiri seké jakajien
summa. Kokonaisuus tai sen osia 16ytyy useammastakin ldhteestd, mutta no-

taatiot ja todistusten analogia noudattelevat lihdettd [6].

Miiritelma 2.34 (Aritmeettinen funktio). Funktio, jonka méérittelyjoukko

on Z.,, on aritmeettinen funktio.
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Maiésritelmé 2.35 (Multiplikatiivinen funktio). Aritmeettinen funktio f on

multiplikatitvinen, jos

f(mn) = f(m)f(n), kun (m,n) =1,

ja taydellisesti multiplikatiivinen, jos

F(mn) = fom)f(n), ¥m,n €7,
Esimerkki 2.6. Vakiofunktio f(n) =1 on tdydellisesti multiplikatiivinen.

Jos f on aritmeettinen funktio, niin
F(n) =Y f(d)
din

on sen summafunktio. Ennen kuin osoitetaan, ettid multiplikatiivisen funktion
summafunktio on multiplikatiivinen, tarkastellaan sitd hieman tarkemmin

lyhyen esimerkin kautta.

Esimerkki 2.7. Olkoon f(n) = n. Sen summafunktio on tilloin F(n) =
> [ (d) = 324, d. Lasketaan summa, kun n = 4:

FA) =f)+f2)+f4)=1+2+4=T
Lause 2.36. Jos f on multiplikatiivinen, niin on myds
F(n) =Y f(d).
dln

Todistus. Olkoot m ja n keskenddn jaottomia positiivisia kokonaislukuja.
Télloin
F(mn) =Y f(d).
djmn
Koska (m,n) = 1, niin lauseen 2.19 perusteella on olemassa sellaiset keske-

nddn jaottomat luvut a ja b, ettd a | m, b | n ja ab = d. Nyt siis

F(mn)= Y f(ab).

alm,b|n
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Koska f on multiplikatiivinen, niin

F(mn)= 3 flab)= Y fa)f(b) =) fla))_ f(b) = F(m)F(n).
bln

alm,b|n alm,b|n alm

]

Lause 2.37. Jos f ja g ovat multiplikatiivisia, niin on myds
n
Fn) = fd)g(5)
dn

Todistus. Jos m ja n ovat kesken#fin jaottomia, niin d | mn, jos ja vain jos
d=kl, missa k | mjal|nseki (k1) =1ja (%2, 2) = 1. Titen

F(mn) =" f(d)g(=) = > > f(k)g(==)
dlmn dlk d|l
=Y > TR Wg()e(])
dlk d|l

=Y F 09D FDg(F) = Fm)F(n).

d|k dl

]

Huomautus. Kun merkitdan lauseen 2.37 summafunktiota F' = f * g, niin

muotoa sanotaan myos Dirichlet’n konvoluutioksi.

2.4 Mobiuksen funktio ja kddnteiskaava

Mo6biuksen funktio on kiiyttékelpoinen apu Eulerin ¢-funktion osoittamisessa

multiplikatiiviseksi.

Miiritelmi 2.38 (Mobiuksen funktio). Mobiuksen funktio p(n) mééritel-

laan seuraavasti

1, josn =1,
ILL(n) = <_1)k7 jOS n =mpip2..-pPk , missa, Di 7& pj 3 kun ¢ 7& j?
0, muulloin.
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Osoitetaan ensin, ettd Mdbiuksen funktio on multiplikatiivinen.
Lause 2.39. Mobiuksen funktio on multiplikatiivinen.

Todistus. Olkoon (m,n) = 1. Osoitetaan multiplikatiivisuus kolmessa osassa
maéadritelmén osoittamassa jarjestyksessd. Oletetaan siis ensin, ettd m = 1.
Talloin

p(mn) = p(n) = p(m)p(n).
Viimeinen kohta pitee, koska p(m) = 1. Tapaus n = 1 menee vastaavasti.
Oletetaan seuraavaksi, ettd m = pipe...py, missd p; # p;, kun 7 # j ja

n = q1q2...q;, missd ¢; # ¢;, kun 7 # j. Nyt

Koska (m,n) =1, niin ¢; # p;, Vi, j. Tall6in
p(mn) = (1),

miké todistaa tapauksen. Muissa tapauksissa p(m) = 0 tai u(n) = 0 eli myds

p(mn) =0 = pu(m)u(n) ja lause on todistettu. O

Lause 2.40. Mobiuksen funktion summafunktio on

F(n)ZZM(d)={ .

dn , josm > 1.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd n = 1. Talldin
F(n) =) p(d)=p1) =1

dn
ja ensimméinen vaihe on todistettu.
Oletetaan sitten, ettd n > 1. Koska Mdbiuksen funktio on multiplikatiivinen,
niin lauseen 2.36 nojalla my6s F'(n) on multiplikatiivinen. Lisdksi lauseen yh-
talon oikean puolen funktio on multiplikatiivinen. Tall6in riittdé tarkastella
tapausta, etti n = p*, missid k on mikd tahansa positiivinen kokonaisluku.

Olkoon siis n = p*, missi ensin k& = 1. Silloin

F(n) = F(p) = 3" uld) = u(1) + u(p) = 1 + (—1) = 0.

dlp
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Olkoon sitten n = p*, missi k > 1. Silloin

F(n)=Fp*) =Y pu(d) = p(1) + p(p) + n(p®) + .. + n(@")

d|p*

=14+(-1)+0+0+..4+0=0.

Kummassakin tapauksessa lauseen yhtélon oikean puolen funktio on myds
nolla, silld n > 1. Ndin my0s toinen vaihe ja tédten koko lause on todistettu.
O

Lause 2.41 (Mobiuksen kddnteiskaava). Olkoon [ aritmeettinen funktio ja
F(n) =%y, f(d),Yn € Z,. Tdlliin

fn) =Y udF (), Ve,
din

Todistus. Nyt

SO RFE) =Y ud) Y f) = 30D uld)f(k).

dln dln k|5 dn k|G

Koska d | n ja k | %, niin on olemassa sellainen a, ettd % = ak. Téstd saadaan
n o _
no=
k| Z parilla k | n ja d | 7, jolloin kifintdmilld samalla summausjérjestyksen

n = adk ja ad eli k | n ja d | %. Voidaan siis korvata pari d | n ja

saadaan

D> FRu(d) =D fk)Y p(d) = f(n)- 1= f(n).
d

Viimeinen kohta seuraa siita, etti Zd‘% p(d) = 0, kun 7 > 1, joten pitééd olla
7 =1elin =k, jolloin Ed|% p(d) =1ja 32y, f(k) = f(n). O

Mébiuksen kddnteiskaavalla voidaan osoittaa lauseen 2.36 pitevin myds

toiseen suuntaan.

Lause 2.42. Jos F' on multiplikatiivinen ja F(n) =3_,  f(d), niin myds f

on multiplikatiivinen.
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Todistus. Olkoon (m,n) = 1. Mobiuksen kédénteiskaavan nojalla voidaan kir-
joittaa
mn
Flmn) = 3w P,
d|mn

missd p ja F' ovat multiplikatiivisia. Talloin lauseen 2.37 perusteella myos

> dpn H(A)F(77) on multiplikatiivinen, siis

> UAF(EF) = Y udF () Y pdF(5) = f(m)f ().

dlmn dlm dln

2.5 Jakajien lukumaéiiri ja jakajien summa

Eulerin ¢-funktiolle 16ytyy monta yhteytta jakajien lukuméira - ja jakajien
summa -funktioihin, joten esitelldin ne myohempia tuloksia varten téssé vai-

heessa. Aloitetaan funktioiden maaritelmillé.

Maidritelmi 2.43 (Jakajien lukuméérd). Kaikille n € Z,

T(n)={d€Zs:d|n} =) 1

dn

Maiédritelmd 2.44 (Jakajien summa). Kaikille n € Z,

o(n) = Zd , missd d € Z.
dl

Huomautus. Lukua n kutsutaan tdydelliseksi luvuksi, jos o(n) = 2n.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd edelld esitellyt funktiot ovat multiplikatiivi-
sia. Mobiuksen funktion yhteydessé viimeisend todistettu lause 2.42 osoittaa
voimansa jo nyt. Lisdksi todistetaan lausekkeet, joilla funktioiden arvot voi-

daan laskea mille tahansa positiiviselle kokonaisluvulle.

Lause 2.45. Jakajien lukumdard -funktio T on multiplikatiivinen.
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Todistus. Olkoon f(n) = 1. Nyt f on téydellisesti multiplikatiivinen ja

r(n) =) f(d).

din

Tulos seuraa lauseen 2.42 nojalla. O]
Lause 2.46. Jakajien summa -funktio o on multiplikatiivinen.

Todistus. Olkoon f(n) =n. Nyt f on tiydellisesti multiplikatiivinen ja

o(n) = 3 f(d).

din

Taméikin tulos seuraa nyt lauseesta 2.42. O

Apulause 2.47. Olkoon p alkuluku ja olkoon a € Z. . Tdilloin
T(p*) =a+ 1.

Todistus. Luvun p® jakajat ovat 1,p,p?, ...,p* 1, p®. Jakajia on selviisti a + 1

kappaletta, joten 7(p®*) = a + 1. ]

Apulause 2.48. Olkoon p alkuluku ja olkoon a € Z . Tdilloin

Todistus. Selvasti

o(p) =Y d=> 1

d|pa 1=

ja operoidaan yhtéloa puolittain kertomalla luvulla p. Saadaan

a a
po(p*) =pd p'=> p
=0 =0

Nyt, kun muutetaan indeksointia siten, ettd j = ¢ + 1, saadaan

a+1 a

Yot =dp =y Pt -
i=0 j=1 Jj=0
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Viimeinen kohta perustellaan seuraavasti: koska summa alkaa j-indeksista
nolla, pitda indeksid j = 0 vastaava summattava vahentdd, silld sellaista
ei ole alkuperdisessi summassa. Samaten pitdéd lisdtd indeksid j = a + 1
vastaava termi, koska se jad pois summasta, jossa summataan vain indeksiin

j = a asti. Huomataan, ettd Z?Zopj = o(p*), joten yhtalostd saadaan

ja lause on todistettu. O

Néiden apulauseiden avulla seuraavat kaksi lausetta ovat helppoja todis-

tettavia.

Lause 2.49. Olkoot n = [[\_, p* ja a € Z. Téllgin

k

7(n) = [J(ai +1).

i=1
Todistus. Koska luvun n tekijat ovat keskenédén jaottomia, voidaan hyédyn-

taa funktion 7 multiplikatiivisuutta. Siis

n)z(Hp) HT Ealm.

Lause 2.50. Olkoot n =[]\, p}* ja a € Z. Tillgin

pgh +1 1

o(n) = p—

i=1
Todistus. Vastaavasti kuin edelld saadaan funktion o multiplikatiivisuuden

nojalla

n>=a(ﬁpﬁi) Ha H%
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3 Eulerin ¢-funktio

3.1 Maaritelma

Maiésritelmi 3.1 (Eulerin ¢-funktio). Kaikille n > 0
¢(n) ={1 <a<n:(an) =1}

eli Eulerin ¢-funktio palauttaa luvun n kanssa keskenéén jaottomien lukujen,
jotka eivit ole sitd suurempia, lukuméirin. Kéytidnnollisyyden vuoksi on

sovittu, ettd ¢(1) = 1.

Voidaan todeta, ettd ¢(n) on supistetun jidnnossysteemin modulo n al-

kioiden lukumaara.

Esimerkki 3.1. Ohessa on lueteltu ¢-funktion arvoja joillakin syotteilla.

| o(2) | = | o)
1 1 10 4
2 1 20 8
3 2 30 8
4 2 50 20
) 4 100 | 40

Lukuteoreettisessa mielessi monet ¢-funktion ominaisuuksista ovat varsin
mielenkiintoisia, joten katsastetaan, millaisia ominaisuuksia funktio sisddnsi

kitkee.

3.2 Multiplikatiivisuus

Erés tarkeimpid ¢-funktion ominaisuuksia on sen multiplikatiivisuus. Eulerin
¢-funktion summafunktio on erittiin elegantti ja se esitelldfin ensin, koska

tulosta tarvitaan multiplikatiivisuuden todistuksessa.

Lause 3.2. Olkoon n € Z.. Talléin

> o(d) =n.

dln
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Todistus. Vrt. |6, s. 244]. Jaetaan luvut 1,2, ..., n joukkoihin
ng={meZ:1<m<n,(m,n)=d}

eli jokainen luvuista 1, 2, ...n on tasmélleen yhdessd joukossa ng. Koska (m,n) =

m n
drd
eli luvun % kanssa keskendén jaottomien lukujen lukuméara. Koska lukuja on

d, niin (%, %) = 1. Jokaisen joukon alkioiden lukumééré on siis |n4| = ¢(%)

kaikkiaan n kappaletta, on kaikkien joukkojen alkioiden lukuméérien summa

> old) = (%) =n.

dln dln

n. Siis

]

Téamaén jalkeen Mobiuksen funktion yhteydessé esitettyjen tulosten avulla

multiplikatiivisuus on helppo todistaa ja se tehddin seuraavassa lauseessa.

Lause 3.3. Fulerin ¢-funktio on multiplikatiivinen eli

o(mn) = o(m)o(n), kun (m,n) = 1.

Todistus. Vrt. [10, s. 163]. Olkoon g(n) = n. Funktio g on tilléin tdydellisesti
multiplikatiivinen. Lauseen 3.2 perusteella n = >, &(d). Nyt siis

g(n) =Y _¢(d)

dln

ja tulos seuraa lauseen 2.42 nojalla. O

3.3 Funktion arvo

Seuraavaksi todistetaan lause, jossa ¢-funktio kytkeytyy alkulukuihin. Funk-

tion ¢ avulla voidaan siis antaa ehto, milloin luku on alkuluku.

Lause 3.4. Jos p on alkuluku, niin ¢(p) = p — 1. Kadnteisesti, jos ¢(p) =

p— 1, nin p on alkuluku.
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Todistus. Vrt. |6, s. 240]. Oletetaan ensin, ettd p on alkuluku, jolloin jokainen
lukua p pienempi positiivinen kokonaisluku on jaoton luvun p kanssa. Koska
tallaisia lukuja on p—1, niin ¢(p) = p— 1. Oletetaan sitten, ettd ¢(p) = p—1.
Nyt jos p ei ole alkuluku, niin joko p = 1 tai luvulla p on aidot tekijat. Jos
p = 1, niin ¢(p) # p — 1, koska ¢(1) = 1. Jos luvulla p on aidot tekijét, niin
silld on oltava jakaja d : 1 < d < p ja (p,d) > 1. Nyt siis tiedetddn, etti jos
jokin luvuista 2, ...,p — 1 eli d ei ole luvun p kanssa jaoton, niin ¢(p) < p—2.

T&ma4 on ristiriita, joten jos ¢(p) = p—1, niin luvun p on oltava alkuluku. [

Lause 3.5. Kaikille n > 2
o(n) <n-—1
Todistus. Tulos seuraa funktion ¢ méiaritelmésti ja lauseesta 3.4. O

Lause 3.6. Olkoon p alkuluku ja k € Z. Tdlloin
o(p*) =p* —p* .

Todistus. Vrt. |6, s. 241]. Kaikki lukua p* pienemmiét tai yhtésuuret luvut,
joiden suurin yhteinen tekijé luvun p* kanssa on suurempi kuin 1, ovat
p,2p, 3p, ..., p" 'p. Niitd lukuja on selviisti p*~!. Siis luvun p* kanssa keske-

niifin jaottomia lukuja on p* — pF=1 eli ¢(p*) = p* — pt~L. O

Viimeisimman lauseen avulla voidaan osoittaa muun muassa seuraava ¢-

funktion mielenkiintoista luonnetta kuvaava tulos.

Lause 3.7. Olkoonn € Z.. Tdlloin ¢(n) on parillinen, jos n > 2, ja ¢(n) =

1 muulloin.

Todistus. Olkoon n = p{'ps? - - pi*. Koska ¢ on multiplikatiivinen funktio,
niin
k k

o(n) = [T ow) = [1ot i - 1),

i=1
Nyt ¢(n) on parillinen, jos jokin sen tekijéistd on parillinen. Jos miki tahansa

p; on pariton, niin p; — 1 on parillinen ja edelleen ¢(n) on parillinen. Jos sen
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sijaan jokin p; on parillinen, niin talldin pitda olla p; = 2. Koska n > 2, niin
joko vahintadn yksi p; > 2 ja pariton, jolloin tilanne palautuu edelliseen, tai
p% = 2% a; > 1, jolloin p?*~" on siis parillinen. Jokin niisté ehdoista tiyttyy
aina, joten ¢(n) on parillinen, kun n > 2.

Viitteen loppuosa eli tapaukset n = 1 ja n = 2 voidaan todistaa laske-

malla funktion arvot niisséd kohdissa

¢(1) =1=0(2)
]
Seuraus 3.8. Josn € Z, on pariton, niin
¢(n) = o(2n)
Todistus. Koska n on pariton, niin (2,n) = 1, joten
¢(2n) = ¢(2)¢(n) = 1- ¢(n) = ¢(n).
O

Todistetaan lauseen 3.6 avulla kaava, jolla ¢-funktion arvon voi laskea

mille tahansa kokonaisluvulle.

Lause 3.9. Olkoon n = pi'p3*---pp*, missd p; # p;,Vi,j,1 < i,j < k.
Talloin

Todistus. Vrt. |6, s. 242]. Koska ¢ on multiplikatiivinen, niin

¢(n) = ¢(pi")d(p3°) - - d(py").
Lauseen 3.6 perusteella jokainen ¢(p%) = p — pii~! = p% (1 — :z%)’ joten

1 1 1

’[’L :al 1—— a2 1_— PR Ak 1__
¢(n) =pi ( pl)pQ ( p2) Py ( pk)
1 1 1

—ptipaz ook (o ) (1o ). 12 =
Prp p’“( p1>( pz) ( pk)

ST1(-)
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Esitellddn seuraavaksi tulos, jolla voi varsin mekaanisesti laskea ¢-funktion
arvon. Ks. [9, s. 84].

Lause 3.10. Olkoon n = [[;_, p%. Jos

T 0, muulloin,

nwun
n k

o(n) =Y 1101 = e;(m))-

j=1 i=1
Todistus. Tulontekijét ovat nollasta poikkeavia vain, jos e;(p;) = 0. Tulo jol-
lakin indeksilld j, puolestaan poikkeaa nollasta vain, jos ej, (p;) = 0, kaikilla
1 <i < k. Tdmi toteutuu, kun (jo,n) = 1, silld jos (jo,n) > 1, niin p; | jo,
jollakin 4, ja tallsin 1 — ej,(p;) = 0 ja edelleen [, (1 — e;,(pi)) = 0. Nyt

huomataan, etté
1 )L jos (j,m) =1
(J,n) 0, muulloin,

joten TTi_ (1 — ¢;(ps)) = L(]Ln)J ja tulos seuraa tésté. O

Osoitetaan vield kaksi tulosta Eulerin ¢-funktion ja Mobiuksen funktion

yhteydesta.

Lause 3.11. Olkoon n € Z,. Tdlloin

Todistus. Todistetaan tulos kiyttden hyviksi Mobiuksen kiddnteiskaavaa. Nyt

F) =Y fd) =3 o(d) =n ja
din dn
() = o0m) = 3 w(@F () = 3 () = n 32 D,
dln din dn
miké todistaa lauseen. O
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Lause 3.12. Olkoon n € Z,. Tdlloin

Todistus. Vrt. [1, s. 8]. Jos n = 1, niin viite pitee. Merkitdén sitten n =

pit - ppk, jolloin

k
H (1 — —) =n H pi— .
Yhtélon vasen puoli saa muodon

n n P1- Dk

¢o(n)  nll,e=t (-1 (=1

zlp

Kasitelladn sitten yhtdlon oikeaa puolta. Muistetaan, ettd p(n) = 1, jos n =

1, p(n) = (=1)%, jos n. = p1 - - px ja u(n) = 0 muulloin. Téten siis

u?(e) ¢(le), jos e on neliévapaa luvun 7 jakaja eli muotoa [*_, pi,
ole)

joten téllaisten termien summa on sama kuin nollasta poikkeavien termien

0, muulloin,

summa. Saadaan

@) 5~ 1
25 ~ & a0

eln
= 14— L + L + L + ! + —l—;
1 ¢(p1) ¢(p2) m¢(pk) <Z5(P1p2) <Z5(P1p2"‘pk)
1 1 1 1
_1+p1—1 +p2—1mpk—1 et (pr—D(p2—1)--(pr — 1)

=D = D) pe =)+ (e —D 4+ A (e — 1) +1
(=2 —1)-(pr— 1)
Téassé vaiheessa huomataan, ettd yhtdlon molemmilla puolilla on sama nimit-

taja. Siirrytddn tarkastelemaan osoittajia. Summausjérjestystd muuttamalla
yhtédlon oikealle puolelle saadaan
I+ (pr=D+ =D+ +@e =D+t (1= Dp2— 1) (o — 1)
=¢(1) + é(p1) + ¢(p2) + ... + &(px) + ¢(p1p2) + ... + S(P1p2- - pr)
Z p(€) = pip2- " Pi-

Pk
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Viimeinen yhtasuuruus péitee lauseen 3.2 nojalla. Koska myos osoittajat yh-

talon molemmin puolin ovat samat, on lause todistettu. O

Koska ¢ ei ole taydellisesti multiplikatiivinen, sen arvon laskeminen kah-
den luvun tulolle ei ole aivan suoraviivaista, jos néilld luvuilla on yhteisid
tekijoitd. Muistamme, ettd ¢(mn) = ¢(m)o(n) vain silloin, jos m ja n ovat
keskenddn jaottomia. Todistetaan seuraavaksi lause, jolla selvidmme tilan-

teesta, jossa luvut eiviit ole keskenddn jaottomia, |9, s. 84].

Lause 3.13. Olkoot a,m,n € Z, ja (m,n) = a. Tdlléin

Blmn) = s Bm)on)
Todistus. Lasketaan auki ¢(mn). Jatetdédn indeksit selvyyden vuoksi pois eli
saadaan .
o(mn) =mn 1—-
= IL(1-5)
Nyt

oy ()T (1-3)
11 ( ) p> Tl (1 - i) |

Koska ne luvut p, jotka jakavat sekd luvun m ettd luvun n, ovat ne luvut p,

plmn

jotka jakavat luvun a, saadaan

()10

plm,p|n pla

Palataan alkuperéiseen lausekkeeseen ja kerrotaan mukaan ykkonen. Saadaan

o) =mn TT (1)
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ja lause on todistettu. O

3.4 Eulerin ¢ ja kongruenssi

Lause 3.14. Jos {ay, as, ...,a¢(n)} on supistettu jadnndssysteemi modulo n
ja (¢,;n) = 1, niin {cai,cas, ...,cagm)} on myds supistettu jiinndssysteems

modulo n.

Todistus. Olkoon {ai,as, ..., agm)} supistettu jidnndéssysteemi modulo n ja

(¢,m) = 1. Nyt koska (¢,n) = 1 ja (a;,n) = 1, niin (ca;,n) = 1, kun
i = 1,2,...,¢(n). Sovelletaan seuraavaksi kontrapositiota. Jos ca; = ca;
(mod n) joillakin 1 <47 < j < ¢(n), niin seurauksen 2.29 perusteella a; = a;
(mod n).Téten siis {cay, cas, ..., cagy)} on supistettu jadnnossysteemi modu-

lo n. O

Jatketaan kohti merkittavaa tulosta, joka on Eulerin-Fermat’n lause (vrt.
|10, s. 165].

Lause 3.15 (Eulerin-Fermat’n lause). Olkoon (a,n) = 1. Tdlloin
a®™ =1 (mod n).

Todistus. Olkoon {ay,as, ..., agm)} supistettu jidnnossysteemi modulo n. Kos-
ka (a,n) = 1, niin lauseen 3.14 nojalla my6s {a-a1,a-as, ..., a-agx)} on supis-
tettu jadnnossysteemi. Talloin jokaiselle i,1 < i < ¢(n) on olemassa sellainen
kokonaisluku 7,1 < j < ¢(n), ettd a - a; = a; (mod n). Koska kongruens-
si sdilyy kertolaskussa lauseen 2.27 perusteella, niin voidaan kertoa kunkin

jaannossysteemin alkiot keskenddn. Téstd seuraa, etta

¢(n) ¢(n)
H(a -a;) = | | ¢; (mod n)
=1 7j=1
o) o)
s a®1la=]]qe (modn)
i=1 j=1
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Koska (TT?™ a;,n) = 1, niin tulos

seuraa seurauksen 2.29 perusteella. O

Koska ¢(n) > 0 kaikilla n € Z, niin Eulerin-Fermat'n lauseen perusteella
on olemassa vihintddn yksi sellainen kokonaisluku z, ettd ® =1 (mod n).

Annetaan téllaiselle luvulle tarkka mééritelmé. [3].

Maiésritelmi 3.16 (Kokonaisluvun kertaluku modulo n). Olkoot a € Z,
n € Z, sekd (a,n) = 1. Talloin luvun a kertaluku modulo n on pienin sellainen

positiivinen kokonaisluku z, ettd a® =1 (mod n). Merkitdin x = ord,a.

Todistetaan erés kokonaisluvun kertalukuun liittyva tulos, jonka seurauk-

sen voimme kytked Eulerin ¢-funktion ominaisuuksiin [3].

Lause 3.17. Olkoot a € Z, n € Z sekd (a,n) = 1. Tdlloin
a® =1 (mod n) & ord,a | z.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd ord,a | x eli on olemassa sellainen kokonais-

luku k, ettd x = (ord,a)k. Nyt
a® = (@) =1F =1 (mod n).

Ensimmaéinen vaihe on téten todistettu, joten oletetaan, ettd a® =1 (mod n).

Jakoalgoritmin mukaan
x = (ordya)g+r , missd 0 <r < ord,a.

Nyt siis

a® = a(ordna)q—&—T _ a(ordna)qar =q" (mod n)

Koska a® = 1 (mod n), niin a" = 1 (mod n). Téten epéyhtalon 0 < r <
ord,a ja kokonaisluvun kertaluvun maaritelmén perusteella » = 0. Nain ollen

z = (ord,a)q+r = (ord,a)q eli ord,a | x. O
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Seuraus 3.18. Jos a € Z, n € Z, seki (a,n) = 1, niin ord,a | ¢(n).
Lause 3.19. Olkoon p alkuluku, a € Z ja p ta. Tdlloin

a’ ' =1 (mod p).
Todistus. Koska (a,p) = 1, niin lauseen 3.15 nojalla

a7t =a®® =1 (mod p).

Lause 3.20. Olkoon n € Z ja n > 2. Talléin
¢(n) =0 (mod 2).

Todistus. Lauseessa sanotaan kongruenssin keinoin, ettd ¢(n) on parillinen,

kun n > 2. Todistus on siis annettu lauseessa 3.7. O

Seuraavan tuloksen on ldhteiden mukaan ensimmaéisena esittinyt Umber-

to Scarpis. Todistetaan italialaisen 16ytdma ominaisuus.
Lause 3.21. Olkoot a € Z, n € Z. Tdlloin
p(a”—1)=0 (modn) eli n|¢p(a™—1).
Todistus. Vrt. [8, s. 202]. Merkitdén
A=ad" -1,

jolloin siis a™ = A + 1. Télloin selvésti «” = 1 (mod A) ja (a,A) = 1.
Seurauksen 3.18 perusteella n = ordaa | p(A) = ¢p(a”™ — 1). O

Eulerin ¢-funktiolla on mielenkiintoisia yhteyksia lukuihin, joiden luku-
méiridn se laskee. Katsotaan muutama lause, joissa supistetun jainnossys-

teemin termien avulla saadaan funktiota ¢ koskevia tuloksia. [5].
Lause 3.22. Olkoot ay, ..., a4, 0 € Zy, a; < n ja (a;;n) = 1 kaikilla 1 <
i < ¢(n). Tdalloin, jos n > 2, niin

no(n)
2

aq —I— a9 —f- —I— ad,(n) =
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Todistus. Koska (a;,n) = 1, niin lauseen 2.17 perusteella my6s (n—a;,n) = 1.

Tamén seurauksena voidaan kirjoittaa

{a1, a2, ...,a9m)} = {n —a1,n —ag, ...,;n — agm)}-

Koska joukkojen alkiot ovat samat (oikeanpuoleisessa alkioiden jirjestys on

kidnteinen), ovat myos joukkojen alkioiden summat samat eli

a1+ az+ ... Fagm) =M —a1)+(n—az) + ... + (n — ayw))
=np(n) — (a1 + az + ... + aym)),

misté saadaan

no\n
a1+a2+...+a¢(n): ¢2( )

]

Lause 3.23. Olkoon n > 3 ja olkoot a1, ..., apm) € Zy,a; < n ja (a;,n) =1
kaikilla 1 < i < ¢(n). Tdilldin

a1+ az+ ...+ agry =0 (mod n).

Todistus. Lauseen 3.22 perusteella a; + as + ... + agm) = %(”) Liséksi, kun

n > 3, lause 3.7 kertoo, ettd ¢(n) on parillinen. Merkitdin ¢(n) = 2k, missi
keZ,. Nyt
no(n)  n2k

5 :T:nkEO (mod n).

ay + ag + ... + Qp(n) =
O
Lause 3.24. Olkoot ay, ..., a4(n),n € Zy, a; < n ja (a;,n) = 1 kaikilla 1 <
i < ¢(n). Tallgin kaikilla i € {1,2, ..., p(n)}
Ui =N — Qg(n)—i+1-

Todistus. Nyt a; < az < ... < Ggn)—1 < Ug(n). Talloin selvisti n — agpm) <

n— Agmy—1 < ... <N —az <n — a. Vastaavat termit ovat yhtasuuria, joten

saadaan
aq :n—a¢(n), agzn—a¢(n)_1, ,a¢(n)_1 =n — ay, a(b(n) =n—a,
mista tulos seuraa eli a; = 1 — dgn)—it1- ]
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Lause 3.25. Olkoot as,...,agm),n € Zy,a; < n ja (a;,n) = 1 kaikilla 1 <
i < ¢(n). Kaikille n >3

2, 2 2 n*p(n)
al+a2+...—|—a¢(n)+...+2(a1a¢(n)+a2a¢(n)_1+...+a@a@+l) = 5 .

Todistus. Aloitetaan todistus toteamalla kaksi seikkaa. Ensinné ¢(n) on pa-
rillinen, kun n > 3, eli @

N — Gg(n)—i+1, Mistd seuraa, ettd agm)—iy1 = n — a;. Talloin

€ Z. Toisekseen lauseen 3.24 perusteella a; =

$(n)
Z AiQp(n)—i+1 = A10g(n) T A20p(n)—1 T -+ Ag(n)—1A¢(n)—(¢(n)—1)+1 T Ag(n)@1-

i=1

Huomataan, ettd kukin termi on kahteen kertaan, joten saadaan

#(n) #(n)
Zai%(n)_iﬂ = 2(@1Gp(n) + A20pm)-1 + .. + a@a@H) = Zai(n —a;).
i=1 i=1

Sijoitetaan summalauseke viitteen kaavaan, jolloin saadaan

$(n) ¢(n) ¢(n) ¢(n) ¢(n) ¢(n)
Za? +Zai(n—ai) = Zaf +n2ai — Za? = nZaZ—.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Lause 3.22 osaa kertoa, etté
¢(n)
Z a; = ”Cb(n)’
2
i=1
joten
ngln) _ n*6(n)
2 2
ja tulos seuraa tésta. O]

Seuraavan tuloksen esitti ensimméisend D. H. Lehmer, joka esitti kysy-
myksen, onko olemassa yhdistettyd lukua n, joka toteuttaisi ehdon ¢(n) |
n —1 vai onko tillainen luku aina alkuluku. Téllaista yhdistettya lukua ei ole
vield 16ydetty ja kysymys on yhéd avoin. Todistetaan seuraavaksi Lehmerin

tulos, joka koskee tdmén ehdon tayttavia lukuja. [8, s. 212].
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Lause 3.26. Olkoon n € Z,. Jos ¢(n) | n — 1, nitn n on alkuluku tai n on

nelidvapaa ja pariton yhdistetty luku.

Todistus. Jos n on alkuluku, niin 1 - ¢(n) = ¢(n) = n — 1, joten alkuluku
toteuttaa aina ehdon ¢(n) | n — 1.
Oletetaan sitten, ettd n ei ole alkuluku, joten olkoon n = Hle pit. Talloin

n ja myos p@~' | n kaikilla 1 < < k. Nyt

Py
k

o(n) = »i (i — 1)
i=1

eli pfi~' | ¢(n) ja edelleen oletuksen perusteella ¢(n) | n—1, joten p ™" | n—1.
Koska p~' | n ja pf~" | n — 1, on oltava a; = 1. Luku n on siis neliévapaa.
Oletetaan sitten, ettd n on parillinen. Merkitédén n = 2¢, missi g = [[p >

2 on jokin pariton luku (indeksointi on selkeyden vuoksi jitetty pois). Nyt

¢(n) = 6(2)p(q) = [[(p—-1) | n—1

eli [[(p—1) on parittoman luvun n—1 tekiji. Lauseen 3.7 perusteella ¢(q) on
kuitenkin parillinen, joten seuraa ristiriita. Tastd syystd luvun n on oltava

pariton ja lause on todistettu. O]
Lause 3.27. Olkoot m,n € Z ja m | n. Tdlloin ¢(m) | ¢(n).

Todistus. Olkoon m = Hle p;t sekd olkoot ¢ = Hpi‘

jar € Zy,(m,r) = 1 sellaisia, ettd n = gr. Nyt koska ¢ kattaa vain ne

b, -
o Di's missd by > ay,

alkuluvut, jotka ovat luvun m tekijoité, ja (m,r) = 1, niin (¢, ) = 1. Télléin

o(n) _ dlar) _ o@o(r) _ TLp " i=1) o 1T nag,
Som) ~am) ~ olm) e i ) LA €2

tarkoittaen sité, ettd ¢(n) voidaan esittdé tulona, jossa toinen tekiji on ¢(m)
ja toinen jokin kokonaisluku, eli ¢(m) | ¢(n). O

38



3.5 Eulerin ¢ yhtiloissa ja identiteetteja

Olemme osoittaneet tuloksia, joilla ¢-funktion arvon pystyy laskemaan. Osoi-
timme myos joitakin funktion ominaisuuksia muun muassa kongruenssiin liit-
tyen. Enté jos kyseessé ei olekaan kaikilla kokonaisluvuilla tosi yhtial6? Toteu-
tuuko yhtdlo milldédn kokonaisluvuilla? Tarkastellaan siis seuraavaksi, kuten
Sandor tekee, milld arvoilla tietyt yhtélot, joissa ¢ esiintyy, ovat tosia [7, ss.
108-112]. Ks. myos [8, s. 230]. Merkitddn jatkossa n € P silloin, jos n on
alkuluku. Téssa kappaleessa todistetaan my6s muita vastaavia tuloksia sek

funktion ¢ ja muita aritmeettisia funktioita sisaltavia identiteettejé.

Lause 3.28. Yhtdalon
r(n) + ¢(n) = n +1

ainoat ratkaisut ovat n =1, n =4 jan € P. Muulloin 7(n) + ¢(n) < n+ 1.

Todistus. Todetaan ensin, ettd n = 1, n = 4 ja n € P ovat ratkaisuja.

7(1) + (1) =1+ 1,
T(4)+p(4) =3+2=4+1,
T(p)+ép)=1+1)+(p—-1)=p+1

Oletetaan sitten, ettd n > 4 ja ettd n on yhdistetty luku. Merkitdan d €
D.(n), jos d | n. Eli luvut d ovat luvun n jakajia, jotka siis 7 mééritelmansa
mukaisesti laskee, joten 7(n) = |D,(n)|. Merkitdin vastaavasti e € Dy(n),
jos (e,n) = 1. Jaljelle jadneistd luvuista ¢ siis laskee luvut e ja ykkosen
ja ¢(n) = |Dg(n)|. Loppuja lukuja ei laske kumpikaan. Merkitk6on Dy(n)
néiden lukujen joukkoa. Koska yhteensé laskettavia lukuja on korkeintaan n

kappaletta sekd 7 ja ¢ molemmat laskevat ykkosen, niin
| Dr(n)] + [Dg(n)| + [Do(n)] < n +1.

Osoitetaan, ettd |Dg(n)| > 1. Jos n = 2% missid k > 3, niin 6 € Dy(n).
Jos taas n = ap, missid p € P,p # 2 ja a > 1, niin a(p — 1) € Dy(n). Siis
|Do(n)| > 1. Koska siis |Do(n)| > 1, niin 7(n) + ¢(n) < n + 1. O
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Lause 3.29. Yhtalon

¢(n) = 7(n)
ainoat ratkaisut ovat n € {1,3,8,10,18,24,30}. Lisdksi, jos n > 30, niin
¢(n) > 7(n).
Todistus. Selviasti n = 1 on ratkaisu. Oletetaan sitten, ettd n = Hlep;“,
missé a; > 0, on ratkaisu. Talloin funktioiden multiplikatiivisuudesta seuraa,
etta

o(n)  TIL,0(f)

T(n) - TI )

Riittdd tutkia yksittéista alkulukupotenssia (jitetddn indeksit selkeyden vuok-

si pois) eli
o) _p*tp—1)
(p*)  a+1
Todistetaan seuraavaksi induktiolla, ettd kun p = 3, niin p*~!(p—1) > a+1.

Kun a = 1, niin 3'7}(3—1) = 2 = 1+ 1. Viite on siis tosi, kun a = 1 ja lisiiksi
n = 3 on ratkaisu. Tehdain induktio-oletus, ettd viite patee, kun a = m eli
3m=1.2 > m + 1. Osoitetaan sitten, ettii viite pitee, kun a = m + 1. Nyt
gmti=1.92 = 3.3m"!. 2 Induktio-oletuksen nojalla saadaan 3 -3™"!.2 >
3-(m+1) >m+1+1=m+ 2. Induktioperiaatteen nojalla viitteemme on
tosi. Selvisti p»~'(p — 1) > a + 1 pétee, kun p > 3,a > 1. Siis jos n > 3 jan
on pariton, niin ¢(n) > 7(n).

Tutkitaan sitten, mitd tapahtuu, kun n on parillinen. Olkoon siis n = 2%,

missd q on jokin pariton luku. Nyt

$(2°q) = ¢(2")9(q) = 2" - (2 = 1)(q) > 2" "'7(q),
missd kiytettiin ¢-funktion multiplikatiivisuutta ja dskeista valitulosta. Téssd
epayhtilossa yhtasuuruus voidaan saada vain, jos ¢ = 1 tai ¢ = 3 ja jos
2071 = 7(2%) = a + 1. Nyt jos a = 3, niin 22 = 4 = 3 + 1 eli n = 2% generoi
ratkaisun, jos a = 3 ja ¢ € {1,3}. Téten siis ¢(n) = 7(n), jos n on parillinen
ja a =3 eli 22 = 8 | n. Ratkaisuja ovat siisn=1-8jan=23-8:
$(8) =(2°) =2°-1=4 r8)=7(2%) =3+1=4
P(24) = p(2°)p(3) =2°-1-2=8 7(24)=7(2°)7(3) =(3+1)-2=38.
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Vastaavasti kuin edelld, voidaan induktiolla osoittaa, ettd 271 > a + 1, kun
a > 3. Analogia on tidsmélleen vastaava, joten todistuksen auki kirjoittami-
nen sivuutetaan.

Vield on selvitettavi tapaukset, joissa a = 1 tai a = 2. Kun a = 1, niin

0(2q9) = 9(2)é(q) = ¢(q)
7(2q) = 7(2)7(q) = 27(q).
Siis
¢(n) _ ¢(2q) _ dla) _
T(n) 7(29) 27(q)
eli
olg) _
7(q)

Olkoon nyt g = [] -5 p° (indeksit on selvyyden vuoksi jétetty pois), jolloin

saadaan -
@:HP (p—1) —9

T(q) gy b1

Tarkastellaan taas yksittdista alkulukupotenssia. Nyt jos p = 3 ja b = 1, niin

3¥3-1 2 ]
1+1 2
joka ei yksindin tuota ratkaisua. Tarkastellaan sitten tapausta b = 2. Saa-
daan
32 6
2+1 3 7

jolloin on 1dydetty yksi ratkaisu lisdd. Siisa =1, =3,b=2elin=2-3% =
18. Sandor jattaa jostakin syystd tdmén ratkaisun pois ensimmaisessa edelld
mainituista ldhteista. Induktiolla voidaan aiemmin esitetylld tavalla todistaa,
ettd jos b > 3, niin 3°71-2 > 2(b+1). Tutkitaan seuraavaksi tilannetta, jossa
p=>5.Jos b= 1, niin

PE-1 _4

=—-=2.
1+1 2

Saadaan siis ratkaisu, jos ¢ = 5. Téten, jos b = 1, saadaan toinenkin ratkaisu,
kun ¢ = [[3<,<5 p', nimittéin

H plfl(p—l)_?)—l 5—1

= . = =2
1+1 1+1 1+1

2 4
‘ 22
3<p<5
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Loydetyt ratkaisut ovat siisn = 2-5 =10 jan = 2-3 -5 = 30. Jilleen
induktiolla voidaan todistaa edellisid vastaavasti, ettd jos p = 5 ja b > 2,
niin 5°71 -4 > 2(b + 1). Edelleen vastaavaan tapaan voidaan todistaa, etti
jos p>Tjab>1, niin p*t(p—1) >2(b+1).

Viimeisend tutkitaan tilanne, kun a = 2. Talloin

20(q)
37(q)-

?(2%q) = ¢(2*)6(q)
7(2%q) = 7(2°)7(q)

Vastaavasti kuin edelld saadaan tarkasteltavaksi yhtalo

olq)  p"'p—1) 3

() b+1 2

Tiahén mennessi on todettu, ettd

3.2 3

b—|—1>§ , jos b > 1 seka

b

p’(p—1) .

— 2 >2 >5b>1.
il o ; Josp=9,b2

Jos m on parillinen ja a = 2, niin yhtdédn ratkaisua ei ole.
Kaiken edell esitetyn péadttelyn perusteella voidaan siis todeta, etté jos

n € {1,3,8,10,18,24, 30}, niin

ja jos m > 30, niin

Lause 3.30.

josn € P tain =1, ja muulloin

6(n)r(n) = 6(n) +n — 1.
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Todistus. Oletetaan ensin, ettd luku n on yhdistetty luku. Lauseen 3.2 pe-
rusteella >, ¢(d) = n. Liséksi jos d | n, niin lauseen 3.27 perusteella
o#(d) | p(n) ja edelleen lauseen 2.14 nojalla ¢(d) < ¢(n). Nyt

n=> ¢d) =1+ Y éd)<1l+¢n) > 1

dn djn,d>1 djn,d>1
=1+ ¢(n) (t(n) = 1) = 1+ ¢(n)7(n) — é(n),
mista seuraa, ettd
d(n)r(n) > ¢(n) +n—1
eli jos n on yhdistetty luku, viités pétee. Viite péitee selvisti, jos n = 1,

joten oletetaan, ettd n € P. Talloin
o(n)rln)=(n—-1)-2=2n—-2=n—-14n—-1=9¢(n)+n-1
ja viitos on osoitettu todeksi. O]

Seuraavassa tuloksessa ei esiinny Fulerin ¢-funktio lainkaan, mutta sen

avulla tuloksen todistaminen on n&ppérdd [5|.
Lause 3.31. Katkillan > 2
n+71(n) <o(n)+ 1L

Todistus. Lauseen 3.5 nojalla ¢(n) < n — 1, jos n > 2. Lisdksi lauseen 3.2
perusteella de ¢(d) = n. Nyt

n= ¢(d) =¢(dr)+ ¢(do) + .. + ¢(di) < L+ (dp — 1) + ... + (dp — 1).
d|n

Kun ylla olevaan muotoon lisdtdan yksi ja vihennetdan yksi, saadaan
n<l+o(n)—r7(n)
elin+7(n) <o(n)+ 1. O
Lause 3.32. Kaikille n > 1
¢(n)a(n) < n,
2

ja jos n =1, niin ¢(n)o(n) = n=.
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Todistus. Oletetaan ensin, ettd n € P, jolloin saadaan
p(n)o(n)=mn—-1)(n+1)=n*>—-1<n?

eli viitos patee. Yhtasuuruus saadaan selvisti, jos n = 1. Oletetaan sitten,

ettd n = p®. Tall6in saadaan

)pa+1_1
p—1

2a

¢(n)a(n) =p*(p—1 =p T ) =pM T <p

eli talloinkin vaitos pétee. Oletetaan viimeisend, ettd n = Hle pit. Nyt

a;+1 o

k
@1, _ pit —1
HP iV s

ja kun tuloa jirjestellain hieman uusiksi sekd supistetaan, saadaan

Hp (i = 1),

missd kukin pd ! (pfi Tt — 1) < p?%. Tisté seuraa, etti
) < H pz‘“ =n?
ja lause on téten todistettu. O]

Todistetaan seuraavaksi kaksi samankaltaista identiteettia.

Lause 3.33. Kaikille n > 1
n
= dz o(d)T (3) :

Todistus. Olkoon n = Hle pit. Nyt yhtélossimme esiintyy luvun n jakaja d.
Merkitiin jakajaa d = pi'pk - - ~p2"', missd kukin 0 <i; < a;, kun 1 < j < k.
Tarkastellaan yhtédlon oikeaa puolta ja saadaan

> o (%) = ZZ Zcbplpg- >(ka)

dn i1=0142=0 ix=0 prp
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Koska ¢ ja 7 ovat multiplikatiivisia, saadaan oikeasta puolesta edelleen

ar a2

Ak a1, as ay
i i i Py Py P
Z Z T Z (1 )o(s’) - - ()T (ﬁ)
i1=042=0  i=0 PPy Dy

ar a2

ay
— Z Z . Z ¢(pil)¢(p’22) e ¢(p;{k)7_(p1111—21pgz—z2 .. .ka_Zk)
i1=0ip=0  ix=0

ar a2

=D > D o) - b )T T8 ) - T (p ).

i1=043=0  i,=0

Koska jokainen summa laskee vain kyseisté indeksid vastaavat termit, voidaan

viimeisin muoto kirjoittaa muotoon

> o T@R )Y bR T(ps ) Y d(pE)T ().

i1=0 i2=0 =0

—A
Merkitkoon A ylld olevassa esityksessi yhtéd indeksiéd vastaavaa summaa. Ale-

taan purkaa summaa auki ja jatetddn indeksit selkeyden vuoksi pois, joten

saadaan

A= o(W)1(p") + o(p)T(p* ) + ()T (P 7?) + . + 0" )7 (p) + d(p*)7(1)
=1l-(a+1)+(p—1D@—-1+1)+pp—1)(a—2+1)+..
+p - DA+ 1) +p T p—-1) -1
—a+1+(p—1D(a+pla—1)+..+2p* 2 +p* ).

Kerrotaan nyt pitkin sulkulausekkeen sisélla olevat sulut auki ja lisdtédan ter-
meja selkeyden vuoksi. Kerrotaan sitten sulkujen ulkopuolella oleva yhteinen

tekija p — 1 takaisin eli saadaan

A=a+1+(p—-1)(a+pa—p+p’a—2p°+pia—3p°+. .. +2p" 2 +p" )

=a+1+ (pa—a+p’a—pa—p*+p+pla—p’a—2p° +2p?

+p4a_@+“'_|_2pa—l_2pa—2 _i_pa_pa—l).

Nyt siis sekatermit kumoutuvat pois, jolloin summaamalla samat potenssit,
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paastaan muotoon

A=a+ 1+ (—a+p+p*+p’+ ..+ +p%
=14+p+p°+p°+..+p " +p°
1_pa+1 pa+1_1
1—-p  p-—1

Y

missd keskimmainen rivi on geometrinen sumima, josta viimeinen rivi seuraa.
Kun lausekkeen jokainen summa kisitellddn vastaavalla tavalla ja indeksit

palautetaan, saadaan

> ot (3

din
=> ()T )Y )5 ) > d(pE)T (™)

i1=0 is=0 i, =0
_ p1111+1_1 .pgz-i-l_l.”ka-‘rl_l _ k p?i+1_1

p—1  p—1 pe—1 L1 -1
Lauseen 2.50 perusteella
o(n) = e
o Pi— 1

joten
o(n) =3 ¢(d)r (g) .
djn
O

Osoitetaan toinen edellisen kaltainen muoto. Todistus noudattelee hyvin-

kin pitkilti samoja periaatteita.

Lause 3.34. Kaikille n > 1

nr(n) =Y é(d)o (g) .

din
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Todistus. Olkoon n = Hle p;*. Taas yhtdlossimme esiintyy luvun n jakaja
d, jota merkitsemme jélleen d = p’fp? x -pfj, missd kukin 0 < i; < a;, kun
1 < j < k. Tarkastellaan yhtélon oikeaa puolta ja saadaan funktioiden ¢ ja

o multiplikatiivisuuden nojalla aivan vastaavasti kuin edellisessd lauseessa

Do ode () = D2 oi)rlet ™) 30 o)) - D 6ol ™).

d|n i1=0 19=0 i,=0

—A
Merkitkoon A ylld olevassa esityksessa yhtéd indeksid vastaavaa summaa vas-

taavasti kuin edellisessd lauseessa. Lasketaan summa auki jattden indeksit

selkeyden vuoksi pois. Saadaan

A=o1)a(p®) + o(p)a(@™ ") + o(p*)o(p*?) + ... + ¢(p* o (p) + d(p*)o (1)

a+1 a a—1

p* —1 p*—1 p =1
== - —1 — ) ..

p— + )p_1+p(p )p_1 +
+p"p—Dp+1)+p" ' (p—1)

a+1

=ﬁﬂpa—1)+(p“—p)+<p“—p2)+--.

4 (pa . pa—2) + (pa o pa—l).

Lisdtddn ja vihennetddn luku p®, jolloin saadaan

pa+1_1 )
A==+ (" =D+ " —p) + (" = 1) + ..
+ " =)+ (" =)+ (" — ")
pa+1_1
:pT+(a+1)pa—(1+p+p2+...+pa‘1+pa)
a+1 a+1
=1 =1
£ - Npt — 4~ = 1)p®.
P +(a+1)p p— (a+1)p

Kun jokainen summa késitelliin vastaavalla tavalla, voidaan summat tdmén
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jalkeen kertoa eli

> o(do (%)

din

=> oo™ > oo ps ) - Z G(piF) o (pis =)

i1=0 i2=0 is=0

= (a1 + 1)pi*(az + 1)p3* - - (ar + 1)pit
= pi'p3? - ppf(an + 1)(ag + 1) - - (ar + 1) Hp Haz—i—l
i=1
= nr(n)
ja lause on téten todistettu. O

Aiemmin osoitettiin, ettd n on alkuluku, jos ja vain jos ¢(n) = n — 1.

Osoitetaan nyt toinen riittdvd ehto (ks. esim. [10, s. 169]).

Lause 3.35. Josn € P, niin o(n) + ¢(n) = nt(n). Kddnteisesti, jos o(n) +
¢(n) =nr(n), niin n € P.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd n € P. Talloin
cn)+on)=m+1)+(n—-1)=2n=n(1+1) =n7(n)

eli ensimmadinen vaihe on todistettu. Oletetaan sitten, ettd on voimassa o(n)+
¢(n) = nr(n). Talloin pitdd olla n > 1, koska jos n = 1, niin yhtilo ei
selvistikdan pade. Tehd&dan sitten vastaoletus, ettd n ei ole alkuluku vaan

n= Hle pi. Nyt lauseen 3.34 perusteella pitdd olla

= > o(de (%)

dln
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Kun lasketaan auki yhtdlon oikea puoli, saadaan

Sootdo (3)= 3 el ()

aiy.
dlpytpg?-pk

= o(V)o(pi'ps® -+ pi) + o) o (Pl 15 -+ p*) + (o (P p5? - - - pi*)
+ o+ o5 o Da(pe) + o5 - pit)o(1)

= o(Pi'py” - py") + oy Py - i)
+ o(p)o(py P52 - - o) + oY) o (pf* P52 - - D) + ..
+o(pps? - p o (pr)-

Nyt siis pitdisi olla ¢(p1)o(p*'ps2 - pi*) + o(p?)a (P p5> - - - pi*) + ... +
d(P2ps> - - pi* o (pr) = 0, miké on ristiriita, koska ¢(n), o(n) > 0 kaikilla
n > 0. Pitda siis olla n € P. O
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