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Tassa tutkielmassa kuvataan uusien, tutkielmaa varten kehitettyjen, kauppamatkustajan
ongelman approksimointialgoritmien rakennetta, toteutusta ja kokedllista tutkimusta.
Liséks tutkielma luo katsauksen itse ongelman historiaan ja tutkimukseen. Uusia
algoritmeja tutkitaan vertaamalla niitd jo olemassa olevaan konveksia verhoa
hyodyntavéan lisdysalgoritmiin. Testimateriaalina kokeellisessa tutkimuksessa on
kaytetty internetistda 10ytyvida pistesarjoja, jotka ovat yleisesti kaytossa
kauppamatkustajan ongelman tutkimuksessa.

Kokeellisen tutkimuksen tuloksena saatiin selville, etta kehitettyjen algoritmien
perusidea on toimiva ja ettd kehitetyt algoritmit ovat vertailukohtaansa nahden
huomattavan nopeita. Lisdks saatiin selville, ettd uusien algoritmien antama reitti ei
ollut kovin paljon pidempi vertailukohtana ké&ytetyn algoritmin antamaan reittiin

verrattuna

Avainsanat ja -sanonnat: kauppamatkustgjan ongelma, approksimointialgoritmi,
kokeellinen tutkimus.



Sisallys
1 O 1N L 1 1
2 TERMEJA JA KA S TTEIT A oottt et ettt ettt e ettt e ettt e e e e eee e eeeeeee e 4
3 KAUPPAMATKUSTAJAN ONGELMA ... 8
31 [ TR = TN 8
300 I 1= 0 T TS Y0100 1 1= TR 8
T 2 N U1 (11 0 U R TTTRRRTRRR 9
3.2 KAUPPAMATKUSTAJAN ONGELMAN MAARITELMA ....ccottiiiiiiieiiiiiiiiie e eeseeatis e e s s s eesbaa e e e 10
3.21  VerkKoteOrEetti SEt KASITIEEL. ......ceiiiiieeeeeeieee ettt e et e e e e e e e et e e e e e s e e e saanneeasesaeanes 10
3.22  Kauppamatkustajan ongelman tarkka maaritelmMa...........cccoeveeieenieniecee e 12
3.3 KAYTANNON SOVELLUKSET JA MUUNNOKSET ...utiiiiiiettiiiniieesseiessissseesssessssassssesssssssssnnseessnes 13
331 KAYLANNON SOVEITUKSEL .......eoiiieiieciie ettt sreesbeesreesreens 13
3.3.2  IMIUUNNOKSEL ... eeteeiee e ettt e e e ettt e e e e e e e e e e e e e e e s e ab b b e e eeeeessssabaneesassssssssbsnneeessssasares 14
34 LASKENNALLINEN VAATIVUUS ...cottttiiiiieeiiiettiiisiseesseettbasssesssssssbbaasssssssssssssnsssesssssssssnseessne 15
341 AnalySointiMENELE MIA........cccviiieieeie et sree e steesbeesteeneeeeeens 15
3.4.2  VaatiVUUSUOKAL P JA NP .....cciiiieiecieriesee sttt ettt steesreesreenne e 16
35 MENETELMAT JA APPROKSIMOINTIALGORITMIT 1..iiiiiiiiiiiiieeeiieesriiinieeesseessssssseessssssssnnneeesses 17
R R IV [0 T< (< 11 1= | TR 17
352  ApprokSmointial gOritMit......c.ccieiieiieiiesee st reesreesbeesreenreens 18
3.6 APPROKSIMOINTIALGORITMIEN KOKEELLINEN TUTKIMUS.....ciitiviiiiiiieeeieeeriiinse e s eeesssnnnneeeees 20
3.6.1  Kokeellisen tutkimUKSEN KITTEEIIt. ... ..uveeiiee ittt e e e e rae e e e e e e e eeanes 21
3.6.2  Testimateriaalin VAIINTA........ccoiiiiiieeeiiiiii et e e e e e s e e e e e e e s s ssabb b e e e e e e e s saaees 21
4 TUTKITTAVIEN APPROKSIMOINTIALGORITMIEN ESITTELY ..ovvvie 22
4.1 BN Y ST 22
4.2 OMISSA ALGORITMEISSA TARVITTAVAT TIETORAKENTEET ..cvvtttiiiiieeiieettiinieeeseessssaanseeesseensnes 22
4.3 OMISSA ALGORITMEISSA HY ODY NNETTAVAT ALGORITMIT 1ivvvtuiiiieiiiieiiiinieeeseeessssnnseesseessnes 23
e R 1 T T = U PRSPPI 24
432 Pisteiden valisen Kulman tUtKimiNEN..........ooieiieiieieeee e e e 24
4.3.3 Kaannosvasemmalle Vai OIKEAIIE............ueeeiiiiiieiiiiiiee ettt e e 24
4.34  Grahamin pyyhkaisymenetelma konveksille verholle...........cccocvvoviiicniciiinicce e, 24
4.35 Menetema konveksin verhon KorjaamiSeKs .........ooveveenieiieiienie e 26
4.4 ALGORITMIEN PERUSTOIMINNOT .eevtttuutieeeiietttstiieeesstessssiseesseessssseesssesssseessessea 29
N A\ o o 11 o PSP 29
4.42  Algoritmi 2 (SuUNNistajan algoritimi) .......eeceeieeiieiiesiesee e 33
B o o 11 o G PSP UTRSTR 36
N o o 11 o 1 ST STTRTR 38
O Ko o 11 o 1 YT STTRTR 39
45 OMIEN ALGORITMIEN TARKEMPI KUVAUS JA NIIDEN ONGELMAT ..cooeiiieeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 39
N R o o 1 1 o ST STTRSTR 39
A Ko o 11 o PP TRTR 41
S T o o 11 0 TSP 45
Y Ko o 11 o 1 P TTRSTR 45
X I o o 11 0 1 TSP 48
5 KOKEELLISEN TUTKIMUKSEN TAVOITTEET JA SUORITTAMINEN ... 49
51 KOKEELLISEN TUTKIMUKSEN TAVOITTEET tivtttuiiiieiiiettiiiiiieesieessssseessseesssseesssssssseeane 49
52 KOKEELLISEN TUTKIMUKSEN SUORITTAMINEN ... .ciiiittttiiiiieeeiiiesiiinieeesseessssiseessssssssneeesnes 49
I N K== 111021 (< == | TR 49
5.22  Testimateriaalin FAKENNE ......cooiii ittt e e e e e s s et e e e e e e e s s sabbaeeeeesessanres 50
B5.2.3  MILAHAVAL SUUMEEL........coieeeeeiee ettt e ettt e e e e e e s et e e e e e s e s sbb b e e e e e s esssssbbbneeeesessaares 50
I = 1 (K= (U < TR 52
6 TUL OK SET e s a s s s s s ss s s ssa s aaaasssssssssnnsnnnnnnn 53
6.1 ALGORITMIN 1 VAATIVUUSTARKASTELU....ccvtttuiiiiieiiietiiiiiiieesieestiiinseesssssssssnseesssssssssneeesses 53
6.2 ALGORITMIEN LJA 2 VERTAILU 1uutuuiutiiiiii s sannnan 54
L T2 R = 1 (U (U 54
B.2.2  INOPBUS ...ttt ettt ettt ettt ettt ettt ettt sa bt e ettt e b et ehe e e eh et e s b e e e be e e ae e e enre e nnreeereeeres 57
6.3 ALGORITMIN 2 TARKEMPI ANALYY S| 1uutuutuuiiiiiiiniieiiiinssassssssasssssssassssassasssssssssssssnsssnnssnsnnnnes 60

(ST 0 R 1= 1 (U (U 60



Lo I (0] o1 1 L T T TR OU PR OTPPR 61

6.4 F AN cT0) L 1Y T TR 65

L 0 0 R = 1 (U (U TR 65

O (0] o1 1 L ST TR OU PP OTPPR 66

6.5 F AN o) LI 1Y TR 68
B.5.1  TAIKKUUS........ietteeiii e e ettt e e e e ettt e e e s e ettt e e e e e e s s e b e eeeeeeessssssbaneeeassssasssbennesessssassres 68

ORI (] o1 1 L T ST TR UU PP OTPPR 69

6.6 AALGORITMI D i e e e e e et e e e s s e e et b e e e s s s es bbb s e eesseesbbbreeaaaes 71
B.6.1  TAIKKUUS .......cciietteeiie e e e ettt e e e ettt e e e e s e ettt e e e e e e s s eab b s e e eeeeesssassbaseeeassssasssbenneeessssassres 72

O S [0 o1 1 L S TR OU PP OTPPR 72

7 JOHTOPAATOKSIA JA ARVIOITA ALGORITMIENHYODYLLISYYDESTA.............. 75
7.1 JOHTOPAATOKSIA coutuiiiiiiiieiiie e e e ettt e e e s et e e e e s st e e s b s e e s st e e bbb e e eessees bbb e eesseessbbaanses 75
4 T R = 1 (U (U TR 75

O T [ o1 U 1 T T TP PU PP OTPPR 75

7.2 ARVIOITA ALGORITMIEN HY ODYLLISYYDESTA ..uuiiiiiiiiiiiiieeeeceeetie e e e s s esbbis s e s s s eeaabaa e eaa e 75
2% R X[ To 11 0 PSSR 75

A Lo To 110 T PSS SPSSRN 76
A T [0 110 1 S PSS SPSPSRN 76

8 YHTEENVETO. .. s sssssssnsnannnan 77

VI T TEET e et e e b e e s re e s r e e s r e e e sra e e sare e 79



1 Johdanto

Tass4 tutkielmassa luodaan katsaus kauppamatkustajan ongelman historiaan ja teoriaan
ja esitellédn sille itse kehitettyjd uusia approksmointialgoritmeja.  Kehitetyille
algoritmeille suoritetaan kokeellinen tutkimus, jossa niita verrataan toisiinsa ja jo
olemassa olevaan approksimointialgoritmiin.

Kauppamatkustajan ongelmalla voidaan hyvalla syylla sanoa olevan monta isé4,
kuten tulemme my6hemmin huomaamaan. Merrill M. Floodin [1956, p. 61] mukaan
ongelman esitti, siind muodossa kuin se nykyisin tunnetaan, Hassler Whitney vuonna
1934. Flood my0Os toteaa samassa artikkelissa, ettd ongelmassa on kyse sellaisen
jarjestyksen P=@i,,i5...1,) [6ytamisestd, joka minimoi summan

a; ta, +a, +..+a,, missa muuttuiat a, kuuluvat annettuun ei-negatiivisten

reaalilukujen joukkoon. Flood lis&4, ettd nimitys kauppamatkustajan ongelmatulee siité,
ettd kauppamatkustaja vois hyddyntda ongel man tehokasta ratkaisua valitessaan reittia,
jota pitkin kotikaupungistaan lahtien kiertéisi tietyt kaupungit.

Ongelman ratkaisemiseen on pyritty monella tavalla Lineaarisen optimoinnin
nadkokulmasta ongelmaa lahestyvét sekd Dantzig ja muut [1959] ettd Miller ja muut
[1960], jotka artikkelissaan kasittelevat myds cutting-plane -menetelméaa eli leikkaavien
ongelmaa dynaamisen ohjelmoinnin keinoin eli pilkkomalla ratkaistavan tapauksen
pienempiin osaongelmiin, joiden ratkaisut sitten yhdistetéén. Samaa dynaamisen
ohjelmoinnin lahestymistapaa kéayttavét myos omalla tahollaan Held ja Karp [1961].
Little ja muut [1963] esittelevat ongelmaan branch-and-bound -menetelmall& toimivan
algoritmin. Balas ja Toth [1987] esittavat kattavan kuvauksen erilaisista branch-and-
bound -menetelmista ja huomauttavat, ettd myos tassa menetel massa pyritdan ongelman
ratkaisua |8hestymaan helpompien osaongelmien kautta. Bellmore ja Nemhauser [1968,
pp. 546-548] mainitsevat ratkaisumenetelman, jossa jollakin tavalla valittua reittia
parannetaan muuttamalla sen kulkua, ja lisdysalgoritmina tunnetun menetelmén, jossa
valittua osarettia taydennetédn uusilla pisteilld. Reittia vaihdoksilla parantavat
algoritmit tunnetaan nykyisin paremmin Linin ja Kernighanin [1973] esittamasta Lin-
Kernighan algoritmista. Norback ja Love [1977] puolestaan ldhestyvat ongelmaa
geometrisesta nakokulmasta ja tutkivat tilannetta, jossa konveksia verhoa kaytetdan
lisdysalgoritmin aoitusreittind. Sama idea esiintyy myds Goldenin ja muiden [1980]

esittdmassa konveksia verhoa hyddyntavassa algoritmissa. Viimeisimpind uutuuksina
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erilaisten ratkaisuvaihtoehtojen joukossa ovat neuroverkkoja hyodyntavét algoritmit,
joista esimerkkiné voidaan mainita Somhoman ja muiden [1997] julkaisema algoritmi.

Samanaikaisesti ongelmaa varten kehitettyjen laskennallisten menetelmien
kehittyessa ovat myds ongel man kasittelyyn kéytettéavét tietokoneet edistyneet huimasti.
Kuvaavaa kehitykselle on se, ettd siind missd vuonna 1954 saatiin ratkaistua 49
kaupungin ongelma, kuten Dantzig ja muut [1954] osoittavat, niin vuonna 2004
pystyttiin Applegaten ja muiden mukaan [2007, p. 52] ratkaisemaan jo 24978 Ruotsin
kaupunkia ja kyl&a kéasittava ongelma.

Laskennallisten menetelmien ja laskentaan kaytettavien laitteiden ohessa on
myos kehitetty menetelmid optimaalisen ratkaisun arviointiin. Y htend esimerkkina
voidaan mainita Nicos Christofidesin [1972] esittedlem& ongelman osareittgéa
hyodyntéva menetelma optimaalisen reitin vahimmai spituuden laskemiseksi.

Oman térkedn osansa kauppamatkustajan ongelma tutkimuksessa ja kaytannon
sovelluksissa muodostavat myds helposti ratkaistavissa olevat erikoistapaukset. Gilmore
jamuut [1987, p. 88] mainitsevat triviaalin omaisena esimerkkiné tilanteen, jossa kaikki
reitit ovat yhta pitkia.

Taman tutkimuksen kannalta keskeisin algoritmi on konveksia verhoa
hyodyntava lisaysalgoritmi. Konveksin verhon valitsemisen aloitusreitiksi tekee
houkuttelevaks Reineltin [1994, p. 88] huomautus, etta kauppamatkustajan ongelman
optimiratkaisussa konveksin verhon sisdltamien pisteiden on pakko sisaltya ratkaisuun
konveksin verhon méérddmassa jarj estyk sessa.

Tutkimuksen kunnianhimoisena tavoitteena oli luoda konveksia verhoa
hyodyntavan lisdysalgoritmin pohjalta kokonaan uusi kauppamatkustgjan ongelman
approksimointialgoritmi ja oikeuttaa tdmén uuden algoritmin olemassaolo kokeellisen
tutkimuksen avulla. Tutkimuksessa kaytetyks aineistoks valittiin internetista [6ytyva
tiedostojen joukko, jota yleisesti k&ytetédn ongelmaa varten luotujen algoritmien
testauksessa

Luvussa 2 esitetdan joitakin tutkimuksen kannalta oleellisia termeja ja kéasitteita

Luvussa 3 késitellddn kauppamatkustagjan ongelman historiaa ja teoriaa ja
esitelléan sen kaytdnnon sovelluksia. Luvussa perehdytdan myos kauppamatkustajan
ongelman tutkimukseen.

Luvussa 4 esitelldan tutkittavat algoritmit ja sellaiset agoritmit ja menetelmét,
joita tarvitaan tutkittavien algoritmien toteutuksissa. Luku painottuu omien algoritmien

toiminnan ja rakenteen esittelyyn. Luvussa pyritddan kuvaamaan omat algoritmit ja
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niiden vertailukohtana toimiva konveksia verhoa hyddyntéva lisaysalgoritmi siten, etta
algoritmien toteutus olisi annettujen tietojen pohjalta mahdollista.

Luvussa 5 kuvataan kokeellisen tutkimuksen tavoitteet ja kaytannon toteutus.
Ensin luvussa kasitelldan kokeellisen tutkimuksen tavoitteet ja sitten testimateriaalin
rakenne, tutkimuksessa mitattavat suureet, tulosten kirjaamismenetelma ja tuloksille
tehtavét tarkistustoimenpiteet.

Luvussa 6 esitetéan kokeellisen tutkimuksen tulokset ja suoritetaan algoritmien
valinen vertallu. Vertallu tendédn konveksia verhoa hyddyntavasta lisaysalgoritmista
tehtyd toteutusta vasten. Luvussa keskitytéan algoritmien nopeuden ja tarkkuuden
tarkasteluun.

Luvussa 7 tehdddn johtopaéatoksia kokeellisen tutkimuksen avulla saaduista
tuloksista ja esitetdan ndiden johtopddtoksien perusteella arvio omien algoritmien
kantavana voimana toimineen idean hyodyllisyydesta ja kayttokelpoisuudesta.

Luvussa 8 tehdddn yhteenveto tutkimuksesta ja esitetddn oma arvio sen

onnistumisesta.



2 Termegdjakéasitteita

Tassa luvussa kaydaan 18pi joitakin oledllisiatermejd ja kasitteita

Tyo

Termillatyo viitataan jatkossa téhan pro gradu -tutkiel maan.

Kustannusfunktio

Kustannusfunktiolla tarkoitetaan taman tyon yhteydessd yleisesti menetelméad, jolla
arvioidaan johonkin reittiin tehtédvan muutoksen hyddyllisyytta. Taman tyon yhteydessa
toteutetuissa agoritmeissa kustannusfunktio laskee, kuinka paljon kahden pisteen

valinen matka pitenee, jos kuljetaan jonkin kolmannen pisteen kautta.

Algoritmi

Algoritmille el ole yleisesti hyvaksyttya maaritelméi. Normaalisti algoritmin katsotaan
tarkoittavan joukkoa ristiriidattomia kaskyja, joiden avulla ratkaistaan jokin ongelma.
Taman tyon yhteydessa algoritmilla voidaan viitata myos yleisempadan ohjeeseen, jossa
jokin kohta on jatetty méarittelemétta tarkemmin. M&aritellyssa algoritmissa saatetaan
esimerkiks kehottaa kayttamaan jotakin itse valittua tapaa seuraavan pisteen valinnassa,
mutta ei tarkemmin méaéritell& tuota tapaa.

Heuristiikka
Heuristiikka on algoritmi, joka luopuu tasmélleen oikean ratkaisun tavoittelusta, jotta

Saavutetaan nopeampi suoritusaika. Sanaa heuristiikka el kéyteta tassa tyoss, vaan se
on korvattu sanalla algoritmi silloinkin, kun se esiintyy lahdemateriaalissa

Approksimointialgoritmi

Approksimointialgoritmi antaa jollekin tietylle ongelmalle jonkin ratkaisun. Ratkaisu ei

yleensa ole paras mahdollinen.

Deter ministinen algoritmi

Deterministisell& algoritmilla tarkoitetaan algoritmia, joka toimii aina samalla syotteel &

samallatavalla



Epadeter ministinen algoritmi

Epadeterministiselléa algoritmilla tarkoitetaan algoritmia, joka voi toimia samalla

sytttedlla eri tavalla eri gjokertoina.

Referenssipiste

Referenssipisteella tarkoitetaan taman tyon yhteydessa pistettd, jonka suhteen jokin

operaatio tehdaan.

Konveksi verho

Orponen ja Ernvall [2004, s. 85] esittéavat konveksille verholle seuraavan maaritelman.
Pistejoukon Q ={p,,...,p,} konveks verho on suppein konveks monikulmio, joka
ssdtada kaikki Q:n pisteet joko ssdllédn tai reunallaan. Taméan tyon yhteydessé
kuuluvaks kaikki kyseiselle monikulmiolle osuvat pisteet, eivétka vain sen karkipisteet.
Kuva 1 havainnollistaa konveksin verhon késitettd ja sen lagjentamista.

Kuval. Oikean puoleisessa esimerkissa konveksia verhoa on lagjennettu

mainitullatavalla

Pistg oukon kulmajarjestys

Pistejoukon kulmajérjestyksella tarkoitetaan pisteiden kulmajérjestysta jonkin
referenssipisteen suhteen. Kuva 2 esittéa kulmagjérjestystd, joka on tehty kéyttéen
referenssipisteena  pienimman  y-koordinaatin - arvon omaavaa pigettd Kuvan
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kulmgjérjestys tulkitaan siten, ettd oikeapuoleisin nuoli osoittaa pienimman kulma-
arvon omaavaan pisteeseen ja vasemmanpuoleisin suurimman kulma-arvon omaavaan

pisteeseen.

Kuva2. Pistejoukolle on tehty kulmajérjestys pienimman y-koordinaatin arvon
omaavan pisteen suhteen.
Algoritmin |&pimenoaika
Algoritmin 18pimenogjalla tarkoitetaan akaa, joka algoritmilta kuluu ongelman
alkutilanteesta vastauksen muodostamiseen.
Suure
Termilla suure tarkoitetaan jotakin mitattua algoritmin ominaisuutta, kuten esimerkiksi
|&pimenoaikaa.
Johdettu suure
Termilla johdettu suure tarkoitetaan jotakin sellaista arvoa, joka saadaan mitatuista
suureistalaskemalla
Esiintyma

Esiintymalla tarkoitetaan algoritmille annettavaa syotettd, joka sisdltéa jonkin tietyn
ongelman ilmentyman.



TSP

Kauppamatkustgjan ongelmasta kaytetéén usein lyhennettd TSP, joka tulee englannin
kielen sanoista Traveling Salesman Problem.

Karakteristinen funktio

Karakteristisella funktiolla tarkoitetaan funktiota, joka antaa vastaukseks joko arvon 1

tal 0. Tietojenk&sittelyssa ndma arvot usein tulkitaan totuusarvoiksi kyllatai el.
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3 Kauppamatkustajan ongelma

Tamén luvussa selvitetdan kauppamatkustajan ongelman historiaa, annetaan sen tarkka
verkkoteoreettinen maaritelmd ja valaistaan siihen kehitettyja ratkaisumenetelmié
Lisdks luvussa luodaan vyleissilmdys kauppamatkustajan ongelman kaytannon
sovelluksiin. Tavoitteena on tarjota, yhdessd edellisen luvun méaritelmien kanssa,
lukijalle tarvittava pohjatieto myohempien lukujen ymmértamista varten.

3.1 Historia

Seuraavassa tutustutaan kauppamatkustajan ongelman historiaan.

3.1.1 Termin syntyminen

Kauppamatkustajan ongelman perinteisessd muodossa annettu kysymyksenasettelu on
Hoffmanin ja Wolfin [1987, p. 1] mukaan seuraava. Myyntimiehen, joka ldhtee
kotikaupungistaan, téytyy kéyda tietyssa joukossa annettuja kaupunkeja ja palata
kotiinsa. Hanelle on edullista valita reitti niin, ettd matka, jonka han kulkee kéydessdan
eri kaupungeissa, on mahdollissmman lyhyt. Oletuksena on, etté hanella on tiedossa eri
kaupunkien valiset etdisyydet. Milla keinolla hén voi paétella lyhyimmén mahdollisen
reitin?

Hoffman ja Wolf [p. 5] jatkavat, eftd ensmméisen kerran termia
kauppamatkustajan ongelma kaytettiin matemaattisissa piireissa luultavasti vuosien
1931 ja 1932 vélisena aikana. He kuitenkin samalla lisdavét, ettd jo vuonna 1832
ilmestyi saksankielinen kirja, jossa kasiteltiin my0s tapaa, jolla kauppiaan kannattaisi
valita kaupunkien valilla kulkemansa reitti. Kyseinen kirja antoi suosituksen kulkea
mahdollismman monen kaupungin kautta vierailematta kahta kertaa samassa
kaupungissa.

Tarkkaa tietoa siitd, kuka toi termin matemaattiseen kieleen, ei Hoffmanin ja
Wolfin [p. 5] mukaan ole, mutta he samalla korostavat Merrill Floodin merkitysta
termin julkaisemisessa matemaattisessa kirjallisuudessa. Flood [1956, p. 61] itse
mainitsee, etta ongelman esitti, siind muodossa kuin se nykyisin tunnetaan, Hassler
Whitney vuonna 1934 Princetonin yliopistossa. Hoffman ja Wolf [p. 5] kertovat, etta
Flood olis kertonut kuulleensa ongelmasta A. W. Tuckerilta, joka puolestaan oli

Floodin muistin mukaan ilmoittanut termin iséksi Whitneyn.



3.1.2 Tutkimus

Erityinen merkitys kauppamatkustajan ongelman tutkimukselle on Hoffmanin ja Wolfin
mukaan [p. 6] ollut Dantzigin, Fulkersonin ja Johnsonin artikkelilla” Solution to Large-
Scale Traveling-Salesman Problem”, jonka julkaisemista he pitavéat kdanteentekevana
hetkend koko optimointiteorian historiassa. Artikkelissa Dantzig ja muut [1954, p. 406]
esittavét ratkaisun 49 kaupungin kauppamatkustajan ongelmaan. Hoffmanin ja Wolfin
mukaan artikkelin merkitys ei koostunut pelkadstéén siind esitetyista tuloksista, vaan
myos kaikesta siita tutkimuksesta, jonka sen julkaiseminen inspiroi. Vaikka artikkelissa
el edtettykdan suoraan algoritmeja, niin monet myohemmin kehitetyt ratkaisut ovat
saaneet alkusysdyksensa siitd. Hoffman ja Wolf [p. 10] mainitsevat, etta branch-and-
bound -menetelmén kayttd kauppamatkustgjan ongelman ratkaisussa, jonka Little ja
muut [1963] esittivét, oli saanut innoituksensa Dantzigin, Fulkersonin ja Johnsonin
artikkelista.

Toinen merkittéava edistysaskel tapahtui 1960-luvun lopun ja 1970-luvun alun
aikana, jolloin Hoffman ja Wolf [p. 11] kertovat eriytymisen niin sanottuihin koviin ja
pehmeisiin ongelmiin tapahtuneen. Télla tarkoitetaan sitd, etta pystyttiin tekemaan ero
helposti ratkaistavissa olevien erityistapausten ja vaikeiden tapausten valilla Lisaksi
havaittiin, ettd vaikeat eli NP-téydelliset ongelmat pystyttiin muuttamaan toisikseen
giten, ettd ratkaisu yhteen niisté tois ratkaisun kakkiin muihinkin. NP-téydellisten
ongelmien olemassaolon tiedostaminen johti uusien approksimointiin perustuvien
ratkaisumenetelmien kehittdmiseen. Téarkeimpid approksimointialgoritmeja, jotka
esiteltiin tdnd aikakautena, olivat Hoffmanin ja Wolfin [p. 13] mukaan Linin ja
Kernighanin esittdmét sivujen vaihtoon perustuvat algoritmit. Erityisen merkittévaks on
muodostunut Linin ja Kernighanin [1973] esittama approksimointialgoritmi, joka
nykyisin tunnetaan Lin-Kernighan algoritmina.

Hoffman ja Wolf [p. 13] jatkavat, etta approksimointialgoritmien tutkimus johti
my6s niiden analysointimenetelmien  kehittymiseen ja suurimman  virheen
analysointimenetelman kayttdonottoon. Suurimman virheen analysoinnilla tarkoitetaan
Sitg, etta selvitetdan kuinka suuren virheen algoritmi pahimmillaan tekee. Hoffman ja
Wolf [p. 13] mainitsevat viela erikseen Christofidesin vuonna 1976 esittdman
algoritmin, jonka voi todistaa tekevan korkeintaan 50 % virheen. Algoritmi tunnetaan
nykyisin Christofidesin algoritmina ja silla on vield&kin pienin todistettavissa oleva
suurimman virheen arvo.

Kolmas merkittava edistysaskel oli Hoffmanin ja Wolfin [p. 14] mukaan 318
kaupungin kauppamatkustajan ongelman ratkaisu, jonka Crowder ja Padberg esittelivét
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vuonna 1980. Crowder ja Padberg [1980] hyddynsivét ratkaisun etsinndssdan seka
branch-and-bound -menetelméi etté leikkaavien tasojen menetelmda. Taman ratkaisu
valoi uskoa siihen, ettd isojakin ongelmatapauksia pystyttaisiin ratkaissmaan ja viela
niin, etta ratkaisun optimaalisuus voitiin todistaa. Myohemmin ratkaistujen ongelmien
koossa on diirrytty tuhansien kaupunkien méariin, kuten Reinelt [1994, p. 1] kertoo.
Han myos lisd, ettei ratkaistujen ongelmien koon kasvu ole johtunut ainoastaan
laskentaan kaytettyjen koneiden tehojen kasvusta, vaan myos entista kehittyneemmista
matemaattisista menetelmistd.  Viimeissmpia merkkipaaluja suurten ongelmien
ratkaisuissa on Applegaten ja muiden mukaan [2007, pp. 52-56] vuonna 2004 16ydetty
24798 Ruotsin kylan ja kaupungin 1&pi kulkeva optimireitti ja vuonna 2006 16ydetty
85900 pisteen ongelman ratkaisu. Pelkastdan ratkaistun ongelman koko e kuitenkaan
madrita tapauksen vaikeutta, vaan myos pisteiden jakaumalla on suuri merkitys.
Yleisesti maantieteelliset ongelmat tarjoavat hyvia testitapauksia, silla niissa pisteiden
jakauma muodostuu realistiseksi ja satunnaiseksi.

3.2 Kauppamatkustajan ongelman maéaritelma

Kohdassa kaydadn |&pi kauppamatkustgjan ongelman tarkka verkkoteoreettinen
maaritelma. Tassa yhteydessa rajoitutaan verkkoihin, jotka ovat tasossa.

3.2.1 Verkkoteoreettiset kasitteet

Esitelldan tarpeel liset verkkoteoreettiset kasitteet.

Etaisyys

Etéisyyseli etdisyysfunktio kertoo joukon pisteiden véalisen etdisyyden.

Euklidinen metriikka

Euklidisella metriikalla tarkoitetaan sitg, etta pisteiden p, =(x,,y,) ja p, =(X,,Y,)

vélinen etéisyys lasketaan kaavalla \/(xl - %)+ (Y- YL)P .

Ei-j&rjestetty tulo

Joukon S ei-jérjestetty tulo itsensa kanssa, merkitddn S& S, on ei-jarjestettyjen parien
(s&t) joukko:
S& S={(s&t),sl Sitl S, (s&t)=(t& )" s,t1 S}.[Savolainen, 2001, s. 7]
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Abstrakti verkko

Abstrakti verkko €li graafi muodostuu ei-tyhjastd pisteiden eli solmujen joukosta
V ={v;}, vdlien joukosta E ={g;} javerkkoon liittyvasta kuvauksesta F :E® V &V .

[Savolainen, 2001, s. 7]

Solmuj en vier ekkaisyys

Solmut v ja w ova vierekkdisia solmuja, jos ne ovat saman vain e~ (V& w)

paétesolmut. [Savolainen, 2001, s. 11]

Taydellinen verkko

Taydellisessa verkossa kaikki solmut ovat kakille muille solmuille vierekkéisia, toisin
sanoen jokaisesta solmusta on véli jokaiseen muuhun solmuun. [Savolainen, 2001, s.
20]

Etaisyys verkossa

Luku c; voidaan joissakin tapauksissa yhdistaa verkon solmujen i jaj vdiin (i, j) ja

tagta luvusta voidaan kayttéa nimitysté paino, etéisyystai kustannus [Christofides, 1975,
p. 5]. Taman tydn yhteydessa merkinnasta ¢; kaytetdan nimitysta etaisyys.

Etaisyysmatriis

Verkkoon, jossa on n solmua, liittyvét etdisyydet voidaan ilmoittaa (n” n)

etéisyysmatriisina C, jossa ¢; onsolmujen i ja j valinen etéisyys.

K olmioepéayhtal 6n voimassa olo taydellisessa verkossa

Olkoot u, v ja w taydellisen verkon solmuja. Seuraava ehto médraa kolmioepayhtalon

voimassaolon taydellisessa verkossa: ¢, £ ¢, +cC,, -

Védlien jono
Verkon vélien aarellinen sekvenssi e, e,,...,e, muodostaa vélien jonon, jos on olemassa
sellainen solmujen sekvenssi el jérjestys v,,v,,...,v,, etae ~(v_, &Vv,), i =12,...,n.

[Savolainen, 2001, s. 12]

Suljettu valien jono

Vélien jono on suljettu, jos v, =V, . [Savolainen, 2001, s. 13]
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Ketjujono
Vélien sekvenssi, joka muodostaa vélien jonon, on ketjujono, mikali siind el esiinny
samaa valid useammin kuin yhden kerran. [Savolainen, 2001, s. 13]
Suljettu ketjujono
Ketjujono on suljettu, jos sen muodostava vélien jono on suljettu. [Savolainen, 2001, s.
13]
Siimukka

Silmukka on suljettu ketjujono. [Savolainen, 2001, s. 13]

Yksinkertainen ketju

Jos ketjun kaikki solmut ovat eri solmuja, ketju on yksinkertainen ketju. [Savolainen,
2001, s. 13]

Yksinkertainen siimukka

Jos ketjun v, =v,, mutta solmut ovat muuten eri solmuja, niin vélien jérjestametonta

Joukkoa kutsutaan yksinkertaiseksi silmukaksi. [Savolainen, 2001, s. 13]

Hamiltonin siimukka

Hamiltonin silmukka on sellainen yksinkertainen silmukka, joka kulkee verkon
kaikkien solmujen kautta. [Savolainen, 2001, s. 75]

3.2.2 Kauppamatkustajan ongelman tarkka maaritelma

Verkkoteoreettisesti kauppamatkustajan ongelma mééritel|&8n seuraavasti.

Kauppamatkustajan ongelma (T SP)

Etsi téydellisen verkon minimipainoinen Hamiltonin silmukka.

Symmetrinen kauppamatkustajan ongelma

Johnson ja Papadimitriou [1987a, p. 61] méérittelevat symmetrisen kauppamatkustajan
ongelman seuraavalla tavallas Merkitéan solmujen i jaj valista etdisyyttd merkinndlla

¢; - Kauppamatkustajan ongelmaa sanotaan symmetriseksi, mikdli ¢; =c; .
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Kauppamatkustajan ongelma, jossa on voimassa kolmioepéayhtal o

Johnson ja Papadimitriou [1987a, p. 61] méarittelevét kauppamatkustajan ongelman,
jossa on voimassa kolmioepdyhtdld, lyhyesti toteamalla, ettd siind kauppamatkustgjan
ongelma rajoitetaan verkkoihin, joissa on voimassa kolmioepayhtal 6.

Euklidinen kauppamatkustajan ongelma

Johnson ja Papadimitriou [1987a, p. 61] maarittelevat euklidiseksi kauppamatkustajan
ongelmaksi sellaisen kauppamatkustajan ongelman, jossa on voimassa symmetrisyyden
jakolmioepayhtélon liséksi euklidinen metriikka.

3.3 Kaytannon sovellukset ja muunnokset

Tutustutaan kauppamatkustgjan ongelman kaytanndn sovelluksiin ja muunnoksiin.

3.3.1 Kaytannon sovellukset

Seuraavassa esitetédn joitakin kauppamatkustgan ongelman k&ytannon sovelluksia.
Ongelmat ovat Reineltin [1994, pp. 38-39] kuvaamia.

Ajoneuvojen reititys

Ajoneuvojen reititysongelmalla tarkoitetaan esimerkiksi seuraavaa tehtavaa.
Kaupungissa on n kappaletta postilaatikkoja, jotka taytyy tyhjentéd joka péiva tietyn
gjanjakson aikana. Ongelmana on |0ytaa pienin mdara gjoneuvoja, joillatyd onnistuu, ja
lyhyin aika, jossa tehtdva voidaan kyseisella méarall& gjoneuvoja suorittaa.

Tdiden jaksotus

Toiden jaksotusongelma voidaan kuvata seuraavasti. Tietyt n kappaletta tehtévia taytyy

suorittaa tietylla koneella. Tehtavan j suorittamiseen kuluva aikka on t;, missai on se

tehtéva, joka suoritetaan koneella juuri ennen tehtdvan j suorittamista. Ongelmana on
loytéa tehtaville sellainen suoritugérjestys, ettd tehtdvien suorittamiseen kuluva

kokonaisaika on mahdollisimman pieni.

Robottien ohjaus

Robottien ohjausongelmassa on kyse seuraavasta. Tyovaiheen toteuttamiseksi
teollisuusrobotin taytyy tehda tietty joukko operaatioita. Ongelmana on jarjestéa
tyovaiheen vaatimat operaatiot sellaiseen jarjestykseen, ettd robotin tydvaiheeseen
kayttdma kokonaisaika on mahdollisimman pieni.
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3.3.2 Muunnokset

Tutustutaan kahteen kauppamatkustgjan ongelman muunnokseen. Tarkoituksena on
ndyttdd, miten Kkyseiset muunnokset saadaan palautettua takaisin tavalliseen
kauppamatkustajan ongelmaan.

Toistuvat kaupungit

Garfinkel [1987, p. 23] toteaa, ettda toistuvien kaupunkien kauppamatkustajan
ongelmassa on kyse normaalista kauppamatkustgjan ongelmasta silla erotuksella, etta
kussakin kaupungissa tulee vierailla ainakin kerran sen sijaan, etta niissa vierailtaisiin
tasmdlleen kerran. Han antaa tamén ongelman muuntamiseen normaaliksi
kauppamatkustajan ongelmaksi seuraavan ohjeen.

Muodostetaan kaupunkien (n” n) etdisyysmatriisisa C, jossa ¢; on
kaupunkien i ja j vdlinen etdisyys, uusi (n” n) etéisyysmatriisi C', jossa c; on
kaupunkien i ja j valisen lyhyimman polun pituus. Garfinkelin mukaan matriiss C'
voidaan laske ajassa O(n°) ja taman matriisin avulla toistuvien kaupunkien

kauppamatkustajan ongelma palautuu kauppamatkustgan ongelman normaaliin

tapaukseen.

Monta kauppamatkustaj aa

Garfinkelin [1987, pp. 23-24] mukaan monen kauppamatkustajan ongelma on
yksinkertaistettu versio aiemmin késitellystd goneuvojen reititysongelmasta. Han
edelleen jatkaa, ettd kyseissd ongelmassa on n kaupunkia ja m kauppamatkustajaa,
joiden avulla tulee jokaisessa Kkaupungissa vierailla dten, etta jokainen
kauppamatkustaja lahtee samasta kaupungista ja jokainen tydskenteleva
kauppamatkustaja j aiheuttaa kiintean kustannuksen d;. Tehtéavana ongelmassa on
minimoida kiinteiden kustannusten suuruutta ja yhteensid kuljettavan reitin pituutta.
Garfinkel antaa seuraavan ohjeen ongelman muuntamiseksi  tavalliseksi
kauppamatkustajan ongelmaksi.

Indeksoidaan m  kauppamatkustgjaa arvoille 0- (m-1) siten, etta
d,£d, £..£d_,.Lisdtdn m- 1 uutta kaupunkia, jotka numeroidaan - 1....,- (m- 1).
Alkuperdiset kaupungit on numeroitu O,...,n- 1. Otetaan kotikaupungiks kaupunki,

jonka numero on O ja lisétédn seuraavat vadlit alkuperdisten véalien joukkoon A: vl
(-i,j) kakillaijos (0,j)T A, véli (j,-i) kakillai jos (j,00T A javali (-i,- (i - 1)
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kakilla 1 =1,...,m- 1. Valien kustannukset saadaan Garfinkelin mukaan seuraavalla

tavalla
Cy = ¢ i,j=1..,n
C,;=Cy +3d i=1..m-1j=1..n
C', =Cp+3d, i=1.m-1j=1..,n
Clig.p=3>di,- 3, i=1..m-1.

Garfinkel [1987, p. 25], huomauttaa etta tilanteessa, jossa halutaan ratkaista
symmetrinen kauppamatkustajan ongelma, voidaan esitetty muunnos muuntaa

Ssymmetriseen muotoon.

3.4 Laskennallinen vaativuus

Kohdassa kasitellaan laskennallisuuden vaativuuden késitteita

3.4.1 Analysointimenetelmiéa

Algoritmien vaativuuden teoreettisessa arvioinnissa kaytetéén kahta paémenetelmaa.
Nama menetelméat ovat pahimman tapauksen vaativuus ja keskimaddrainen vaativuus.
[Johnson and Papadimitriou, 1987a, p. 42]

Pahimman tapauksen vaativuus

Algoritmin arvioitua vaativuutta merkitédn O(f (n)) notaatiolla, jolla tarkoitetaan sit3,
ettd on olemassa sellainen vakio c siten, ettd kaikilla kokoa n olevilla sydétteilla
algoritmin l&pimenoaika on pienempi tai yhta suuri kuin c¢> f (n) . Téma voidaan tulkita
siten, ettd O(f(n)) kertoo agoritmin kannalta keskelsmmén operaation
suorituskertojen madran kertaluokan. Arvioitua vaativuutta kutsutaan pahimman
tapauksen vaativuudeksi. [Johnson and Papadimitriou, 19873, p. 42]

K eskimaar é@isen tapauksen vaativuus

Johnson ja Papadimitriou [pp. 42-43] huomauttavat, ettd useimmiten algoritmit
koostuvat yhdesta tai useammasta osasta, joiden vaativuudet voivat vaihdella tilanteesta
riippuen. TallGin normaalisti arvioidaan sek& pahimman tapauksen vaativuutta etté
keskiméaréisen tapauksen vaativuutta. Hyvana esimerkkiné téllaisesta tilanteesta on
algoritmi, jossa sylOteaineisto jérjestdd jonkin aineiston alkion suhteen. Talldin
algoritmin alkiot jarjestdvan osuuden vaativuus voi vaihdella merkittavasti sen mukaan,

millaisessa jérjestyksessd alkiot alun perin on annettu.
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3.4.2 Vaativuusluokat P ja NP

Algoritmien vaativuutta kagtteleva teoria keskittyy niin sanottuihin pédtosongelmiin.
Téassd luvussa selvitetdan yleiselld tasolla, miten kauppamatkustajan ongelman kannalta
oleelliset vaativuusluokat P ja NP maéritell&an.

Paattsongel mat

Kocayn ja Kreherin [2005, p. 205] mukaan paatdsongelmilla tarkoitetaan ongelmia,
toisin sanoin: Joukon S paattsongelmassa tehtdvana on ratkaista, kuuluuko annettu
sybte x ennata maardttyyn joukkoon S eli ongelman vastaus on kylla tai el
Hamaldinen jatkaa, ettd syotteet esitetéén yleensa binédérijonoina, jolloin tehtdvand on

laskea joukon ST {0,}" karakterigtinen funktio X_:{0,}" ® {03} .

Algoritmien aikavaativuusja vaativuusluokka P

Hamalainen [2003a, s. 64] maérittelee algoritmin A aikavaativuusfunktion seuraavasti:
time, (x) = algoritmin A syotteella x suorittamien laskenta-askelien maéra
time, (n) = max{time, (X) :| X |= n} .
Vakiintuneen tavan mukaan pidetddn kohtuullisina agoritmeja A, joiden
aikavaativuutta time,(n) rajoittaa jokin syOtteen pituuden |x|=n polynomi ja
kohtuudella ratkeavina ongelmia, joilla on téllainen ratkaisualgoritmi. SyGtteen

pituuden suhteen polynomisessa ajassa ratkeavien paétdsongelmien joukosta kéytetdan
merkintéa P. [Hamalainen, 20033, s. 65]

Vaativuusluokka NP

On olemassa suuri joukko ongelmia, joille e ole I0ydetty polynomisessa gjassa
toimivaa algoritmia. Toisaalta kukaan el ole myOskdan osoittanut, ettei tietyille
ongelmille sellaista algoritmia olisi olemassa. Y hteistéa néille ongelmille on se, etta
ratkaisuvaihtoehtojen lukumaéré kasvaa eksponentiaalisesti syotetiedon koon suhteen ja
se, ettd vakka ongelmien ratkaiseminen onkin vaikeaa, niin annetun ratkaisun
tarkastaminen voidaan suorittaa polynomisessa gjassa. [Hamalainen, 20033, s. 65]
Epadeterministinen algoritmi  on kaksivaiheinen proseduuri, joka saa
syGtetietonaan padtdsongelman esiintyman | jatekee seuraavaa:
1. Epé&deterministinen vaihe: generoidaan mielivaltaisesti valittu merkkijono
S, jota pidetdan paétbsongelman esiintyman | ratkaisuehdotuksena.
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2. Determinigtinen vaihe: deterministinen algoritmi saa syotteena seka
esiintyman | ettaratkaisuehdotuksen S ja antaa vastauksen kyll&, jos S on
Epadeterministisen algoritmin sanotaan ratkaisevan paatésongelman, jos ja vain
jos ongelman jokaiselle kyll&esintymélle se palauttaa vastauksen kylla jollakin
suorituksella. Edelleen ei-deterministinen algoritmi on ei-deterministinen polynominen
algoritmi, jos tarkistusvaihe toimii polynomisessa gjassa
Niiden paatdsongelmien joukosta, jotka voidaan ratkaista ei-deterministiselld
polynomisessa ajassa toimivalla algoritmilla, kéytetédn merkintdad NP. [Haméalainen,
20033, s. 65]

3.5 Menetelmét ja approksimointialgoritmit

Tassa kohdassa luodaan katsaus kauppamatkustgan ongelman ratkaisumenetelmiin ja
perendytéédn tarkemmin sellaisiin approksimointialgoritmeihin, jotka ovat merkittéavia

my6hemmin esiteltédvien omien algoritmien kannalta.

3.5.1 Menetelmat

Esitetdan ylelsmmét menetelmét NP-taydellisen ongelman ratkai semiseksi.

Eksponentiaaliset algoritmit

Eksponentiaalisilla algoritmeilla tarkoitetaan algoritmeja, joiden vaativuus kasvaa
eksponentiaalisesti kasiteltdvan ongelman koon kasvaessa. Hyvana esimerkkiné voidaan
mainita kauppamatkustajan ongelman ratkaiseminen kaymalla [gpi kaikki mahdolliset
reitit ja valitsemalla niista lyhyin. Ongelmaksi muodostuu se, etté jo yhdeksan solmun
tapauksessa néité reittejd on 362880 eli yhdeksan kertoman verran. Kaytanntssa jotkin
teoreettisesti eksponentiaaliset algoritmit toimivat hyvinkin nopeasti. Esimerkki

tallaisesta algoritmista on lineaariseen optimointiin perustuva simplex-algoritmi.

Polynomiset erikoistapaukset

Polynomisilla erikoistapauksilla tarkoitetaan niita jonkin NP-t8ydellisen ongelman
erikoistapauksia, jotka voidaan ratkaista polynomisessa gassa. Kaytdnnossa sis
ongelmasta pyritddn tunnistamaan, onko se téllaisen erikoistapauksen ilmentyma,
jolloin se voidaan ratkaista nopeasti.

Hyva esimerkki tallaisesta erikoistapauksesta on niin sanottu 2SAT-ongelma (2-
satisfiability). SAT-ongelma tunnetaan paremmin propositiologiikan
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toteutuvuusongelmana. 2SAT-ongelma on SAT-ongelma rajoitettuna ja-lausekkeisiin,
joissa yhdistetdan korkeintaan 2-komponenttisia tai-lausekkeita. Seuraavassa annetaan

esmerkki tallaisesta lausekkeesta:
(a,Ua,)U(ay Uay,)U...U(a,Ua,,).

Satunnaisalgoritmit

Hamaldinen [2003b, s. 57] toteaa, ettd saunnaisalgoritmi on algoritmi, jossa

voi antaa kayttokelpoisia, yksinkertaisia ja nopeita ratkaisuja ongelmiin, jotka

tavallisillaalgoritmeilla ovat hankalasti ratkaistavia

Approksimointialgoritmin hyvyys

NP-téydellisen optimointiongelman tapaukselle méaaritetd8n polynomisessa agjassa
ratkaisu, joka on enintéan k kertaa optimaalista ratkaisua huonompi, jollakin vakiolla
k. Joskus voi olla myos k =Kk(| x|), tapauksen koon suhteen hitaasti kasvava funktio.

[Orponen ja Ernvall, 2004, s. 70]

3.5.2 Approksimointialgoritmit

Esitetaan tutkimuksen kannalta merkittavét approksimointialgoritmit.

L ahin naapuri -algoritmi

Lahin naapuri -algoritmin perusajatuksena on siirtya aloituspisteesta [ahimpaan naapuri
pisteeseen, jossa e ole vield kayty, ja jatkaa sita taas |&himpadan kdyméattomaan naapuri
pisteeseen, kunnes kaikissa pisteissa on kayty. Taman jalkeen palataan takaisin
aloituspisteeseen. Algoritmi  esitetddn, koska sen voidaan ndhda olevan looginen
edeltjja lisdysalgoritmille. Seuraavassa on Reineltin [1994, pp. 73-74] kuvaus
algoritmin toiminnasta:

1. Vadlitsesatunnainen pistej jaasetal =jjaT ={12,....n}\ {j}.

2. Niin kauan, kuin T:ss& on pisteitd, toista seuraavia kohtia 3 ja 4.

3. Olkoonj sellainen T:n piste, etté ¢, = min{c, |i1 T}.

4. Yhdistal jaj jaassta T =T\{ j}jal =]j.

5. Yhdistal ensmmaisessa askeleessa vaittuun aloitussolmuun.

Taméan algoritmin vaativuusiuokka on O(n?) . [Reinelt, 1994]
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Lisdysalgoritmi

Lisdysalgoritmi on pohjana myohemmin esiteltévalle konveksia verhoa hyddyntavalle
algoritmille ja sita kautta tyota varten kehitetyille omille algoritmeille. Perusajatuksena
lisdysalgoritmissa on valita aloitusreitti jollakin tavalla, mik& triviaalitapauksessa voi
tarkoittaa yhden pisteen valintaa, ja taydentéa sitten tétd osareittia liséamalla siihen
jaljella olevat osareittiin kuulumattomat pisteet. Seuraavassa Reineltin [p. 82] kuvaus
algoritmin toiminnasta:

1. Vadlitse jollakin tavalla reitti k:n pisteen I&pi v,,v,,...,v, (k31 ja aseta

W =V\{v,v,,..V}.

2. Niin kauan, kuin W:ss& on pisteitd, toista seuraavia kohtia 3 ja 4.

3. Valitsepiste jT W jollakin kriteerill&.

4. Lisé4] johonkin kohtaa osareittiin jaassta W =W \{ j} .

Taman algoritmin vaativuusiuokka on O(n?) tai O(n® ¥og(n)) riippuen
lisattavan pisteen valintakriteerista. [Reinelt, 1994]

Mainittakoon vielg, ettd Reinelt [p. 88] esittaa suosituksen kéayttda aloitusreittind
pistejoukon konveksia verhoa. Hén perustelee téta silla, etta on todistettu pistejoukon
konveksin verhon muodostavien pisteiden esiintyvan kyseisessd konveksin verhon
antamassa jarjestyksessa optimireitissa. Hanen mukaansa télla valinnalla saadaan myds
jonkin verran parempia reittejd. Johnson ja Papadimitriou [1987b, p. 158] mainitsevat,
etta lisdysalgoritmit ylipddtansi antavat ratkaisuja, jotka voivat lahestya kaksinkertaista

pituutta optimireittiin verrattuna.

Konveksia ver hoa hyodyntava appr oksimointialgoritmi

Myohemmin esiteltédvia omia approksimointialgoritmeja voidaan pitéd muunnoksina
Stewartin ja Bodinin konveksia verhoa hyddyntavasta approksimointialgoritmista, joka
on esitelty Goldenin ja muiden artikkelissa [1980, pp. 698-699]. Taman agoritmin
perustoiminta on seuraava:
1. Muodostetaan pistejoukolle konveks verho, joka otetaan osareitiksi.
2. Jokaiselle pisteelle k, joka el viela kuulu osareittiin, etsitédn osareitin
perakkaiset pisteet i jaj, joille ¢, +c,; - ¢; on pienin.
3. Kaikistareitin muutosvaihtoehdoista (i, k, j) etsitéén sellainen (a, b, c), jolle
(c,, +C,)/C,. ONpienin.
4. Lisdtédn piste b osareittiin pisteiden a ja b valiin.
5. Toistetaan kohdat 2, 3 ja 4, kunnes kaikki pisteet on liitetty reittiin.
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Taman algoritmin vaativuusluokka on O(n* ¥og(n)) . [Golden et al., 1980]

Varsinaisessa tutkimuksessa ei tulla suoraan kayttdmaan téta algoritmia, vaan
Siitd tehtyd muunnosta, jossa lisdttavan pisteen valinta perustuu suoraan arvoon

Cy +Cy - C; . Reittiin siis lisdté@n se alkio, jonka aiheuttama kustannus on pienin.
Lisaksi lisdttavan pisteen valinta suoritetaan niin, ettd algoritmin vaativuudeks saadaan

o(n?).

Lin-Kernighan algoritmi

Lin-Kernighan algoritmia ei kaytetéa taman tyon yhteydessi tehdyssa kokeellisessa
tutkimuksessa. Se esitelléan kuitenkin sen takia, ettd kyseess on yksi tarkeimmista
algoritmeista kauppamatkustajan ongelman tutkimuksen kannalta. Oleel lista tdméan tyon
kannalta on my0s se, etté kaytetylle testimateriaalille ilmoitetut parhaat 10ydetyt reittien
pituudet on laskettu usein Lin-Kernighan algoritmillatai sen variaatioilla.
Lin-Kernighan 2-vaihtoalgoritmin perusideana on ottaa lahtékohdaks jokin
reitti ja Sitten parantaa sita vaihtamalla 2 kaarta reitista, kunnes parannusta e vaihtoja
suorittamalla enda synny. Talla tarkoitetaan Sitd, ettd poistetaan ratkaisusta 2 kaarta,
jotka eivét ole perakkain jatilalle otetaan 2 uutta kaarta, joilla kaks osareittid saadaan
yhdistettyda yhdeksi silmukaksi. Usein retin muunnos tehdaén valittomasti, kun
ensimmainen parannus saadaan aikaan, mutta on myds mahdollista, ettéa tutkitaan kaikki

eri vaihtoehdot ja tehddan se reitin muunnos, joka tarjoaa suurimman parannuksen reitin

Haméalédisen [s. 54] kertoo, ettd kaytannon testeissa Lin-Kernighan 3-vaihto
algoritmi on osoittautunut parhaaksi kauppamatkustajan ongelman
approksmointialgoritmiksi. Kyseisessd algoritmissa poistetaan reitista 3 kaarta ja
laitetaan tilalle 3 uutta kaarta. Tapauksessa, jossa muunnos lyhent&a reittid, on 16ydetty
parempi ratkaisu.

Kernighan k-vaihto-algoritmi, jossa poistetaan k kappaletta kaaria ja tuodaan k uutta
kaarta tilalle. Hamaldinen kuitenkin mainitsee, etta kun k:n arvo kasvaa suuremmaksi

kuin 3, niin tydmaara on niin suuri, etta algoritmia ei yleensi kannata kayttaa.

3.6 Approksimointialgoritmien kokeellinen tutkimus

Kohdassa kdydaan |gpi algoritmien kokeel lisessa tutkimuksessa huomioitavia asioita.
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3.6.1 Kokedlisen tutkimuksen kriteerit

Golden ja Stewart [1987, p. 208] mainitsevat seuraavat viis Kriteerig, joiden mukaan
algoritmejatulisi vertailla kokeellisessa tutkimuksessa:

ratkaisun tarkkuus

[&pimenoaika

implementoinnin vaikeus

joustavuus

g ~ w NP

yksinkertaisuus.

Golden ja Stewart jatkavat, ettd vaikka algoritmin Igpimenoaika on usein
kriittinen kriteeri valittaessa sopivaa algoritmia, niin myds implementoinnin vaikeutta
tulee harkita perusteellisesti. Mikali algoritmien Igpimenogjoissa e ole merkittavaa
eroa, niin on useimmiten jéarkevaa valita helpommin toteutettavissa oleva ratkaisu.
Algoritmin joustavuudella tarkoitetaan algoritmin kykyd kéasitelld ongelman eri
variaatioita Tamékin ominaisuus voi olla merkittdva kayttotilanteesta riippuen.
Algoritmin yksinkertaisuudella tarkoitetaan itse algoritmin muotoilua, etka niinkdan sen

implementointia

3.6.2 Testimateriaalin valinta

Golden ja Stewart [1987, pp. 208-209] painottavat oikeanlaisen testimateriaain
valitsemisen merkitystd He kehottavat valitsemaan testimateriaalin niin, ettd sen
optimiratkaisut ovat tunnettuja tal etta ainakin optimiratkaisujen alargjat ovat tunnettuja.
Liséks he painottavat sen merkitystg, ettd valittu testimateriaali luo kattavan kuvan

ongelman eri ilmentymista
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4  Tutkittavien approksimointialgoritmien esittely

Tassd luvussa valaistaan omien algoritmien kantavan idean taustaa, kuvataan omien
algoritmien tarvitsemat tietorakenteet ja esitell&&n keskeiset omissa algoritmeissa
hyodynnettavét algoritmit.

4.1 Taustaa

Algoritmien  kehitys  lahti  gatuksesta, mik& olis  ihmiselle  helppo
approksimointialgoritmi  kauppamatkustgan ongelman ratkaisuun tilanteessa, jossa
kéytettavissA el ole muita apuvalineitd kuin paperi, kynd kumi ja viivoitin.
Perusajatuksena oli rajata kasiteltévaa tietoa eli pistgoukon kasiteltavia tapauksia siten,
ettd sen visuaalinen hahmottaminen helpottuisi. Tatd gatusta johtolankana kayttéen
kehitetty algoritmi muistutti niin paljon konveksia verhoa hytdyntévaa algoritmia, etta
herési gjatus sen mahdollisesta laskennallisesta tehokkuudesta. Tasté seurasi pagtods
algoritmin toteutuksen saattamisesta loppuun ja taman tyon tekemisestd kyseisesta
algoritmista. Kehitystydon aikana algoritmista syntyi useita versioita, joissa kaikissa
perusidea on sama, mutta tekniset toteutusratkaisut vaihtelevat.

Erés innoittava tekija algoritmien toimintaan suunnitellessa, oli ystéavani luona
ndkemani suunnistuskartat, joiden maaston korkeuseroja kuvaavat kayréat toivat
mieleeni pistejoukolle piirtyvét sisdkkaiset konveksit verhot. Taman gatuksen johdosta
olen itse kutsunut algoritmin perusversiota Suunnistajan algoritmiksi.

4.2 Omissa algoritmeissa tarvittavat tietor akenteet

Algoritmeissa kaytetdan seuraavia tietorakenteita.

Alkio

Alkio sisdltéd pisteen koordinaattien liséksi muita algoritmien tarvitsemia tietoja.
Jatkossa sanaa alkio kaytetddn sanan piste sijaan silloin, kun se on kasiteltavan asian
kannalta mielekasta. Alkion tiedot ovat seuraavat:

- tunnistenumero

- x-koordinaatti

- y-koordinaatti

- Seuraava

- edellinen

- liitoksessa edeltava

- liitoksessa seuraava
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- poista

- akupera

Néaigta tiedoista seuraava ja edellinen ovat tarpeen, kun alkioita kasitelldan
listoina. Liitoksessa edeltava ja seuraava kertovat algoritmia suorittaessa, mihin kohtaan
olemassa olevaa osareittia algoritmin kannattaa sijoittaa akio.

Koska algoritmeissa pisteita kasitellédn suurina  joukkoina taulukoita
hyodyntéen toteutetuissa tietorakenteissa, niin mahdollisia poistoja ei kannata tehda
muulloin, kun se on ehdottaman valttamétonta. Alkioita kasiteltéessa ne tarvittaessa
merkitddn poistettaviksi ja varsinainen poisto toteutetaan silloin, kun se on
valttaméatonta.

Samaa pigetta joudutaan joissakin tilanteissa kasittelemdan yhta aikaa eri
tietorakenteissa. Taman takia tarvitaan linkkia kyseisten tietojen vélille. Tama linkki
toteutetaan tiedolla alkuperastéa.

Taulukko

Taulukolla tarkoitetaan ndiden algoritmien yhteydessa dynaamigta tietorakennetta,
johon pisteet tallennetaan algoritmin alussa alkioina. Algoritmien edetessi pisteita
girretédn taulukosta reittiin. Reittiin liittdmisen yhteydessa alkio tulee poistaa
taulukosta. Taméan takia taulukon lukeminen on mahdollistettu listana, jolloin
poistettavia akioita e tarvitse konkreettisesti poistaa taulukosta, vaan ne ainoastaan
merkitaan poistettaviksi ja poistetaan listakasittelysta

Lista
Algoritmeissa luotava reitti ja konveks verho on tallennettu listoihin. Tahan ratkaisuun
on paadytty siksi, etté tehtavat alkioiden lisdykset saadaan nopeiksi. Listarakenteeseen

on myos lisdtty pino-toiminnallisuudet, jotta sitd voidaan kéayttda konveksin verhon
muodostamisessa Grahamin pyyhk&isymenetelmalla.

4.3 Omissa algoritmeissa hyddynnettavat algoritmit

Ennen omien algoritmien kuvaamista, k&ydaan yleisella tasolla 18pi ne olemassa olevat
algoritmit ja menetelmét, joita kaytetd&&n omien algoritmien toteutuksissa. Lisdksi
kuvataan joitakin ndihin tehtyja muutoksia.
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431 Pikalgjittelu

Konveksia verhoa luodessa Kkéasiteltdvat pisteet laitetaan kulmajérjestykseen.
Jarjestdminen tehdaén pikalgjittelualgoritmilla. Algoritmin julkaisi vuonna 1960 Hoare

[Aho et a., 1983]. Algoritmia e kuvatatarkemmin sen yleisen tunnettuuden takia.

4.3.2 Pisteiden véalisen kulman tutkiminen
Pisteiden valisen kulman tutkimisella tarkoitetaan taman tyon yhteydessa sitg, etta onko
pisteiden p, = (X,,Y,) ja p, =(X,,Y,) valinen jana vasta- vai myotapéivaan pisteiden
P, ja p, = (X, y,) vélisestajanasta. Tama tutkitaan seuraavalla menetelmalla:
Lasketaan ristitulo (p, - p,)” (P, - P,) Seuraavallakaavalla
(- Po)” (P2 - Po) = (X - %) XYz - Yo)- (X2 = %) X(Y1- o) -
Mikali ristitulo on suurempi kuin O, niin pisteiden p, ja p, vélinen jana on

vastapéivaan pisteiden p, ja p, vélisesta janasta. [Orponen ja Ernvall, 2004]

4.3.3 Kaannosvasemmalle vai oikealle
Taman tyon yhteydessa sillg, onko k&annos vasemmalle vai oikealle, tarkoitetaan sitg,
etta onko kadnnos pisteiden p, = (X, Y;) ja p, =(X,,Y,) vdliseltajanalta pisteiden p,
ja p; =(X;,Y,) véliselle janalle oikealle vai vasemmalle. Tama tutkitaan seuraavalla
menetelmall&

Lasketaan ristitulo (p, - p,)” (ps - Pp,) Seuraavallakaavalla

(P2~ P (Ps- P2) = (X - X)X(Ys- ¥a) - (X - %) XY, - ).

Mikali ristitulo on suurempi kuin 0, niin k&&annods pisteiden p, ja p, valiselta

janalta pisteiden p, ja p, véliselle janalle on vasempaan. [Orponen ja Ernvall, 2004]

4.3.4 Grahamin pyyhkaisymenetelma konveksille verholle

Oman algoritmin toteutus sisdltéa konveksin verhon muodostamisen. Tama tehddan

Grahamin pyyhkaisymenetelmall&, jonka perusrakenteen Orponen ja Ernvall [2004, ss.
85-86] edittavét toimivan seuraavallatavalla:

1. Jarjestetdan pisteet nousevaan kulmajérjestykseen jostain referenssipisteesta

lukien. Referenssipisteeksi valitaan piste, jolla on pienin y-koordinaatin

arvo. Jos samalla y-koordinaatin arvolla olevia pisteitd on useita, niin
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valitaan se, jolla on pienin x-koordinaatin arvo. Kuva 3 esittéa kyseisella

tavalla tehtya kulmajérjestysta.

Kuva3. Pisteet jarjestetdan referenssipisteen mukaiseen kulmajérjestykseen.

Kaydaan pisteita 18pi jarjestyksessa ja kerétaan ehdokaspisteitéa pinoon S,
3. Kun ehdokasverho tekee e-konveksin k&annoksen (k&8nnds oikealle),
poistetaan pinosta S pisteitd, kunnes mutka oikenee. Kuva 4 havainnollistaa

oikaisun toimintaa.

@) o @) @)
(@) (@)

(@) ° o (0] ° o
o ) o )

(@) oO (0] oO Q

Kuva4. Ei-konveks kadnnos oikaistaan.
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4. Kun kaikki pisteet on kasitelty, on konveksin verhon pisteet pinossa S

oikeassa jérjestyksessa.

Normaalisti konveksi verho toteutetaan siten, etta kun pisteet jérjestetdan
referenssipisteen mukaiseen kulmajarjestykseen, niin samalla kulmalla olevista pisteista
Sdilytetddn vain etéisin. Koska omissa algoritmeissa kaikki pisteet tulee kuitenkin
késitella, niin ndin e ole toimittu, vaan kaikki pisteet otetaan mukaan. Tastd seuraa
ongelmia, silla jos heti referenssipisteen jalkeen pienimmalla kulmalla olevat pisteet
ovat samalla selaussuoralla, niin ne tulisi kasitella siten, etta lahin laitetaan pinoon
ensin. Myohemmin tulisi taas toimianiin, etta kaukaisin laitetaan pinoon ensin.

Omissa algoritmeissa toimitaan siten, ettéd kun kulmajarjestys tehdaén, niin
samalla kulmalla olevat pisteet jérjestetéan niin, etta [ahemman kulma-arvo katsotaan
suuremmaksi. Pikalgjittelun suorittamisen jalkeen tutkitaan, onko valittomasti
ensimmaisen pisteen peréssa samalla kulma-arvolla olevia alkioita, ja jos on, niin ne
kéénnetéan siten, ettéa lahempéana oleva on kauempana olevaa edella

4.3.5 Menetelma konveksin verhon korjaamiseksi

Algoritmien 2, 3 ja 4 toiminnassa oleellisena osana on konveksin verhon korjaaminen.
Koska konveksi verho on muodostettu Grahamin pyyhkdisymenetelmallg, jakaantuu
tama korjaaminen kahteen tapaukseen, jotka kasitellédn erikseen. Seuraavassa

kuvaillaan tyon tekijan itse kehittdméa menetelméa konveksin verhon korjaamiseksi.

Korjauksen mahdollistavat alkuval mistelut

Pisteet tallennetaan taulukkoon viitteind akioihin ja jarjestetdan Grahamin
pyyhkaisymenetelméssa kuvatulla tavalla. Taméan jalkeen akiot linkitetdan toisiinsa
niin, ettd ne muodostavat kumpaankin suuntaan linkitetyn listan. Konveks verho
muodostetaan siten, ettd konveksiin verhoon tulevista akioista otetaan kopiot, joihin
talennetaan linkki alkuperdiseen akioon, ja ndma kopiot tallennetaan kumpaankin

suuntaan linkitettyyn listaan.

Korjaus kun poistettava piste el ole kulmapiste

Tapauksessa, jossa poistettava piste e ole kulmapiste, otetaan ylos sitéa seuraava ja
edeltavd alkio konveksissa verhossa. Poistettavan alkion linkin avulla alkuperéinen
alkio merkitéan poistettavaks taulukkoon tallennetusta listasta. Talldin alkio séilyy
taulukossa, mutta poistuu listakéasittelysta.
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Talteen otettujen, konveksissa verhossa poistettavaa akiota edeltdvan ja
seuraavan alkion sisaltamien alkuperédisiin alkioihin osoittavien linkkien avulla voidaan
lukea alkiot ssdltévasta taulukosta listakésittelyn avulla ne alkiot, jotka ovat kulma-
arvoiltaan edeltdvén ja seuraavan alkion vélissa. Naille alkioille noudatetaan Grahamin
pyyhkadisymenetelméssa kuvattua késittelyd ja lisdtddn konveksiin verhoon sinne
kuuluvat alkiot. Kuva 5 ndyttaa, miten kulmajérjestys auttaa valitsemaan kasiteltavét
alkiot.

Kuvab. Kulmgérjestyksen avullaldydetddn harmaata eli poistettavaa akiota

edeltéavan ja seuraavan alkion vélissa olevat késiteltavét alkiot.

Korjaus kun poistettava piste on kulmapiste

Tapauksessa, jossa poistettava alkio on kulmapiste, merkitédn poistettavassa alkiossa
olevan linkin avulla akuperdinen akio poistettavaksi. Otetaan talteen konveksissa
verhossa edeltavand ja seuraavana oleva alkio ja poistetaan poistettava alkio konveksista
verhosta. Tyhjennetddn alkioiden viitteiden taulukko niista viitteistd, jotka osoittavat
poistettaviksi  merkittyihin alkioihin. Grahamin pyyhkadisymenetelméssa kuvatulla
tavalla valitaan uusi kulmapiste ja suoritetaan sen mukainen jérjestaminen. Taman
jakeen akiot, joihin taulukosta viitataan, linkitetddn kumpaankin suuntaan linkitetyksi
listaksi.

Huomion arvoista on, etta nyt voidaan taas toimia korjauksen suhteen samoin
kuin silloin, kun poistettava alkio e ollut kulmapiste. Tama johtuu siitd etta
poistettavaa akiota edeltédva ja seuraava alkio konveksista verhosta ovat talessa ja
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niista loytyy viitteet alkuperdisiin akioihin. Kuvasta 6 ndhddan, miten uuden

referenssipisteen mukainen kulmajérjestys auttaa valitsemaan kasiteltavéat akiot.

Kuva6. Uuden referenssipisteen mukaisen kulmajérjestyksen avulla 16ydetéén
harmaata eli poistettavaa alkiota edeltévan ja seuraavan alkion valissa olevat

kasiteltavét alkiot.

Hydodyllinen rajoite
Kasiteltavan pistejoukon ollessa suuri konveksin verhon korjaamista hidastaa se, etta
edellisen ja seuraavan alkion vélissa voi olla paljon alkioita, joiden kulma-arvo sijoittuu
kyseiselle vdlille. Suurin osa ndista alkioista on sellaisia, etta ne eivdt voi paiya
konveksiin verhoon. Verhon korjaaminen nopeutuu huomattavasti, kun kaytetdan
seuraavassa kuvattavaa rajoitetta, joka estéa sen, ettei taysin turhille pisteille tehda
kalliita vasemmalle ja oikealle kd&ntymisen tarkasteluja.

Otetaan talteen konveksista verhosta poistettavan, sitd edeltévan ja seuraavan

alkion koordinaateista suurin ja pienin x-koordinaatti x, ja x, seka suurin ja pieniny-
koordinaatti y, ja y,. Mahdollisa lisdysalkioita tarkasteltaessa ohitetaan kaikki
sellaiset alkiot, joiden x-koordinaatti on pienempi kuin X, ta suurempi kuin x..
Samoin ohitetaan kaikki ne alkiot, joiden y-koordinagtti on pienempi kuin y, tai
suurempi kuin y..

Niille alkioille, jotka tayttavat x- ja y-koordinaatteihin liittyvat ehdot,

suoritetaan aikaisemmin kuvatun kaltainen kéanntkseen vasemmalle liittyva tarkastelu
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poistettavaa akiota edeltavan ja seuraavan alkion suhteen. Tarkastelu ik&én kuin luo
janan edellisen ja seuraavan akion vdliin ja varmistaa, ettd perusteellisemmin
késiteltavédt pisteet ovat janan oikealla puolella. Téama takaa sen, ettd Grahamin
pyyhkdisymenetelmén mukaiset vaativammat tarkastelut tehdd&n ainoastaan
mahdollisimman todenngkoisesti konveksiin verhoon liséttaville alkioille.

Kuva 7 pyrkii selventamaan tarkastelujen toimintaa. Kuvassa harmaan eli
poistettavan alkion ja sitéa konveksissa verhossa edeltévan ja seuraavan akion avulla
luotu x- ja y-koordinaattien tarkastelu esitetéén katkoviivalla merkitylla suorakulmiolla.
Edeltavan ja seuraavan akion vdlilla ndkyva pisteviiva kuvaa toisena rajoitteena
kaytettdvan kdannostarkastelun valkutusta. Rgoitteiden ansiosta kuvan tilanteessa
vaativammat tarkastelut tehdd&n vain yhdelle alkiolle viidesta kulmajérjestyksen
mukaan tutkittavaks valittavasta alkiosta. Taman rajoiteyhdistelman kayttd nopeuttaa
konveksin verhon korjausta, sillé suurilla pistejoukolla ja kulmapisteen ollessa kaukana
voi potentiaalisia kasiteltavaksi tulevia pisteita olla erittdin paljon.

Kuva7. Raoitteiden toimintatilanteessa, jossa konveksi verho korjataan.

4.4 Algoritmien perustoiminnot

Seuraavassa kuvataan algoritmien perustoiminnot.

4.4.1 Algoritmi 1

Algoritmi 1 on Stewartin ja Bodinin konveksia verhoa hyoddyntava
approksimointialgoritmi, johon on tehty pienid muutoksia. Sitd voidaan my0s pitéa
sovelluksena Reineltin [1994, pp. 85-86] edittdmastd kandidaattipisteiden kaytosta
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lisdysalgoritmissa. Algoritmia 1 kaytetd8n muiden algoritmien vertailukohtana ja sen

perustoiminta on seuraavanlainen:

1.
2.

S.
6.
7.

Muodostetaan pistejoukolle konveksi verho ja otetaan se osareitiksi.
Jokaiselle pisteelle k, joka el vield kuulu osareittiin, etsitddn osareitin
perakkaiset pisteet i ja j, joille ¢, +c, - ¢; on pienin. Tama lisdyskohta
talennetaan pisteen tietoihin. Pidetédn ylla tietoa siitd, milla pisteella
kyseinen arvo on pienin ja kutsutaan tata pistetta b:ksi ja sen lisdysvélin
pisteitd a:ksi ja c:ksi.

Lisdtadn piste b osareittiin pisteiden a ja c valiin.

Tutkitaan jokainen osareittiin kuulumaton piste k osareitin vélien (a, b) ja (b,
c) suhteen. Mikali lisdyksen (a, k, b) aiheuttama kustannus c,, +c,, - c,, tai
lisdyksen (b, k, c) aiheuttama kustannus c,, +c,. - c,. on pienempi kuin
pisteelle k tallennetun lisdyskohdan aiheuttama kustannus, niin pisteen
lisdyskohdaks tallennetaan pienemmaén kustannuksen aiheuttanut. Pisteet,
joillavanhana lisdyskohtana on ollut (a, c), tutkitaan myods vélien (a, b) ja (b,
c) suhteen ja lisdyskohdaks otetaan ndistd kahdesta se, joka aiheuttaa
pienemman kustannuksen. Pidetdan ylla tietoa siitg, milla pisteella lisdys on
edullisin. Kutsutaan téta pistetta b, :ksi ja sen lisdysvélin pigteita a,:ks ja
C, 'ksi.

Lisdt&an piste b, osareittiin pisteiden a, ja c, véliin.

Kutsutaan a,:taaks, b,:tabksi ja c,:tacksi.

Toistetaan kohtia 4, 5 ja 6, kunnes pisteita e ole enda jaljella.

Algoritmin vaativuus koostuu konveksin verhon muodostamisen vaativuudesta

ja agoritmin loppuosan vaativuudesta. Konveksin verhon muodostaminen on kuvattu

akaisemmin tassa tutkielmassa. Sen akavaativuus on keskimadrin luokkaa

O(n:log(n)) ja pahimmillaan luokkaa O(n*). Algoritmin loppuosan vaativuus saadaan

seuraavaksi edtettéavalla kaavalla Merkinnbissa x tarkoittaa pisteiden méaaraa

konveksissa verhossa ja n tarkoittaa pisteiden lukuméaréd. Kaavassa kaytettava kerroin

3 tulee siitg, ettd ensimmaisen pisteen valinnan jalkeisilla kierroksilla kustannusfunktio

suoritetaan kolme kertaa kunkin tutkittavan pisteen kohdalla.
(a- x):x+(n- x-D>3+(n- x- 2)23+...+[n- (n- 2)]:3+[n- (n- D]*3

Tama saadaan sievennettya seuraavaan muotoon.
(n- x)3x+3[(n- Xx-D)+(n- x- 2)+...+2+]]
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Sen jalkeen hyddynnetddn seuraavaa kokonais ukusarjan summakaavaa

14243+, +n="2(+D

Taman kaavan avulla saadaan seuraava sievennys

(n- x)>x+3{}>[(n- x- 1)>(n- x- 1+1)]},

joka sievenee edelleen helpommin luettavaan muotoon

30N - 2XNXK- ¥+ ¥ XK + I XX,

Sievennettya kaavaa voidaan arvioida seuraavalla tavalla

Y% - 2X01%K- ¥+ Y3 + B X E 3307 + ¥ + ¥ %X
£2x0° + 107 + % xn® = 4x°.

Algoritmin vaativuus on sis luokkaa O(n?). Seuraavalla kuvasarjalla

selvennetddn agoritmin toimintaa. Kuvasarjan ei kuvaa oikeaa tilannetta, joten sen
esittamét lisdyskohdat eivét valttamatta ole parhaita mahdollisia.

L ahtétilanne ja konveksin ver hon luonti

Algoritmi valitsee pistejoukon konveksin verhon osareitiksi (kuva 8).

0 o
o
°© oo
o %o
o %0 ° o
o

Kuva8. Alkuperdiselle pistesarjalle muodostetaan konveks verho.

Lisdyskohtien etsinta

Algoritmi etsii osareitin sisélle jéville pigteille pienimman kustannuksen aiheuttavan

lisdyskohdan ja toteuttaa kaikista pienimman kustannuksen aiheuttavan lisdyksen (kuva
9).
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Kuva9. Etsitéan lisdyskohdat ja toteutetaan pienimman kustannuksen aiheuttava

lisdys.

Tutkinta uusia osar eitin osia vasten ja seuraava lisdys

toteuttaa pienimman kustannuksen aiheuttavan lisdyksen (kuva 10).

Kuva 10. Tutkitaan uusia osareitin osia vasten ja tehdaén seuraava lisays.

Algoritmi jatkaa toimintaansa samalla tavalla, kunnes jdjella ei enda ole

osareittiin kuulumattomia pisteita
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4.4.2 Algoritmi 2 (Suunnistajan algoritmi)

Algoritmi 2 on omien algoritmien perusversio. Sen voidaan néhda olevan laheisté sukua
Algoritmille 1 ja sita kautta Stewartin ja Bodinin agoritmille. Perusgjatuksena
Algoritmissa 2 on se, ettd aloitusreitiks valitaan pistejoukolle muodostettu konveksi
verho. Taman jalkeen jaljelle j&aville pisteille muodostetaan konveksi verho ja tdméan
konveksin verhon sisdltamien pisteiden joukosta liitetéan reittiin se piste, jonka
synnyttdma kustannus on pienin. Pisteen reittiin liittdmisen jalkeen konveks verho
korjataan ja seuraava liitettava piste valitaan jélleen sen siséltdmien pisteiden joukosta
Samatoistuu, kunnes kaikki pisteet on liitetty reittiin.
Seuraavassa kuvataan algoritmin vaiheet yleisella tasolla:
1. Muodostetaan pistejoukolle konveksi verho ja otetaan se osareitiksi.
Kutsutaan téta reittia Riksi.
2. Muodostetaan konveksin verhon sisélle jéaville pisteille konveksi verho.
Kutsutaan téta verhoa Sksi.
3. Jokaiselle Sn pigteelle k etsitddn R:n perékkéiset pisteet i ja j, joille
Cy +Cy - C; on pienin. Nama lisdyskohdat talennetaan pisteen tietoihin.
Liséksl otetaan tateen tietoa siitd, milla pisteella kyseinen arvo on pienin ja
kutsutaan tété pistettd b:ks ja sen lisdysvalin pisteitd a:ksi ja cksi.
4. Lisdtaan pise b R:één pisteiden a jac valiin.
5. Poistetaan piste b Ssta ja korjataan S niin, ettd se on jalleen osareittiin
kuulumattomien pisteiden konveksi verho.
6. Tutkitaan sellaiset Sn pisteet k, joilla I6ytyy jokin lisdyskohta, osareitin
lisdyksessa syntyneiden vélien (a, b) ja (b, ¢) suhteen. Mikali lisdyksen (a, k,
b) aiheuttama kustannus c, +c,, - ¢, ta lisdyksen (b, k, c) aiheuttama
kustannus c, +c.- c,. on pienempi kuin pisteelle k talennetun

lisdyskohdan aiheuttama kustannus, niin pisteen lisdyskohdaks tallennetaan
pienemman kustannuksen aiheuttanut. Pisteet, joilla vanhana lisdyskohtana
on ollut (a, c¢), tutkitaan my6s vain vélien (a, b) ja (b, ¢) suhteen ja
kustannuksen. Pidetéén ylla tietoa diita, milla pisteella lisdys on edullisin.
Kutsutaan téta pistetta b, :ksi ja sen lisdysvali pisteita a, :ksi ja c, :ksi.

7. Tutkitaan sellaiset Sn pisteet k, joilla el 10ydy lisdyskohtaa seuraavalla
tavalla muodogtettavan rajoitteen madrédmien osareitin valien suhteen.

Valitaan sellaiset Sn pisteet m jan, joille on tallennettu lisdyskohta ja joista



34

m edeltdd kita Sssa ja n seuraa kita Sssa. Valitaan néiden pisteiden m jan
lisdyskohtien toisiinsa néhden kauimmaiset R:n pisteet ja suoritetaan tutkinta
ndiden pisteiden rajoittamia valga vasten. Nédiden R:n vélien joukosta
valitaan kullekin k:lle pienimmén kustannuksen aiheuttava lisdyskohta
Mikali jollekin k:lle 16ytyy lisdyskohta, jonka aiheuttama kustannus on
pienempi kuin tallessa olevan lisdyksen (a,,b,,c,) aheuttama kustannus,
niin asetetaan kyseinen k b, :ks ja kyseinen lisdyskohta(a,,b,,c,):ksi.

8. Lisdtéan piste b, osareittiin pisteiden a, ja c, valiin.

9. Kutsutaan pistetta a, aksi, pistetta b, b:ksi ja pistetta c, cksi.

10. Toistetaan kohtia 5-9, kunnes pisteita el ole endajdjella

Taman algoritmin vaativuus voidaan parhaiten selvittdd kokeellisesti.

Seuraavalla kuvasarjalla selvennetdan algoritmin toimintaa. Kuvasarjan ei kuvaa oikeaa
tilannetta, joten sen esittamét lisdyskohdat eivét ole valttamatta parhaita mahdollisia.

L ahtétilanne ja konveksin ver hon luonti

Algoritmi valitsee konveksin verhon osareitiks (kuva 11).

Kuval1ll. Alkuperdiselle pistesarjalle muodostetaan konveks verho.

Sisemmaén konveksin ver hon luonti ja lisdyskohtien etsinta

Algoritmi muodostaa osareitin sisélle j&aneille pisteille konveksin verhon ja etsii tdméan

verhon pisteille parhaat mahdolliset lisdyspaikat osareitissa (kuva 12).
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Kuva 12. Luodaan sisempi konveksin verho ja etsitdan lisdyskohdat sen pisteille.

Pisteen lisdys osar eittiin ja sissmman konveksin ver hon korjaus

Sen jalkeen, kun kaikille osareitin sisdlle jaavan konveksin verhon pisteille on laskettu
paras mahdollinen lisdyskohta, liitetdan pisteista pienimman kustannuksen aiheuttava

osareittiin ja korjataan osareitin sisélle jéévien pisteiden konveks verho (kuva 13).

Kuva 13. Liitetdan piste osareittiin ja korjataan konveksin verho.

Uusien lisdyskohtien valinta ja rajoitteen toiminta

Etsittédessa seuraavaa liséttavaa pistetta tutkitaan ensin ne pisteet, joilla l6ytyy jokin
lisdyskohta, osareitin kahta uutta sivua vasten ja tehdaén tarvittavat muutokset. Kuvassa
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14 tdmd ndkyy diten, etta konveksin verhon uuden valkoisella merkityn pisteen
alapuolella olevan pisteen lisdyskohta on muuttunut, kun sitd verrataan kuvan 13
esittamaan tilanteeseen. Taman jalkeen uudelle pisteelle luodaan tutkimusrgjoite ja se
tutkitaan rajoitteen sisdltdmia osareitin valga vasten. Tutkimusrgjoitetta kuvassa
ilmenté& pisteviiva, jonka paissa olevat nuolet merkitsevét tutkittavan reitin alueen
alkua ja loppua. Kuvan tilanne tulee tulkita siten, ettd uus piste tutkitaan osareitin
valgja vasten aloittaen alempana olevan nuolen merkitsemastd lisdyskohdasta ja
lopettaen ylemman nuolen merkitsemadan lisdyskohtaan. Pisteelle otetaan ylos
pienimman kustannuksen aiheuttava lisdyskohta tutkimusragjoitteen antamalta osareitin
alueelta.

Kuva 14. Etsitéan uudet lisdyskohdat ja kdytetdan hakurajoitetta.

Rajoitteen hyddyllisyys tulee ilmi paremmin suuria pistejoukkoja késiteltéessa.
Toisadlta silloin on riskind se, ettda osareitti tekee rgoitteen osoittamalla vdlilla
jonkinlaisen mutkan, joka voi sisdltda lisdyspaikan etsinndn kannalta téysin turhia
pisteita

4.4.3 Algoritmi 3

Algoritmin 2 vaiheessa 7 tutkitaan konveksin verhon uudet pisteet. Tama tehtiin
luomalla uuden pisteen eri puolilta I6ytyvien jo tutkittujen pisteiden lisdyskohtien avulla
rgjoite osardttiin ja tutkimalla piste tuon rajoitteen sisdlitamid mahdollisia lisayskohtia
vasten. Taa valhetta pyritédn Algoritmissa 3 tehostamaan luomalla seuraavanlainen
lisdrgjoite.
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Lisdrajoitteen toiminta

Aina kun uudelle pisteelle 10ydetdan lisdyskohta, jonka aiheuttama kustannus on
pienempi kuin edellisen valitun lisdyskohdan, luodaan lisdyskohdan pidemman sivun
avulla neliorajoite ja jatkossa sellaiset osareitin lisdyskohdat, joissa sek& aku- etta
loppupiste eiva ole tuon nelibrgjoitteen sisdllg, ohitetaan. Tutkittava piste on
neliorajoitteen keskelld ja nelidn sivun pituus lasketaan seuraavalla tavalla

Tutkitaan, mik& on suurin ero tutkittavan pisteen ja lisdyskohdan osareittiin
kuuluvien pisteiden x- ja y-koordinaattien vélilla  Esimerkiks tilanteessa, jossa
tutkittavan pisteen koordinaatit ovat (1, 2) ja lisdyskohdan pisteiden koordinaatit ovat
(3, 5 ja (4, 7), niin suurin x-koordinaattien valinen erotus on 3 ja suurin y-
koordinaattien valinen erotus on 6, joten suurimmaksi eroks siis saadaan 6. Kutsutaan
jatkossa téta suurinta erotusarvoa aksi. Seuraavaks lasketaan kyseisen arvon avulla

nelidrajoitteen puolikkaan sivun pituus. Tama tehdaén kaavalla (35) >a+1.

|deana arviossa on se, ettd halutaan laskea arvo, joka olisi riittévan pieni, mutta
kuitenkin niin suuri, ettd paremmat lisdyskohdat tulevat sen sisille. Arvio on saatu siten,
ettd approksimoidaan sellaisen tasasivuisen kolmion hypotenuusan pituutta, jonka
kummatkin kateetit ovat a:n pituisia. Kéytadnndssa siis arvioidaan arvoa, jonka kaava

V2xa® paauttaisi.

Ensimmaisen lisdyskohdan valinnan jalkeen nelidrajoite lasketaan siten, etté
laskennassa huomioidaan ensimmainen ja viimeinen mahdollinen lisdyskohta ja
edellisen osareittiin tehdyn lisdyksen synnyttamét uudet lisdyskohdat. Kunkin kohdan
perusteella lasketuista nelion sivun puolikkaasta pituudesta valitaan se, joka on pienin.
Tama tehddén siks, ettd kyseiset lisdyskohdat tiedetéén sijaitseviks tutkittavalla
osareitin aluedla. Talléin on mahdollista, ettd saadaan heti alussa laskettua rajoite
mahdollisimman tarkaksi.

Arvion toteutuksen hyvand puolena on erityisesti se, ettd joka kerta, kun
pisteelle 10ytyy parempi lisdyskohta, niin nelibrgjoite tarkentuu automaattisesti.
Nelidrgjoite toimii siis erédnlaisena jatkuvasti tarkentuvana téhtdimena Kuva 15
selventda neliorajoitteen toimintaa.
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Kuva 15. Neliorgjoite sulkee siséllensa jarkevét lisdyskohdat uudelle pisteelle.

4.4.4 Algoritmi 4

Algoritmissa 4 on tehostettu Algoritmin 3 toimintaa seuraavalla tavalla. Konveksin
verhon muodostus on toteutettu siten, ettd Grahamin pyyhkéisymenetelmén tarvitsema
kulmapiste valitaan mahdollismman keskelta pistejoukkoa. Ajatuksena tdssa on se, etta
kun kulmapiste valitaan keskeltd, niin kestdd kauemmin ennen kuin se valitaan
osarettiin liséttavaksi pisteeksi, ja kulmapistejarjestys taytyy tehda uudelleen.

Algoritmiin 4 sisdtyy myohemmin tarkemmin kuvattavia ongelmia, joiden
vuoksi se el ole taysin vakaa. Télla tarkoitetaan sitd, etta algoritmin |&pimenoa ei
kaikilla syotteilla voida taata. Nama ongelmat liséantyvét tilanteissa, joissa kasiteltavia
pisteitd on vahan. Taman vuoksi tehdyssa toteutuksessa on pé&dytty ratkaisuun, jossa
ainakin ensimmainen kulmajarjestys tehddédn menetelmalld, jossa kulmapiste valitaan
mahdollisimman keskeltd, mutta myOhemméassd vaiheessa siirrytédn kayttdmaan
menetelmad, jossa kulmapiste valitaan kuten Algoritmeissa 2 ja 3. Tdlla tavoin
toimittaessa kaikki testimateriaalin pistesarjat saatiin kasitellyiksi, mutta takuuta sita,
ettaongelmia el tulisi jollain toisella sarjalla, el voidaantaa.

Syy siihen, miksi Algoritmi 4 on otettu mukaan tahan tutkimukseen, on se, etta
sen avulla voidaan paremmin arvioida Algoritmien 2, 3 ja 4 perustana olevan idean
hyvyytta. Algoritmin 4 kehitysty6té ei siis ole viety taysin loppuun.
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4.45 Algoritmi 5

Algoritmi 5 on Algoritmista 4 tehty huippunopea muunnos. Sen tarkoituksena on luoda
algoritmien vertailulle alargja, siind missa Algoritmi 1 toimii yléarajana. Algoritmissa 5
el pyrita saillyttamaan reitin tarkkuutta, vaan siind optimoidaan nopeutta.

Perusideana on, etta toiminta on muuten kuten Algoritmissa 4, mutta osareitin
sisilld olevan konveksin verhon uusien pisteiden lisayskohta etsitéén sen kummaltakin
puolelta [6ytyvien lisdyskohdan omaavien pisteiden lisdyskohtien ja osareittiin edellisen
lisdyksen johdosta syntyneiden kahden lisdyskohdan joukosta. Tama tarkoittaa sitg, etta
jokainen uusi piste tutkitaan nelj&a lisdyskohtaa vasten. Talloin pisteiden lisdyskohtien
etsinnésta tulee lineaarista ja algoritmin vaativimmaks osuudeksi jaa konveksin verhon

muodostus ja korjaus.

4.5 Omien algoritmien tar kempi kuvaus ja niiden ongelmat

Seuraavassa kuvataan tarkemmin omien algoritmien toimintaa. K&ytannossa tarkempi
kuvaus keskittyy Algoritmeihin 1 ja 2.

451 Algoritmi 1
Vaihe 1: aloitus

Ensimmaisessd vaiheessa tehdéddn alkuvalmistelut varsinaisen algoritmin péasilmukan
toimintaa varten. Vaiheessa tehddan seuraavat toimenpiteet:

1. Luetaan tiedot pisteista tiedostosta ja tallennetaan ne alkioina taulukkoon
Pisteet.

2. Haetaan taulukon alkioista se, jolla on pienin y-koordinaatin arvo. Mikali
useammalla kuin yhdell& alkiolla on sama pienin y-koordinaatin arvo, niin
valitaan alkioista se, jolla on pienin x-koordinaatin arvo. Kutsutaan alkiota
kulmapisteeks.

3. Lagjitellaan taulukon Pisteet alkiot haetun kulmapisteen suhteen nousevaan
kulmajarjestykseen kayttaen pikalgjittelua.

4. Luodaan alkioille konveks verho Grahamin pyyhkasymenetelméalla siten,
ettd konveksiin verhoon tulevat alkiot tallennetaan listaan Reitti ja merkitéan
poistettaviks taulukossa Pisteet.

Taulukkoa Pisteet voidaan lukea listana siten, etta poistettavaksi merkityt alkiot
ohitetaan, joten reittiin liséttyja pisteita ei tarvitse poistaa siitd. Taman ominaisuuden
hyodyllisyys tulee esille jatkossa, silla aina kun taulukosta lisétéan alkio Reitti-listaan,
niin poisto taulukosta tapahtuu yhdell& operaatiolla ja seuraavan kierroksen Pisteet-



40
taulukon lukuoperaatiot pienenevat automaattisesti yhdella Algoritmissa 2 alkioiden
konkreettinen poistaminen on vdttaméonta, silla sind taulukkoa joudutaan

jarjestaméan uudelleen.

Vaihe 2: tutkinta suoritetaan enssmmaisen kerran

Vaiheessa 2 etsitéén kullekin Reitti-listaan tallennetun osareitin sisdpuolelle j&aneelle
pisteelle pienimmén kustannuksen aiheuttava lisdyskohta osareitissa. Se alkio, jolle
[6ytynyt lisdyskohta aiheuttaa kaikista pienimman kustannuksen, valitaan lisdttavaksi
alkioksi.

1. Luetaan Pisteet-taulukkoa listana alkaen ensimmaisesta alkiosta, jota el ole
merkitty —poigtettavaksi. Kyseinen akio on tallennettu Pisteet-
tietorakenteeseen. (Kaytetdan tasta alkiosta jatkossa nimea tutkittava alkio.)

2. Kaydaan 18pi Reitti-listan alkiot jatallennetaan tutkittavalle alkiolle edeltava
jaseuraava alkio pienimman kustannuksen aiheuttavassa liitoksessa.

3. Otetaan tutkittava alkio talteen liséttavana alkiona.

4. Valitaan uudeksi tutkittavaks alkioks tutkittavaa alkiota seuraava akio.
Kaydaan |1&pi Reitti-listan alkiot ja tallennetaan tutkittavalle alkiolle edeltava
jaseuraava alkio pienimman kustannuksen aiheuttavassa liitoksessa.

6. Mikdli tutkittavan alkion liitoksen kustannus on pienempi kuin lisdttévan
alkion, tulee siita uusi liséttava alkio.

7. Toistetaan kohdat 4, 5 ja 6, kunnes kaikki taulukon Pisteet sellaiset alkiot,
joita el ole merkitty poistettavaksi, on kayty lapi.

Vaihe 3: valittu alkio poistetaan kasiteltdvien joukosta ja lisataan reittiin

Vaiheessa 3 lisdttava akio merkitdan poistettavaksi, jolloin se poistuu Pisteet-taulukon
listakasittelystd. Taman jalkeen alkio lisdt&8n osareittiin.

1. Mekitaan valittu lisdttava alkio poistettavaksi Pisteet-taulukkoon.

2. Tutkitaan, mik&on lisattavalle alkiolle talletettu liitoksessa edeltava alkio.

3. Lisdtaan lisdttava akio listaan Reitti liitoksessa edeltavan alkion eteen.

Vaihe 4: tutkinta suoritetaan uudelleen

Vaheessa 4 etsitédn seuraava lisdttava alkio. Mikéli Pisteet-taulukossa el enda ole
sellaisia alkioita, joita el ole merkitty poistettaviksi, niin lopetetaan késittely.
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1. Luetaan Pisteet-taulukkoa listana alkaen ensimmaisesta alkiosta, jota el ole
merkitty poigtettavaksi. Kyseinen akio on tallennettu Pisteet-
tietorakenteeseen. (Kaytetdan tastd alkiosta jatkossa nimea tutkittava alkio.)

2. Mikdli tutkittavalla alkiolla on jo lisGyskohta, joka on sdilynyt edellisen
Reitti-listaan tehdyn lisdyksen jalkeen, niin verrataan lisdyskohtaa edellisen
Reitti-listaan tehdyn lisdyksen synnyttamiin kahteen uuteen lisdyskohtaan.
Tutkittavalle alkiolle tallennetaan lisdyskohdaksi pienimman kustannuksen
aiheuttava lisdyskohta, mikali sellainen 16ytyy uusien lisdyskohtien avulla.

3. Mikal tutkittavan alkion vanha lisdyskohta tuhoutui Reitti-listaan tehdyssa
lisdyksess4, niin valitaan alkiolle lisdyskohdaksi edella mainituista kahdesta
uudesta lisdyskohdasta pienemman kustannuksen aiheuttava lisdyskohta.

4. Valitaan tutkittava akio lisdttéavaksi, mikali sille méarétyn lisdyskohdan
aiheuttama kustannus on pienin vaiheessa nelja kasiteltyjen alkioiden
lisyskohtien aiheuttamista kustannuksista.

5. Valitaan uudeksi tutkittavaks alkioks tutkittavaa alkiota seuraava alkio
Pisteet-taulukon listakasittelysta

6. Toistetaan kohtia 2, 3, 4 ja 5, kunnes kaikki taulukon Pisteet sellaiset alkiot,

joitaei ole merkitty poistettavaksi, on késitelty.

Vaihe 5: tutkinta viedaan loppuun

Vaiheessa 5 toistetaan vaiheita 3 ja 4 niin kauan, kuin Pisteet-taulukossa on alkioita,
joita el ole merkitty poistettaviksi. Taméan jalkeen reitti on valmis.

452 Algoritmi 2

Vaihe 1: aloitus

Ensmmaéisen vaiheen tarkoituksena on tehda alkuvalmistelut varsinaisen algoritmin
paasilmukan toimintaa varten. V aiheessa tehdaén seuraavat toimenpiteet:

1. Luetaan tiedot pisteista tiedostosta ja tallennetaan ne alkioina taulukkoon
Pisteet.

2. Haetaan taulukon alkioista se, jolla on pienin y-koordinaatin arvo. Mikali
useammalla kuin yhdell& alkiolla on sama pienin y-koordinaatin arvo, niin
valitaan niistd se, jolla on pienin x-koordinaatin arvo. Kutsutaan alkiota
kulmapisteeks.

3. Lajitellaan  alkiot haetun kulmapisteen  suhteen nousevaan

kulmajérjestykseen kayttaen pikalgjittelua
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Luodaan pisteille konveksi verho Grahamin pyyhké symenetelméalla siten,
ettd konveksiin verhoon tulevat pisteet tallennetaan listaan Reitti ja
merkitdan poistettaviks taulukossa Pisteet.
Poistetaan taulukosta Pisteet ne alkiot, jotka on merkitty poistettaviksi.

6. Toistetaan kohdat 2 ja 3.
7. Toigsetaan kohta 4 siten, etta konveksi verho talennetaan listaan Ssa ja

alkioita el merkita poistettaviksi.

Vaihe 2: tutkinta suoritetaan enssmmaisen kerran

Vaheen 2 tarkoitus on tutkia ensimmaéisen kerran, mikd Ssa-listaan tallennetuista

alkioigta lisatéan Reitti-listaan ja mihin kohtaan liséys tehdéan:

1.

Luetaan Ssa-listan ensimmainen alkio. (Kaytetéén tasta alkiosta jatkossa
nimed tutkittava alkio.)

Kaydaan |1&pi Reitti-listan alkiot ja tallennetaan tutkittavalle alkiolle edeltava
jaseuraava alkio pienimman kustannuksen aiheuttavassa liitoksessa.

3. Otetaan tutkittava alkio talteen liséttavana alkiona.
4. Vaditaan uudeks tutkittavaks alkioks listasta 9sa tutkittavaa alkiota

seuraava alkio jatoistetaan sille kohta 2.

Mikali tutkittavan akion liitoksen aiheuttama kustannus on pienempi kuin
lisdttavan alkion liitoksen aiheuttama kustannus, tulee tutkittavasta alkiosta
uusi lisattava akio.

Toistetaan kohtia 4 ja 5, kunnes kaikki listan Ssa alkiot on kayty 18pi.

Vaihe 3: valittu alkio poistetaan kasiteltavien joukosta ja konveks verho
korjataan

Vaiheessa 3 liséttava alkio poistetaan Ssé-listasta ja lista korjataan niin, etta se on taas

osareittiin kuulumattomien alkioiden konveksi verho.

1. Otetaan talteen liséttavaa alkiota edeltdva ja seuraava alkio Ssa-listassa

Mikali lisattava alkio on listan viimeinen alkio, niin seuraava alkio on listan
ensimmainen alkio ja vastaavasti, jos lisdttava alkio on listan ensimméinen
alkio, niin sita edeltéava alkio on listan viimeinen akio.

Merkitdan valittu alkio poistettavaksi Pisteet-taulukkoon.

Mikali valittu alkio on toiminut kulmapisteena konveksia verhoa luodessa,
poistetaan taulukosta Pisteet poistettaviksi merkityt alkiot, valitaan uus
kulmapiste samalla tavalla kuin valittiin vaiheessa yksi ja jarjestetéan alkiot

tuon kulmapisteen mukaiseen kulmajarjestykseen.
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4. Konveksiin verhoon mahdollisesti tulevat uudet alkiot gijoittuvat siité
poistettua alkiota edeltéavan ja seuraavan alkion vdliin. Itse korjaus voidaan
tehdd Grahamin  pyyhkédisymenetelmda soveltamalla.  Korjauksen
suorittaminen on kuvattu tarkemmin jo aiemmin. Ennen korjausta lisdttava
alkio poistetaan Ssa-listasta.

Vaihe 4: lisattava alkio lisataan reittiin
Vaiheessa 4 lisattava akio lisitédan listaan Reitti.
1. Lisdttavan alkion tiedoista tarkisetaan, mika on lisittavaa alkiota liitoksessa

edeltava alkio.
2. Lisdtéaan lisattava akio listaan Reitti edeltavan alkion eteen.

Vaihe 5: tutkinta suoritetaan uudelleen

Vaiheessa 5 valitaan seuraava lisdttava alkio, mikali alkioitaon viela jajella

1. Luetaan listaa Ssa diten, ettd aoitetaan viimeksi poistettua alkiota
valittbmasti seuranneesta alkiosta. Kaytetdan tastd alkiosta jatkossa nimea
alkualkio jatutkittavasta alkiosta nimeé tutkittava alkio.

2. Mikali tutkittavalla alkiolla on jo lisGyskohta, joka on sdilynyt edellisen
Reitti-listaan tehdyn lisdyksen jalkeen, niin verrataan lisdyskohtaa edellisen
Reitti-listaan tehdyn lisdyksen synnyttamiin kahteen uuteen lisdyskohtaan.
Tutkittavalle alkiolle tallennetaan lisdyskohdaksi pienimman kustannuksen
aiheuttava lisdyskohta, mikali sellainen 16ytyy uusien lisdyskohtien avulla.

3. Mikal tutkittavan alkion vanha lisdyskohta tuhoutui Reitti-listaan tehdyssa
lisdyksess4, niin valitaan alkiolle lisdyskohdaksi edella mainituista kahdesta
uudesta lisdyskohdasta pienemman kustannuksen aiheuttava.

4. Mikdli akiota el ole aikaisemmin tutkittu, niin sitd tutkitaan listan Reitti
alkiota vasten siten, etta Reitti-listan lukeminen aloitetaan alkiosta, joka on
tutkittavaa alkion Ssi-listassa edeltéavan alkion liitoksessa edeltava Reitti-
listan alkio ja lopetetaan kohdassa 1 mainitun alkualkion liitoksessa
seuraavaan Reitti-listan alkioon. Tutkittavalle alkiolle valitaan tata valilta se
lisdyskohta, joka ai heuttaa pienimméan kustannuksen.

5. Mikali tutkittavan alkion liitoksen kustannus on pienempi kuin lisdttévan
alkion, tulee siita uusi liséttava alkio.

6. Valitaan uudeks tutkittavaks alkioks tutkittavaa alkiota seuraava akio.
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7. Toistetaan vaiheet 2, 3, 4, 5 ja 6 niin kauan, etté kaikki Ssa-listan alkiot on
tutkittu.

Vaihe 6: tutkinta viedaan loppuun.

Vaiheessa 6 toistetaan vaiheita 3, 4 ja 5 niin kauan kuin Pisteet-taulukossa on alkioita,
joita el ole merkitty poistettaviksi.

Algoritmin 2 heikkoudet

Algoritmi 2 sisdltéé kaksi merkittavaa rakenteellista heikkoutta

Osareitin kaar eutuminen

Osareitinreitin sisélla olevan konveksin verhon kokonaan uusille pisteille etsitdan
mahdollinen lisdyskohta kayttamall& rajoitteena pisteen kummaltakin puolelta |oytyvien
jo tutkittujen pisteiden lisdyskohtia. Tama ratkaisu on useimmiten hyvin toimiva, mutta
kun reittiin lisdttyjen pisteiden méard kasvaa, tapahtuu reitin  kaareutumista.
Kaytannossa tama tarkoittaa sitg, etta reittiin voi syntya hyvin syvia ja kapeita mutkia.
Osareitin mutkaisuudesta seuraa, etta kaytettéavasta rajoitteesta huolimatta tutkitaan

moniaturhia lisdyskohtia.

Konveksin verhon muodostus

Algoritmin kantavana ideana on hyddyntéd osareitin sisdpuolella olevaa konveksia
verhoa erdanlaisena tutkimuksen rajoitteena. Téhan siséltyy myos algoritmin selvin
heikkous.

Tarvittava konveksi verho muodostetaan Grahamin pyyhkaisymenetelmélla,
jossa oleellista on valita pistejoukolle kulmapiste ja lgjitella tdman kulmapisteen
suhteen pisteet nousevaan kulmajérjestykseen. Algoritmin 2 tarkemman kuvauksessa
vaiheen 3 kohdassa 3 mainitaan, etta jos osareittiin liséttéva piste on konveksin verhon
kulmapiste, niin kulmapiste tulee valita uudestaan ja pisteille on tehtava uusi
kulmgjérjestys. Kulmajérjestyksen muodostaminen tehddan pikalgjittelulla, joten se on
keskimaérin O(n:log(n)) vaativuuden vaativa operaatio.

On vakea ennustaa, kuinka usein uusi kulmajérjestys taytyy tehda kunkin

pistesarjan kohdalla. On kuitenkin selvés, ettd tama algoritmin ominaisuus heikent&a
sen suorituskykya merkittavasti.
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453 Algoritmi 3

Algoritmi 3 on muuten samanlainen kuin Algoritmi 2, mutta siind kéytet&8n aiemmin
kuvattua nelion mallista lisérgjoitetta. Lisérgjoitteen avulla pystytaén osittain valttamaan
edella mainitun osareitin kaareutumisen aheuttama ongelma. Kéaytannossa
alkeisoperaatioiden méadréssa el tapahdu vahenemistd Algoritmiin 2 verrattuna, mutta
alkeisoperaation laatu  muuttuu  tyolddsta  helpommaksi  kokonaislukujen
vertailuoperaatioksi.

454 Algoritmi 4

Algoritmi 4 toimii muuten kuten Algoritmi 3, mutta siina pisteiden kulmajérjestys
tehdaédn mahdollisimman keskeltd [6ytyvan pisteen mukaan. Tastd seuraa seuraavia
ongelmia

Pisteiden valisen kulman tutkiminen

Konveksin verhon muodostusta varten pisteet laitetaan kulmajérjestykseen tiettya
pistettd referenssipisteenda kéyttden. Kulmagjéarjestyksen tutkimisessa hyoddynnetdan
ristituloa, jonka avulla voidaan laskea, onko pisteiden p, =(X,,Y,) ja P, =(X,,Y,)
valinen jana vasta- vai myotéapaivaan pisteiden p, ja p, =(X,,y,) valisesta janasta
Silloin kun kulmajérjestys tehtiin pienimman y-koordinaatti arvon omaavan pisteen
suhteen, menetelma toimi moitteettomasti, mutta mahdollisimman keskelta valitun

referenssipisteen mukaan laskettaessa se e enda toimikaan oikein. Tilannetta voidaan
hahmottaa kuvien 16 ja 17 avulla.
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P,

Po

Kuva 16. Referenssipisteendtoimii pienimman y-koordinaatin arvon omaava
piste.

Po

P,

Kuva l7. Referenssipisteenatoimii mahdollisimman keskelta loytyva piste.

Silloin kun referenssipisteena on pienimman y-koordinaatin omaava piste tai
jokin muu samalla periaatteella valittu piste, ovat kaikki pisteet referenssipisteen
suhteen toisiinsa ndhden yksiselitteisesti joko oikedla tai vasemmalla puolella tai
samalla selaussuoralla. Talloin ristitulolla tehty tarkastelu antaa oikean tuloksen, kuten

kuvasta 16 voidaan péédla Silloin kun referenssipiste valitaan mahdollisimman
keskeltd, seuraa valittomasti seuraava ongelma.




47

Tarkasteltaessa Sitd, onko jana toisen janan suhteen oikealla vai vasemmalla,
taytyy huomioida se, ettd kulmajérjestys kulkee ympyran muotoisesti vastapaivaan
referenssipisteen suhteen. Talloin rigtitulo tarkastelu el endd annakaan oikeaa tulosta
kaikissa tapauksissa.

Tama ongelma voidaan kiertdd diten, ettd kun kulmgérjestys tehddan
mahdollisimman keskelta valitun referenssipisteen suhteen, niin ennen ristitulon kayttéa
hoidetaan yksinkertaisilla x- ja y-koordinaatti tarkasteluilla hankalat tapaukset niin, etté
ristituloa kéytetddn vain pisteisiin, jotka djaitsevat samassa neljanneksessa
referenssipisteen suhteen. Talla tarkoitetaan sitd, ettd esimerkiksi referenssipisteen
vasemmalla puolella oleva piste saa automaattisesti suuremman kulma-arvon kuin

referenssipisteen oikealla puolella oleva piste.

Refer enssipisteen ajautuminen reunalle

Toinen merkittéva ongelma on referenssipisteen gjautuminen reunalle eli tilanne, jossa
se tultaisiin liittdmédan osareitin sisgpuolella olevaan konveksiin verhoon. Kuva 18

esittéa téta tilannetta

Kuva 18. Referenssipiste gjautuu reunalle.

Kuvan 18 tilanteessa osareitin sisdpuolella olevaa konveksia verhoa korjattaessa
kéydaan |&pi ne pisteet, joiden kulma-arvo on verhosta poistettua pistetta vastapéivaan
liilkkuen edeltdneen ja seuranneen pisteen valiss. Koska referenssipisteella on pienin
kulmararvo, se j&8 kasittelemétta
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Algoritmissa 4 tilanne hoidetaan siten, etta tehdéan uusi kulmajérjestys, mikali
osareittiin liitettévaa pistetta edeltévan ja seuraavan pisteen valinen jana on vasemmalle
edeltavan ja referenssipisteen vdiseen janaan verrattuna. Liséksi sen jalkeen, kun
pisteitéa on jajella véhemman kuin 10000, sirrytddn kéyttdmaan kulmajérjestyksessa
pienimman y-koordinaatin arvon omaavan referenssipisteen mukaista menetelmaa.

Edella kerrotun perusteella on selvag, ettel Algoritmi 4 ole tdysin vakaa ja
viimeistelty. Sen avulla pystytédan kuitenkin kasittelemaan tutkimuksessa kaytetty
aineisto. Algoritmin 4 avulla saadaan suuntaa-antava vastaus sille, voidaanko
Algoritmin 2 ongelmaks mainittu konveksin verhon muodostusta tehostaa.

455 Algoritmi 5

Algoritmi 5 toimii muuten kuten Algoritmi 4, mutta sen osareitin sisdpuolella olevan
konveksin verhon uusien pisteiden lisdyskohdan etsintd on muutettu. Algoritmissa 5
néille pisteille etsitéan lisdyskohta pisteen kummaltakin puolelta [6ytyvan lisdyskohdan
omaavan pisteen lisayskohtien ja osareittiin edellisen lisdyksen johdosta syntyneiden
kahden lisdyskohdan joukosta. Aiemmin mainitun mukaisesti Algoritmin 5
tarkoituksena on antaa alargja Algoritmeissa 2, 3 ja 4 kéytetyn idean suorituskyvylle.
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5 Kokedllisen tutkimuksen tavoitteet ja suorittaminen

Luvussa tarkastellaan kokeellisen tutkimuksen tavoitteita ja kéytannon suoritusta.

5.1 Kokedlisen tutkimuksen tavoitteet

nopeus etta tarkkuus. Taman lisdksi halutaan testitulosten perusteella osoittaa
Algoritmille 1 tehdyn teoreettisen vaativuustarkastelun tulos oikeaks.

Kokedllinen vaativuustarkastelu tehddan, jotta voidaan osoittaa Algoritmin 1
ohjelmallisen toteutuksen olevan mééritellyn vaativuusluokan mukainen. TallGin
tiedet&an, ettd muiden algoritmien toteutuksien vertailu tapahtuu sellaiseen Algoritmin 1

toteutukseen, jonka vaativuus todellaon O(n?).

Algoritmin 1 nopeuden kokeellisella tutkimuksella halutaan ensisijaisesti luoda
vertailukohta muiden algoritmien analysoinnille, silla Algoritmien 2-5 teoreettinen
vaativuustarkastelu on vaikeaa. Taman vuoksi niiden vaativuusanalyys tehdaén
vertaamalla algoritmien Idpimenoaikoja Algoritmin 1 1g§pimenoaikaan. Tavoitteena on
osDittaa, ettd Algoritmeissa 24 kaytettyjen ideoiden avulla on mahdollista saavuttaa
merkittavasti parempi [&pimenoaika, kuin mihin Algoritmi 1 kykenee.

Algoritmien 1-5 tarkkuuden tarkastelu tehdddn vertaamalla saatuja tuloksia
testimateriaalille valmiiksi laskettuihin arvoihin. Kyseiset arvot ovat joissain
tapauksissa optimeja, mutta useimmiten ainoastaan parhaita |0ydettyja. Tavoitteena on
oDittaa, ettei Algoritmien 2—4 antama reitti ole merkittavasti huonompi verrattuna
Algoritmin 1 antamaan reittiin.

5.2 Kokedlisen tutkimuksen suorittaminen

Seuraavassa kuvataan miten kokeellinen tutkimus suoritettiin. Oleellisimpina seikkoina
tutkimuksen suorittamisessa kuvataan valittu testimateriaali, mitattavat suureet,

tedtitulosten kirjaaminen ja mitatuille arvoille tehtévét tarkistukset.

5.2.1 Testimateriaali

Kokeellisessa tutkimuksessa kéytettiin  testimateriaalina  internetistd  l6ytyvia
pistesarjoja, joista osalle on tutkittu paras mahdollinen reitti ja osalle paras téhan asti
|Oydetty reitti. Pistesarjat 16ytyvét sivustolta http://www.tsp.gatech.edu/vlsi/index.html.
Pistesarjoista pienin k&sittéa 131 pistetta ja suurin 744710 pistetta Vataosa
pistesarjoista sijoittuu kooltaan vélille 131-59296 pistetta. Talla valilla on 98 pistesarjaa
102 joukosta. Mainittakoon vielg, etté pistesarja sral04815.tsp on virheellisesti nimetty,


http://www.tsp.gatech.edu/vlsi/index.html.
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slla kyseinen pistesarja kasittda 104814 pistetta. Pistesarjat on sivustolle toimittanut
Andre Rohe ja sivuston mukaan ne perustuvat Bonnin yliopiston diskreetin
matematiikan tutkimusingtituutin k&yttamiin pistesarjoihin.

Sivustolta I6ytyvista pistesarjoista kéaytettiin Algoritmin 1 tutkimuksessa 100
ensimmaista. Suurimmat pistesarjat jatettiin Algoritmin 1 kohdalla tutkimatta, silla
algoritmin lgpimenoaika kasvoi liian suureksi. Algoritmeille 2-5 tutkimus suoritettiin
kaikilla pistesarjoilla.

Huonona puolena valitussa testimateriaalissa on se, ettd on vaikea arvioida,
kuinka taydellisen kuvan erilaisista pisteiden jakaumista testimateriaali antaa. On myos
vaikea arvioida, onko pistesarjojen muodostamisessa jokin sellainen ominaisuus, joka
vaikuttaa niiden rakenteeseen testituloksia vaaristavasti. Lisdksi pistesarjojen alkuperan
ja totuudenmukaisuuden todentaminen on hankalaa. Véalttamétta siis el ole takeita siita,
etta pistesarjat ovat lahtdisin sieltd mista véitetdan tai ettd niille ilmoitetut parhaat
[Oydetyt reitit ovat oikeasti olemassa.

Puoltavana tekijana pistesarjojen kayttssa testimateriaalina on se, ettd ainakin
sarjat tarjoavan sivuston mukaan ne ovat 1ahtdisin Bonnin yliopistosta. Sivuston yleisen
tunnettuuden vuoksi on todenndkoista, ettéa Bonnin yliopisto olisi reagoinut, jos asia ei
olisi ndin. Puoltavaksi tekijaksi voidaan lukea my0s se, etta pistesarjoille valmiiksi
lasketut tulokset tarjoavat todella hyvan vertailukohdan algoritmien tarkkuuden
tutkimukselle. Tama pétee erityisesti suurille pistesarjoille, joille tarkkojen tulosten
laskeminen on hyvin ty6lasté ja aikaa vievaa.

5.2.2 Testimateriaalin rakenne

Testimateriaali koostuu tekstitiedostoihin tallennetuista sarjoista pisteitd, joista
ilmoitetaan pisteen yksiloiva numero, x-koordinaatti ja y-koordinaatti. Seka x- ettd y-
koordinaatti ovat kokonaislukuarvoisia. Pistetiedostot ovat niin sanotusta TSPLIB-
formaatissa, jossa tiedoston kommenttiosassa kerrotaan tiedoston nimi, tyyppi, koko ja
kaytettava mitta. Tyyppi on néiden tiedostojen yhteydessa TSP, koko ilmoittaa pisteiden
lukumééran tiedostossa ja ké&ytettava mitta on euklidinen.

Edella mainitulla internet-sivustolla on mahdollista néhda kunkin pistetiedoston
pisteiden jakauma. Tésta voi olla hyotyd, mikali jokin algoritmien |&pimenoajoissa

tapahtuva heilahdus antaa ai hetta |&hempéan tarkasteluun.

5.2.3 Mitattavat suureet

Tutkimuksessa mitataan kahta suuretta eli [apimenoaikaa ja reitin tarkkuutta.
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L apimenocaika

L&pimenogjala tarkoitetaan aikaa, joka kuluu gjon aoittamisesta siihen, etta reitti on
vamis. L&pimenoaikaan el lasketa mukaan aikaa, joka kuluu pisteiden lukemiseen
tiedostosta, eika aikaa, joka kuluu tarkistettaessa, ettd algoritmin antaman reitti kasittéa
kaikki tiedoston sisdltamét pisteet. Myoskddn algoritmin yhteydessd mitattujen
tunnuslukujen kirjoittaminen lokiin ei ndy |18pimenoajassa.

Algoritmien 2—4 kohdalla otetaan ylos myds, kuinka paljon aikaa kuluu
lisdttavaa pistetta etsiessi niiden pisteiden tutkimiseen, joilla on jo jokin lisdyskohta, ja
niiden pisteiden tutkimiseen, joilla el ole ennestéén lisdyskohtaa. Lisdksi otetaan yl0s,
kuinka paljon menee aikaa niihin osareitin sisillé olevan konveksin verhon korjauksiin,
joiden yhteydessd kulmajérjestystd taytyy muuttaa ja nithin korjauksiin, joissa
kulmajérjestystéa @ tarvitse muuttaa. Vertailun helpottamiseksi lasketaan myos se,
kuinka monta kertaa kumpaakin eri korjaustyyppia suoritetaan.

Reitin tar kkuus

Kunkin algoritmin antaman reitin pituus lasketaan kayttéen seka euklidista etaisyytta
ettd euklidisesta etdisyydestd johdettu etdisyyttd, jota tdssd yhteydessd kutsutaan
TSPLIB-etdisyydeksi. Kahden pisteen valinen TSPLIB-etéisyys saadaan pyoristamalla
niiden euklidinen etéisyys lahimpdan kokonaislukuun. Testimateriaalin valmiiksi
lasketuissa arvoissa on reitin pituus laskettu kayttden TSPLIB-etdisyytta. Téallaisen
ratkaisun kaytt6a voi perustella Johnsonin ja Papadimitrioun [1987a, pp. 60-61]
huomautuksella siita, etta euklidisen metriikan kaytto luo ongelmia pyoristysten kanssa.
He jatkavat mérittelemdlla vastaavan kaltaisesti uuden metriikan, jossa euklidisella
metriikalla saatu arvo pyoristetddn kattofunktiolla seuraavaan kokonaislukuun, joka on
suurempi tai yhta suuri kuin alkuperainen arvo.

Taman tyon yhteydessi toimitaan siten, ettd kun saatuja tuloksia vertaillaan
testimateriaalille vamiiks laskettuihin arvoihin, niin kaytetéédn TSPLIB-etdisyyden
mukaista tulosta. Silloin kun vertaillaan itse toteutettuja algoritmeja keskendan, niin

kéaytetdan euklidisen etdisyyden antamaa tulosta.

Testitulosten kirjaaminen

Testitulokset kirjataan ylos kolmen desimaalin tarkkuudella. Koska kyseessd ovat
approksimointialgoritmit, niin pyoristysvirheiden kéasittely ei ole oleellista Tama siksi,
ettd algoritmien perusajatuksena on approksimoida, eika pienten virheiden merkitys ole
tehtavien tarkastelujen kannalta oleellinen. Testitulosten pohjalta luodaan Excel-
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tiedosto, jonka avulla mitattavista suureista voidaan luoda tarkasteluja helpottavia

kuvia

5.2.4 Tarkistukset

Algoritmien testaukseen kuuluu oleellisena osana niiden antamien tuloksien
oikeellisuuden tutkiminen. Taman tyon yhteydessa tama tarkoittaa, ettd algoritmin
antama reitti on todella olemassa oleva. Tarkistetaan siis, ettd jokainen pistesarjan piste
on mukana reitissi ja ettei mikdan pistesarjan piste ole reitissa useammin kuin yhden
kerran.

Ensimméinen versio tarkistuksesta toteutettiin niin, ettd k&ytiin pistesarjan
sisdltavad tiedostoa 18pi ja tarkistettiin, etta jokainen piste |0ytyy reitistd Lisaksi
tarkistettiin, etta reitissd oli yhta monta pistetta kuin pistesarjan sisdtavassa tiedostossa
ilmoitettiin. Suuremmilla pistesarjoilla tapa osoittautui kuitenkin liian hitaaksi, joten
kehitettiin tarkistustapa, jokatoimii seuraavasti:

1. llmoitetaan, kuinka monta pistetta reittiin kuuluu. Taman luvun tulee
tasméta pistesarjan ilmoitettuun kokoon. Oikeellisuus voidaan tarkistaa gon
kirjoittamista tiedoista.

2. Luodaan kokonaislukutaulukko, jossa on yhta monta alkiota kuin reitissa on
pisteita

3. Kéydaan reitti 18pi ja kasvatetaan taulukossa pisteen tunnistenumeron
osoittamaa indeksia yhdella.

4. Kéydaan luotu taulukko 18pi ja tarkistetaan, ettd sen jokaisessa indeksissa on
arvo yksi.

5. Mikali 16ytyy indeksi, jolla arvo eroaa ykkosestd, ilmoitetaan virheesta.
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6 Tulokset

Tassd luvussa kasitellaén kokeellisella tutkimuksella saatuja tuloksia. Tarkastelut
tehddan niin, etta aivan aluksi suoritetaan Algoritmin 1 vaativuustarkastelu. Taméan
jalkeen suoritetaan Algoritmien 1 ja 2 valinen keskindinen vertailu ja Algoritmin 2
tarkempi analyysi. Taman jalkeen verrataan Algoritmeja 2 ja 3 ja sitten Algoritmeja 3 ja
4 keskenddn. Lopuks verrataan Algoritmia 4 Algoritmiin 5. T&hén jarjestelyyn on
paddytty sikgl, etta edtettévat kuvat pysyisivdt mahdollissimman selkeind. Tarkastelu
Algoritmien 1 ja 2 vélilla tehdaén pistesarjoilla, joiden koot ovat valiltd 131-232025,
koska suuremmilla pistesarjoilla Algoritmin 1 |8pimenoaika kasvaa liian suureksi.
Muita algoritmeja verrattaessa tarkastelut tehddéén koko testimateriaalilla eli
pistesarjoillajoiden koot ovat valilla 131-744710.

6.1 Algoritmin 1 vaativuustarkastelu

Lukumdarén kaswulla tarkoitetaan sitd, kuinka monikertainen kukin tiedosto on
verrattuna edel liseen sitd pienempaan tiedostoon. Ensimmaéiselle tiedostol le t&t& arvoa ei
lasketa. Esimerkiks tiedosto xqg237.tsp on 1,81-kertainen verrattuna tiedostoon
xqfl31l.tsp. Kullekin tiedostolle, jolle on laskettu lukumadran kaswu, lasketaan myos
kuinka suuri tuo suure on, kun se korotetaan toiseen potenssiin.

Vastaavasti ajan kasvulla tarkoitetaan sitd, kuinka moninkertainen kunkin
tiedoston Idpimenoaika on verrattuna edellisen tiedoston I&pimenoaikaan.
Enssmméiselle tiedostolle téda arvoa e lasketa. Esimerkiks tiedoston pbk411.tsp
lapimenoaika on 1,03-kertainen verrattuna tiedoston pbl395.tsp 1&pimenoaikaan.

Itseisarvo erotuksesta lukumaéarén kasvu potenssiin kaksi - ajan kasvu kertoo,
kuinka suuri kyseisten suureiden erotuksen itseisarvo on.

Tehtdva tarkastelu perustuu seuraavaan huomioon. Kasiteltdvien tapauksien
kasvaessa kertoimella x, noudattaa alkeisoperaatioiden madran kasvu O(n?)

vaativuuden omaavassa algoritmissa seuraavalla kaavalla saatua tulosta:

(x)?/ _x2x?/ _ 2
. (2=

Laskemalla lukuméaran kasvu potenssiin kaksi, saadaan alkeisoperaatioiden
mé&aran kasvu, mikéli kyseessi on O(n?) algoritmi. T&té lukua vertailtaessa suureeseen
gjan kasvu, saadaan vastaus kysymykseen, onko kyseessd kokeellisen tutkimuksen
perusteella O(n?) vaativuuden omaava algoritmi. Selvastikin suureen ajan kasvu

taytyis talloin suuruudeltaan vastata suuretta lukumaaran kasvu potenssiin kaks.
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L askettaessa keskiarvo itseisarvoille, jotka saadaan suureiden lukumaaran kasvu
potenssiin kaks ja ajan kasvu erotuksille, saadaan tulokseksi 0,04. Tama tulos antaa
vahvan viitteen siits, ettd Algoritmi 1 on vaativuudeltaan O(n?) luokkaan kuuluva.
Kuvassa 19 esitetéén seka suureen ajan kasvu etté suureen lukumaaran kasvu potenssiin
kaks kehitys. Se antaa selkedn kuvan siitd, kuinka tarkasti arvot mukailevat toisiaan.

Vaativuustarkastelu

3 / — Lkm2
/ —— Ajan kasvu
2
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0 50000 100000 150000 200000 250000

Pisteita

Kuva19. Algoritmin 1 vaativuustarkastelu.

Saatujen tuloksien perusteella voidaan todeta havaituks se, etta Algoritmi 1 on

vaativuudeltaan O(n?) luokkaan kuuluva.

6.2 Algoritmien 1ja2 vertailu

Algoritmien 1 ja 2 vertailulla pyritdan luomaan pohja Algoritmeissa 2, 3 ja 4 kéytetyn

perusidean arvioinnille.

6.2.1 Tarkkuus

Kokeellisen tutkimuksen perusteella Algoritmin 2 tarkkuus e poikennut kaytetyilla
pistesarjoilla merkittavasti Algoritmin 1 tarkkuudesta. Algoritmi 1 antoi keskim&arin
1,17-kertaisen tuloksen verrattuna pistesarjoille ilmoitettuihin parhaisiin 10ydettyihin
reittethin, kun taas Algoritmi 2 antoi keskimédrin 1,26-kertaisen tuloksen.

Suurimmillaan Algoritmin 1 antama reitti oli 1,25-kertainen parhaaseen |0ydettyyn
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verrattuna ja pienimmilléan 1,06-kertainen. Algoritmilla 2 vastaava suurin arvo oli 1,39-
kertainen ja pienin 1,06-kertainen.

Algoritmin 2 antamareitti TSPLIB-etéisyydella laskettuna oli keskim&érin 1,08-
kertainen verrattuna Algoritmin 1 antamaan reittiin. Suurimmillaan Algoritmin 2
antama reitti oli 1,14-kertainen ja pienimmill&én 1,00-kertainen verrattuna Algoritmin 1
antamaan approksimaatioon. N&issd arvoissa el tapahtunut merkittavad muutosta, kun
siirryttiin euklidiseen etéisyyteen. Talloin Algoritmi 2 laskema reitti oli pituudeltaan
keskiméarin 1,07-kertaisen verrattuna Algoritmin 1 antamaan reittiin. Suurimmillaan
Algoritmin 2 laskema reitti oli 1,13-kertainen ja pienimmill&an 1,00-kertainen
vertailukohtaan néhden.

Algoritmilla 1 saatiin sen antaman reitin pituuden ja parhaan 10ydetyn reitin
pituuden suhteen keskihgjonnaksi 0,03 ja Algoritmilla 2 vastaava luku oli 0,06. Tasta
voitaisiin paatella, ettd pisteiden lukumé&rd e merkittavasti vaikuta algoritmien
antamien reittien tarkkuuteen. Tama e kuitenkaan valttamétta pida paikkaansa, silla
pistejoukon jakauma koon suhteen ei ole tasainen, vaan valtaosa pistesarjoista sijoittuu
kooltaan vélille 131-59296 pistettd. Keskihgonta antaa kuitenkin viitetta siitd, etta
mahdollinen reitin huononeminen pistesarjojen koon kasvaessa tapahtuu maltillisesti.

Algoritmien 1 ja 2 kayttdytymisesta saa hyvan kasityksen seuraavien kuvien
avulla. Kuvassa 20 edtetddn algoritmien antamien reittien pituuksien kehitys
pistesarjoilla, joiden koot ovat véliltd 131-232025, ja kuvassa 21 pistesarjoilla, joiden
koot ovat valilta 131-59296. Kuvista nékee selvasti, kuinka Algoritmien 1 ja 2 antamat
reitit mukailevat toisiaan pituuden suhteen. Kuvista on my®s hyvin havaittavissa,
kuinka ero parhaan |0ydetyn reitin pituuden ja Algoritmien 1 ja 2 antaman
approksimaation vdlilla hitaasti suurenee pistesarjojen koon kasvaessa.
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Kuva 20. Reittien pituudet, kun pistesarjojen koot ovat valilla 131-232025.

Reitin pituus
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Kuva2l. Reittien pituudet, kun pistesarjojen koot ovat valilla 131-59296.

Kuva 22 antaa tilanteesta viela tarkemman kasityksen, silla kuvassa kasiteltavéat
pistesarjat, joiden koot ovat vélilla 131-9698, kasittavét 71 kappaletta testimateriaalina
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toimivista 102 tiedostosta. Kuvan perusteella voidaan silmamaaréisesti havaita, kuinka
suhde algoritmien antaman approksimaation ja parhaan |6ydetyn ratkaisun valilla pysyy
samankaltaisena aiempiin kuviin verrattuna. Kuten keskihgjonta antoi ymmartaa, ero
suurenee approksmaatioreittien ja vertailureitin suhteen hyvin maltillisesti.

Reitin pituus
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Kuva22. Raeittien pituudet, kun pistesarjojen koot ovat valilla 131-9698.

Tutkimuksen perusteella voidaan sanoa, ettd Algoritmi 1 ja Algoritmi 2
nayttaisivat olevan ainakin 1-approksimointialgoritmeja eli ne tekevét enintéan 100
prosentin virheen. Voidaan my6s melko varmasti sanoa niiden olevan tai ainakin
ndyttdvan olevan ¥ -approksimointialgoritmeja €li, ettd ne tekevdt enintdén 50
prosentin virheen. Tulosten perusteella voidaan myds sanoa, ettei Algoritmin 2 tarkkuus
poikkea merkittavasti Algoritmin 1 tarkkuudesta. Voidaan kuitenkin selvésti todeta
Algoritmin 2 olevan tarkkuuden osalta alisteinen Algoritmille 1.

6.2.2 Nopeus

Kokeellisessa tutkimuksessa selvisi, ettd Algoritmin 2 |&pimenoaika poikkeaa
9,02-kertainen verrattuna Algoritmin 2 ldpimenoaikaa. Tassa tarkastelussa jatettiin
huomioimatta ne pistesarjat, joissa algoritmin I&imenoaika oli niin pieni, etta
mittaustulokseksi tuli 0 sekuntia. Suurimmillaan Algoritmin 1 l&pimenoaika oli 22,5-
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kertainen Algoritmiin 2 verrattuna. Tiedostolla xqg238.tsp Algoritmi 1 oli nopeampi
kuin Algoritmi 2. Kyseisen tiedoston koko on kuitenkin niin pieni, etta on vaikea sanoa,
onko kyseessd jokin Algoritmi 2 heikkouden ilmentyma vai testausympériston

epévakauden tulos. Kuvassa 23 esitetdan Algoritmien 1 ja 2 [&pimenoaikojen kehitys.
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Kuva 23. L&pimenogjan kehitys pistesarjoilla, joiden koot ovat valilla 131—
232025.

Kuvista 24 ja 25 ndhdaan, kuinka ilmeisesti Algoritmin 1 |§pimenoajan kehitys
mukailee n*-kayran muotoa ja miten Algoritmin 2 l&pimenoaika poikkeaa siitd. Tama
ominaisuus tulee paremmin ilmi tarkasteltaessa tiedostoja, joissa on vahemman pisteits,
silla suuret yksittaiset pistesarjat védristavat kuvaa.

Kuvat 24 ja 25 voivat antaa harhaanjohtavan mielikuvan Algoritmin 2
l[&pimenoajan lineaarisuudesta. Tasta e kuitenkaan ole suoranaisesti ole kyse.

Algoritmissa 2 O(n?) -tyyppinen kaytds enemminkin ilmenee loivempana kuin

Algoritmissa 1. Téhan pureudutaan paremmin seuraavassa luvussa, jossa analysoidaan

Algoritmia 2.
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Kuva 24. L&pimenoajan kehitys pistesarjoilla, joiden koot ovat vélilla 131-59296.
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Kuva 25. L&pimenoajan kehitys pistesarjoilla, joiden koot ovat vélilla 131-9698.
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6.3 Algoritmin 2 tarkempi analyysi

Algoritmin 2 tarkempi analyys suoritetaan siksi, etta kyseessd on oman algoritmi-idean
perusversio, jonka toiminnallisuutta Algoritmit 3 ja 4 mukailevat. Algoritmin 2
tarkemmassa analyysissa keskitytéan paéasiassa sen Igpimenogjan tutkimiseen. Koska
Algoritmilla 2 pystyttiin kasitteleméan laajempi testimateriaali kuin Algoritmilla 1, niin
aivan aluksi tarkastellaan Algoritmin 2 tarkkuutta koko testimateriaalilla.

6.3.1 Tarkkuus

Suurempien testiaineistojen mukana olo el merkittavasti vaikuttanut Algoritmin 2
tuloksiin tarkkuuden suhteen. Koko tesimateriaalilla Algoritmi 2 antoi keskim&&rin
1,26-kertaisen tuloksen verrattuna pistesarjoille ilmoitettuihin parhaisiin 10ydettyihin
reittethin. Suurimmillaan Algoritmi 2 antoi 1,40-kertaisen reitin parhaaseen 10ydettyyn
verrattuna. Vastaavat luvut olivat 1,26 ja 1,39, kun kaytbéssa e ollut koko
testimateriaali. Pienin 10ydetty suhde e muuttunut, vaan se oli edelleen 1,06-kertainen.
Suurin arvo saatiin testimateriaalin viimeisella pistesarjalla, johon kuuluu 744710
pistettd. Kuva 26 esittda Algoritmin 2 tarkkuutta, kun aineistona on koko testimateriaali.
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Kuva 26. Reitin pituudet kehitys koko testimateriaalilla.
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6.3.2 Nopeus

Algoritmin 2 nopeutta tutkiessa on tavoitteena selvittdd, miten algoritmin eri osat
vaikuttavat [&pimenogjan muodostumiseen. Aluksi kuitenkin perehdytddn hieman
tarkemmin Algoritmin 2 nopeuteen koko testimateriaalin osalta. Kuvassa 27 esitetéén
Algoritmin 2 Igpimenoajan kehitys koko testimateriaalilla.
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Kuva 27. Algoritmin 2 [&pimenoajan kehitys koko testimateriaalilla.

Kuvasta 27 ndhddan, miten Algoritmin 2 |&pimenoaika kasvaa jyrkemmin
pistesarjojen koon kasvaessa. Kuvassa on silmamaardisesti nahtavissa O(n?) -tyyppista
[dpimenogjan kasvua, mika antaisi viitetta siitd, etta Algoritmissa 2 el onnistuta
vahentamaan alkeisoperaatioiden maarda Algoritmiin 1 verrattuna, vaan muuttamaan
niiden laatua. Verrattuna Algoritmiin 1 kéasitys Algoritmin 2 nopeudesta vahvistuu, kun
huomataan se, ettéa Algoritmi 2 laski 744710 pisteen sarjalle approksimaation 2,14
tunnissa, siina missa Algoritmi 1 kaytti 238025 pisteen sarjaan 3,68 tuntia. Algoritmi 2
pystyi siis selvittéaméan yli kolme kertaa suuremmalle tiedostolle reitin 1,54 tuntia
nopeammin.

Kuten aiemmin on seka teoreettisesti ettd kokeellisesti naytetty, kuuluu
Algoritmi 1 vaativuusluokkaan O(n*). Tama tarkoittaa sitd, ettda pisteiden maéran

kaksinkertaistuessa sen |8pimenoajan tulisi nelinkertaistua. Tama tulos saatiin kaavasta
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2=)°/ _ax?/ - - : . _
2= 2 =4. Samalla periaatteella voidaan laskea, etta tilanteessa, jossa

pisteiden méaara kolminkertaistuu, tulisi Algoritmin 1 18pimenoajan 9-kertaistua. Arvion
mukaan Algoritmi 1 tulisi siis kayttdmaan noin 9 kertaa enemman aikaa pistesarjalle,
jossa on 744710 pistettd, verrattuna pistesarjaan, jossa on 238025 pistettd. Voidaan siis
arvioida, etta suurimpaan pistesarjaan, johon Algoritmi 2 kaytti 2,14 tuntia, kuluisi
Algoritmilta 1 noin 33,12 tuntia.

Seuraavaksi perehdytéan tarkemmin Algoritmin 2 [&pimenoajan muodostukseen.
Tata varten esitetdan kuva 28, jossa on Algoritmin 2 |&pimenoajat tiedostoilla, joiden
koot ovat vdlilta 131-59296 pistetta.
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Kuva 28. Algoritmin 2 [&pimenoajan kehitys pistesarjoilla 131-59296.

Algoritmin 2 18pimenoagjan kehityksessi ndkyy selkeitd piikkeja. Seuraavaksi
yritetéan selvittda, mista nama piikit johtuvat.

Algoritmi 2 koostuu pé&apiirteissédn kahdesta padosasta, jotka ovat seuraavan
reittiin liséttavan pisteen etsinta ja reitin sisdpuolisen konveksin verhon korjaus. Kuten
aikaisemmin on mainittu, niin ndihin kumpaankin pédosaan siséltyy omat ongelmansa.
Reittiin lisdttédvan pisteen etsinnassd kyseinen ongelma oli approksimaatioreitin

kaareutumisen vaikutus ja konveksin verhon korjauksessa tilanne, jossa kulmapiste
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joudutaan vaihtamaan. Kuva 29 antaa yleiskasityksen siitd, millaisen osuuden nama
kaksi eri padosaa vievét kokonais&pimenogjasta.
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Kuva29. Algoritmin 2 p&dosien vaikutus |&pimenoajan kasvuun.

Kuten kuvasta 29 ndhddan, ovat molemmat pddosat ldhes yhta merkittavassa
asemassa kokonais 8pimenogjan muodostumisessa. Kuvasta huomataan myos, miten
korjauksien suorittaminen liséa Algoritmin 2 |&pimenogjassa tapahtuvia vaihteluja
Oleellista on tutkia, selittyvdtkd nékyvissd olevat piikit niilla ongelmilla, joiden
olemassaolo jo tiedetéén. Aloitetaan tama tarkastelu tutkimalla tarkemmin algoritmin
toisen pddosan eli approksimaatioreitin sisalld olevan konveksin verhon korjauksen
aikavaativuutta.

Kuvassa 30 esitetdan, millaiset osuudet konveksin verhon korjauksen kéyttaman
gjan kehityksesta vievét tilanteet, joissa kulmapistetta téytyy vaihtaa ja tilanteet, joissa
riittéé pelkka korjaus.
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Kuva 30. Kulmagjérjestyksen vaihtamisen vaikutus korjausten vaatimaan aikaan.

Kuvan 30 perusteella on selvaa, ettd tapaukset, joissa kulmajérjestysta joudutaan
muuttamaan, vievdt merkittdvan osan korjauksien vaatimasta kokonaisajasta. 1Imion
merkittévyys on sitékin suurempi huomioitaessa, etté tilanteita, joissa tehdaén pelkka
korjaus, on pistesarjoilla paljon enemman kuin tilanteita, joissa tehdddn myos uusi
kulmajérjestys. Esimerkiksi pistesarjalla boa28924.tsp kulmajérjestyksen uusiminen ja
korjaus tapahtui 1094 kertaa ja se vel aikaa 10,9 sekuntia, kun taas pelkka korjaus
tapahtui 27502 kertaa ja se vei aikaa 0,61 sekuntia. Pistesarjalla fry33203.tsp puolestaan
kulmajérjestyksen uusiminen ja korjaus tapahtui 972 kertaa kuluttaen aikaa 13,0
sekuntia, kun taas pelkka korjaus tapahtui 31448 kertaa ja siihen kului aikaa 0,55
sekuntia. Testitulosten perusteella on siis ilmeistg, etta aiemmin mainittu konveksin
verhon Kkorjaukseen liittyvd ongelma vaikuttaa merkittévasti  Algoritmin 2
|&pimenoaikaan.

Algoritmin toinen padosa eli lisdttavan pisteen etsintd muodostuu kahdesta
osasta. Toisessa tutkitaan pisteitd, joille on jo [0ydetty jokin lisédmiskohta, reittiin
syntyneitd uusia lisdyskohtia vasten ja toisessa tutkitaan konveksiin verhoon tuotuja
uusia pisteitd, osareittiin pisteiden sivuilta l6ytyvien jo tutkittujen pisteiden luomaan

rgjoittumaa vasten. Kaytannon testeissd havaitaan, etta kokonaan uusien pisteiden
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tutkinta kulutti 18hes kaiken sen gjan, joka kului lisdttévan pisteen etsintdan. Kuva 31

selventda tilannetta.
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Kuva 31. Kokonaan uusien pisteiden osuus lisattévan pisteen etsinndsta.

Konveksiin verhoon tuotujen uusien pisteiden tutkiminen vie siis kéytanntssa
kaiken algoritmin ensimmaisen vaiheen kuluttaman ajan. Testitulosten perusteella ei
suoraan voi padelld, etta tdma aheutuis  luvussa aemmin  kuvatusta
approksimaatioreitin kaareutumisesta. Voidaan kuitenkin arvioida, etté uusien pisteiden
tutkimista tehostamalla, voitaisiin ssada merkittavaa saést6d Algoritmin 2

|&pimenoajassa.

6.4 Algoritmi 3

Algoritmi 3 on saatu Algoritmista 2 silla muutoksella, etta aiemmin kuvatun
neliorgjoitteen avulla pyritéédn vahentdmadn mahdollisen osareitin  kaareutumisen
aiheuttamaa turhien lisdyskohtien tutkimista.

6.4.1 Tarkkuus

Algoritmin 3 kéyttdma neliorajoite e aiheuta merkittavad muutosta reitin pituuteen, kun
Sitd verrataan Algoritmin 2 antamaan tulokseen. Algoritmin 3 antama reitti oli TSPLIB-
etdisyytta kaytettdessa keskimaarin 1,03-kertainen verrattuna Algoritmin 2 antamaan
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reittiin ja keskimaarin 1,30-kertainen, kun sita verrataan parhaaseen 10ydettyyn reittiin.
Euklidisella etdisyydelld laskettuna suhteessa el tapahtunut muutosta. Kuva 32

havainnollistaa, kuinka vahan arvot poikkeavat toisistaan.
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Kuva 32. Raeitin pituuden kehitys Algoritmilla 3.

6.4.2 Nopeus

Testeissa Algoritmi 3 paljastui  merkittdvasti nopeammaksi kuin Algoritmi 2.
Algoritmin 2 |8pimenoaika on keskiméarin 1,57-kertainen verrattuna Algoritmin 3
[gpimenoaikaan. Verrattuna Algoritmiin 3 Algoritmin 1 I&pimenoaika oli keskiméérin
15,1 kertaa suurempi, kun taas Algoritmiin 2 verrattuna Algoritmin 1 I8pimenoaika oli
keskimaarin vain 9,0 kertaa suurempi. Suurimmillaan Algoritmin 1 18pimenoaika oli
jopa 50,4-kertainen verrattuna Algoritmin 3 l&pimenoaikaan. Kuvat 33 ja 34 nayttavat
Algoritmien 2 ja 3 vdlisen tilanteen kehityksen ensin koko testimateriaalilla ja sitten

pistesarjoilla, joissa on 131-59296 pistetta.
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Kuva 33. Algoritmien 2 ja 3 [&pimenoajan kehitys pistesarjoilla 131-744710.

Lapimenoaika

<
1]
0
‘©
g —— Algoritmi 2
=}
< —— Algoritmi 3
0
<
x
<

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000

Pisteita

Kuva 34. Algoritmien 2 ja 3 18pimenoajan kehitys pistesarjoilla 131-59296.

Kuvasta 34 ndhddan, etté vaikka Algoritmin 3 I&pimenoaika onkin laskenut
tasaisesti koko aneistolla, niin aiemmin havaitut piikit 10ytyvét edelleen tuloksista
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Tamé on loogista, silla Algoritmin 3 siséltdma muutos vaikutti ainoastaan Algoritmin 2

padosan eli uuden lisdyspisteen etsinndn toimintaan.

6.5 Algoritmi 4

Algoritmi 4 saatiin Algoritmista 3 silla muutoksella, ettd konveksien verhojen
muodostuksessa kaytetdan menetelmés, jossa kulmapiste valitaan mahdollisimman
keskelta aineistoa

6.5.1 Tarkkuus

Algoritmin 4 sisdltama muutos on luonteeltaan sellainen, ettd sen ei tulisi aiheuttaa
tarkkuuden heikkenemista tai paranemista suhteessa Algoritmiin 3. Y leisesti ottaen ndin
onkin, mutta muutamia poikkeuksia mahtuu aineistoon. Tama johtuu siitd, ettd kun
osareitin sisdpuolella oleva konveksi verho muodostetaan eri tavalla, niin pisteet tulevat
sihen eri jarjestyksessa. Télla tarkoitetaan sitg, etta lista joka sisaltéé konveksin verhon
saattaa dkaa eri alkiosta. Talloin alkiot kasitellédn eri jarjestyksessa ja joissain
tapauksissa voi kayda niin, etta yhta suuren kustannuksen aiheuttavista lisayksista tulee
eri lisdys tehdyksi. Tarkkuudeltaan Algoritmit 3 ja 4 ovat niin l&hell& toisiaan, etta
taman tarkempi tarkastelu ei ole mielekéasta, silla essmerkiks kuvasta 35 néiden kahden

eri algoritmin antaman matkan kehitysta ei voi erottaa toisistaan.
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Reitin pituus
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Kuva 35. Raeitin pituuden kehitys Algoritmilla4.

6.5.2 Nopeus

Testitulokset osoittavat Algoritmin 4 useimmissa tapauksissa nopeammaksi verrattaessa
Algoritmiin 3. Algoritmin 3 |8pimenoaika oli keskimaarin 1,79-kertainen verrattuna
Algoritmin 4 |&pimenoaikaan. Algoritmin 2 |gpimenoaika oli keskiméarin 2,75-
kertainen ja Algoritmilla 1 27,8-kertainen verrattuna Algoritmin 4 |&pimenoaikaan.
Suurimmillaan Algoritmin 1 18pimenoaika oli 89,6-kertainen verrattuna Algoritmiin 4 ja
pienimmill&&n 4,88-kertainen.

Algoritmi 3 oli yksittaisissa tapauksissa nopeampi kuin Algoritmi 4, mutta tdma
on selitettavissa sill§, etté kyseisiliatiedostoilla Algoritmi 3 el joutunut tekem&an monia
kulmajérjestyksid. Kuvissa 36 ja 37 vertaillaan Algoritmeja 3 ja4. Koko testimateriaalin
ollessa kyseessé yksittdinen suurella tiedostolla tapahtuva tilanne, jossa Algoritmi 3 on

nopeampi kuin Algoritmi 4, hieman véaristda kuvaa 36.
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Kuva 36. Algoritmin 4 [&pimenoajan kehitys pistesarjoilla 131-744710.

Lapimenoaika
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Kuva 37. Algoritmin 4 [&pimenoajan kehitys pistesarjoilla 131-59296.

Erityisesti kuvasta 37 ndhdéan, kuinka menetelma, jossa kulmajérjestys tehdaan
mahdollismman keskelta 16ytyvan pisteen mukaan, tasoittaa |&pimenogjan kehitysta.
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Algoritmin 4 nopeudesta pistesarjoilla, joiden koot ovat vdlilta 131-59296, saa
parhaiten mielikuvan, kun sita verrataan Algoritmin 1 nopeuteen samoilla sarjoilla
Kuva 38 esittéa téta tilannetta.
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Kuva38. Algoritmien 1 ja4 vertailu pistesarjoilla, joiden koot ovat 131-59296.

Kuten kuvasta 38 voidaan nédhda, on Algoritmi 4 huomattavasti nopeampi kuin
Algoritmi 1. Lisdksi tulee muistaa, ettd Algoritmin 4 antama reitti el ole merkittavasti

huonompi verrattuna Algoritmin 1 antamaan reittiin.

6.6 Algoritmi 5

Algoritmi 5 toimii muuten samoin kuin Algoritmi 4, mutta sen osareitin sisgpuolella
olevan konveksin verhon uusien pisteiden lisdyskohdan etsintd on muutettu.
Algoritmissa 5 néille pigteille etsitdan lisdyskohta valitsemalla lisdyskohta pisteen
kummaltakin puolelta 10ytyvan lisdyskohdan omaavan pisteen lisdyskohtien ja
osareittiin edellisen lisdyksen johdosta syntyneiden kahden lisdyskohdan joukosta.

Algoritmin 5 tarkoituksena on antaa aaraja Algoritmeissa 2, 3 ja 4 kaytetyn
idean suorituskyvylle. Téaldin voidaan paremmin arvioida erityisesti Algoritmin 4
suorituskyvyn tasoa.
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6.6.1 Tarkkuus

Algoritmin 5 kohdalla reitin tarkkuuden taso romahtaa nopeasti pistesarjojen koon
kasvaessa, mutta pienemmille pistesarjoille se antaa melko tarkan arvion. Keskimaarin
Algoritmin 5 antama reitti oli 2,01-kertainen parhaaseen 10ydettyyn reittiin verrattuna.
Suurimmillaan reitti oli 7,75-kertainen ja pienimmill&&n 1,20-kertainen. Sindnsa
ylléttavda on se, ettd Algoritmi 5 antaa pienemmill& pistesarjoilla niinkin tarkan arvion
kuin se nyt antaa. Kuten kuva 39 osoittaa, huononee algoritmin antama reitti tasaisesti

pistesarjojen koon kasvaessa.

Reitin pituus
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) 10000000 / — Paras
'&g 8000000 / —— Algoritmi 5
6000000 /
4000000 -
2000000
0 / :
0 200000 400000 600000 800000
Pisteita

Kuva39. Algoritmin 5 reitin pituuden kehitys pistesarjoilla 131-744710.

6.6.2 Nopeus

Algoritmin 5 nopeus on niin suuri, etté sen vertailu muihin kuin Algoritmin 4 nopeuteen
e ole mielekdsta Ylléatavaa kuitenkin on se, ettd Algoritmin 4 |8pimenoaika on
keskimddrin vain 2,55-kertainen  Algoritmin 5 [8pimenoaikaan  verrattuna.
Suurimmillaan tdma arvo on 15,4-kertainen, mutta tiedostolla fjs3649.tsp Algoritmi 4
oli jopa nopeampi kuin Algoritmi 5. Kuvat 40 ja 41 selventavét tilannetta.
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Lapimenoaika
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Kuva 40. Algoritmien4ja5 I&pimenoajat pistesarjoilla 131-744710.
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Kuva4l. Algoritmien4ja5 I&pimenogjat pistesarjoilla 131-59296.
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Erityisesti kuvasta 41 ndhdaan, ettd vaikka Algoritmi 4 onkin hitaampi kuin
Algoritmi 5, niin sen |8pimenoaika pysyy kuitenkin melko lahella Algoritmin 5
[dpimenoaikaa. Viela pienemmilla pistesarjoilla ero kay niin pieneksi, ettd Algoritmin 5
kayttaminen edes pelké&stédn nopeuden takia el ole kovin mielekastd. Kuva 42
havainnollistaa tilannetta.
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Kuva42. Algoritmien 4 ja5 l&pimenoajat pistesarjoilla 131-9698.
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7 Johtopaatoksiaja arvioita algoritmien hyodyllisyydesta

Esitetdan johtopaétbksia ja arvioidaan algoritmien hyodyllisyytta

7.1 Johtopaatoksia

Tassa kohdassa tehddan yhteenveto luvun 6 johtopddtoksista.

7.1.1 Tarkkuus

Kokeellisen tutkimuksen perusteella voidaan sanoa, etta Algoritmit 1, 2, 3 ja 4 nayttavéat
olevan ainakin 1-approksimointialgoritmeja eli ne tekevdt enintddn 100 prosentin
virheen. Voidaan myos melko varmasti sanoa niiden olevan tai ainakin nayttavan
olevan % - approksimointialgoritmeja eli ne tekevét enintéan 50 prosentin virheen.

Tulosten perusteella voidaan myds sanoa, ettei Algoritmien 2, 3 ja 4 tarkkuus
poikkea merkittavasti Algoritmin 1 tarkkuudesta. Voidaan kuitenkin sanoa Algoritmien
2, 3 ja4 olevan tarkkuuden osalta alisteisia Algoritmille 1.

7.1.2 Nopeus

Tutkimustulosten perusteella voidaan sanoa Algoritmien 2, 3 ja 4 olevan selvasti
nopeampia kuin Algoritmi 1. L&pimenocaikojen ero on erityisesti suuremmilla
pistesarjoilla niin  merkittavd, ettd tehtdessA nopeaa approksimointia suurille
pistesarjoille ei Algoritmin 1 kayttamisille ole perusteita. Voidaan siis sanoa Algoritmin
1 olevan nopeuden suhteen alisteinen Algoritmeille 2, 3 ja4.

Erittdin  mielenkiintoista tutkimustuloksissa on se, etta Algoritmin 4
[dpimenogjat olivat melko l&dhella Algoritmin 5 |8pimenoaikoja. Taméan tuloksen
voidaan katsoa osoittavan, ettéa Algoritmin 4 sisdltamét tutkimusta nopeuttavat rajoitteet

jakonveksin verhon korjausmenetelmatoimivat erittain hyvin.

7.2 Arvioita algoritmien hyodyllisyydesta

Lopuksi arvioidaan vield Algoritmien 2, 3 ja 4 hyodyllisyytta.

7.2.1 Algoritmi 2

Algoritmin 2 peruslogiikka voidaan todeta toimivaksi. My6s sen voidaan sanoa olevan
hyva korkeintaan vaativuusiuokan O(n®) approksimointialgoritmi. Algoritmin 2

toiminta on selkedsti ennustettavaa reitin muodostumisen suhteen, mutta e niin

selkedsti ennustettavaa siihen kuluvan ajan suhteen. Huomionarvoista on kuitenkin, etta
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algoritmi pysyy nopeuden suhteen kilpailukykyisend huolimatta sen |&pimenogjassa
ilmenevasta voimakkaasta vaihtelusta.

7.2.2 Algoritmi 3

Koska Algoritmi 3 on selkeasti nopeampi kuin Algoritmi 2, ja Algoritmin 3 voidaan
katsoa olevan matkan tarkkuuden osalta hyvin I8hella Algoritmia 2, niin el voida néhda
perusteita Algoritmin 2 kayttamiselle Algoritmin 3 sijaan. Algoritmin 3 toiminta on
Algoritmin 2 tavoin selkeasti ennustettavaa reitin muodostumisen suhteen, mutta el niin

selkessti ennustettavaa sithen kuluvan ajan suhteen.

7.2.3 Algoritmi 4

Algoritmin 4 voidaan sanoa olevan erittdin nopea. Vertaillussa Algoritmiin 5 nahtiin,
etta Algoritmin 4 uuden lisdyksen tutkiva osuus toimi nopeudella, joka joissain
tapauksissa lahestyi Algoritmin 5 kyseisen osan lineaarista nopeutta. Tulosten

perusteella Algoritmi 4 néyttdis olevan tarkkuudeltaan hyvin l|dhella ;-

approksmointialgoritmia. Se on siis seké erittdin nopea etta vertailukohtiin néhden
tarkka. Algoritmin 4 perustoiminta on sis selkedsti ennustettavaa seka reitin
muodostumisen etta siithen kuluvan gjan suhteen.

Algoritmin 4 puutteeksi voidaan ndhda sen kehitystydn osittainen
keskenerdisyys, mutta voidaan kuitenkin perustellusti sanoa, ettd Algoritmin 4
toteutuksen merkittavimmat ongelmat on saatu ratkaistua. Voidaan myos todeta, etta
siitd on mahdollista kehittda tédysin vakaa versio.
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8 Yhteenveto

Tutkielmassa tarkasteltiin uusien, tutkielmaa varten kehitettyjen, kauppamatkustajan
ongelman approksimointialgoritmien toimintaa suorittamalla niille  kokeellinen
tutkimus, jossa niita verrattiin jo olemassa olevaan konveksia verhoa hyddyntavan
algoritmin toteutukseen. Tutkimuksessa kaytettiin testimateriaglina 102 eri aineistoa,
jotka loytyvét internetista sivustolta http://www.tsp.gatech.edu/visi/index.html. Sivuston
mukaan aineisto perustuu Bonnin yliopiston diskreetin matematiikan tutkimusinstituutin
kayttamiin pistesarjoihin ja aineiston on toimittanut sinne Andre Rohe. Aineiston pienin
pistesarja sisaltdd 131 pistettd ja suurin 744710 pistettd. Osalle pistesarjoista on laskettu
paras mahdollinen optimireitti ja osalle paras tdhén asti 10ydetty reitti.

Tutkimus keskittyi algoritmien nopeuteen ja niiden muodostaman reitin
tarkkuuteen. Lisdksi tutkimuksessa pyrittiin - kokeellisesti todentamaan omien
algoritmien sisdltdmia ongelmia ja osoittamaan niihin tehdyt korjaukset toimiviksi.
Tutkimuksen yhteydessa suoritettiin myds vertailukohtana olleen algoritmin teoreettisen
vaativuustarkastelun todentaminen kokeellisella tutkimuksella saatujen tulosten
perusteella. Tutkimuksen selkednéa tuloksena voidaan sanoa, ettd uusien algoritmien
kayttamiselle, vertailukohtana olleen algoritmin sijaan, on olemassa vahvat perusteet
tilanteessa, jossa algoritmin |&pimenoaika on térkedssa asemassa. Kaikki idean pohjalta
toteutetut uudet algoritmit olivat selvasti nopeampia kuin vertailukohtana toimiva
algoritmi, eikda niiden antamien reittien pituudessa tapahtunut dramaattista
huononemista vertailukohdan antamaan vastaukseen ndhden. Uusien algoritmien
tarjoama nopeuden kasvu on niin suurta, ettd edes algoritmien rakenteen
monimutkaisuutta, ja sitd kautta algoritmien vaikeampaa implementointia, el voida pitéa
esteend niiden kayttamiselle.

Tutkittava aihe on ollut mielenkiintoinen, mutta erittdin haastava. Aiheen
haastavuus on syntynyt tietosisallon vaikeudesta ja tutkimuksen vaatimasta kehitys- ja
suunnittelutyosta.  Kritiikkina téta tyota kohtaan voitaisiin sanoa, ettd Algoritmin 4
kehitysty®d olisi ollut hyva saattaa tdysin loppuun. Esteena kehitystyon taydelliselle
loppuun saattamiselle oli kuitenkin omien aika-arvioiden ylittdminen. Kehitystyo alkoi
vuoden 2006 heindkuussa ja vuoden 2007 tammikuussa se oli pakko lopettaa ja siirtya
kokeellisen tutkimuksen pariin. Tutkimuksen toisena heikkoutena voidaan pitéa
teoriaosuuden lyhyyttd ja monessa suhteessa pintaragpaisun omaista suppeutta
Kéasiteltédva aihealue on kuitenkin lagjimpia koko optimoinnin teoriassa ja tarkempi
yksityiskohtiin paneutuminen olis nopeasti paisuttanut kirjallisen osuuden liian

pitkaksi. Oli siis tehtéava rajuja rgjauksia sen suhteen, mitd asioita esitellédn


http://www.tsp.gatech.edu/vlsi/index.html.
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gyvéllisemmin ja mitd vain pintapuolisesti. Taman takia kirjallisuuskatsaus ja
kauppamatkustajan ongelman teoreettinen tarkastelu pyrittiin tekeméaén sellaisiksi, etta
ne palvelisivat tyota kokonaisuutena, eivétka vain sen osina.
Henkilokohtaisesti pidan tutkimuksen tavoitetta saavutettuna. Kehitettya

algoritmi-ideaa voidaan pitda niin tehokkaana, etté sen olemassa ololle on oikeutus.



79
Viitteet

[Aho et al., 1983] Alfred V. Aho, John E. Hopcroft, Jeffrey D. Ullman, Data
Sructures and Algorithms. Addison-Wesley, 1983.

[Applegate et al., 2007] David |. Applegate, Robert E. Bixby, Vasek Chavétal and
William J. Cook, The Traveling Salesman Problem: A Computational Study.
Princeton University Press, 2007.

[Balas and Toth, 1987] E. Balas, P. Toth, Branch and bound methods. In: E. L. Lawler,
J. K. Lenstra, A. H. G. Rinnooy Kan and D.B Shmoys (eds.), The Traveling
Salesman Problem. Wiley-Interscience, 1987.

[Bellman, 1962] Richard Bellman, Dynamic Programming Treatment of the Travelling
Salesman Problem, Journal of the Association for Computing Machinery, 9,
(1962), 61-63.

[Bellmore and Nemhauser, 1968] M. Bellmore, G. L. Nemhauser, The Traveling
Salesman Problem: A Survey, Operations Research, 16, 3, (1968) , 538-558.

[Christofides, 1972] Nicos Christofides, Bounds for the Traveling-Salesman Problem,
Operations Research, 20, 5, (1972), 1044—-1056.

[Christofides, 1975] Nicos Christofides, Graph Theory An Algorithmic Approach.
Academic Press Inc., 1975.

[Crowder and Padger, 1980] Harlan Crowder and Manfred W. Padger, Solving Large-
Scale Symmetric Travelling Salesman Problems to Optimality, Management
Science, 26, 5, (1980), 495-5009.

[Dantzig et al., 1954] G. Dantzig, R. Fulkerson and S. Johnson, Solution of a Large-
Scale Traveling-Salesman Problem, Journal of the Operations Research Society
of America, 2, 4, (1954), 393-410.

[Dantzig et al., 1959] G. Dantzig, R. Fulkerson and S. Johnson, On a Linear-
Programming, Combinatorial Approach to the Traveling-Salesman Problem,
Operations Research, 7, 1, (1959), 58-66.

[Flood, 1956] Merill M. Flood, The Traveling Salesman Problem, Operations
Research, 4, 1, (1956), 61-75.

[Garfinkel, 1987] R. S. Garfinkel, Motivation and modeling. In: E. L. Lawler, J. K.
Lenstra, A. H. G. Rinnooy Kan and D.B Shmoys (eds.), The Traveling Salesman
Problem. Wiley-Interscience, 1987.



80

[Gilmore et al., 1987] P. C. Gilmore, E. L. Lawler and D. B. Shmoys, Well solved
gpecial cases. In: E. L. Lawler, J. K. Lenstra, A. H. G. Rinnooy Kan and D.B
Shmoys (eds.), The Traveling Salesman Problem. Wiley-Interscience, 1987.

[Golden and Stewart, 1987] B. L. Golden, W. R. Stewart, Empirical analysis of
heuristics. In: E. L. Lawler, J. K. Lenstra, A. H. G. Rinnooy Kan and D.B
Shmoys (eds.), The Traveling Salesman Problem. Wiley-Interscience, 1987.

[Golden et al., 1980] B. Golden, L. Bodin, T. Doyle, and W. Stewart, Jr., Approximate
Traveling Salesman Algorithms, Operations Research, 28, 3, Part 1l, (1980),
694—711.

[Held and Karp, 1961] Michael Held and Richard M. Karp, A dynamic programming
approach to sequencing problems, Proceedings of the 16th Association for
Computing Machinery Meeting , (1961), 71.201—71.204.

[Hoffman and Wolfe, 1987] A. J. Hoffman, P. Wolfe, History. In: E. L. Lawler, J. K.
Lenstra, A. H. G. Rinnooy Kan and D.B Shmoys (eds.), The Traveling Salesman
Problem. Wiley-Interscience, 1987.

[Hamalainen, 2003a] Pentti Hamal&inen, Algoritmit 1. Jyvaskylén yliopisto, 2003.

[Hamalainen, 2003b] Pentti Hamaldinen, Algoritmit 2. Jyvaskylan yliopisto, 2003.

[Johnson and Papadimitriou, 1987a] D. S. Johnson, C. H. Papadimitriou,
Computational complexcity. In: E. L. Lawler, J. K. Lenstra, A. H. G. Rinnooy
Kan and D.B Shmoys (eds.), The Traveling Salesman Problem. Wiley-
Interscience, 1987.

[Johnson and Papadimitriou, 1987b] D. S. Johnson, C. H. Papadimitriou, Performance
guarantees for heuristics. In: E. L. Lawler, J. K. Lenstra, A. H. G. Rinnooy Kan
and D.B Shmoys (eds.), The Traveling Salesman Problem. Wiley-Interscience,
1987.

[Karp and Steele, 1987] R. M. Karp, J. M. Steele, Probabilistic analysis of heuristics.
In: E. L. Lawler, J. K. Lenstra, A. H. G. Rinnooy Kan and D.B Shmoys (eds.),
The Traveling Salesman Problem. Wiley-Interscience, 1987.

[Kocay and Kreher, 2005] William Kocay, Donald L. Kreher, Graphs, Algorithms and
Optimization. Chapman & Hall/CRC Press, 2005.

[Lin and Kernighan, 1973] S. Lin, B. W. Kernighan, An Effective Heuristic Algorithm
for the Traveling-Salesman Problem: A Survey, Operations Research, 16, 3,
(1968), 538-558.



81

[Little et al., 1963] John D. C. Little, Katta G. Murty, Dura W. Sweeney, and Caroline
Karel, An Algorithm for the Traveling Salesman Problem, Operations Research,
11, 6, (1963), 972—9809.

[Miller et al., 1960] C. E. Miller, A. W. Tucker and R. A. Zemlin, Integer
Programming Formulation of Traveling Salesman Problems, Journal of the
Association for Computing Machinery, 7, (1960), 326—-329.

[Norback and Love, 1977] John P. Norback, Robert F. Love, Geometric Approaches to
Solving the Traveling Salesman Problem, Management Science, 23, 11, (1977),
1208-1223.

[Orponen ja Ernvall, 2004] Pekka Orponen ja Jarno Ernvall, Algoritmitekniikka 2004.
Jyvaskylan yliopisto, 2004.

[Reinelt, 1994] Gerhard Reinelt, The Traveling Salesman Computational Solutions for
TSP Applications. Springer-Verlag, 1994.

[Savolainen, 2001] Vesa Savolainen, Verkkoteoria. Docendo, 2001.

[Somhom et al., 1997] S. Somhom, A. Modares and T. Enkawa, A Self-Organising
Model for the Traveling Salesman Problem, The Journal of the Operational
Research Society, 48, 9, (1997), 919-928.



