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TIIVISTELMA

Tamén tyon aiheena on laskettavuuden teorian perusteet. Tarkoitukse-
nani on ensinnikin pohtia hieman mité tarkoitetaan "laskemisella" ja kuin-
ka laskemiseksi luokiteltava prosessi on formalisoitavissa. Esittelen rajoitta-
mattoman rekisterikoneen, osittainrekursiiviset funktiot ja Turingin koneen,
jotka ovat vaihtoehtoisia tapoja formalisoida laskeminen. Tyon lopullisena
tavoitteena on osoittaa, ettd niiden kolmen jirjestelmén kautta mairitel-
tyjen laskettavien funktioiden joukot ovat yhtapitavid, ja yleistdd tdmé tu-
los niinsanottuun Churchin teesiin, jonka mukaan kaikki mahdolliset lasket-
tavuuden késitteen formaalit méairitelmét antavat yhtapitidvit laskettavien
funktioiden joukot.

P&éldhteenéni olen kdyttianyt Nigel Cutlandin kirjaa Computability [1],
lukuunottamatta lukua 4, jossa olen kiyttanyt Piergiorgio Odifreddin kirjaa
Classical Recursion Theory [2].
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Johdanto

Hyodyllisia kisitteita

Tama tutkielma ei edellyta lukijalta matematiikan perustietojen lisdksi mitdan
erityisia esitietoja aiheesta. On kuitenkin tarpeellista maaritelld aluksi muu-
tamia tassa tutkielmassa kiytettyja merkintoja:

"Rekisterilla" tarkoitetaan yleensa rekisterin arvoa. "Funktio" taas ei ole
valttaméattd méaaritelty koko maéarittelyjoukossaan ja méérittelyjoukossaan
kaikkialla mééritelty funktiota sanotaan tdydelliseksi funktioksi. "Dom(f)"
tarkoittaa funktion f maérittelyjoukkoa. Merkintd x = (z1, xo, .. ., x,,) tarkoit-
taa n-paikkaista vektoria, jonka muuttujina ovat xq,xs,...,x,. Merkintd
a(z) ~ [(z) tarkoittaa, ettd kaikilla z, merkinnit a(z) ja [5(z) ovat molem-
mat joko médriteltyji tai molemmat ovat méaritteleméttomia ja jos ne ovat
médriteltyjd, niin niiden arvot ovat yhtisuuria. Todistuksissa kiytetty ly-
henne "joss" tarkoittaa samaa kuin "jos ja vain jos". Operaatio * on "suljettu"
joukon G suhteen, jos Va,b € G:axb e G.

Algorimi ja laskettavuuden intuitiivinen kiasite

Kun aikuinen ihminen laskee jotakin melko yksinkertaista laskua, kuten 5+7,
ei ole luultavaa, ettd hin mitenkddn erityisemmin miettisi padssadn tapah-
tuvaa laskuoperaatiota. Numero 12 kuin "ilmestyy" mieleen laskua silmail-
lessd. Pienelle lapselle tilanne ei kuitenkaan ole néin yksinkertainen. Hén
voi laskiessaan joutua kiyttdméain sormiaan apunaan ja mahdollisesti jopa
varpaitaan laskun summan kasvaessa kymmentd suuremmaksi. Télloin on
mahdollista, ettd lapsi laskee ensin toiseen kdteensd viisi sormea pystyyn
ja lahtee siihen lisddméan seitsemdd sormea. Kaikkien kymmenen sormen ol-
lessa pystyssa hin saattaa laittaa mieleensa luvun kymmenen, laittaa molem-
mat kidet takaisin nyrkkiin ja jatkaa laskua lisdédméilld mielessd olevaan
kymmeneen jiljelld olevat kaksi sormea. Tamén kaltainen tekniikka on sovel-
lettavissa muillekkin luvuille kuin viisi ja seitsemén. Edelld mainitusta, hie-
man helmitaululla laskemista muistuttavasta, tavasta saadaan yleistiméalla
yksikésitteinen ohje lukujen z ja y yhteen laskemiseksi. Téllaisia ohjeita tai
ohjejoukkoja kutsutaan algoritmeiksi. Eras algoritmin tdsmaéllinen méaaritel-
mistd on J. G. Brookshearin seuraavalla tavalla esittimé maéritelmé: "Tar-
kasti ottaen algoritmi on darellinen joukko tédsmaéllisié, suoritettavissa olevia
ohjeita, jotka ohjaavat padttyvin tehtdvin suoritusta."”

Edelld on siis annettu algoritmi yhteenlaskua varten ja asiaa hieman
tarkastelemalla osoittautuu, ettd muutkin yksinkertaiset laskuoperaatiot ku-
ten viahennyslasku ja kertolasku ovat algoritmisoitavissa vastaavan kaltaisil-



la tavoilla. Huomaamme, etti ei ole kuitenkaan kovin hyodyllistd kehittaa
yhteenlaskulle omaa algoritmiaan, kertolaskulle omaansa ja niin edelleenja
néin madritelld rajat sille, mitd voimme laskea. Paljon hyodyllisempéé olisi,
jos meilld olisi jokin jirjestelmé, josta erityistapauksina saataisiin halutut
laskut. Ajatusta hieman jatkamalla herdd kysymys, ettd minkélainen tdméi
jarjestelmé olisi ja mitka kaikki laskuoperaatiot voitaisiin algoritmisoida?

Taméa kysymys on térked esimerkiksi tietotekniikan kannalta, silld jos
meilld ei olisi mitddn keinoa formalisoida laskuoperaatoitamme, ei meilld voisi
olla mitidin keinoa valmistaa digitaalisia tietokoneita tai edes yksinkertaisia
taskulaskimia. Téatd ongelmaa tutkimalla pystymme lisdksi tarkastelemaan,
mikd tietokoneilla voidaan teoriassa laskea.

Edelld mainittu kysymys laskemisen formalisoinnista herdsi 1900-luvun
alkupuoliskolla, jolloin mm. Alan Turing ja Alonzo Church tutkivat asiaa ja
loivat toisistaan riippumatta omat formaalin laskemisen jirjestelménsa. Tél-
laisia jarjeselmid on nykyddn olemassa useita erilaisia ja aloitamme lasket-
tavuuden kasitteen tutkimisen tarkastelemalla kolmea niistd. Taémén jalkeen
osoitamme, ettd kaikki esitellyt tavat mekanisoida laskeminen antavat samat
laskettavien funktioiden joukot. Tamé tarkoittaa sitd, ettd mikili voimme
laskea jonkun laskun jonkun esitellyn jarjestelmén avulla, voimme laskea sen
minkd tahansa muun jarjestelméankin avulla.

1 Rajoittamaton rekisterikone

Rajoittamaton rekisterikone (unlimited register machine) on eréis laskennan
teorian malli. Sen ensimmadisen, tissd esitetystd mallista poikkeavan, version
esittivit Shepherdson ja Strugis vuonna 1963. Seuraavaksi kiiymme lapi kuin-
ka rajoittamaton rekisterikone (RRK tésté eteenpéin) toimii ja my6hemmin
tarkastelemme, mité silld voi tehda.

RRK:ssa on ddreton maara rekistereitd (merk. Ry, Ro, R3, ... ), joista jokai-
nen sisaltdd yhden luonnollisen luvun. Rekisterissd R, olevaa lukua mer-
kitadn r,:114. Rekisterikonetta voidaan kuvata seuraavalla tavalla:

R1 RQ Rg R4 RS RG

4 2 1 3 0 0

Edellisessa kuvaajassa rekisterin R; arvo on siis 4, rekisterin R, arvo on 2 ja
niin edelleen. Taten siis 71 =4, ro =2, ...



Rekisterikoneen sisdltamia lukuja voidaan muuttaan koneen tunnistamil-
la erityisilld operaatioilla. Namé operaatiot ovat yksinkertaisia laskuoperaa-
toita. Adrellinen lista téllaisia operaatioita muodostaa ohjelman. Naita o-
peraatioita on olemassa nelja kappaletta: nollaoperaatio, seuraajaoperaatio,
muunto-operaatio ja hyppyoperaatio.

Miiritelmd 1 (Nollaoperaatio). Jokaiselle n = 1,2,3... on olemassa
nollaoperaatio Z(n). Nollaoperaatio Z(n) muuntaa luvun r, nollaksi ja jattad
muut rekisterit ennalleen. Nollaoperaatiota Z(n) merkitidin myos 0 — R, tai
Ty = 0.

Esimerkki 1. Olkoon RRK seuraavassa tilassa:

Rl R2 Rg R4 RS RG

2 6 1 6 0 0

Té&ll6in operaatio Z(2) muuntaa RRK:n seuraavanlaiseksi:

Rl R2 Rg R4 RE) R6

2 0 1 6 0 0

Miiritelmi 2 (Seuraajaoperaatio). Jokaisellen = 1,2,3,... on olemas-
sa seuraajaoperaatio S(n). Seuraajaoperaatio S(n) muuntaa luvun r, luvuksi
r1+1 ja jattad muut rekisterit ennalleen. Seuraajaoperaatiota S(n) merkitidin
myos r, +1 — R, tair, =r, + 1.

Esimerkki 2. Olkoon RRK tilassa

Rl R2 R3 R4 RS RG

2 0 1 6 0 0

Télloin komento S(3) muuntaa koneen tilaan
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Rl R2 R3 R4 RE) R6

Miiritelmd 3 (Muunto-operaatio). Jokaiselle m = 1,2,3,... jan =
1,2,3,... on olemassa muunto-operaatio T'(m,n). Muunto-operaatio T (m,n)
vaihtaa luvun r, luvuksi r, jattden muut rekisterit (myds R,,:n) ennalleen.
Muunto-operaatiota T'(m,n) merkitiin myés rp,, — R, tair, == rp,.

Esimerkki 3. Olkoon RRK tilassa

Rl R2 R3 R4 RS RG

2 0 2 6 0 0

T4ll6in muunto-operaatio 7'(4, 3) muuttaa RRK:n tilaan

Rl R2 Rg R4 RS RG

2 0 6 6 0 0

Nolla-, seuraaja- ja muunto-operaatioita kutsutaan aritmeettisiksi ope-
raatioiksi.

Edelld esitellyilld operaatioilla voidaan siis muuntaa halutun rekisterin
arvo nollaksi, kasvattaa halutun rekisterin arvoa yhdelld tai korvata halu-
tun rekisterin arvo toisen rekisterin arvolla. Naméi aritmeettiset operaatiot
ovat intuitiivisesti melko helppoja sisdistda. RRK:n neljds operaatio taas on
aavistuksen verran monimutkaisempi.

Halutunlaista ohjelmaa suunnitellessa tulee usein vastaan tilanteita, jois-
sa on hyodyllista tai jopa vilttdméatonta palata aiempaan kohtaan ohjelmassa
tai tarvittaessa sivuuttaa tulevia ohjeita. Téllaisia tilanteita varten on ole-
massa niinsanottu hyppyoperaatio.

Maiiritelmi 4 (Hyppyoperaatio). Jokaisellem,n,q =1,2,... on olemas-
sa hyppyoperaatio J(m,n,q). Jos ohjelmassa P tulee vastaan hyppyoperaa-
tio J(m,n,q), niin rekistereitd R, ja R,, verrataan keskenddn, mutta kaikki
rekisterit jatetdan entiselleen. Mikdli r,, = r,, nun RRK jatkaa P:n q:nteen
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operaatioon. Jos taas r,, # ., niin RRK sirtyy seuraavaan operaatioon. Jos
Tm = Tn, mutta hyppy ei ole mahdollnen, koska P:ssd on vihemmdn kuin q
operaatiota, RRK pysdhtyy.

Olkoon RRK:lle annettu ohjelma P = Iy, I5,...,I,. Talloin RRK aloit-
taa annetun ohjelman suorittamisen suorittaen ensin ensimmadisen kdskyn
I,. Suoritettuaan kiskyn Iy(k < n) RRK suorittaa seuraavan kdaskyn joka
maédritelliin seuraavasti:

1. Jos I on aritmeettinen operaatio, seuraava kasky on Iy,

2. Jos Iy = J(m,n,q), niin seuraava kdsky on I, jos r,, = r, ja Iy
muulloin.

Ohjelma etenee télla tavoin lopettaen laskemisen vain, jos silli ei ole
endén seuraavaa komentoa. Kun RRK on suorittanut edellisend kiskyn Iy,
tadma voi tapahtua seuraavilla tavoilla:

1. Jos k = s (viimeinen komento, jonka P on toimittanut) ja I on arit-
meettinen komento,

2. Jos Iy = J(m,n,q), rn =15 jaq > s,
3. Jos I, = J(m,n,q), rm # rn ja k = s.

Kun laskeminen pysdhtyy kdskyn [, jialkeen, RRK:n silloista asetusta
r1,T9,73,... sanotaan lopputilaksi.

On térkedd huomioida, ettd on olemassa myds ohjelmia, jotka eivit pysahdy
ollenkaan. Esimerkiksi ohjelma S(1), J(1,1,1) ei pysdhdy ikini, vaan lisd
ensimmaiseen rekisteriin yhden ikuisesti.

Nyt on méiaritelty RRK, sen nelja operaatiota, mita tarkoitetaan "ohjel-
malla" ja koska ohjelma lopettaa toimintansa. Seuraavaksi kdiymme lépi,
kuinka RRK:lla lasketaan ja mitd kaikkea silld voidaan ylipdatdan laskea.

1.1 Rajoittamattomalla rekisterikoneella laskeminen

Jotta RRK:lla voidaan suorittaa lasku-operaatioita, pitda siis olla ohjelma
P, jonka alkuasetuksissa on rekistereissi Ry, Ro, R3,... luonnolliset luvut
ri1,72,73, ... rekistereiden arvoina. Oletetaan, ettd ohjelma P sisédltda kaskyt
I, 15, 13,...,1,, missi s € N. RRK alkaa laskemisen toimimalla kiskyn Iy
mukaan, sitten ohjeen [ ja sitten kiskyn /I3 ja niin edelleen, kunnes se on
kiynyt lapi kaikki kiskyt, jolloin se pysahtyy, ellei vastaan tule hyppyoper-
aatiota J(m,n,q). Talloin RRK toimii kuten J(m,n, q) kiskee.
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Seuraavaksi kiiymme askel askeleelta ldpi, kuinka RRK késittelee annettua
ohjelmaa annetuissa alkuasetuksissa. Téssa vaiheessa ei ole oleellista, tekeeko
ohjelma mitdédn jirkevad, silld tarkoituksena on ainoastaan tarkastella eri
operaatioiden toimintaa kdytannossa.

Esimerkki 4. Olkoon ohjelma P seuraavanlainen:

I : T(3,2)
I: S(3)

I3: T(4,2)
Iy J(1,4,2)
[5 . Z(]_)

ja olkoon RRK:n alkutila seuraava:

Ry

Ry

Rs

Ry

Rs

Re

4

2

1

3

0

0

Téalloin ohjelma suorittaa ensiksi ensimmaéisen kéiskyn, eli se muuntaa
rekisterin Ry arvon 2 rekisterin R3 arvoksi, eli luvuksi 1. Tamén jalkeen
ohjelma suorittaa toisen kiskyn, eli se lisdé rekisterin R3 arvoon yhden, jonka
jalkeen ohjelma muuntaa rekisterin Ry arvon 1 rekisterissi R4 olevaan arvoon,
eli lukuun 3. Seuraavaksi ohjelma tarkistaa, onko rekisterien R, ja R4 arvot
samat. Koska néin ei ole, ohjelma siirtyy seuraavaan kiskyyn, eli se nollaa
rekisterin R;. Koska ohjelmalla ei ole tdmén jalkeen seuraavaa kaskyd, se
pysahtyy.

Ohjelman etenemistd voidaan kuvata seuraavanlaisesti aloittaen alkuti-
lasta, jonka jilkeen ohjelma suorittaa kiskyn Iy, sitten kiskyn I jne:

Rl Rg Rg R4 RS RG
4 2 1 3 0 0
4 1 1 3 0 0
4 1 2 3 0 0




Ohjelma P voidaan esittdd myos vuokaaviona (ks. Kuva 1).

Alku

r, =T,

=r 4+
> rs.r31

ro=r
2 4

Loppu

Kuva 1: Rekisterikoneen toiminta

Maaritelladn muutamia késitteitd helpottamaan asioiden késittelyé.
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Maaritelma 5. Olkoon aq,as, - € N ja olkoon P ohjelma. Tdlloin:

1. P(ay,as,...) tarkoittaa laskentaa ohjelmalla P alkutilalla a1, as, . .. ;
2. P(ay,as,...) | tarkoittaa, etti laskenta P(ay,as,...) pysdhtyy lopulta;

3. P(ay,aq,...) T tarkoittaa, etti laskenta P(ayi,as,...) ei pysihdy ol-
lenkaan.

Useimmissa tapauksissa alkutilassa on ddrellinen mddrd nollasta poikkeavia
numeroita ja loput nollia. Tdllaisissa tapauksissa merkitddan

4. P(ay,aq,...,a,) tarkoittaa samaa kuwin P(ay,as,...,a,,0,0,...).
Erityisests

5. P(ay,aq,...,ay,) | tarkoittaa, etti P(ay,aq,...,a,,0,0,0,...) |.

6. P(ay,as,...,a,) 1 tarkoittaa, etti P(ay,aq,...,a,,0,0,0,...) 7.

Ohjelmaa, joka pysdhtyy, kutsutaan pysdhtyvdiksi ja ohjelmaa, joka ei
pysahdy, kutsutaan pysahtymdatiomaksa.

Olemme nyt kdyneet lapi kuinka RRK kiytannossa toimii. On kuitenkin
vield tdysin auki, miten RRK:lla voidaan tehdd mitddn hyodyllistd ja mitd
kaikkea silld voi tehda.

1.2 RRK-laskettavat funktiot

Olkoon f funktio joukolta N™ joukolle N (n > 1). Haluamme tietdé, voiko
tdman funktion laskea RRK:lla. Téta varten tarkastelemme ohjelman
P(ay,ay,as,. .., a,) laskutoimituksia. Jos joku néisté toimituksista pysdyttéd
ohjelman, meilld tdytyy olla yksikésitteinen luku, joka on laskemisen tulos.
Varaamme rekisterin R; titd kdyttoa varten, joten ohjelman P lopetettua
toimintansa r; on P:n laskeman laskun tulos.

Koska ohjelma P(aq, as,as,...,a,) ei vilttdméatta pysahdy, sallimme las-
kettavuuden maéaritelmén koskevan myos "funktiota"f: N* — N, joiden
maédrittelyjoukko ei vilttamétta ole koko N”. Talla tarkoitetaan esimerkiksi
osittain méariteltyja funktioita. Tulemme maaritteleméin relevantin lasket-
tavuuden siten, ettd laskeminen pédttyy vain ja ainoastaan f:n maaritte-
lyjoukkoon kuuluvilla arvoilla.

Maérittelemme laskettavuuden seuraavasti:

Maaritelma 6. Olkoon f osittain mdadritelty funktio N™:ltd N:lle.



1. Olkoon P ohjelma ja olkoon ai,as,...,a,,b € N.

(a) Ohjelma P(ay,aq, ..., a,) pysihtyy arvoon b, jos P(ay,as, ..., a,) |
ja jos ohjelman loppuarvo b on Ry :ssd. Tdllaisesta tilanteesta kaytam-

me merkintid P(ay,ag,...,a,) | b.

(b) Ohjelma P RRK-laskee funktion f, jos jokaiselle ayi,as, ..., a,,b
P(ay,as,...,a,) | btasmdlleen silloin kun (ay,as, . .., a,) € Dom(f)
ja flay,as,...,a,) = b. Siis erityisesti P(ay,aq,...,a,) | tds-
mdalleen silloin kun (a1, aq, ..., a,) € Dom(f).

2. Funktio f on RRK-laskettava, jos on olemassa ohjelma, joka RRK-
laskee f:n.

Merkitdan RRK-laskettavien funktioiden joukkoa % :lla ja n-paikkaisten
laskettavien funktioiden joukkoa %;,:114. Tasta eteenpdin laskettavalla funkti-
olla tarkoitetaan nimenomaan RRK-laskettavaa funktiota (ellei toisin maini-
ta).

Katsomme nyt kuinka RRK:lla lasketaan kiytidnnossa. Toteutamme ohjel-
man, joka laskee summan x + y.

Esimerkki 5. Laskemme summan x + y lisidmalla x:84n y kertaa luvun 1.
Ohjelman alkutila on t&llin muotoa:

Rl R2 R3 R4 R5 RG

x|y | o]l o] o]0

Ohjelma P, joka suorittaa tdmé&n operaation voidaan tehdé esimerkiksi
seuraavalla tavalla (ks. Kuva 2):

L: J(3,2,5)
I: S(1)
Igi S(?))
Li: J(1,1,1)

Ohjelma tarkistaa ensiksi, onko y = r3 = 0. Mikili ndin on, ohjelma
lopettaa toimintansa ja lasku x+0 = x on selvisti oikein. Jos niin ei ole, niin
ohjelma lisdd lukuihin r; ja r3 luvun 1, jonka jidlkeen ohjelma palaa alkuun.
Nyt ohjelma tarkistaa uudelleen onko y = r3, jonka jidlkeen ohjelma pyséhtyy
mikili ndin on, mutta jatkaa toimintaansa mikéli néin ei ole. Ohjelma siis kay
yksitellen 1api luvut 0,1, 2, ... kunnes se 16ytdéd luvun, joka on yhta suuri y:n



Alku

Kylla

Ei Lopeta

—r 4
re=r, 1

L = +
ri=r, 1

Kuva 2: x+y

kanssa. Koska y € N, tillainen luku on vilttamatta olemassa, jolloin ohjelma
pysahtyy valttamatta jossakin vaiheessa.
Niin ollen x + y on laskettava funktio.

1.2.1 Ratkeavat predikaatit ja ongelmat

Matematiikassa tavallinen tehtdvi on pddtelld tayttivatko tietyt numerot
jotkin ehdot. Voidaan esimerkiksi tarkastella, onko x luvun y:n monikerta.
Tahédn tehtdaviin voidaan maarittaa algoritmi, joka antaa tulokseksi 1 mikali
nain on, ja 0, mikili néin ei ole. Téllaista funktiota voidaan merkitdian seu-
raavalla tavalla:

1, jos x on y:n moninkerta,
flz,y) = : . . (1)
0, jos x ei ole y:n moninkerta.
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Voimme sanoa, ettd predikaatti "z on y:n monikerta" on algoritmisesti
ratkeava jos kyseinen funktio f on laskettava.

Miaaritelmi 7. Yleisemmin voimme mddaritella, ettdé M(x1,xq,...,2,) on
luonnollisten lukujen n-paikkainen predikaatti. Tdlloin karakteristinen funk-
tio cpr(x), missi x = (x1,xa, ..., x,), madritellidn seuraavasti:
1, jos M(x) on tosi
CM(X) = . ( ) . 7 . (2)
0, jos M(x) ei ole tosi.

Esimerkki 6. Predikaatti = = 2 on laskettava, silld on olemassa ohjelma P,
joka antaa tulokseksi 1 mikili predikaatti pitdd paikkaansa ja 0 mikéli se ei
pida paikkaansa. Predikaatin karakteristinen funktio on

oa) = {1, jos x # 2, 3)

0, josx=2

ja ohjelma P, joka laskee funktion g(z) voidaan esittdd esimerkiksi seu-
raavasti (ks. Kuva 3):

Il . 3(2)
[2 . 8(2)
Ii: J(1,2,7)
[4 . Z(l)
I5 : S(l)
Is: J(1,1,8)
[7 : Z(l)

Téassd P lisdd ensiksi tyhjadn rekisteriin luvun 2, jonka jilkeen se tark-
istaa, onko annettu luku x sama kuin luku 2. Jos néin on, se tulostaa luvun
0 ja jos néin ei ole, se tulostaa luvun 1. TAm4a on selvésti haluttu ohjelma.

1.2.2 Laskettavuus muissa méaarittelyjoukoissa

Koska RRK késittelee vain luonnollisia lukuja, meidin laskettavuuden ja
todistuvuuden médritelmdmme piatevit vain luonnollisia lukuja késittele-

viin funktioihin. Jotta voisimme késitelli myos muiden maérittelyjoukkojen
funktioita, on kiytettivi erityistd koodausta. Madrittelyjoukon D koodaus
on yksikdsitteinen injektio a: D — N. Talloin objekti d € D on koodattu
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i

Loppu <+———

Kuva 3: x # 2

luonnollisella luvulla a(D). Olkoon f: D — D ja f* funktio, joka kuvaa ob-
jektin d € Dom(f) koodin f(d)m koodiksi; télloin f* koodaa f:n N:1td N:lle.

Nimenomaisesti:

fr=aocfoa . (4)

Nyt voimme laajentaa RRK-méaritelmaa kasittamaan joukon D sanomal-
la, ettd f on laskettava, mikali f* on luonnollisten lukujen joukossa méaéritelty
laskettava funktio.

Esimerkki 7. Voimme maééritelli kokonaislukujen joukolle Z seuraavan-
laisen koodauksen funktion o avulla:

2n, josn >0,
a= . (5)
—2n —1, josn < 0.

Talléin o~ ! on

12



2 Y
—2(m+1), jos m on pariton.

0l {1m jos m on parillinen, (6)

Tarkastelkaamme nyt funktiota f(z) = 2z. Talléin f*(a(z)) = a(f(z)).
Jos > 0, niin f*(a(z)) = f*(2x)a(f(z)) = a(2z) = 4x. Jos taas z < 0, niin
fa(z)) = f*(—2x — Da(f(z)) = a(2x) = —4x — 1. Téten siis

. 2z, jos x on parillinen,
fr(x) = . . (7)
2r — 1, jos x on pariton.

1.3 Ohjelmien yhdistaminen

Oletetaan, ettd meilld on ohjelmat P ja O, ja ettd haluamme ohjelman, joka
tekee ensin sen, mitd ohjelma P tekee ja sen jilkeen sen, mitd ohjelma O
tekee. Ensimmainen ajatus halutunlaisen ohjelman luomiseksi olisi vain liit-
tdd ohjelma O ohjelman P perdin. Tama ei kuitenkaan valttdmétta riitd ha-
lutun ohjelman luomiseksi, silld on kaksi asiaa, jotka taytyy ottaa huomioon.

Olkoon P = I, I, I3, ..., I,. Télléin P pysihtyy, kun ohjelma olisi siir-
tymassa johonkin komentoon [, missid v > s. Koska ohjelma O on sijoitettu
heti P:n perdin, alkaa ohjelma toimimaan oikein vain, jos v = s + 1. Niin
ollen meidén on varmistettava, ettd P pysdhtyy vain komentoon [, ;. Tél-
laista ohjelmaa kutsutaan standardimuotoiseksi ohjelmaksi. On selvii, ettd
muunlainen lopetus ohjelmalle on mahdollista ainoastaan hyppyoperaation
avulla.

Maaritelma 8. Olkoon ohjelma P = I, 1,13, ..., 1. Tdlloin P on stan-
dardimuodossa, jos jokaiselle P:n hyppyoperaatiolle J(m,n,q) on voimassa
qg<s+1.

Lemma 1. Jokaiselle ohjelmalle P on olemassa standardimuodossa oleva
ohjelma P* siten, ettd jokainen ohjelman P* laskutoimitus on idenitinen vas-
taavaan laskutoimituksen kanssa P:ssd mahdollisesti ohjelman pysdhtymisen
tapaa lukuunottamatta. Kaikille aq, ..., a,,b pdtee

P(ay,as,as,...,a,) | bjos ja vain jos P*(ai,as,as,...,a,) [ b

ja tdten f},n) = fgi) Vn > 0, missi merkinndlld f}(pn) tarkoitetaan n-paikkaista
funktiota, jonka ohjelma P laskee.

Todistus. Olkoon P = Iy, 15,15,...,1,. Jotta saataisiin P* ohjelmasta P
muunnetaan vain hyppyoperaatiota siten, ettd jos hyppadminen pysayttaa
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ohjelman, niin hyppy tapahtuu kiskyyn I4;,. Joten olkoon P* = I}, I, ... I}
sellainen ohjelma, ettd jos I; ei ole hyppyoperaatio, niin I; = I, ja jos
I, = J(m,n, q), niin
* Ik7 jOS q < s+ 17
Iy = . (8)
J(m,n,s+1), josq>s+1.

Taten P* on selvasti vaaditunlainen.
O]

Oletetaan nyt, ettd ohjelmat P ja O ovat standardimuodossa. Téll6in on-
gelmaksi muodostuvat O:n hyppyoperaatiot, silld kun normaalisti operaatio
J(m,n,q) kiskee hyppddmadn g¢:nteen operaatioon (mikili r,, = r,), niin
ohjelmien yhdistdmisen jdlkeen ¢:s operaatio ei enddn ole sama operaatio
kun aiemmin. Tdméan vuoksi ohjelmia yhdistettdessd on O:n jokainen hyp-
pyoperaatio vaihdettava muodosta J(m,n,q) muotoon J(m,n,q+ s), jolloin
hyppyoperaatiot viittaavat alunperin suunniteltuihin operaatioihin.

Niin ollen voimme muodostaa standardimuodossa olevien ohjelmien yhdis-
telmia.

Maaritelma 9. Olkoon P ja () standardimuodossa olevat ohjelmat, joiden
pituudet ovat s ja t. Ndiden ohjelmien yhdistelmé (kirjoitetaan PQ) on
ohjelma Iy, I3, I3, ... 1o, Isiq, ... Isiy, missd P = 11,15, 15, ..., 1 ja Q:mn op-
eraatiot Isiq,..., 15 ovat siten muutettuja, ettd jokainen hyppyoperaatio
J(m,n,q) on korvattu J(m,n, s+ q):lla.

Nyt meilld on siis kiiytossimme tyokalut, joiden avulla voimme yhdistaa
erilaisia ohjelmia saadaksemme aikaan monimutkaisempia ohjelmia ilman,
ettd meidédn tarvitsee valttamétta kirjoittaa yhté pitkda ohjelmaa alusta asti.
On kuitenkin huomioitava sellainen asia, etté kirjoittaessamme ohjelmaa PQ),
voi tulla vastaan tilanne, jossa () kirjoittaa muistiin erilaisia arvoja ja talloin
on huolehdittava siiti, ettd (Q:n tarvitsemat "varastorekisterit" eivét ole olleet
P:n kiytossid. Téstd asiasta voidaan huolehtia seuraavalla tavalla:

Koska P on #érellinen, on olemassa pienin sellainen luku u, ettd mitaan
rekistereista R,, missd v > u, ei mainita ohjelmassa P. Jos siis Z(n), S(n),
T(m,n) ja J(m,n,q) ovat P:n komentoja, niin m,n < u. Talloin kaikissa
P:n vaiheissa R,:n sisdltdé pysyy muuttumattomana, kun v > wu. Tall6in
kirjoittaessamme (Q:ta, voimme varastoida tietoa rekistereihin R, missi v >
u, ilman, ettd se vaikuttaa P:n toimintaan. Téllaista lukua v merkitsemme
p(P).

Tamén lisdksi méarittelemme hieman merkintatapoja, jotka helpottavat
asioiden kisittelya vastaisuudessa. Oletetaan, ettd P on standardimuodossa
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oleva ohjelma, joka laskee funktion f(z1,z5...,2,). Jos P on jonkin suu-
remman ohjelman aliohjelma, voi olla hyddyllisempéda varastoida funktion
flxy,zo. .., x,) sybtteet x1, 5. .., z, ohjelman normaalisti ehdottamien re-
kistereiden Ry, Ro, ..., R, sijaan rekistereihin R, , R;,, ..., R;,. Taéma voi olla
tarpeen, silld funktion f(z1,x9,...,z,) tulostetta voidaan tarvita mychem-
min rekisterissd R; ennemmin kuin rekisterissd R;. Voi olla my6s niin, etta
ohjelman P tyorekisterit Ry, R ..., R, voivat sisiltdd informaatiota, jo-
ka sekoittaa laskennan. Siksi on hyddyllistd muokata P:ti niin, ettd se osaa
ottaa huomioon edellimainitun kaltaiset tilanteet.

Kirjoitamme P[ly, (5. .., [, — [] tarkoittamaan ohjelmaa, joka laskee funk-
tion f(Ry,, Ry, ..., R, ), mutta joka tulostaa vastauksen rekisteriin R;. Ohjel-
man toiminta on kuvattu kuvassa 4. Niin ollen ainoat rekisterit, joihin ohjel-
ma P voi teoriassa vaikuttaa ovat rekisterit Ry, Rs, ..., R, ja ;. On hyvi
huomioida, ettd maaritellessimme ohjelman Plly,ls, ... 1, — [] oletamme,
ettd rekisterit Ry, Ry, ..., [R;, eroavat rekistereistdi Ri, Rs,...,R,. Mikili
néin ei automaattisesti jostain syysté ole, tilanne on helppo palauttaa ha-
lutunlaiseksi.

2 Osittainrekursiiviset funktiot

Edelld olemme kisitelleet rajoittamatonta rekisterikonetta ja kuinka silla
voidaan laskea. Seuraavaksi tutustumme toisenlaiseen tapaan ldhestyé las-
kettavuuden késitetté.

Rekursio on tapa madritelld funktioita siten, ettd funktion arvo méaéray-
tyy sen edellisistd arvoista. Intuitiivisesti helppo esimerkki rekursion kasit-
teestd on Fibonaccin lukujono. Téssd lukujonon ensimméinen arvo on 0,
toinen arvo on 1 ja lukujonon seuraavat arvot ovat kahden edellisen arvon
summa. Talldin funktion ensimmaéisiksi arvoiksi tulevat 0,1,1,2,3,5,8,13, ...
Tamaé lukujono voidaan madritelld rekursiivisena funktiona seuraavalla taval-
la:

0, kun n=0,
F(n)= 41, kun n=1, 9)
F(n—1)+ F(n—2), kunn>I.

Toisaalta sama lukusarja voidaan myos esittaéd funktiona
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Alku

|

T(I1, 1)
Siirra x rekistereista .
R|1,..., Rlnrekistereihin R,... R, j
\—+ T(In, 1)
Z(n+1)
Tyhjenna rekisteritR ..., R :
Z(p(P))
\
f(x) X— R, (kéyttéden P:t&) P
n—~R T, 1)
Loppu

Kuva 4: Plly, ..., 1, —]

(1+VE) = (1= VB)"

F(n) = s

(10)

Néma kaksi funktiota siis kuvaavat samaa lukujonoa, mutta on helppo
havaita, ettd rekursion avulla mééritelty funktio on selvésti yksinkertaisempi
sekd merkitd, ettd ymmartaa intuitiivisesti.

Téssd luvussa méarittelemme tdsmallisesti osittainrekursiivisten funk-
tioiden joukon. Osittainrekursiivisten funktioiden mééarittelyyn tarvitsemme
edelld esitellyn, mutta tédsmaéllisesti méaaritteleméattomén, rekursion kisitteen
lisiksi muutaman muun kiisitteen. Kdymme tarvittavat kisitteet ensiksi lapi
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ja sen jilkeen todistamme, ettd RRK-laskettavien funktioiden joukko % on
suljettu niiden operaatioiden suhteen. Talloin olemme todistaneet, etté kaik-
ki osittainrekursiiviset funktiot voidaan esittidi RRK:n avulla.

2.1 Perusfunktiot

Osittainrekursiivisten funktioiden joukkoa varten meidén on ensiksi maariteltava
ns. perusfunktiot, joita yhdisteleméilld voidaan maéritella muita funktioita.

Maaritelma 10. Perusfunktiot ovat seuraavat kolme funktiota:
1. nollafunktio 0 (0(x) = 0 kaikille x);
2. seuraajafunktio x + 1;
3. projektiofunktio U (xy, x9, x3,. .., 2,) = ; kaikillen > 1 ja 1 <1 < n.

Néistd kolmesta funktiosta ensimmainen siis antaa aina arvoksi 0, toinen
kasvattaa haluttua lukua yhdelld ja viimeinen antaa useampipaikkaisen funk-
tion arvoksi halutun paikan arvon.

Seuraavaksi kilymme lapi korvaamisen, rekursion ja minimalisoinnin.

2.2 Korvaaminen

Uusia laskettavia funktioita voidaan tehdé jo tunnetuista laskettavista funk-
tioista esimerkiksi jirjestamélla uudelleen tai identifioimalla sen muuttujia
tai lisddmalla ylimédrdisia muuttujia.

Miiritelmi 11 (Korvaaminen). olkoon f(yi,...,yx) ja gi(z), ..., gx(x)
RRK-laskettavia funktioita, missic © = (x1,...,x,). Tdlldin on olemassa

funktio h(x) ~ f(q1(x), ..., gx(x)).
2.3 Rekursio

Rekursio on tapa, jolla funktion arvo lasketaan sen edellisistd arvoista ja
mahdollisesti muista jo tunnetuista funktioista.

Miiritelmi 12 (Rekursio). Olkoon © = (z1,...,x,) ja olkoon f(x) ja
g(z,y, 2) funktioita. Talldin on olemassa funktioista f(x) ja g(x,y, z) kostru-
oitava, yksikdasitteinen funktio h(z,y) joka toteuttaa rekursio-ehdot:

1. h(x,0) ~ f(x)

2. h(z,y+1) ~g(z,vy, h(z,y)).
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Funktion haluttu arvo saadaan laskemalla annetusta alku-arvosta seuraa-
va arvo, jonka jilkeen lasketaan sité seuraava arvo ja tatd jatketaan kunnes
saadaan funktion haluttu arvo.

On huomioitava, ettd mikéli f ja g eivit ole taydellisid funktioita, ei h ole
myoOskddn valttamatta tdydellinen funktio. T&lldin A:n méaarittelyjoukolla on
seuraavat ominaisuudet:

1. (x,0) € Dom(h) joss x € Dom(f),

2. (x,y+ 1) € Dom(h) joss (x,y) € Dom(f) ja (x,y,h(x,y)) € Dom(g).

Lisdksi kannattaa huomata, ettd rekursion méaritelméassa ei ole kyse ke-
hapaattelystd, silld laskettaessa funktion h(x, y) arvoa kiytetaéin aina arvoja,
jotka tunnetaan jo.

Esimerkki 8. Esimerkiksi lukujen z ja y yhteenlasku saadaan ilmoitettua
seuraavalla tavalla: kaikilla x, y pitee t + 0=z jaz+ (y+1) = (x +y) + 1.
Téten yhteenlasku, eli funktio h(z,y) = = + y, méaritelldsn rekursiivisesti
funktioilla f(x) =z ja g(x,y,2) = 2 + 1.

Voimme méiritelméssd 10 méaritellyistd perusfunktioista ja korvaamises-
ta ja rekursiosta méaritelld primititvirekursiiviset funktiot siten, ettd primi-
tiivirekursiivisten funktioiden joukko £Z on pienin joukko funktioita, joka
on suljettu perusfunktioiden, korvaamisen ja rekursion suhteen. Maéaritellak-
semme osittainrekursiiviset funktiot, meiddn on méaariteltdva vield minima-
lisointi.

2.4 Minimalisointi

Oletetaan, ettd meilld on funktio f(x,y) ja haluamme tietda pienimmén sel-
laisen ym arvon, jolla f(x,y) = 0. Tatd varten méarittelemme funktion
G(x) = pienin sellainen y, ettd f(x,y) = 0 Téassd voi tulla esille seuraa-
vat kaksi ongelmaa:

1. Voi olla, ettd milldén y ei kiy niin, ettd f(x,y) = 0.

2. Oletetaan, ettd f on laskettava. Kdytetdén seuraavanlaista luonnollista
algoritmia laskemaan G(x): "Lasketaan f(x,0), f(x, 1), ...kunnes loy-
detdan sellainen y, ettd f(x,y) = 0". Tadma proseduuri ei kuitenkaan
valttamattd pysdhdy jos f ei ole tdydellinen, vaikka téllainen gy olisi
olemassa, silld voi esimerkiksi olla, ettd f(x,0) ei ole maéritelty, mutta

f(x,1)=0.
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Madrittelemme siis minimalisaatio-operaattorin p seuraavalla tavalla:

Miiritelmé 13 (Minimalisointi). Jokaiselle funktiolle f(x,y) on olemas-
sa funktio

pienin sellainen y, ettd f(x,z) on méiiritelty kaikilla
py(f(z,y) =0) = ¢ 2 <yja f(x,y) =0, jos tillainen y on olemassa,;
madritteleméaton muulloin.
(11)

Edelld madriteltyjen operaatioiden avulla méaritellddn osittanrekursiiviset
funktiot.

Maaritelma 14. Osittainrekursiivisten funktioiden joukko Z on pienin joukko
funktioita, joka sisdaltia perusfunktiot 0, x + 1 ja Ul ja on suljettu kor-
vaamisen, rekursion ja minimalisoinnin suhteen.

Seuraavaksi tarkastelemme niisanottua Ackermannin funktiota |3, s. 362]

esimerkkiné funktiosta, joka on osittainrekursiivinen, mutta ei primitiivirekur-
siivinen.

Esimerkki 9. Ackermannin funktio

Madéritellaan funktio ¢ (z,y) rekursion avulla seuraavalla tavalla:

y+1, kun x=0,
P(x,y) = vz —1,1), kun y=0, (12)
Y(x —1,¢(z,y — 1)), muulloin.

Voimme havainnollistaa funktion kiyttaytymistd merkitsemalld f,(y) =

(z,y), jolloin saadaan funktiojono fy, f1, fa, ..., missé
foly) =y+1
fily) =y+2
foly) =2y +3
fsly) =2v n 3
faly) =y -3
<~
y+3

Intuitiivisesti tdmé funktio on melko helppo ymmartaéd laskettavaksi,
mutta sen madrittelyn sisdltdmé erddnlainen tuplarekursio tekee sen mah-
dottomaksi méaritelld ilman minimalisointia. Todistus siité, ettd funktio on
osittainrekursiivinen, mutta ei primitiivirekursiivinen sivuutetaan.
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3 Osittainrekursiivisten funktioiden
laskettavuus

Tamén kappaleen tavoitteena on osoittaa, ettd jokainen osittainrekursiivinen
funktio on RRK-laskettava. Todistaaksemme, ettd #Z C %, meiddn taytyy
osoittaa, ettd perusfunktiot 0, x + 1 ja U] ovat laskettavia funktioita ja ettd
% on suljettu korvaamisen, rekursion ja minimalisoinnin suhteen.

3.1 Perusfunktiot
Lause 1. Perusfunktiot 0, v + 1 ja U ovat RRK-laskettavia funktioita.

Todistus. Jokaisen funktion laskettavaksi osoittamiseksi riittda esittaé ohjel-
ma, joka laskee k.o. funktion.

1. Funktion 0 laskee ohjelma Z(1).
2. Funktion = + 1 laskee ohjelma S(1).
3. Funktion U*(z1, s, ..., x,) laskee ohjelma T'(i, 1).
[

Seuraavaksi osoitamme, ettd % on suljettu sekd korvaamisen, rekursion,
ettd minimalisoinnin suhteen.

3.2 Korvaaminen

Lause 2. Olkoon f(y1,...,yx) ja g1(x), ..., gr(x) RRK-laskettavia funktioita,
missd x = (x1,...,x,). Tdalldin funktio h(x) ~ f(g1(x),...,g9x(x)) on RRK-
laskettava.

Todistus. Olkoon F, Gy, ..., G normaalimuodossa olevia ohjelmia, jotka laske-
vat funktiot f, g1, ..., gr. Viitteen todistamiseksi riittda muodostaa ohjelma
H, joka laskee h:n. Haluttu ohjelma toimii siten, ettd kun x on mééritelty,
kiytetdaan ohjelmia Gy, ..., Gy laskemaan funktiot g;(x),..., gr(x) ja sitten
ohjelmaa F' laskemaan f(g;(x),...,gx(x)).

Merkitdéan m = max(n, k, p(F), p(G1),...,p(Gk)), missid p(G) tarkoit-
taa pienintd sellaista lukua wu, ettd mitdan rekistereistd R, ei tarvita, mis-
sd v > u. Talla tavalla varmistetaan, ettd tarvitsemamme varastorekister-
it ovat tyhjid, eikd hyodyllistd informaatiota mene hukkaan. Talletetaan x
rekistereihin R, 1,..., Ry ja rekistereitd R, ipi1, ..., Rmaner kdytetddn
tallentamaan arvot g;(z), kun ¢ = 1,2,... k. Nadm# rekisterit unohdetaan
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laskettaessa ohjelmilla F' Gy, ..., G. Ohjelman konfiguraatio niyttaé talloin
seuraavalta:

Rl .. Rm Rm+1 .. Rm+n Rm+n+1 Rm+n+2 ... Rm+n+k

X g1(x) 92(x) e gk(x)

Ohjelma H voidaan ilmaista seuraavasti:

T(l,m+1)

T(n,m+n)
Gilm+1,m+2,... m+n—>m+n-+1]

Grm+1,m+2,....om+n—m+n+k
Fim+n+1,....m+n+k—1]

Ohjelma H siis laskee ensin funktiot ¢1(x), ..., gr(x) varastoiden jokaisen
funktion vastauksen varastorekistereihin R, ,11,..., Rpmintk. Tamén jal-
keen ohjelmaa laskee funktion f(y1,...,yx) siten, ettd se ottaa funktion
muuttujien arvoiksi funktioiden ¢;(x), ..., gx(x) arvot niistd varastorekisterei-
std, joihin ne on tallennettu. Ohjelman toiminta on kuvattu kuvassa 5.

Selviisti H(x) pysihtyy tdsmilleen silloin, kun kaikki laskut G;(x) (1 <
i <k)ja F(g1(x),...,gk(x)) pysahtyviit, mikd on vaadittu tulos.

]

Huom. Edellisessi lauseessa on huomioitava, etti h(x) on mééritelty tés-
mélleen silloin, kun g;(x), ..., gr(x) ovat kaikki méariteltyjé ja (g1 (x), . .., gr(x))
€ Dom(f); titen jos f ja gi,..., gr ovat kaikki tdydellisii funktioita, niin h
on tdydellinen funktio.

Esimerkki 10. Funktiosta f(y;,y2) voidaan muokata esimerkiksi funktiot:

hi(z1,x9) ~ f(x2,21) (uudelleenjirjestaminen),

ho(x) =~ f(x,x) (identifiointi),

hs(x1, T2, x3) ~ f(x9,x3) (ylimidrdisen muuttujan lisidminen).

Seuraava lause, joka on lauseen 2 sovellus, osoittaa, ettd esimerkiksi esi-
merkin 10 operaatioiden avulla laskettavista funktioista saadut uudet funk-
tiot ovat laskettavia.
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Alku

v

Varastoi x rekistereihin Rm+

-

9,(x)->R

.+ R

1’ m+n

m+n+1

Toista funktioille
9,(x), -.., g, ,(x)

9,x)->R

m+n+k

L‘

f(g,(x). .g,(x)) > R,

v

Loppu

Kuva 5: Korvaaminen

Lause 3. Olkoon f(y1,...,yx) laskettava funktio ja muuttujien xi, ..., x, k-
jono (jossa on mahdollisesti toistoja) on x;,, iy, . . ., x;,. Tdlloin h:n madradmd
funktio

h(xy, ..o xn) >~ (T, Tig,y ooy Tiy )

on laskettava.

Todistus. Merkitseméalld x = (xy,...,r,) saamme
h(x) = f(U;(x), Uj(x) ..., Ui (%))
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Tama taas on laskettava méaaritelmén 10 ja lauseen 2 nojalla.

O]

Tamaéan lauseen avulla ndemme, ettd lause 2 pétee kun f:84n sijoitetut

funktiot gy, ..., g, eivit ole valttaméatta kaikkien muuttujien x4, ..., z, funk-
tioita.

3.3 Rekursio

Lause 4. Olkoon f(x) ja g(x, vy, ) laskettavia funktioita , missi € = (x1,...,x,).
Talloin funktio h(z,y), joka saadaan f:sti ja g:sti rekursion avulla, on las-
kettava.

Todistus. Olkoon F' ja G normaalimuodossa olevia ohjelmia, jotka laskevat
funktiot f(x) ja g(x,y, z). Teemme ohjelman H funktiolle h(x, y) kiyttaméalla
rekursion médritelméd. Kun alkuperiiset asetukset ovat x1,...,x,,9,0,0, ...,
H laskee ensin h(x,0):n kiyttamalld F:&4. Sitten, jos y # 0, H kiyttda G:ta
laskeakseen perdkkiin A(x,1)mn, h(x,2):n, ...ja h(x,y):n ja pysihtyy tdmén
jalkeen.

Olkoon m = max(n + 2, p(F'), p(G)). Aloitamme varastoimalla xm ja y:n
arvot rekistereihin R, 1,..., Ryine1; seuraavaa kahta rekisterid kiytetdan
varastoimaan numeroiden k ja h(x,k) (k = 0,1,2,...,y) nykyiset arvot.
Merkitsemalld t = m + n proseduurin konfiguraatio ndyttaa seuraavalta:

Rl N Rm Rm+1 PN Rt Rt+1 Rt+2 Rt+3

X Yy k h(z, k)

kun k = 0 aluksi.

Ohjelman toiminta on kuvattu kuvassa 6.
Tamé proseduuri voidaan kddntdd ohjelmaksi H, joka laskee h:n:
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Alku

L*

R

Varastoi X, y rekistereihin Rm+

t+1

Aj

a(x, k, h(x, k)) — R..

Loppu

Kuva 6: Rekursio

T(l,m+ 1)

Tn+1 m+n+1)
F[1 ,n — t+ 3]
J(t—i—2 t+1 p)

G

t+%
+4)

t+3 1)

Taten h on laskettava.

S
J(1,
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3.4 Minimalisointi

Lause 5. Olkoon funktio f(z,y) laskettava. Tdlldin funktio g(x) = py(f(z,y)
= 0) on myds laskettava.

Todistus. Olkoon x = (z1,...,x,) ja F standardimuodossa oleva ohjelma,
joka laskee funktion f(x,y). Olkoon m = max(n + 1, p(F)). Kirjoitamme
ohjelman G, joka ilmaisee luonnollisen algoritmin g:lle: kun £ = 0,1,2,...
lasketaan f(x,k):ta kunnes loydetadn sellainen k, ettd f(x,k) = 0. TAma k
on haluttu ulostulo.

Arvot xq,w9,...,z, sekd k:n nykyinen arvo tallennetaan rekistereihin
Ryi1, ...y Ryiny1 ennenkuin lasketaan f(x, k), jonka jilkeen konfiguraatio
ndyttdd seuraavanlaiselta (R, 1 ... Ryinio Ovat varastorekistereitd):

Rl v Rm Rm+1 e Rm+n Rm—l—n—i—l Rm+n+2

X k 0

Téalléin £ on alunperin nolla ja r,,,,.2 on aina nolla.
Ohjelman toiminta on kuvattu kuvassa 7.
Ohjelma G, joka toteuttaa ¢g:n ndyttdad seuraavalta:

T(1,m+1)
(n,m+n)
m+1m+2....m+n+1—1]

Lause 6. % C %

Todistus. Viite seuraa lauseista 1, 2, 4 ja b
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Alku

v

Varastoidaan x rekistereihin

R . -wR
Y
» f(x, k) — R,
k:i=k+1 .
Ei
Kylla
k— R1
Loppu

Kuva 7: Minimalisointi

4 Turingin kone

Kolmas, ja viimeinen téssa tyossa kisiteltava, tapa maaritelld laskettavuuden
késite tdsmaéllisesti on niin sanottu Turingin kone. Se on kenties tunnetuin las-
kettavuuden tasmallisistd madritelmistd. Koneen suunnitteli Englantilainen
matemaatikko Alan Turing vuonna 1936.

4.1 Turingin koneen maarittely

Turingin koneen rakenne muistuttaa hieman RRK:ta, silld myos siind varas-
toidaan merkkejd samankaltaiselle nauhalle kun RRK:ssa. Nauhan lisiksi
Turingin koneessa on lukupéd, joka on aina jossakin tilassa, ja joka lukee
kohdallaan olevan symbolin ja toimii sen jilkeen sille annettujen ohjeiden
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mukaisesti.

Maaritelma 15. Turingin kone M rokentuu seuraavista osista:

1. Adrellinen aakkosto ¥ = {s0, 51,82, ...,8n}. Varaamme symbolin sy
merkitsemddn tyhjdda ruutua. Nauhalla merkitsemme sita symbolilla V.
Lisdksi varaamme symbolin si niinsanotuksi "merkkisymboliksi" (tastd
eteenpdin vain "merkki") ja merkitsemme sitd symbolilla 1.

2. Adrellinen mddrd tiloja Q = {q1, g2, 3, - - -, Gm }-

3. Adrellinen mddrd kdiskyji I, 1o, ..., I, joista jokainen on seuraavaa
muotoa:

(a) qus;skq : Luettuaan symbolin s; tilassa q, oleva kone pyyhkii lue-
tun symbolin ja kirjoittaa tilalle symbolin sy, jonka jalkeen kone
surtyy tilaan q.

(b) qus;Rq : Luettuaan symbolin s; tilassa q, oleva kone siirtyy yhden
ruudun otkealle, jonka jilkeen se stirtyy tilaan q.

(¢) qus;Lq : Luettuaan symbolin s; tilassa q, oleva kone siirtyy yhden
ruudun vasemmalle, jonka jilkeen se suirtyy tilaan q;.

Tulee huomoida, ettd ohjelman késkyjen on oltava yksikésitteiset, eli
jokainen pari g,s; viittaa korkeintaan yhteen nelikkoon g,s;a 03, silld muuten
kone ei tiedd minki ohjeen se suorittaisi.

Kone toimii siten, ettd sille annetaan nauha ja se asetetaan tiettyyn alku-
tilaan. Tamén jalkeen kone lukee lukupéélld lukupédin kohdalla olevan sym-
bolin, jonka jilkeen se toimii kyseiselle symbolille méaaratyn kiskyn mukaises-
ti, jatkaen talla tavoin kunnes silld ei ole endédn kiskyé, jonka se voisi toteut-
taa, jolloin ohjelma pysahtyy. On tdysin mahdollista, ettd néin ei kily koskaan
ja tilloin ohjelma jatkaa toimintaansa loputtomiin.

Tarkastellaksemme Turingin koneen toimintaa kiytinnosséi teemme ohjel-
man, joka muuntaa annetun nauhan kaikki symbolit nolliksi, kunnes se tor-
maa tyhjaan ruutuun, jonka jilkeen ohjelma pysahtyy.

Esimerkki 11. Olkoon M Turingin kone, jonka aakkosto on {V,0, 1} ja sen
ainoa mahdollinen tila on ¢;. Tall6in ohjelma, joka muuntaa nauhan kaikki
symbolit nolliksi, on muotoa:

¢110q:
¢10Rq,
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Oletetaan, ettd M:lle on annettu seuraavanlainen nauha (symbolilla |
tarkoitetaan lukupéén sijaintia):

!
VIiit|1|0]|1]|V

Alussa kone on tilassa ¢;. Koneen kiynnistyessé se lukee nauhalta symbolin 1,
jonka jilkeen se tarkistaa ohjeistaan, mita sen pitda tehda luettuaan symbolin
1. Kone havaitsee, ettd sen tulee korvata symboli 1 symbolilla 0 ja pysyd
tilassa ¢;. Tamaén jilkeen tilanne nauhalla on seuraava:

!
VIio|1|0]|1]|V

Nyt kone lukee nauhalta symbolin 0, jonka jilkeen se katsoo ohjeistaan, mitd
sen tulee tehdi seuraavaksi. Ohjeiden mukaisesti kone siirtyy yhden ruudun
oikealle ja pysyy tilassa ¢;. Tamén jilkeen ohjelma lukee seuraavan symbolin
ja koska se on 1, ohjelma korvaa sen symbolilla 0 ja siirtyy askeleen oikealle.
Tamén jalkeen tilanne ndyttdd seuraavalta:

!
VI0]0o|0]|1]V

Seuraavaksi kone lukee nauhalta symbolin 0 ja siirtyy suoraan seuraavaan
ruutuun. Tamén jalkeen kone lukee symbolin 1, korvaa sen symbolilla 0 ja
siirtyy oikealle. Koska seuraava ruutu on tyhji, kone ei tiedd mitd sen pitiisi
tehd4, joten se pysdhtyy ja koneen lopputila nidyttia seuraavalta:

!
VIioj0o]|0]|0]|V

4.2 Turingin koneen toiminta

Vaikka Turingin koneen aakkosto voi periaatteessa olla minkélainen hyvéin-
si, kunhan se on #érellinen, kiiytetddn tavallisesti yksinkertaisuuden vuok-
si aakkostoa, jossa on vain symbolit V ja 1, silld tdméan aakkoston avulla
voidaan ilmaista tasmaélleen samat asiat kun laajemmissakin aakkostoissa.
Kun koneen merkisté koostuu vain symboleista V ja 1, tarvitaan jokin
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tapa esittdmaan kokonaislukuja. Kaytdmme tapaa, jossa x + 1 perdkkaista
merkkié (eli symbolia 1) tarkoittaa lukua x. Yksi ylimdardinen merkki tarvi-
taan, jotta voidaan erottaa luku 0 tyhjasta ruudusta merkitsemélla sita yhdel-
18 merkilla.

Laskeaksemme n-paikkaisen funktion f(z1,xs, ..., x,) tarvitsemme tavan
eroittaa luvut xq, o, ..., x, toisistaan nauhalla. Tdméan teemme erottamalla
kaksi lukua toisistaan tyhjélla ruudulla.

Maérittelemme tédssd tyossd Turingin koneen alkutilan sellaiseksi, ettd
funktion f(x1,xo,...,z,) sydtteet ovat nauhalla jarjestyksessa x, xo, ..., x,
vasemmalta lukien ja lukupdi on viimeisti muuttujan x, varaamasta ruu-
dusta katsottuna seuraava ruutu oikealle pdin. Tdm& médritelma on taysin
mielivaltainen, joten toiminnaltaan erilaisia Turingin koneita on olemassa
lukuisia.

On huomioitava myos sellainen asia, ettd periaatteessa emme voi tietdé,
ettd onko nauhalla syotteen lisdksi muita aakkoston symboleja, joten ole-
tamme, ettd alkutilassa nauha on tyhja syotetta lukuunottamatta.

Turing-laskettavuuden maérittelemme seuraavalla tavalla.

Maaritelma 16. Funktio f(z1,x9,...,x,) on Turing-laskettava, mikdli on
olemassa Turingin kone M siten, ettd mikdli koneeseen on annettu sydtteet
T, T, ..., Ty (jolloin lukupid on siis x,:n oikealla puolella), pysihtyy kone
seuraamalla M :n ohjeita tilaan, jossa tuloste f(xy,xa,...,x,) on lukupddn
vasemmoalla puolella.

Esimerkki 12. Funktio f(z,y) = = + y on Turing-laskettava, silld on ole-
massa ohjelma, joka laskee tdmén laskun. Ohjelma voi olla esimerkiksi seu-
raavanlainen:

@1V Lgo
721V g3
q3V Lqy
qs1Lqy
q4V Lgs
q51Lgs
a5V Rqg
761V ar
q7V Rgs
qs1 Rqs
qsV1qy
qo1Rqe

Nauhalle on siis syotetty luku x ja luku y, jolloin nauhalla on siis yhteensa
x +y + 2 ykkosta ja yksi tyhja ruutu ykkdsien vilissd. Ohjelma toimii siten,

29



ettd lukupéd liikkuu yhden ruudun vasemmalle, jonka jilkeen lukupéd pyykii
kohtaamansa ykkdsen. Tamaéan jilkeen lukupééd liikkuu vasemmalle, kunnes
torméa tyhjadn ruutuun ja jatkaa siitd vieldkin vasemmalle, kunnes kohtaa
seuraavan tyhjan ruudun. Seuraavaksi lukupad siirtyy yhden ruudun oikealle,
pyyhkii siind olevan ykk&sen, siirtyy oikealle kunnes kohtaa tyhjan ruudun ja
korvaa sen ykkosella. Lopuksi lukupéé siirtyy oikealle, kunnes kohtaa tyhjan
ruudun ja pysahtyy siithen. Lopputuloksena lukupéin vasemmalla puolella on
xr + vy + 1 ykkosté, joka on haluttu tulos. Néinollen funktio 4+ y on Turing-
laskettava.

4.3 Osittainrekursiivisten funktioiden Turing-
laskettavuus

Olemme nyt tarkastelleet Turingin koneen toimintaa ja seuraavaksi todis-
tamme, ettd kaikki osittainrekursiiviset funktiot ovat Turing-laskettavia. To-
distuksen luonne on vastaavan kaltainen kun osoittaessamme osittainrekursii-
visten funktioiden olevan myos RRK-laskettavia. Koska todistus olisi yksi-
tyiskohtaisesti lapi kiiytyna liian pitké titd tyotd varten, emme kiy todistus-
ta lapi yksityiskohtaisesti. Tarkka todistus l0ytyy esimerkiksi Martin Davisin
kirjasta Computability and unsolvability [1958].

Todistaaksemme, ettd jokainen osittainrekursiivinen funktio on Turing-
laskettava osoitamme, ettd perusfunktiot ovat Turing-laskettavia, ja ettd
Turing-laskettavien funktioiden joukko on suljettu korvaamisen, rekursion
ja minimalisoinnin suhteen.

Lause 7. Perusfunktiot 0, x + 1 ja U ovat Turing-laskettavia.

Todistus. Osoitamme, ettd kukin néistd funktioista on Turing-laskettava.

1. Nollafunktio

Oletetaan, ettd nauhalle on sydtetty luku z ja haluamme, ettd kone
pyyhkii z:n ja tulostaa sen sijaan luvun 0. Tama onnistuu esimerkiksi
seuraavalla ohjelmalla:

q@V Lq
q11Lqo
@21Rqs3

31V
2V Rqy

qs1Rgs

Ohjelma toimii siten, ettd aluksi lukupédé siirtyy yhden ruudun vasem-
malle, jossa se lukee ykkdsen. Tamén jilkeen lukupda liikkkuu toisen
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ruudun vasemmalle tarkistamaan, onko sielld ykkonen vai ei. Jos ky-
seinen ruutu on ykkoénen, lukupéa palaa tyhjentamaén edellisen ruudun
ja aloittaa toimintansa alusta. Jos taas lukupéi ei tormaé ykkoseen li-
ikuttuaan ensin kaksi ruutua vasemmalle, lukupaé palaa takaisin kah-
den ruudun verran ja pysahtyy. Ndin ohjelma siis tyhjentdd ruutuja,
kunnes se tormad ykkoseen, jonka vasemmalla puolella ei ole toista
ykkostd. Taméan tilanteen tullessa vastaan, lukupéddn liikuttua ensin
kaksi ruutua oikealle, on lukupdin vasemmalla puolella yksi ykkonen,
joka on haluttu tulos.

. Projektiofunktio

Projektiofunktio U(z1,xo,x3,...,2,) = x; saadaan aikaiseksi siten,
ettd tehddin ohjelma, joka siirtdd lukupéddn luvun z, vieresti luvun
Zn,_1 viereen, ja suoritetaan tdmé ohjelma n — ¢ kertaa. Sopiva ohjelma
voidaan tehdd esimerkiksi seuraavalla tavalla:

@V Lq
q11Lgo

Téssa ohjelmassa lukupéa siis siirtyy ensiksi yhden ruudun vasemmalle
ja sen jalkeen vasemmalle aina lukiessaan ykkosen. Kun lukupad lukee
seuraavan kerran tyhjan ruudun, ohjelma pysédhtyy, joka on haluttu
tulos.

. Seuraajafunktio

Seuraajafunktio saadaan lisddmalld nauhalle yksi ykkonen ja siirtamél-
14 lukupéaita yhden askeleen oikealle tdmén jélkeen:

@Vig
Q11 Rqs

O

Seuraavaksi osoitamme, ettd Turing-laskettavien funktioiden joukko on

suljettu korvaamisen, rekursion ja minimalisoinnin suhteen.

Lause 8. Olkoon f(y1,...,yx) ja gi(x), ..., gr(x) RRK-laskettavia funktioita,
missd x = (x1,...,x,). Talloin funktio h(z) ~ f(g1(x),. .., ge(x)) on Turing-
laskettava.

Todistus. Olkoon

h(x) = flg1(x), -, gr(x))
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jaoletetaan, etta funktiot g (x), . .., gr(X), f ovat laskettavia koneilla M, . . .,
M., M, 1. Talloin h voidaan laskea ohjelmalla, jonka toiminta on kuvattu
vuokaaviossa 8. Kéytdnnossd ohjelma toimii siten, ettd lasketaan syGttei-
den oikealle puolelle ensin g;(x), sitten go(x) jne siten, ettd tulosteet tal-
lennetaan riviin laskemisjirjestyksessd, kunnes on laskettu kaikki funktiot
g1(x), ..., gr(x). Tamin jilkeen lasketaan saatuja arvoja gi(x), g2(x), ...,
gr(x) kdyttdmalld haluttu funktio, eli f(g1(x),...,gx(x)), ja lopuksi pois-
tetaan arvot ¢(x),g2(x),...,gr(x), sekd alkuperdinen sytte ja siirretdén
lukupéé saadun arvon oikealle puolelle. Téten funktio h(x) on Turing-laskettava.
O

Lause 9. Olkoon f(x) ja g(x,y, 2) laskettavia funktioita , missi € = (x1,...,x,).
Tdlloin funktio h(x,y), joka saadaan f:sti ja g:sti rekursion avulla, on
Turing-laskettava.

Todistus. Tarkastellaan rekursiivisesti méaariteltyja funktioita

h(x,0) =~ f(x),
h(x,y 4+ 1) ~ g(x,y, h(x,y)).

Oletetaan, ettd f ja g ovat laskettavia funktioita, jotka laskevat koneet M,
ja M,. Laskemme funktion h vuokaavion 9 mukaisesti. Ideana on laskea
h:n perakkiisid arvoja yksi kerrallaan sen edellistd arvoa kidyttden, kunnes
olemme saavuttaneet halutun arvon. Pysyidksemme mukana iteraatiokier-
roksista, kilytdmme laskuria s, joka on aluksi arvossa y ja jota piennennetiin
yvhdelld jokaisella kierroksella, sekd laskuria ¢, joka on aluksi 0, mutta jota
kasvatetaan jokaisen askeleen jidlkeen yhdelld kunnes ¢ = y. Téten siis koko-
ajan s+t = y. Kun t = y, ohjelma poistaa nauhalta kaiken laskennan tulosta
lukuunottamatta, jonka jilkeen lukupéé siirtyy vastauksen oikealle puolelle.
Téten nauhamme néyttaéd seuraavalta:

V... Va,VyVsVitV f(xy,..., x,,t).

Néinollen funktio A(x,y) on Turing-laskettava.
[

Lause 10. Olkoon funktio f(z,y) laskettava. Tdlloin funktio g(x) = py(f(z,y)
= 0) on myds laskettava.

Todistus. Olkoon
9(x) = py(f(x,y) = 0)
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Alku

'J

Kopioi syétteet oikealle.
Simuloi ohjelmaa M. .

Poista kopio sy6tteista ja
siirra z, syotteeiden
oikealle puolelle.

'

Kopioi syctteet z :n
oikealle puolelle.
Simuloi ohjelmaa M,

ja tulosta z,.
Poista syétteiden kopio
jasiirra z,z :n oikealle

puolelle.

Toista tulosteille

z,..,2

3 m-1"

Kopioi syotteet z__:n

oikealle puolelle.
Simuloi ohjelmaa M

ja tulosta z .
Poista syétteiden kopio
jasiirraz_z  :noikealle

puolelle.

v

Simuloi ohjelmaa M __ _ ja tulosta z.
Poistaz, ..., z_ja alkuperaiset
syotteet. Siirry z:n oikealle puolelle.

v

Loppu

Kuva 8: Korvaaminen

ja oletetaan, ettd f on laskettava funktio ja sen laskee kone M. Tall6in funk-
tion g laskee kone, jonka toiminta on kuvattu vuokaaviossa 10. Koneen idana
on laskea funktion f(x,y) perdkkiisid arvoja alkaen arvosta y = 0, kunnes
saavutetaan sellainen y, ettd f(x,y) = 0. TAm& y on etsitty arvo. Jos taas
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Alku

VJ

Kirjoita syétteiden oikealle
puolelle y:sta kopio s sekad muuttuja t
(joka on nolla tdssa vaiheessa).
Simuloi ohjelmaa M ja tulosta z.

l

Tarkista, onko
s=07

-
-

Ei
Kyl I

Kasvata t:ta ja
pienenna s:8a yhdelld merkilla.
Poista kaikki paitsi z ja siirry Simuloi ohjelmaa M,, tulosta

z:n oikealle puolelle. uusi tuloste z ja siirrd se t:n
viereen poistamalla edellinen
tuloste.

i

Loppu

Kuva 9: Rekursio

tallaista arvoa ei ole, niin kone jatkaa toimintaansa loputtomiin. N&inollen
funktio g(x) = py(f(x,y) = 0) on Turing-laskettava.

O
Edellisista lauseista voimme johtopdatoksend esittéa, ettd 2 C 7.
Lause 11. # C 7.
Todistus. Viite seuraa lauseista 7, 8, 9 ja 10.
O
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Alku

%

Kirjoita syotteiden oikealle
puolelle y (joka on
yhden merkin mittainen tassa
vaiheessa).

'

Simuloi M:&a ja
tulosta tuloste z.

l

Tarkista, onko

z=07?
Kylla Ei
v v
_Poista sydtteet ja z, Poista tuloste z ja kasvata y:td | |
jonka jalkeen siirry y:n yhdella merkilla.
oikealle puolelle.

v

Loppu

Kuva 10: Minimalisointi

5 Laskettavien funktioiden joukkojen
yhtapitavyys

Taméan kappaleen tarkoituksena on osoittaa, ettd 7 = % = . Tahén
mennessd olemme jo todistaneet, ettd Z C % ja ettd Z C 7. Tadmén lisdksi
meidén on vield todistettava vaitteet toiseen suuntaan, eli ettd % C Z ja
etta 7 C A.

Lause 12. Z C %.
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Todistus. Todistaaksemme, ettd % C Z oletetaan, ettd f(z) on RRK-lasket-
tava funktio, jonka laskee ohjelma P = Iy, I, ..., I,. Olkoon seuraavat funk-
tiot yhteydesséi ohjelmaan P.

Rq:n sisélto t:n askeleen jalkeen

laskettaessa P(x):44, jos P(x) ei ole vield pyséhtynyt;

c(x,t) =
Ry:n loppusisilto, jos P(x) on pysdhtynyt alle ¢:ssi askeleessa.
(13)
seuraavan askeleen jarjestysluku, kun ohjelmaa P(x) on kéyty ¢
(1) askelta, jos P(x) ei ole pysiahtynyt korkeinaan ¢:ssé askeleessa;
(X, 1) =

0, jos P(x) on pysdhtynyt korkeintaan ¢:ssi askeleessa.
(14)

Selvisti ¢ ja 7 ovat tdydellisid funktioita.
Jos f(x) on médritelty, niin P(x) pysdhtyy tdsmaélleen ¢y:n askeen jélkeen,
missa

to = pt(j(x,t) = 0)
ja talldin

f(x) = c(x,to).
Toisaalta, jos f(x):44 ei ole mééritelty, niin P(x) ei pysdhdy ja niin j(x,t)
ei ole koskaan nolla. Talloin ut(j(x,t) = 0):44 ei ole médritelty. Taten kum-
massakin tapauksessa saamme

Fx) = elx. pt(i(x. t) = 0).

Osoittaaksemme, ettd f on osittainrekursiivinen, riittda osoittaa, ettd c
ja 7 ovat rekursiivisia funktioita. Selvisti namé funktiot ovat laskettavia in-
formatiivisessa mielessd, silld voimme seurata laskentaa P(x) t-askelta. On
kuitenkin melko ty6lasta, vaikkei kovin vaikeaa, osoittaa yksityiskohtaises-
ti, ettd j ja c ovat rekursiivisia. Tdméa tarkempi todistus 16ytyy Cutlandin
kirjasta [1, s. 51]. Téten f on osittainrekursiivinen.

[]
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Lause 13. Z = % .

Todistus. Viite seuraa lauseista 6 ja 12.
O

Seuraavaksi osoitamme, ettd 7 C %. Tatd varten méaarittelemme apu-
lauseen, jonka tarkan todistuksen sivuutamme tilan puutteen vuoksi.

Lause 14. On olemassa sellainen primitiivirekursiivinen funktio U ja sel-
laiset primitiivirekursiiviset predikaatit T,, (n > 1), ettd jokaiselle rekursii-
viselle n-muuttujaiselle funktiolle f on olemassa yksikdisitteinen luonnollinen
luku e (jota kutsutaan f:m indeksiksi), jolle pdtee:

1. Vay, ... Ve, FyT,(e,x1,. .., Tn,Y)
2. f(xy,...,xn) =U(uyTa(e,z1, ..., 20, y)).

Todistus. Todistuksen ideana on yhdistda yksikasitteisesti luvut funktioihin
ja laskutoimituksiin siten, ettd predikaatti T, (e, z1,...,x,,y) ilmaisee vait-
teen: y on funktion, jolla on indeksi e, arvon laskemisen numero syotteilld
x1,To, ..., Ty Tadmén avulla funktio pyT, (e, x1,...,z,,y) antaa yhden t&l-
laisen laskennan luvun ja funktio U erottaa tulosteen arvon siitd. Tama asia
on kuitenkin liian pitké todistaa tatd tyotd varten. Yksityskohtaista todis-
tusta varten katso [2, s. 90-96].

m

Lause 15. 9 C &%

Todistus. Lauseen 14 perusteella voimme maéédritelld primitiivirekursiivisen
funktion T,,(e, z1, . .., z,,y) siten, ettd y koodaa lukuun e viittaavan Turingin
koneen sy6tteilla x4, ..., z, suorittaman laskun. Olkoon U sellainen primi-
tiivirekursiivinen funktio, ettd jos y koodaa laskennan, niin U(y) on arvo,
joka kirjoitetaan lukupiédn vasemmalle puolelle y:n koodaaman laskennan vi-
imeisessd konfiguraatiossa. Jos f on funktio, joka on koodattu luvulla e, niin
silloin f on rekursiivinen, koska

flz, . xn) =U(uyTa(e, z1, ... 20, y)).

Lause 16. 9 =%

Todistus. Viite seuraa lauseista 11 ja 15.
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Nyt voimme tehda sen johtopaddtoksen, ettd tdman tyon tédrkein viite,
eli ettd RRK-laskettavien funktioiden, osittainrekursiivisten funktioiden ja
Turing-laskettavien funktioiden joukot olisivat yhtépitavia, on tosi.

Lause 17. T =U =%

Todistus. Viite seuraa lauseista 13 ja 16.

6 Churchin teesi

Olemme edelld maaritelleen "laskettavuuden" kolmella toisistaan poikkeaval-
la tavalla. Nama kaikki kolme jarjestelmédd toimivat hyvinkin erilaisilla tavoil-
la, eikd niiden toimintaa voi suoraan verrata toisiinsa. Kuitenkin olemme
myos osoittaneet, ettd nididen kolmen jérjestelméin méédrittelemien lasket-
tavien funkitoiden joukot ovat yhtipitivat. Tama tarkoittaa sité, ettd mikéli
voimme laskea jonkin funktion yhdelld edelld esitellyistd tavoista, voimme
laskea sen my6s milld tahansa muulla tavalla. Laskettavien funktioiden joukko-
jen yhtapitavyys ei kuitenkaan rajoitu vain néihin kolmeen lahestymistapaan.
Edella kisiteltyjen laskettavuuden méaéritelmien lisiksi laskettavuuden kasitet-
ta ovat omilla tavoillaan mééritelleet ainakin Church (1936), Post (1943) ja
Markov (1951) ja voidaan osoittaa, ettd kaikkien nédiden (sekd muidenkin tun-
nettujen laskettavuuden mééritelmien) lahestymistapojen avulla mééritellyt
laskettavien funktioiden joukot ovat yhtéapitéavét.

Helposti syntyy halu kysya, antavatko kaikki mahdolliset laskettavuu-
den maaritelmét tulokseksi vastaavan laskettavien funktioiden joukon? Tét&
kysymystd pohtivat ainakin Turing ja Church méériteltyisin omat lasket-
tavuuden kisitteensd ja molemmat padtyivat tahoillaan siihen lopputulok-
seen, ettd heidan méaritteleminsa koneet pystyisivit laskemaan kaiken, mika
voitaisiin algoritmisesti laskea. Tamé& johtopadéitos voidaan esittdd tasmalli-
sesti ns. Churchin teesind (tunnetaan myos Church-Turingin teesind). Teesi
voidaan muotoilla seuraavalla tavalla (teesissd Turing-laskettavuus olisi toki
mahdollista korvata jollakin muulla tunnetulla laskettavuuden maaritelmal-

14):

Churchin teesi:
Jos funktio on algoritmisesti laskettava, on se myos Turing-laskettava.

Churchin teesi ei siis ole lause, sillé sité ei ole mahdollista osoittaa todeksi.

Viite on kylld mahdollista todistaa vaaraksi esimerkiksi esittamalld intuitii-
visesti laskettava funktio, jota ei kuitenkaan ole mahdollista laskea Turingin
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koneella. Tétd ei kuitenkaan pidetd kovin todennikoéisend, silla Churchin
teesilla on vahvaa nayttoa puolellaan.

Ensinnékin kaikki laskettavuuden tunnetut méiaritelmét antavat saman
laskettavien funktioiden joukon. Tdmé joukko on myo6s sen kokoinen, etté
kaikki siind laskettavat funktiot voidaan todeta intuitiivisesti laskettavaksi.
Toiseksi viitetta ei ole yrityksistd huolimatta onnistuttu kumoamaan. Tam&a
ei kuitenkaan todista sitd, etteikd viitettd voitaisi todistaa. Kolmanneksi al-
goritmin késite tukee teesid, silld vaikuttaa mahdottomalta, etti olisi ole-
massa funktio, joka voidaan laskea tiettya algoritmia kiyttden, mutta jota ei
voida laskea Turingin koneella tai rekursiivisesti askel askeleelta.
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