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Tiivistelma

Tassé tutkielmassa peryhdytdaan Nicolas Bourbakin kehittdméan matematii-
kan formalisointiin. Bourbaki loi formalisointinsa tarkoituksena luoda mah-
dollisimman yksinkertaisten oletusten avulla kattava jérjestelmé, josta voi-
daan johtaa kiytannossa kaikki matematiikka.

Tutkielmassa operoidaan kahdella tasolla: matemaattisella ja metamate-
maattisella. Meta-tasolla kuvaillaan ja maéaritellddn itse matematiikkaa, ja
péadosa tutkielman sisallosta keskittyykin meta-tason operaatioiden tarkaste-
luun. Matemaattinen taso rakentuu meta-tason tarkastelujen kautta. Mate-
matiikan kuvailemiseen kiytetdan maarittelyja ja kriteereja, jotka kuuluvat
metamatematiikkaan.

Nicolas Bourbaki oli salanimi ryhmaélle ranskalaisia matemaatikkoja, tut-
kielman johdanto-luvussa kerrotaankin lyhyesti ryhmén toimintaan ja vaihei-
siin liittyvasté historiasta. Aiheen késittely tapahtuu luvussa 2, ja kolman-
nessa luvussa, joka on my6s viimeinen, pohditaan formalisoinnin heikkouksia
ja vahvuuksia verrattuna nykyiseen matemaattiseen kiaytantoon.

Kasittely kattaa Nicolas Bourbakin kirjan Elements of Mathematics Theo-
ry of Sets ensimmaéisen luvun Description of Formal Mathematics. Tutkielma
seuraa alkutekstia verraten uskollisesti.
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1 Johdanto

Tassa tutkielmassa peryhdytaén Nicolas Bourbakin kehittdméén matematii-
kan formalisointiin. Bourbaki loi formalisointinsa tarkoituksena luoda mah-
dollisimman yksinkertaisiten oletusten avulla kattava jérjestelma, josta voi-
daan johtaa kdytdnnossé kaikki matematiikka.

Tutkielmassa operoidaan kahdella tasolla: matemaattisella ja metamate-
maattisella. Meta-tasolla kuvaillaan ja maéaritelladn itse matematiikkaa, ja
péadosa tutkielman siséllosta keskittyykin meta-tason operaatioiden tarkas-
teluun. Matemaattinen taso rakentuu meta-tason tarkastelujen kautta. Ma-
tematiikan rakenne méarittyy tutkielman edetessd. Sellaisia matematiikan
késitteitda kuin lause, méaaritelma tai todistus ei oleteta tunnetuiksi, vaan ne
kuvaillaan meta-tasolla. Tahdn formaalin matematiikan kuvailemiseen kay-
tetdan luonnollista kieltéd, tdmén tutkielman tapauksessa suomea.

Tietyn késitteen kuvaileminen metamatemaattisella tasolla voidaan sa-
maistaa maaritelméan matemaattisella tasolla. Kuvaileminen tapahtuu ma-
tematiikan ulkopuolella, kun taas méaritelma on matematiikan késite. Téas-
sé tutkielmassa késitteen metamatemaattisesta kuvailemisesta kiytetadn ni-
mitystd maarittely. Lauseiden vastineina metamatematiikassa toimivat kri-
teerit, jotka ovat keinoja helpottaa formaalin matematiikan esittdmista ja
asioiden késittelemistd. Naitd kriteerejd ei voi todistaa paikkansapitéviksi
sanan matemaattisessa merkityksessd. Todistus on matematiikan késite, ja
taten kdytettavissd vain matematiikan sisilla. Kriteerit taasen ovat metama-
temaattinen apukeino matematiikan kuvailemisessa.

Esitetyt kriteerit kuitenkin perustellaan, jotta lukija voi varmistua nii-
den paikkansapitdvyydestd. Osa perusteluista on varsin triviaaleja, mutta
myOhemmin esitetyissa kriteereissé lopputulos on harvoin ilmeinen. Peruste-
lut kuuluvat metamatematiikkaan, mutta niissd hyodynnetdan matemaatti-
sia merkintatapoja, kuten indeksointia, ja matemaattisia periaatteita, kuten
induktiota.

Useita kasitteitd ei kuvata eksplisiittisesti, vaan niiden merkitys tarken-
tuu tutkielman edetessd. Esimerkiksi disjunktio V saa merkityksensa tai-
operaattorina alaluvussa 2.3.1, mutta sen ominaisuuksia kuvataan heti ala-
luvun 2.1 alusta alkaen.

Nicolas Bourbakiin liittyy vérikés historia, joka kuuluu matemaatikko-
jen folkloreen. Tétéa historiaa késitellaan lyhyesti alaluvussa 1.1. Varsinainen
formalisoinnin esittdminen ja késittely tapahtuu luvussa 2. Alaluvuissa 2.1
ja 2.2 kuvaillaan perusteet, joille alaluvuissa 2.3, 2.4 ja 2.5 aletaan raken-
taa predikaattilogiikkaa. Alaluvussa 2.3 lisdtaén struktuuriin negaatio ja dis-
junktio, ja ndiden avulla implikaatio, konjunktio ja ekvivalenssi. Alaluvussa
2.4 kuvaillaan kvanttorit ja niiden kdyttamiseen liittyvat sddnnot. Viimeise-
né alaluvussa 2.5 lisdtddn rakenteeseen yhtasuuruus. Luvussa 3 pohditaan
yhteenvetona lyhyesti formalisoinnin heikkouksia ja vahvuuksia verrattuna



nykyiseen matemaattiseen kiytantoon.

1.1 Nicolas Bourbaki

1.1.1 Synty

Todistus on kaiken matematiikan perusta. Nykyaikana matematiikkaa opis-
kelevalle aksiomaattinen menetelmé ja sen kiyttd ovat itsestdénselvyyksia.
Aksiomatisointi sindnsé ei ole uusi keksintd, varhaisin kattava tietyn ma-
tematiikan alan aksiomatisointi on Fukleideen geometrian aksiomatisointi
teoksessa Alkeet. Todistuksen, aksiomatisoinnin ja formalismin merkitys on
vaihdellut antiikin ajoista ndihin paiviin. Nykyisen kdytdnnon vakiintumi-
seen on vaikuttanut suuresti Nicolas Bourbakin tyo. Bourbaki aloitti 1940-
luvulla Elements de Mathematique -kirjasarjan kirjoittamisen ja julkaisemi-
sen kunnianhimoisena tavoitteenaan matematiikan tarkeimpien osa-alueiden
perusteellinen aksiomatisointi.

Kaikkien matematiikan alojen kattava formalismi tuntuu valtavalta teh-
tavalta yhdelle henkil6lle, mika pitdéd paikkansa myos Bourbakin tapaukses-
sa. Nicolas Bourbaki ei ollut yksi henkil6, vaan nimi ryhmélle Pariisin Ecole
Normale Superieuresta 1930-luvulla valmistuneita matemaatikkoja [2]|. En-
simméinen maailmansota oli tuhonnut kokonaisen sukupolven ranskalaisia,
mikd nékyi myos tieteiden piirissd. Matematiikkaa hallitsivat eldkeikda 14-
hestyvét professorit, jotka olivat loistavia matemaatikkoja, mutteivit enaé
kyenneet pysyméan oppialan kehityksen vauhdissa. Vastavalmistuneet ma-
temaatikot olivat tyytymaéattomia tilanteeseen, ja yhtend tdmén tyytymatto-
myyden seurauksena syntyi kollektiivinen matemaatikko Nicolas Bourbaki.

Bourbaki-ryhméan jédsenet toimivat 1930-luvulla eri puolilla Ranskaa yli-
opistoissa tutkimus- ja opetustehtavissa ja olivat huomanneet monia puut-
teita analyysin kursseilla yleisesti kiytetyssd oppikirjassa [8]. Ryhmén alku-
perdisend tavoitteena olikin kirjoittaa nykyaikaisempi ja tdsmaéllisempi op-
pikirja. Kokoontuessaan pohtimaan oppikirjan muotoa ryhmén jasenet huo-
masivat pian, ettei pelkin yhden oppikirjan kirjoittaminen milldan riittaisi,
vaan koko matematiikan perusteet pitéisi kirjoittaa selkedén, tasmalliseen
muotoon.

Tavoitteena oli my6s muodostaa yhtendinen formalismi, joka toimisi kai-
kissa matematiikan alueissa. Usko matematiikan yhtendisyyteen nékyy sel-
kedsti myOs kirjasarjan nimessd. Tavallisesti ranskan kielessd matematiikka
kirjoitetaan monikollisessa muodossa, mathématiques. Bourbaki -ryhma va-
litsi nimeen yksikollisen muodon mathématique korostaakseen tieteenalan
yhtendisyytta.



1.1.2 Henkilo

Nimi Bourbaki tulee Napoleon III:n armeijan kenraalilta Charles Bourbakil-
ta [2], jonka sotilaalliset ansiot olivat vihintaénkin kyseenalaiset [7, s. 26].
Osmo Pekonen [6, s. 61] kertoo ryhmén perustajajiseniin kuuluneen Andre
Weilin Bourbakille kehittelemésta hyvin véarikkassta henkilohistoriasta. Nico-
las Bourbaki oli Poldavian Kuninkaallisen Tiedeakatemian kanoninen jasen
ja Nancagon yliopiston professori. Nimi Nancago oli yhdistelmé Nancystéa ja
Chigagosta, joiden yliopistoissa oli ryhmén jasenia viroissa. Kun Encyclope-
dia Britannicassa julkaistiin artikkeli, jossa Bourbakin véitettiin olevan nimi
ryhmaélle ranskalaisia matemaatikkoja, Bourbaki ldhetti toimitukselle vihai-
sen kirjeen ja alkoi levittdd huhua, jonka mukaan artikkelin kirjoittaja oli
pseudonyymi ryhmaélle toimittajia [3].

Weil oli joutua Bourbakin takia ongelmiin Suomessa toisen maailman-
sodan aikana. Hén oli saapunut Suomeen Lars Ahlforsin ja Rolf Nevanlin-
nan vieraaksi valttddkseen asepalveluksen kotimaassaan Ranskassa. Liialli-
nen mielenkiinto ilmatorjuntapatteriin talvisodan syttymispdivana vei Wei-
lin vankilaan, ja Ahlforsin ja Nevanlinnan todistelujen avulla ranskalaisma-
temaatikko tyydyttiin vain karkoittamaan Suomesta vakoojana teloittamisen
sijaan |6, s. 55].

1.1.3 Vaikutus

Bourbakin ensimmaiset kirjat julkaistiin aikana, jolloin matematiikassa oli
painotettu intuitiota formalismin kustannuksella. Bourbakin tapauksessa ti-
lanne oli painvastainen, formalismi ja tasmallisyys olivat ryhmén jasenten
mielestd olennaisinta matematiikassa. Kirjojen teksti on tdmén ajattelun
konkretisoituma. Mita tarpeetonta ei ole otettu mukaan, ja tarpeellinenkin on
esitetty mahdollisimman yleisessa ja tiiviissd muodossa. Vaikka esitystyylia
arvosteltiin suuresti, sen tehokkuuden ansiosta useita kasitteita ja merkinto-
ja vakiintui yleiseen matemaattiseen kayttoon. Késitteet injektio, surjektio
ja bijektio ovat Bourbakin kdyttoonottamia, kuten myos merkinnat tyhjélle
joukolle, (), ja implikaatiolle, = (ks. esimerkiksi [2], [6] tai [8]).

Bourbaki-ryhmén toiminta jatkui pitkdan aktiivisena, mutta alkoi vahi-
tellen hiipua tultaessa 1980-luvulle. Monet ryhmén aikanaan kritisoiduista
oivalluksista olivat muuttuneet yleisesti hyviksytyiksi kdyténteiksi matema-
tiikassa. Formalismin térkeyden tunnustaa jokainen nykymatemaatikko. Ai-
van viime aikoina on Bourbakin formalisoinnille 16ytynyt uusia mahdolli-
suuksia matemaattisten lauseiden todistamisessa tietokoneella [4]. Tietokone
ei kykene intuitioon, vaan vaatii mahdollisimman tédsmaéllisen formalisoinnin
pystydkseen todistamaan matemaattisia lauseita. Esimerkki tédllaisesta tiu-
kasta formalisoinnista 10ytyy Boubrakin teoksista. Ennen toista maailman-
sotaa oppikirjan kirjoittamisena alkaneen projektin vaikutus matematiikkaan
jatkuu.



2 Matematiikan formalisointi

Formaalin matematiikan perusyksikké on matemaattinen teoria 7. Teorian
kisitettd ei tdssd vaiheessa pystytd maarittelemadn tarkasti, vaan kuva ka-
sitteestd rakentuu tutkielman edetessd. Kutakin teoriaa yksiliviad piirteitéa
ovat

e aksioomat
e skeemat

e crityiset merkit.

Alaluvussa 2.1 selvitellddan erityisten merkkien vaikutusta matemaattiseen
teoriaan termien ja relaatioiden méérittelyn kautta. Alaluku 2.2 kisittelee
yleisesti aksioomia ja skeemoja, ja alaluvuissa 2.3, 2.4 ja 2.5 tarkastelun koh-
teena on minkélaisia skeemoja vaaditaan loogiseen, kvantifioituun tai identi-
teetilliseen teoriaan.

2.1 Termit ja relaatiot

2.1.1 Merkit ja merkkijonot

Maéarittely 2.1. Matemaattisessa teoriassa 7 merkilld tarkoitetaan
1. loogisia merkkeja : [, 7, V tai —.
2. kirjaimia,
3. kyseiseen teoriaan liittyvia erityisia merkkeja.

Loogisilla merkeilld ei vield téssd vaiheessa ole mitédén erityistd merki-
tystd, vaan niiden tarkoitus selvidd formaalin matematiikan kuvailun ede-
tessd. Osa merkeistd voi olla lukijalle tuttu toisista yhteyksisté, ja esimer-
kiksi disjunktio V ja negaatio — ovat samanlaisessa asemassa kuin logii-
kassa yleensékin. Merkkia [J ei pidéd sekoittaa modaalilogiikassa kiytettyyn
valttdmattomyys-operaattoriin.

Kirjaimilla tarkoitetaan latinalaisen aakkoston isoja ja pieniéd kirjaimia.
Kirjaimilla voi olla aksentti-merkkeja, joten myos A’, A”, A” ... ovat kirjai-
mia. Téméan mukaisesti kirjaimia on rajattomasti, joten missé tahansa vai-
heessa on mahdollista ottaa kiyttoon kirjain, jota ei esiinny aikaisemmissa
tarkasteluissa.

Erityiset merkit ovat yksi matemaattisia teorioita toisistaan erottavia
piirteitd. Joukko-opissa eli joukkojen teoriassa (engl. Theory of Sets) erityi-
sid merkkejd ovat muun muassa € ja =. Osaa erityisistd merkeistd sanotaan
relationaalisiksi ja toisia substantiivisiksi. Kun erityinen merkki esitelladn
ensimmaistd kertaa matemaattisessa teoriassa, kerrotaan samalla kumpaan
luokkaan se kuuluu.



Maarittely 2.2. Merkkijono teoriassa .7 muodostetaan kirjoittamalla teo-
rian 7 merkkejé perdkkiin. Tiettyjd merkkejd voidaan liittda toisiinsa pa-
reittain rivien ylapuolelle sijoitetuilla linkeilld. Merkkijono on ensimmdistd
lagia, jos se alkaa loogisella merkilla 7 tai substatiivisella erityiselld merkil-
14, tai jos se koostuu yhdesté kirjaimesta. Muissa tapauksissa merkkijono on
toista lajia.

Esimerkki 2.1. Olkoon s teorian .7 erityinen merkki. Nyt

-V sABsAC

on merkkijono teoriassa 7.

Merkkijonon muodostamiselle ei ole rajoituksia, mitkd tahansa perdkkain
kirjoitetut matemaattisen teorian .7 merkit muodostavat merkkijonon teo-
riassa .7 . Teoriaan 7 liittyy sdéntojé, joiden avulla tietyt merkkijonot méaa-
ritelladn termeiksi ja toiset relaatioiksi teoriassa 7. Ne merkkijonot, jotka
eivit ole termejé tai relaatioita teoriassa .7, eivit ole teorian 7 kannalta
merkityksellisid. Kuten muidenkin késitteiden kohdalla, termeihin ja relaa-
tioihin ei tarvitse kiinnittaé téassé vaiheessa tarkempaa merkitysté.

Tassa tutkielmassa kiytetadn relaatio-sanaa erilaisessa merkityksessa ver-
rattuna yleiseen matemaattiseen kirjoitukseen. Syyné tédhdn on ldhdeuskol-
lisuus; Bourbaki kiyttda samassa merkityksessd englanninkielen sanaa rela-
tion. Relaatio siis ei ole tassd tutkielmassa karteesisen tulojoukon osajoukko,
vaan sen merkitys on lahempéané lausetta tai véitetta.

Samoin kuten formaalin matematiikan merkkien kuvaileminen, termit ja
relaatiot madrittelevien sdéntéjen kuvaileminen ei kuulu formaaliin matema-
tiikkkaan. Saantoja kuvatessa kiytetddn muun muassa méadritteleméttomia
merkkijonoja ja méaritteleméattomia kirjaimia. Tekstissa puhutaan yksinker-
taisuuden vuoksi merkkijonosta A ja kirjaimesta x, vaikka tarkoitetaan itse
asiassa merkkijonoa, jota merkitdén kirjaimella A ja kirjainta, jota merkitdan
kirjaimella x.

Pelkkien puhtaiden merkkijonojen kiytto ei ole kiytannossa jarkevaa.
Tekstin lukemisen ja kirjoittamisen helpottamiseksi otetaan kaytt6on lyhen-
nysmerkintoja, jotka eiviat kuulu formaaliin matematiikkan. N&ita lyhennys-
merkintoja esitelladn mddritelmien avulla.

Maaritelma 2.1. Merkilla = tarkoitetaan merkkijonoa —V.

Huomautus 2.1. Méaritelmissa esitellddn merkinté, joka edustaa tiettya
merkkijonoa. Kyseessa on siis lyhyempi tapa esittaa tietty merkkijono, eikéi
méaritelmé sindnsé tuo lisdd struktruuria matemaattiseen teoriaan. Bourba-
ki kayttda méaaritelmad siis samassa merkityksessa kuin yleensdkin matema-
tiikassa.



Maarittely 2.3. Olkoot A ja B merkkijonoja. Merkinndlla AB tarkoite-
taan merkkijonoa, joka saadaan, kun merkkijonon A oikealle puolelle kirjoi-
tetaan merkkijono B. Samalla periaatteella voidaan yhdistdd myds useam-
pia merkkijonoja ja merkkejd. Esimerkiksi merkinnéllda VA € B tarkoitetaan
merkkijonoa, joka saadaan, kun kirjoitetaan vasemmalta oikealla merkki V,
merkkijono A, merkki € ja merkkijono B.

Maarittely 2.4. Olkoon A merkkijono ja x kirjain. Merkinnalld 7,(A) (lue:
merkkijonon A x-termi) tarkoitetaan merkkijonoa, joka saadaan seuraavalla
tavalla: muodostetaan merkkijono 74, yhdistetddn jokainen merkkijonossa
A esiintyvé z linkeilld merkkijonon A vasemmalla puolella olevaan merkkiin
7. Sen jalkeen korvataan merkkijonossa A esiintyvit kirjaimet x loogisella
merkilla [J. Lopputulokseksi saadussa merkkijonossa ei esiinny kirjainta x.

Esimerkki 2.2. Merkinnélld 7,(V— € xy = xy) tarkoitetaan merkkijonoa

L'\/—'E y:ﬁy

Loogisten merkkien 7 ja [J merkitys selvidd osittain formatiivisen kon-
struktion maarittelyn yhteydessa alaluvussa 2.1.3 ja lopullisesti kvanttorei-
den maarittelyn yhteydessa alaluvussa 2.4.

Maarittely 2.5. Olkoot A ja B merkkijonoja ja x kirjain. Merkinnalla
(Bl x)A (Lue: B korvaa x:n A:ssa) tarkoitetaan merkkijonoa, joka saadaan,
kun merkkijonossa A korvataan jokainen kirjain x merkkijonolla B.

2.1.2 Korvauskriteerit

Puhtaassa formaalissa matematiikassa olisi vain eksplisiittisesti kirjoitettuja
merkkijonoja. Méaritelmilld esitetyt lyhennysmerkinnét ovat jo sindnsa as-
kel pois tuosta formaalista matematiikasta, muttei kuitenkaan viela riittéva.
Merkkijonojen lisdksi taytyy pystya lyhentdméadn myos merkkijonoille teh-
tavia operaatioita. Ndiden operaatioiden lyhentédmiseksi esitelladn kriteereja,
jotka kertovat maérittelméattomien merkkijonojen avulla tiettyjen merkkijo-
nolle tehtédvien operaatioiden lopputuloksen. Namaé kriteerit esitelldan kayt-
tden matemattisten merkintojen lisdksi luonnollista kieltd, eikd niité voi to-
distaa oikeiksi sanan matemaattisessa merkityksessa.

Kriteerien esittdmisen yhteydessa voidaan selvittda, kuinka maérittelyjen
ja aikaisempien kriteerien perusteella voidaan vakuuttua esitetyn kriteerin
paikkansapitavyydesta. Tallaista selvitystd kustutaan kriteerin perusteluksi.
Seuraavassa esitellaén viisi kriteerié, joita kutsutaan korvauskriteereiksi. Nai-
den kriteerien perustelut ovat yksinkertaisia, esimerkkini on perusteltu kri-
teeri KK 4. Bourbaki on perustellut kriteerin KK 2 [1, s. 19].

KK 1. Olkoon A ja B merkkijonoja ja x ja x' kirjaimia. Jos kirjainta x’ ei
estinny merkkijonossa A, niin merkkijono (B| x)A on identtinen merkkijonon

(Bl 2')(2'| x)A kanssa.



KK 2. Olkoot A, B ja C merkkijonoja, ja olkoot x ja y eri kirjaimia. Jos
y ei esiinny merkkijonossa B, niin merkkijono (B|x)(C|y)A on identtinen
merkkijonon

((B]z)Cly)(B|x)A

kanssa.

KK 3. Olkoon A merkkijono, ja olkoot x ja x' kirjaimia. Jos merkkijonossa
A ei esiinny kirjainta x', niin merkkijono 1,(A) on identtinen merkkijonon
T ((2'| x)A) kanssa.

KK 4. Olkoot A ja B merkkijonoja, ja olkoot x ja y erillisii kirjaimia.
Jos merkkijonossa B ei esiinny kirjainta x, niin merkkijono (B|y)7.(A) on
identtinen merkkijonon 1,((B|y)A) kanssa.

Perustelu. Kriteerin perustelemiseksi ndytetdan merkkijonojen (B|y)7.(A)
ja 7:((B] y)A) olevan identtisi&d. Molemmissa tapauksissa operoinnin kohtee-
na on merkkijono A. Ensimméisessé tapauksessa merkkijonosta A muodoste-
taan ensiksi x-termi, missé sitten korvataan jokainen kirjain y merkkijonolla
B. Lopputuloksena olevassa merkkijonossa kaikki muut merkkijonon A mer-
kit lukuunottamatta kirjaimia z ja y ovat ennallaan. Jokaisen merkkijonossa
A esiintyneen kirjaimen x paikalla on looginen merkki [J; ja koska z ja y ovat
eri kirjaimia, niin kaikkien merkkijonossa A esiintyneiden kirjainten y paikal-
la on merkkijono B. Toisessa tapauksessa ensiksi korvataan merkkijonon A
kirjaimet y merkkijonolla B ja téstd saadusta merkkijonosta muodostetaan
x-termi. Nyt jokaisen merkkijonossa A esiintyneen kirjaimen y paikalla on
merkkijono B, kuten ensimmaisessékin tapauksessa. Koska merkkijonossa B
ei esiinny kirjainta z, niin kaikkien merkkijonossa A esiintyneiden kirjainten
x paikalla on looginen merkki [J; aivan kuten ensimmaisessékin tapauksessa.
Téaten molemmilla tavoilla saaduissa merkkijonoissa on tdysin samat merkit
samassa jarjestyksessa, joten merkkijonot ovat identtisia.

KK 5. Olkoot A, B ja C' merkkijonoja, olkoon x kirjain ja olkoon s erityinen
merkki. Merkkijonolla A’ tarkoitetaan merkkijonoa (C|x)A ja merkkijonolla
B’ merkkijonoa (C|x)B. Merkkijonot

(Cle)(=4),  (Clz)(vAB), (Clz)(= AB) ja (C|z)(sAB)

ovat pareittain identtisia merkkijonojen =A', VA'B', = A'B’ ja sA'B’ kans-
sa.

Huomautus 2.2. Tésté eteenpiin kahden merkkijonon tai kirjaimen ollessa
identtisid voidaan sanoa niiden olevan samoja.
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2.1.3 Formatiivinen konstruktio

Edellisissa luvuissa on esitelty matemaattisen teorian merkit ja merkkijonot,
sekd madritelty joitakin lyhennysmerkint6ja. Seuraava askel matemaattisen
teorian kuvailemisessa on esitelld keino erottaa mielekkdat merkkijonot mer-
kityksettomistd. Tatd varten méaaritetdan formatiivisen konstruktion kisite.
Madrittelyssé on merkkijonon lajilla keskeinen asema. Téma kasite on esitel-
ty maarittelyssa 2.2.

Huomautus 2.3. Formatiivinen konstruktio ei ole mééritelmien tapainen
lyhennysmerkinté, eikd myoskddn korvauskriteerien tapainen tiettyjen ope-
raatioiden lopputulos. Alaluvussa 2.1.1 kuvailtiin, mitd tarkoitetaan kirjai-
milla formaalissa matematiikassa, samoin nyt kuvaillaan formatiivisen kon-
struktion avulla, mité tarkoitetaan termillé ja relaatiolla.

Maéarittely 2.6. Formatiivinen konstruktio teoriassa .7 on luettelo merk-
kijonoja. Jokaiselle konstruktion merkkijonolle A tulee pitéd paikkansa yksi
seuraavista ehdoista:

1. A on kirjain.

2. Luettelossa esiintyy ennen merkkijonoa A sellainen toisen lajin merk-
kijono B, ettd A on —B.

3. Luettelossa esiintyy ennen merkkijonoa A sellaiset toisen lajin merkki-
jonot B ja C, ettd A on VBC.

4. Luettelossa esiintyy ennen merkkijonoa A sellaiset toisen lajin merkki-
jono B ja kirjain x, ettd A on 7,(B).

5. Teoriassa .7 on erityinen merkki s, ja luettelossa esiintyy ennen merk-
kijonoa A sellaiset ensimméisen lajin merkkijonot B ja C, ettd A on

sBC.

Maarittely 2.7 (Termit ja relaatiot teoriassa .77). Teorian .7 formatiivisessa
konstruktiossa esiintyvia ensimmaisen lajin merkkijonoja sanotaan termeiks:
teoriassa .7 ja toisen lajin merkkijonoja relaatioiksi teoriassa 7 .

Tamén maarittelyn mukaan siis relaatioita ovat ne formatiivisessa kon-
struktiossa esiintyvat merkkijonot, jotka alkavat merkilla —, V tai relationaa-
lisella erityisella merkilld. Termejé ovat taasen ne merkkijonot, jotka alkavat
merkilld 7, substantiivisella merkilld, tai koostuvat yhdesta kirjaimesta.

Vaikka téssd vaiheessa ei ole sindnsd mitddn tarvetta liittda termeihin
ja relaatioihin lisimerkityksié, se saattaa olla asian omaksumisen kannalta
hyodyllista. Intuitiivisesti voidaan ajatella, ettd merkkijonot, jotka ovat ter-
mejd, edustavat objekteja ja merkkijonot, jotka ovat relaatioita, edustavat
néihin objekteihin liittyvid vaittamia. Tarkastellaan madrittelyn 2.6 ehtoja
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naiden intuitiivisten merkitysten valossa. Ehdot 1—3 ja 5 ovat selkeité ja hel-
posti kasittettavid, minkd johdosta ne késitelladn ensiksi. Neljas ehto vaatii
huolellisempaa tarkastelua, ja se kisitelladnkin viimeisenéd. Seuraavat johto-
paatokset eivit ole suoraa seurasta madrittelysta 2.6, vaan ne ovat erds tapa
selittad maarittelyn merkitystd matemaattisen teorian kannalta.
Ensimmaisen ehdon mukaan kirjaimet edustavat objekteja. Toisen ehdon
mukaan merkkijonon B ollessa viittamé merkkijono =B on myos vaittama.
Kolmannen ehdon mukaan merkkijonojen B ja C' ollessa viittamid, myos
merkkijono VBC on vaittdmé. Viidennen ehdon mukaan, kun merkkijonot B
ja C ovat objekteja ja erityinen merkki s on relationaalinen, merkkijono s BC'
on objekteja B ja C' koskeva viittamé. Vastaavasti, jos s on substantiivinen
erityinen merkki, niin s BC' on objekti, joka riippuu objekteista B ja C.
Neljannen ehdon mukaan kun merkkijono B on viittama ja z kirjain,
niin 7, (B) on objekti. Tarkemmin sanottuna 7, (B) on sellainen objekti, jolla
on merkkijonon B kirjaimeen z liittdmét ominaisuudet. Esimerkiksi tarkas-
tellaan tilannetta, jossa merkkijono B on € xy. Nyt 7,(B) on merkkijono

%y, eli toisin sanoen sellainen objekti, joka kuuluu objektiin y. Tés-
sé vaiheessa ei oteta kantaa siihen, onko téllaista objektia olemassa. Néin
konstruoidun merkkijonon alussa sijaitseva 7 kertoo, etta kyseessa on termi.
Kirjaimen x paikalle laitettu looginen merkki [J kertoo, minké objektin suh-
teen 7, (B) on termi. Koska 7,(B) kuvaa yleistéd termié, jolla on merkkijonon
B kirjaimeen zx liittdmét ominaisuudet, ei merkkijonoon 7,(B) jatetd kir-
jainta z, vaan sen paikalle laitetaan merkki [J ikdan kuin tyhjaksi paikaksi.
Periaatteessa merkin [] paikalle voitaisiin laittaa merkki 7. Kuitenkin kos-
ka ensimmainen merkki méaérad merkkijonon lajin, ja sitd kautta sen, onko
kyseessd mahdollisesti termi vai relaatio, téllaisessa tilanteessa pitéisi myos
merkkijonon alkuun laittaa merkki, joka tekisi merkkijonosta ensimmaéisen
lajin merkkijonon. Merkki 7 pitda yhdistda linkeillda merkkiin [J; jotta pysty-
taan erottamaan eri merkkeihin 7 liittyvéat merkit [J. Tamé tarve on ilmei-
nen tarkasteltaessa merkkijonoa 7,(VBC), missdé A on merkkijono € zz, B
merkkijono € 7,(A)y ja C merkkijono = xy. Lopputuloksena on merkkijono

v (e (Fe D)= ty).

Esimerkki 2.3. Seuraava merkkijonojen luettelo muodostaa formatiivisen
konstruktion joukkojen teoriassa .77, missé € ja = ovat relationaalisia merk-
keja:

(2.1) x
(2.2) y
(2.3) € xy
(2.4) =y
(2.5) - €y
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(2.6) Vo€ xy =y

(2.7) L'\/—'E yzlﬁy

Jokaiselle luettelon merkkijonolle pétee jokin méaarittelyn 2.6 viidesté eh-
dosta. Merkkijonoille (2.1) ja (2.2) pétee ensimmainen ehto, molemmat ovat
kirjaimia. Merkkijonossa (2.3) € on teorian .7 erityinen merkki, jota edeltaa
kaksi ensimmaéisen lajin merkkijonoa z ja y. Merkkijono toteuttaa siis ehdon
5. Sama koskee myos merkkijonoa (2.4). Merkkijonolle (2.5) pétee ehto 2,
silld merkkijono € xy on toisen lajin merkkijono, koska € on relationaalinen
merkki teoriassa 7. Merkkijono = € xy on toisen lajin merkkijono. Merkki =
on relationaalinen merkki teoriassa .7, joten my6s merkkijono = xy on toista
lajia. Siis merkkijonolle (2.6) pétee kolmas ehto. Merkkijono V= € zy = xy
on toisen lajin merkkijono, ja z on kirjain, joten merkkijono (2.7) toteuttaa
neljannen ehdon.

Jos merkkijono A on relaatio, niin se esiintyy formatiivisessa konstruk-
tiossa, ei ole kirjain eikd ala merkilld 7. Lisédksi sille patee jokin seuraavista:

e Formatiivisessa konstruktiossa merkkijonoa A edeltda sellainen merk-
kijonoa B, ettd A on —B.

e Formatiivisessa konstruktiossa merkkijonoa A edeltévat sellaiset kaksi
merkkijonoa B ja C', ettd A on VBC.

e Formatiivisessa konstruktiossa merkkijonoa A edeltévat sellaiset kaksi
merkkijonoa B ja C', ettd A on sBC, missé s on relationaalinen merkki.

2.1.4 Formatiiviset kriteerit

Seuraavassa esitellddn ja perustellaan kriteerejé, jotka ovat seurausta maé-
rittelystd 2.6. Tarkastelun kohteena formatiivisissa kriteereissé on, kuinka
erilaiset operaatiot relaatiolle tai termille A vaikuttavat sen asemaan teo-
riassa .7 . Toisin sanoen tutkitaan esimerkiksi, onko relaatio, josta on tietyt
kirjaimet korvattu merkkijonolla, yha relaatio.

FK 1. Jos A ja B ovat relaatioita teoriassa 7 , niin VAB on relaatio
teoriassa 7 .

Perustelu. Koska A ja B ovat relaatioita, ne esiintyvat jossakin formatii-
visessa konstruktiossa. Tarkastellaan sellaista merkkijonojen luetteloa, joka
saadaan kirjoittettaessa ensin merkkijonon A siséltdvan konstruktion merk-
kijonot ja niiden perdan merkkijonon B sisaltdvin konstruktion merkkijo-
not. Nyt saatu uusi merkkijonojen luettelo on on formatiivinen konstruktio,
silld jokainen merkkijono tayttda konstruktioiden yhteenliittdmisen jalkeen
saman ehdon kuin ennen sitd. Tamén konstruktion perédan kirjoitetaan merk-
kijono VAB. Nyt saatu luettelo on formatiivinen konstruktio, koska A ja B
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ovat toisen lajin merkkijonoja. VAB on toisen lajin merkkijono, joka esiintyy
formatiivisessa konstruktiossa. Téaten se on relaatio teoriassa 7 .

Seuraavat kolme kriteerid voidaan perustella vastaavalla tavalla.
FK 2. Jos A on relaatio teoriassa 7, niin = A on relaatio teoriassa 7 .

FK 3. Jos A on relaatio teoriassa 7 ja x kirjain, niin 7,.(A) on termi
teoriassa 7 .

FK 4. Jos A ja B ovat termejd teoriassa 7 ja s relationaalinen merkki, niin
sAB on relaatio teoriassa 7 . Vastaavasti jos s on substatiivinen merkki, niin
SAB on termi teoriassa 7 .

Seuraavan kriteerin perustelu nojaa aikaisempiin formatiivisiin kriteerei-
hin sekd maaritelméaédn 2.1.

FK 5. Jos A ja B ovat relaatioita teoriassa 7, niin = AB on relaatio
teoriassa 7 .

Perustelu. Merkkijono = AB tarkoittaa médritelméan 2.1 mukaan merkki-
jonoa V-AB. Kriteerin FK 2 perusteella =A on relaatio teoriassa 7. Nyt
kriteerin FK 1 mukaan merkkijono —=A V B, eli = AB on relaatio teoriassa

T.

Tahén asti sekd korvauskriteerien ettd formatiivisten kriteerien perustelut
ovat olleet yksinkertaisia. Formatiiviset kriteerit FK 6, FK 7 ja FK 8 eivit
ole yhté itsestddnselvid, vaan vaativat huolellisempia tarkasteluja. Aina seu-
raavan kriteerin perustelussa kiytetdan hyviksi edellisié kriteereja. Eraénlai-
sena tavoitteena on kriteeri FK 8, jonka mukaan voimme korvata relaatios-
sa tai termissd olevan kirjaimen termilla lopputuloksen pysyessa vastaavasti
relaationa tai termina.

Kaikissa kolmessa kriteerissé tutkitaan luetteloa merkkijonoja, jotka on
saatu korvaamalla alkuperéisen formatiivisen konstruktion kaikista merkkijo-
noista kirjain joko toisella kirjaimella tai termilld. Téma uusi merkkijonojen
luettelo tulee osoittaa formatiiviseksi konstruktioksi. Kaytdnnossa tdmé ta-
pahtuu tutkimalla uuden luettelon mielivaltaista merkkijonoa A}, joka siis on
saatu alkuperdisen konstruktion merkkijonosta A; korvaamisen avulla. Kos-
ka A; esiintyy formatiivisessa konstruktiossa, se toteuttaa jonkin méaérittelyn
2.6 ehdoista. Kussakin tapauksessa merkkijonon A} tulee myos toteuttaa sa-
ma ehto. Perusteluissa kidydaan lépi kaikki vaihtoehdot; merkkijono A voi
olla kirjain, sité voi edeltdé sellaiset merkkijonot B ja C, ettd A on joko =B,
VBC tai sBC, missd s on erityinen merkki teoriassa 7. Edelld mainittu-
jen ehtojen toteaminen on yksinkertaista ja etenee samoin kaikissa kolmessa
perustelussa. Viimeisend tutkitaan tapaus, jossa z on kirjain, ja B sellainen
merkkijono, ettd A on 7,(B). Téssé tarkastelussa ongelmia tuottaa kirjain z,
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joka voi olla sama kuin korvattava kirjain tai korvaava kirjain, tai se saat-
taa esiintya korvaavassa termissd. Merkkijonon laji on tarkedtéd formatiivises-
sa konstruktiossa. Lukijaa kehoitetaakin pitdmé&an mielesséd sekd madrittelyn
2.6 ehdot ettd korvauskriteerit KK 1 — KK 5 mahdollisimman tarkasti.

FK 6. Muodostakoon merkkijonot Ay, As, ..., A, teorian 7 formatiivisen
konstruktion, ja olkoot x ja y kirjatmia. Oletetaan, ettd kirjainta y ei esitnny
missddn formatiivisen konstruktion merkkijonossa A;, missd i = 1, 2, ...,
n. Tdlloin merkkijonot (y| x)Ay, (y|x)As, ..., (y| z)A, muodostavat teorian
T formatiivisen konstruktion.

Perustelu. Kriteerin perustelemiseksi tulee nayttas, ettd jalkimmaéisen luet-
telon mielivaltainen merkkijono (y|z)A; (merkitddn A}) toteuttaa maaritte-
lyn 2.6 ehdot. Todetaan alkuun, ettd jos x ja y ovat samoja kirjaimia, niin
oletuksen mukaan kirjainta x ei esiinny misséédn merkkijonossa A;. Talloin
(y| z)A; on sama merkkijono kuin A; ja jalkimmé&inen merkkijonojen sarja
sama kuin alkuperdinenkin, ja tdten kriteeri pitda paikkansa.

Jos A; on kirjain, niin (y| z)A; joko pysyy alkuperéisend kirjaimena, tai on
kirjain y. Molemmissa tapauksissa merkkijono toteuttaa ensimmaisen ehdon.
Olkoon A; muotoa —A;, missé A; on toisen lajin merkkijono, joka edeltda
merkkijonoa A; formatiivisessa konstruktiossa. Talloin merkkijonojen A}, A,
..., Al luettelossa on olemassa toisen lajin merkkijono (y| x)A;, joka edeltda
merkkijonoa (y| x)A;. Koska A; on identtinen merkkijonon —A; kanssa, niin
(y| £)A; on identtinen merkkijonon (y| z)—A; kanssa. Kriteerin KK 5 mukaan
merkkijono (y| z)—A; on identtinen merkkijonon —(y|z)A;. Nyt merkkijono
(y| x)A; toteuttaa toisen ehdon. Samanlainen pééttely patee myds, jos A; on
muotoa VA;Ay tai sA;A,,, missd s on teorian .7 erityinen merkki, A; ja Ay
merkkijonoa A; edeltévia toisen lajin merkkijonoja ja A; ja A, merkkijonoa
A; edeltdvia ensimmaisen lajin merkkijonoja.

Olkoon nyt A; muotoa 7,(A;), missd A; on merkkijonoa A; edeltévé toi-
sen lajin merkkijono ja z kirjain. Nyt on kolme mahdollista tilannetta, joita
tulee tarkastella erikseen. Kussakin tapauksessa pitda merkkijonon (y|z)A;
toteuttaa madrittelyn 2.6 neljas ehto. Taytyy siis nayttad, ettd merkkijonoa
Aj edeltdd sellainen toisen lajin merkkijono A, ettd A; on 7.(A}), missd z
on kirjain. Kolme mahdollista tilannetta ovat seuraavat:

1. z on eri kirjain kuin x tai y. Nyt merkkijono (y|x)A; on identtinen
merkkijonon (y| x)7,(A;) kanssa. Kriteerin KK 4 perusteella tdmi taa-
sen on identtinen merkkijonon 7,((y| x)A;) kanssa. Koska A; on forma-
tiivisessa konstruktiossa merkkijonoa A; edeltéva toisen lajin merkki-
jono, niin (y|z)A; on luettelossa A7, AY, ..., A/ merkkijonoa (y|z)A;
edeltéva toisen lajin merkkijono. Siispd merkkijono (y|x)A; toteuttaa
madrittelyn 2.6 neljdnnen ehdon.
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2. z on identtinen kirjaimen z kanssa. Merkkijono A; on identtinen merk-
kijonon 7,(A;) kanssa, jossa el médrittelyn 2.4 mukaan siis esiinny kir-
jainta z. Siispd merkkijonossa A; ei esiinny myoskddn kirjainta x, joten
merkkijono (y|z)A; on identtinen merkkijonon A; kanssa. Koska x ja
z ovat sama kirjain, niin A] on identtinen merkkijonon 7,(A;) kanssa.
Koska kirjainta y ei esiinny merkkijonossa A;, niin kriteerin KK 3 mu-
kaan 7,(A;) on identtinen merkkijonon 7,((y|x)A;), eli toisin sanoen
merkkijonon! 7,(A’) kanssa. Nyt siis merkkijonoa A} edeltdé luettelos-
sa A}, Ay, ..., A} sellainen merkkijono A’, ettd A} on 7,(A}). Téten
(y|z)A; toteuttaa méarittelyn 2.6 neljainnen ehdon.

3. z on identtinen kirjaimen y kanssa. Koska kirjainta y ei alkuperaisen
oletuksen mukaan esiinny misséén konstruktion merkkijonoista, merk-
kijono A;, eli merkkijono 7,(A;), on méérittelyn 2.4 mukaan identtinen
merkkijonon 7A; kanssa. Nyt siis merkkijono (y|z)A; on identtinen
merkkijonon 7(y|z)A; kanssa. Tamé merkkijono on identtinen merk-
kijonon 7,((y|x)A;) kanssa, kun kirjain u ei esiinny merkkijononssa
(y| z)A;. MyoGs téssé tapauksessa merkkijono (y| x)A; toteuttaa neljén-
nen ehdon.

Siispd merkkijono (y|x)A; toteuttaa jonkin formatiivisen konstruktion
chdoista kaikissa tapauksissa, ja siten merkkijonojen A’, A}, ... Al luettelo
on formatiivinen konstruktio.

Kriteerin FK 6 mukaan merkkijonojen luettelo, joka on saatu korvaamalla
jokin formatiivisessa konstruktiossa esiintyvé kirjain toisella, on my6s forma-
tiivinen konstruktio, jos korvaavaa kirjainta ei esiinny missdan konstruktion
merkkijonoista.

FK 7. Olkoon A merkkijono ja x ja y kirjaimia. Jos A on relaatio teoriassa
T, niin (y| x)A on relaatio teoriassa 7. Vastaavasti, jos A on termi teo-
riassa 7, niin (y| x)A on termi teoriassa T .

Perustelu. Jos x ja y ovat sama kirjain, niin (y|x)A on merkkijono A, ja kri-
teeri pitdd paikkansa. Oletetaan nyt, ettd = ja y ovat eri kirjaimia. Koska A
on relaatio tai termi, se esiintyy formatiivisessa konstruktiossa. Olkoon Aj,
As, ..., A, formatiivinen konstruktio, jossa merkkijono A esiintyy. Nyt tu-
lee nayttéad, ettd kun A; on téssa konstruktiossa esiintyva relaatio, niin myos
A} on relaatio, ja jos A; on konstruktiossa eiintyva termi, niin myds A} on

'Bourbakin kirjassa on téssi kohtaa |1, s. 22| painovirhe; merkkijonoa 7, (4;) viitetiéin
identtiseksi merkkijonon 7, (A;) kanssa, todellisuudessa 7, (A4;) on identtinen merkkijonon
7 (A’) kanssa.
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termi. Oletetaan? nyt, etté kriteeri pitee merkkijonoille A, Ao, ..., A;_1, ja
tutkitaan merkkijonoa A;. Olkoon A; kirjain ja siten myos termi. Nyt myos
(y| z)A; on kirjain ja siten termi. Oletetaan, ettd merkkijonoa A; edeltévit
sellaiset relaatiot A; ja Aj, ettd A; on identtinen merkkijonon VA;A; kans-
sa. Nyt merkkijono (y|z)A; on identtinen merkkijonon (y|z)V A; A kanssa.
Tamé taasen on identtinen merkkijonon V(y|x)A;(y|z)Ax kanssa kriteerin
KK 5 perusteella. Oletuksen mukaan relaatiot A; ja A toteuttavat kriteerin,
joten merkkijonot (y|z)A; ja (y|xz)Ay ovat relaatioita. Nyt kriteerin FK 1
perusteella V(y| x)A;(y| z)Ai, on relaatio. Samanlainen péadttely pétee myos,
jos merkkijonoa A; edeltda sellainen relaatio A;, ettd A; on identtinen merk-
kijonon —A; kanssa, tai jos merkkijonoa A; edeltévit sellaiset termit A; ja
Ay, ettd A; on identtinen merkkijonon sA;A; kanssa, missd s on teorian 7
erityinen merkki.

Oletetaan, ettd merkkijonoa A; edeltda sellainen relaatio A;, ettd A; on
identtinen merkkijonon 7,(A;) kanssa, missé z on kirjain. Nyt on kolme mah-
dollista tilannetta:

1. z on eri kirjain kuin z tai y. Merkkijono (y| x)A; on identtinen merkki-
jonon (y| z)7.(A;) kanssa. Tamé& merkkijono on kriteerin KK 4 mukaan
identtinen merkkijonon 7,((y| x)A;) kanssa, koska z ja y ovat eri kir-
jaimia. Oletuksen mukaan relaatio A; toteuttaa kriteerin, joten myos
(y| z)A; on relaatio, ja kriteerin FK 3 perusteella 7, ((y| ) A;) on termi.
Siis 7.(Aj) eli A] on termi®

2. z on identtinen kirjaimen z kanssa. A; on merkkijono 7,(A4;). Koska
merkkijonossa A; ei esiinny kirjainta z, niin merkkijono (y|x)A; on
identtinen merkkijonon A; kanssa. A; on termi ja identtinen merkkijo-
non A, kanssa. Téten (y|z)A; on termi.

3. z on identtinen kirjaimen y kanssa. Nyt ei voida soveltaa kriteeria
KK 4, koska kirjaimen x korvaava merkkijono y sisaltda merkin z; ky-
seessd on sama kirjain. Tieddmme oletuksen perusteella, ettd kriteeri
pétee kaikille merkkijonoa A; edeltéville merkkijonoille, ja ettd merkki-
jono A; on merkkijonoa A; edeltdvé relaatio. Tutkitaan konstruktiota
Ay, Ay, ..., A;. Olkoon u sellainen kirjain, jota ei esiinny missdén kon-
struktion merkkijonossa. Liséksi v on eri kirjain kuin x tai y. Kriteerin

2T#ssé metamatemaattisessa perustelussa kiytetdan hyviksi induktioperiaatetta. Pe-
riaatteen kdyttdminen ei ole ongelmatonta, koska ei ole ilmeistéd, ettd induktioperiaat-
teen avulla perusteltu kriteeri todellakin pétee kaikissa tapauksissa. Bourbaki késittelee
ongelmaa johdannossaan [1, s. 11]. Periaatteessa ongelma voitaisiin valttda osittain ole-
malla kdyttdmatta kriteerejd, miké tekisi matemaattisen tekstin lukemisen kdytdnndssa
mahdottomaksi. Bourbaki vetoaakin luottamaan "matemaatikkojen maalaisjarkeen”; jon-
ka mukaan induktioperiaatteen voidaan uskoa pitavin paikkansa kéasitellyssa tilanteessa.

3Myds tissd kohdassa on Bourbakin kirjassa [1, s. 22] painovirhe. Lopputuloksena merk-
kijono A; todetaan termiksi. Tamé& kuitenkin on oletettu jo aikaisemmin, ja pitéisikin to-
deta merkkijono A/ termiksi, miké on vaatimus kriteerin pétemiselle.
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FK 6 perusteella merkkijonojen (u|y)Ai, (u]y)As, ..., (u|y)A; luet-
telo on teorian .7 formatiivinen konstruktio. Merkitddn merkkijonoa
(u|y)A; merkkijonolla A7, merkkijonoa (u|y)As merkkijonolla A7 ja
niin edelleen. Koska téassa uudessa konstruktioissa ei esiinny kirjainta y,
voidaan kdyttda kriteerid FK 6 uudestaan. Nyt siis myos sarja (y| z) A7,
(y|z)A3, ..., (y|x)A7 on teorian  formatiivinen konstruktio. Koska
on oletettu kriteerin FK 7 pitdvin paikkansa merkkijonoa A; edelté-
villd merkkijonoilla, niin merkkijono (y|z)A7 on relaatio. Téstd seu-
raa, ettd 7,((y| x)AY) on termi teoriassa .7 . Kriteerin KK 4 mukaisesti
tdmé merkkijono 7,((y| z)AY) on identtinen merkkijonon (y| )7, (A7)
kanssa, joka siis on merkkijono (y|z)7,((u|y)A;). Tdméa merkkijono on
kriteerin KK 3 mukaisesti identtinen merkkijonon (y| z)7,(A4;), ja edel-
leen merkkijonon (y| z)7.(A;) kanssa, joka on merkkijono (y|z)A;. Nyt
siis merkkijono (y|z)A; on termi teoriassa 7.

Nyt on naytetty, etté relaatiosta tai termistd voidaan korvata kirjain toisella
lopputuloksen séilyessa vastaavasti relaationa tai termina.

FK 8. Olkoon A relaatio teoriassa 7 (vastaavasti termi), x kirjain ja T
termi teoriassa 7. Nyt (T|x)A on relaatio teoriassa T (vastaavasti termi).

Perustelu. Kriteerin perustelua hankaloittaa se, etté termissa 1" saattaa esiin-
tyd samoja kirjaimia, kuin merkkijonossa A. Tamé ongelma voidaan kuiten-
kin kiertda seuraavalla menettelylla. Koska A on relaatio tai termi, se esiintyy
formatiivisessa konstruktiossa. Olkoon sarja Ay, As, ..., A, konstruktio, jos-
sa A esiintyy. Olkoot xi, z3, ..., z, kaikki merkkijonossa 7' esiintyvit eri
kirjaimet. Liitetdan nyt jokaiseen kirjaimeen z; sellainen kirjain z}, joka on
eri kirjain kuin mikéan kirjaimista x1, zo, ..., 7, tai kirjaimista, jotka esiinty-
viit merkkijonoissa Ay, A, ..., A,. Tehddén kirjainten @, x5, ..., x;, valinta
siten, ettd kirjaimet ovat myos keskendén eri kirjaimia. Nyt kriteerin FK 7
mukaan merkkijono
(@] @) (25| z2) - . (] )T

on termi teoriassa .7, jota merkitddn 7”. Verrataan merkkijonoja (7’| x)A ja
(T"| ) A. Merkkijonot ovat identtisid lukuunottamatta kirjaimia x korvaavia
merkkijonoja 7" ja T". Koska merkkijonon 7" kirjaimia 2 ei esiinny merkkijo-
nossa 7', niin korvaamalla kirjaimet x} kirjaimilla z; saadaan kriteerin KK 1
perusteella merkkijono 7. Merkkijonon 7" kirjaimia ei esiinny merkkijonossa
A, joten korvaamalla merkkijonon (7”|xz)A merkit 2 merkeilld z; saadaan
merkkijono (T'| x)A. Toisin sanoen merkkijono

(2.8) (1] 7)) (o] 5) - - (wp| ) (@[ 21) (5] 2) - - (| ) T ) A

on identtinen merkkijonon (7’| z)A kanssa. Jos pystytddn osoittamaan, etta
(T"| ) A on termi tai relaatio, kriteerista FK 7 seuraa, ettd merkkijono (2.8)
on vastaavasti termi tai relaatio. Tama tarkoittaa sitd, ettd myos merkkijono
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(T'| x)A on samaten relaatio tai termi. TAmé&n perusteella voidaan jatkossa
olettaa, ettd merkkijonon 7" kirjaimia ei esiinny missdén formatiivisen kon-
struktion merkkijonoissa A;.

Néaytetddn, ettd jos merkkijono A; on relaatio tai termi, niin merkkijono
(T'| x)A; on vastaavasti relaatio tai termi. Oletetaan, ettd tAméa pitdéd paik-
kansa merkkijonoille Ay, As, ..., A;_1, ja tarkastellaan merkkijonoa A;. Jos
A; on kirjain ja siten termi, merkkijono (7’| x)A; on joko alkuperéinen kirjain
tai merkkijono 7". Molemmissa tapauksissa (7'| ) A; on termi.

Olkoon s teorian .7 relationaalinen (vastaavasti substatiivinen) merkki ja
merkkijonot A; ja A, merkkijonoa A; edeltdvid termejé. Olkoon A; muotoa
sA; Ay, ja siis relaatio (vastaavasti termi). Nyt (7| x)A; on identtinen merk-
kijonon (7’| x)sA;Aj kanssa. Tadmé merkkijono on kriteerin KK 5 perus-
teella identtinen merkkijonon s(7T'| x)A;(T| x)Ay kanssa. Oletuksen mukaan
kriteeri patee merkkijonoille (T'|z)A; ja (T'| x)Ay, joten ndmé merkkijonot
ovat termejd. Nyt kriteerin FK 4 perusteella merkkijono (7’| x)A; on relaa-
tio (vastaavasti termi). Perustelu on samanlainen, jos A; on muotoa —A; tai
VA;A;.

Olkoon nyt A; muotoa 7,(A;), missd A; on merkkijonoa A; edeltévi re-
laatio ja z kirjain. Jélleen on tutkittavana kolme tapausta:

1. z on eri kirjain kuin = tai mikdan merkkijonossa 7' esiintyvista kirjai-
mista. (T'| z)A; on merkkijono (7| x)7,(A;), joka kriteerin KK 4 perus-
teella on identtinen merkkijonon 7,((7'| z)A;) kanssa. Oletuksen perus-
teella merkkijono (T'| z)A; on relaatio, joten (7| x)A; termi, ja kriteeri
pitda paikkansa.

2. z on sama kirjain kuin x. Koska A; on merkkijono 7,(A;), siiné ei maa-
rittelyn 2.4 mukaan esiinny kirjainta z, eikd taten myoskaédn kirjainta
x. Siispé (T'| x)A; on identtinen merkkijonon A; kanssa ja téten termi.
Kriteeri siis pitaéd paikkansa.

3. z esiintyy merkkijonossa T'. Nyt siis kirjainta z ei esiinny merkkijo-
nossa A;, ja A; on siis merkkijono 7A;. Nyt (7| x)7A; on merkkijono
7(T| x)A;. Oletuksen mukaan tiedetéén, ettd (1] x)A; on relaatio. Ol-
koon u sellainen kirjain, jota ei esiinny merkkijonossa (7'| z)A;. Nyt
merkkijono 7(7'| x)A; on identtinen merkkijonon 7,((7'| z)A;) kanssa,
joka kriteerin FK 3 mukaisesti on termi. Mutta tdmé& merkkijono on
merkkijono (T'| z)A;, ja kriteeri pétee tdssikin tapauksessa.

Nyt on osoitettu, etté jos relaation tai termin jokin kirjain korvataan termilla,
niin saatu uusi merkkijono on vastaavasti relaatio tai termi. Jos A on kirjainta
x koskeva viittama, niin (7| z)A on vastaava objektia T' koskeva vaittdma.
Jos taas A on kirjaimesta x riippuva objekti, niin (7| z)A on objekti, joka
riippuu vastaavalla tavalla objektista 7.
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2.1.5 Yhteenveto

Teorian 7 erityiset merkit méarittévit teorian termit ja relaatiot, silld vain
erityiset merkit operoivat ensimmaisen lajin merkkijonoilla. Kuten seuraa-
vasta esimerkistd ndhdaan, ilman erityisid merkkejé teoriassa 7 ei ole relaa-
tioita. Loogisten merkkien avulla voidaan siis konstruoida lisda vaittamia ja
objekteja erityisten merkkien maarittadmista viittadmista ja objekteista.

Esimerkki 2.4. Olkoon 7 teoria, jossa ei ole erityisid merkkeja. Tutkitaan
teorian .7 merkkijonoa A, joka esiintyy formatiivisessa konstruktiossa. Ainoa
formatiivisen konstruktion ehdoista, joka voi tayttyéd, on ensimméinen. Seké
toisessa ettd kolmannessa ehdossa vaaditaan, ettd merkkijonoa A edeltéisi
yksi tai useampi toisen lajin merkkijono. Toisen lajin merkkijonon aloittava
merkki on joko —, V tai relationaalinen merkki. Kaksi ensimmaisté tapausta
eivit ole mahdollisia; ne vaatisivat aikaisemmin esiintyvéan toisen lajin merk-
kijonon. Koska teoriassa .7 ei ole erityisid merkkejé, toinen ja kolmas ehto
eivit voi toteutua. Neljés ehto koskee erityisid merkkejé, joita tarkasteltavas-
sa teoriassa ei ole. Taten teoriassa 7 ei ole relaatioita, ja ainoat termit ovat
yksittaisia kirjaimia.

Formatiivisen konstruktion méaarittelystd ndhdéaén, ettd negaatio ja dis-
junktio operoivat toisen lajin merkkijonoilla, siis relaatioilla. Taméa sopii hy-
vin yhteen termiin ja relaatioon liitetyn intuitiivisen merkityksen kanssa;
negaatiota tai disjunktiota ei ole mielekéstd kohdistaa objektiin, vaan vait-
teeseen.

Tahén asti merkkijonojen A ja B disjunktiota on merkitty VAB ja nididen
vélisestd implikaatiosta on kiytetty merkintdd = AB. Merkinnét ovat olleet
tarpeellisia merkkijonon lajin maéérittelyn vuoksi. Tésta eteenpédin voidaan
merkkijonojen A ja B disjunktiota ja ndiden valistd implikaatiota merkité
yleisemmin kéiytetyilld tavoilla AV B ja A = B.

2.2 Lauseet

Edellisessé luvussa esiteltiin, kuinka erityiset merkit vaikuttavat teoriaan .7 .
Jatkamme teorian kisitteen esittelemistd aksioomien ja skeemojen kuvaile-
misella.

2.2.1 Aksioomat

Maarittely 2.8. Aksioomat ovat teorian 7 relaatioita, ja ne jakautuvat
eksplisiittisiin ja implisiittisiin aksioomiin. Eksplisiittiset aksioomat esitel-
laén auki kirjoitettuina, niissé esiintyvét kirjaimet ovat teorian .7 wvakioita.
Implisiittiset aksioomat syntyvat skeemojen avulla. Skeema on sdéanto, jolle
patevat seuraavat ehdot:

1. Saéntoa kiayttamalla saadaan aikaiseksi relaatio teoriassa .7 .
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2. Jos T on termi teoriassa 7, x kirjain ja R relaatio, joka on synty-
nyt tiettyd skeemaa kayttdmalld, niin samaa skeemaa kayttamaélla tu-
lee kyetd muodostamaan myos relaatio (7' x)R.

Eksplisiittisten aksioomien avulla ei voida tehda yleispatevia saéntoja,
koska eksplisiittisissd aksioomissa esiintyvét kirjaimet ovat teorian vakioita,
ja siten tarkasti maériteltyja objekteja. Implisiittisia aksioomia tarvitaan,
kun halutaan tietyn ominaisuuden pitéavan paikkansa tarkemmin maarittele-
mattomalle objektille. Skeeman avulla méaaritelldén sdanto, joka patee kaikil-
le teorian objekteille. Jalkimmainen vaatii, etté jos implisiittisesta aksioomas-
ta korvataan jokin kirjain jollakin objektilla, niin saatu relaatio on aksiooma.
Tama ehto varmistaa, ettéd sddnto tosiaankin patee kaikille objekteille. Kaik-
ki teorian .7 skeeman avulla luodut relaatiot ovat teorian .7 implisiittisia
aksioomia. Alaluvussa 2.3.1 esitelladn skeemat, joiden avulla saadaan méaa-
riteltyd negaatioon ja disjunktioon liittyvit ominaisuudet kaikille teorian .
objekteille.

2.2.2 Todistus

Maarittely 2.9. Teorian .7 demonstratiivinen teksti koostuu kahdesta osas-
ta: teorian 7 relaatioista ja termeisté koostuvasta avustavasta formatiivises-
ta konstruktiosta ja teorian 7 todistuksesta. Todistus on luettelo teorian 7
relaatioita R, jotka esiintyvét avustavassa formatiivisessa konstruktiossa, ja
joille patee vahintdankin yksi seuraavista ehdoista:

1. Relaatio R on teorian .7 eksplisiittinen aksiooma

2. Relaatio R saadaan soveltamalla teorian 7 skeemaa avustavassa for-
matiivisessa konstruktiossa esiintyvian termiin tai relaatioon.

3. Todistuksessa on kaksi sellaista relaatiota R edeltévéd relaatiota S ja
T, ettd T on identtinen relaation S = R kanssa.

Huomautus 2.4. Avustava formatiivinen konstruktio tarvitaan, jotta voi-
daan tietdd luettelossa esiintyvien merkkijonojen olevan relaatioita. Kaytéan-
nossa luettelon merkkijonojen todetaan olevan relaatioita formatiivisten kri-
teerien implisiittisella kaytolla, eikd todistusten yhteydessd avustavaa forma-
tiivista konstruktiota kirjoiteta eksplisiittisesti.

Maarittely 2.10. Todistuksessa esiintyviéd relaatioita sanotaan teorian .7
lauseiksi. Lausetta voidaan sanoa myos todeksi relaatioksi tai todeksi véitta-
méksi. Olkoon R relaatio teoriassa .7, x kirjain ja T termi teoriassa .7 . Nyt
jos (T'| )R on lause teoriassa .7, sanotaan, ettd 7" on relaation R ratkaisu,
tai ettd 1" toteuttaa relaation R. Téssa relaatiota R pidetdédn kirjaimesta x
riippuvana relaationa.
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Relaation R sanotaan olevan epétosi teoriassa .7, jos sen negaatio =R on
on teorian .7 lause. Jos sama relaatio on seké tosi ettéd epétosi teoriassa 7,
sanotaan teorian .7 olevan ristiriitainen.

Seka relaation totuus ettd epétotuus riippuvat kyseessd olevan teorian
kehitysasteesta. Relaatio muuttuu todeksi, kun se saadaan lisdttya todistuk-
seen. Alunperin epétosi relaatio saatetaan myohemméssé vaiheessa saada li-
sittya todistukseen, jolloin taytyy koko tarkasteltavaa teoriaa muuttaa. Tatéa
hyodynnettisin myohemmin muun muassa todistettaessa relaatiota lauseeksi
vastaesimerkilla.

Aikaisemmin on kéyty lédpi korvauskriteereji, jotka ovat kisitelleet merk-
kijonon tiettyjen merkkien korvaamista toisilla, ja formatiivisia kriteerejé,
jotka késittelevit erilaisten operaatioiden vaikutuksia merkkijonon asemaan
teoriassa 7. Kaikkien relaatioiden todistaminen mééritelmén perusteella ei
olisi mielekésté, joten seuraavaksi esitellddn deduktiivisia kriteereja, joiden
avulla voidaan lyhentéa ja selkeyttad todistuksia.

K 1 (Syllogismi). Olkoon merkkijonot A ja B teorian J relaatioita. Jos A
ja A = B ovat teorian 7 lauseita, niin B on teorian 7 lause.

Perustelu. Olkoon merkkijonojen luettelo Ry, Rs, ..., R, teorian .7 todis-
tus, jossa relaatio A esiintyy, ja olkoon merkkijonojen luettelo Sy, S, ...,
S todistus, jossa relaatio A = B esiintyy. Kirjoittamalla ndmaé luettelot pe-
riakkéiin saadaan uusi luettelo Ty, Ty, ..., T,,, jossa esiintyvét relaatiot A ja
A = B. Jokainen alkuperiisten todistusten relaatioista toteutti ainakin yh-
den maérittelyn 2.9 ehdoista. Relaatiot toteuttavat samat ehdot myos uudes-
sa luettelossa, missé kaksi todistusta on kirjoitettu perdkkain. Siispa luettelo
Ty, Ty, ..., T, on todistus. Nyt voidaan lisdtd merkkijono B luettelon pe-
ridn, jolloin saatu luettelo T3, Ts, ..., T),, B on teorian .7 todistus, ja tdten
relaatio B on teorian .7 lause.

2.2.3 Korvaukset teoriassa

Maarittely 2.11. Olkoon .7 teoria, Ay, As, ..., A, sen eksplisiittiset ak-
sioomat, x kirjain ja 7" termi teoriassa .7. Merkinnélla (7| x).7 tarkoitetaan
teoriaa, jonka merkit ja skeemat ovat samat kuin teoriassa .7, ja jonka ek-
splisiittiset aksioomat ovat (T'|x)A;, (T'|z)As, ..., (T| z)A,.

K 2. Olkoon A teorian 7 lause, T termi teoriassa 7 ja x kirjain. Nyt
(T x)A on teorian (T|x)T lause.

Perustelu. Olkoon merkkijonojen luettelo Ry, Rs, ..., R, teorian .7 todistus,
jossa relaatio A esiintyy. Tutkitaan sarjaa (T'|x)Ry, (T|z)Rs, ..., (T|z)R,,
joka siis sisdltdd merkkijonon (7| x)A. Kaikki sarjan merkkijonot (7’| z)R;
ovat relaatioita kriteerin FK 8 mukaan. Kriteerin todistamiseksi taytyy néyt-
tad, ettd tdmé luettelo on teorian (7| x).7 todistus, jolloin siis (7’| z)A on
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teorian (7’| z).7 lause. Tutkitaan todistuksen mielivaltaista termiéd Ry, joka
siis on joko eksplisiittinen aksiooma, saatu soveltamalla teorian .7 skeemaa
tai sitd edeltdd kaksi relaatiota R; ja R;, missd R; on R; = Rj. Tarkastel-
laan jokainen tapaus erikseen. Jos R}, on teorian 7 eksplisiittinen aksiooma,
niin (7' x) Ry on teorian (T'| z).7 eksplisiittinen aksiooma. Jos Ry on teorian
< implisiittinen aksiooma, niin méérittelyn 2.8 mukaisesti myos (7'| x) Ry, on
teorian .7 implisiittinen aksiooma, ja siten my6s teorian (7’| z)7 implisiitti-
nen aksiooma. Viimeisessi tapauksessa relaatiota (7| z) Ry edeltdd relaatiot
(T|z)R; ja (T'|x)Rj, missd (T'|z)R; on (T|x)(R; = Ry), mikéd on kritee-
rin KK 5 mukaisesti identtinen relaation (7| z)R; = (T'| x) Ry kanssa. Nyt
on siis ndytetty, ettéd kaikissa tapauksissa relaatio (7’| x) R, toteuttaa ainakin
yhden todistuksen ehdoista. Siispa sarja (T'| )Ry, (T'|x)Rs, ..., (T|z)R, on
teorian (T'| x).7 todistus, ja relaatio (T'| x)A teorian (7| z).7 lause.

K 3. Olkoon A lause teoriassa 7, T termi teoriassa 7 ja x sellainen kirjain,
joka ei ole teorian J wvakio. Nyt (T'|x)A on teorian 7 lause.

Perustelu. Tama kriteeri seuraa suoraan edellisesté kriteerista, jonka mukaan
(T'| x)A on teorian (T'| x).7 lause. Kirjain z ei ole vakio, joten se ei esiinny
teorian .7 eksplisiittisissd aksioomissa. Siispé teoria (T'| x).7 on sama kuin
teoria 7.

Kriteerin perusteella lauseessa esiintyva kirjain voidaan korvata objektilla,
ja lopputulokseksi saatu merkkijono on lause, kunhan korvattu kirjain ei
ole erityisesti maéritelty objekti eli vakio. Jos tarkasteltavassa teoriassa ei
ole eksplisiittisia aksioomia, niin silloin teoriassa ei ole mydskadn vakioita,
jolloin kriteerid voidaan kiyttad ilman rajoituksia kirjaimen x suhteen. Tata
seikkaa hyodynnetdédn kriteerien perusteluissa alaluvuissa 2.3 ja 2.4.

2.2.4 Teorioiden vertailu

Maarittely 2.12. Teorian .7/ sanotaan olevan vahvempi kuin teoria .7, jos
kaikki teorian .7 merkit ovat teorian .7 merkkejé, kaikki teorian .7 skeemat
ovat teorian .7’ skeemoja ja kaikki teorian .7 eksplisiittiset aksioomat ovat
teorian .7 lauseita. Jos .7’ on vahvempi kuin .7, niin voidaan sanoa myos
teorian .7 olevan heikompi kuin .7’

Vahvemmassa teoriassa on siis kiytossd heikomman teorian koko struk-
tuuri, jonka lisdksi vahvemalla teorialla voi olla ominaisuuksia, joita ei ole
heikommalla teorialla. Erottavia tekijoitda voivat olla kukin kolmesta teori-
aa yksiloivasta piirteestd: eksplisiittiset aksioomat, skeemat tai erityiset mer-
kit. Seuraavassa kriteerissa osoitetaan, ettd kaikki heikomman teorian lauseet
ovat lauseita myo6s vahvemmassa teoriassa.

K 4. Olkoon teoria ' vahvempi kuin teoria . Nyt kaikki teorian 7 lauseet
ovat teorian 7' lauseita.
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Perustelu. Olkoon luettelo Ry, R, ..., R, teorian .7 mielivaltainen todistus.
Nyt tulee nayttdd, ettd jokainen luettelon relaatio on lause myoOs teoriassa
J". Oletetaan, ettd kriteeri péatee relaatiota Ry edeltdville relaatioille. Koska
Ry, on lause teoriassa .77, niin se tdyttdd jonkin méérittelyn 2.9 kolmesta
ehdosta. Tarkastellaan kukin tapaus erikseen.

Jos Ry, on teorian .7 eksplisiittinen aksiooma, se on teorian .7’ lause
madrittelyn 2.12 mukaisesti. Jos taasen Ry on saatu soveltamalla teorian .
skeemaa, niin koska méérittelyn 2.12 mukaan teorian .7 skeemat ovat myos
teorian 7’ skeemoja. Voidaan soveltaa samaa skeemaa teoriassa .7, jolloin
Ry, on lause teoriassa .7'. Viimeisend on tapaus, jossa relaatiota R edeltdi
relaatiot R; ja IR;, missd R; on relaatio R; = Rj. Oletuksen mukaan kriteeri
pitee relaatiota Ry edeltaville relaatioille, joten relaatiot R; ja R; = Ry, ovat
teorian .7’ lauseita, jolloin kriteerin K 1 mukaan myo6s relaatio Ry, on lause.
Siis Ry, on teorian .7’ lause kaikissa tapauksissa.

K 5. Olkoon 7 teoria, Ay, Ao, ..., A, sen eksplisiittiset aksioomat, ai, as,
.., ap sen wvakiot ja Ty, Ty, ..., Ty, sen termejd. Oletetaan, ettd kaikilla
1=1,2,...,n relaatiot

(T1| al)(TQ‘ a2) Ce (Th| CLh>Ai

ovat teorian 7' lauseita. Oletetaan lisiksi, ettd kaikki teorian 7 merkit ovat
teorian 7" merkkeji ja kaikki teorian 7 skeemat teorian ' skeemoja. Jos
nyt A on teorian 7 lause, niin (T1] a1)(Ts| as) . .. (Th| an)A teorian T lause.

Perustelu. Tutkitaan teoriaa (77| ay)(Ts| ag)...(Ty| an).7. Maarittelyn 2.11
ja oletuksen mukaan tdmén teorian skeemat ja merkit ovat samat kuin teo-
rian .7 skeemat ja merkit. Teorian (71| a1)(T5| a2) ... (Th| an) 7 eksplisiittiset
aksioomat ovat relaatiot

(T1| a1)(T3| ag) ... (Th| ap) A;, missd i = 1,2, ..., n.

Néamaé relaatiot ovat oletuksen mukaan lauseita teoriassa 7. Siispa maéritte-
lyn 2.12 perusteella .7’ on vahvempi kuin teoria (71| a1) (73| a2) . .. (Th| an) 7 .
Nyt jos A on lause teoriassa 7, niin kriteerin K 2 mukaan

(T1| 0,1)(T2| ag) N (Th| ah)A

on teorian (71| a1)(Ts] az) ... (Th| an)7 lause. Koska teoria .7/ on vahvempi
kuin teoria (71| a1)(T%] az) ... (Th| an)7, niin voidaan soveltaa kriteeria K 4.
Nyt siis (77| ay)(Ts| az) . .. (Th| an)A on teorian 7 lause.

Teorian 7 eksplisiittiset aksioomat ovat véitteitéd, joiden oletetaan péte-
véan niissé esiintyville vakioille. Teorian 7 lause A ilmaisee ominaisuuden,
joka on seurausta teorian 7 eksplisiittista ja implisiittistd aksioomista. Kri-
teeri K 5 toteaa, etté mikéli teoriaa .7 vahvemmassa teoriassa .7’ on olemas-
sa sellaiset objektit 17, T5, ... T}, joilla on samat ominaisuudet kuin teorian
Z vakioilla ay, as, ..., ap, niin nailld objekteilla on my6s ominaisuus A.
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2.3 Loogiset teoriat

2.3.1 Loogisen teorian aksioomat

Loogisista merkeistd negaatio — sai yleisesti matematiikassa siihen liitetyn
merkityksensé alaluvussa 2.2.2 relaation epatotuuden méarittelyn yhteydes-
sé. Seuraavassa liitetdan disjunktio-operaattoriin ominaisuudet, joiden avulla
se saa normaalin matemaattisen merkityksensa, ja samalla myos implikaatio
saa merkityksensa.

Maarittely 2.13. Teoriaa .7 sanotaan loogiseksi teoriaksi, jos seuraavat
skeemat S 1-S 4 tuottavat implisiittisia aksioomia.

S 1. Jos A on relaatio teoriassa 7, niin relaatio (AV A) = A on teorian
T (implisiittinen) aksiooma.

S 2. Jos A ja B owvat teorian J relaatioita, relaatio A = (AV B) on teorian
T aksiooma.

S 3. Jos A ja B owvat teorian J relaatioita, relaatio (AV B) = (B V A) on
teorian 7 aksiooma.

S 4. Jos A, B ja C ovat teorian 7 relaatioita, relaatio
(A= B)= ((CVA) = (CVDB))
on teorian 7 aksiooma.

Esitetyt sdannot S 1 - S 4 ovat skeemoja, méarittelyn 2.8 ehdot péatevit
kaikille néille sdanndéille. Naytetadn, ettd sdanto S 3 on skeema. Kriteereiden
FK 1 ja FK 5 perusteella (AV B) = (B V A) on relaatio, kun A ja B ovat
relaatioita. Siis méarittelyn 2.8 ensimmaéinen ehto patee. Olkoon nyt R relaa-
tio, joka on saatu soveltamalla sdantoa S 3. Nyt on olemassa sellaiset teorian
T relaatiot A ja B, ettd Ron (AV B) = (BV A). (T|z)R on siis relaatio
(T|z)((AV B) = (BV A)), joka kriteerin KK 5 perusteella on identtinen
relaation ((T|z)AV (T|z)B) = ((T|z)BV (T'| x)A) kanssa. Kriteerin FK 8
mukaan seké (7| z)A ettd (T'| x)B ovat teorian .7 relaatioita, joten relaatio
(Tx)AV (T|x)B) = ((T'|z)BV (T| z)A) saadaan my0s soveltamalla séén-
t6d S 3 relaatioihin (7| x)A ja (T'|x)B. Siis S 3 tdyttdd myos méérittelyn
2.8 toisen ehdon, ja téten on skeema. Bourbaki on néyttanyt sddnnén S 2
skeemaksi [1, s. 28|, muut sddnnot voidaan osoittaa skeemoiksi vastaavilla
padttelyilld, . Téstd eteenpéin teorialla .7 tarkoitetaan loogista teoriaa.

Esimerkki 2.5. Néytetain, etta loogisen teorian .7 ristiriitaisuudesta seu-
raa, etta kaikki teorian .7 relaatiot ovat teorian .7 lauseita. Olkoon .7 risti-
riitainen teoria, eli teoriassa .7 relaatiot A ja ~A ovat lauseita. Olkoon B teo-
rian 7 mielivaltainen relaatio. Skeeman S 2 mukaan relaatio A = (-AV B)
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on teorian .7 lause. Koska oletuksen mukaan —A on teorian .7 lause, niin
kriteerin K 1 mukaan my6s (—A V B) on teorian .7 lause. Mééritelmén 2.1
mukaan lause (—A V B) on lause A = B. Oletuksen mukaan relaatio A on
lause, joten voidaan soveltaa uudestaan kriteeria K 1, mikéd osoittaa, etté
relaatio B on teorian 7 lause.

2.3.2 Seurauksia aksioomista

Seuraavassa esitellddn ja perustellaan lisdéd padttelyja yksinkertaistavia kri-
teerejé, jotka ovat seurausta loogisen teorian skeemoista.

K 6. Olkoon A, B ja C lauseita teoriassa 7. Jos A = B ja B = C' ovat
lauseita teoriassa 7, niin A = C on lause teoriassa 7 .

Perustelu. Kriteerin FK 2 mukaan merkkijonon A ollessa relaatio myos —A
on relaatio. Nyt soveltamalla skeemaa S 4 relaatioihin B, C' ja = A relaatio

(B=C)= ((nAVB) = (-AV())
on lause teoriassa 7. Méadritelmén 2.1 mukaan lause on identtinen lauseen
(B=C)=((A=B)=(A=0C))
kanssa. Koska my6s B = C on lause teoriassa .7, niin relaatio
(A=B)=(A=C)

on lause teoriassa .7 kriteerin K 1 perusteella. Koska (A = B) on lause
teoriassa .7, kriteerin K 1 mukaan A = C on lause teoriassa .7 .

K 7. Jos A ja B ovat relaatioita teoriassa 7, niin relaatio B = (AV B) on
lause teoriassa 7 .

Perustelu. Skeeman S 2 mukaan relaatio B = (B V A) on lause, ja skeeman
S 3 mukaan myds relaatio (BV A) = (AV B) on lause. Nyt voidaan soveltaa
néihin lauseisiin kriteeria K 6, miké tdydentéaéd perustelun.

K 8. Jos A on relaatio teoriassa 7, A = A on lause teoriassa 7 .

Perustelu. Skeeman S 2 mukaan A = (A V A) on lause, ja skeeman S 1
mukaisesti (A V A) = A on lause. Nyt voidaan soveltaa kriteeria K 6 néihin
lauseisiin, jolloin relaatio A = A on lause teoriassa .7 .

K 9. Jos A on relaatio teoriassa 7 ja B teorian 7 lause, niin relaatio
A = B on teorian 7 lause.

26



Perustelu. Koska = A ja B ovat relaatioita teoriassa .7, kriteerin K 7 mukaan
relaatio B = (- AV B) on lause teoriassa .7 . Toisin sanoen siis B = (A = B)
on teorian .7 lause. Nyt kriteerin K 1 mukaan (A = B) on teorian .7 lause.

Jos vaittdméa B on totta, niin implikaatio A = B on kriteerin mukaan totta
riippumatta siitd, onko vaittamaé A totta. Tamé implikaation ominaisuus on
suora seuraus implikaation méaaritelmésta ja loogisen teorian aksioomista.

K 10. Jos A on relaatio teoriassa 7, niin relaatio AV —A on lause teoriassa

T.

Perustelu. Kriteerin K 8 mukaan relaatio A = A on lause teoriassa 7. Siis
méaaritelméan 2.1 mukaan relaatio =A V A on lause teoriassa 7. Sovelletaan
skeemaa S 3 relaatioihin —A ja A, jolloin relaatio (—AVA) = (AV—A) teorian
T lause. Sovelletaan kriteerid K 1 lauseisiin AV A ja (mAVA) = (AV-A),
jolloin relaatio AV —A on lause teoriassa 7.

K 11. Jos A on relaatio teoriassa .7, niin A = ——A on teorian 7 lause.

Perustelu. Koska A on relaatio, myos —A on relaatio. Sovelletaan kriteeriéd
K 10 relaatioon —A, jolloin relaatio =A V =—A on lause teoriassa .7 . Siis
madaritelmén 2.1 mukaan A = ——A on lause teoriassa 7.

K 12. Jos A ja B ovat teorian T relaatioita, niin (A = B) = (-B = —A)
on teorian 7 lause.

Perustelu. Kriteerin K 11 mukaan B = ——B on lause teoriassa 7. Sovel-
letaan skeemaa S 4 relaatioihin B, =—B ja —A, jolloin relaatio

(B = —\—\B) = ((—|A\/ B) = (—|A\/ —|—|B))

on lause teoriassa 7. Sovelletaan kriteerid K 1 néihin lauseisiin, jolloin re-
laatio

(2.9) (mAV B) = (mAV ——B)
on lause teoriassa 7. Skeeman S 3 mukaan mydos relaatio
(2.10) (mAV —=B) = (-—BV —A)

on lause teoriassa 7. Nyt sovelletaan kriteerid K 6 lauseisiin (2.9) ja (2.10),
jolloin

(2.11) (mAV B) = (=B V -A)

on lause teoriassa 7. Méaéritelmén 2.1 mukaan relaatio (2.11) on identtinen
relaation (A = B) = (=B = —A) kanssa, joka téten on lause teoriassa 7.
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K 13. Olkoon A, B ja C teorian 7 relaatioita. Jos A = B on teorian
lause, niin relaatio (B = C) = (A = C) on teorian 7 lause.

Perustelu. Kriteerin K 12 mukaan relaatio (A = B) = (=B = —A) on
lause teoriassa .7, ja oletuksen mukaan relaatio (A = B) on lause teoriassa
T . Sovelletaan kriteerid K 1 néihin lauseisiin, jolloin relaatio =B = —A on
lause teoriassa 7. Skeeman S 4 mukaan myo6s relaatio

(=B = —A) = ((CV-B) = (CV=A))

on lause teoriassa 7. Sovelletaan kriteeria K 1 néihin lauseisiin, jolloin re-
laatio (C'V =B) = (C Vv —A) on lause teoriassa .7. Skeeman S 3 mukaan
relaatiot (WBV C) = (CV =B) ja (CV -A) = (mAV () ovat lauseita
teoriassa 7. Sovelletaan kriteerid K 6 lauseisiin (=B V C) = (C'V —=B)
ja (C'Vv =B) = (CV —A), jolloin relaatio (-B VvV C) = (C V —A) on
lause teoriassa 7. Sovelletaan uudestaan kriteerid K 6, télla kertaa lausei-
sim (-BV C) = (CV-A) ja (CV-A) = (mA vV C), jolloin relaatio
(-BV (C) = (nAVC), eli relaatio (B = C) = (A = C), on lause teo-
riassa 7.

Tasta eteenpéin voidaan kiayttad jo esiteltyjd korvauskriteereji ja forma-
tiivisia kriteerejé ilman erityistd mainintaa, jos erehdyksen vaara ei ole ilmei-
nen. Sama patee myos deduktiivisille kriteereille K 1 — K 6. Esimerkiksi jos
relaatiot A ja A = B ovat lauseita teoriassa .7, niin voidaan ilman erillista
viittausta kriteeriin K 1 todeta relaation B olevan lause teoriassa 7.

2.3.3 Todistusmenetelmii

Seuraavassa esitellidn nelja todistusmenetelméé, ja perustellaan kriteerit,
joihin ne nojaavat. Kukin menetelma perustuu edelld esitettyjen kriteerei-
den seké loogisen teorian aksioomien avulla johdettuihin deduktiivisiin kri-
teereihin. Ensiméisend on vuorossa lisdoletuksen menetelmd, joka perustuu
seuraavaan kriteeriin:

K 14. Olkoon A relaatio teoriassa 7, ja olkoon T’ teoria, joka on saatu
lisdamalld relaatio A teorian 7 aksioomiin. Jos B on teorian 7' lause, niin
A = B on teorian 7 lause.

Perustelu. Koska B on lause teoriassa 7, se esiintyy jossakin teorian .7’ to-
distuksessa. Olkoon luettelo By, Bs, ..., B, tdma todistus. Nyt tulee osoit-
taa, ettd relaation By ollessa mielivaltainen edelld mainitun todistuksen re-
laatio, niin A = By, on lause teoriassa 7. Oletetaan, ettd kriteeri pétee relaa-
tioille, jotka edeltavét relaatiota B; todistuksessa, ja niytetddn, ettd A = B;
on teorian .7 lause. Jos B; on teorian .7 eksplisiittinen aksiooma, niin on
kaksi mahdollista tapausta:
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1. B; on teorian .7 eksplisiittinen aksiooma.
2. B; on teorian .7 relaatio A.

Ensimmaéisessd tapauksessa A = B; on lause teoriassa .7 kriteerin K 9 pe-
rusteella. Toisessa tapauksessa A = B; on relaatio A = A, joka on kriteerin
K 8 perusteella lause teoriassa 7. Jos B; on teorian .7’ implisiittinen ak-
siooma, niin se on myos teorian .7 implisiittinen aksiooma, ja A = B; on
kriteerin K 9 mukaan lause teoriassa .7. Lopuksi pitdé tutkia tilanne, jossa
relaatiota B; edeltdd relaatiot B; ja B; = B;. Oletuksen mukaan relaatiot
A= Bjja A= (Bj = B;) ovat teorian .7 lauseita. Kriteerin K 13 mukaan
relaatio
(Bj = B;)) = (A= B;)

on lause teoriassa .7. Nyt kriteerin K 6 mukaan A = (A = B;) on lause
teoriassa .7 . Siispé relaatio ~AV (A = B;) on lause teoriassa .7, ja sovelta-
malla skeemaa S 3 relaatio (A = B;)V —A on lause teoriassa .7. Sovelletaan
skeemaa S 2 relaatioon —A, jolloin relaatio =A = (=A V B;), eli relaatio
-A = (A= B), on lause teoriassa .7. Kun vield sovelletaan skeemaa S 4
relaatioithin A, A = B; ja A = B;, niin relaatio

(A= B)V-Al=[(A= B;) V(A= B)

on lause teoriassa 7. Koska (A = B;) V —A on lause teoriassa .7, niin
relaatio (A = B;) V (A = B;) on myos lause teoriassa 7. Téstd seuraa
skeeman S 1 perusteella, ettd relaatio A = B; on teorian .7 lause. Nyt
on osoitettu, ettd kaikille todistuksen By, Bs, ..., B, relaatioille B, pitda
paikkansa, ettd A = By on lause teoriassa .7, ja téten kriteeri on perusteltu.

Kriteerissi K 14 relaatio A on liséoletus, jonka oletetaan pitdvan paik-
kansa. Kun tdmé oletus tehdaén, siirrytdan operoimaan teoriassa .7’ alku-
perdisen teorian .7 sijasta. Jos nyt téssd uudessa teoriassa pystytddn osoit-
tamaan relaatio B lauseeksi, niin silloin implikaatio A = B on lause alkupe-
riisessé teoriassa 7. Toisin sanoen jos olettamalla, ettd A on totta, saadaan
osoitettua, ettd myos B on totta, niin implikaatio A = B on totta. Jos A
ei ole totta, niin implikaatio on tosi mnéaritelméanséd perusteella. Kriteerien
perusteluissa tatd todistusmenetelméad kaytetddn sanomalla, ettd oletetaan
relaation A pitévéan paikkansa, tai sanomalla, ettd tehdéén lisdoletus A. Pe-
rusteluissa ei mainita eksplisiittisesti teoriaa 7', vaikka se on todistuksen
kannalta valttamaton.

Seuraava todistusmenetelméa on reductio ad absurdum eli todistus vastao-
letuksen avulla. Sen perustana on seuraava kriteeri:

K 15. Olkoon A relaatio teoriassa 7, ja olkoon ' teoria, joka saadaan
liittamdlla —A teorian 7 aksioomiin. Jos teoria ' on ristiriitainen, niin A
on lause teoriassa 7 .
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Perustelu. Koska .7’ on ristiriitainen looginen teoria, niin esimerkin 2.5 pe-
rusteella kaikki merkkijonot, jotka ovat relaatioita teoriassa 7', ovat myos
lauseita teoriassa .7’. Koska A on relaatio teoriassa .7, on se relaatio myos
teoriassa 7', ja tdten myoOs lause teoriassa 7. Nyt sekd A, ettd —A ovat
lauseita teoriassa 7. Kriteerin K 14 perusteella A = A on lause teoriassa
. Sovelletaan skeemaa S 4 relaatioihin —A, A ja A, jolloin siis

(AV-A) = (AV A)

on kriteerin K 1 perusteella lause teoriassa 7. Kriteerin K 10 perusteella
AV—A on lause teoriassa .7, joten myos AV A on lause teoriassa 7. Skeeman
S 1 mukaan A on lause teoriassa 7.

Relaatio A voidaan osoittaa todeksi olettamalla, ettd se ei pidé paikkaan-
sa, ja osoittamalla, ettd nédin paadytaédn ristiriitaan. Télloin relaatio —A ei
voi olla totta, jolloin relaation A téytyy olla totta. Kuten edellisenkin kritee-
rin kohdalla, my6s vastaoletusta tehdessé operoidaan siis teoriassa .7'. Kun
on pystytty osoittamaan, ettd teoria .7/ on ristiriitainen, niin voidaan hylatéa
se mahdollisuus, ettd A ei olisi totta. Taméan jalkeen tarkasteluja jatketaan
teoriassa .7, missé relaation A siis taytyy olla totta.

Seuraavat kriteerit osoitetaan paikkansapitaviksi edelld esitettyjen todis-
tumenetelmien avulla. Kriteerien perustelut sivuutetaan téassd, Bourbaki on
esittdnyt padpiirteet perusteluista [1, s. 31].

K 16. Jos A on relaatio teoriassa 7, niin (—m—A) = A on lause teoriassa

T.

K 17. Jos A ja B ovat relaatioita teoriassa 7, niin
(=B) = (-4)) = (A= B)

on lause teoriassa 7 .

Kolmas menetelmé on tapausten disjunktio, joka perustuu seuraavaan kri-
teeriin:

K 18. Olkoot A, B ja C relaatioita teoriassa 7 . Jos relaatiot AV B, A = C
ja B = C ovat lauseita teoriassa 7, niin C' on lause teoriassa 7 .

Perustelu. Soveltamalla skeemaa S 4 ensiksi relaatioihin B, C' ja A ja sitten
relaatioithin A, C' ja C' ndhdéan, etta

(B=C)=((AVB)=(AV())
ja

(A=0C)= ((CVA) = (CV())
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ovat lauseita teoriassa 7. Koska A = C ja B = C ovat lauseita teoriassa
, niin (AV B) = (AVC(C)ja (CVA) = (CVC) ovat lauseita teoriassa
7. Koska AV B on lause, niin AV C on lause. Skeeman S 3 mukaisesti
(AVC) = (CVA) on lause, joten myés C'V A on lause. Nyt my6s C'V C on
lause. Nyt skeeman S 1 mukaan C' on lause teoriassa .7 .

Jos vaitteiden A ja B disjunktio pitééd paikkansa, niin vaitteen C' todistami-
seksi riittdd, ettd pystytddn osoittamaan viitteen C' seuraavan seka vaittees-
td A, ettd vaitteestd B. Téllaisessa tilanteessa ei siis tarvitse tietdd kumpi
véitteistd A ja B pitda paikkansa.

Viimeisena késitelladn lisdvakion menetelmd.

K 19. Olkoon x kirjain ja A ja B relaatioita teoriassa 7 . Oletetaan, ettd x ei
ole teorian 7 wvakio, ja ettd se ei esiinny relaatiossa B. Oletetaan vield, ettd
teoriassa T on sellainen termi T, ettd relaatio (T'| x)A on lause teoriassa 7 .
Olkoon T’ teoria, joka on saatu lisddmdlla relaatio A teorian 7 aksioomiin.
Jos B on lause teoriassa 7', niin B on lause teoriassa 7 .

Perustelu. Koska B on lause teoriassa .7, niin A = B on lause teoriassa 7.
Koska z ei ole teorian .7 vakio, niin kriteerin K 3 mukaan (7’| z)(A = B)
on lause teoriassa 7. Kirjain x ei myoskddn esiinny relaatiossa B, joten
kriteerin KK 5 perusteella relaatio (7'|2)(A = B) on identtinen relaation
((T'x)A) = B kanssa. (T'| x)A on lause teoriassa .7, joten niin on myos B.

Tamén kriteerin perusteella voidaan todistuksen avuksi ottaa mielival-
tainen objekti x, jolla on tietyt relaation A mé&éarittelemét ominaisuudet.
Esimerkiksi todistuksessa voidaan valita mielivaltainen luonnollinen luku n.
Talloin siis relaatio A olisi n € N. Kriteerissé on oletettu, ettd (7| x)A on
lause teoriassa .7, miké tarkoittaa sité, ettd objektilla T on relaation A méa-
rittelemé ominaisuus. Lausetta (7| ) A sanotaan legitimaatio lauseeksi, ja se
takaa, ettd halutunlainen objekti on olemassa.

2.3.4 Konjunktio

Maarittely 2.14. Olkoot A ja B merkkijonoja. Merkkijonolla A A B (lue:
A ja B) tarkoitetaan merkkijonoa —((=A4) V (=B)).

Seuraavassa esitellddn uuteen merkintaén liittyvia korvaus-, formatiivisia
sekéd deduktiivisia kriteereja.

KK 6. Olkoot A, B ja T merkkijonoja, ja olkoon x kirjain. Nyt merkkijono
(T z)(A A B) on identtinen merkkijonon ((T|z)A) A ((T'|z)B) kanssa.

Perustelu. Tama seuraa suoraan kriteeristd KK 5.

FK 9. Jos A ja B ovat relaatioita teoriassa 7, niin A N B on relaatio
teoriassa 7 .
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Perustelu. Tama seuraa suoraan kriteereistd FK 1, FK 2.

K 20. Jos A ja B ovat lauseita teoriassa 7, niin A N B on lause teoriassa

T.

Perustelu. Kéytetddn perustelussa todistusta vastaoletuksen avulla. Olete-
taan, ettd ~(A A B) on lause teoriassa .7’. Méérittelyn 2.14 mukaan siis

==((=4) v (=B))

on lause teoriassa .7’. Kriteerin K 16 mukaan (—A)V (—=B) on lause teoriassa
. Madritelmén 2.1 mukaan siis A = (—B) on lause teoriassa .7’. Koska
A on lause teoriassa 7', niin myos =B on lause teoriassa .7’. Oletuksen
mukaan myos B on lause teoriassa 7, ja siispa teoria .7’ on ristiriitainen.
Nyt A A B on lause.

K 21. Jos A ja B ovat relaatioita teoriassa 7, niin relaatiot (AN B) = A
ja (AN B) = B ovat lauseita teoriassa 7 .

Perustelu. Relaatiot (—A) = ((—A) V (=B)) ja (-B) = ((-A) V (—=B)) ovat
lauseita skeeman S 2 ja kriteerin K 7 perusteella. Nyt kriteerin K 11 perus-
teella ((mA)V(=B)) = (=—((-A)V(—B))) on lause. Méérittelyn 2.14 mukai-
sesti siis ((mA)V(=B)) = (=(AAB)) on lause. Nyt seké ((—A)) = (=(AAB)),
ettd ((—B)) = (—(A A B)) ovat lauseita. Kriteerin K 17 perusteella seuraa,
ettd (AN B) = A ja (AA B) = B ovat lauseita teoriassa .7 .

Maarittely 2.15. Merkinnéilla A A B A C ja AV BV C tarkoitetaan vas-
taavasti relaatioita A A (B AC) ja AV (B V C). Samaa periaatetta kiyttéen
voidaan konstruoida disjunktio ja konjunktio, kun relaatioita on n kappalet-
ta.

2.3.5 Ekvivalenssi

Maarittely 2.16. Olkoot A ja B merkkijonoja. Merkkijonolla A < B tar-
koitetaan merkkijonoa (A = B) A (B = A).

Alaluvun 2.3.4 tapaan myos tdhédn merkintdén liittyy uusia kriteerejé.

KK 7. Olkoot A, B ja T merkkijonoja, ja olkoon x kirjain. Merkkijono
(T z)(A < B) on identtinen merkkijonon (T'|z)A < (T'|x)B kanssa.

Perustelu. Tama seuraa suoraan kriteereistd KK 5 ja KK 6.

FK 10. Jos A ja B ovat relaatioita teoriassa 7, niin A < B on relaatio
teoriassa 7 .

Perustelu. Tama seuraa suoraan kriteereistda FK 5 ja FK 9.
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Maarittely 2.17. Jos A < B lause teoriassa .7, niin sanotaan, ettd A ja
B ovat ekvivalentit teoriassa 7 .

Jos x on kirjain, joka ei ole vakio teoriassa .7, ja jos A ja B ovat ekviva-
lentit relaatiot, jotka liittavéat kirjaimeen z joitain ominaisuuksia, niin kaikki
ne teorian 7 termit, jotka toteuttavat toisen relaation, toteuttavat myos
toisen. Jos kaksi relaatiota halutaan todistaa ekvivalenteiksi, tulee todistaa,
ettdi A = B ja B = A. Taméi seuraa kriteereistd K 20 ja K 21. Seuraa-
vassa esitelladn ekvivalenssiin liittyviad tuloksia. Kriteerien perustelut ovat
suoraviivaisia seurauksia méarittelysta 2.16 sekd aiemmista kriteereista. En-
simméisen kriteerin perustelu kiydaan lapi, loput perustelut sivuutetaan.

K 22. Olkoot A, B ja C relaatioita teoriassa 7 . Nyt seuraavat pitivdt paik-
kansa:

1. A= A on lause*
2. Jos A< B on lause teoriassa 7, niin B < A on lause teoriassa 7 .

3. Jos A< B ja B < C ovat lauseita teoriassa 7, niin A < C on lause
teoriassa I .

Perustelu. 1. Kriteerin K 8 perusteella A = A on lause. Sovelletaan kri-
teerid K 20 lauseisiin A = A ja A = A. Téalléin méarittelyn 2.16
perusteella A < A on lause.

2. Maédérittelyn 2.16 perusteella (A = B) A (B = A) on lause. Toisin sa-
noen —~(—(A = B)V—(B = A)) on lause. Nyt skeeman S 3 perusteella
—(=(B = A) V(A = B)) on lause. Siispd B < A on lause teoriassa
T.

3. Méérittelyn 2.16 perusteella A = B, B = C, C' = B ja B = A ovat
lauseita. Nyt kriteerin K 6 perusteella A = C' ja C' = A ovat lauseita.
Siispd A < C' on lause teoriassa 7.

K 23. Olkoot A ja B ekvivalentteja relaatioita teoriassa 7, ja olkoon C
relaatio teoriassa 7. Nyt seuraavat relaatiot ovat lauseita teoriassa T :

-A < -B, (A=0C)< (B=(0),
(C=A) < (C=DB), (ANC) < (BACO),
(AVC)< (BVO)

4T#amé kohta on kirjoittajan lisiimi. Bourbaki on jittinyt tdmin erikseen mainitse-
matta, vaikka tulosta kiytetd&in myohemmin alaluvussa 2.5.2.
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K 24. Olkoot A, B, ja C relaatioita teoriassa 7. Seuraavat relaatiot ovat
lauseita teoriassa 7 :

(-—A) & A, (A = B) & ((-B) = (m4)), (ANA) & A
(AANB) < (BNA), (AN(BAC)) < ((ANB)ANC), (AVA) < A,
(AV B) & —((=A) A (—B)), (AV(BV(C)) < ((AvB)Vv(O),

(AV B) & (BV A), (AN(BVC(C) < (AANB)V(AANCQC)),
(AV(BANCO)) < (AVB)A(AV(O)), (AN(-B)) < -(A= B),

(AV B) < ((-mA) = B).

K 25. Jos A on lause teoriassa 7 ja B relaatio teoriassa 7, niin relaatio
(AN B) & B on lause teoriassa 7. Jos = A on lause teoriassa 7, niin
(AV B) & B on lause teoriassa T .

Tasté lahtien kriteerejda K 1 — K 25 voidaan kiyttaa kriteerien perusteluissa
ilman erillista viittausta.

2.4 Kvantifioidut teoriat

2.4.1 Kvanttoreiden maarittely

Maarittely 2.18. Jos R on merkkijono ja z kirjain, merkkijonolla (3z)R
(lue: on olemassa sellainen x, ettd R) tarkoitetaan merkkijonoa (7,(R)|z)R.
Merkkijonolla (Vz)R (lue: kaikilla = pétee R) tarkoitetaan taasen merkkijo-
noa —((7,(—R)| z)—~R). Symbolia 3 kutsutaan eksistenssikvanttoriksi ja sym-
bolia V universaalikvanttoriks:.

Tassda vaiheessa logiikassa normaalisti kvanttoreihin liitetyt ominaisuu-
det eivat vield ole selvid. Seuraavassa perustellaan kriteerejé, joiden avulla
kvanttoreihin liitetddn niiden normaaleja ominaisuuksia. Kvanttoreiden tark-
ka merkitys maérittyy skeeman S 5 avulla alaluvussa 2.4.2.

KK 8. Olkoon R merkkijono, ja olkoot x ja x' kirjaimia. Merkkijonolla R’
tarkoitetaan merkkijonoa (2’| x)R. Jos kirjainta x' ei esiinny merkkijonos-
sa R, niin (3z)R on identtinen merkkijonon (3x')R’ ja (Yx)R merkkijonon
(V2")R' kanssa.

Perustelu. Nyt kriteerin KK 1 perusteella (7,(R)| )R on identtinen merk-
kijonon (7,(R)|z") R’ kanssa, ja kriteerin KK 3 perusteella 7,(R) identtinen
merkkijonon 7,/ (R') kanssa. Siispa (3z)R on identtinen merkkijonon (3z') R’
kanssa. Merkkijono (Va')R’ tarkoittaa merkkijonoa —((3z")—R’), joka edel-
lisen kohdan perusteella on identtinen merkkijonon —((3x)—-R), ja edelleen
merkkijonon (Vz)R kanssa.

KK 9. Olkoot R ja U merkkijonoja, ja olkoot x ja y eri kirjaimia. Merkki-
jonolla R’ tarkoitetaan merkkijonoa (U|y)R. Jos x ei esiinny merkkijonossa
U, niin (U|y)(3x)R on identtinen merkkijonon (3x)R' ja (U|y)(Vz)R merk-
kijonon (Vx)R' kanssa.

34



Perustelu. Koska x ei esiinny merkkijonossa U, kriteerin KK 2 perusteella
relaatio (U|y)(7(R)| )R on identtinen merkkijonon

(Uy)m(R)| ) (Ul y) R

kanssa, joka kriteerin KK 4 perusteella on identtinen merkkijonon
((72(R))| 2) R

kanssa. Siispad (U|y)(3z)R on identtinen merkkijonon (Jz)R’. Sama tulos
saadaan pateméan universaalikvanttorille vastaavasti kuin edellisen kriteerin
tapauksessa.

FK 11. Jos R on relaatio teoriassa 7 ja x kirjain, niin (3x)R ja (V)R
ovat relaatioita teoriassa 7 .

Perustelu. Tulos seuraa suoraan kriteereistd FK 3, FK 8 ja FK 2.

K 26. Olkoon 7 looginen teoria, R relaatio teoriassa 7 ja x kirjain. Nyt
relaatiot (Vx)R ja 7,(~R|z)R ovat ekvivalentteja teoriassa T .

Perustelu. (Vz)R tarkoitaa merkkijonoa —((7,(—R)| x)—R), joka on kriteerin
KK 5 perusteella identtinen merkkijonon ((7,(—R)|z)——R) kanssa. =—R
on ekvivalentti relaation R kanssa, joten (Vz)R on ekvivalentti relaation
7.(—R| x) R kanssa teoriassa 7.

K 27. Jos R on lause loogisessa teoriassa 7, ja x ei ole teorian 7 wvakio,
niin (Vz)R on lause teoriassa T .

Perustelu. Koska R on lause teoriassa .7, 7,,(—R) on termi teoriassa .7 ja x
ei ole teorian .7 vakio, niin kriteerin K 3 perusteella (7,(—R)| z)R on lause
teoriassa .7 . Kriteerin K 26 perusteella (V)R on lause teoriassa 7.

Kriteerin K 28 mukaan jos R on objektiin x liittyva tosi vaittdma, eika
x ole erityisesti méaritelty objekti, niin vaittamé R pitdéd paikkansa kaikille
objekteille. Jos taasen x on teorian vakio, niin silloin vaittama R koskee
tiettya erityisesti maériteltyé objektia, eikd vaittdméan R voida sanoa patevan
mille tahansa objektille.

K 28. Olkoon 7 looginen teoria, R relaatio teoriassa J ja x kirjain. Nyt
relaatiot ~(Vz)R ja (3z)(—R) ovat ekvivalentteja teoriassa 7 .

Perustelu. —(Vz)R tarkoittaa merkkijonoa ——(3z)(—R), joka on ekvivalentti

relaation (Jz)(—R) kanssa teoriassa 7. Siis relaatiot —(Vz)R ja (3x)(—R)
ovat ekvivalentteja teoriassa 7.
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2.4.2 Kvantifioidun teorian aksioomat

Kuvantifioitu teoria on matemaattinen teoria, jossa skeemat S 1 — S 4 sekd
seuraava skeema S 5 tuottavat implisiittisia aksioomia.

S 5. Jos R on relaatio teoriassa 7, T termi teoriassa 7 ja x kirjain, niin
relaatio (T'| x)R = (3x)R on aksiooma.

Jotta tdmé sdanto olisi todellakin skeema téytyy ensinndkin nayttaé, etta
sen kdytostd seuraa relaatio teoriassa 7. Toiseksi tulee néyttda, ettd jos T
on termi teoriassa 7', = kirjain ja R relaatio, joka on luotu kiyttamalla skee-
maa, niin myos relaatio (7'| ) R voidaan konstruoida kiyttdmaélla skeemaa.
Ensimmaéinen kohta on triviaali. Toisen ehdon téayttdmiseksi oletetaan, etté
A on aksiooma, joka on saatu kiyttdmalla sdantod S 5. Nyt siis on olemassa
R, joka on relaatio teoriassa .7, T', joka on termi teoriassa .7 ja sellainen kir-
jain z, ettd A on (T'| )R = (3z)R. Olkoon U termi teoriassa 7 ja y kirjain.
Tulee osoittaa, ettd (U|y)A voidaan konstruoida suoraan soveltamalla sdén-
tod S 5. Oletetaan ensiksi, ettd x ja y ovat eri kirjaimia, ja etté x ei esiinny
relaatiossa U. Merkkijonolla R’ tarkoitetaan merkkijonoa (U] y)R ja merkki-
jonolla 7" merkkijonoa (U|y)T. Nyt sovelletaan sdéntod S 5 relaatioon R/,
termiin 7" ja kirjaimeen x. Nyt siis (7"| )R’ = (Jx)R/, eli

(2.12) (Uly)T]z)(Uly) R = CBx)(Uly)R

on aksiooma. Kriteerin KK 2 peusteella ((U]y)T|z)(U|y)R on identtinen
merkkijonon (U] y)(7'| x) R kanssa, ja kriteerin KK 9 perusteella (3z)(U|y)R
on identtinen merkkijonon (U] y)(3z)R kanssa. Siispd merkkijono (2.12) on
identtinen merkkijonon

Uly)(T|x)R = (3z)R)

kanssa, toisin sanoen siis relaation (U|y)A kanssa. Tarkastellaan vuorostaan
tilannetta, jossa z ja y ovat sama kirjain tai x esiintyy merkkijonossa U. Ol-
koon 2’ sellainen kirjain, joka ei esiinny merkkijonossa U ja on eri kirjain
kuin 2. Kriteerin KK 1 perusteella (U]y)(T'| z)R on identtinen merkkijo-
non (U|y)(T|2")(«'|z) R kanssa. Nyt voidaan kiyttaa kriteeria KK 2, jolloin
(U|ly)(T|2")(2'|x)R on identtinen merkkijonon

(Uly)T]2")(Uly)(«']x) R

kanssa. Toisaalta (U|y)(3z) R on kriteerin KK 8 perusteella identtinen merk-
kijonon (U|y)(32") (2| ) R, joka taasen on kriteerin KK 9 perusteella ident-
tinen merkkijonon

(Uly)(E2") (2| z) R
kanssa. Merkkijonolla R” tarkoitetaan merkkijonoa (U|y)(2'| z)R. Jos siis =
ja y ovat sama Kkirjain, tai jos x esiintyy merkkijonossa U, niin (U|y)A, eli
(Uly)((T| )R = (3x)R), on identtinen merkkijonon

(2.13) (T"|2")(Uly)R") = ((Uy)(32")R")
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kanssa. Merkkijono (2.13) saadaan soveltamalla sdént6a S 5 relaatioon R”,
termiin 7" ja kirjaimeen z’.

Nyt on néytetty, etta relaatio (U|y)A voidaan kaikissa tapauksissa kon-
struoida suoraan kayttamalla sdantoa S 5, mistd seuraa, ettd S 5 on skeema.

Skeema S 5 liittda eksistenssikvanttoriin normaalin objektin olemassao-
loon liittyvan merkityksen. Skeeman mukaan jos termi 7" on relaatio R rat-
kaisu, niin silloin on olemassa sellainen objekti x, joka toteuttaa relaation
R. 7,(R) on maaritelty sellaiseksi termiksi, joka toteuttaa relaation R, jos
kyseinen termi on olemassa. Nyt siis (7, (R)| z)R on vaittdma, jonka mukaan
tdma termi toteuttaa relaation R. Ainoa tapaus, jolloin tdmé vaittdma ei ole
totta, on se, ettei relaatiota R toteuttavaa objektia ole olemassa.

2.4.3 Kvanttoreiden ominaisuuksia

Tasté eteenpéin tarkastellaan ainoastaan kvantifioituja teorioita .7 . Teorialla
I tarkoitetaan teoriaa, jolla on samat merkit kuin teorialla .7, jolla on vain
skeemat S 1 — S 5, eikd yhtéadn eksplisiittistd aksioomaa. Koska teoriassa 7
ei ole eksplisiittisia aksioomia, ei siind ole myoskaén vakioita. Koska teoria .7
on vahvempi kuin %, niin jos pystytdin todistamaan jokin relaatio lauseeksi
teoriassa 7, niin sama relaatio on lause myos teoriassa .. Tamén ansiosta
tietyisséd perusteluissa voidaan olettaa, ettei perustelussa esiintyva kirjain x
ole vakio.

K 29. Olkoon R relaatio teoriassa J ja x kirjain. Nyt relaatiot =(3x)R ja
(Vx)(—=R) ovat ekvivalentteja.

Perustelu. Riittad, ettad osoitetaan kriteerin pitdvan paikkansa teoriassa 7.
Koska R on relaatio, niin R < (——R) on lause. Koska x ei ole vakio, kriteerin
K 3 perusteella relaatiot

(B2)R = (r(R)| 2)(==R) ja (Bx)(=-R) = (ru(-=R)[2)R

ovat lauseita. Sovelletaan skeemaa S 5 ensiksi relaatioon (——R), termiin
7.(R) ja kirjaimeen x, ja sitten relaatioon R, termiin 7,(——R) ja kirjaimeen
x. Talloin relaatiot

(3x)R = (Jx)(——R) ja (Jz)(—-—R)= (3x)R

ovat lauseita. Talloin (Jz)R < (Jx)(——R) on lause. Koska nyt (3x)(——R)
on ekvivalentti relaation =—(3x)(=—R) eli toisin sanoen relaation =(Vz)(—R)
kanssa, niin relaatiot =(3z)R ja (Vz)(—R) ovat ekvivalentteja.

Kriteerit K 28 ja K 29 auttavat todistamaan toisen kvanttorin ominai-
suuksia toiselle todistettujen ominaisuuksien avulla. Seuraava kriteeri liittaa
universaalikvanttoriin normaalin merkityksen.
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K 30. Olkoon R relaatio teoriassa 7, T termi teoriassa 7 ja x kirjain. Nyt
relaatio (V)R = (T|x)R on lause teoriassa T .

Perustelu. Kayttamalld skeemaa S 5 relaatioon =R, termiin 7" ja kirjaimeen
x saadaan aksiooma (7’| z)(—R) = (7(—R)|z)(—R). Tdma4 relaatio on ident-
tinen relaation (=(7| z)R) = (—(7.(—=R)| x)R) kanssa. Kriteerin K 17 perus-
teella (17,(=R)| )R = (T'| ) R on lause teoriassa .7. Tamaé on kriteerin K 26
perusteella relaatio (7,(—R)| x) R on ekvivalentti relaation (Vx)R kanssa. Siis
(Vx)R = (T'| )R on lause teoriassa 7.

Kriteereistd K 26, K 27 ja K 30 seuraa, ettd kun R on relaatio ja z ei
ole vakio, niin on sama sanotaanko, ettd R on tosi, vai ettd (Vz)R on tosi.
Tama merkitsee, ettéd jos relaatio sisdltda vaittdméan méaaritteleméttomasta
objektista x, ja tdméa vaittdma on tosi, niin silloin viittdma on tosi kaikille
objekteille. Kolmas tapa sanoa sama asia, on antaa seuraava metamatemaat-
tinen saéanto: jos 7' on termi teoriassa .7, niin (7'| ) R on lause teoriassa 7.
Seurauksena néisté kriteereistd voidaan perustella seuraavat kriteerit:

K 31. Olkoon R ja S relaatioita teoriassa 7 ja x kirjain, joka ei ole vakio
teoriassa 7. Jos R = S on lause teoriassa 7 , niin

(Vz)R = (Vz)S ja (3x)R= (Ix)S

ovat lauseita teoriassa 7 . Jos R ja S ovat ekvivalentteja, eli R < S on lause
teoriassa 7, niin

(Vz)R < (Vz)S ja (Jx)R <& (3x)S
ovat lauseita teoriassa T .

Perustelu. Oletetaan, ettd R = S on lause teoriassa 7. Tehdaén lisdoletus
(Vx)R. Nyt R, ja siten myds S, on totta. Ja koska S on totta, niin myos
(Vx)S on totta. Nyt siis kriteerin K 14 perusteella (Vz)R = (Vz)S on lause
teoriassa 7. Eksistenssikvanttorin tapaus saadaan johdettua kriteerin K 29
avulla. Koska R < S on lause teoriassa .7, niin S = R on lause teoriassa .7,
jolloin my6s (Vz)S = (Vx)R on lause teoriassa .7. Siispd (Va)R < (Vz)S
on lause teoriassa 7. Jalleen eksistenssikvanttoria koskeva tulos saadaan
perusteltua kriteerin K 29 avulla.

K 32. Olkoon R ja S relaatioita teoriassa 7 ja x kirjain. Relaatiot
(Vx)(RAS) < (Vz)RA (V2)S) ja (Fz)(RVS) < ((3x)RV (3x)S5)

ovat lauseita teoriassa 7 .
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Perustelu. Jélleen riittaé todistaa kriteerit heikommassa teoriassa %, jolloin
voidaan olettaa, ettei x ole vakio. Jos (Vx)(R A S) on totta, niin (R A S) on
totta. Taten myos R ja S ovat totta. Nyt myos (Vz)R ja (Vz)S ovat totta,
joten (Vz)R A (Vz)S on totta. Toinen suunta voidaan osoittaa vastaavalla
tavalla. Eksistenssikvanttorin tapaus seuraa taas kriteerista K 29.

On hyva huomata, etté vastaavat vaitteet eivit pida paikkaansa, jos disjunk-
tion ja konjunktion paikat vaihdetaan. Toisin sanoen siité, ettd (Vz)(R V 5)
on lause, ei voi péételld, ettd ((Vz)RV (Vz)S) on lause. (Vx)(RV S) viittaa,
ettd kaikille objekteille pitaé paikkansa joko véittdma R tai S. Toisaalta taas
((Vz)RV (Vx)S) viittad, etté kaikille objekteille pétee R tai kaikille objekteil-
le patee S, miké sulkee pois esimerkiksi sellaisen vaihtoehdon, jossa R pétee
yhdelle objektille, ja muille objekteille patee S. Samoin my6skdan siité, etta
((3z)R A (3x)S) on lause, ei voi padtelld, ettd (Jz)(R A S) on lause. Vaitta-
mén (3x)(R A S) mukaan on olemassa sellainen z, joka toteuttaa molemmat
viittdmét R ja S. Vaittamén ((3x)R A (3z)S) mukaan on olemassa sellainen
x, joka toteuttaa viittaméan R, ja sellainen z, joka toteuttaa vaittdmén S.
Nyt  voi kuitenkin tarkoittaa eri objektia kummassakin tapauksessa, eiké
siis vélttamatta ole olemassa sellaista objektia x, joka toteuttaisi molemmat
véittamat R ja S yhté aikaa. Seuraava kriteeri kertoo, kuinka ylla kuvattuja
tapauksia voi kasitella.

K 33. Olkoon R ja S relaatioita teoriassa 7 ja x sellainen kirjain, jota ei
esuinny relaatiossa R. Nyt relaatiot

(V2)(RV S) & (RV (v2)S) ja (3x)(RAS) < (RA (32)S)
ovat lauseita teoriassa 7 .

Perustelu. Perustellaan kriteeri teoriassa 7. Olkoon 7 teoria, joka on saatu
lisdamaélla relaatio (Va)(RV.S) teorian % aksioomiin. Koska nyt teoriassa .7’
relaatio RV S on lause, niin myos (—-—R) V S on lause. Tamé on identtinen
relaation (-R = S) kanssa. Jos nyt =R on lause teoriassa .7, niin 9, ja siten
myos (Vx)S, on lause teoriassa 7. Siispd (R = (Vx)S) on lause teoriassa
', Toisin sanoen RV (Vx)S on lause teoriassa 7, jolloin (Vx)(RV S) =
(RV (Vz)S) on lause teoriassa Jp. Vastaavasti jos RV (Vz)S liitetaédn teorian
Jp aksioomiin, niin saadussa teoriassa .7’ RV S on lause, ja siten myos
(Vz)(RV S) on lause. Nyt siis (RV (Vz)S) = (Vz)(RV S) on lause teoriassa
T, ja kriteeri on perusteltu universaalikvanttorin osalta. Kriteerin K 29
avulla perustellaan kriteerin eksistenssikvanttoria koskeva osa.

K 34. Olkoon R relaatio teoriassa 7 ja x ja y kirjaimia. Relaatiot
1. (Vx)(Vy)R < (Vy)(Vz)R
2. (3z)(Fy)R < (Fy)(3x)R
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3. (Fz)(Vy)R = (Vy)(Iz)R
ovat lauseita teoriassa 7 .

Perustelu. Perustellaan kriteeri teoriassa 7, jolloin x ja y eivét ole vakioita.
Jos (Vz)(Yy)R on totta, niin (Yy)R, ja siten myds R on totta. Mutta nyt
my6s (Vz)R on totta, ja samoin myds (Vy)(Vx)R on totta. Samanlaisella
paattelylld voidaan néyttad, ettd jos (Vy)(Va)R on totta, niin (Vz)(Vy)R on
totta. Siis relaatio 1 on lause teoriassa 7. Ensimmaisesta relaatiosta seuraa
kiyttamélla kriteerid K 29, ettd relaatio 2 on lause teoriassa 7. (Vy)R = R
on lause, koska aina kun R on totta, myds (Yy)R on totta. Nyt kriteerin
K 31 perusteella (3z)(Vy)R = (Iz)R on lause. Kriteerin kéyttod vaatii, etté
x ei ole vakio. Tamé pitdéd paikkansa, koska operoidaan teoriassa 7%, jossa
ei ole vakioita. Nyt jos (3z)(Vy)R on totta, niin my6s (3x)R on totta. Siispa
(Vy)(3z)R on totta, joten (Jz)(Vy)R = (Vy)(3x)R on lause teoriassa F.

Edellisen kriteerin kolmas lause on todellakin implikaatio, sama lause kdan-
nettyné, eli (Vy)(3x)R = (Jz)(Vy)R, ei pidd paikkaansa. Esimerkkind tal-
laisesta tapauksesta on ero jatkuvuuden ja tasaisen jatkuvuuden vélilla, ks.
esim [5, s. 203].

2.4.4 Rajoitetut kvanttorit

Maarittely 2.19. Olkoon A ja B merkkijonoja ja z kirjain. Merkkijonolla
(Jax) R tarkoitetaan merkkijonoa (3x)(A A R), ja merkkijonolla (V,z)R tar-
koitetaan merkkijonoa =(34x)(—R). Lyhennysmerkkeja 34 ja V4 kutsutaan
rajoitetuiksi kvanttoreiksi.

Rajoitetut kvanttorit ovat tarkeitd todistuksissa, joissa ollaan kiinnostu-
neita objektista x, jolla on jokin tietty ominaisuus. Taméan ominaisuuden
kertoo relaatio A. Relaatio (342)R on véittdmé, jonka mukaan on olemassa
sellainen objekti x, jolla on relaation A kertoma ominaisuus, ja joka toteut-
taa relaation R. Siis on olemassa z, jolle AA R on totta. Relaatio (V42)R on
vaittdma, jonka mukaan ei ole olemassa sellaista objektia x, jolla on relaation
A kertoma ominaisuus, ja joka ei toteuta viittdméaa R. Toisin sanoen kaikilla
objekteilla x, joilla on relaation A kertoma ominaisuus, on myos relaation
R kertomat ominaisuudet. Kaytannossa naitd merkkeja ei kiytetd, vaan ne
ovat tapa formalisoida todistuksissa usein vastaantuleva tilanne. Esimerkiksi
kun oletetaan, ettd on olemassa positiivinen kokonaisluku n, niin oletetaan,
ettd (3an)R on lause. Tésséd A on relaatio n € Z, ja R on relaatio n > 0.

Seuraavassa esitetddn rajoitettujen kvanttoreiden kiyttoon liittyvia kri-
teerejd, jotka ovat suoraa seurausta normaaleihin kvanttoreihin ja konjuk-
tioon liittyvista kriteereistd. Kriteerien perustelut sivuutetaan.

KK 10. Olkoot A ja R merkkijonoja ja x ja z' kirjaimia. A’ tarkoittaa
merkkijonoa (2’| x)A ja R merkkijonoa (2’| x)R. Jos kirjainta x ei esiinny
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merkkijonoissa A ja R, niin (Jax)R on identtinen merkkijonon (Ixx’ )R’
kanssa, ja (Vaz)R on identtinen merkkijonon (Yaz')R' kanssa.

KK 11. Olkoon A, R ja U merkkijonoja ja x ja y eri kirjaimia. R’ tarkoit-
taa merkkijonoa (U|y)R ja A’ merkkijonoa (U|y)A. Jos kirjain x ei esiinny
merkkijonossa U, niin (U] y)(3az)R on identtinen merkkijonon (Jax)R’®
kanssa, ja (U|y)(Yaz)R merkkijonon (Vax)R kanssa.

FK 12. Olkoon A ja R relaatioita teoriassa 7 ja x kirjain. Nyt (342)R ja
(Vaz)R ovat relaatioita teoriassa T .

Seuraavassa esitelldén ja perustellaan rajoitettujen kvanttorien kdyttoon
todistuksissa liittyvid deduktiivisia kriteerejéa. Kriteerin K 35 avulla perus-
tellaan kriteerit K 36 ja K 37, joiden avulla lisdoletuksen menetelma ja re-
ductio ad absurdum yleistyvéit kaytettaviksi myos rajoitettujen kvanttoreiden
kanssa.

K 35. Olkoon A ja R relaatioita teoriassa 7 ja x kirjain. Nyt relaatiot
(Vax)R ja (Vz)(A = R) ovat ekvivalentteja teoriassa T .

Perustelu. (Vaz)R on identtinen relaation =(3z)(AA (—R)) kanssa. Relaatio
(A A (—R)) on méaérittelyn 2.14 mukaan ekvivalentti relaation —((=A) V R),
toisin sanoen relaation (A = R) kanssa. Nyt siis (A A (-R)) < =(A = R)
on lause, ja taten kriteerin K 31 ja méarittelyn 2.16 perusteella

(@) (AN (2R))) & (-(E2)~(A = R))

on lause teoriassa 7. Nyt (=(3zx)-(A = R)) on médrittelyn 2.18 mukaan
identtinen relaation (Vz)(A = R) kanssa. Nyt siis on néytetty, ettd (Vaz)R
ja (Vx)(A = R) ovat ekvivalentteja teoriassa %, ja tdten myos teoriassa 7.

K 36. Olkoon A ja R relaatioita teoriassa 7 ja x kirjain. Olkoon ' teoria,
joka on saatu lisadmdlld A teorian 7 aksioomiin. Jos x ei ole teorian
vakio, ja jos R on lause teoriassa 7', niin (¥ax)R on lause teoriassa T .

Perustelu. Kriteerin K 14 perusteella A = R on lause teoriassa .7, ja tlloin
kriteerin K 27 perusteella (Vz)(A = R) on lause teoriassa 7. Kriteerin
K 35 perusteella (Vz)(A = R) on ekvivalentti relaation (Vaz)R kanssa.
Siispé (Vaz)R on lause teoriassa .7 .

K 37. Olkoon A ja R relaatioita teoriassa 7 ja x kirjain. Olkoon 7' teoria,
joka on saatu listtdmdlld relaatiot A ja =R teorian & aksioomiin. Jos x ei
ole teorian J wvakio, ja jos T ristiriitainen, niin (Yax)R on lause teoriassa

T.

®Bourbaki on merkinnyt [1, s. 41] (3a2’)R’ ja (Va-2')R’, miki lienee kirjoitusvirhe.
Merkintaé z’ ei ole tdmén kriteerin osalta méaritelty millaan tavoin.
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Perustelu. Kuten jo kriteerin K 35 perustelussa todettiin, relaatio A A (—R)
on identtinen relaation =(A = R) kanssa. Siis voidaan sanoa, etté teoria .7
on saatu lisddmaélla teorian .7 aksioomiin relaatio =(A = R). Nyt teorian
T’ ristiriitaisuudesta seuraa kriteerin K 15 perusteella, ettd (A = R) on
lause teoriassa .7. Téasté seuraa samoin kuin kriteerin K 36 perustelussa,
ettd (Vax)R on lause teoriassa .7 .

Rajoitetuilla kvanttoreilla on vastaavat ominaisuudet kuin normaaleilla-
kin kvanttoreilla. Seuraavassa esitelldén kriteerit, jotka vastaavat sisalloltaan
ja perusteluiltaan kriteereja K 29 — K 34. Kriteerien perustelut sivuutetaan.

K 38. Olkoon A ja R relaatioita teoriassa 7 ja x kirjain. Nyt relaatiot
—(Vax)R & (Jax)(—R) ja —(Faz)R < (Vaz)(—R)
ovat lauseita teoriassa 7 .

K 39. Olkoon A, R ja S relaatioita teoriassa 7 ja x kirjain, joka ei ole
teorian J wvakio. Jos relaatio A = (R = S) on lause teoriassa 7, niin
relaatiot

(Jax)R = (Fax)S ja (Vax)R = (Vax)S

ovat lauseita teoriassa 7. Vastaavasti jos relaatio A = (R < S) on lause
teoriassa 7, niin relaatiot

(Faz)R < (Fax)S ja (Vazr)R < (Vazx)S
ovat lauseita teoriassa I .
K 40. Olkoon A, R ja S relaatioita teoriassa 7 ja x kirjain. Nyt relaatiot
(Vaz)(RAS) < (Yax)RA(Vaz)S) ja (Faz)(RVS) < ((Fax)RV(Iaz)S)
ovat lauseita teoriassa I .

K 41. Olkoon A, R ja S relaatioita teoriassa 7 ja x kirjain, joka ei esiinny
relaatiossa R. Nyt relaatiot

(Vaz)(RVS) < (RV (Yaz)R) ja (Fax)(RAS) <& (RA(Jax)S)
ovat lauseita teoriassa T .

K 42. Olkoon A, B ja R relaatioita teoriassa 7 ja x ja y kirjaimia. Jos x
el esiinny relaatiossa B, ja jos y ei esiinny relatiossa A, niin relaatiot

1. (Vaz)(Vpy)R < (Vpy)(Vaz)R
2. (Jaz)(3py)R & (Ipy)(3az)R
5. (az)(Vey)R = (Vpy)(3az)R

ovat lauseita teoriassa 7 .
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2.5 Identiteetilliset teoriat

2.5.1 Identiteetillisen teorian aksioomat

Maarittely 2.20. Teoriaa .7, jossa on relationaalinen erityinen merkki =,
ja jossa skeemat S 1 —S 5 sekél seuraavat skeemat S 6 ja S 7 tuottavat
implisiittisia aksioomia, sanotaan identiteetilliseksi teoriaksi.

Madérittelyn 2.6 mukaisesti erityiselld merkilld operoidaan ensimmaisen
lajin merkkijonoon, toisin sanoen siis termiin. Kriteerin FK 4 perusteella
tiedetéén, ettd jos T ja U ovat termeja teoriassa 7, niin = TU on relaatio
teoriassa T'. Tata relaatiota kutsutaan yhtdsuuruus-relaatioksi. Relaatiota
voidaan merkitd myos 7' = U tai (T') = (U).

Huomautus 2.5. Alaluvussa 2.3.5 esiteltiin kahden relaation vélinen ekvi-
valenssi. Yhtdsuuruus taasen koskee kahta termié, ja kyseessd on siten eri
asia.

Maarittely 2.21. Jos A on merkkijono, ja ollaan kiinnostuneita tietysta kir-
jaimesta x, joka saattaa esiintya tai olla esiintymattd merkkijonossa A, niin
voidaan kirjoittaa A(z). Télloin voidaan kirjoittaa myos A(B), kun tarkoi-
tetaan merkkijonoa (B|z)A.

S 6. Olkoon x kirjain ja T ja U termeji teoriassa 7, ja olkoon R{x) relaatio
teoriassa 7. Nyt relaatio (T = U) = (R(T") < R(U)) on aksiooma.

S 7. Jos R ja S ovat relaatioita teoriassa 7, ja x on kirjain, niin relaatio
(2.14) (Vz)(R< 9)) = (12(R) = 71(9))
on aksiooma.

Néytetddn, ettd sddntd S 7 on skeema. Nidhdaéan helposti, ettd (2.14) on
relaatio teoriassa .7, kun R ja S ovat relaatioita teoriassa 7 ja x kirjain.
Olkoon A aksiooma, joka on saatu soveltamalla sdéantoa S 7, toisin sanoen A
on identtinen relaation (2.14) kanssa. Nyt tulee néyttaa, ettd jos V on termi
ja y kirjain, niin relaatio (V]y)A saadaan myos soveltamalla sdéntoa S 7.
Nyt siis (V|y)A on merkkijono

(2.15) VI)((Va)(R < 5)) = (12(R) = 72(5)).
Kriteerin KK 5 perusteella tdmé on identtinen relaation
(2.16) (VIy)(ve) (R < 5)) = (V]y)(m=(R) = 72(5))),
ja saman kriteerin perusteella edelleen relaation

(2.17) (V[y)(vV2)(R < 5)) = (VIy)7(R) = (V]y)7m=(5))
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kanssa. Nyt voidaan olettaa, ettd = ja y ovat eri kirjaimia, ja etta kirjainta x ei
esiinny termissa V. Nyt kriteerien KK 4, KK 5, KK 7 ja KK 9 perusteella
relaatio (2.17) on identtinen relaation

(2.18) (Vo) (VIy) R < (V]y)S)) = (r((V]y)R) = 7((V]y)5))

kanssa. Relaatio (2.18) voidaan konstruoida soveltamalla saantod S 7 relaa-
tioihin (V|y)R, (V] y)S ja kirjaimeen z. Siispd S 7 on skeema. Bourbaki on
niyttinyt siinnén S 6 skeemaksi [1, s. 44-45].

Skeema S 6 kertoo, ettd jos kaksi objektia ovat yhtd suuria, niin silloin
niilla on my6s samat ominaisuudet. Siis jos T" ja U ovat yhta suuria, niin T’
toteuttaa vaittdméan R tdsmaélleen silloin, kun U toteuttaa saman véittdmén.
Skeeman S 7 mukaan jos kaikilla objekteilla x vaittamat R ja S ovat ekvi-
valentteja, niin sellainen objekti, joka toteuttaa vaittdman R on yhté suuri,
kuin sellainen objekti, joka toteuttaa vdittdméan S. Skeeman kannalta ei ole
merkitysta, onko téllaisia objekteja olemassa.

Madsrittely 2.22. Relaatiota —(= TU) merkitdan T # U tai (T') # (U).

K 43. Olkoon x kirjain, T ja U termeji teoriassa 7 ja R{x) relaatio teo-
riassa 7 . Nyt relaatiot

(T'=U)AN(R(T)) ja (T =U)A(RU))
ovat ekvivalentteja.

Perustelu. Tehdddn liséoletus, ettd (7' = U) A (R(T')) on totta. Nyt skeeman
S 6 perusteella (R(T)) ja (R(U)) ovat ekvivalentteja. Lisdoletuksen perus-
teella (R(T')) on totta, joten myds (R(U)) ja siten myos (17" = U) A (R(U))
on totta. Ekvivalenssin toinen suunta perustellaan vastaavalla tavalla.

2.5.2 Yhtiasuuruuden ominaisuuksia

Tésta eteenpéin tarkastellaan vain identiteetillisia teorioita. Kuten aikaisem-
minkin, jos .7 on téallainen teoria, niin % on teoria, jolla on samat merkit
kuin teorialla .7, ja jonka ainoat aksioomat ovat skeemojen S 1 — S 7 tuotta-
mat aksioomat. Jélleen .7, on heikompi kuin .7, eiké siiné ole vakioita. Seu-
raavassa todistetaan yhtdsuuruuden perusominaisuudet refleksiivisyys, sym-
metrisyys ja transitiivisyys lauseiksi teoriassa ..

Lause 2.1. z = z.

6Bourbakin kirjassa on sivulla 45 rivilli 2 painovirhe; (V|z)A sijasta pitiisi lukea
(VIy)A.
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Todistus. Olkoon S relaatio x = x. Kaikille relaatioille R pitéda paikkansa,
ettd R < R on totta. Kriteerin K 27 perusteella nyt myos (Vz)(R < R)
on totta. Soveltamalla skeemaa S 7 relaatioihin R ja R sekd kirjaimeen x
nahdéaén, ettd 7,(R) = 7,.(R) on totta. 7,(R) = 7,(R) on identtinen kriteerin
KK 5 perusteella relaation (7,(R)|z)S kanssa, joka tédten on myos totta.
Koska paéattely patee kaikille relaatioille R, voidaan olettaa, ettd R on relaatio
=S, Nyt siis (7,(—5)| ) S on totta. Kriteerin K 26 perusteella (Vz)S on totta
teoriassa 7. Nyt kriteerin K 30 perusteella S on totta teoriassa 7. O

Huomautus 2.6. Lause 2.1 ei vield kerro, etta kaikki termit ovat yhta suuria
itsensd kanssa, vaan tarvitaan seuraavanlainen padttely. Koska x = x on
totta, niin (Vz)r = x on totta. Nyt jos 7" on termi, niin kriteerin K 30
perusteella T' =T on totta. Seuraavien lauseiden kohdalla vastaava paéttely
sivuutetaan.

Lause 2.2. (z =y) & (y = x).

Todistus. Oletetaan, etté relaatio (z = y) on totta. Sovelletaan nyt skeemaa
S 6 termeihin x ja y sekd relaatioon y = z. Siispa

(x=y) = ((z]y)(y =2) & (Yly)(y = v))
on totta. Maarittelyn 2.5 perusteella siis
(z=y)=(z=12) < (y=21)

on totta. Oletuksen perusteella (z = z) < (y = ) on totta, ja koska x = x
on totta lauseen 2.1 perusteella, niin myos y = z on totta. Ekvivalenssin
toinen suunta todistetaan vastaavasti. U

Lause 2.3. (z=y) A (y=2)) = (z = 2).

Todistus. Oletetaan, ettd x = y ja y = z ovat totta. Sovelletaan skeemaa S 6
termeihin x ja y seké relaatioon y = z, jolloin relaatio

(z=y)=((r=2) & (y=2)

on totta. Nyt (x = z) < (y = z) on totta, ja oletuksesta seuraa, ettd myds
x = z on totta. Siispé lause on todistettu. O

K 44. Olkoon x kirjain ja T, U ja V{x) termeji teoriassa Fy. Nyt relaatio
(T'=U) = (V(T) =V(U)) on lause teoriassa F.

Perustelu. Olkoon y ja z keskendén eri kirjaimia, jotka ovat myo6s eri kirjai-
mia kuin z ja relaatioissa T', U ja V esiintyvit kirjaimet. Tehd&an lisdoletus
y = z. Nyt voidaan siveltaa skeemaa S 6 termeihin y ja z sekid relaatioon

(z] 2)(V{y) = V(z)), jolloin
((yl2)(V(y) = V{(2))) & ((z] 2)(V(y) = V(2)))
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on totta. Siis
(V{y) =Vi(y) & (V{y) =V(z))

on totta. Lauseen 2.1 mukaan (V(y) = V(y)) on totta, joten (V(y) = V(z))
on totta. Nyt relaatio

(2.19) (y=2)= (V{y) =V(2))

on totta teoriassa .%. Tarkoittakoon A lausetta (2.19). Relaatio (T'|y)(U| z)A
on

(2.20) (T'=U)= (V(T)=V()).
Téten myos relaatio (2.20) on lause teoriassa .

Maarittely 2.23. Olkoot T ja U termeja teoriassa 7. Relaatiota, joka on
muotoa T' = U kutsutaan yhtdloksi. Termid V relaatiossa 7 sanotaan yhté-
lon T'= U ratkaisuksi, jos T(V) = U(V') on lause teoriassa 7.

Maarittely 2.24. Olkoon T ja U termejd teoriassa 7 ja x1, 3, ..., Tp
kirjaimet, jotka esiintyvét termissd 7" mutta eivit termissa U. Jos relaatio

(Fx1)(Fxs) ... (Fx,) (T =U)

on lause teoriassa .7, niin sanotaan, ettd U voidaan esittid muodossaT teo-
riassa 7. Olkoon V relaation R, joka on kirjaimesta x riippuva relaatio,
ratkaisu. Jos kaikki relaation R ratkaisut voidaan esittdd muodossa V', niin
termin V' sanotaan olevan relaation R yleinen tai tdydellinen ratkaisu.

2.5.3 Funktionaaliset relaatiot

Maarittely 2.25. Olkoon R relaatio teoriassa 7 ja x kirjain. Olkoon y ja
z eri kirjaimia, jotka ovat myos eri kirjaimia kuin x, eivatké esiinny merkki-
jonossa R. Nyt merkkijono

(2.21) (Vy)(V2)(((y| 2) R A (2] 2) R) = (y = 2))

on relaatio. Jos relaatio (2.21) on lause teoriassa .7, niin sanotaan, ettd R on
yksiarvoinen kirjaimen z suhteen teoriassa 7. Relaation (2.21) kirjoittamisen
sijasta voidaan sanoa, ettd on olemassa korkeintaan yksi sellainen z, ettd R.

Jos halutaan osoittaa, ettd R on yksiarvoinen, tulee osoittaa, ettd y = z
teoriassa, joka on saatu lisdédmalld teorian .7 aksioomiin ((y|z)R A (2| z)R),
missd y ja z ovat eri kirjaimia, jotka ovat myos eri kirjaimia kuin x, eivatka
esiinny relaatiossa R eiké teorian .7 eksplisiittisissd aksioomissa.
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K 45. Olkoon R relaatio teoriassa 7 ja x kirjain, joka ei ole teorian &
vakio. Jos R on yksiarvoinen kirjaimen x suhteen teoriassa 7, niin relaatio
R = (z = 7,(R)) on lause teoriassa 7. Vastaavasti jos jollakin termilld T
teoriassa 7, jossa ei esiinny kirjainta x, R = (x = T') on lause teoriassa
T, niin R on yksiarvoinen kirjaimen x suhteen teoriassa 7 .

Perustelu. Oletetaan, ettd R on yksiarvoinen kirjaimen x suhteen. Nyt on
osoitettava, ettd R = (¢ = 7,(R)) on lause teoriassa 7. Tehdédéin lisdole-
tus R, jolloin myts (T'|z)R, misséd T on termi teoriassa .7, on totta. Nyt
sovelletaan skeemaa S 5 relaatioon R, termiin 7' ja kirjaimeen x. Nahdéén,
ettd relaatio (dx) R on lause. Méérittelyn 2.18 perusteella siis (7, (R)| z) R on
lause. Nyt

RA(o(R)| )R

on lause. Tama voidaan kirjoittaa muodossa
((z|z)R) A ((12(R)| 2) R)

Nyt koska R on yksiarvoinen kirjaimen x suhteen, niin

(V) (V2) (Yl 2)RA (2| 2)R) = (y = 2))
on lause. Kriteerin K 30 perusteella

(@] y)(m(R)] 2)(((y[ 2) R A (2| 2)R) = (y = 2))

on lause. Téasté seuraa, ettd myos

(@[ 2)R) A ((ro(R)| 1) R) = (v = 72(R))

on lause. Siispd x = 7,(R) on lause. Siispd relaation R yksiarvoisuudesta
seuraa, ettd R = (r = 7,(R)) on totta.

Oletetaan vuorostaan, ettd R = (z = 7,(R)) on totta. Olkoon y ja z eri
kirjaimia, jotka ovat my0s eri kirjaimia kuin z, eivitka esiinny relaatiossa R
eikd teorian 7 eksplisiittisissd aksioomissa. Koska x ei ole teorian .7 vakio
eikd esiinny termissa 7', niin relaatiot

Wlz)R= (ylz)(z=T) ja (z|lz)R= (z]2)(x=1T),
eli toisin sanoen relaatiot
Wlo)R=(y=T) ja (zlz)R=(2=T)

ovat lauseita teoriassa 7. Tehddédn lisdoletukset (y|x)R ja (2| z)R. Nyt re-
laatiot y = T ja z = T ovat lauseita teoriassa .7. Lauseiden 2.2 ja 2.3
perusteella y = z on lause teoriassa 7. Nyt siis

(ylz)RA (2| 2)R) = (y = 2)
on totta. Kriteerin K 27 perusteella
(Vy)(V2)(((y| 2) R A (2| ) R) = (y = 2))

on totta, ja siten R on yksiarvoinen kirjaimen z suhteen teoriassa .7 .
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Maarittely 2.26. Olkoon R relaatio teoriassa 7. Jos relaatio
(2.22) ((Fz)R) A (Vy)(V2) (((y[ 2) R A (2] 2)R) = (y = 2))

on lause teoriassa 7, sanotaan, ettd R on funktionaalinen relaatio kirjaimen
x suhteen teoriassa 7 .

Relaatio (2.22) voidaan esittdd myds sanomalla, ettd on olemassa tarkal-
leen yksi sellainen z, ettd R.

K 46. Olkoon R relaatio teoriassa 7 ja x kirjain, joka ei ole teorian
vakio. Jos R on funktionaalinen relaatio kirjaimen x suhteen teoriassa 7,
niin R < (x = 7,(R)) on lause teoriassa .7 . Vastaavasti jos jollakin termilld
T, jossa ei esiinny kirjainta x, relaatio R < (x = T') on lause teoriassa 7,
niin R on funktionaalinen relaatio kirjaimen x suhteen teoriassa 7 .

Perustelu. Olkoon R funktionaalinen kirjaimen z suhteen teoriassa 7. Sil-
loin R = (x = 7,(R)) on lause kriteerin K 45 perusteella. Koska R on funk-
tionaalinen relaatio, niin (3x)R on lause teoriassa 7. Sovelletaan skeemaa
S 6 kirjaimeen z, termeihin x ja 7,(R) ja relaatioon R(x), jolloin

(z = 7(R)) = ((z[2) R & (1.(R)| z) R),

eli toisin sanoen

(r =7(R)) = (R< (F2)R)

on lause teoriassa 7. Tekemilld lisdoletuksen =z = 7,(R) seuraa, ettd R on
lause teoriassa 7. Siispad R < (x = 7,(R)) on lause teoriassa .7 .

Oletetaan nyt, ettd R < (xr = T) on lause teoriassa .7. Kriteerin K 45
perusteella R on yksiarvoinen kirjaimen x suhteen teoriassa .. Nyt relaatio
(T|z)R & (T|z)(x =1T), eli (T|z)R < (T' = T) on lause teoriassa 7.
Lauseen 2.1 perusteella 7 = T on lause teoriassa .7, joten myos (7| z)R
on lause teoriassa 7. Soveltamalla skeemaa S 5 relaatioon R, termiin T ja
kirjaimeen x ndhdéén, ettd (3z)R on lause teoriassa 7. Nyt relaatio

(Fx)R) A (Vy)(V2) (Y| 2) R A (2] ) R) = (y = 2))

on lause teoriassa .7, ja téten relaatio R on funktionaalinen kirjaimen xz
suhteen teoriassa 7.

Maarittely 2.27. Jos relaatio R on fuktionaalinen kirjaimen x suhteen
teoriassa .7, niin R on ekvivalentti kriteerin K 43 perusteella relaation
xr = 7,(R) kanssa, joka on monesti helpompi késitelld. Termié 7,(R) varten
esitellddn lyhennyssymboli >. Téllaista symbolia kutsutaan funktionaaliseks:
symboliksi.
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Esimerkki 2.6. Tutkitaan teoriaa, jossa viite "y on positiivinen kokonais-
luku” on totta. Nyt relaatio "z on reaaliluku, ja y = €*” on funktionaalinen
relaatio. Tata relaatiota vastaa funktionaalinen symboli Iny.

K 47. Olkoon x kirjain, joka ei ole teorian 7 wakio, ja olkoot R{(x) ja
S(z) relaatioita teoriassa 7. Jos R(x) on funktionaalinen relaatio kirjai-
men x suhteen teoriassa 7, niin relaatio S(t.(R)) on ekvivalentti relaation

(Fx)((R{x)) A (S{x)) kanssa.

Perustelu. Kriteereistd K 46 ja K 43 seuraa, ettd ((R(x)) A (S(z)) on ekvi-
valentti relaation ((R(z)) A (S(7.(R))) kanssa. Koska relaatiossa S(7,(R)) ei
esiinny kirjainta x, niin

() (R{x)) A (S(12(R)))
on kriteerin K 33 perusteella ekvivalentti relaation
(S{r2(R))) A (B)R

kanssa. Koska R on funktionaalinen kirjaimen x suhteen teoriassa .7, niin
(3z) R on totta, mistéd tulos seuraa.

3  Yhteenveto

Luvussa 2 on konstruoitu predikaattilogiikka Bourbakin esittdmalld tavalla.
Seuraavana askeleena Bourbaki aksiomatisoi joukko-opin oman predikaatti-
logiikan formalisoinnin avulla. Joukko-oppi taas toimii muiden matematiikan
osa-alueiden aksiomatisoinnin pohjana.

Suurin ero verrattuna yliopistossa nykyisin logiikan peruskursseissa kéy-
tettavadn esitykseen on Bourbakin tarkka erottelu metamatemaattisen ja ma-
temaattisen tason valilla. Erottelun seurauksena formalismi on kankea, eiké
sitd ole kovin helppo seurata. Toisaalta esitys on perusteellinen, ja kun for-
malisoinnin idea selvidé lukijalle, kokonaisuus on looginen. Maarittelyt ovat
yksiselitteisié, ja esitetyt kriteerit ovat joko vilttamattomié predikaattilogii-
kan ominaisuuksien méaéarittelemiseksi tai toisten kriteerien perustelemiseksi.

Onko jako matemaattisen ja metamatemaattisen tason vililla tarpeel-
linen? Loppujen lopuksi erottelun suurimpana ansiona on formalisoinnissa
tapahtuvien epamaéaraisyyksien siirtdminen matematiikan ulkopuolelle. Ma-
tematiikan sisdlla sallitut operaatiot on maéaaritelty erittdin tarkasti, mut-
ta metamatematiikan puolella sddntojé ei ole. Sindnsd metamatematiikassa
operointi vastaa hyvin pitkéille normaalia matematiikassa operointia, mutta
vaatimukset padttelyjen perusteluille ja oikeutuksille ovat 16yhemmét.

Bourbakin formalisointia ei voi arvioida pelkdstdan vertaamalla nykykay-
tantoihin. Jos uskoo matematiikan kehitykseen ja tieteelliseen menetelméaén,
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niin on helppo vakuuttua nykyisen yleisen matemaattisen kiytdnnon olevan
"parempi” kuin Bourbakin esittdméa vaihtoehto. Pitéisi pystyd perehtyméaan
1940-luvun aikaiseen ja sitd varhaisempaan, varsinkin ranskalaiseen, mate-
maattiseen kirjallisuuteen, jotta voisi paremmin ymmaértad Bourbakin valin-
toja. Valitettavasti sellainen tutkimus ei mahdu tdmén tutkielman laajuu-
teen.

Riippumatta siitda pitddko Bourbakin formalisointia parhaana mahdolli-
sena, kyseessd on mielenkiintoinen lahestymistapa. Uuden ndkékulman saa-
minen tuttuunkin aiheeseen parantaa monesti yleistd ymmarrystéa aiheesta.
Ensimmaisen logiikan kurssin sisdlloksi Bourbakin formalismista ei ole, mut-
ta hieman logiikkaan perehtyneelle se tarjonnee kiinnostavan kokonaisuuden.
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