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Tiivistelma

Derivaatasta kirjoitettu tutkielma sisiltda 35 asiaa, joihin sisdltyy derivaatan
maaritelmé ja muutama muu méaritelméa, huomautuksia ja yhteensa 32 lauset-
ta.

Lauseet koostuvat derivaatan keskeisimmisté lauseista ja muista lauseista,
joiden avulla voidaan méarittdd joidenkin funktioiden derivaatta. Jotkut
médritelmit ovat lyhyita funktioiden masritelmia. Huomautuksissa on tapauk-
sia, joihin eivit pade jotkut lauseet, ja muita poikkeustapauksia. Loppuun
olen siséllyttdnyt harjoituksia.
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1 Johdanto

Tama moniste on tarkoitettu luettavaksi henkildille, joille derivaatan paéasi-
at. Ja sen muodostaminen ovat varsin tuttuja ja jotka ovat tyoskennelleet
nédiden asioiden parissa. Tavoitteena on ollut esittdd yleiskatsaus asioista,
joita voi kiyttda usein derivaatan yhteydessa.

On selvd, ettd derivaatta on téirked asia matematiikassa. Mm. muuttu-
jan muutoksesta johtunut funktion arvon muutos, funktion kasvavuus, funk-
tion laskevuus, funktion maksimi, funktion minimi, funktion kasvavuuden ja
laskevuuden kiytto teollisuudessa ja paivan asioissa, nopeus ja kiihtyvyys
fysiikassa ja monet muut derivaatan sovellutukset ovat asioita, jotka ilmaise-
vat derivaatan tunnistamisen tarpeen.

Ennestdan ja myos silloin, kun toimin opettajana, ajattelin, etti erilaisia
matemaattisia asioita kohdattaessa onnistutaan paremmin, jos tiedetdan suh-
teellisen paljon derivaatan sovelluksista useissa mainituissa asioissa, mutta ei
taulukoitujen kaavojen tapaan. Mutta olen huomannut, ettd tillaisia yhteen-
vetoja on tehty harvoin ja niitd tarvittaessa taytyy kiyttda monia ldhteita.

Téasséd olen yrittdnyt derivaatan maarittelyn ja derivaatan tarkeiden lau-
seiden esittdmisen ohella tutkia joitakin tiettyja funktioita ja niiden derivaat-
toja lyhyesti.

Eri aiheiden késittelemisen syvyys riippuu aiheesta ja tarpeesta, jota olen
tuntenut. Siksi joitakin aiheita olen késitellyt lyhyemmin ja joitakin aiheita
syvemmin. On selvid, ettd jos olisin kisitellyt kaikki aiheet tarkasti, tasté
monisteesta olisi tullut paksu kirja.

Kuitenkin tAmé& moniste koostuu 35 aiheesta, joihin sisiltyy 32 lausetta ja
muutama méaarittely ja huomautus. Mina olen kiyttdnyt kuutta luotettavaa
kirjaa, joiden kiytossa olen yrittdnyt vaihtaa niiden asioita mahdollisimman
vahin. Joitakin lauseita olen todistanut perusteellisemmin ja joissakin todis-
tuksissa olen tehnyt muutoksia.

Minun suomen kielen taitoni on heikko. Pyydan anteeksi lukijoilta, jos
olen kiyttanyt matemaattisia ilmaisuja vadrin ja jos minulla on kieliopillisia
virheita.

Lopuksi kiitdn ohjaajaani,yliassistentti Pentti Haukkasta, joka on yrit-
tinyt parhaansa mukaan auttaa minua tdmin gradun teossa. Kiitdn myos
Jarmo Niemeldd, joka on auttanut minua Latexilla kirjoittamisessa.

2 Derivaatan maaritelma

Olkoon reaalifunktio f mééritelty vélilld (a, ). Olkoot x ja ¢ kaksi erisuurta
pistettd vililtd (a, b). Tarkastellaan osamaarad:

f@) = f(e)

r —cC



Me haluamme tarkastella osaméarad, kun x ldhestyy c:t.

Méidritelma 2.1. Olkoon f vililla (a,b) madritelty funktio, ja olkoon ¢ €
(a,b). Sanotaan, ettd f on derivoituva pisteessi ¢, jos on olemassa raja-arvo

o 1@ = f(0)

T—C Tr —cC

Téamai raja-arvo on f:n derivaatta pisteessé c, ja merkitddn f'(c). Siis

o) — i 18 = 1)

T—C r —cC

Me 16yddmme téstd prosessista uuden funktion f’, jonka maarittelyjoukossa
f on derivoituva.
Funktio f’ on 1.kertaluvun derivaatta, ja merkitdan siti néin:
d dy
"), Df(c), —(c), =
@, pre, . L]
Esimerkki 2.1. Derivoi funktio f(x) = x? pisteessi c.
Ratkaisu. Méaaritelmédn mukaan saadaan:

o) =t 1=
_ 1 % — 2
i a—

= lim(z + ¢) = 2c.

r—cC

3 Derivaatta ja jatkuvuus

Tarkastellaan derivaatan ja jatkuvuuden suhdetta alla olevissa lauseissa.

Lause 3.1. Ks. [1, s. 105]
Olkoon funktio f madritelty valilli (a,b) ja derivoituva pisteessi c € (a,b).
Talloin jatkuva funktio f* (riippuu c:sta ja f:sta) pisteessi ¢ on olemassa ja

(3.1) f(x) = fe) = (& = o) f"(x),

kaikilla x:lla valilla (a,b), missa f*(c) = f'(c).
Kadinteisesti, jos jatkuvalle funktiolle f* pdtee yhtalo (3.1) pisteessi c,
funktio f on derivoituva pisteessd ¢ ja f*(c) = f'(c).

Todistus. Koska f’(c) on olemassa, voidaan méaritelld f* vililld (a,b) néin:

[ A R LG S

r —cC



Silloin

lim f*(z) = lim —f(x) — /(9)

r—c T—C Tr —cC

Y

eli

lim f*(z) = *(c).

r—cC

Télla tavalla funktio f* on jatkuva pisteessé ¢, ja yhtilo (3.1) on voimassa
kaikilla x:1la.

Kédnteisesti jos jatkuvalle funktiolle f* pétee yhtdlo (3.1) pisteessi c,
jaetaan se (x — ¢):114 ja ldhestytéddn pisteestd x pisteeseen ¢ ja huomataan,
ettd f'(c) on olemassa ja se on yhtd kuin f*(c). O

Lause 3.2. Ks. [3, s. 188]
Olkoon funktio [ derivoituva pisteessd c. Tdlloin f on jatkuva siindg pis-
teessa.

Todistus. Funktio f on derivoituva pisteessi c, joten

f@) = 1)

() = tim 1=
Selvisti
f) -~ 10 = DI e
Nyt
(@) — (0

lim[f(z) — f(c)] = lim lim(z —¢) = f'(¢) - 0 =0,

r—cC T—C Tr —cC T—C

ja
lim[f(x) — f(0)] = 0 = lim f(z) = f(c).
Siis jatkuvien funktioiden méadritelmén perusteella f on jatkuva. n

Huomautus 3.1.

(a) Lauseen 3.1 yhtélolla (3.1) on geometrinen tulkinta, téten voidaan saa-
da hyva kiisitys derivaatasta. Koska f* on jatkuva pisteessé ¢, f*(x) on
melkein yhtd kuin f*(c), kun = on c:n ldhella. Jos funktio f*(x) sijaan
sijoitamme f’(c) yht&loon (3.1) saamme

f(x) = f(e) + f(e)(z — o),

miki on hyvd arvo, kun (x — ¢) on pieni. Jos f on derivoituva pisteessi
¢, on f melkein lineaarinen pisteen c laheisyydessa.



()
f(x)

A 1(9-f(c)
(x-0)f(©)
(c) o v

kuva 1

(b) Kuten ollaan havaittu kaikki derivoituvat funktiot ovat jatkuvia. Mutta

4

edellisen lauseen vastakohta ei ole tosi, silld on olemassa monia jatkuvia
funktioita, jotka eivit ole derivoituvia. Esimerkiksi saksalaisen Weier-
strassin esittdmé funktio

flx) = Z 2% cos(2"x), z € R,

n=1

on jatkuva kaikissa pisteissd x € R, mutta ei ole derivoituva missiin
pisteessid. Myos voidaan mainita funktioita, jotka ovat jatkuvia, mutta
eivit ole derivoituvia joissakin pisteissd. Esimerkiksi:

(i) Funktio f(x) = |z| 4 |z — 1|, on jatkuva nollassa ja yhdessd, mutta
ei ole derivoituva néissi pisteissé.

(ii) Funktio f(z) = |z — af, on jatkuva pisteessd «, mutta ei ole de-
rivoituva siiné pisteessi.

Derivaatta ja laskutoimitukset

Tarkastellaan summan, tulon ja osaméirin derivaattaa alla olevassa lauseessa.

Lause 4.1. Ks. [4, s. 223]

Olkoot funktiot f ja g mddritelty vdlilla (a,b) ja derivoituvia pisteessi

c € (a,b). Tallin f+q, f-gja f/g(g#0) ovat derivoituvia pisteessa c, ja
nitden derivaatat ovat:

() (f £9)(c) = f(c) £4(c),

(1I) (fg)'(c) = f'(c)g(c) + fe)g'(c),

(1) (f/g)(c) = f’(c)g(z);(g)(c)gl(c) (g #0).

10



Todistus.
(I) Tdma4 osa on todistettavissa helposti mééritelmén perusteella.
(II) Muodostetaan erotus:
(f9)(z) = (f9)(c) = f(2)g(x) = f(e)g(e),

lisdtddn ja vihennetéddn oikealle puolelle f(x)g(c), jolloin

(f9)(x) = (f9)(c) = fz)g(x) — fe)g(c) + f(z)g(c) — fx)g(c)
= [(@)lg(z) = 9(0)] + g()[f (x) = f(c)],

jos jaetaan (z — c):lla ja ldhestytdén pisteestd x pisteettd ¢, niin
(f9)'(c) = f'(e)g(ec) + fle)g'(c).

(IIT) Samalla tavalla

fx)  flo)
(f/9)(x) = (f/9)(c) 0@ " 90 (9 #0)
_ f@)g(e) — g(x) f(0) + f(x)g(x) — f(z)g(x)
g(z)g(c)
_ 9@)[f (=) = f(c)] = f@)lg(z) — g(c)]
g9(x)g(c) ’

jaetaan (x — ¢):lla, ja kun = — ¢, niin saadaan

f'(e)g(ec) = fle)g'(c)
9%(c) '

(f/9)'(c) =

Huomautus 4.1.

(a) Lauseen 4.1 vastakohta ei ole tosi. Eli on mahdollista, ettd f+g tai f-g
ovat derivoituvia méarittelyjoukossa pisteessi ¢, mutta f ja g eivit ole
derivoituvia siinéd pisteessa. Esimerkiksi:

(1)

B 1)z, x#0, (s
f(x)—{()’ S C R ()

Silloin f 4 g on derivoituva pisteessi x = 0, mutta f ja g eivit ole
derivoituvia siinéd pisteessa.

11



(i)

zsin(1/x), x #0,
flz) = g(x) = z.
0, xz =0,
Silloin fg on derivoituva pisteessd x = 0, mutta f ei ole derivoituva
siind, pisteessi.

(b) Lauseen 4.1 toistamisesta saadaan, ettd jos f(x) = 2™ (n € N), niin
f'(z) = nz"! kaikilla z:1la.

5 Yhdistetyn funktion derivaatta

Tarkastellaan ketjusddnnolld funktion (g o f) derivaattaa, joka on fin ja g:n
yvhdistetty funktio.

Lause 5.1. (Ketjusdidnto) Ks. [1, s. 107]

Olkoon funktio f mddritelty avoimessa vilissd S ja funktio g mddritelty
f(S):ssd. Tarkastelemme funktiota (g o f)(x) = g[f ()], joka on mddritelty
valilla S.

Oletetaan, etti on olemassa piste ¢ € S, jossa f(c) on f(S):n sisdpiste.
Jos funktio f on derivoituva pisteessi c ja funktio g on derivoituva pisteessd
f(e), niin funktio (g o f) on derivoituva pisteessi c¢ ja

(g0 f) () =4g'lf(0)f ().

Todistus. Kaytamme lausetta 3.1,

(5.1) f(x) = fe) = (& = o) [ (x),

kaikilla € S, missd f* on jatkuva pisteessd ¢ ja f*(¢) = f’(c). Samoin
voidaan kirjoittaa:

9(y) — glf ()] =y — f(0)]g"(v),

kaikilla y:lla jossakin avoimessa osavilissa T', joka sisiltdd f(c):n.
Nyt ¢* on jatkuva pisteessd f(c) ja g*[f(c)] = ¢'[f(c)]. Valitsemme luvun
x € S siten, ettd y = f(x) € T. Siis

(5:2)  glf(@)] = glf ()] = [f(z) = FOlg"[f ()] = (z — ) f*(x)g"[f (2)].

Yhdistetyn funktion jatkuvuuslauseen nojalla tiedetdin, ettd kun x — c,

talloin g*[f(z)] — g*[f(c)] = ¢'[f(c)].

Jaetaan yhtdlo (5.2) (z — c¢):lla ja lahistytddn pisteestd x pisteeseen c,

jolloin saadaan
L glf(@)] -~ glf ()
z—c x—c

=g f(0)1f ().

12



Esimerkki 5.1. Laske funktion A derivaatta, kun
h(z) = (22° + 42 — 2)°.

Ratkaisu. Olkoon

u, = f'(x) =62 +8z ja  ¢'(u)=9u®=9(22° +42* - 2),

niin

R (z) = 9(22° + 42 — 2)(62° + 8z).

Esimerkki 5.2. Olkoon
2x+1\"

Laske lauseen 5.1 nojalla funktion f derivaatta.

Ratkaisu. Merkitdin

. <2x—|— 1)3 (32 —1)(2) — (22 +1)(3)

3r—1 (32 — 1)
202z +1)°
(3z—1)"

6 Kaanteisfunktion derivaatta

Tarkastellaan kiidinteisfunktiota f~!, jossa f on aidosti monotoninen ja jatku-
va.

Lause 6.1. K.s [2, 5. 135]

Olkoon funktio f aidosti monotoninen ja jatkuva vilillé I (siten, ettd on
olemassa =% ja D(f~Y) on vdlilld J) ja olkoon xq vilin I sisipiste ja f de-
rivoituva siten, etti f'(xo) # 0. Tdllgin funktio f~1 on derivoituva pisteessd
yo = f(x0) ja se on yhtd kuin 1/ f'(zo).

13



Todistus. Koska zy on I:n sisépiste, voidaan valita « ja ( vélistd [ ja a <
xo < [, jolloin f(xg) on Ji:n suljetun vilin sisdpiste ja J:n pédtepisteet ovat
f(a) ja f(B) siksi, ettd f on aidosti monotoninen ja jatkuva vililla [a, G]. Siis
Jy siséltyy J:hin ja yo = f(xo) on J:n sisépiste.

Nyt derivaatan méaritelmén nojalla saadaan:

i (=) = i (=7 o)

f~1 on jatkuva pisteessi o, siis

lim ' (y) = f~ (yo) = o,

Y—Yo

joten
r — 2o

N |
Y¥—%o Y—"%Y z—wo f(x) — f(w0)
Oletuksen mukaan f'(xg) # 0, joten

lim T — xg B 1 1
a0 f(2) = f(20)  limg .y W  filwo)’
ja .
—1 !
[f <y0>] - f,(xo)‘

]

Esimerkki 6.1. Olkoon funktio y = f(z) = 2™ (n on positiivinen kokon-
aisluku) miritelty vililld [0, +o00). Silloin f~!(y) = y*/™ vililli [0, +00). Jos

/

yo > 0 ja zg = yo! ™, tilloin o > 0 ja f'(x0) = nal ™', joten

_ 1 1 —141/n
7wl = —=5 = oy = (Wmdye "
nx nYo

7 Toispuoleiset ja darettoméit derivaatat

Y1hailla on tarkasteltu tapausta, ettd funktio f on derivoituva pisteessa c,
joka on siséipiste, ja f’(c) on &irellinen. Joidenkin funktioiden derivaatat
pisteessa c eivat ole dérellisid. Lisdksi laajennetaan asiaa niin, ettd tutkitaan
derivaattaa vilin paitepisteissa.

Maaritelm4 7.1. Olkoon funktio f méiritelty suljetulla vililla S ja jatkuva

pisteessd ¢ € S. Télloin sanotaan, ettd f on oikealta derivoituva pisteessa c,
jos oikeanpuoleinen raja-arvo lim,,_, .+ f@)=1) o olemassa, ja lim,_, .+ fe)=f(e)

r—cC r—cC
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voi olla dérellinen tai —oo ja +o0o. Tamé raja-arvo on oikeanpuoleinen derivaat-

ta ja merkitdaian
i @)= £

r—ct r—cC

= f1(0).

Maaritellddn vasemmanpuoleinen derivaatta myos samalla tavalla ja merk-
itdan f’ (c).

Lopuksi oletetaan, ettd ¢ on S:n sisépiste, jolloin funktion f derivaatta
on f’(¢) = £o0, jos sen oikeapuolinen ja vasemmanpuolinen derivaatat ovat
+00. Siis funktiolla f on derivaatta (&érellinen tai &&reton) pisteessé c, jos

file) = fL(e) = f'(e).
Esimerkki 7.1. Tarkastellaan funktion f derivaattaa pisteessi x = 1 ja
x =0, kun
r, x<l,
) =
/() {1, rz > 1.
Ratkaisu.

[. Jos x =1, saadaan:

) — g @ Q) 11
e L s T
: [@) = J) _ w1

f)=lm = =m oy =t

Koska f (1) # f"(1), niin funktiolla f ei ole derivaattaa pisteessd x =
1.

I1. Jos x = 0, saadaan:

: fl@)—fO) . z-0
+(0)_1’h—%1+ z—0 _och—gl*'l’—o_l’
s fla)—f0) . x—-0 _

Siis f1.(0) = f~(0) ja funktiolla f on derivaatta pisteessd x = 0.

8 Derivaatta suljetulla valilla

Olkoon funktio f mééritelty suljetulla vililla [a,b]. Sanotaan, ettd f on de-
rivoituva pisteessi a, jos

15



on olemassa.
Samoin funktion f derivaatta pisteessd b on méaritelty niin:

() = lim L@ =10

r—b— z—0b

Jos funktio f on derivoituva pisteissi a ja b ja kaikissa muissa pisteissé vélilla
[a, b], niin sanotaan, ettd funktio f on derivoituva valilla [a, b].

Esimerkki 8.1. Naytettdvi, ettd funktio f on derivoituva vélilla [0, 1], kun
f(z) =232
Ratkaisu. Olkoon z, € (0, 1). Saadaan

3/2 3/2

f'(z) = lim

T—T0 T — ‘1.0

iy V= VT (@ TT0 A+ o)

T—Zo T — Xy
3[[‘0

= 5 =2V

Pisteissd 0 ja 1 voi kirjoittaa:

£0) = tim IW =IO Ve

z—0t T r—0t I

@) = f) L aVE-]
rz—1

z—1— r—1 z—1—

= 3/2,

joten funktio f on derivoituva vélilla [0, 1].

9 Nollasta eroavan funktion derivaatta

Tutkitaan funktiota f tdssé osassa, kun f'(c) # 0. Eli f'(¢) > 0, f'(¢) <0
tai f'(c) = 400, f'(c) = —o0.

9.1 Derivaatan merkki

Olkoon funktio f médritelty valilla [a,b] ja c vélin [a, b] sisdpiste ja funkti-
olla f derivaatta pisteessd c. Télloin f:n positiivinen derivaatta tarkoittaa
f:n kasvavuutta ja f:n negatiivinen derivaatta tarkoittaa f:n vihenevyytta.
Tutkitaan tdtd asiaa moyhemmin.

16



9.2 Derivaatan merkki paatepisteissa
Olkoon funktio f méaritelty vélilla [a, b] ja derivoituva pisteissa a, b.

I. Jos f'(a) > 0, on olemassa sellainen ¢ > 0, ettd kaikilla x € (a,a + ¢),
f(a) < f(z), ja f:n kasvavuus alkaa a:sta.

Jos f’(a) < 0, on olemassa sellainen § > 0, etti kaikilla = € (a,a + ),
f(a) > f(z), ja fn vihenevyys alkaa a:sta.

II. Jos f'(b) > 0, on olemassa sellainen § > 0, ettd kaikilla = € (b — 4, b),
f(b) > f(z) ja fm kasvavuus loppuu b:hen.

Jos f'(b) < 0, on olemassa sellainen 6 > 0, ettd kaikilla x € (b — 9,b),
f(b) < f(x) ja f:n vihenevyys loppuu b:hen.

Lause 9.1. Ks. [1, s. 108/

Oletetaan, ettd funktio f mddritelty avoimella vdlilld (a, b) ja ettd jossakin
pisteessd ¢ vdlilla (a,b) on olemassa f'(c) > 0 tai f'(c¢) = +oo. Tidilldin
pisteelld ¢ on sellainen ymparisto U C (a,b), ettd kaikilla x € U:

jos xr>c nan fz) > f(e),
jos r<c nan f(z) < f(e).
Todistus.
(I) Jos f’(c) on &érellinen ja positiivinen, voi kirjoittaa:
(9.1) f(x) = fe) = (& = o) f"(x),
missd f* on jatkuva pisteessi ¢ ja f*(c) = f'(¢) > 0.

Koska funktio f* on jatkuva pisteessé c ja f*(¢) > 0, niin on olemassa
sellainen pisteen ¢ ympéristé U C (a,b), ettd f*(z) > 0, kun = € U,
joten yhtélon (9.1) vasemmanpuolen (f(x)— f(c)) merkki on sama kuin
(x — ¢):een merkki. Eli

jos  x>c¢ oniin  f(z)> f(c),

jos x<c oniin  f(z) < f(o).
(IT) Oletetaan, ettd f'(c) = +oo, on sellainen ympéristo U, etti
f@) — f(¢)

r —C

> 1.

Siis jakajan ja jaettavan merkit ovat samat ja saadaan sama tulos kuin
osan (I) tulos.

]

My6s voidaan todistaa tétd lausetta vastaava lause, jos f'(¢) < 0 tai
f'(c) = —oo pisteessi ¢ € (a,b).
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10 Derivaatan nollakohdat ja paikalliset
aariarvot

Maaritelm4 10.1. Olkoon reaalifunktio f madritelty vililla S ja a € S. Téal-
16in pisteessd a on paikallinen maksimipiste, jos silld on sellainen ympéristo
U, etta

f(z) < f(a), kunzeUnNS.

Siis @ on f:n paikallinen maksimikohta ja f(a) on f:n paikallinen maksimi.
My6s pisteessd a on paikallinen minimipiste, jos silld on sellainen ym-
paristo U, ettd
f(z) > f(a), kuan z € UNS.

Siis @ on f:n paikallinen minimikohta ja f(a) on f:n paikallinen minimi.
Maksimi on aito, jos f(z) < f(a) kaikilla z € U NS, my6és minimi on
aito, jos f(x) > f(a) kaikillaz € U N S.

Lause 10.1. Ks. [1, s. 109/

Olkoon funktio f mddritelty avoimella vililld (a,b) ja olkoon silli paikalli-
nen maksimi tai paikallinen minimi sisapisteessd c vdlilli (a, b).

Jos f:lla on derivaatta (ddrellinen tai ddreton) pisteessd c, tdlldin f'(c):n
pitdd olla nolla.

Todistus. Jos f'(c) on positiivinen tai 400, funktiolla f ei voi olla paikallista
adriarvoa pisteessd c lauseen 9.1 nojalla.

Samoin jos f’(c) on negatiivinen tai —oo, funktiolla f ei voi olla paikallista
adriarvoa pisteelld c. Siis f’(c) voi olla vain nolla. O

Huomautus 10.1.

(a) Loytddksemme paikallisen dériarvon, tieto f'(c) = 0 ei riitd, joten lauseen
10.1 vastakohta on epitosi. Esimerkiksi funktion f(x) = 23 derivaatta
pisteella x = 0 on nolla, mutta nollan 1&histéssa f on kasvava.

(b) On mahdollista, etté jollakin funktiolla on paikallinen &ériarvo pisteessé
¢, vaikka silld el ole derivaattaa siind pisteessi. Esimerkiksi funktiol-
la f(x) = |z| on minimi pisteessd z = 0, mutta siind pisteessi ei ole
derivaattaa.

(c) Oletetaan lauseessa 10.1, ettd funktiolla f on derivaatta pisteessd c¢ ja
c on sisipiste. On olemassa sellainen funktio, jonka péaitepisteissd on
maksimi tai minimi, mutta funktion derivaatta ei ole nolla. Esimerkiksi
jos funktio f(x) = x on annettu vililld a < = < b, f:lla on maksimi ja
minimi padtepisteissd, mutta sen derivaatta ei ole nolla missdan pisteessa.

Lause 10.2. Ks. [3, s. 194]
Olkoon funktio f derivoituva valilld [a,b] ja olkoot f'(a), f'(b) erimerkkisid.
Tdlloin on olemassa sellainen piste ¢ € (a,b), etti f'(c) = 0.
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Todistus. Jos f'(a) <0 ja f'(b) > 0, on olemassa 01, d3 > 0 siten, ettd

(10.1) Va(a <z <a+ 6 = f(z) < f(a)),

(10.2) V(b — 0y <z < b= f(x) < f(D)).

Koska f on derivoituva vililld [a, b], se on jatkuva, joten silld on paikallinen
minimi. Eli on olemassa sellainen piste ¢ vélilla [a, b], ettd kaikilla = € [a, D]

(10.3) fle) < f(x).

Kaavojen (10.1) ja (10.2) nojalla ¢ # a ja ¢ # b. Eli a < ¢ < b, toisaalta on
selvid, ettd jos x > ¢, niin

f@) -~ 1)
r—c
ja
(10.4) f'(e) = 0,
myos jos x < ¢, niin
fl) - £ _
r—c
ja
(10.5) f'(e) <0,
joten kaavoista (10.4) ja (10.5) saadaan f’(c) = 0. O

Jos valitaan f’(a) > 0 ja f'(b) < 0, funktio f saa maksimin ja todistus
jatkuu samalla tavalla.

11 Rollen lause ja valiarvolause

On selvé, ettd jos jokin “siled” kiyra leikkaa x-akselin vélin [a,b] padtepis-
teissd, silld pitad olla “kddnnepiste” a ja b:n valilla.
Téata asiaa voidaan tutkia Rollen lauseella seuraavasti:

Lause 11.1. Ks. [3, s. 196]

Olkoon funktiolla f derivaatta (ddrellinen tai ddreton) kaikissa pisteis-
si avoimella valilli (a,b) ja olkoon se jatkuva molemmissa padtepisteissd.
Talloin jos f(a) = f(b), on olemassa vihintidin yksi sisapiste ¢ siten, ettd

f'e)=0
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Todistus.

(I) Jos funktio f on vakio vililla [a, b] kaikilla z:1la eli f(a) = f(b) = f(x),
talloin f'(x) = 0, viiitos seuraa tista.

(IT) Jos funktio f ei ole vakio vélilli [a, b], on olemassa sellainen piste x; €
[a, 0], ettd f(z1) # f(a) = f(b).

Koska funktio f on jatkuva vililla [a, b], niin silld on maksimi ja minimi
valilla [a, b]. Nyt

(i) Jos f(z1) > f(a) = f(b), talléin f saa maksimin vélilld [a,b]. Eli

on olemassa sellainen piste ¢ vililld (a, b),ettd f(x) < f(c) kaikilla
x:lla.

(ii) Jos f(z1) < f(a) = f(b), télléin f saa minimin. Eli on olemassa
sellainen piste d valilld (a, b), ettd f(x) > f(d).

Siis f saa maksimin tai minimin jossakin sisdpisteessi, ja lauseen 10.2
viimeisen osan nojallaf’(c) = 0 tai f'(d) = 0.

Lause 11.2 (Lagrangen viliarvolause). Ks. [3, s. 197/
Olkoon funktio f jatkuva vaililld [a,b] ja derivoituva valilld (a,b). Tdlldin
on olemassa piste ¢ € (a,b) siten, ettd

fb) = fa) = (b= a)f' (o).
Todistus. Médritellddn funktio ¢ vililld [a, b] seuraavasti:
¢(x) = [f(0) = fla)]x = (b= a) f(2).

Funktio ¢ on jatkuva vililla [a, b] ja se on derivoituva vélilla (a, b) ja ¢(a) =
¢(b). Siis Rollen lause toteutuu ¢:lla ja voidaan 16ytdé sellainen piste ¢ €
(a,b), ettd ¢'(c) = 0. Titen

¢'(c) = [f(b) = f(a)] = (b—a)f'(c) =0,

ja
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11.1 Valiarvolauseen seuraus

L

IT.

ITT.

IV.

Oletetaan, ettd funktio f toteuttaa véliarvolauseen ehdot ja f'(z) =0
kaikilla = € (a,b). Téll6in f on vakio.

Todistus. Oletetaan, ettd x1, xo(ry < x2) ovat kaksi erisuurta pistettd
valilld [a, b]. Lauseen 11.2 nojalla voi kirjoittaa

flx2) = f(z1) = (z2 — 1) f'(c) =0,

joten f(x9) = f(z1) ja f on vakio. O

Jos funktio f toteuttaa véliarvolauseen ja f’(z) > 0 kaikilla x € (a,b),
f on aidosti kasvava vélilld [a, b].

Todistus. Véliarvolauseen mukaan vilin [a,b] kahdelle erilliselle pis-
teelle 1 ja xqo(zy > x1) voi kirjoittaa:

f(x2) = f(z1) = (32 — 1) f'(c) = flx2) > flw1) (22> m1),
joten f on aidosti kasvava valilla [a, b].

Samoin, jos f'(x) < 0 voi todistaa, ettd f on aidosti vaheneva. ]

Jos kahden funktion derivaatta on sama vililld (a, b), funktioiden erotus
on vakio.

Jos funktio f on jatkuva vililla [a, b] ja kaikissa sisépisteissa = € [a, 0]
funktiolla f on sellainen derivaatta, ettd m < f'(z) < M (m, M ovat

vakioita), talloin

m(b—a) < f(b) = fla) < M(b—a).

Jos funktio f on jatkuva vililla [a,b] ja kaikilla sisépisteilld = € [a, D]
on sellainen derivaatta, ettd |f'(z)| < M (M on vakio), tillsin

|£(b) = fla)] < M(b—a).

11.2 Valiarvolauseen geometrinen tulkinta

Viliarvolauseen mukaan, kiyrdn kahden pisteen A ja B vilissd on viahintadn
vksi kiiyrén piste, jossa piirretty tangentti on yhdensuuntainen pisteiden A
ja B kautta kulkevan suoran kanssa.
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kuva 2

Lause 11.3 (Yleinen tai Cauchyn véliarvolause). Ks. [1, s. 110]

Oletetaan, ettd funktiot f ja g ovat derivoituvia (ddrellinen tai adreton)
valilld (a,b) ja ettd molemmat ovat jatkuvia pddtepisteissd a ja b ja ettd
f'(x) ja ¢'(x) eivit ole ddrettomid yhtdaikaisesti missidn sisapisteessi. Nyt
jossakin sisdpisteessd ¢ voi kirjoittaa:

F'()lg(b) = g(a)] = ¢'(c)f (b) = f(a)].

Todistus. Asetetaan

Jos f'(x) ja ¢'(x) ovat direllisid yhtdaikaisesti, niin A'(z) on &érellinen. Jos
jompikumpi f'(z):sta ja ¢’(z):sta on déreton, niin A'(z) on ddreton (oletuksen
mukaan f'(x), ¢'(x) eivit ole ddrettomid yhtdaikaisesti). Myos funktio h on
jatkuva padtepisteilla ja

h(a) = h(b) = f(a)g(b) — g(a) f(b).
Rollen lauseen 11.1 nojalla joillekin pisteille ¢ saamme h'(c) = 0. Siis
W(c) = f'(0)g(b) = g(a)] — ' ()[f(b) — f(a)],

joten

]

Lause 11.4. Ks. [1, s. 111]
Oletetaan, ettd funktiolla f ja g on derivaatta (ddarellinen tai adreton)
jokaisessa pisteessd valilli (a,b) ja nilld on raja- arvo padtepisteissd f(a+),
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g(a+), f(b—) ja g(b—) siten, etti ndmda raja- arvot ovat ddrellisii. Oletetaan,
etti f'(z) ja g'(x) ewdt ole adrettomid yhtdaikaisesti missdadn sisdpisteessa.
Tdlloin jossakin sisdpisteessa c,

F1()lg(b=) = gla+)] = g'()[f (0=) — f(a+)].
Todistus. Médritelldén uudet funktiot F' ja G vililld [a, b] seuraavasti:
Flx) = f(x),  Gx)=g(z), jos  we(ab)

F(a) = fla+),  Gla)=glat),  FO)=fb-),  G(b)=g(b-),
jolloin F' ja G ovat jatkuvia vililla [a, b] ja lauseen 11.3 nojalla
F'(c)[G(b) — G(a)] = G'(c)[F'(b) — F(a)],
ja
f(©lg(b=) = gla+)] = ¢'(O)[f (b=) — fla+)].
O

Lause 11.5 (Derivaatan keskiarvolause tai f’:n keskiominaisuus). Ks. /3,
5. 195]

Olkoon funktio f derivoituva vililli [a, b ja f'(a) # f'(b). Tdlléin jokaisel-
la reaaliluvulla k, joka on f'(a):n ja f'(b):n vdilissd, on piste ¢ siten, ettd

f'(c)=k.

Todistus. Asetetaan

(11.1) g(x) = f(x) — kz.

On selvdd, etté funktio g on derivoituva valilld [a, b] ja
gla)=fa) =k, ) =f(b)—Fk

Koska k on f'(a)m ja f'(b):n vililld, ¢'(a) ja ¢'(b) ovat erimerkkisid. Nyt
lauseen 10.2 nojalla on olemassa piste c vililla (a, b) siten, ettd ¢'(c) = 0. Siis
yhtélon (11.1) mukaan

ja

]

Lause 11.6. Ks. [1, s. 112/

Oletetaan, ettd funktiolla f on derivaatta (ddrellinen tai ddreton) vdlilld
(a,b) ja f on jatkuva pddtepisteissd a ja b. Jos f'(x) # 0 kaikilla x:lla, funktio
f on aidosti monotoninen vililla |a, b].
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Todistus. Olkoot xq ja xo(zo > 1) kaksi erisuurta pistettd valilla [a, b]. T4l-
16in oletuksen mukaan f’(z) # 0 kaikilla x € (x1,x2) ja lauseen 11.2 nojalla
voi kirjoittaa:

f(@2) = f(@1) = (22 — 21) f'(2).
Nyt

(1) Jos f'(x) = L&)~ 0 t416in f(z5) > f(x1), joten f on mono-

. . 221
tonisesti kasvava.

(1) Jos f'(z) = L{22=21@) o niin f(z,) < f(x1), joten f on monotonis-

T2—x1
esti vihenevi ja lopuksi f on aidosti monotoninen.

O

Lause 11.7. Ks. [1, s. 112/
Olkoon [’ on monotoninen avoimella vdlilla (a,b). Tdlldin f' on jatkuva
vdlilld (a,b).

Todistus. Oletetaan, ettd f’ ei ole jatkuva jossakin pisteessé ¢ € (a,b). Vali-
taan suljettu véli [a, 8], joka on osa vilista (a,b) siten, ettd piste ¢ on vélin
[a, (] sisdpiste. Koska f” on monotoninen vililla [« 3] ja oletamme, etté se ei
ole jatkuva pisteessé ¢, niin f’ jattd4 pois joitakin arvoja f'(«)m ja f/'(5):n
vilistd. TA&mé& on ristiriita lauseen 11.5 kanssa (f':n keskiominaisuus). Néin
ollen meidén oletus ei ole tosi. Siis f’ on jatkuva vililld (a, b). O

12 Korkeammat derivaatat

Maaritelma 12.1. Olkoon funktio f derivoituva pisteessda ¢ vélilla I ja
olkoon myos olemassa derivaattafunktion f’ derivaatta siiné pisteessi. Tél-
16in derivaattafunktion f’ derivaattaa merkitdan f”:l14 ja sitd kutsutaan
toiseksi derivaataksi tai 2. kertaluvun derivaataksi.

Funktiolla f voi olla derivaattoja toistuvalla prosessilla f, f/,f",f®,... f®
siten, ettd f™ on n. kertaluvun derivaatta n € N.

Silloin jokaisella n:114 voi olla f(™| jos on olemassa f™~ 1 joka on pisteen
¢ ympéristossi ja f™1 on derivoituva pisteessi c.

13 Taylorin yhtilo ja sen jAannos

Tiedetddn, ettd jos f on derivoituva pisteessd ¢, f néyttdd melkein lin-
eaariselta lihella c:td ja yhtalo
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on “melkein” tosi, kun (x — ¢) on pieni.

Taylorin lause sanoo, ettid jos funktiolla f on n. kertaluvun derivaatta,
sitd voidaan approksimoida (n — 1)-asteisella polynomilla. Lisiaksi Taylorin
lause antaa hyodyllista tietoa virheesté, joka syntyy approksimoinnissa.

Lause 13.1. (Taylorin lause) Ks. [1, s. 113]

Oletetaan, ettd f:1li on ddrellinen n. kertaluvun derivaatta f™ avoimella
vililli (a,b) ja funktio fY on jatkuva suljetulla vililli [a,b]. Olkoon c €
(a,b). Tdllgin jokaiselle x € (a,b), © # ¢, on olemassa sisapiste xq, joka on
x:m ja c:n valissd siten, ettd

S (1)

n!

(z —o)F + (x— o)™

Lause 13.2. Ks. [1, s. 113/
Olkoot funktioilla f ja g ddrelliset n. kertaluvun derivaatat avoimen vélin
(a,b) jokaisessa pisteessi. Myds ne olkoot jatkuvia suljetulla vililld [a,b], ja

olkoon ¢ € [a,b]. Tallvin jokaiselle x € [a,b], x # ¢, on olamassa sisapiste
x1, joka on x:n ja cn vilissd siten, ettd

e, el ),
10 = D o g = 1) o) - 32 e - 0|

k=0 k=0

Jos asetamme g(z) = (x—c)", niin g¥(c) =0, 0 < k <n—1ja g™ (x) = nl.
Tdlloin ylhadlld oleva yhtidlé palautuu Taylorin lauseeksa.

Todistus. Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan, ettd b > ¢ ja x > ¢, x asete-
taan kiintedksi ja méaritelldan uudet funktiot F' ja G seuraavasti:

< f(k)(t> (l’ _ t)k,

(13.1) F(t) = f(t) + >
n—1 (k)

(13.2) Gty=gt)+3 2 k,(t) (@ — t)F,
k=1 )

jokaisella t € [c,z]. Télloin F ja G ovat jatkuvia vililld [c,z] ja niilld on
ddrellinen derivaatta avoimella valilla (¢, x). Lisdksi lauseen 11.3 nojalla voidaan
johtaa:

F'(21)[G(z) = G(e)] = G'(@)[F(z) = F(0)], 1 € (z,0).
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Nyt derivoimalla F'(t) ja G(t) yhtéloistd (13.1) ja (13.2) saadaan:

(13.4) Fi(t) = %ﬂm (t),
(13.5) G'(t) = %g( (1)

Sijoitetaan ¢t = ¢ yhtéloihin (13.1) ja (13.2) ja t = x; yhtéloihin (13.4) ja
(13.5), ja sitten sijoitetaan saadut arvot yhtéloon (13.3):

(x —x)" 1 ., n—1 ®)(c)
w0 oo - Zlgk' oo
x—x) "t (k) (¢ .
= (n— 1))1 9" (1) {f(iv) — fle) - 2 ~ k'( )(m —c) 1,
joten
”lf (. —)*| g™ (z)) = f™(a x_n_lg(k)(c)x_ck
[ g ]g (1) = f <1>[g<> > >}_

13.1 Taylorin erilaiset muodot ja niiden jiadnnokset

I. Olkoon funktion f (n—1). kertaluvun derivaatta jatkuva valilld [a, a+
h] ja f™ on vililli (a,a + h). T&llsin, jos reaaliluku 6 on 0 < 6§ < 1,
voidaan kirjoittaa:

(13.7) fla+h) = f(a)—l—hf’(a)%—z—?f”(a)%—
Py =0T
o Sy e

missd p on positiivinen kokonaisluku.

Jos ylhéalld olevaan yhtdloon sijoitetaan
a=c, a+h=u, x1 = a -+ 0h, p=n, h=z-—c,

saadaan Taylorin alkuperdinen lause (lause 13.1).

On selvad, ettd ylhailla olevan yhtdlon jaédnnos on:
h™*(1 — )P

=

™ (a+ 6n),
(Eskolomichen jaannés).
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(i) Jos sijoitetaan p = 1 ylh&alla olevaan yhtaloon, saadaan

(-6

Fn (n—1)!

™ (a +6h),

(Cauchyn jadnnos).
(ii) Jos yhtdloon (13.7) sijoitetaan p = n, saadaan
hn
Ry, = — f™(a+ 6h),
n!

(Lagrangen jainngs).

II. Laittaen a = 0, h = z yhtéloon (13.7) jokaisella = € (0, h) saadaan

(13.8) f(x) = f(0)+xf'(0) + é—jf”(O) +...

ik (1 —0)" P
+ Fr0) 4+ F——F— f™(g2),
oo T Ty O
joka on Macloren lause ja Eskolomich—Rochen jadnndés. Silloin
(i) Josp=1
nl1—0 n—1

(n—1)!
(Cauchyn jaannos).
(ii) Josp=mn
_
(Lagrangen jadnnos).

Lause 13.3. (Leibnizin lause korkeammilla derivaatoilla) Ks. [2, s. 138]

Olkoot funktiot f ja g mddritelty valilld (a,b) ja olkoot ne derivoituvia
pisteessi xy € (a,b). Tdalloin funktiolla (fg) on n. kertaluvun derivaatta
pisteessd xo Siten, etta

13.9)  (f9)™(x0) = £(o)g™ (o) + (”

1>f’(x0)g(”l)(xo) +...

N ( n ) SO (20)g/ (20) + £ (20)g (o).

n—1

Tiedetddn, ettd

ja myos
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Todistus. Todistamme induktiivisella tavalla seuraavasti:
(I) Jos n =1, tdimé lause on lauseen 4.1 (IT)-osa. Siis se on tosi.

(IT) Oletetaan, etté lause on tosi, jos n = k. Siis

(13.10) (f9)® (o) = f(20)g™ (z0) + (k) F(0)g® V(o) + ...

1

+ (k ﬁ 1) FE D (@o)g (o) + f® (o) g (o).

(ITT) Todistetaan lause,kun n = k + 1. Koska (fg)* on olemassa, niin
derivoidaan yhtdlo (13.10) seuraavasti:

k

791 = Fan)g )+ )y ) +

f )f'(xo)g(k)(xo) +...
" ( k )f(k) (20)g'(xo) + f*) (x0)g' (o) + f*1 (w0)g (o),

14 Hopitalin siaanto

Hopitalin sddntod kaytetdan usein raja-arvon laskemiseen.

Lause 14.1. K.s [{, s. 239/, [5, s. 135]
Olkoot reaaliset funktiot f ja g derivoituva vililld (a,b) ja ¢'(x) # 0 aina,
kun x € (a,b), missi —oo < a < b < +00.

Olkoon
14.1 lim f(x)= lim g(x) = 0.
+ +
Jos
/
(14.2) im L&) _ 4
a—at §'(2)
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nun

(14.3)

lim —= = A.
a:igl+ (LL’)

f(z)
g

Lause on tosi myds tapauksessa lim, .+ f(x) = £oo ja lim, .+ g(z) = £o0
(mutta tdta emme todista,).

Todistus. Todistetaan tama lause kahdessa vaiheessa.

(D

(1)

Alussa oletetaan, ettd —oo < A < 400 ja valitaan reaaliluvut q ja r
siten, ettd A < g ja A < r < ¢. Talléin on olemassa piste ¢; valilld
(a,b) siten, ettd a < x < ¢; ja yhtdlon (14.2) nojalla saadaan

f'(z)
g'(x)
Selvisti x:n lisdksi on olemassa toinen piste y a:n ja ci:n vilissa siten,

ettd a < x < y < ¢, jolloin lauseen 11.3 mukaan jollekin pisteelle
t € (x,y) voi kirjoittaa:

(14.4)

<.

(14.5) — <7

Nyt oletetaan, ettd yhtélo (14.1) on péteva. Télloin epdyhtélosta (14.5)
saadaan

(14.6) M <r<aq,

9(y)

joten epayhtélon (14.6) mukaan voi sanoa, etti jokaiselle reaaliluvulle

q, jos A < q on olemassa piste ¢, joka a < x < ¢; ja % <q

Samoin jos —oo < A < 400 ja valitaan p < A saadaan piste co vililld
(a, b) siten, ettd % > p.

Olemme tutkineet, ettd jos valitaan A < ¢, pisteelld ¢; (a < x < ¢1)

saadaan % < ¢, ja jos valitaan p < A, pisteelld ¢ (@ < x < ¢)
saadaan 1% > p. Nyt oletetaan, ettd e >0jag=A+cjap=A—e.

@
Tillsin

m <A+e a<x<c,
9(x)
ja
@ >A—c¢ a<x<co.
9(x)
Siis olettaen, ettd o = min{cy, co} voi kirjoittaa:
]M—A|<e, a<z<a,
9(x)
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15 Eksponenttifunktio

Esitellddin lyhyesti eksponenttifunktiota ja tarkastellaan sen derivaattaa.
Joidenkin matematiikan kirjojen mukaan seuraava sarja on suppeneva

T 5[52 n

xr
(15.1) e T

Seuraavaksi tarkastellaan funktiota, joka esittdd ylld olevaa sarjaa.

Maéaritelma 15.1. Funktiota, joka on sarjan (15.1) muotoa, nimitetdan ek-
sponenttifunktioksi ja merkitdin sitd E(x). Siis

x n 2 n

T T T T
(15.2) E(x):zmzl+ﬂ+§+---+m+... (n € N).

n=0
Jos x =0, E(0) =1, ja jos z = 1, niin
(15.3) El)y=1+1+1/2l4---+1/nl+...

E(1):n arvo on suppeneva Neperin luvulle e, joka on 2:n ja 3:n vilissa.
Luku e on eksponenttifunktion kantaluku ja sen arvo on

lim (1+1/n)".

n—oo

Siis E(1) = e (todistus sivuutetaan), kirjoitamme ilman todistusta ekspo-
nenttifunktiolle seuraavat asiat:

L E(z1 + 12) = E(z1) x E(a2),

L Bz + a1+ + ) = E(x1) x E(as) x -+ x E(,),
I E(z) = e",
IV. E(z) x E(—x) = E(0) = 1.

Joskus merkitddn funktiota E(z) merkinndlld expx eli E(z) = €® = exp x.
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16 Eksponenttifunktion derivaatta

Lause 16.1. Ks. [3, s. 243]
Funktio E(z) on jatkuva ja derivoituva kaikissa asteissa jokaisella x:lla,

ja sen derivaatta on yhtd kuin E(x).

Todistus. Oletetaan tunnetuksi, ettd suppeneva sarja voidaan derivoida ter-
meittain. Siis

2 n /
/() = Ty
B@)=(1+g+5+ -+ 2+ ),
20 3z nz" ' (n+1)a"
Elo)=04+1+ 2420 ..
(@) =01t or gt o
2 n
T P A
2! n!

joten E'(z) = e”.
Samoin voidaan saada n. kertaluvun derivaataksi

E™(z) = E(z) = €.

17 Logaritmifunktio

Koska eksponenttifunktio £ on aidosti kasvava joukossa R ja sen arvojoukko
on R, niin silld on kidnteisfunktio EF~! siten, ettd sen mairittelyjoukko on
R. . Kdinteisfunktio £~ on aidosti kasvava ja sitd merkitdin L:114 tai In:114

(loge).

Miaritelma 17.1. Logaritmifunktio (e-kantainen logaritmifunktio) L on
eksponenttifunktion £ kdanteisfunktio. Siis jos

y=FE(z)=¢€",
L(E(z)=Lly)=E'(y) =2, z€R,
ja
E(L(y) = E(x)=y, y>0.
Eli
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18 Logaritmifunktion derivaatta

Lause 18.1. Ks. [3, s. 246]
Funktio E on derivoituva ja myds funktio L on derivoituva sen ominaisu-
uden takia. Ja jos y = Inx , x > 0, tdlloin

1
/:l l:_‘
y = (Inx) .

Todistus. Koska y = E(x) = €%, niin y = E'(x) = €” ja lauseen 6.1 nojalla

(E(g)) = 5o joten:
LE@) = (L) = () = (B70)) = 55 = = = -
Siis
21
(18.1) (Iny) = "

Logaritmifunktiota L(z) tai log, x (luonnollinen logaritmi) merkitéén joskus
In 2:114 ja yhtilénn (18.1) mukaan, jos y = Inx, niin y' = 2 O

T

18.1 Logaritmifunktion korkeammat derivaatat

Lause 18.2. Ks. [2, s. 147]
Olkoon funktio f(x) = Inx logaritmifunktio vililla (0,4o00). Tdlléin n.
kertaluvun derivaatta on:
1) — 1)
(18.2) foggy = EVT =Dy

ZL’”

Todistus. Todistamme lauseen induktiivisesti seuraavasti:

(I) Testaamme lauseen, kun n = 1:

f () =

(IT) Oletetaan, ettd kun n = k, lause on tosi, eli jos n = k,

(—1)*1(k — 1)!

(18.3) 1) = =L
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(III) Todistamme lauseen, kun n = k + 1. Derivoimme yhtaloa (18.3) néin

[f ¥ (@) = <(—1>’“—1(1€ _ 1>!)’

ok
—kxkt
_ k—1
=(-1)"" (k- 1)!7
— (=D 1k - 1)k
p2k—kt1
(—1)kk!

TSI

jos sijoitamme (k 4 1):n sijaan n:mn, saamme:

()" n—1)!

xn

(@) =

19 Yleinen eksponenttifunktio

Miiritelmd 19.1. Funktio f(z) = a”, jokaisella positiivisella reaaliluvulla
a ja kaikilla reaaliluvuilla z. Funktio maaritelldan néin:

a® = E(zlna) = exp(zlna) = "™
On selvid, ettd funktion maalijoukko on positiivisten reaalilukujen joukko eli
a® >0,z eR.

20 Yleisen eksponenttifunktion derivaatta

Lause 20.1. Ks. [2, s. 151]
Funktio f(x) = a® on derivoituva mddrittelyjoukossaan ja sen derivaatta
on:
f'(xz) = a"Ina, a> 0.

Todistus. Lauseen 5.1 ja eksponenttifunktion derivaatan nojalla voidaan kir-
joittaa:
Koska
f(x) =a® = E(zrlna) =exp(xlna),
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niin

L fa) = L lexp(rna)

d
= exp/(xIn a)d— (rlna)
T

=exp(rlna)lna = a”lna.

21 Yleinen logaritmifunktio

Maaritelma 21.1. Yleinen logaritmifunktio on yleisen eksponenttifunktion
kiadnteisfunktio, eli

fly) =a' =2, a>0 <= f'(z)=log,z =y, v>0.

22  Yleisen logaritmifunktion derivaatta

Lause 22.1. Ks. [6, s. 725]
Jos funktio f on yleinen logaritmifunktio ja mddritelty vdlilld (0,400),
tallown sen derivaatta on:

y=log, v =1y = a>0, a#l.

zlna

Todistus. Tiedetddn logaritmin sadnnoistd, ettéd

1
y =log,r =log, x-log,e = — Inx.
Ina

Lauseen 18.1 nojalla voidaan johtaa:

1 ! 1.1 1
y = (—mx) =(—)-= a#1, a>0.

Ina Ina’z xlna’
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23 Trigonometriset funktiot

Maaritelma 23.1. Alhaalla esitetyt sarjat ovat suppenevia kaikkialla, ne
ovat jatkuvia kaikilla z:1la ja niilli on n-asteinen derivaatta f, jossa n € N.
Eli voidaan méaaritelld seuraavasti:

(23.1) cosz = C(z) = Z A

c—  (2n)!
22 2t L,z
= o T +(—1) (2n)!+ , r € R,
0 2n+1
(23.2) sing = S(z) = ; 2n 1
1'3 .]}'5 x2n+1
Y () D L —— € R.
I T TGt v

24 'Trigonometristen funktioiden derivaatta

Nyt tarkastelemme lyhyesti alkuperéisid trigonometrisia funktioita eikd pu-
ututa yksityiskohtiin.

Lause 24.1. Ks. [3, s. 249]
Jatkuvat funktiot cosx ja sinx ovat derivoituva, kaikilla reaaliluvuilla, ja
nitden deriwaatat ovat seuraavat:

(I) josy = cosx, tallgin y = —sinzx,

(II) ja jos y = sinz, tdlldin y' = cosx.

Todistus.
(I) Maéritelmén mukaan voidaan kirjoittaa:
1.2 ZE4 . m2n
cosx—l—g—i—z—'-dr(—l) o) +..
Jos derivoimme, saamme:
20 42° L 2np?nt
(cose) =0+ =+ 0

$3 1’5 $2n71

BT A 2n—1)!
.flf3 .I'B an—l

= (- () N

=55 T T )
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Jos sijoitetaan m = n — 1, saadaan 2m +1 = 2n — 1, ja jos n = 1, niin
m = 0, joten

o ym g 2mt1
y' = (cosx)’ mz_o @m 1) —sinz.
(II) Samoin koska mééritelmén nojalla on
. 20+
Slnx—x—g—i-y—-”—i-(—l)”@n_i_l)
niin derivoinnilla saadaan, etta
y = (sinz) =1- ?)?)i' + 55—37!4 — et (_1)71(2(7;;13)1)2"
2 g 20
Sleg U gt
= cos .

Huomautus 24.1.

(a) Mééritellddan funktiot tanz, cotx, secx ja cscx funktioiden cosz ja
sin x avulla seuraavalla tavalla:

(i) tanz = oL, cosx # 0 (x #7/24+nm,n € Z),
(ii) cotx = €22, sinz # 0 (x #nm,n €Z),
(i) secx = ——, cosx # 0 (x #£7/24+nm,neZ),
(iv) cscx = ——, sinx # 0 (x #nm,n € 7).

Funktiot tan x ja sec x ovat jatkuvia ja ne ovat derivoituvia kaikilla x:1la
paitsi, kun x = 7/2 4+ nm,n € Z. Samoin cot x ja cscz ovat jatkuvia ja
ne ovat derivoituvia kaikilla x:114 paitsi, kun x = nmw,n € Z. Voidaan
derivoida helposti ylld olevat funktiot lauseen 4.1 (IIT)-osan perustella

seuraavasti:
1. D(tanz) =1 + tan?z,
2. D(cotz) = —(1 + cot? ),
3. D(secx) = secxtanz,
4. D(cscx) = —cscxcotx

(b) Jos funktio u on derivoituva pisteessi x, voidaan kirjoittaa lauseen 5.1
nojalla alla olevat derivaatat:
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(i) D.(sinu) = cosuD,u,

(ii) Dy(cosu) = —sinuD,u,
(iii) D,(tanu) = (1 + tan®u)D,u,
(iv) Dy (cotu) = —(1 + cot? u)D,u.

25 'Trigonometriset kaanteisfunktiot

Tiedetadn, etté:
I. cos on aidosti vihenevi vililla [0, 7] arvojoukkona [—1, +1].
II. sin on aidosti kasvava vililld [—7/2, /2] arvojoukkona [—1, +1].
ITI. tan on aidosti kasvava vélilla [—7 /2, 7 /2] ja sen maalijoukko on (—o0, +00).
IV. cot on aidosti vithenevé vélilld [0, 7] ja sen maalijoukko on (—oo, +00).
Siis voidaan madrittad niiden kidnteisfunktiot néin:

(i) cos™! tai arccos (arkuskosini) vélilla [—1, +1], maalijoukkona [0, 7|, eli
jos y = cos z, talloin cos™!y = arccosy = x.

(ii) sin™! tai arcsin (arkussini) vélilld [—1, +1], maalijoukkona [—7 /2, 7 /2],
eli jos y = sin z, télldin sin~!y = arcsiny = .

(iii) tan™! tai arctan (arkustangentti) vélilli (—oo,+00), maalijoukkona
(—7/2,7/2), eli jos y = tanz, télldin tan~!y = arctany = .

(iv) cot™! tai arccot (arkuskotangentti) vililli (—oo, +00), maalijoukkona
(0,7), eli jos y = cot x, tilléin cot™t y = arccoty = .

26 'Trigonometristen kaanteisfunktioiden
derivaatta

Lause 26.1. Ks. [3, s. 255]
Funktiot arccos z ja arcsin x vdlilld (—1, +1) ja funktiot arctan x ja arccot x
valilli (—oo, 4+00) ovat derivoituvia ja niiden derivaatat saadaan seuraavasti:

(I) Jos Y = arccos ., talldin y = ——= x € (—1,+1),

(IT) Jos y = arcsin z, talldin y = § x € (—1,41),
. e 1
(III) Jos y = arctan z, talloin Yy = T

37



o . . - . 1
(1V) Jos y = arccot z, talloim Y =1

Todistus.

(I) Funktio y = arccos x on méadritelty valilla (—1,+1) ja kddnteisfunktion
madritelmén mukaan saadaan

. dx :
T = cosy ja — = —siny.
dy
Koska lauseen 6.1 perusteella
dr dy ]
dy dr
niin
dy 1 1 1
dv  dr/dy —sinz /1 —cos?y
joten
1
! zr e (—1,41).

Ve

Myos voidaan todistaa lauseen (IT), (III), (IV) osat helposti samalla
tavalla.

O
Huomautus 26.1.

(a) Jos funktio u on derivoituva pisteessi x, voidaan kirjoittaa lauseen 5.1
perusteella seuraavat derivaatat:

(i) D.(arccosu) = —ﬁDzm ue (—1,+1),
(i) D,(arcsinu) = ﬁDlﬂu, ue (—1,+1),
(iii) D,(arctanu) = =z Dyu,

(iv) Du(arccotu) = —tm Dyu.

(b) Funktiolla sec on kiaanteisfunktio
sec ' x = arcsecr = cos ' (1/x) = arccos (1/z), |z| > 1.
Ja funktiolla csc on kéédnteistunktio

csc ' a = arcescr = sin~! (1/z) = arcsin (1/x), lz| > 1.

(c) Osan (b) jalauseen 26.1 nojalla saadaan funktioiden arcsec x ja arccsc x
derivaatat seuraavasti:
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(i) D(arcsecz) = Iz\\/%’ |z| > 1,
(ii) D(arccscx) = —W, |z| > 1.

(d) Jos funktio u on derivoituva pisteessd x, saadaan seuraavat derivaatat:

(i) D.(secu) = secutanuD,u,
(ii) Dy(cscu) = —escucot uD,u,
vew _ 1
(iii) D, (arcsecu) = WDwu, lu| > 1,
(iv) D,(arccscu) = —W%Dmu, lu] > 1.

27 Hyperboliset funktiot

Maaritelma 27.1. Hyperboliset funktiot méaéritellain eksponenttifunktioiden

e” ja e~® avulla. Niille kiytetddn nimityksid hyperbelisini(hyperbolinen sini)(sinh),
hyperbelikosini (cosh), hyperbelitangentti (tanh), ja hyperbelikotangentti (coth)
ja ne méidaritellidn seuraavasti:

) et —e™* et +e7 "
smhx:T, cosha::T,
et —e” e* +e’ "
tanhwzﬁ, COthLE:ﬁ, 3:7&0
(& e e’ — e

Hyperboliset funktiot ovat yhteydessi yksikkohyperbeliin 22 — y? = 1 ni-
in kuin trigonometriset funktiot ovat yhteydessa yksikkOympyraan. Hyper-
bolisini on pariton ja hyperbolicosini on parillinen, eli

sinh (—z) = —sinhz  ja cosh (—z) = cosh z.

Kaksi muuta hyperbolista funktiota mééritellidn seuraavasti:

2 2
sechy = —— | cschy = —— | x # 0.

28 Hyperbolisten funktioiden derivaatta

Lause 28.1. Ks. [6, s. 804]
Hyperboliset funktiot ovat derivoituvia kaikissa mddrittelyjoukon pisteissd
seuraavasti:

D(sinhz) = cosh z, D(coshz) = sinh z,
D(tanh z) = sech® z, D(cothx) = — csch® x,
D(sech x) = —sech x tanh z, D(cschx) = — cschx coth .
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Todistus. Hyperboliset funktiot voidaan derivoida helposti e”:n derivaatan
lauseen 4.1 avulla, joten

D(sinhz) = D(e _26 )= cre” cosh .
Samoin
D(coshzx) = D(6 —;e )= ¢ _26 = sinhx.
Myés voidaan derivoida muut funktiot samalla tavalla. O]

Huomautus 28.1. Jos funktio u on derivoituva pisteessi x, saadaan seuraavat
derivaatat:

D, (sinhu) = coshuD,u, D,(coshu) = sinhuD,u,
D, (tanhu) = sech® uD,u, D, (cothu) = — csch? uD,u,
D,(sechu) = —sechutanhuD,u, D,(cschu) = — cschucothuD,u.

29 Hyperboliset kianteisfunktiot

Koska hyperboliset funktiot sinh z, tanh x, coth x ja cschz ovat bijektioita,
monotonisia ja jatkuvia maarittelyjoukossaan, niin niilld on kddnteisfunktio.
Mutta cosh x ja sech x eivét ole bijektioita, siis niilld ei ole kidnteisfunktioita

madrittelyjoukossaan, sitd varten miaritellddn cosh z ja sech x, kun = > 0.

Maaritelma 29.1. Hyperbolisten funktioiden kidteisfunktioita sanotaan area-
funktioiksi ja ne méaaritelladn seuraavasti:

I. y = arsinhz = sinh™' 2 <= z = sinhy,
1. y = artanhz = tanh™' 2 <= z = tanhy,
III. y = arcotha = coth™' # <= 2 = cothy,
IV. y = arcschz = csch™ o <= = = cschy,
V. y = arcoshz = cosh ' # <= x = coshy, y >0,

VI. y = arsechz = sech™ & <= = = sechy, y > 0.
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30 Hyperbolisten kianteisfunktioiden
derivaatta

Lause 30.1. Ks. [6, s. 820/
Hyperbolisten kddnteisfunktioiden deriwaatat saadaan seuraavasti:

(I) D(arsinhzx) =

I2+ z € R,

-3

—_

(II) D(arcoshz) = —= x>1,

(I1II) D(artanhx) = f 5 lz| < 1,

(
(
(IV) D(arcotha
(
(

)= = lz] > 1,
1
(V) D(arsechz) = ————; 0<z<1,
(V1) D(arcschz) = \xI\/HT x # 0.

Todistus.
(I) Olkoon y = arsinh z, jolloin

xr = sinhy ja Dy,x = coshy.
Koska lauseen 6.1 mukaan

1
D:p = )
4 D,x
niin
1 1 1
= = = (cosh? z — sinh? 2 = 1).
coshy /1 4sinh®z Va2 +1
Siis )
D(arsinhz) = ——.
2 +1
Voidaan todistaa helposti lauseen muut kohdat samalla tavalla. O

Huomautus 30.1. Jos funktiolla v on derivaatta pisteessd x, niin voidaan
kirjoittaa alhaalla olevat derivaatat.

(1) Dx(arsinhu) — _Dsu

Wl
(i) D, (arcoshu) = \}% ) u>1,
(iii) D,(artanhu) = 224 lul <1,
(iv) D,(arcothu) = 224 lu] > 1
(v) D, (arsechu) = u% ; O<u<l
(vi) D,(arcschu) = m\l}%ﬁ ) u#0
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31 Vektoriarvoisten funktioiden derivaatat

Tarkastelemme vektorifunktioiden derivaattaa lyhyesti téssé osassa eikéd pu-
ututa yksityiskohtiin.

Olkoon vektorifunktio f: (a,b) — R™ mééritelty avoimella vililld (a,b)
joukossa R. Funktion f = (f1, f2,..., fa) jokainen osa f; on reaalifunktio
valilla (a,b). Téllsin funktio f on derivoituva pisteelld ¢ vililla (a,b), jos fx
on derivoituva pisteessi ¢, ja médritellidn funktion derivaatta seuraavasti:

f(e) = (fi(e), fa(c), ., fulc)).

Eli f(c) saadaan derivoimalla f:n jokainen osa pisteessi c. Monet derivoimis-
lauseet toteutuvat myos vektorifunktioiden derivoinnissa. Alhaalla on muu-
tama esimerkki derivoimislauseiden toteutumisesta ja vektorifunktioille.

[. Olkoot funktiot f ja g vektorifunktioita ja derivoituvia pisteessd c,
lisiksi funktio A on reaalifunktio ja derivoituva pisteessd c. Télloin
summa f + g, tulo A\f ja pistetulo f - g ovat derivoituvia pisteessa
¢ ja voidaan kirjoittaa:

(i) (f +9)(c) = f(c) +g'(c),
(i) (Af)" = N(c)f(c) + M) f'(c),
(iii) (f-9)'(c) = f'(c)-g(c) + fc)-g'(c).

Y1hailla oleva lause voidaan todistaa helposti tarkistamalla asia, mutta
ei esitetd sen todistusta tdssid vaiheessa.

II. Lause 5.1 (ketjusddnto) pétee tissi asiassa samoin kuin tavallisille funk-

tioille. Eli jos funktio f on vektorifunktio ja u on reaalifunktio, niin
vhdistetyn funktio g = f[u(z)] derivaatta pisteessi ¢ on

(i) g'(c) = f'lu(e)]u/(c).

Y14 oleva lauseke toteutuu, jos f:n méirittelyjoukko sisiltad u(c):n
ympériston ja u/(c) ja f'[u(c)] ovat olemassa samanaikaisesti.

IT1. Lause 11.2 (Lagrangen viliarvolause) ei piade vektorifunktioilla. Es-
imerkiksi jos f(t) = (cost,sint) jokaisella reaaliluvulla ¢, niin

f@2m) = £(0) =0,

mutta f'(t) ei ole koskaan nolla, ja || f'(¢)|| = 1 kaikilla ¢:1la.
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32 Osittaisderivaatta

Haluamme vain esittdd tita asiaa padpiirtein emmeka aio tutkia asiaa yksi-
tyiskohteisesti. Olkoon joukko S avoin joukko euklidisessa avaruudessa R™,
ja funktio f: S — R reaalifunktio joukossa S. Oletetaan, ettéd

X = (21,29,...,2y) ja C=(c1,c9,...,¢Cn),

ovat kaksipistettd joukossa S.
Oletetaan, ettd jos ¢ # k, niin x; = ¢;, ja jos © = k, x} # ¢y, eli paitsi k:s
osa, kahden pisteen kaikki osat ovat samoja. Talloin
X)—f(C
i TX) = 1(0)

Tp—Ck T — Ck

on k:nnen koordinaatin osittaisderivaatta, jos se on olemassa, merkitdin sité

nain: of
dipf(C)  tai  fi(C)  tai 8_<C)
x

Voidaan maarittad n funktiota Dy f, Dof, ..., D, f ylhiilla olevalla prosessil-
la pisteissd C' ja X joukossa S.

Osittaisderivaatan suoritus on sama kuin yleisen derivaatan. Oletetaan,
ettd funktiolla f(zq,z2,...,7,) on yksi muuttuja ja muut muuttujat ovat
vakioita. Eli jos funktio g on seuraavasti:

g(zg) = fler, ey oyop — Lixp, o+ 1,000, ¢n),

sen osittaisderivaatta Dy f(C) on yhté kuin sen yleinen derivaatta ¢'(cx).
Olennainen asia on se, ettd osittaisderivaatta pisteessid c ei osoita f:n
jatkuvuutta siind pisteessi, eli on mahdollista, ettd monen muuttujan funk-
tio on derivoituva kaikilla muuttujilla pisteessd ¢, mutta se ei ole jatkuva
siind, pisteessd. Esimerkiksi alhaalla on kahden muuttujan funktio, joka on
derivoituva jokaisella muuttujalla pisteessi (1,2), mutta se ei ole jatkuva
siind pisteessé:
) = ?+2y, (z,y) #(1,2),
0, (z,9) = (1,2),

Dif(1,2) = Da(1,2) = lim £&2 = /(12)

z—1 r—1

o x?+4-5
= lim —8—

z—1 x—1
= lirq(x+1) =2,

1,y) — f(1,2
Ds(1,2) = Dy(1,2) = lim f(Ly) = f(1,2)
y—2 y_2
y—2 y—2
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Mutta koska
lim  f(z,y) # f(1,2),

(z,y)—(1,2)
niin f ei ole jatkuva pisteessi (1,2).

Jos funktion f osittaisderivaatat ovat Dy f, Dof, ..., D, f avoimessa joukos-
sa S, talloin voi tarkastella saatujen funktioiden derivaattaa uudestaan. Tata
sanotaan toisen asteen osittaisderivaataksi. Esimerkiksi funktion D, f osit-
taisderivaatta r:mnen muuttujan suhteen merkitdén D, ;. f, eli D, f = D,(Dyf).

Samoin saadaan
*f >’f

0xT8xk ) Dp,q,rf - axpaxq axr .

Dr,kf =

Joskus esitetddn toisen asteen osittaisderivaatat helposti seuraavalla tavalla:

. fx(a'l'hvb)_fx(avb)
fea(@,6) = limy h

lmmwzg%EW+m2_h@my

b+k)— b
fyy<a7b):’1€il’l(l) fy(a’ + ]3: fy(av )’

Y

fy:c(aa b) = Ilcli% 2 .

Toinen olennainen asia on se, ettd osittaisderivaatan jérjestyksen muutos
saattaa muuttaa osittaisderivaatan tulosta, mutta aina ei tapahdu néin.

Esimerkki 32.1. Alhaalla osoitetaan, ettd funktion f osittaisderivaatan
jarjestyksen muutos zy:sta yx:ddn, muuttaa osittaisderivaatan tulosta, eli

fxy#fyxi (2 2)
f<:c,y>:{ G (2,y) #(0,0),

0, (x,y) = (0,0).
Ratkaisu. Derivoidaan f(z,y) pisteessi (0,0).
I. Koska
fy(h,0) — f,(0,0)

f2y(0,0) = lim

h—0 h ’
L
Ja o fy(h,0) = Jimy g = R
niin h_0
Joy = Jim == =1
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II. Koska
fx(()? k) B fz(()? 0)

fyz(07 0) = llgli%

k )
ja. o f(0,0) = lim - =0,
: . f(hk)— f(Ok) . hk(R*—K?)
o 0.0 =y i R —
niin
—k—0
fy:r = }CIL% 2 =—1.
Siis
f:vy 7& fy:p-

Esimerkki 32.2. Téssé esimerkissd funktion osittaisderivaatan jarjestyksen
muutos el muuta osittaisderivaatan tulosta, eli f,, = fyz, kun

fla,y) =2y + .
Ratkaisu. Voidaan kirjoittaa

fy = 2+ 2xye$y2,

ja
(32.1) foy = 32% + 2ye’ + 2wyPe™.
Toisaalta
fo =327y + %™,
ja
(32.2) fye = 32° + 2ye”3y2 + 2£L'y3€xy2.

Kaavojen (32.1) ja (32.2) perusteella f,, = fy.-

Lause 32.1. Ks. [3, s. 549/
Olkoon f, olemassa (a,b):n ympdristissd ja olkoon myds f,(a,b) olemas-
sa. Talloin (a,b):n ympdriston jokaisessa pisteessd (a + h, b+ k) saadaan

fla+h,b+ k) — f(a,b) = hf,(a+ 60h,b+ k) + k[f,(a,b) + n],

missi 0 < 6 < 1 jan on k:n jokin funktio siten, ettd kun k — 0, niin n — 0.
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Todistus. Voidaan kirjoittaa
(32.3) f(a+h,b+k)—f(a,b) = f(a+h,b+k)—f(a,b+k)+f(a,b+k)—f(a,b).

Koska f, on olemassa (a,b):n ympéristossé, niin Lagrangen véliarvolauseen
nojalla:

(32.4)  fla+h,b+k)— fla,b+k)=hf.(a+0h,b+ k), 0<6<1.

Koska f, on olemassa, niin

. fla,b+ k) — fla,b)

lim - = f,(a,b),
joten
(32.5) fla,b+ k) — f(a,b) = k[f,(a,b) +n],

missd 7 — 0, kun £ — 0.
Yhtéloiden (32.3), (32.4) ja (32.5) perusteella voidaan johtaa

fla+hb+k)— f(a,b) =hf.(a+0hb+k)+ k[f,(a,b) + 7],

missd 0 < <1ljakun k— 0, n— 0. [

32.1 Derivoituvuus

Olkoot (z,y), (z + dx,y + dy) ovat f:n médrittelyjoukossa. Tiedetddn, ettd
fm kasvu, eli 6f on fn muutos pisteesti (x,y) pisteeseen (z + dz,y + dy) ja
se voidaan méaritella

Funktio f on derivoituva pisteessi (z,y), jos voidaan kirjoittaa
(32.6) df = Adz + Boy + dxgp(dx, dy) + dyy(dz, dy),

missd A ja B ovat vakioita ja riippumattomia dz:std ja dy:std ja ¢, ovat
sellaisia dx:n ja dy:n funktioita, etta

kun (6x,dy) — (0,0), niin ¢ — 0, 1 — 0.
Nimitetdén (Adx + Bdy):ta f:n differentiaaliksi pisteesséd (x,y) ja merkitddn
sita df:114, siis

df = Adz + Bdy.
Ottaen huomioon yhtél (32.6) saadaan:

jos  (0z,dy) — (0,0),
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flx+ oz, y+ dy) — f(x,y) — 0 eli flz+dx,y + dy) — f(z,y),

joten funktio f on jatkuva pisteessd (x,y). Siis jokainen derivoituva funktio
on jatkuva. Jos yhtélossa (32.6) dy = 0, télloin

Of = Adx + dx¢p(dx,0).

Jakamalla ylh#élla oleva yhtéld dx:114 ja kun dx — 0, saadaan

af

Samoin o7
— = B.
dy

Siis A ja B ovat osittaisderivaattoja z:n ja y:n suhteen.

Néin ollen jokaisella derivoituvalla funktiolla on 1.asteen osittaisderivaatat.
Mutta vastakohta lausuma ei ole totta, eli on mahdollista, etté funktio f on
jatkuva jossakin pisteessd ja funktiolla f on 1.asteen osittaisderivaatat, mut-
ta se ei ole derivoituva siind pisteessa.

Funktion f differentiaali on mééritelty seuraavasti:

af 2

df = Adx + Boy = 85x+(9
Y

Jos valitaan f = x, saadaan dx = dx ja jos valitaan f = y, saadaan dy = Jy.
Siis f:n differentiaali pisteessd (z,y) on:

fd + —fdy = fadx + fydy.

(32.7) df = 3

Huomautus 32.1.

(a) Jos yhtdlossa (32.6) sijoitetaan h ja k, dx:n ja dy:n paikalle, funktio f on
derivoituva méarittelyjoukon pisteessi (a,b) siten, etti

(32.8) df = f(a+ h,b+ k) — f(a,b) = Ah + Bk + ho(h, k) + ki (h, k),

missd A = f,, B = f, ja ¢, ¥ ovat hin ja km jotkut funktiot, ettd kun
(h,k) — (0,0), niin ¢ — 0, ¥ — 0.

(b) On havaittu, etti jokainen jossakin pisteessé derivoituva funktio on jatku-
va ja sillé on osittaisderivaatat siiné pisteessi. Liséiksi derivoituvaan funk-
tioon pétee yhtilo (32.6).

Olkoon funktio f ja olkoot sen osittaisderivaatat jatkuvia pisteessé (z,y)
ja
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Kayttden yhden muuttujan funktion Lagrangen viliarvolausetta saadaan
Of = dxfy(x4+610x, y+3y)+0y f, (z, y+020y), 0<0<1,0<6y <1.
Koska f,, f, ovat jatkuvia pisteessi (z,y), niin

0f =0x(fe+ &)+ 0y(fy + ),

missa kun (dx,dy) — (0,0), niin ¢ — 0, ¢ — 0.
Siis
Of = fo0x + f,0y + @dzx + éy.

Esimerkki 32.3. Olkoon

= (x, 0,0),
0, (a:,y) = <070)7

on osoitettava, ettd funktio f on jatkuva pisteessa (0,0) ja silld on osittais-
derivaatta siind pisteessi, mutta se ei ole derivoituva siiné pisteessa.
Ratkaisu.

[. Merkitddn x = rcosf ja y = rsin6, jolloin

‘L‘:r|cosesin8|§r—>0, kun r— 0.
V2 4 y?
Eli
lim Y
(2,9)=(0,0) /22 + 12

joten f on jatkuva pisteessa (0,0).

=0=/(0,0),

I1.
f2(0,0) = Jing h — iy =
ja
f4(0,0) —%:1{{(1) ’ —}lllir(l)E = 0.

III. Jos f on derivoituva pisteessé (0,0), on oltava:

df = f(0+h,0+k) — £(0,0) = Ah + Bk + ¢h + vk,

(32.9) df = f(h,k) — f(0,0) = Ah + Bk + ¢h + ¢k,
missd kun (h, k) — (0,0), niin ¢ — 0 ja ¢» — 0.
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Sijotetaan A = f,(0,0) =0 ja B = f,(0,0) = 0 yhtdlo6n (32.9), siis

hk
Ve

Jos k = mh,(m > 0), kun h — 0 saadaan:

(32.10) = ho + k.

m
\/ﬁzcﬁ‘f'mw,
ja
. m .
,{{%ﬁ = lim(¢ +my),
siksi -
h—0 /1 4 m2 N V1+m?2 >0
ja

lim (6 + m) = 0,
h—0
niin tdmé on ristiriita. Siis f ei ole derivoituva pisteessi (0, 0).

Huomaa! Jos voidaan ndyttdd, ettd funktio f ei ole jatkuva pisteessd
(0,0), niin voidaan sanoa, ettid f ei ole derivoituva siiné pisteessé.

Lause 32.2. Ks. [3, s. 556]
Olkoon (a,b) funktion f mddrittelyjoukossa.

(a) Jos f. on jatkuva pisteessi (a,b),
(b) f, on olemassa.
Tdlloin funktio f on derivoituva pisteessd (a,b).

Todistus. Oletuksen (a) osan perusteella f, on olemassa (a,b):n erdssi ym-
péristossi. Oletetaan, ettd piste (a + h,b + k) on mielivaltainen piste siita
ymparistosta. Siis

(32.11) df = f(a+ h,b+ k) — f(a,b)
=fla+hb+k)— fla,b+Ek)+ f(a,b+ k) — f(a,b).

Lagrangen véaliarvolauseen nojalla:
(32.12) fla+h,b+k)— fla,b+k)=hf,(a+0h,b+ k),

missd 0 < 6 < 1 ja @ on riippuva h:sta ja k:sta.
Koska f, on jatkuva pisteessi (a,b), niin

lim )fx(a +0h, b+ k) = f.(a,b).

(h,k)—(0,0
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Siis
(32.13) fela+0h,b+ k)= f.(a,b) + o(h, k),

missd ¢(h, k) — 0, kun (h, k) — (0,0).
Ehdon (b) perusteella koska f,(a,b) on olemassa, niin

b+ k) — fla,b
tig LD ZI@D) g,
ja
(32.14) fla,b v k) = fla,b) fy(a,b) +¥(h, k),

k
missd ¥ (h, k) — 0, kun (h, k) — 0.

Yhtaloiden (32.11), (32.12), (32.13) ja (32.14) nojalla saadaan:
df = hf.(a,b) + kf,(a,b) + ho(h, k) + ki (h, k).

Eli f on derivoituva pisteessé (a, b).
My®6s jos f, on jatkuva pisteessd (a,b) ja f, on olemassa, samalla tavalla
voidaan todistaa, ettd funktio f on derivoituva pisteessé (a,b). H

Huomaa, ettd on mahdollista, ettd f on derivoituva jossakin pisteessé
(a,b), mutta kumpikaan osittaisderivaatta ei ole jatkuva siind pisteessa.

Esimerkki 32.4. Olkoon
r?sin(1/x) + y*sin(1/y), zy #0,

x?sin(1/x), x#0, y=0,
flay) =9 5. (1/) g
y Sln(l/y)v SL’—O, y#()?
0, r=1y=0.

Funktion f osittaisderivaatat ovat:

2xsin(1/z) — cos(1/x), = #0,

Jo(@,y) = {0, 2 =0,

juﬂw:{?amuw—amuw,yfm
’ y_07

jotka ovat epdjatkuvia pisteessi (0,0).
Koska

F(h, k) — £(0,0) = Oh + Ok + h(hsin(1/h)) + k(ksin(1/k)),

ja kun (h,k) — 0, niin hsin(1/h) — 0 ja ksin(1/k) — 0, joten f on de-
rivoituva pisteessé (0, 0).

Lopuksi jos f ei ole derivoituva pisteessi (a, b), télldin sen osittaisderivaatat
eivit voi olla jatkuvia siiné pisteessa.
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33 Implisiittifunktio

Mééritelma 33.1. Olkoon f kahden muuttujan funktio, ja olkoon y = ¢(z)
funktio, jonka muuttuja on x. Oletetaan, ettd jokaisella x:lla on méaaritelty
o(x) ja f(x,p(z)) =0, eli y = p(z) on yhtédlon f(z,y) = 0 ratkaisu. T#lloin
y = ¢(x) on implisiittifunktio, joka méaéritelladan yhtalolla f(z,y) = 0.

Téytyy ottaa huomioon, ettd yhtdlod f(z,y) = 0 ei voi méaritelld aina
muodossa funktio y, jonka muuttuja on z.

On mahdollista, ettd yhtalo ei maarittele yhtdan funktioita tai se pétee
moneen funktioon. Esimerkiksi yht#lé 22 4+ 4% — 5 = 0 voi ainakin méiritells
kaksi funktiota y = —v/5 — 22 ja y = /5 — 22, mutta 22 + >+ 5 = 0 ei
médrittele funktiota koskaan.

On mahdollista, ettd ratkaistaan jokin yhtalo ja 16ydetddn y = ¢(x) hel-
posti, mutta useimmiten yhtidlon ratkaisu on vaikea, eli ei voi 16ytda im-
plisiittifunktiota y = ¢(x) yhtélostd f(x,y) = 0. Téssd asiassa funktion y
olemassaolo on oleellistd, ja sen yhteydessi on olemassa lause, mutta lauseen
tarkastelu ei ole meidédn keskustelun aiheena.

34 Implisiittifunktion derivaatta

Oletetaan, ettd yhtalo f(z,y) = 0 médrittelee funktion y = p(z) siten, etté y
on derivoituva x:n suhteen. Talloin y:n derivaatta voidaan saada derivoimalla
yhtalé x:n suhteen.

Voidaan laskea implisiittifunktion derivaatta kahdella menetelmall:

I. Derivoidaan y x:n suhteen tulon, yhdistetyn ja potenssifunktion de-
rivoimissaannolla.

Esimerkki 34.1. Oletetaan, ettd alhaalla olevassa yhtélolla on ole-
massa ainakin yksi derivoituva funktio y = ¢(x)

2233 +2® =y — 8.

Ratkaisu. Derivoidaan yhtdlo z:n suhteen:

d d
622y + 6259222 + 322 = 448
dx dz
dy

ja 62%y> + 322 + (62°y* — 4y3)% =0,

joten
dy  62%y® + 3a°
de  6ady? — 4y3’
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IT. Voidaan derivoida y x:n suhteen alla olevan yhtdlén avulla, joka on
saatu yhdistetyn funktion saannolla. Jos f(x,y) = 0, niin

dy
34.1 . =0
(34.1) fot fog
Ratkaistetaan alla oleva esimerkki talla menetelmalla:

flzy) =22%" +2° —y* +8=0,
d d
fo+ fyé = 627y + 32% + (62°y* — 4y3)—y

=0
dz ’

joten
dy  62%y*+ 3a?
de — 6ady? — g3
Huomautus 34.1. Jos funktion f(z,y) korkeamman asteen derivaatta on jatku-

va, niin funktion y = ¢(z) korkeamman asteen derivaatta voidaan saada de-
rivoimalla yht&lo (34.1) silld ehdolla, ettd aina f, # 0. Eli

dy dy B
f:px"’fxy%"‘(fxy‘i‘fyyd ) fyde - 7
ja

Jos aina on f, # 0, niin voidaan tehdéd korkeammat derivaatat.
Nyt lasketaan esimerkin (34.1) toisen asteen derivaatta ylhdilla olevalla
menetelmalla:

Koska
fla,y) =22%y° + 2 —y' + 8 =0,
ja
dy dy
fao+ fy% = 62%y® + 32% + (62°y° — 4y3)% =0,
niin
dy
fex +2fwyd + fyy( ) + fyd = 12xy3 +6x+2(18x2y2)%
dy
1223y — 12¢%)(=2)?
+ (1227 —12¢7°) (=)
d?y
+ (62%y* — 4y° )dxz =0.
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35 Kompleksimuuttujafunktion derivaatta

Tarkastellaan lyhyesti kompleksifunktioiden derivaattaa. Kompleksifunktiot
on madritelty kompleksitason osajoukossa ja niilld on vektorifunktioiden kaut-
ta méidrittely- ja maalijoukkona R?:n osajoukko.

Tiedetddn, ettd yhteenlasku, vihennyslasku, kertalasku ja jakolasku seu-
raavat usein yleisestd reaalilukujen sddnnostd. Sitd varten téssd jakaminen
on mahdollista, joten voidaan tarkistaa derivaatan originaalinen osamaéra

f(2) —f(Zo).

Maaritelma 35.1. Olkoon kompleksifunktio f méaritelty avoimessa joukos-
sa S C C ja olkoon zg € S. Talloin sanotaan, ettd f on derivoituva, jos on
olemassa

ja merkitain

z2—20 zZ— 20

Jos f'(z) on olemassa, niin madritellain myos korkeamman asteen derivaatat
7S f™ samalla tavalla.

Huomautus 35.1. Jos kompleksifunktiot ovat méaéritelty avoimessa joukossa
S, alhaalla olevia asioita tarkastellaan kuten reaalifunktioilla.

(a) Funktio f on derivoituva pisteessé zp, jos ja vain jos on olemassa pisteessi
zo jatkuva funktio f* siten, etté

(35.1) f(z) = f(z0) = (2 — 20) f*(2),

kaikilla z € S, missa f*(z0) = f'(20)-
Huomaa! Olettaen g(z) = f*(z0) — f'(2) yhtélo (35.1) voidaan kirjoittaa

seuraavasti:

f(2) = f(20) + (2 — 20) f'(20) + (2 — 20)9(2),

missd g(z) — 0, kun z — zp. Tamé on funktion f Taylorin ensimmaéisen
asteen kaava.

(b) Jos kompleksifunktio f on derivoituva pisteessé zp, niin se on jatkuva
pisteessa zg.

(c) Jos kompleksifunktiot f ja g ovat derivoituva pisteessé zg, talloin niiden
summa, erotus, tulo ja osaméiri ovat derivoituvia lauseen 4.1 nojalla
silld ehdolla, ettd g # 0, kun tarkastellaan osamaara g/g.
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(d) Jos kompleksifunktion g méadrittelyjoukko sisaltda f(zo):n ympériston ja
molemmat f'(zo) ja ¢'(f(z0)) ovat olemassa, niin ketjusddnnoén nojalla
saadaan:

(90 f)(20) = g'[f(20)]f'(20)-

(e) Jos f(z) = 2", niin f'(z) = nz""!, missid n on positiivinen tai negatiivi-
nen ja z # 0. Jos f(z) = z, talldin f'(z) = 1 jokaisella z € C. Lisdksi
voidaan derivoida kompleksipolynomit ja kompleksirationaaliset funk-
tiot.

36 Cauchyn—Riemannin yhtalot

Olkoon kompleksifunktio f méaaritelty kompleksimuuttujalla. T&ll6in saadaan,
etta

f(z) =u(z) +iv(2),

missd funktiot u ja v ovat reaalifunktioita, joilla on kompleksimuuttuja.
Voidaan tarkastella funktioita w ja v siten, ettd jokainen niistd on kahden
muuttujen funktio, eli

f(z) = u(x,y) +iv(z,y), z=x+1y.

Jos merkitddn f = w + ¢v, niin v on reaaliosa ja v on imaginaariosa.
Esimerkiksi jos
f(z) =32+1=3(x+iy) + 1,
niin
u(z) = 3x + 1, v(z,y) = 3y.

Lause 36.1. Ks. [1, s. 118]

Olkoon funktio f = u+ 1w mddritelty avoimessa kompleksitason joukossa
S siten, ettd on olemassa f'(z) jollakin zo:illa joukossa S. Tdlloin osittais-
derivaatal ovat Dyu(zo), Dou(zp), Div(z0) ja Dav(2y), ja saadaan

(36.1) f'(20) = Dyu(z0) + iD1v(20),
(36.2) f'(20) = Dav(20) — iDau(20),
ja

Dlu(Z()) = DQU(Z())7 Dl’U(Z()) = —DQU(Z())7

eli

ou Ov ov ou

dr oy dx  dy
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Todistus. Huomautuksen 35.1(a) mukaan

(36.3) f(2) = f(z0) = (2 = 20) /" (2),
missé f*(20) = ['(20)
Sijoittaen f*(z) = A(z) + iB(z), 2y = a + b, z = & + iy, missi

A(2) ja B(z) ovat reaalisia ja
A(z) = A(z),  B(z) — B(z), kun 2 — z.
Koska
f(z) =u(x,y) +iv(z,y)  ja  f(z0) = ula,b) +iv(a,b),

niin sijoittamalla ne yht&loon (36.3) saadaan

(36.4) u(z,y) + w(x,y) —u(a,b) —iv(a,b)
= (x +iy —a —ib)[A(x +iy) + iB(z + iy)].

Sijoitetaan y = b yhtdloén (36.4) ja kirjoitetaan:

(@, b) — ula, b) +ifv(z, b) — v(a,b)] = (z — a)A(x +ib) + i(x — a) B(x + ib),
ja

u(@,b) — u(a,b) = (x — a)A(z +ib),  v(z,b) —v(a,b) = (x — a) Bz + ib).

Jaetaan viimeinen yhtilo (z — a):114 ja saadaan:

u(z,b) — u(a,b)  Alx+ i), v(z,b) — v(a,b)

r—a r—a

= B(x + ib).

Kun x ldhestyy a:ta eli x+ — a saadaan:
Dlu(z[)) = A(Zo), Dl?}(ZO) = B(Z())
Koska
[ (20) = A(20) +iB(2,)  ja  f"(20) = f'(20),
niin
f'(20) = A(20) +1B(2,) = Diu(z0) + iD1v(20),

mistd yhtélo (36.1) seuraa.

Nyt haluamme todistaa yhtélon (36.2). Sitd varten sijoitamme z = a
yhtdloon (36.4), sitten jaetaan niiden tulokset (y — b):11a ja viime kidessd
y — b, joten

u(a,y) —u(a,b) = —(y—b)Bla+iy),  v(a,y)—v(a,b) = (y—>b)A(a+iy).
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Kun jaetaan yhtilot (y — b):114 ja y — b, niin
DQU(Z()) = —B(ZQ), DQU(Z(_)) = A(Zo)

Koska
fr(20) = A(20) +iB(2)  ja  f"(20) = f'(20),
niin
f'(20) = Dav(20) — iDau(20).
Lopuksi saadaan:
Dyu(z9) = Dav(20), Dyv(z9) = —Dau(zo).
L]

Esimerkki 36.1. Olkoon f(z) = R.z médrittelty joukossa S = C. Tutki
lauseen 36.1 asiantilaa.
Ratkaisu. Koska

f(z) = u(z) +iv(z) = u(z,y) +iv(z,y), z=x + 1y,

niin
u(z,y) =z, v(z,y) =0,
ja
Dyu(z,y) = 1, Dov(x,y) = 0 = Diu(z,y) # Dov(x,y).
Toisaalta

Dou(z,y) =0,  Dyv(z,y) =0,
joten lause 36.1 ei pade funktioon f.

Esimerkki 36.2. Tutki Cauchyn—Riemannin yhtéléiden voimassaoloa, kun
funktiona on f(z) = z3.

Ratkaisu. Koska z = x + 4y, niin

f(z) =2° = (x +iy)®
=2® — 3xy® +i(32%y — o).

Siis
u(r,y) =" = 3ay?,  v(z,y) =32y -y’
Toisaalta
Dyu(z,y) = 32 — 3y Dyv(z,y) = 6zy,
samoin
Dou(z,y) = —6xy Dyv(x,y) = 3% — 332,
joten

Dyu(z,y) = Dyv(z,y) ja Dyv(z,y) = —Dou(z,y),

lopuksi Cauchyn-Riemannin lause patee funktioon f.
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Lause 36.2. Ks. [1, s. 119]

Olkoon funktio f = u + 1w derioituva jokaisessa pisteessd avoimessa
kiekossa D, jonka keskipiste on (a,b). Jos jokainen u,v ja |f| on vakio joukos-
sa D, niin f on vakio joukossa D. Samoin [ on vakio, jos f'(z) = 0 kaikilla
z€D.

Todistus. Oletetaan, ettd u on vakio D:ssid. Cauchyn-Riemannin mukaan
Dyv = Dyv = 0. Kéyttaen kaksi kertaa yksiulotteista véliarvolausetta jos-
sakin 1/:ssa b:n ja y:n vélissé saadaan:

v(z,y) = v(z,0) = (y — b) Dav(z,y’) = 0.
Jossakin 2:ssa a:n ja x:n vilissd saadaan:

v(z,b) —v(a,b) = (x — a)Dyv(z’,b) = 0.
Y1hailla olevasta yhtéalosta saadaan:

v(x,y) =v(x,b), v(x,b) = v(a,b),
joten
v(z,y) = v(a,b),
ja v on vakio D:ssé.
Samoin voidaan todistaa, ettd u on vakio, jos v on vakio.

Nyt oletamme, etté |f| on vakio, jolloin |f|*> = u? + v? on vakio D:ssi ja
osittaisderivaatan perusteella

(36.5) uDyu +vDyv =0,
(36.6) uDyu 4+ vDyv = 0.

Cauchyn-Riemannin lauseen nojalla voidaan kirjoittaa:
Dyu = Dy, Dyv = —Dau,
ja
vDyu = vDsv, uDiv = —uDsu.
Viéahennetdan viimeiset yhtalot toisistaan ja saadaan:
vDiu — uDv = vDyv + uDsyu.
Koska yhtélon (36.6) perusteella oikea puoli on yhté kuin nolla, niin
(36.7) vDyu — uDyv = 0.
Yhtaloiden (36.5) ja (36.7) avulla jattden Div pois, saadaan:
(u* +v*)Dyu = 0.

Jos u? +v? = 0, niin u = v = 0, joten f = 0. Jos u? +v? # 0, niin Dyu = 0
ja u on vakio, joten f on vakio.

Lopuksi jos f = 0, molemmat osittaisderivaatat Div ja Dov ovat nollia
D:ssé. Samoin tulee todistetuksi, ettd f on vakio D:ssé. O
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Huomaa! Lauseen 36.1 perusteella funktion f derivaatan olemassaolo pis-
teessd ¢ merkitsee osittaisderivaattojen Dqu, Dou, D1v ja Dov olemassaoloa
pisteessid ¢ ja Cauchyn-Riemannin yhtéldiden patemistd funktioon. Mutta
osittaisderivaattojen olemassaolo pisteessé ¢ ja Cauchyn-Riemannin yhtaloi-
den péteminen funktioon ei merkitse funktion derivaatan olemassaoloa pis-
teessa c.

Esimerkki 36.3. Olkoon f = u + tv, missi
23—y
u(gj) y) — {172“1‘,7}2’ (x’y) % (07 0)7

0, (z,y) = (0,0),
v(x,y) = iz—izz’ (z,y) # (0,0),
o {07 (z,y) = (0,0).

Ensin tarkastellaan Cauchyn-Riemannin yhtalod pisteessd (0,0) ja sitten
tutkitaan funktion f derivaattaa pisteessé (0,0).

Ratkaisu.
L.
. u(0+h,0)—u(0,0) . RB*/R*—0 _ B
D1u(0,0) = Jim n = e ==L
_ 13712
Dou(0,0) = lim UE0HR) =u@.0) ) =R =0
k—0 k k—0 k

Samoin saadaan
Dw(0,0) =1,  Dyw(0,0) = 1.
Siis
Dyu(0,0) = D5v(0,0) Dyv(0,0) = —Dyu(0,0),

ja Cauchyn-Riemannin yhtalot patevit funktioon.

IT. Sijoitamme x = 0 funktioon f = u + iv ja saadaan:

f(z) = —y+1y, z =iy, f(0)=0.
Siis
f(z)=fO0) _ —y+iy _

1+ .
z—0 1y i

Sijoittaen y = x funktioon f = u + iv saamme:
f(z) =iz, z=ux+ir, f(0) =0.
Siis » .
f(z)—=f(0) iz 1+1
2—0 x4z 2
joten funktio f ei ole derivoituva pisteessé (0,0).
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Harjoitustehtivia

Osoitetaan, ettd funktio f on derivoituva kaikilla z:114 paitsi kun x = 1
jax =0, kun
fz) = lz| + |z —1].

Laske funktion f derivaatta pisteessid x = 0, kun

fla) = 2?|x].

Osoitettava, ettd funktio f on derivoituva pisteessi r = 0, mutta
lim, o f'(z) # f/(0) (f’ ei ole jatkuva pisteessd = = 0), kun

_Jatsin(1/x), z#0,
f(x)_{o, T =0.

Néytettavi, ettd jos 0 < a < < 7/2, on olemassa 6 € («, [3) siten,

etta: . ]
sin f — sin «
——— = —cot 6.
cos 3 — cos «

. Tutkittava, ettd pateeké Rollen lause alla oleviin funktioihin.

(a) f(z)=a%—4x valilla [—2, 2],
(b) f(z)=(z —a)™(z—0b)", x € [a,bl, m,n € N,
(¢) f(z)=1—(z—1)%3 valilld [0, 2].

Osoitettava, ettd jos 0 < u < v, niin

vV—Uu VvV—Uu

<tan'v—tan tu < .
1+ 02 1+ u?

Olkoon funktiolla f, f" ja f” valilla [a, b]. Oletetaan,etta f(a) = f(b) =
0 ja pisteessd ¢ € [a, b], f(c) > 0.

Todista, ettd on olemassa 0 € (a,b) siten, ettd f”(0) < 0.

Ohje: kiytd funktiossa f viliarvolausetta jokaisella vililla [a, c] ja [c, b].
Olkoon f” jatkuva vililla [a, b]. Osoita, etté:

b—c c—a 1

FO) = HO)— = fB) T2 = S = a)e=B)f"(0),  deelad]
Ohje: Madrittele

p(x) = (b=a)f(x)=(b=2)f(a)=(z—a) f(b) = (1/2)(b—a)(z—a)(z—b)A.

p(z):ssd A on luku siten, ettd ¢ € (a,b), ¢(c) = 0.
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9.

10.

11.

12.

60

Todista lause:

Olkoot f:lla ja g:1la n-asteen derivaatta valilli (a,b) ja

fle) = @) =+ = 1" Vie) =0,
ja myos
g(@) =g(e)=---=¢""(e)=0,

jollakin siséipisteelld ¢ vililld (a,b), mutta g™ (z) ei ole koskaan nolla.

Talloin (
@) _ )
2 g@) @)

(Huomaa! Ei oleteta, ettd f™ ja g™ ovat jatkuva.)
Vihje: Merkitdan

(=" (o)
(n—1)! ’

ja
(x— )" gD (c)
(n—1)!

Sen jilkeen kiytetddn lauseen 13.2 tulosta.

Naytettava,ettda voidaan kirjoittaa viliarvolause néin:

flz+h) - f(x)

h = f'(x + 6h).

Jos 0 < 6 < 1, laske 6 x:n ja h:n funktiona, kun:

Loydettava pisteet, joissa funktio ei ole derivoituva, kun

a) f(x) = sin|z|, b) f(z) = el
) f(x) = |z| + |z — 1], d) f(z) = [sinz|,
e) f(x) = |2 —1], f) f(z) = ]2° = 8].

Olkoot funktio f pisteessé a, funktio ¢ pisteessd f(a) ja funktio h pis-
teessd (g o f)(a) derivoituvia. Loydettéava (hogo f) (a) ja sitten todis-
tettava se.



13.

14.

15.

16.

17.

Tutki, ettd pateeko viliarvolause alla olevaan funktioon annetulla vélil-
14.

Jos viliarvolause pétee, nidyta piste ¢, jossa alla oleva yhtdlo pitee:

f(b) = f(a)

),

Jos viliarvolause ei pade, esitettavi miksi se ei pide.

a) f(z) = 2? re[-1,2], b)fx)=1/x ze[-1,1],
¢) f(z) =sinz rel0,n], d)f(z)=1/x x € [1,3],
e) f(x) = |z| rel[-1,2], f) f(x)=cosz z€][0,n]

Laske raja-arvot Hopitalin lauseen nojalla, kun

i -1
a) lim smx7 b) lim CRrT 3:2 :
x—0 I z—0 X
. logx Ca?
c) lim d) lim —,
z—0+t T z—o0 e
e) lim 2%, f) lim 2/,
xr—0t r—00
. . 1.,
g) lim wlogz, h) lim (1-—)°".

Todista jonkin Taylorin muodon perusteella, etté:
C(Il + 1’2) == G(ZL‘l)C(ZL‘Q) - S(ZL‘l)S(ZEQ),
S(x1 + x2) = S(x1)C(22) + C(x1)S(x2),
(C(z) = cosz ja S(x) = sinx).

Olkoon funktio f vektorifunktio ja olkoon se derivoituva jokaisessa pis-
teessd valilla (a,b) ja olkoon sen normi || f||. Todista, etté

fOfE)=0  te(ab).
Olkoon f mééritelty R?:ssi seuraavasti:

Loy v (@) #(0,0)
) {0, (2.) = (0,0).

Laske ensimméisen ja toisen asteen osittaisderivaatta pisteessa (0,0),
jos ne ovat olemassa.
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18. Osoitettava, etti funktiolla f on osittaisderivaatta pisteessé (0,0), mut-
ta se ei ole jatkuva siind pisteessid, kun

) #s (2y) #(0,0),
i ’y)_{o, (2.) = (0,0).

19. a) Jos
fla,y) = Vleyl,
laske f,(0,0) ja f,(0,0).
b) Jos

3 3

5L (ny) #£(0,0),
4 ’y)_{a (,9) = (0,0),

laske f..(0,0), fy<070)> Je Ja fy.

20. Tutki osittaisderivaatan jarjestyksen muutos xysta yx:aan alla olevassa
funktiossa pisteessé (0,0).

a) f(z,y) = e"(cosy +xsiny),  b) flz,y) = |2* —¢’|.
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