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Tiivistelma

Vuonna 2007 tulee voimaan TyEL-eldkelaki, joka yhdistaé yksityisen sekto-
rin palkansaajat yhden elédkelain piiriin. Téssé tutkielmassa sovelletaan Leen-
Carterin mallia yli 65-vuotiaiden eldkkeelld olevien TyEL-eldkejérjestelméin
kuuluvien henkilé- ja rahakuolleisuuteen. Aineisto on vuosilta 1986-2004,
ja siind on eriteltyné ikd- ja vuosiluokkakohtaisesti kuolleet, eldvét, kuol-
leiden keskiméarédinen elidke ja eldvien keskimédrainen eldke. Leen-Carterin
mallin parametrit muodostetaan singulaariarvohajotelman, pienimmaén nelio-
summan ja suurimman uskottavuuden menetelmilld. Leen-Carterin mallista
saatujen tulosten perusteella tehdddn ennuste 65-vuotiaiden elinajanodot-

teista vuoteen 2035 asti.
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Johdanto

Vuonna 2007 tulee voimaan TyEL-eldkelaki, joka yhdistaa yksityisen sektorin
palkansaajat yhden eldkelain piiriin. Témaéan tutkielman tarkoitus on soveltaa
Leen-Carterin mallia yli 65-vuotiaiden eldkkeelld olevien TyEL-eldkejarjestel-
méan kuuluvien kuolleisuuteen. Loydetyn Leen-Carterin mallin perusteella
tehdadn ennuste 65-vuotiaiden TyEL:aisten elinajanodotteen kehittymises-
td tulevaisuudessa. Lisdksi tehddén ennuste 65-vuotiaiden TyEL:aisten ra-
hakuolleisuudesta. Kaytinnosséd rahakuolleisuuden elinajanodotteella tarkoi-
tetaan sitd aikaa, kun raha kiertda eldkejarjestelmén lapi. Tosiasia on, et-
td suurempaa elikettd saavat elavit yleensd kauemmin kuin pienté elaketté
saavat. Tasta syystd rahakuolleisuudesta saadut elinajanodotteet voivat olla
suurempia kuin lukumaéarakuolleisuudesta saadut luvut. Jatkossa teoriaosien
kohdalla puhutaan pelkéastaan kuolleisuudesta, mutta samat ehdot ja mallit
patevat myos rahakuolleisuuteen.

Ensimmaisessa luvussa esitelldén aineisto ja kerrotaan, millé tavalla kuol-
leisuusluvut muodostetaan. Toisessa luvussa esitellddn Leen-Carterin malli
ja kolme menetelméa, joilla pystytadn estimoimaan mallin parametrit. Kol-
mannessa luvussa sovelletaan menetelmia ja tutkitaan kuinka hyvin estimoi-
dut mallit sopivat havaintoaineistoihin. Témaén jdlkeen kdydasdn lapi hieman
aikasarja-analyysin perusteita ja tehddén ennusteet kuolleisuuksien kehitty-
miselle. Luvussa nelja tehdaan Expost-ennuste ja katsotaan, olisiko mennei-
syydessa tehty ennuste toteutunut. Viimeisessd luvussa pohditaan virheter-
min vaikutusta.

Padasiallinen ldhde on Marie-Claire Koissin lisensiaattityo Fitting and
Forecasting Mortality Rate with the Lee-Carter Model. Perustana aikasarja-
analyysissd on kidytetty Arto Luoman kirjoittamaa Tampereen yliopiston
luentorunkoa Aikasarja-analyysi I. Kuvat on tehty Excel- ja R-ohjelmilla ja
ne on muutettu pdf-muotoon ohjelmalla WMF2EPS. Mallien estimoinnit on

tehty R- ja Mathematica-ohjelmilla.



1 Aineiston esittely

Olemme kiinnostuneita yli 65-vuotiaista eldkkeelld olevista henkil6ista. Ai-
neistona kiytdmme Eldketurvakeskuksen (ETK) tietokannasta saatuja mat-
riiseja, joista ndemme sekd elidkeldisten ettd kuolleiden lukuméérit vuosina
1986-2004. Naista matriiseista muodostamme kuolemanvaaraluvut erikseen
miehille sekd naisille. Liséksi kiytossdmme on matriisit, joista ndemme seké
elavien ettd kuolleiden keskiméaraiset eldkkeet. Naiden tietojen avulla pys-
tymme muodostamaan rahakuolleisuuden kuolemanvaaraluvut. On olemassa
monia tapoja kuolemanvaaralukujen muodostamiseen. Téassa tyossa kaytam-
me yksinkertaista kaavaa

Kuolkm, ;

%t = TElkm,,

jossa ¢, tarkoittaa kuolleisuutta ja Kuolkm, , niitd ihmisié, jotka ovat kuol-
leet z-ikdisend vuonna t ja vastaavasti Elkm,; tarkoittaa z-ikdisend elossa
olleita vuonna ¢.

Rahakuolleisuudessa kuolemanvaaraluvut muodostetaan kaavalla

KKE, :Kuolkm, ;
EKE%tElkm%t

Qzt =

jossa KKE, ; tarkoittaa kuolleiden keskieldketta, Kuolkm, ; kuolemien luku-
maarad, EKE, ; vastaavasti elossa olevien elékelédisten keskieldketta ja Elkm,
elossa olevien lukumaéaraa. Naista kuolemanvaaraluvuista muodostamme erik-

seen matriisit naisten ja miesten lukumaara- ja rahakuolleisuuksille.

2 Leen-Carterin malli

2.1 Alustus

Viestonmuutokset kiinnostavat kansantaloudellisesti monia eri tahoja. Yh-
teiskunnan paattajat tarvitsevat viestoennusteita suunnitellessaan esimer-
kiksi erilaisten koulujen tarpeita tai sairaaloiden keskittdmistd. Me tutkim-
me yli 65-vuotiaiden TyEL:aisten kuolleisuuden muutosta, jonka tunteminen

on tarkead elikejarjestelméad kehittaville tahoille.



Ongelmamme on 16ytdd mahdollisimman hyvin sopiva malli idssd x ja
ajassa t tapahtuvalle kuolleisuudelle. Voisimme kirjoittaa kuolleisuusmallin

muodossa

(2.1) f(Qz,t) =, + 0 + €y

Téssa mallissa g, ; on z-ikaisen kuolevuuden taso ajanhetkelléd t. Mallin para-
metrit a, ja (; ovat kuolleisuuden tasot ikdluokalle x ajanhetkelld ¢. Virheter-
missé €,; on mallissa tapahtuva virhe. Yhtdlosséd (2.1) on kuitenkin puuttei-
ta, koska sillé ei ole yksikésitteista ratkaisua. Taméan voimme helposti todeta

kirjoittamalla yhtdlon (2.1) muotoon

f(%c,t) = Qg + ﬁt + €t
= (ax + h) + (ﬂt - h) + €x
= Oé; + ﬁ; + €gt.

Niemme, ettd a,+ 3, ja o, +/3; molemmat toteuttavat yhtdlon. Yhtilon (2.1)
kaltainen malli ei siis ole hyvé, joten meidan taytyy jollakin tavalla yhdistaa

toisiinsa ikimuuttuja = ja aikamuuttuja t.

2.2 Leen-Carterin malli

Leen-Carterin mallia kiytetaén yleisesti kuolleisuuksia tutkittaessa. Malli on
suhteellisen yksinkertainen, mutta siitd huolimatta silli voidaan mallintaa
kuolleisuutta erittdin hyvin. Lisdksi voimme tehda ennusteen tulevaisuuteen
mallista saatujen parametrien avulla.

Leen-Carterin mallissa kuolleisuusmatriisi (g,,) kirjoitetaan muodossa
(2.2) In(qut) = ag + bk + €44

Vektorissa a, on havaintoaineiston xz-vuotiaiden kuolleisuuden keskiarvo. Vek-
torissa b, on aineiston z-vuotiaiden kuolleisuuden muuttumisen voimakkuus.
Vektori k; kuvaa kuolleisuuden vuosikohtaista tasoa verrattuna aineiston kes-
kimaariiseen kuolleisuuden tasoon. Estimoinnissa tapahtuva virhe on virhe-

X b2

termissé €, ;. Identifioituvuusehtojen ehtojen vuoksi on oltava ) -7, b7

=1ja

Zthl k; = 0. Identifioituvuusehdoista seuraa, ettd vektorissa a, on jokaisen



ikdluokan logaritmoitu keskikuolleisuus. Tamén voimme todistaa ottamal-
la summan yli ajan yhtdlon (2.2) molemmilta puolilta (yksinkertaistamisen

vuoksi jatdmme virhetermin késittelemétté), jolloin saamme

!
I S

joten

1 T
d:c - T tz; ln(Qx,t)'

Yhtéloketjun toiseksi viimeinen vaihe seuraa siita, ettd identifioituvuusehto-

jen mukaan ZtT:l ke = 0.

2.2.1 Singulaariarvohajotelma

Alkuperéisessé tyossdan Lee ja Carter muodostivat parametrien estimaatit
singulaariarvohajotelman avulla. Singulaariarvohajotelma on erittdin luon-
nollinen valinta, silld sen tuloksesta saamme poimittua kaksi vektoria, joiden

avulla saamme sovitettua pienimmén neliGsumman sovitteen aineistoon.|2,
s. 11]

Maaritelma 2.1. Olkoon matriisi A kokoa m x m. Lukua A € C sanotaan

matriisin A ominaisarvoksi, jos on olemassa sellainen vektori x # 0, etté
Ax = Ax.

Ehdon Ax = Ax toteuttavia vektoreita z sanotaan ominaisarvoa \ vastaaviksi

ominaisvektoretksi.

Maaritelma 2.2. Olkoon matriisi Y kokoa m x n. Matriisin Y singulaariar-

vot ovat matriisin Y'Y ominaisarvojen neliéjuuret.

Maaritelma 2.3. Olkoon m x n matriisi Y astetta r. Singulaariarvohajo-

telma (SVD) matriisille Yon muotoa



(2.3) Y =UDVT =[U,D,V],
missé U, V ja D tarkoittavat seuraavia matriiseja:

e D on diagonaalimatriisi, jonka alkiot saadaan matriisin Y7Y ominais-

arvojen nelidjuurista

Tii =V A
e V:n sarakkeet ovat matriisin Y7Y ortonormaalit ominaisvektorit.

e U:n sarakkeet ovat matriisin YY7 ortonormaalit ominaisvektorit.

Merkitaan matriisin U sarakkeita vektoreilla uy, us, . . . , u,,. Merkitdan vekto-
reilla vy, vq, ..., v, matriisin V' sarakkeiden transpooseja. Matriisin D singu-

laariarvoja merkitsemme muuttujilla dy, ds, . .., d,, missa dy > dy > --- > d,.

Esimerkki 2.1. Matriisille A kokoa m x n tehty singulaariarvohajotelma

voidaan kirjoittaa muodossa

SVD(A) = [U, D, V]

di 0 0 0
U1 U12 . Uim, O d2 ‘e 0 e 0 V11 V12
| un um o oy DS S U1 U2
B 0 0 ...d 0
Umi Um2 - Umm R Unl  Up2
o o0 ... 0 ... 0

= u1dqv1 + usdavy + - - - + Uy d, Uy,
jossa U on m X m -matriisi, D on m X n -matriisi ja V on n X n -matriisi.
Nyt voimme estimoida kaavan (2.2) parametrit seuraavasti:
1. Vektorissa a, on logaritmoidut ikdluokkakohtaiset keskiarvot.

2. Muodostetaan matriisi Z = (In(g,:) — a,), missd = = 1,2,..., X ja
t=1,2,...,T.

Vin

Van

Unn



3. Lasketaan singulaariarvohajotelma matriisille Z, siis SVD(Z) = [U, D, V].
4. Vektori b saadaan yht&lostéa b = uq, jolloin > b2 = 1.
5. Vektori k muodostetaan yhtalosta k = dyv;.

On otettava huomioon, ettd muodostamalla sovitteen kuolleisuusmatrii-
sille edelld mainitulla tavalla kiytdmme hyviksemme oikeastaan vain murto-
osaa singulaariarvohajotelman tuloksesta. Saisimme tarkemman estimoinnin,
jos ottaisimme mukaan useamman termin. Mallia tehtéesséd voisimme ottaa
huomioon esimerkiksi kaksi ensimmaistd termid (uidivy ja ugdov), mutta
talloin parametrien estimointi ei olisi endé niin yksinkertaista. Vain ensim-
maéisen uidiv; termin kiyttdmistd voimme perustella myos silld, etté sithen
liittyva singulaariarvo d; on huomattavasti suurempi kuin termiin wusdovs
liittyva singulaariarvo ds ja néin ollen termi usdavs €l tuo endéd merkittavad
lisdarvoa estimointiin.[5, s. 3]

Todistamme seuraavaksi, etta tekemalléd singulaariarvohajotelman matrii-
sille Z ja muodostamalla vektorin k; kohdan 5 mukaisesti saamme Zthl ky =

0.

Apulause 2.1. Olkoon matriisi A kokoa p x n. Jos matriisi A toteuttaa
ehdon Y0 jar; = 0, kun t = 1,2,...,p, niin matriisi ATA, joka on kokoa

n X n, toteuttaa ehdon y ;. aiy =0, kunt=1,2,...,n.

Todistus. Olkoon matriisi A muotoa

a;pr Q12 ... Qip
21 Q22 ... Q2pn
A=
Qp1 Ap2 ... Qpp
Silloin
11 421 ... QGp1
AT _ Q12 A2 ... Gp2
Q1p  A2p .. Gpp



Matriisin AT A 7. sarake on

11615 + Q2102 + * - - + Gp1Gp;

Q120715 + A2202; + + ++ + Ap2Qp;

1;07; + A2;Q2; + « - + ApiQyp;

A1p01; + AopQ2; + -+ + Qpp Gy

Laskemalla yhteen i. sarakkeen alkiot ja kéyttdmélld oletusta > .  a;; = 0
saamme tulokseksi

ayi(a +aig +- -+ ai,) +agi(az +ag + -+ ag) + -+ apnlap +ap +
< apy) = 0. O

Lause 2.2. Jos matriisin A rivien summa on nolla, niin silloin jokaisen mat-

rissista AT A muodostetun ortonormaalin ominaisvektorin summa on nolla.

Todistus. Merkitsemme ortonormaalia ominaisvektoria vektorilla vy, jolloin
matriisin V' sarakkeina ovat vektorit vq,vo, ... ,v,. Matriisin V' sarakkeet saa-

daan yhtilostd Bx = Az, jossa B = AT A. Olkoon matriisi B muotoa

bll b12 . bln
B le bgg ce bgn
bnl bn2 e bnn

Ongelmamme on siis ratkaista yhtéloryhma

blllCl + b12372 + -+ blnxn = )\.%1
521£U1 + b22$2 + -+ bznfl?n = )\xg

bnlxl + bn2$2 +--+ bnnl'n - )\xn'



Laskemalla yhtalot puolittain yhteen ja ottamalla termit x; yhteisiksi teki-

joiksi saamme yhtéléryhméan muotoon

$1<bll+b21+"'+bn1)+l’2(612+522+"'+bn2)+"'+l’n(b1n+b2n+"'+bnn)
= ANy + 29+ + 7).

Nyt voimme kiyttad hyvéksi apulausetta 2.1, jonka mukaan siis y ;. by, =

0, kun i =1,2,...,n. Saamme

Mxy+ 224 +2,) =0.

2.2.2 Suurimman uskottavuuden estimaatti

Voimme pitad kuolemaa itsendisend tapahtumana, mikili unohdamme tart-
tuvat sairaudet, luonnonkatastrofit ja sodat. Téasta syystd kuolemien luku-
méaara populaatiossa x ajanhetkelld ¢ noudattaa Poisson-jakaumaa paramet-
rein \; ;. Merkitsemme kuolleiden lukumééraa satunnaismuuttujalla D, ;. On

siis likimain voimassa, etté
(24) /\z,t = qgj,tE:v,t-

Yhtélossd (2.4) muuttuja ¢, ; tarkoittaa z-ikdisten kuolleisuutta vuonna t ja
E,; vuoden t alussa elossa olevien z-ikéisten ihmisten lukumaéaraa. Poisson-

jakautuneen satunnaismuuttujan X todennékoéisyysfunktio on muotoa

Azt o=
(25) th - P(Dw,t - dm t) - .

) ) dz7t! ?

jossa merkintd P(D,; = d,;) tarkoittaa todennékéisyyttd, ettd vuonna ¢
kuolee tdsmaélleen muuttujan d,, verran ihmisia.
Suurimman uskottavuuden méérittdmiseksi logaritmoimme funktion (2.5),

jolloin saamme
ln(vat) = d%t ln(A%t) — A%t — 1H(d$7t!).

Oletamme, etta kuolemat ovat toisistaan riippumattomia tapahtumia, jolloin

voimme muodostaa logaritmoidun uskottavuusfunktion [ kaavalla

10



(26) l= Z(ln(Lx,t)) = Z[dx,t ln()‘x,t) - >‘a:,t - ln(d:c,t')]

x,t x,t
Nyt voimme maksimoida funktion (2.6) muuttujan A suhteen. Termi In(d, ,!)
ei riipu muuttujasta A, joten voimme jattda sen pois maksimia méaarittaes-
sdmme. Siispéd [ saavuttaa maksiminsa muuttujan A\ suhteen silloin ja vain

silloin, kun lauseke

D ldealn(Aay) = Aui]

saavuttaa maksiminsa muuttujan A suhteen. Saamme yhtéloiden (2.2) ja (2.4)

perusteella ongelman muotoon

Z[d%t ln(e&z‘i’i)ziﬂtEx’t) _ Emteaﬁi,z;;t].

)

x,t

Merkitsemme

(27) f(&a 87 IA{) = Z[di,t ln(e&z'f‘i?ziftEx’t) - Ex t@az—i_i)zkt]’

)

x,t

jolloin tehtéiviimme on siis maksimoida funktio f(a, b, k). Yhtélossi (2.7) mer-
kintd ), tarkoittaa kaksoissummaa S 0T joten voimme kirjoittaa

yhtélon (2.7) muotoon

f(d’ 67 E) = Z[dﬂt,t(da) + l;g;l%t) + daf:,t In El'yt — Em’teaw'i'l;xkt]

x,t
- Z(dx Z d ) Z(i)x Z d:c7tkt + Z dx t In Ext — Z E eaz+bzkt
z=1 t=1 1 =1

T T
g;i:Z Z ((ePeR), r=1,2,...,X,
T
sgf :Zk 2 Zkﬁ (e bRy, r=1,2,...,X,
X
g_g:z ZbErt e thekt), t=1,2,...,T.
t

11



Nyt meilld on kolme yhtéloa ja kolme tuntematonta muuttujaa. On mo-
nia tapoja ratkaista tdméntyyppisid yhtaloryhmia. Voisimme asettaa yhté-
16t nolliksi ja ratkaista muuttujat a,, b, ja k. Tassi tyossa kaytamme hy-
vikksi R-ohjelman valmista funktiota nlm, joka minimoi kdyttdjin antaman
funktion. Funktiota nlm ei voi suoraan kiyttda yhtdloon (2.7), silld ongel-
mana on maksimoida yhtalon funktio. Yhtéalon merkkia vaihtamalla saamme
muunnettua maksimointiongelman minimointiongelmaksi ja voimme kayttas

nlm-funktiota.

2.2.3 Painotetun pienimmaéin nelibGsumman menetelmé

Painotetun pienimmén nelibsumman menetelméan tarkoitus on mallia teh-
taessa painottaa jotakin ulkopuolista muuttujaa. Painotuksina voidaan kayt-
tdd muun muassa kuolleiden lukumaéérda tai kuolleilta vapautuneita paa-
omia. Téassad tyossd lukumaardkuolleisuutta tutkittaessa painotusmatriisei-
na kiytdmme kuolleiden lukuméaria. Kaytdmme samoja painotusmatriiseja

soveltaessamme mallia rahakuolleisuuteen. Tehtavimme on siis minimoida

funktio
(28> g(da l;a ]%) = Z da:,t(ln(q;r,t) - &w - [;:vl%t)2
z,t
T
= Z Z dz,t [ex,t]
=1 t=1

Matriisissa d,, ; on z-ikaisena kuolleiden lukumaéra vuonna ¢ ja virhetermi
€xt = In(qys) — 4y — b,k;. Samat rajoitusehdot kuin yhtélossd (2.2) ovat
voimassa eli 3, k; = 0 ja 3. b2 = 1.

Laskemme aluksi virhetermin ¢ = In(q,:) — a, — bk, osittaisderivaatat

muuttujien a,, IA)x ja l%t suhteen. Saamme, etti

aex,t aEw,t 7 . a€x,t 7
=—1, = —k ja = —b,.

da, b, Ok,
missa x = 1,2,..., X jat=1,2,...,T.

12



Osittaisderivoimalla kaava (2.8) muuttujien a, b ja k suhteen saamme

Oa, t=1

0 a e N .

a_i)g =2 Zd’p,tﬁr,t? = _22 dm,tkt[ln(Qx,t> - dx - bzkt]v Vo € {17 27 s

gg —ZZd“em :—QZd“b (I(qes) — Gp — boke), YVt € {1,2,...
t

Asetamme namé osittaisderivaatat nolliksi ja ratkaisemme yhtéalot muuttu-
jien a, by ja ky suhteen, jolloin saamme minimoitua yhtélén (2.8) funktion.

Siis

T
1 A
CALm dm,t[ln(qzﬁt) — b$kt], Vx € {]., 2, PN 7X},

Ztlxttl

xtlnqm — Gy, Vo e {1,2,..., X},

>
8
Mﬂ

dm tth

X
]Aft — Z Mln qa:t &x]a Vt€{1,2,,T}

Tassé tyossa kiytdmme R-ohjelman valmista funktiota nlm minimoidessam-

me yhtéloa (2.8).

3 Menetelmien tulokset

Olemme sovittaneet Leen-Carterin mallia neljdén eri aineistoon. Jokaiseen
aineistoon on sovitettu pienimmén neliGsumman sovite (PNS), suurimman
uskottavuuden estimaatti (SUE) ja singulaariarvohajotelma (SVD). Seuraa-
vaksi vertailemme eri menetelmilld saatuja vektoreita a,, by ja k, saadaksem-
me selville, onko menetelmien tuloksissa eroja.

Kuvassa 1 on piirretty vektorin a, kuvaajat. Naemme, ettei menetelmis-

sé synny vektoreiden a, vilille suurta eroa. Tama on tdysin ymmarrettavasi,

13

) a B d .
J _ 2Zd$,tez,t£ = 23 doln(ges) — G, — ki), Voe{L2,...,X),
=1 £

7X}7

T



silld vektorissa a, on ikdluokkakohtaiset logaritmoidut kuolleisuudet. Singu-
laariarvohajotelman tapauksessa kuolleisuus on laskettu suoraan aineistosta,
joten sita ei estimoida lainkaan. My6s muut menetelmét antavat hyvin tar-
kasti samanlaisen vektorin a, kuin singulaariarvohajotelma.

Kuvaan 2 on piirretty vektorin b, kuvaajat. Mallien vélilla ei ole ha-
vaittavissa sdédnnollisid eroavaisuuksia. Ainoastaan vanhimmissa ikdluokissa
esiintyy pienié eroja. Ei kuitenkaan voida sanoa, ettd jollakin menetelmaél-
14 saataisiin selvisti muista poikkeava vektori b,. Laskeva trendi vektorissa
b, kertoo siitd, ettd kuolleisuuden muutosnopeus hidastuu siirryttaessa van-
hempiin ikaluokkiin.

Vektori k; on mielenkiintoisin estimoiduista vektoreista, silla sen pohjalta
teemme myohemmin ennusteen tulevaisuudesta. [tse asiassa lineaarisessa en-
nusteessa otamme huomioon vain vektorin k; alku- ja loppupisteiden arvot.
Tassakaan tapauksessa erot menetelmien vililld eivéit kuitenkaan ole suuria,
kuten kuvasta 3 ndemme.

Naisten ja miesten vélinen vertailu ei ole kovin mielekésté, silla naisten
kuolleisuus on jokaisessa ikédluokassa matalempaa kuin miesten. Téstéd huoli-

matta voimme todeta, ettd kuvaajat muistuttavat toisiaan paljon.
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Kuva 1: Vektorin a, kuvaaja ikdluokille 65-89.
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16




k_t

15

0,5

15

0,5

Miehet (Ikm)

986 1988 1990 1992 1994 1996

998 2000 2002 2004

15

0,5

-0,5

-1

-15

2

— SUE

— PNS

— SVD

Miehet (raha)

986 1988 1990 1992 1994 19

1998 2000 2002 2004

15

0,5

-0,5

-1

-15

-2

Naiset (Ikm)

AL

A

1

986 1988 1990 1992 1994

1996

998 2000 2002 200

4

N

\

Naiset (raha)

oA

~

1

986 1988 1990 1992 1994

1996

98 2000 2002 200

4

T

\

Kuva 3: Vektorin k; kuvaaja vuosina 1986-2004.
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3.1 Leen-Carterin mallin sopivuus alkuperaiseen aineis-

toon

On tietenkin tarkeda tutkia, kuinka hyvin Leen-Carterin mallista saatu mat-
riisi vastaa oikeaa havaintomatriisia. Seuraavaksi havainnollistamme sitd ku-
vien avulla ja myShemmin tutkimme mallien sopivuutta normeja kiyttéaen.
Piirrdmme nyt samaan kuvioon suurimman uskottavuuden menetelmén avul-
la estimoimamme kuolleisuusmatriisin seké alkuperéisen havaintomatriisim-
me. Teemme siis erikseen sovitteet seké miesten ja naisten henkikuolleisuus-
matriiseille ettd miesten ja naisten rahakuolleisuusmatriiseille.
Leen-Carterin malli sopii erittdin hyvin havaintomatriiseille, kuten kuvis-
ta 4 ja 5 ndemme. (Huom. Kuolleisuusluvut ovat logaritmoituja.) Kuvis-
sa 4 ja b on piirretty havaitut kuolleisuusluvut seké suurimman uskottavuu-
den mallilla muodostetut kuolleisuusluvut kolmelle eri ikdluokalle. Havaituis-
sa aineistossa on néahtévissa pienta vaihtelua, mutta paatrendi on jokaisessa
ikdluokassa kuitenkin laskeva. Tédma tarkoittaa sité, ettd kuolleisuus on vé-

hentynyt kaikissa kolmessa ikdluokassa vuosina 1986-2004.
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3.2 Normeista

Leen-Carterin mallilla estimoidun matriisin sopivuutta havaintomatriisiin voi-
daan mitata niin sanotulla Frobeniuksen normilla, joka on yleisin kiytetty
matriisinormi. Frobeniuksen normi on itse asiassa Eukleideen normi, mut-
ta matriiseille sovellettuna puhutaan usein Frobeniuksen normista. Toinen
havaintomatriisin ja estimoidun matriisin sopivuutta mittaava normi on [;-
normi, joka méaritelldén yleensa vain vektoreille, mutta sovellamme sitd nyt
my6s matriiseille. Laskemme liséksi residuaalien summan, jonka arvo kertoo,
ovatko estimoimamme kuolleisuusluvut sijoittuneet mahdollisesti yli vai alle
havaittuiden kuolleisuuslukujen.

HUOM. Kuolleisuusluvut ovat logaritmoituja.

Muodostetaan kaikille estimoiduille matriiseille virhematriisi £, joka saa-

daan kaavalla
E == H - L - (h@j - li,j)a

missd matriisissa H on havaitut kuolleisuusluvut ja matriisissa L Leen-Carterin

mallilla estimoidut kuolleisuusluvut.

Maéritelma 3.1. Matriisille A yleinen [, — normi maaritelladn kaavalla

1/p
1Al = (Dai,jv) .

i7j
Maaritelma 3.2. Frobeniuksen normi on erikoistapaus /,-normista, kun p =

2. Maaritellaan Frobeniuksen norms matriisille E kaavalla

Bl = (Z<ei,j>2)m‘

i?j

[4, 5. 291]
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Seuraavassa taulukossa on laskettu Frobeniuksen normi jokaiselle virhemat-

riisille.

Henkik. | SVD | PNS | SUE | Rahak. | SVD | PNS | SUE
Miehet | 1,43 | 1,45 | 1,44 | Miehet | 1,76 | 1,77 | 1,77
Naiset | 1,43 | 1,45 | 1,45 | Naiset | 1,86 | 1,88 | 1,88

Taulukko 1: Frobeniuksen normit

Maéritelma 3.3. [;-normin on erikoistapaus [,-normista, kun p = 1. Maa-

rittelemme matriisille £ l; — normin kaavalla

Il = leil-
i

[4, 5. 291]

Henkik. | SVD | PNS | SUE | Rahak. | SVD | PNS | SUE
Miehet | 24,01 | 23,89 | 23,89 | Miehet | 30,60 | 30,71 | 30,78
Naiset | 24,57 | 24,58 | 24,57 | Naiset | 31,92 | 32,06 | 31,94

Taulukko 2: l;-normit

Maaritelma 3.4. Maarittelemme estimoitujen arvojen poikkeaman havai-

tusta matriisista kaavalla

(3.1) > e

1]

Henkik. | SVD | PNS | SUE | Rahak. | SVD | PNS | SUE
Miehet | 0,00 | 2,54 | 1,58 | Miehet | 0,00 | 1,58 | 1,20
Naiset | 0,00 | 2,46 | 1,00 | Naiset | 0,00 | 2,71 | 2,01

Taulukko 3: Poikkeamat

On erittdin hankalaa sanoa, mikd menetelmé tuottaisi parhaan sovitteen.
Taulukosta 1 ndemme, ettd Frobeniuksen normin arvot ovat ldhes identtiset
kaikilla menetelmilla. Oli my6s odotettavissa, ettda rahakuolleisuudelle laske-

tut normit ovat suurempia kuin henkikuolleisuudelle lasketut. Yksi syy tahén
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voi olla se, ettd rahakuolleisuuden havaintoaineistossa on suurempia vaihte-
luita kuin henkikuolleisuusaineistossa, ks. esim. kuva 5. Li-normin arvoissa-
kaan ei ole juuri eroa. Sen sijaan eroja l0ytyy residuaalien summista. Singu-
laariarvohajotelmalla (SVD) tuotettu sovite minimoi residuaalien summan
nollaksi. Voimme havaita my0s, ettd suurimman uskottavuuden menetelmal-
la saadut sovitteet antavat pienemmaét residuaalien summat kuin pienimmén

neliosumman menetelmalla estimoidut sovitteet.

4 Leen-Carterin mallin ennustaminen

Leen-Carterin mallin vahvuus on siiné, ettd ainoastaan kuolleisuuden muu-
tosta kuvaavaa vektoria /%t ennustetaan. Vektori a,, joka kuvaa keskiarvokuol-
leisuutta, pysyy vakiona kuten myos vektori b,. Tehtivimme on siis loytaa
vektorille k, mahdollisimman sopiva ARIMA-malli ja tehdé 16ydetyn mallin
pohjalta ennuste. Lineaarista ennustetta pidetdan yleisesti parhaana, mutta
my6s muunlaisia malleja voidaan kokeilla. Kdymme seuraavaksi lapi hieman
aikasarja-analyysié ja sen jdlkeen teemme jokaiselle mallillemme lineaarisen
ennusteen ARIMA(0,1,0)-mallilla. Liséksi yritdmme etsié, voisiko jokin muu

ARIMA-malli tulla kysymykseen ennusteessa.

4.1 Aikasarja-analyysin perusteita

Yleensd aikasarja pyritaéan erilaisilla muunnoksilla saattamaan sellaiseen muo-
toon, ettd sen voi katsoa olevan realisaatio stationaarisesta prosessista. Sta-
tionaarista prosessia voidaan yleensd mallintaa tilastollisesti niin kutsutun
ARMA-prosessin avulla. Alkuperiinen aikasarja voidaan sitten kuvata kayt-
tden stationaarista aikasarjaa ja sellaisia muunnoksia, joilla siitd saadaan al-
kuperiinen sarja.

3, s. 1]

Maaritelma 4.1. Aikasarjan { X;} sanotaan olevan (heikosti) stationaarinen,

mikali se tdyttad seuraavat kolme ehtoa:
1. E|X,|* < o0, Vt € N,
2. EX; =pu,Vt € N,
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3. Cov(X,, X) = Cov(Xyit, Xeit), Vt,r,s € N.

Kovarianssifunktion méaéaritelmén mukaan Cov(X,, X;) = E[(X,—E(X,))(Xs—
E(X;))]. Funktiota Cov(Xy, X¢yn) = 7 sanotaan autokovarianssifunktioksi

viiveella h.

Maaritelma 4.2. Korreloimattomien satunnaismuuttujien jonoa {X;}, jos-

2

sa muuttujilla on odotusarvo 0 ja varianssi o, sanotaan valkoisen kohinan

prosessiksi ja sitd merkitdan X, ~ WN(0, 0?).

Maéritelmé 4.3. Stationaarisen aikasarjan {X;} sanotaan olevan AR(p)-

prosessi, mikali se on muotoa
(4.1) X =1 Xoo1 + G Xo o+ ...+ 0 Xy + €,
jossa €; ~ WN(0,0?) ja luvut ¢; ovat vakioita.

Maéritelma 4.4. Stationaarisen aikasarjan {X;} sanotaan olevan MA(q)-

prosessi, mikali se on muotoa
(42) Xt = 906,5 — Qlet_l — egﬁt_g — ... qut_q,
jossa €; ~ WN(0,0?) ja luvut 6; ovat vakioita.

Maaritelméa 4.5. Kahden havainnon z; ja y; vilinen korrelaatio maaritel-

ladn kaavalla

Cov(z;,y;)

4-3 1/ s
(4:3) Pid \/Var O Var( yj)

HUOM. Mikali satunnaismuuttujat ovat riippumattomia, ovat ne myos kor-
reloimattomia, mutta korreloimattomat satunnaismuuttujat voivat kuitenkin

olla riippuvia.

Maaritelma 4.6. Tutkittaessa aikasarjan kayttdytymista on usein hyodyl-
lista tutkia sen autokorrelaatiofunktiota. Autokorrelaatiofunktio viiveella h

méédritellddn aikasarjalle {X;} kaavalla

CO/U(Xt, Xt+h)

plh) = \/Var(Xt)Var(XHh) .
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Esimerkki 4.1. MA(q)-prosessin X; = Ope, — 01641 — - - - — 8,6, autokor-

relaatiofunktio on muotoa

1, kun h = 0,
—h
pe(h) = Zz:%—eiz;*h? kan h=1,2,...,q,
1=0 "4
0, kun h > q.

Kéytéannossa pystymme siis autokorrelaatiofunktion arvoista paétteleméadn
voisiko sarjaa mallintaa MA(q)-prosessina. Mikéli viiveelld h lasketun auto-
korrelaatiofunktion arvo menee yli 95%:n luottamusvélin, niin silloin voimme

yrittdéd sovittaa aineistoon MA (h)-prosessia.

Esimerkki 4.2. MA(1)-prosessi. Oletetaan, ettd jono {Z;,t = 0,t = £1,t =
+2} on valkoista kohinaa. Maéaritelladn X; = Z; + 07, 1, missa 0 on reaali-

luku. T&ll6in . (t) = 0 ja

Ew)(t2 = E(Zt + HZt,1)2 = E(th + 2ZtHZt,1 + 02275271)
= B(Z}) + E(22,0Z,_1) + E(6*Z% )
— %+ 0262

=0*(1+ 6?) < co.
Lisdksi prosessin autokovarianssifunktio on

o%(1+60%), kun h =0,
Yt +h,t) =4 020, kun h = £1,
0, kun || > 1.
Koska g, (t) ja v, (t+h, t) eivit riipu ¢:sté, kyseessé on stationaarinen prosessi.

Autokorrelaatiofunktio prosessille {X;} on

1, kun h =0,

0
102> kun h = :l:l,
0, kun || > 1.

pu(t + h,t) =

Esimerkki 4.3. AR(1)-prosessi. Oletetaan, ettd {X,;} on stationaarinen ai-

kasarja, joka toteuttaa yhtalon

(4.4) X, =0X,  + 2, t=0,%1,+2...
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missi {Z;} ~ WN(0,02), |#| < 1 ja Z; on korreloimaton satunnaismuuttu-
jien X kanssa, kun s < t. Téll6in sanotaan, ettd { X;} noudattaa autoregres-
siivistd prosessia viiveelld yksi (eli AR(1)-prosessia). Ottamalla odotusarvon

yhtélon (4.4) molemmilta puolilta saamme prosessin odotusarvoksi EX; = 0,

silla
on = E(Xt) = E(eXt_l + Zt)
— E(0X:1) + E(Z)
eli
pw=0.

Autokovarianssifunktion méérittdmiseksi kerromme yhtélon (4.4) puolittain

Xi_p:lla, missd h > 0, ja otamme odotusarvon puolittain, jolloin saamme

E(XtXt—h) — QE(Xt—lXt—h) + E(ZtXt—h)
< Cov(Xy, Xyp) = 0Cov(Xy 1, Xyp) +0
& vo(h) = 0y, (h — 1).

Rekursiivisesti voimme péitelld, ettd v,(h) = 0"v,(0). Koska v,(h) =
Cov(Xyyn, Xy) = Cov(Xy, Xy—p) = v.(—h), positiivisille ja negatiivisille vii-
veille h soveltuva autokovarianssin kaava on v, (h) = 6!"~,(0). Autokorrelaa-
tio viiveelld h on puolestaan p,(h) = v,(h)/7.(0) = 0" h =0,41,42, ...

Voidaksemme médarittad, mikéd on v,(0), toteamme ensin, etté

COU(Xt, Zt) == CO’U(GXt_l + Zt, Zt)
= HCO’U(Xt,l, Zt> + OOU(Zt, Zt) = COU(Zt, Zt)

2
:0"

silld oletuksen mukaan Cov(X;_1, Z;) = 0. Téten

v:(0) = Cov(Xy, X;) = Cov(Xy, 0X—1 + Z4)
= HCOU(Xt7 Xt—l) -+ COU(Xt, Zt)
= 0*7,(0) + o2,
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josta saamme ratkaistua, etté

0.2

%:(0) = %
Prosessin autokovarianssifunktio on
o, kun h=0
Vet + h,t) :{ ?99\2%4’ un h =0,
Tz, kun h #0.
Koska p,(t) ja autokovarianssifunktio v, (¢ + h,t) eivét riipu ¢:sté, kyseesséa

on stationaarinen prosessi. Prosessin autokorrelaatiofunktio on

1, kun h =0,
pa(t +h,t) =
oM. kun h # 0.

Maaritelma 4.7. Aikasarjan {X;} sanotaan olevan ARMA (p,q)-prosessi,

mikali aikasarja on stationaarinen ja muotoa

(4.5)
Xi = 0101 + Qoo + -+ Qpky_p + € — Oy — Oaeg_o — -+ — 0464,

jossa vakioita {¢1, ¢o, . . ., ¢, } kutsutaan AR-parametreiksi ja vakioita {6, 6s, . ..

MA-parametreiksi.

4.2 Aikasarjan saattaminen stationaariseksi

Differointi viiveella yksi havittda sarjasta lineaarisen trendikomponentin. Jos
sarja voidaan esittdd muodossa X; = a + bt + Z;, missd E(Z;) = 0, niin

differoitu sarja on

Xi— Xy g=(a+bt+2Z)—(a+blt—1)+ Z;_y)
— b"—Zt _Zt—l'

Aikasarjan stationaarisuutta voidaan testata usealla eri tavalla. Yksi tapa on
tutkia sarjasta laskettuja autokorrelaatio- ja osittaisautokorrelaatiofunktioi-
ta.

ARIMA (p,1,q)-prosessilla tarkoitetaan lahes samaa kuin ARMA (p,q)-pro-
sessilla, mutta nyt mallinnettava sarja differoidaan ensin viiveelld 1. Yleisem-
min voidaan puhua myés ARIMA (p,d,q)-prosessista, jossa sarja differoidaan

d kertaa.
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Valkoisen kohinan prosessista laskettujen autokorrelaatio- ja osittaisauto-
korrelaatioiden (ACF ja PACF) arvojen pitéisi vihentyé eksponentiaalisesti
kohti nollaa, silld madritelmén mukaan p(0) = 0, kun A # 0. Itse asiassa 95%
ACF- ja PACF-arvoista pitéisi pysyé rajojen j:% sisdpuolella. Lausekkeessa

j:% muuttuja n tarkoittaa havaintojen lukumaéaraa. 3, s. 4,32]

4.3 Vektorin k; ennustaminen

Niemme kuvasta 3, ettd kaikista aineistoista estimoidut vektorit k, ovat sel-
visti laskevia. Voimme eliminoida tdmén laskevan trendin differoimalla vek-
torin k, viiveelld 1. Piirtdmalld autokorrelaatio- ja osittaisautokorrelaatio-
funktioiden kuvaajat sarjasta {Vk;} = {k; — ki_1} voimme tutkia sarjan
{Vl%;"} stationaarisuutta. Stationaarisuuden testaamiseen on olemassa myos
erilaisia testejéd, mutta tassé tyossid testaamme stationaarisuutta vain ACF-
ja PACF- kuvien avulla.

Otamme esimerkkinéd naisten SUE-menetelmélld saadun vektorin l%t en-
nustamisen. Kuten kuvasta 6 niemme, differoidun sarjan {vk:} ACF- ja
PACF-arvot ovat 95%:n luottamusvélien sisdpuolella. Voimme siis olettaa,
ettd sarja on stationaarinen, ja néin ollen muodostaa sille ennusteen
ARIMA(0, 1, 0)-mallilla. Kéytdnnossd mallinnamme sarjaa siis satunnaiské-

velyprosessina, jolloin mallimme on
]%t = ]%t—l + é+ Et,

jossa é = E(Vky) ja virhetermi g, ~ N (0, 02).
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Kuva 6: Naisten henkikuolleisuusaineistosta lasketun vk, ACF:n ja PACF:n

kuvaajat.

Seuraavaksi laskemme esimerkkind muuttujan ¢ arvot miesten ja naisten hen-

kikuolleisuusaineistosta lasketuille vektoreille l;:t:

Miehet
(SVD) ky ~ ki — 0, 11618,
(SUE) ky ~ ky_q — 0, 11819,
(PNS) ko & ky_y — 0, 11836,
Naiset
(SVD) ky ~ kyq — 0,1251,
(SUE) ky ~ kg — 0,1278,
(PNS) kep & kg — 0,1282.

Sarjalle k, tekemimme ennusteen luottamusvilit muodostamme kaavalla
(4.6) [y — 1.96 % std(ky), k; + 1.96 % std(k,)],

jossa, std(l%t) on sarjan (/%t) hajonta. Kuvassa 7 on piirretty PNS-menetelmalla

saatu sarja ky ja 95%:n luottamusvalit ennustetuille arvoille.
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Esimerkki 4.4. Otamme esimerkkind miesten lukumééarakuolleisuusaineis-
toon PNS-menetelmilld sovitetun vektorin ; ennustamisen ja muodostamme
ennusteelle luottamusvalit. Ennuste on tehty ARIMA(0, 1,0)-mallilla, joten
se on lineaarinen. Oletamme lisiiksi, ettd virhetermi e; ~ N(0,0?%). Aluksi

muodostamme luvun ¢ = E(Vk,), joka on nyt

Faoos — kigss  —2,31046
— — 0,11836.
18 18 0,11836

Seuraavaksi muodostamme yhden vuoden ennusteen eli koggs = kogos—0, 11836.
Keskihajonta vektorin k; vuoden 2005 arvolle on vektorin Vi, (t = 2005) ha-
jonta. Merkitdan sita std(e;). Muodostetaan sarja x; differoimalla vektori k;

viiveelld 1 ja lasketaan std(e;) kaavalla

std(er) = | - ! S -7

=1

/1
— 1
18*0’30 09

~ (,129334.

Q

Seuraavan vuoden keskihajonta on v/2std(e;) ja kolmannen vuoden v/3std(e; ),
jne. Haluttu 95%:n luottamusvili saadaan kertomalla keskihajonta luvulla
+1.96. Arvon kop35 luottamusvélin ylaraja on 3,519, alaraja 6,337 ja kes-
kiennuste 4, 925.
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Kuva 7: Miesten henkikuolleisuusaineistosta estimoitu ja ennustettu k;,

95%:1n luottamusvalit katkoviivoilla.

4.4 Elinajanodotteen laskeminen

Elinajanodotteen muutos on yksi tarkeimmista tunnusluvuista, kun halutaan

kuvata vieston ikidkehityksessd tapahtuvaa muutosta. Elinajanodote méaari-

tetddn yleensé vastasyntyneille, mutta samalla periaatteella voimme laskea

myo6s 65-vuotiaiden elinajanodotteet. Téssa tutkielmassa keskitymme vain

65-vuotiaiden elinajanodotteeseen. Laskemme elinajanodotteet Tilastokes-

kuksen esittamalld tavalla. Laskenta etenee seuraavasti:

1. Tehda&n taulu, jossa on jokaisen ikidluokan kuolemanvaaraluvut halu-

tulta vuodelta.

2. Oletetaan, ettd 65 vuotta tdyttédneitd ihmisid on alussa 100 000.

3. Kayttamalla 65-vuotiaiden kuolemanvaaralukua lasketaan, kuinka mo-

ni heistd kuolee 65-vuotiaana ja viahennetdan kuolleiden lukumaéra al-

kuperaisestd 100 000 ihmisen alkupopulaatiosta.

Seuraavaksi lasketaan kuinka moni jéljelle jaéneistd henkil6ista kuolee
66-vuotiaina. Saatu tulos vihennetadn 66-vuotiaiden alkupopulaatios-

ta.
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5. Néin jatkamalla saamme vektorin, jossa on ikdluokkakohtaisesti elossa

olevien lukumaéaéarat.

6. Seuraavaksi lasketaan yhteen elossa olevien henkildiden méaéra kumu-
latiivisesti vanhimmasta ikdvuodesta alkaen. Saadussa vektorissa on

elettavana olevien vuosien kokonaislukumaara.

7. Lopuksi muodostetaan eri ikdluokkien elinajanodote jakamalla eletté-
vané olevien vuosien kokonaismé#ra saman idn saavuttaneiden luku-

madaralla.

4.5 Elinajanodotteen ennustaminen

Kuolleisuuslukuja kiyttden voimme laatia ennusteen elinajanodotteista. Tau-
lukossa 4 on verrattu eri menetelmien antamia elinajanodotteen ennustei-
ta 65-vuotiaille. Laskiessamme elinajanodotteita 65-vuotiaille tarvitsemme
myos yli 90-vuotiaiden kuolleisuuslukuja. Tésta syysté jatkamme aineistoam-
me ETK:n tekemilld ennusteilla. Kaytédnnossé siis skaalaamme ETK:n yli 90-
vuotiaiden ennusteen siten, etté se jatkaa omia kuolleisuuslukujamme. Lisak-

si teemme oletuksen, ettd jokainen kuolee viimeistaan 100 vuoden idssa.

Henkik. | Vuosi | SVD | PNS | SUE | Rahak. | Vuosi | SVD | PNS | SUE
Michet | 2005 | 15,47 | 15,47 | 15,48 | Miehet | 2005 | 16,34 | 16,35 | 16,35
2015 | 16,96 | 17,02 | 17,03 2015 | 17,88 | 17,88 | 17,88
2025 | 18,33 | 18,46 | 18,46 2025 | 19,29 | 19,27 | 19,27
2035 | 19,56 | 19,77 | 19,77 2035 | 20,56 | 20,53 | 20,54
Naiset | 2005 | 20,07 | 20,11 | 20,11 | Naiset | 2005 | 20,33 | 20,43 | 20,41
2015 | 21,38 | 21,51 | 21,46 2015 | 21,58 | 21,80 | 21,76
2025 | 22,58 | 22,76 | 22,67 2025 | 22,69 | 23,02 | 22,96
2035 | 23,65 | 23,88 | 23,73 2035 | 23,66 | 24,11 | 24,03

Taulukko 4: 65-vuotiaiden elinajanodotteiden ennusteet vuosille 2015, 2025
ja 2035

Taulukosta 4 voidaan havaita, etté eri menetelmét antavat hyvin saman-
tyyppisen ennusteen tulevaisuudesta. On mielenkiintoista havaita, ettd en-

nusteen mukaan naisten ja miesten elinajanodotteet lahestyvat tulevaisuu-
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Kuva 8: PNS-menetelmaélla tehty elinajanennuste, katkoviivoilla 95%:n luot-

tamusvalit.

dessa toisiaan. Vuonna 2015 naisten elinajanodote on noin 4,45 vuotta suu-

rempi kuin miesten, mutta vuonna 2035 ero on supistunut noin 4, 05 vuoteen.
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tamusvalit.
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5 Toisenlaisen ARIMA-mallin etsiminen

Mallin etsinnésséd voimme kiyttdaa hyviksi autokorrelaatiofunktion ja osittais-
autokorrelaatiofunktion kuvaajia. Seuraavaksi etsimme miesten (lkm) suu-
rimman uskottavuuden estimaatilla saamallemme vektorille l%t toisenlaisen
ARIMA-mallin.

Aluksi differoimme sarjan ky viiveelld vksi ja piirramme differoidun sarjan
ACF:n ja PACF:n kuvaajat. Kuten kuvasta 11 ndemme, seki ACF:n etta

PACF:n arvot ovat melko hyvin 95%:n luottamusvélien siséll.

Series Miehet_sue Series Miehet_sue
2
= |
=
o
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== R |
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=]
4 < | |
x ‘ 2 o ! ‘ ‘ ‘ ‘
o
o
- o 1
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Lag Lag

Kuva 11: ACF:n ja PACF:n kuvaajat.

Néistd kuvaajista voimme padtelld, ettd MA(3)- tai AR(3)-mallia voisi so-
vittaa aineistoon, silld nyt sekdi ACF:n ettd PACF:n arvot menevéit vii-
veelld kolme yli 95%:n luottamusvalin. Voisimme myds sovittaa aineistoon
ARIMA(3,1,3)-mallia, mutta silloin mallissa olisi turhan paljon parametreja.

Teemme sovitteen AR(3)-mallilla, jolloin mallimme on muotoa
ki = o1ki1 + ¢oki—o + P3ki3 + €,
jossa ¢, ~ WN(0,0?) ja kertoimet ovat
ke = —0,4034k,_1 — 0,0639k;_o + 0,4908k;_3 + €.

Tekemélld ennusteen vektorille k; kiiyttien ARIMA(3,1,0)-mallia voimme
laskea elinajanodotteen ja 95%:n luottamusvalin ennustetulle elinajanodot-

teelle. Tulos sinénséd ei poikkea juurikaan ARIMA(0,1,0)-mallilla tehdysté
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ennusteesta. Molemmat mallit antavat noin 20 vuoden elinajanodotteen 65-
vuotiaille vuonna 2035. Sen sijaan 95%:n luottamusvéli on nyt hieman ka-

peampi vuonna 2035.
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Kuva 12: ARIMA(3,1,0)-mallilla piirretty elinajanennuste, katkoviivoilla

95%:n luottamusvalit.

6 Menneesta ajasta tulevaisuuteen

Expost-ennusteella tarkoitus on tutkia, olisiko menneisyydessé tehty ennus-
te toteunut nykypaivand. Aineistossamme on havaintovuosia vain 19, joten
sovellamme Leen-Carterin mallia vuosiin 1986-1995 ja sen jéilkeen teemme
ennusteen vuosille 1996-2004. Lisédksi oletamme, ettd kaikki ihmiset kuole-
vat taytettydan 90 vuotta. Joudumme tekemé&dn néin, silld aineistossamme
ei ole kuolleisuuslukuja kuin 89. ikdvuoteen asti. Emme siis pysty téysin ver-
taamaan Expost-ennusteen tuloksia virallisiin elinajanodotelukuihin, mutta
voimme laskea alkuperiisestd ainestostamme elinajanodotteet ja tutkia, oli-
siko vuonna 1996 tehty ennustus ollut hyvi. Kaytdmme aineistona miesten
henkikuolleisuuslukuja. Elinajanodotteet laskemme luvussa 4.4 esitetylla ta-

valla.
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Kuvassa 14 on aluksi sovellettu pienimmé&n neliosumman menetelmaé.
Sen jélkeen vektorille k; on tehty lineaarinen ennuste ARIMA(0,1,0)-mallilla.
Kuvassa 15 on puolestaan kiytetty ARIMA(1,1,0)-mallia ennustetta teh-
taessd. Molempiin kuviin on lisaksi piirretty 95%:mn luottamusvalit. Luot-
tamusvalit on muodostettu vektorin k; hajonnan avulla. Kuten havaitsem-
me, ARIMA(0,1,0)-malli olisi ollut tuolloin parempi valinta, silld toteutunut
elinajanodote sisaltyy luottamusvéliin. Toisaalta ARIMA(1,1,0)-mallilla teh-
ty luottamusvéli on hieman pienempi kuin ARIMA(0,1,0)-mallilla muodos-
tettu.

Elinajanodotteen kasvu on ollut melko ripedd vuosina 1986-2004. Kun
vuonna 1986 65-vuotiaan elinajanodote oli 12,15 vuotta, niin vuonna 2004
65-vuotiaan elinajanodote oli jo 15,01 vuotta. Keskiméaardinen vuosilisiys
on ollut noin 0, 1586 vuotta eli noin 1,90 kuukautta. Oletuksena siis oli, etté
kaikki kuolevat viimeistdan taytettyaan 90 vuotta.

Elinajanodotteen kasvu on ollut ldhes lineaarista vuosina 1986-1995, ku-
ten voimme havaita kuvasta 13. Tata samaa lineaarisuutta jatkaa myos en-
nusteemme. Todellisuudessa kuitenkin vuoden 1996 jilkeen elinajanodotteen
keskiméardinen vuosilisdys on ollut suurempaa kuin vuosien 1986-1995 da-
tasta voisi ennustaa. Téasta syysté lineaarinen ennusteemme jaé reilusti ha-
vaitusta elinajanodotteesta. Toisaalta ennuste on tehty vain 10 vuoden ha-

vaintojen perusteella, joten kaiken kaikkiaan voidaan sanoa, ettd ennuste on

onnistunut.
65-vuotiaan elinajanodote
16
15
14 ——— |— Havaittu
- —SVD

13

/\/ — SUE
12 +— PNS
11
01

1986 1988 1990 1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004

Kuva 13: Elinajanodote 65-vuotiaalle, kaikki ennusteet tehty ARIMA(0,1,0)-

mallilla.
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Kuva 14: Miesten SUE:1la tehty ARIMA(0,1,0)-ennuste ja 95 %:n luottamus-

valit ennusteelle.
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Kuva 15: Miesten SUE:lle ARIMA(1,1,0)-ennuste ja 95 %:n luottamusvalit

ennusteelle.
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7 Pohdintaa ennustamiseen liittyvasta virhees-

ta

7.1 Ennustamisessa tapahtuva virhe

Ennustamamme vuoden s logaritmoidun kuolleisuusluvun ja toteutuneen

kuolleisuusluvun vélinen yhteys voidaan ilmaista yhtalolla

(7.1) I(grs) = (da + ) + (b + Be) (ks + 1) + €0,
jossa

a; ja I;z ovat estimoidut a, ja b,

~

e L, on ennustettu k,,

a ja (8 ovat vektoreiden a, ja b, estimoinnissa tapahtuneet virheet,

us on vektorille k; tehdyn ennusteen virhe vuonna s.

Muodostamme kuolemanvaaraluvut kaavalla

—

(7.2) I0(qy.s) = g + byks.
Kokonaisvirhe F, ; ennustetulle logaritmoidulle kuolleisuusluvulle voidaan
nyt laskea yhtéléiden (7.1) ja (7.2) erotuksena, jolloin
Bp = (a2 + ap) + (be + Bo) (ks + 1s) + €55 — (G0 + boky)
= Q; + €x,s + (633 + /833)(];'8 + us) - 63:]273
(7'3) :ax+6$73+u8(61'+ﬁ1’)+/81']%5‘

Voimme siis kirjoittaa oikean ja ennustetun logaritmoidun kuolleisuuslu-

vun seuraavanlaisesti

—

ln(qLS) = ln(Qx,s) + Ez,sa

joten pienille kokonaisvirheille £, ; on voimassa seuraava yhtalo,

qe.s = CZL:S * eXp(Ex,)
R (rs(1+ Eyg).
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Naéin ollen

—~ —~
qz,s — Qe,s = qg:,sEac,s

Toisin sanoen kuolleisuusluvun ¢, ; virhe on ¢, s F, s, jossa E, s on logaritmoi-
dun kuolleisuusluvun In(g, s) virhe. Lee ja Carter merkitsivét termié ¢, s Fy
muuttujalla 0, ; ja vaittivit, ettd mikéli yliarvioidaan kuolleisuutta g, ter-
min 0, , verran se vahentdd elinajanodotetta ajanhetkelld s termin 60, 7 s
verran. Muuttuja 7, ; edustaa elinaikataulussa henkilon elamid vuosia. Kts.
1, s. 22].

Oletetaan, etté virhetermit eivét korreloi keskenédén. Télloin Lee ja Carter
néyttivit, ettéd elinajanodotteen varianssi ennustettaessa s vuotta eteenpéin

voidaan ilmaista yhtalolla

Var(éy) = 055(2 beGrsTh.s)?
(74) + Z(QI,ST%S)2 X (Uzuv + 0-62:73,8 + ngki + 0-[231‘0-55)’

Yhtalossa (7.4) termit oy, B, ja k; ovat termien a, b, ja k, virheiti ja ne

voidaan arvioida numeerisesti.

Parametrin a, virhe
Parametrin a, = In(q,+)/7 estimoinnissa tapahtunut virhe o, voidaan mé&é-
rittéaa kaavalla

Varln(g,.)

Var(a,) = T ,

jossa T' on aika-akselin pituus.[1, s. 42]

Parametrin b, virhe

Parametrin b, estimoinnissa tapahtunut virhe (3, onkin huomattavasti vai-
keammin estimoitavissa. Voimme sanoa, ettd parametrin b, estimoinnissa ta-

pahtuneen virheen vaikutus on todella pieni kokonaisvirheeseen verrattuna.

Unohdamme siis kokonaan parametriin b, kohdistuvan virheen. [1, s.42]

Parametrin k; virhe
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Voimme helposti todistaa, ettd ennustettaessa s vuotta eteenpiin parametria

k, niin parametrin k& keskivirhe kasvaa ennustettavien vuosien s neliojuuren

suhteessa.

Todistus. Oletetaan, ettd parametri k on mallinnettu satunnaiskavelylla, siis
(75) ]%t = ];’t,1 + c + &;.

Asetetaan kg = ky, jossa kg on estimoimamme vektorin k; viimeisin arvo. Nyt

yhden vuoden ennusteen keskivirhe on

Sep = Std(kl — ];’1)
= std(ko +c+e1 — ko — &) = se(ey).

Saamme vuoden n kuluttua keskivirheeksi

~

se, = std(k, — k)
= /n* std(ey).

[1, s. 42]

7.2 Simuloinnit

Seuraavaksi tutkimme vektorille k; tehdyn ennusteen luottamusvélin riitté-

vyyttd. Kdaytannossa simuloimme vektorille ennusteen kaavalla
kiyr = ke + ¢+ ey,

jossa ¢ = E(V/%t) jae; ~ N(0,0?). Suurin ongelma on muuttujan e; varianssin
maarittaminen.

Esimerkkind otamme miesten (pns) henkikuolleisuusaineistosta saadun
vektorin k; ennusteen simuloinnin. Kéytdmme varianssina lukua 0,13, joka
on piitelty vektorin Vk; varianssista. Simuloimme mallin tuhat kertaa ja
vertaamme tuloksia aiemmin muodostamiimme luottamusvéleihin.

Lajittelemme sarjat vuosikohtaisesti ja piirramme samaan kuvaan luotta-
musvélien ylarajan, alarajan seka keskiennusteen. Muodostamme 95% luot-

tamusvalin poistamalla jokaisesta vuodesta 25 suurinta ja 25 pieninté arvoa.
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Emme siis valttaméatta poista samoja sarjoja joka vuosi. Kuvasta 16 ndem-
me, ettd simuloitu ennuste muistuttaa paljon ARIMA(0,1,0)-mallilla tehtya
ennustetta. Simuloinnin perusteella voimme pitdéd ennustetulle vektorille k;
kiyttdmiamme luottamusvilejd riittdvind. Kuvassa 17 on piirretty simu-
loinnin ja ARIMA(0,1,0)-mallin avulla saadut elinajanodotteet. Elinajano-
dotteetkin ovat nyt lahes yhtenéiset. Nain pitda ollakin, silla ennustettaessa
elinajanodotetta kiiytdmme ainoastaan vektorin ky ennustettuja arvoja, muut

parametrit tulevat alkuperiisestd mallista.
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Kuva 16: Simuloinnilla saadut luottamusvilit ja ARIMA(0,1,0)-mallilla saa-
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Kuva 17: Simuloinnilla saadut luottamusvilit ja ARIMA(0,1,0)-mallilla saa-

dut luottamusvalit.
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