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TIIVISTELMA

Taméa on tutkielma Laplace-muunnoksesta. Laplace-muunnoksella on inte-
graalimuunnoksena monia kiytannon sovelluksia matematiikassa ja fysiikas-
sa ja se tarjoaa erittdin kidyttokelpoisen vaihtoehdon esimerkiksi differen-
tiaaliyhtaloiden ratkaisuun. Perusidea muunnoksen takana on yksinkertai-
nen: muunnetaan vaikea ratkaistavana oleva ongelma muunnoksen avulla hel-
pommin ratkaistavaksi, jolloin uuden ongelman ratkaisu voidaan kdénteisen
muunnoksen avulla muuntaa takaisin alkuperdisen ongelman ratkaisuksi.

Tutkielmassa esitetdin Laplace-muunnoksen maéaaritelma, sekid térkeim-
mét ominaisuudet ja tulokset muunnosta koskien. Kiinnostuksen kohteena
on kompleksinen muunnos, jolla on paremmat kiytidnnoén sovellusmahdolli-
suudet, kuin sen reaalisella vastineella. Ensimmaisessa luvussa listataan tar-
vittavat esitiedot ja painotus on nimenomaan valittémaésti tutkielman aiheen
perustan muodostavalla teorialla. Topologian ja kompleksianalyysin perus-
teet jatetddnkin lukijan taitojen varaan. Toinen luku aloittaa varsinaisen ai-
heen, eli Laplace-muunnoksen kasittelyn. Tassd luvussa esitetddn muunnok-
sen maaritelma ja tdrkeimmat ominaisuudet, sekd havainnollistetaan lukijalle
muunnoksen olemusta esimerkkien avulla. Kolmas luku omistetaan kiadntei-
selle Laplace-muunnokselle ja luvun kuluessa lukijalle esitetddn monia eri
tapoja kddnteismuunnoksen loytdmiseksi. Suuren osan luvusta muodostaa
kiddnteisen muunnoskaavan johtaminen, jossa tarvittava Fourier'n integraali
johdetaan my6s. Viimeinen luku kisittelee muunnoksen sovelluksia ja sitoo
yhteen aiemmissa kappaleissa esitetyn teorian havainnollistamalla esimerk-
kien avulla muunnoksen kiayttod ja merkitystd matematiikassa. Pdaldhtee-
na tutkielmassa on kiytetty H.A. Priestleyn kirjaa Introduction to Complex
Analysis ja kddnteismuunnoskaavan todistus noudattelee M.G. Smithin kir-
jaa Laplace Transform Theory.
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Johdanto

Laplace-muunnos on Fourier-muunnoksen rinnalla ehka kiyttokelpoisin in-
tegraalimuunnos. Namé kaksi muunnosta ovatkin hyvin ldhelld toisiaan ja
Laplace-muunnoksen voidaan ajatella olevan erds Fourier-muunnoksen eri-
koistapaus. Téassd tutkielmassa esitetdin Laplace-muunnoksen tdrkeimmét
ominaisuudet ja havainnollistetaan lukijalle muunnoksen hyodyllisyytta ja
kayttoa.

Laplace-muunnos on erittdin kiyttokelpoinen monissa fysiikan ja ma-
tematiikan sovelluksissa. Muunnos yksinkertaistaa esimerkiksi differentiaa-
livhtéloiden ratkaisua. Idea muunnoksen menestyksen takana on yksinker-
tainen: muunnetaan ratkaistavana oleva yhtidloé Laplace-muunnoksen avul-
la helpommin ratkaistavaksi yhtaloksi ja ratkaistaan se, jolloin soveltamal-
la kiddnteismuunnosta ratkaisuun saadaan vastaus alkuperdiseen ongelmaan.
Téssé tutkielmassa keskitytdan Laplace-muunnoksen teoriaan ja ominaisuuk-
siin, vaikkakin luvussa 4 kiydédan lyhyesti esimerkkien kautta ldpi Laplace-
muunnoksen sovellusmahdollisuuksia. Sovellusten esittely on melkeinpa valt-
taméatontd, kun ottaa huomioon Laplace-muunnoksen hyvin kiytdnnonléhei-
sen luonteen.

Lukijalta edellytetdin topologian ja kompleksianalyysin perusteiden tun-
temista ja vaikka jotkin jatkon kannalta keskeiset merkinnét esitelladnkin
kappaleessa 1, niin monet yleisesti vakiintuneet merkinnat jatetadn lukijan
taitojen varaan. Padldhteena tutkielmassa on kiytetty Priestleyn kirjaa Int-
roduction to Complex Analysis [4].

Luvussa 1 esitetddn lyhyesti ne méaritelmét ja lauseet, joita tarvitaan
Laplace-muunnoksen ja sen ominaisuuksien késittelyssd. Siind keskitytddn
erityisesti niiden tulosten esittelyyn, jotka mahdollisesti putoavat komplek-
sianalyysin peruskurssin ja tdmén tutkielman aihepiirin véliin.

Luku 2 omistetaan Laplace-muunnoksen esittelylle. Se aloitetaan muun-
noksen méaaritelmaélla, sekd pohdinnalla siitd, millaisten funktioiden Laplace-
muunnos on olemassa. Luvun lopussa kiiydaan lédpi Laplace-muunnoksen tar-
keimpia ominaisuuksia, seki havainnollistetaan ideaa esimerkkien avulla.

Laplace-muunnoksen esittelyn jialkeen on luonnollista esitelld kidnteinen
Laplace-muunnos, kuten tehddan myos tassia. Luvussa 3 paneudutaan erilai-
siin keinoihin, joiden avulla on mahdollista 16ytad vastaus alkuperdiseen on-
gelmaan, kun muunnoksen ratkaisu tiedetdin. Kdanteismuunnoskaavan joh-
taminen muodostaakin olennaisen osan luvun kokonaisuudesta.

Viimeisessa luvussa eli luvussa 4 sovelletaan edellisissa kappaleissa esitel-
tyd teoriaa varsinaisten ongelmien ratkaisuun ja lukuisten esimerkkien avulla
havainnollistetaan Laplace-muunnoksen kiyttokelpoisuutta matemaattisten
ongelmien ratkaisussa. Luvun esimerkit ovat puhtaasti matemaattisia, mutta
kuitenkin esimerkiksi fysikaalisten ongelmien ratkaisumenettely ei olennaises-
ti eroa luvun esimerkeista.



1 Tarvittavia esitietoja

Laurentin kehitelmalla on keskeinen merkitys Laplace-muunnoksen kannalta,
joten aloitetaan sen esittelylla.

Lause 1.1 (Laurentin kehitelmd). Olkoon A = {z € C: R <| z —a |<
S}, missa 0 < R < S < oo, ja olkoon funktio f holomorfinen joukossa A.
Merkitddin jatkossa f € H(A). Tdlldin

f& =3 elz—a" (A,
missa 1 f(uw)
n = 27ri/ (w —a)rt? dw,

kun v on polku, joka muodostuu a-keskipisteisestd ja r-sdteisestd ympyrdsta.
Merkitaan talloin v = vy(a;r) (R < r < S). Lisdksi v voi olla mikd tahansa
sulkeutuva polku, joka on homotooppinen ympyrikehdn ~v(a;r) kanssa.

Todistus. Ks. |4, s. 196]. O
Funktion Laurentin kehitelma on yksikésitteinen.

Maéaritelma 1.1. Funktiolla f(z) = h(z)/k(z) on kertalukua m oleva napa
pisteessd a, jos 16ytyy sellainen r > 0, ettd

i) funktiot h ja k ovat holomorfisia r-séteisessi kiekossa, jonka keskipiste
ona,eli h,k € H(D(a;r)),

i) h(a) # 0,
i1i) funktiolla k on kertalukua m oleva nollakohta pisteesséd a, eli k(a) =
K(a) = ... = k™ (a) = 0jak™(a) # 0, sekii k(z) = (z — a)™g(2),

missd g on holomorfinen puhkaistussa a-keskipisteisessi ja r-siteisessa
kiekossa (merkitaan g € H(D'(a;7))) ja g(a) # 0.

Maaritelma 1.2. Oletetaan, ettd funktiolla f on kertalukua m oleva napa
pisteessd a. Napa on yksinkertainen, jos m = 1, ja muuten se on monin-
kertainen. Napa on ndkyvd (engl. overt), jos se on vélittomasti néhtévissa
funktiosta f. Télloin f(z) = (2 — a)™™¢g(z), missd g € H(D'(a;r)) jollakin
r > 0 ja g(a) # 0. Muutoin napa on piilotettu (engl. covert).

Maaritelma 1.3. Polku, jonka kuva on pisteestd u pisteeseen v kulkeva
jana, missi u,v € C, méaritellidn funktiona

y(t) = (1 —t)u+tv, missdt e 0,1].



Janalle kuuluvat pisteet voidaan puolestaan mééritelld joukkona

V() ={r(@) [ £ €[0,1]}.

Samoin positiivisesti tai negatiivisesti suunnistettu ympyrén kaari voidaan
madritelld funktion
Y(t) =a+ret, teld,0s)]

avulla, kun a € C, r > 0 ja 0 < 6; — 0y < 27. Kaarelle kuuluvat pisteet
voidaan méaritelld joukkona

V() ={y(8) [ t € [0, 0o}

Kaarimonikulmio (engl. contour) on dérellisen monesta edellamainitun tyyp-
pisestéd polusta koostuva yksinkertainen umpinainen polku.

Apulause 1.2 (ks. [4, s. 211]). Olkoon v positiivisesti suunnistettu kaarimo-
nikulmio. Oletetaan, ettd funktio f on holomorfinen sekd kaarimonikulmion
v sisapisteissd ettd kayrdlla lukuunottamatta sisdpistettd a, missd funktiolla
f on kertalukua m oleva napa. Olkoon

o

f2)= ) ealz—a)"

n=—m

funktion f Laurentin kehitelmd pisteen a ympdristdssda. Tdlloin

/f(z) dz = 2mic_;.
N

Todistus. Lauseen 1.1, mukaan

cnzi./ﬂdw

27 ) (w —a)rtt
Y

jolloin
1

C-1= %/f(w) dw,

mista seuraa viaite. O

Maidritelma 1.4. Oletetaan, ettd funktio f on holomorfinen pisteen a puh-
kaistussa ympéristossid. Oletetaan vield, ettd funktiolla f on napa pisteessi
a. Tallsin funktion f Laurentin kehitelmén potenssin (z — a)~! kerroin c_;
on funktion f residy pisteessi a (merkitdan res{f(z);a}).



Lause 1.3 (residylause). Olkoon f holomorfinen positiivisesti suunnistetun
kaarimonikulmion v kdyrdlld ja sisdpisteissa lukuunottamatta kaarimonikul-

mion vy sisapisteisiin kuuluvia dadrellista mdardd olevia napoja aq,...,an.
Talloin
N
/f z—2eres{f( ); ax}-
k=1
Todistus. Ks. [4, s. 211]. O

Olennainen osa residylauseen kdyttod on residyn laskeminen, johon pa-
neudutaan seuraavaksi. Residyn méaritelmén mukaisesti voidaan etsid funk-
tion Laurentin kehitelméa navan ympéaristossé, jolloin kerroin ¢_; on kyseinen
residy, mutta laskemista kuitenkin helpottaa suuresti seuraava tulos.

Lause 1.4 (residyn laskeminen yksinkertaisessa navassa). Oletetaan ettd f €
H(D(a;r)) ja ettq funktiolla f on yksinkertainen napa pisteessi a. Talldin

i) funktion f(2) = g(z)/(z —a) residy nikyvassd yksinkertaisessa navassa

a onres{f(z);a} = g(a) ja

i1) funktion f(z) = h(z)/k(2) residy piilotetussa yksinkertaisessa navas-
sa a on res{f(z);a} = h(a)/k'(a), kun h,k € H(D(a;r)), h(a) # 0,
k(a) =0 ja K'(a) # 0.

Todistus (vrt. [4, s. 214]). Kirjoitetaan f(z) muodossa > - | ¢,(z—a)" kie-
kossa D'(a;r). Talloin lim, ., f(2) = c_1/(z — a) + ¢, eli
(1.1) res{f(z);a} = lim(z — a)f(2).

Nyt kohdassa i) funktio f(z) = ¢(2)/(z — a), jolloin sijoittamalla se yhté-
166n 1.1 saadaan véitetty tulos. Samoin kohdan ii) tulos saadaan sijoittamal-
la f(z) = h(z)/k(z) yhtéloon 1.1, jolloin

h(z) _ el h(a)
Ho) IS TR0 M)

res{f(); a} = (= — o)

Funktio k(z) saatiin korvata erotuksella k(z) — k(a), silld lim,_, k(z) =0 =
0—0=1lm, ., k(2) —lim,_, k(a) = lim,,(k(z) — k(a)). O

Lause 1.5. Olkoon funktiolla f kertalukua m > 1 oleva nikyvi napa pisteessd
a. Siis f(z) = g(2)/(z —a)™, missa g € H(D(a;7)) ja g(a) # 0. Talldin

1 m—

res{ f(z);a} = m = 1)



Todistus (vrt. [4, s. 214]). Cauchyn integraalikaavan yleistyksen [4, s. 154]

mukaan
(m=1) () — (m —1)! 9(2) 5
O | o

27i z—a)m
v(a;r/2)
(m—1)!
= om ) B
v(a;ir/2)
—1)!
= M%ric,l

271

=res{f(z);a}(m — 1)L
[

Residyn laskemiseksi piilotetussa moninkertaisessa navassa ei ole olemas-
sa selkedd kaavaa, vaan silloin funktio tulee kehittdd navan ympéristosséi
Laurentin kehitelméksi tai sitten funktio pitdéd sieventidd siten, ettd napa
muuntuu nakyvaksi.

Miiritelmi 1.5. Reaalivililla maéritelty kompleksifunktio f on siled (engl.
smooth), jos silld on jatkuva derivaatta sen méadrittelyvililld. Edelleen funk-
tio f on paloittain siled (engl. piecewise smooth), jos funktiot f ja f’ ovat
paloittain jatkuvia jokaisella funktion maarittelyvalin suljetulla ja rajoitetul-
la osavalilla.



2 Laplace-muunnos

Laplace-muunnos on erés integraalimuunnos. Integraalimuunnoksilla on mo-
nia fysiikan sovelluksia, eikd Laplace-muunnos ole poikkeus. Pierre-Simon
Laplace oli kiinnostunut kehittdméan matemaattisia tyokaluja fysiikan on-
gelmien ratkaisemiseksi ja nimenomaan tdhin kategoriaan myo6s Laplace-
muunnos sopii hyvin. Muunnoksen idea on, ettd vaikea ratkaistavana oleva
ongelma muunnetaan Laplace-muunnoksen avulla helpommin ratkaistavaksi
ongelmaksi. Kun on saatu ratkaisu tdhin muunnokseen, voidaan kddnteisen
Laplace-muunnoksen avulla 16ytda vastaus alkuperdiseen ongelmaan. Tés-
sé luvussa keskitytddn Laplace-muunnoksen ominaisuuksiin ja méaaritelmiin,
kun taas kiddnteinen muunnos jatetddn seuraavan luvun aihepiiriin.

Maéritelm4 2.1. Olkoon f kompleksifunktio, joka on mééritelty muuttujan
t arvoilla [0, 00). Talloin madritellddn, etta

/(1) = / f(He ™ dt = F(p).

on funktion f Laplace-muunnos, kun p € C, jos integraali on olemassa.

Tilanteesta riippuen funktion f muunnoksesta on usein selkeimpaa kayt-
tada merkintdd £[f (¢)] matemaattisesti oikean merkinnén (£f)(t) sijaan. Té-
mén vuoksi tédssi tutkielmassa sallitaan Priestleyn [4, s. 257| tapaan epékor-
rekti merkinta £[f(t)].

Maaritelméssd muunnettava funktio f on siis muuttujan ¢ funktio, jo-
ka muunnetaan muuttujan p funktioksi Laplace-muunnoksen avulla. Tut-
kielmassa tullaan noudattamaan tidmén maéaéritelméan merkintitapaa, jolloin
muunnettavaa funktiota merkitdén pienelld kirjaimella ja sen muunnosta
puolestaan vastaavalla suurella kirjaimella.

Laplace-muunnoksen pohjaksi voidaan ottaa joko Riemannin tai Lebes-
guen integraali. Siis my0s epéoleellisen Riemannin integraalin on oltava ole-
massa tulofunktiolle f(¢)e™?*, jotta funktion f(¢) Laplace-muunnos olisi ole-
massa. Tassd tutkielmassa integraali tarkoittaa Riemannin integraalia, mutta
samoihin tuloksiin padstdin myos Lebesguen integraalin avulla, jolloin vain
perustelut eroavat hieman.

Laplace-muunnoksessa muuttujan p voidaan myos mééritella olevan reaa-
liluku, mutta maarittelyn laajentamisella kompleksilukuihin on etuna kién-
teismuunnoksen 16ytdmisen helpottuminen, sekd lisdksi kompleksimuunnos
on mielekkddmpi sovellusten kannalta [3, s. 131], joten téssa tutkielmassa
tullaan keskittyméan ainoastaan kompleksisiin muunnoksiin.



2.1 Laplace-muunnosten olemassaolosta

Laplace-muunnos on olemassa aina kun epédoleellinen Riemannin integraali

R—o0

R
lim [ f(t)e " dt
/

on olemassa eli integraali suppenee [1, s. 268|.
Seuraava lause esittdd tuloksen, jonka mukaan Laplace-muunnos on ole-
massa aina kun tietyt oletukset ovat voimassa.

Lause 2.1 (Laplace-muunnoksen olemassaolo). Oletetaan, ettd
i) Funktio f on paloittain jatkuva valilld [0, 00),
i1) Funktio f toteuttaa ehdon |f(t)] < Me*, t > T, missi M ja T ovat
posititvisia vakioita ja o € R.

Tdllgin integraali F(p) = [ f(t)e ' dt on olemassa, jos Rep > a.
0

Todistus (vrt. [1, s. 272]). Oletuksesta ii) seuraa, etti

/ fBed) < / [F(t)e "] dt = / F(B)e M dt < M / e (Rer=)t gy,

Viimeinen integraali on olemassa, jos Rep —a > 0 eli Rep > a. O]

Siis lauseen 2.1 oletukset ovat riittdva ehto Laplace-muunnoksen olemas-
saololle. Muunnos on olemassa eli muunnoksessa oleva integraali suppenee
melko usein, silld integraalissa oleva eksponenttifunktio vihenee hyvin no-
peasti, kun ¢ — oo. Mikéili kuitenkin funktio f kasvaa erittdin nopeasti,
kuten esimerkiksi e, silli ei ole Laplace-muunnosta |4, s. 258|.

2.2 Laplace-muunnoksia

Seuraavaksi esitelldin muutamien yleisten funktioiden Laplace-muunnoksia.

Esimerkki 2.1 (vrt. [4, s. 274, teht.], [1, s. 269, esim. 12.1]). Osoitetaan,
ettd £[1] = 1/p. Kun limg_ .., e P = 0 eli Rep > 0, niin
L£l1] = /1e_pt dt = —=lim [/ e

R—o00
0 b 0

1 1
= —— <lim e PR — e0> =—(0-1)
D \R—oo p

1
.



Esimerkki 2.2 (vrt. [4, s. 274, teht.]). Osoitetaan induktion avulla, etté
Llt"] = n!/p"™, missi n =1,2,. ...

1° Todistetaan ensin, etta viite pitee, kun n = 1, jolloin

L[t] = / te P dt.
0
Kun nyt merkitdin ' = e ? ja v = t, jolloin u = —%e*pt jav =1,

niin osittaisintegroinnin mukaan

/u'vdt:uv—/uv'dt.

Siis
00 ‘ o0
/tept dt = ——e —/——ept dt
Lo P
0
: —pR Lo
:——(hm Re” —0>+ ——e?
p \fi—oe Lo
1

1
= —— lim Re P# — — lim e PR 4 —-
p R—oo p* R—oo p

Nyt kun R — oo, niin e ?® — 0, jos Rep > 0. Samoin Re % — 0, kun
Rep > 0, miké on todistettavissa L’Hospitalin sdénnén (co/oo) avulla.
Siis £[t] = 1/p? [1, s. 274].

2° Tehdiin induktio-oletus, ettéi viite pitee kun n = k, jolloin £[t*] =
K!/pk+L. Todistetaan, ettd viite pitee, kun n = k + 1. Talldin

S[tk+l] — /tk+1e—pt dt.
0

Ratkaistaan integraali osittaisintegroinnin avulla. Talloin kun v’ = e 7!

jav=t""eliu=—le™ jauv = (k+ 1)t* niin
/ thtle=Pt gt = ! / thtle=rt 4 krl / the Pt dt
D/ p
0
1 k+1
= —— lim R* e PR 4 LS[tk]

p R—oo D

Nyt RFtleR — 0, kun R — oo ja Rep > 0, mikii on todistettavissa
L’Hospitalin sdénnon (oo/o0) avulla. Kayttien lisiksi induktio-oletusta

saadaan
k+1 K k+1!

k417 _ . _
£[t ] - p phFl - p(k+1)+1 ’




3° Viite seuraa induktioperiaatteesta.

Esimerkki 2.3 (vrt. [4, s. 274, teht.], [1, s. 269, esim. 12.2|). Etsitaén funk-
tion y = e~ Laplace-muunnos, kun a € C. Laplace-muunnoksen madritel-

man mukaan
o0

Lle ] = /eatept dt = /e(“ﬂ’)t dt.
0 0

Viimeinen integraali suppenee, kun Re (a + p) > 0 eli Rep > —Rea, jolloin

(vrt. esim. 2.1)
1

a+p

Lle ] =

Esimerkki 2.4 (vrt. [4, s. 274, teht.|). Etsitadn funktion y = cos wt Laplace-
muunnos, kun w € C. Talloin maaritelmédéd, Eulerin kaavaa [4, s. 81] ja esi-
merkkid 2.1 kiyttden saadaan

oo 1 oo
Llcoswt] = /cos wte P dt = 5 /(eiwt +e e P gt
0 0
(7 o . 1/ 1 1
B /e(plw)t dt + /e(p+1w)t dt | == 4 :
2 2\p—iw p+iw
0 0
_ ptiw+tp—iw P

Tp-w)priv) Pt

Muunnos on olemassa, jos molempien eksponenttifunktioiden integraalit sup-

penevat. Integraali
o0

Jeva

0

suppenee, jos Re (p — iw) > 0 eli Rep > Re (iRew + i’ Imw). Téllsin Rep >

—Imw. Samoin
o0

/ o=t gy
0

suppenee, jos Rep > Imw. Yhdistamalla ndma kaksi ehtoa saadaan ehto
Rep > |Imw| funktion y = cos wt Laplace-muunnoksen olemassaololle.

Muiden trigonometristen funktioiden muunnokset saadaan esimerkin 2.4
mukaisesti.

Esimerkki 2.5 (vrt. [4, s. 257|). Funktion y = sinwt Laplace-muunnos

w

Lsinwt] = ——,
[sin wt] P

kun Rep > |Imw].



2.3 Laplace-muunnoksen ominaisuuksia

Lause 2.2 (ks. [4, s. 258]). Oletetaan, etti tarvittavat Laplace-muunnokset
ovat olemassa. Talloin

) Llaf(t) +of(1)] = Llaf ()] + £[of (1)], missi a,b € C,
) Llf(t/a)] = aF(pa),

3) Lle™f(t)] = F(p+a),

4)

1

2

Llf(t —a)H(t — a)] = e P*F(p), missd H on Heavisiden funktio, joka
on mddritelty siten, ettd H(t) =0, kunt <0, ja H(t) =1, kun t > 0.

Todistus. Johdetaan jokainen lauseen 2.2 kohta erikseen.

1) Laplace-muunnoksen lineaarisuus seuraa suoraan integraalin lineaari-
suudesta, jolloin

[e.e]

$laf () + (1) = [ (af(®)+ S0 7 F(t)di + b 7 0

0

= aLlf(t)] + Llaf(t)],
kun a,b € C.

2) Laplace-muunnoksen médritelméin mukaan

[f(t/a)] f(t/a)e " dt.

Tehdaén sijoitus u = t/a, jolloin
/f(t/a)e_pt dt =a / f(w)e™™ du = aF(pa).
0 0

Vrt. 1, s. 278|.

3) Suoraan Laplace-muunnoksen méiritelmén mukaan

—atf /f e e Pt gt — /f(t)e—(a—i-p)t dt = F(p+a).
0 0

Vrt. [1, s. 277).
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4) Aluksi saadaan

o0

Llf(t—a)H(t —a)] /ft—a (t—a)e ™ dt = /ft—a)e Pt

0

Tehdain sijoitus u =t — a, jolloin

ft—=a)e ™ dt = [ f(u)e™ P du=eP" | f(u)e P du=e P F(p).
frecormac] /

Siis véite todistettu. Vrt. |1, s. 278].

Esimerkki 2.6 (vrt. [4, s. 274, teht. 3]). Todistetaan induktiolla, etta

nla™

p(p+a)...(p+na)

Ll(1—e "] = (n=0,1,2,...).

Selkedisti viite patee, kun n = 0, silld £[1] = 1/p.

1° Todistetaan, ettd viite patee, kun n = 1. Muunnoksen lineaarisuuden
nojalla
1 1 o

gl — e = gfi] - g = - = o)

Siis véite péatee, kun n = 1.
2° Tehd&dan induktio-oletus, ettd viite patee, kun n = k eli

klak

plp+a)...(p+ka)

Todistetaan, ettd viite péatee, kun n = k + 1. Lineaarisuuden nojalla

21— e =

L1 - = £[(1 — ™) = Lle™™(1 — ™),

joka induktio-oletusta ja lausetta 2.2(3) kdyttden saadaan muotoon

klak klak
pp+a)...(p+ka) (p+a)(p+a)+a)... ((p+a)+ka)
_ klo*(p+ (k+ 1)) — kla*p (k + 1)lak+!

plp+a)...p+(k+1Da) plp+a)...(p+ (k+1a)’
jolloin on todistettu, ettd viite pitee, kun n = k + 1.

3° Viite seuraa induktioperiaatteesta.
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Jotkin muunnettavista funktioista ovat jaksollisia, jolloin f(t) = f(t+1),
missd 1" on jakson pituus. Téllaisten funktioiden muuntamisessa on apuna
seuraava tulos.

Lause 2.3. Olkoon f wdililli [0, 00) mdadritelty jaksollinen funktio, jonka jak-
son pituus on T. Oletetaan wvield, ettd funktion f Laplace-muunnos on ole-
massa, kun Rep > 0. Talloin

T
,pt
F(p) = 1= pT/f dt.
0

Todistus (vrt. [4, s. 274, teht. 4], [1, s. 294]). Tutkitaan funktiota ¢, joka ra-
joittaa funktion f vain yhteen jaksoon. Méaritellddn funktio ¢ siis seuraa-

vasti: 0
_J f(t) kun0<t<T,
o(t) { 0 muualla.
Kayttden hyviksi Heavisiden funktiota voidaan ¢ kirjoittaa myos muodossa
o(t) = f(t) — H(t = T)f(t — T). Nyt funktion ¢ Laplace-muunnos ¢ on
olemassa aina kun funktion f muunnos on olemassa, jolloin

(2.1) O(p) = F(p) —e " F(p) = (1 —e)F(p),

joka saadaan soveltamalla lauseen 2.2 tulosta. Nyt Rep > 0, joten e ?T < 1,
misti taas seuraa, ettii 1 —e T > 0. Yhtilo 2.1 voidaan siis jakaa puolittain
erotuksella 1 — e 7 misti seuraa viite, kun huomataan, etti

o0 T o0 T
<I>(p):0/¢ Ye Pt dt = O/¢ —ptdt+T/¢(t)e—Ptdt=O/f(t)e—ptdt.

]

Seuraavaksi esitetdin ja todistetaan funktion derivaatan Laplace-muun-
nos, joka on valttamaton tyokalu muunnosta kiytettdessd. Myohemmin lu-
vussa 4 havainnollistetaan tuloksen kiyttod differentiaaliyhtdloitd ratkais-
taessa.

Lause 2.4 (vrt. [4, s. 258]). Oletetaan, ettd

i) funktiot f', ..., f™ ovat olemassa ja funktioiden f, f',..., f™ Laplace-
muunnokset ovat olemassa,

i) funktio f on jatkuva vililli [0, c0) ja

iii) f®(t)e™ -0, kunt —oojak=1,...,n—1,

12



missan € Z. Talloin

SO0 =) = Yo

Todistus. Todistetaan induktiolla.

1° Todistetaan ensin, ettd viite pitee, kun n = 1. Osittaisintegrointia

kiyttiaen
Ll ] = [ f(t)e ™ dt
/
= [ ft)e ™ +p | f(t)e P dt
[ 10|
= —f(0) + pF(p)
'F(p) - Zpl‘if(i‘l)(O)
Vit [8, s. 11].

2° Tehd&aan induktio-oletus, ettd viite péitee kun n =k eli

[f(k( Zpk Zf(l 1)

Todistetaan, etti viite pitee, kun n = k 4 1. Merkitidn o/ = f*+1(t)
ja v = e jolloin u = f®)(t) ja v' = —pe P!, Osittaisintegroinnin ja
induktio-oletuksen avulla

Sl 0) = [ 00
0

e}

= ] ey [ fOwera
/ /

0
= lim f®(R)e™P — f*)(0)

R—o00
k

_pk—l—lF Zpk:—H) ’sz 1) ) f (O)

k:+1

k+1F Zpk+1 lfll )’

13



olettaen, ettd kaikki oletukset ovat voimassa.

3° Viite pétee induktioperiaatteen mukaisesti.
m

Lause 2.5 (Laplace-muunnoksen derivaatta [4, s. 259]). Oletetaan, ettd y =
F(p) on funktion f Laplace-muunnos, kun Rep > a. Tdlloin F' on holomor-
finen, kun Rep > a, ja

dk
Todistus. Todistetaan induktiolla.

1° Todistetaan ensin, ettd viite pétee, kun £ = 1. Olkoon p sellainen
kompleksiluku, ettd Rep > c¢ ja merkitdin Rep — ¢ = 2A. Olkoon
edelleen h sellainen luku, ettd |h| < A, jolloin Re(p + h) > ¢+ A
Talloin

F —F(p) [ i ~ht _ 1
(p+h2L (p) +/tf(t)e—1”dt = /f(t)ept (e - +t) dt| .
0 0
Sijoittamalla termin e~ sarjakehitelmd > > (—ht)"/n! saadaan
t OO 0 = hf) —1
ot [ 2zn=0 ¢ dt
/ e no
et /f e —pt
0 n=2

:/f eptz n‘;dt

n=2

t2h t3h2 t4 |3

4!

(—ht)"

dt
nlh

Mg

< |h| / | F(t)e ™| e at
0

< |h] / | f(t)e“tPe™| dt.
0

Viimeinen integraali lihestyy nollaa, kun h — oo, silld |f(t)e™| on
integroituva oletuksen mukaisesti ja t2e~** on rajoitettu vililld [0, co).
Siis d/dp F'(p) on olemassa ja L[tf(t)] = d/dp F(p). Vrt. [4, s. 259].
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2° Tehd&dan induktio-oletus, ettd viite patee, kun k = n eli
L) = (-1l )
dpn P)= '

Todistetaan, ettd viite patee, kun k = n + 1, jolloin induktio-oletusta
kiyttien saadaan

drtt d d" d d

danF(p) = d—pd—pnF(p) = d—p(—l)”ﬂ[t"f(t)] = (—1)”d—p£[t”f(t)]~

Merkitdén, ettd L[t"f(t)] = £[g(t)] = G(p). Kohdan 1 perusteella
4 G(p) = —Lltg(t)], jolloin siis
p

<—1>"dip2[tnf<t>1 = (LMD ()] = (1)Ll (1))

3° Viite seuraa induktioperiaatteesta.

]

Lause 2.6 (Integraalifunktion Laplace-muunnos). Oletetaan, ettd funktion
f Laplace-muunnos F on olemassa. Tdlloin

£ /f(T)dT :M.

p

t
Todistus (vrt. [8,s. 12]). Nyt f(7) on funktion [ f(7)dr derivaatta, misté
0

seuraa, ettd lauseen 2.4 mukaan

t

F(p) = £[f(7)] = p£ /tf(T)dT —/Of(T)dTZPS /f(T)dT

0
Talloin .
F(p)
£ f(r)ydr| = ——.
/

p
[

Téssd luvussa on esitelty esimerkein yleisimpien funktioiden Laplace-
muunnoksia sekd muunnoksen ominaisuuksia, joiden avulla voidaan muo-
dostaa uusia muunnoksia jo tunnettuista. Seuraavissa kappaleissa tullaan
viittaamaan toistuvasti ndihin tuloksiin ja aliluvun 2.2 perusteella tunnet-
tuja muunnoksia kiytetddn uudelleen. Kaytadnndossi eri funktioiden Laplace-
muunnoksista on olemassa laajoja taulukoita, jolloin sdfstetdin paljon aikaa
teknisistd laskuista.
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3 Laplacen kiinteismuunnos

Laplace-muunnoksen kidyton kannalta on olennaista muistaa, ettd se pitda
myo6s voida kddntad. Talloin on 16ydettéava sellainen funktio f, ettd F(p) =
L[f(t)], kun F(p) tunnetaan. Helpoin tapa on yksinkertaisesti tutkia, min-
ki funktion Laplace-muunnos tunnettu F(p) on, kiyttdmalla hyviksi tun-
nettuja muunnoksia. Esimerkkeja tista 10ytyy tdmén luvun alussa. Tamaéan
menetelméan kiyttomahdollisuudet ovat kuitenkin hyvin rajalliset, joten lop-
puluvussa keskitytdadn syvéllisempien menetelmien kdyttoon.

Esimerkki 3.1 (vrt. [4, s. 275, teht. 6]). Etsitddn funktion F(p) = (p(p +
1)(p+ 2))~! kiiéinteismuunnos kiiyttden osamurtokehitelmid. T#lloin

1 1 1 1 1 1
= — + :SE{——et—l——th}.

plp+D(p+2) 2 p+1l 2(p+2) 2 2
Siis . )
f(t) = 5 — e_t + Ee_gt.

Esimerkki 3.2 (vrt. [1, s. 307, teht. 22]). Etsitdin funktion F(p) = (p*—1)2
kddnteismuunnos kiyttiden osamurtokehitelméé, jolloin

I 1 _11+11+11+11
(p2—12  (p+1)2(p—1)2  4p—1 4(p—12 4p+1 4(p+1)%

Koska Laplace-muunnos on lineaarinen toimitus, voidaan jokaisen termin
kiadnteismuunnos etsid erikseen. Kayttamalla lauseen 2.5 tulosta saadaan ter-
mien (4(p — 1)%)* ja (4(p + 1)?) " kiiéinteismuunnoksiksi ;£[te] ja 1 &[te™]
vastaavasti. Muiden termien kddnteismuunnokset saadaan suoraan esimer-
kin 2.3 tavoin. Tall6in kiddnteismuunnos voidaan ilmaista muodossa

F@y_g—mﬂ+smﬂ+skq+smtn
Siis

1
ft) = Z(—et +tef +et+te).

Kaanteismuunnoksen 1oytamista varten voidaan johtaa myocs kiddnteinen
muunnoskaava. Sen todistamiseksi tarvitaan kuitenkin Fourier’n integraalia,
jonka todistamiseksi puolestaan tarvitaan seuraavia apulauseita.

Apulause 3.1 (Riemannin ja Lebesguen lemma). Oletetaan, ettd ® on pa-

loittain jatkuva funktio vdlilld [a,b). Tdlloin, kun X — oo,

b b
[1—/@(t)sin)\tdt—>0 ja Ig—/@(t)cos)\tdtﬁo.
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Todistus (vrt. [2, aliluku 9.5.1]). Todistetaan ensimméinen tulos, jolloin toi-
nen voidaan todistaa samoin. Kaytetddn todistuksessa merkintdd [; = I.
Todistuksessa voidaan olettaa, ettd ® on jatkuva, silla funktion ollessa pa-
loittain jatkuva voidaan todistus suorittaa jokaiselle osavélille erikseen. Huo-
mataan, ettd funktio y = sin A\t on jaksollinen funktio, joka suurilla para-
metrin A\ arvoilla saa positiivisia ja negatiivisia arvoja vaihtaen merkkis aina
tasaisin vilein. Tdmén vélin pituus riippuu parametristd A ja on 7/A. Funk-
tion ® jatkuvuuden vuoksi integroitavan funktion z = ®(t) sin At perdkkiiset
positiiviset ja negatiiviset aallot miltei kumoavat toisensa, silli parametrin
A kasvaessa suureksi aallonpituus lyhenee hyvin pieneksi. Jatkuvan funktion
arvot eivit vililld, jonka pituus h — 0, voi erota toisistaan kovin paljoa.
Téasté seuraa, ettd funktio ® ei suurilla parametrin A arvoilla muuta paljoa-
kaan integraalia ja juuri tdhin perustuu viite. Méaritellidn nyt muuttuja
t = 7+ h, missd siis h = 7w/, jolloin pétee sin At = — sin A7. Sijoitetaan
tdmé& muuttuja integraaliin /, jolloin arvioitavalle integraalille saadaan kaksi
yhtéapitavad muotoa

b-h
I=— [ ®(r+ h)sinArdr,
a—h

b
I = [ ®(t)sin Xt dt.

Kun nyt vaihdetaan ensimmaéisessid yhtalossd muuttuja 7 muuttujaksi ¢ ja
lasketaan yhtaloparin yhtdlot yhteen, saadaan

o

—h b
2 = — q)(t+h)sm)\tdt+/q) t)sin At dt

7
>

b—h
<I>(t+h)sin)\tdt—|—/—CI)(t+h)sin)\tdt

s}

Il
:t\m

T
>

b
(1) Sln)\tdt—i-/<1> t)sin At dt
h

b—

+
g@\

b—h
=— [ ®(t+h) 81n>\tdt+/ O(t+ h))sin At dt

]
>

+

—

®(t) sin At dt.

b—

>

Oletuksen mukaisesta funktion ® jatkuvuudesta seuraa, etté 16ytyy sellainen
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positiivinen vakio M, etti tutkittavalla vililld |®(¢)] < M, misté seuraa, etti

b—h
2\[]</]<I)t+h)|]s1n>\t] dt+/\<b Dt + h)|[sin M| dt
a—h
b

+/|<I> | [sin At| dt

b—h
</Mdt /ycb t+h|dt+/Mdt

a—h a b—

:2Mh+/|<1>t — ®(t+ h)| dt.

Olkoon € > 0. Talloin voidaan A valita niin suureksi, ettd koko integrointiva-
L& [P(t) — P(t + h)| < €/(b— a) ja lisaksi Mh = Mw/\ < €/2. Talloin
he
I <¢e/2 2— —<e.
< e/2te/2—grt s <
Siis limy_ .o I = 0, silld € voidaan valita mielivaltaisen pieneksi. Tasméilleen
samaan tapaan voidaan todistaa myos, etta

b
I, = /<I>(t) cos A\t dt — 0,

kun A\ — oo. O

Kéytetdan tasta eteenpéin funktion f vasemman ja oikeanpuoleisista raja-
arvoista pisteessi t merkintoja f(t—) ja f(t+) vastaavasti.

Apulause 3.2 (Dirichlet’n integraali). Oletetaan, ettd f on valilld [b, c] pa-
loittain siled funktio, jolloin silld on ddarellinen mddrd epdjatkuvuuskohtia.
Oletetaan vield, ettd x € [b,c|. Tdlloin

T}g%o f) sin {(2mx+_1i(x —u)}

b

du =5 (f(e+) + f(2=).

Todistus (vrt. |6, s. 108]). Olkoon a miki tahansa positiivinen luku. Téll6in
f(z +t)/t on paloittain jatkuva funktio sekd valilla b — x < t < —a, ettd
a <t <c—x Nyt siis apulauseen 3.1 mukaan integraali voidaan kirjoittaa

muodossa
a

lim [ f(x+1)

m—00

sin {(2m + 1)t} "

—a

18



Suoritetaan todistus kahdessa osassa, koska

/f G+ e }dt—/sm{(2m+1)t} (f(o+1) + f(z =) de

t

t

/f sm{?m—i—l)}dt

/f sm{QT;L—l—l)}dt

Aloitetaan summan ensimmaisestd integraalista. Olkoon ®(¢) = (f(z +1t) —
f(z+))/t, joka on paloittain jatkuva funktio. Toisin sanoen voidaan kirjoittaa
flx+1t) =t®(t) + f(z+), jolloin

a

/f sm{ 277;—1—1) }dt:/t<1>(t)sm{(2m+1)t} gt

t

/f sm{2m—|—1)}dt‘

Nyt lauseen 3.1 mukaan summan ensimmaéinen integraali on nolla. Talloin
tehtéviksi jad ratkaista jilkimméinen, kun (2m + 1) — oo eli m — oo. Siis

lim f(x_'_)sin{(Qm + 1)t} dt = lim f(z+) / sin{(2nt1 + 1)t} "

m—oo t m—oo

0

[e.9]

sint
:c—l—/%dt

0

Voidaan todistaa, ettd integraali nollasta ddrettomédn (sint)/t on 7/2, joten
todistuksen ensimmaisen osan tulokseksi saadaan

(3.1) /f psindl 27;” Dli g gf(x—i-).

Suoritetaan todistuksen toinen osa samaan tapaan. Olkoon ®(t) = (f(z —
t) — f(x=))/t eli f(x —t) = tP(t) + f(x—). Nyt ® on paloittain jatkuva
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funktio, jolloin

/f(x—t)Sin{(2T+1)t} g — /tq)(t)sin{(an—l— 1)t} it

+/f<x_)sin{(2m+1)t} "

t

0

Summan ensimméinen integraali on jélleen lauseen 3.1 mukaan nolla. Kéyt-
tden nyt samaa padttelyd kuin edelld, saadaan

sm (2m + 1)t s
(3.2) ‘/f {@m+ D8 T,
t 2
Yhdistamalla tulokset 3.1 ja 3.2 saadaan viite. [

Lause 3.3 (Fourier'n integraali). Oletetaan, etti f on paloittain siled funktio

ja
/ @) dt < oo
0

eli integraali suppenee. Merkitain vield f(t) = (f(z+) + f(x—))/2, jos funk-
tiolla f on epdjatkuvuuskohta pisteessd t. Talldin funktion arvoksi otetaan
vasemman ja otkean puoleisten raja-arvojen aritmeettinen keskiarvo. Ndiden
oletusten ollessa voimassa pdtee Fourier’n integraali

T

flt) = L lim [ e M d\ / f(u)e™ du.

27 T—o0
-7
Todistus (vrt. |6, s. 107]). Olkoon a mielivaltaisen pieni reaaliluku ja b vas-
taavasti mielivaltaisen suuri reaaliluku. Olkoon A lisdksi mikd tahansa muu
reaaliluku, jolloin mé&éritellddn luku n siten, ettd A\ = 2m + 1 + 27, missi
0 <n < 1. Tutkitaan nyt integraalia

Fsin{A(t — u)} Fsinf(2m + 1)(t — u)}
/ t—u f(u)du—/ t—u

j{wﬂAt—u}—ﬁmﬂ%n+U@—uﬂ

t—u

f(u) du

]f@mu

:%/t1sm{mnﬂo—@m+m@—m}

—Uu 2
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b

:Z/Wcos{@mjt1+77)(t—u)}f(u)du.

Merkitdan i N
sinyn(t —u
O(y) = L1 T .
(1) = S ()
Nyt ® on paloittain jatkuva valilli [a, b], jolloin edellisen yhtéloketjun vii-
meisin integraali tayttad lauseen 3.1 oletukset ja

Z/Wcos{@m%—1—|—'r])(t—u)}f(u)duﬁO,

kun m — oo. Siis on oltava

b b

[ [ IR ) o,

t—u t—u
a a

kun m — oo eli A — oco. Koska tdlloin lauseen 3.2 mukaan vasemman puolen
toinen integraali on m/2(f(t+) + f(t—)), pitdd my0s pated

b .
a3 g [ ) a = T e + s,

Osoitetaan seuraavaksi, ettd integraalin yli- ja alarajojen voidaan antaa li-
hestya ddretontd ilman, ettd se vaikuttaisi tulokseen. Mikéli integraali

j\f(t)ldt

on olemassa, saadaan

(e 9] (e 9]

/Wﬂu)du S/ t_lu [sin{A(t — u)}| | f(u)| du
b b
< [ 17wl da

b

1 [e.e]
<5 [ 1) du
b
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missd b > 2t. Yldrajan b voidaan siis antaa ldhestyd ddretontd. Samoin, jos

integraali
[ I

on olemassa, voidaan sallia @ — —oo. Ndin yhtédlon 3.3 integraalille on saatu
uudet integroimisrajat ja patee

o0

i [ O ) du= Z (s + 50-)),

A—00 t—u

—0o0

A
Koska [ costrdr = 1/t(sin A\t —sin0) = (sin \t) /¢, voidaan integraali kirjoit-
0
taa edelleen muodossa
00 A

(3.4) lim /cos a(t —u)da| f(u)du = g (f(t+) + f(t-)).

A—00
—00 0

Todistetaan seuraavaksi, ettd integraalien jérjestystd voidaan vaihtaa. Kir-
joitetaan ®(u, a) = cosa(t — u)f(u) ja tutkitaan itseisarvoa

00 A A [
/ /@(u,a) dov du—/ /@(u,a) du| da
o Lo o Lo

b

A
0 0 b
[ A
0

A 00
|P(u, )| dov du+/ |:/q>(u,a) du| da
o Lb

sj_]lf(U)lda du+] 7|f<u>|du da
b L O 0 b

- 2)\7|f(u)| du.
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Annetaan luku e. Nyt kiinteds lukua A kohti voidaan luku b valita niin suu-

reksi, ettd
e}

sl du< o
b

Talloin yhtédloketjun oikea puoli saadaan niin pieneksi kuin halutaan, mistéi
seuraa

[e%s) A A 0o
/ /@(u,a) do du:/ /@(u,a) du| do.
0 Lo 0 Lo
Samanlaista paattelyd kiayttden voidaan todistaa, ettd
0 A AT O
/ /q)(u,a) do du:/ /q)(u,a) du| do.
—00 0 0 —00

Tamén vuoksi integroimisjirjestys yhtélossi 3.4 voidaan vaihtaa, jolloin saa-
tu yhtalo on erds Fourier'n integraalin muoto

A 00

lim / cosalt —u)da | fu)du =1 (F(+) + F(1-)).

A—00
0 —00

Sijoittamalla tihin yhtdloon cos ot — u) = (et~ 4 e~12(t=w) /2 saadaan
johdettua Fourier'n integraalin kompleksimuoto

T 00
1 ) )
f(t)=— lim [ e d\ / f(u)e™ du,

27T T—oo
-T

missé f(t) on vasemman ja oikean puoleisten raja-arvojen aritmeettinen kes-
kiarvo pisteessd t. Viite on siis todistettu. O

Fourier'n integraalista voidaan johtaa kid&dnnoskaava Laplace-muunnok-
sille. Tama ei olisi mahdollista, jos alkuperdinen muunnettava funktio olisi
muunnettu funktioksi, jonka muuttuja on reaaliarvoinen sen sijaan ettd se
olisi kompleksiarvoinen (vrt. mééritelma 2.1).

Lause 3.4 (vrt. [4, s. 261]). Olkoon f paloittain siled funktio valilld [0, co).
Olkoon F(p) olemassa, kun Rep > ¢ > 0. Tdllgin, kun t > 0,

o+iR
U+ 1) = o [ Pt (0> o)
oc—iR
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Todistus (vrt. [6, s. 30]). Johdetaan Fourier'n integraalista. Oletetaan, etté
funktio I on paloittain siled ja etté silld on ddrellinen méard epédjatkuvuus-

kohtia vélilld (—o0,00). Oletetaan vield, ettd [ |I(t)|dt < oo. Télléin

R 00
1 . .
(3.5) I(t) = 5 pim e M\ / I(u)e™™ du,
-R —00

joka voidaan myos kirjoittaa kahden funktion avulla, jolloin

R
(3.6) I(t) = (2m)~ /2 Jim G(N)e ™d\ ja
oofR
(3.7) G(\) = (2m)~/? / I(t)e™ dt,

missd G on siis funktion [ Fourier-muunnos. Fourier’'n integraalissa A on re-
aalimuuttuja, mutta jos alkuperdisten oletusten lisiksi |I(¢)| < Ke™®, kun
t — oo, missi K,a > 0, ja samoin |I(t)] < Le’, kun t — —oo, missi
L, (3 > 0, niin yhtalon 3.7 integraali on olemassa, jos —a < Im A < 3. Maa-
ritetyt lisdoletukset siis takaavat, ettd tdméa integraali suppenee myos edel-
lamainitussa kompleksitason osassa (vrt. lause 2.1). Néiden oletusten valli-
tessa voidaan kasittelyd laajentaa méadrittelemélla A kompleksimuuttujaksi.
Yhtélo 3.6 voidaan nyt kirjoittaa muodossa

Retiy
(3.8) I(t) = (2m)~ Y2 Jim G(\)e M a),
—R+iy
missd —a < v < (. Sijoitetaan yhtdloon 3.7 A = ip, jolloin p = —i\ ja

d\ = —(1/i)dp, seki valitaan I(t) = (27)Y/2f(t)H (t), missi H(t) on Heavi-
siden funktio. Tama valittu funktio toteuttaa nyt funktiolle I aikaisemmin
asetetut oletukset, silld f on paloittain siled funktio vélilla [0, 0o) lauseen ole-
tusten mukaisesti. Tulo f(¢)H () on téllin paloittain siled vélilla (—oo, 00).
Valitulla funktiolla on my6s vaadittava dédrellinen méaara epdjatkuvuuskohtia,
silla funktiolla f on Laplace-muunnos, miki edellyttda epdjatkuvuuskohtien
maaran adrellisyytta. Talloin

G(ip) = (27) " / (2m) " f (1) H (1) dt = / e dt = [f (1))
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Samoin voidaan tehdé sijoitus ja laskea uudet integrointirajat yhtaloén 3.8,
jolloin
—i(R+iv) p
(277)1/2f(t)H(t> = _(271')_1/2 Rlim / G<ip)e—i(ip)t _p
—i(—R+iv)
VHR

Siis
(3.9) f()H(t) = =— lim / Lf(t)]e’" dp.

Nyt siis f(¢)H(t) = 0, kun ¢ < 0, ja f(t)H(t) = f(t), kun ¢ > 0. Téasta
seuraa, ettd (3 saa olla kuinka suuri tahansa. Yhtélo 3.9 on niin Laplacen
kiddnteismuunnoskaava, kun v > c. Tallin v my6s toteuttaa sille aikaisem-
min asetetut ehdot ja kuuluu vilille [—a, 00), vaikka « olisi mikd tahansa
positiivinen luku, silld lauseen mééaritelmén mukaan ¢ > 0. O

Kéanteismuunnoskaavassa selkeésti f(t4) = f(t—), jos funktio f on jat-
kuva kohdassa t. Jos F'(p) = £[f(t)], niin f on funktion F' kddnteismuunnos
eli f(t) = £7'[F(p)]. Kiddinteismuunnoksen suoraan soveltaminen ei kuiten-
kaan ole useinkaan kdytannollistd, vaan kiddnteismuunnoksen f 16ytamisek-
si esitellddn muita taloudellisempia keinoja ja niistd ensimmaisend residy-
lauseen yhteys kiddnteismuunnokseen. Ensin kuitenkin esitetdan lause, jonka
mukaan kiddnteinen Laplace-muunnos on yksikésitteinen. Toisin sanoen kian-
teismuunnos on aina sama riippumatta siitd, mita tyokalua sen 1oytamiseksi
kiytetadn.

Lause 3.5 (Lerch’n lause |7]). Jos £[f1(t)] = £[f2(t)], niin talloin fi(t) —
fa(t) = n(t), missia n on jokin nollafunktio.

Edellinen lause osoittaa, ettd kaksi saman funktion kiadnteismuunnosta
eroavat toisistaan korkeintaan nollafunktion verran eli niiden arvot poikkea-
vat toisistaan vain yksittaisissd pisteissé.

Lause 3.6 (Laplacen kddnteismuunnos residylauseen avulla). Olkoon funktio
F holomorfinen kaikkialla paitsi ddrellistd madrdd olevissa navoissa ay, . . . ay,.
Oletetaan lisiksi, etti loytyy sellaiset vakiot M ja k (> 0), etti |F(p)| <
M|p|=*, kun |p| on suuri. Tdlléin, kun t > 0 ja Rep > Rea; (j =1,...,n),
niimn

o+iR
1 n
R Dt — pt. )
5 ngrolo / F(p)e” dp Z;res{F(p)e rajt (0 > Rea;).
o—iR 7=
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Todistus (vrt. [4, s. 261]). Integroidaan F'(p)e" puoliympyristd ja janasta
muodostuvan kaarimonikulmion reunan yli (Ks. kuva 1).

A

C

Kuva 1: Integroimispolku lauseen 3.6 todistukseen.

Residylauseen avulla

(3.10)
o+iR n
/F(p)ept dp = / F(p)e’ dp + / F(p)e’* dp = 2ri Z res{ F(p)e”; a;}.
y o—iR ABC j=1

Kaaren ABC yhtilé on p = o + Re'?, missd 0 € [r/2,37/2], ja kun R on
riittavan suuri

p| = o + Re”| > ||o| — |Re’|| = |0 — R| = R~ 0.
Todistetaan nyt, ettd integraali kaarta ABC' pitkin on nolla. Oletusten mu-
kaan, kun R on riittdvan suuri
3m/2

/ Fp)e dp| < / F (o)l " 1 Re| df

BC w/2
3m/2

< / M(R — o) "R R g

w/2
3m/2

:/M(R_0)—k|et0|’etR(COSG—I—iSinG)leQ

w/2
3mr/2

— / M(R _ O_)—ketaetRCOSGRde

/2
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3m/2
< / M(R _ 0_)—keto—tRcos6‘R dé

w/2

-9 / M(R _ O_)—keta—tRcosﬂR de

w/2
/2
= 2Me' /(R — o) R R R dp, (p=0—m7/2).
0

Oletetaan, ettid k > 1. Tallgin, kun R — oo, niin (R — o) ke tfsnep —
R!~Fethsing ioka puolestaan lidhestyy nollaa. Tistd seuraa, ettii koko in-
tegraali ldhestyy nollaa, kun R — oo. Téll6in yhtédlostd 3.10 seuraa viite.
Todistus ei kuitenkaan péade, jos 0 < k£ < 1, koska télloin integroitavassa
funktiossa oleva tekiji R'~* ei enii lihesty nollaa. Sovelletaankin nyt Jor-
danin epéyhtiloa, jonka mukaan 2Rp/m < Rsinp, kun ¢ € (0,7/2], mista
seuraa, ettd e 5n¢ < o=28¢/m Fdellisen yhtiloketjun viimeinen integraali
saadaan nyt muotoon

/2 /2
2Me'? /(R — o) Fe YR Ay < 2RMe" (R — o) 7" / e 2thRe/m dy
0 0

= 2T (R 0) (1 - eth),

joka puolestaan ldhestyy nollaa, kun R — oo. [

Residylause on erittdin kiyttokelpoinen ki&nteismuunnoksia etsittiessi.

Esimerkki 3.3 (vrt. [4, s. 275, teht. 6]). Etsitdéin funktion g(p) = ((p* +
4)(p* + 1)?)! kiidnteismuunnos £7[g(p)] residyiden avulla. Nyt funktio g
tayttdd lauseen 3.6 oletukset, joten

1 1 1

P+ +17 - PO -7 @O - e+
jolloin funktiolla g on piilotettu yksinkertainen napa pisteessd p = 42i, se-
ki ndkyva kertalukua m = 2 oleva napa pisteessi p = =+i. Lauseen 3.6
nojalla £7[g(p)] = res{g(p)e”;2i} + res{g(p)e™; —2i} + res{g(p)e™;i} +
res{g(p)e?’; —i}. Lauseen 1.4 mukaan

2it 2it

reslol) 21 = e 1p ~ 5w

ja samoin

e—2it e—Zit

—di((—202+ 12 361

res{g(p)e’"; —2i} =
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Lauseen 1.5 nojalla taas

d ePt telt et
res e:i} = | — . -
tole)esi} {dp (p* +4)(p+ 1)2L:1 1236
Samoin
d ePt te”it jeit
pt‘ —] = _— = — .
restg(p)e”s ~i) [dp (P +4)(p - i)QL i 12 56
Siis
2 oA (el ety (el — o)
et = — -
l9(p)] 36i 12 36
L 2t t t+ LI t
= —gin2t — — cost + — sin t.
18 6 18

Esimerkki 3.4 (vrt. [4, s. 275, teht. 6]). Etsitiddn funktion g(p) = 6(p* +
10p* + 9)~! kiiéinteismuunnos. Funktiolla g on nelji ensimmiisti kertalukua
olevaa piilotettua napaa, jolloin

£7g(p)] = res{g(p)e?; i} + res{g(p)e™; —i}
+res{g(p)e™; 3i} + res{g(p)e”; —3i}.

Lauseen 1.4 mukaan

Ge't Ge it
pt. : — b = —

res{g(p)e”si} = T res{g(p)e”; —i} TR

6 i3t 6 —i3t

res{g(p)e’; 3i} = — f&, res{g(p)e’; —3i} = Z& :

jolloin
6(eit _ e—it) 6(ei3t _ e—i3t) 3 1
gt = - = “sint — - sin 3t.
[9 (p)] 161 18] 1 sin 1 sin

Jos funktio muodostuu kahden helpommin kddnnettivan funktion tulosta,
voidaan sen kiddnteismuunnos etsii kiiyttden seuraavaa tulosta.

Lause 3.7 (vrt. |4, s. 264]). Oletetaan, ettd funktioilla f ja g on Laplace-
muunnokset F' ja G vastaavasti, kun Rep > c. Tdlloin FG = H, kun Rep >
¢, missd h on funktioiden f ja g konvoluutio, kun

hy) = / fgly—tdt (v >0).
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Todistus (vrt. [6, s. 43]). Valitaan py € A = {p € C | Rep > ¢} ja tutkitaan
kaksoisintegraalia
—t

T T—
/ f e~ Pot ¢ g e —POU Joy — /
0 0

Kun nyt tehdaén sijoitus v = u + ¢, saadaan

T
[T_//f )e POV dt du.
t 0

Vaihdetaan integroimisjarjestys, jolloin tulee laskea uudet integroimisrajat.
Edella 0 <t < T jat <wv <T,jolloin v riippuu muuttujasta ¢. Vaihtamalla
riippuvuus toisinpéin saadaan 0 < v < T ja 0 < t < v (ks. kuva 2). Siis
vaihtamalla integroimisjérjestysti ja -rajoja

(3.11) ]T:/U/Tf(t)g(v—t)e_po'”dvdt:/Uf(t)g(v—t)dt/Te_pO”dv.

N

t

T
/ F(t)g(u)e Pt dqt du.
0

o\

t

T t

Kuva 2: Integroimismuuttujan vaihto lauseen 3.7 todistuksessa.

Toisaalta voidaan funktion I ajatella olevan kaksoisintegraali yli kolmion
muotoisen alueen, kun 0 < ¢t < T ja 0 < u < T —t (ks. kuva 3), joka
puolestaan voidaan jakaa kolmeen osa-alueeseen.

Talloin
T/2 T/2 T/2 T—t
Iy = /f() _potdt/g( )e_p"“du~l—/f(t)e_p0tdt/g(u)e_p‘)“du
0 0 0 T/2
T T—t
+/f(t)ep°tdt/g(u)ep0“du.
T/2 0
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S

Kuva 3: Integroimisalueen jako osa-alueisiin lauseen 3.7 todistuksessa.

Nyt huomataan, ettd integraalit F'(py) ja G(po) suppenevat absoluutti-
sesti. Télloin voidaan annettua € > 0 kohti 10ytda sellainen Tj, ettd kun
T/2 > Tj, niin

/|f(t)e“°t!dt<€ ja /\g(t)eaot!dt<6, (ag € A),

T/2 T/2
jolloin
T/2 T—t 0
/ F(t)ePot dt / g(u)e" du| < 2 / F (e dt
0 T/2 0
ja

N

—t

T o0
/ f)e ™ dt | g(u)e ™" du| < 2¢ / |g(t)e™ | dt.
/2 0

o\

Nama integraalit 1dhestyvit nollaa, kun 7" — oo, silld € voidaan valita mieli-
valtaisen pieneksi. Siis funktio I on rajoitettu eli

T/2 T/2 0o 0o
|Ir| < /f(t)epot dt/g(u)epou du +2€/]f(t)eaot]dt—i-Qe/\g(t)eaot]dt,
0 0 0 0

mista seuraa, ettd
Jim I = G(po) F'(po)-

Toisaalta, kun lasketaan funktion Iy raja-arvo, kun 17" — oo, yhtédlon 3.11
mukaan, saadaan

71im Ir = /f(t)g(v — 1) dt/e_pov dv.
0 0

Nyt kun edelliset kaksi tulosta yhdistetdin, saadaan viite, silld py on mika
tahansa joukon A piste. ]
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Viimeisimmin esimerkin kid&nteismuunnoksen olisi voinut 16ytdd myos
osamurtokehitelmén avulla ja onkin hyva huomata, etta usein kdyttokelpoi-
sia tyokaluja kddnteismuunnoksen 16ytdmiseksi on useita. Lisdksi ongelmaa
voidaan ldhestya vield uudesta ndkokulmasta. Nimittéin tarkasteltava funktio
voidaan myos kehittdd sarjaksi, jolloin tehtdviksi jad sarjan kddnteismuun-
noksen etsiminen, miké késitellddn seuraavaksi.

Lause 3.8. Olkoon f paloittain siled funktio valilld [0, 00). Olkoon F(p) ole-
massa, kun Rep > ¢ > 0, ja ilmaistavissa muodossa

S
—n—1
= § anp >
n=0

missd yhtdlon oikea puoli suppenee, kun |p| > €. Tdlloin, kun t > 0,

Todistus (vrt. [4, s. 265]). Oletuksen mukaan g(p) = > o a,p "' suppe-
nee, kun |p| > e. Talloin myds > |a,p~™ " = 3 |an||p| ™! suppenee. Toisin
sanoen Y |a,|r "' suppenee, kun r > €. Kiiéinnoslauseen mukaan

o+iR
1
f(t) = P I%im / g(p)e’ dp, kun o > e
1 R—oo
o—iR

Nyt g on holomorfinen, kun |p| > €. Liséksi, kun valitaan S siten, ettd |p| >

S > €, niin
!<Z\an\5 "lpI7t = Ipl” 12!%!5_

jolloin kun valitaan 1ntegr01nt1polku v kuten kuvassa 4, niin lauseen 3.6 ta-
paan integraali kaarimonikulmion kaaren yli on nolla. Siis

1
— o dp = 0.
5 | 9p)edp
ABC
Talloin
o+iR
L lim / g(p)e’ dp = =S lim [ g(p)e” dp
2mi R—oo 27 R—o0 '
o—iR ¥

Funktion ¢ holomorfisuudesta seuraa, ettd deformaatiolauseen mukaan voi-
daan uudeksi integroimispoluksi valita v(0;.5), kun ¢ > S > ¢, jolloin

(3.12)
Lot [ g@etdp=— [ gp)ertdp= —— Za p "l dp.
271 R—oo 271 27r1 "
v 7(0;9)
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~—J s —iR
C

Kuva 4: Integroimispolku lauseen 3.8 todistukseen.

Ympyrépolulla v(0; S) |ef'| < K eradlld vakiolla K, jolloin
lanp " e | < Klapp™™ Y < Kla,|S™

Siis |a,p~" " teP!| < M, ja > M, suppenee, jolloin integraalin ja summan
paikkaa voidaan vaihtaa (vrt. [4, s. 161]) ja yhtilo 3.12 saadaan muotoon

o0 o0

1 . tn
E = —n—1gpt g :§ Uy —
2 an27ri / p e ap a’nn!7

7(0;8) =0

jossa viimeinen vilivaihe on saatu kiyttden Cauchyn integraalikaavaa deri-
vaatoille |4, s. 157|. Siis véite on todistettu. O

Esimerkki 3.5 (vrt. [4, s. 274, teht. 4]). Olkoon

o 2t/T kun 0 <t < T/2,
FO = 20 =4/T) kunT/2<t<T.

Osoitetaan, etté

Flt) = 2 ( +zz <t——Tn)H(t—%Tn)>,

kun ¢ > 0 ja H on Heavisiden funktio. Muodostetaan funktion f Laplace-
muunnos, joka sievennetiddn sopivaan muotoon. Tamaéan jalkeen etsitdédn sie-
vennetyn muunnoksen kiddnteismuunnos. Funktion f jakson pituus on 7T, jol-
loin sen Laplace-muunnos lauseen 2.3 perusteella on

T T/2 T
(1—e?PHF / f(t)e P dt = / f(t)e ™ dt + / f(t)e ™ dt.
0 0 T/2
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Funktion f méaritelmén ja osittaisintegroinnin avulla

T/2 T T
2 2
(1—e™)F(p) = T / te Pt dt + 2 / e P dt — T / te Pt dt
0 T/2 T/2
o (1 ! 2 7
=7 / —te '+ / —ePhdt | — = / e P
lop /P Pyl
T T
2 1 1
- = / ——te P + / —e P dt
T p p
/2 T/2
_ 2 5, 2 + ie—pT 2
Tp? Tp?  Tp? Tp?

Toisin sanoen

2 T 2 2 2 T
F —(1—e PV | __Z g 2Py = L = T _ = =3P
(p) ( € ) ( sze + Tp2 + TpQG Tp2e

Kehitet#ifin seuraavaksi tekiji (1 — e P7)~! sarjaksi, jolloin

F(p) = (1 +e Pl pe 2T o731 )

Tp? Tp?>  Tp? Tp?

= = (e P 4lqe? —e P e 2P 4o
Tp?

3T 5T 5T
te T 7% P e P e _em2P )

2 (1 2
= ? (E—i_ﬁ (—e_gp—ke_pT—e_%Tp—i—...))

2 1 - n 1 —1pp
:? (E—FQ;:I(_D Fe 2 p) .
Lauseen 3.8 mukaan

() = % (tH(t) + zi(_w <z _ %m) " (t _ %m)) |

n=1

miké oli todistettava.
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4 Laplace-muunnosten sovelluksia

Laplace-muunnosten sovellusmahdollisuudet ulottuvat hyvin laajalle eri fysii-
kan aihealueilla. Muunnos soveltuu erinomaisesti erilaisten systeemien mal-
lintamiseen, jotka ovat lepotilassa ennen ajanhetked ¢t = 0. Téssd luvus-
sa keskitytddn ldhinnd muunnoksen sovellusmahdollisuuksien matemaatti-
seen perustaan, silla Laplace-muunnos on erittiin kiyttokelpoinen erilaisten
differentiaali- ja differenssiyhtéloiden, seké integraaliyhtdldiden ratkaisussa.
Tavoitteena on kiyttad aikaisemmissa luvuissa esiteltyji tuloksia ja havain-
nollistaa muunnoksen hyodyllisyytta matematiikassa ja varsinkin sovelletussa
matematiikassa.

4.1 Differentiaaliyhtaloista

Laplace-muunnos on erityisen hyddyllinen tyckalu differentiaaliyhtiloita rat-
kaistaessa. Muunnoksen kiyttokelpoisuus perustuu osittain siihen, ettd yh-
talon yleistd ratkaisua ei ole tarpeen etsid, vaan alkuehdot voidaan ottaa
jo alussa huomioon. Témé& on huomattava etu perinteiseen ratkaisumenetel-
méaan verrattuna. Téssé aliluvussa ratkaistaan erilaisia differentiaaliyhtaloita
Laplace-muunoksen avulla. Aloitetaan yksinkertaisella esimerkilla.

Esimerkki 4.1 (vrt. [4, s. 275, teht. 9]). Ratkaistaan vakiokertoiminen dif-
ferentiaaliyht&lo

d?y  dy
D +6dt + 13y =0, kun y(0) = ¢'(0)

Etsitdan Laplace-muunnokset puolittain, jolloin muunnoksen lineaarisuuden
vuoksi jokaisen termin Laplace-muunnos voidaan etsié erikseen. Lauseen 2.4
tulosta ja alkuehtoja kiyttamélla

£ {%} = p*Ly(1)] — py(0) —y'(0) = P°Lly(t)] —p—1 ja

dy

6 H — 6pLly(t)] — 64(0) = GpEly(r)] — 6.

Lisaksi £[13y(t)] = 13L[y(t)] ja £]0] = 0, jolloin uusi yhtélo on
P*Lly(t)] —p — 1+ 6pLly(t)] — 6 + 13L[y(t)] = 0,
mistd £[y(t)] on helppo ratkaista. Siis
T+p T+p p+3 2
Lly@)]

Nyt etsitddn kddnteismuunnos, jonka avulla saadaan suoraan vastaus alku-
periiseen ongelmaan. Esimerkkien 2.4 ja 2.5, sekd lauseen 2.2(3) perusteella

pPP+6p+13  (p+3)2+22 (p+3)2+22 (p+3)2+22

y(t) = e cos 2t + 2% sin 2t.
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Jos ratkaistavana oleva differentiaaliyhtalo sisiltida paloittain médriteltyjéa
funktioita, kiiytetddn ratkaisussa hyviksi Heavisiden funktiota.

Esimerkki 4.2 (vrt. [1, s. 326, teht. 13]). Ratkaistaan differentiaaliyhtilo

C12_y+ (t) = t kun 0 <t <2,
dt? y 2 kunt > 2

kiyttden Laplace-muunnosta, kun y(0) = 1 ja y/(0) = 0. Nyt yhtélon oikea
puoli voidaan kirjoittaa uudelleen kiyttien hyviksi Heavisiden funktiota, jol-
loin

d?y

(4.1) =

+y(t)=t—(t—2)H(t —2).

Otetaan Laplace-muunnokset puolittain, jolloin muunnoksen lineaarisuuden
vuoksi jokaisen termin muunnos voidaan laskea erikseen. Nyt siis kiyttden
hyviksi lauseen 2.4 tulosta ja alkuehtoja saadaan
dzy 2 / 2
£lqz | =P L@ = py(0) = ¥(0) = p°Lly(t)] — p.
Lisiksi esimerkin 2.2 ja lauseen 2.2( 4) perusteella tiedetééin, etté

gfl=~  a 2[(t—2)H(t—2)]:e;p.

Nyt yhtalon 4.1 Laplace-muunnos on

) 1 e
PEYO =+ L] = 5 - =
josta voidaan ratkaista £[y(t)], jolloin
1 e 2P p

4.2 Lly(t)| = — + .

42 ) pp*+1)  pe*+1)  p+1

Tehtéviiksi jaé etsid funktion £[y(t)] kddnteismuunnos, joka on alkuperiisen
differentiaaliyhtalon ratkaisu. Koska termeittdin kiddntdminen on sallittua,
voidaan aloittaa etsimilld kiiéinteismuunnos £7'[(p?(p? 4+ 1))~']. Siis

N [m} - Lﬂ(pﬂl)(p— 1)} ’

jolloin residyt kussakin navassa ovat lauseiden 1.5 ja 1.4 mukaan

(Forme )~ [
res : 5 = |75 =1,
p*(p+i)(p—i) dpp? +1],_,
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ePt ) ept ett .
res - ~ 1l = |5 —— = . Ja
{pQ(erl)(p—l) } [PQ(pH)L_i —2i

{p2<p +eip>t<p =)’ ‘i} B {m } i e

eli

1 eit eflt
. B B , e
Iy {m} =t — 5 + o t —sint (merkitaan f(t)).

Tamén tuloksen ja lauseen 2.2( 4) avulla saadaan yhtélon 4.2 oikean puolen
toisen termin kdanteismuunnokseksi
e P

{m

Lisiiksi, koska esimerkin 2.4 mukaisesti £7![p/(p®*+1)] = cost, niin ratkaisuksi
saadaan

-1

1 = f(t—2)H(t—2).

y(t) = f(t) — f(t —2)H(t — 2) + cost
=t—sint—(t —2)H(t —2) +sin(t — 2)H(t — 2) + cost

eli
t —sint 4 cost kun 0 <t < 2,
y(t) =

—sint + 2 +sin(t — 2) + cost kun 2 <t,

mikd voidaan todistaa oikeaksi sijoittamalla se yhtaloon 4.1.

Esimerkki 4.3 (vrt. [4, s. 276, teht. 13]). Ratkaistaan muuttujakertoiminen
differentiaaliyht&lo

tf" () + 1+ ) f'(t)+ f(t) =t* (t>0)

kiyttden Laplace-muunnosta. Otetaan Laplace-muunnokset puolittain, jol-
loin muunnoksen lineaarisuuden vuoksi voidaan jokainen termi muuntaa erik-
seen. Talloin kayttaen lauseita 2.5 ja 2.4

d

Lief ()] = —d—p(pQS[f(t)] —pf(0) = £(0))

— opelf(1)] - de%»:[f(m £ (0),
2IF () = pLlf(1)] — £(0).

Llef(1)] = —dip(pﬁ[f(t)] = J(0)) = =£[f(®)] —pd—pﬁ[f(t)] ja
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Yhtélon Laplace-muunnos on siis

d d
~2p2[£(0)) ~ 7 LU (O] + PRI ~ p Ll (0] = 5,
joka voidaan sieventdd muotoon
d 1 9
@F(p) + ZmF(p) T

Ratkaistavaksi jad ensimmadisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtalo.
1
Kerrotaan yhtilo puolittain lausekkeella el 7T = p 4+ 1. THllsin

d 2
1)—F F(p)=——.
(p+1) i (p) + F(p) i
Yhtalon vasen puoli koostuu tulon derivaatasta, jolloin
d 2
—(F 1) =——.
dp( (p)(p+1)) o
Kun otetaan integraalit muuttujan p suhteen puolittain, saadaan
2 1 1
F(p) == +A , (A vakio),
mista seuraa, ettd
2 1
)= | ——| + Ae .
T =3 {p?’(p + 1)]

Lauseen 3.6 avulla saadaan viimeinen kddnteismuunnos ratkaistuksi, silld
funktiolla (p3(p + 1))~' on kertalukua kolme oleva niikyvii napa pisteessi
p = 0, sekdi yksinkertainen nikyvd napa pisteessi p = —1, jolloin lausei-
den 1.5 ja 1.4 avulla

pt 1 ept
res{se—;O} =’ —t+1 ja res{3—;—1} = —e !
p(p+1) 2 p(p+1)

1 2 2 2
t)=-t*—t+ - — e '+ Ae!
joka on ratkaistavana olleen muuttujakertoimisen differentiaaliyhtilon ylei-

nen ratkaisu.

Siis

Esimerkki 4.4 (vrt. [4, s. 276, teht. 12]). Osoitettava, etti x(t) = (a® +
(b? 4 ¢*) coswt) /w?, missid w? = a® + b + 2, kun tiedetdidn, etti

dez __

» = bz — cy,
3—?; =cxr —az,
dz __ o

p = ay bz
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ja z(0) = 1, sekd y(0) = 2(0) = 0. Otetaan ensin yhtdléryhmén jokaises-
ta yhtalostd Laplace-muunnos puolittain, jolloin sijoittamalla yhtéal6ihin al-
kuehdot saadaan

pela] =1 =bel:] — Lyl

2 = cL[z] —allz],

pElZ] = afly] — b&[x].
Tavoitteena on siis ratkaista £[x], joten ratkaistaan ensin alimmasta yht&los-
ta L£[z], sijoitetaan se ylempiin yht&l6ihin, ratkaistaan £[y] toisesta yhtalosta
ja sijoitetaan se ylimpéadn yhtdloon. Talléin ylin yhtdld voidaan sieventdd
muotoon

ab (cp + ab b? c*p + abe

eli

P’ +a’ B (p* + a?)(a® + b* + 2)
p(p?+ a2+ 0>+ 2)  pp*+a®+ 0>+ A2)(a>+ 0+ c2)

Llz] =

Edelleen funktion x(¢) Laplace-muunnos voidaan sieventdd muotoon

a? 1 b? D
L= 5———=]) (=) +
a?+b2+c2) \p a? + b2 +c2 ) \p*+ (a® + b% + ¢?)

+ ¢ P
a2+b2+02 p2+(a2+b2+02> ’

misté seuraa, ettd

a’ b?
= 2 2 2
x(t) a2+b2+02+a2+b2+02005\/a + b2+ 2t
2
c
+m€08\/&2+b2+02t
a? + (b* + ¢*) coswt

w2

?

kun merkitiin w? = a® + b + ¢*. Viite on nyt todistettu.

Laplace-muunnosta kiytetddn myos osittaisdifferentiaaliyhtéloiden rat-
kaisuun. Tall6in ideana on ottaa Laplace-muunnokset toisen muuttujan suh-
teen alkuperiisesté osittaisdifferentiaaliyhtélosté, jolloin saavutetaan taval-
linen differentiaaliyhtéld. Téméa taas voidaan ratkaista perinteisin differen-
tiaaliyhtaloiden ratkaisumenetelmin. Néin saadaan selville ratkaistavan kah-
den muuttujan funktion Laplace-muunnos, josta kddnteismuunnoksen avulla
saadaan selville vastaus alkuperiiseen ongelmaan.
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Esimerkki 4.5 (vrt. [4, s. 277, teht. 17]). Ratkaistaan funktio u(z,t), kun
tiedetdan, ettéd

Pu  Pu

e te™, missd z,t > 0.
x

Lisdksi tiedetdén, ettd u(x,0) = 0, uy(z,0) = x ja u(0,t) = 1 — e~". Otetaan
differentiaaliyhtéilostd Laplace-muunnokset muuttujan ¢ suhteen puolittain,
jolloin yhtél6 4.3 voidaan kirjoittaa muodossa

(4.3)

d?U 1
p°U(z,p) — pu(z,0) — uy(z,0) — Frh Ee‘x,
kun .
Pu ., d? o
@epdt:@ uepdt.
0 0

Seuraavaksi sijoitetaan saatuun yhtdloon alkuehdot, jolloin saadaan

d2U 1
2 _ —x
pU(m,p)—@—Ee +

joka taas on tavallinen differentiaaliyhtalo, kun kisitellidn muuttujaa p va-
kiona. Vastaavan homogeenisen differentiaaliyhtilon

e
dz?

ratkaisu on U(z,p). = A(p)eP” + B(p)e P*, missd A ja B ovat muuttujan p
funktioita. Liséksi kokeilemalla yksityisratkaisuksi funktiota y = Ce™ 4 Dx
saadaan kertoimiksi C' = (p*(p*> — 1))7! ja D = p~2. Till6in yksityisratkaisu
on U(x,p), = (p*(p* — 1)) '™ + p~2x, misti seuraa

p’U(z,p) = —5 =0

1 1
Ulz,p) =U(z,p)c + Uz, p)p = A(p)e™ + B(p)e ™™ + 21" ‘4 2
Ratkaistaan seuraavaksi kertoimet A ja B. Tayttadkseen lauseen 3.6 oletukset
on loydyttava sellaiset vakiot k ja M, ettd suurella muuttujan |p| arvolla
\U(x,p)| < M|p|~". Tisti seuraa, etti A(p) = 0, koska |eP?| kasvaa rajatta,
kun |p| — oo. Lisiiksi viimeisestd alkuehdosta u(0,t) = 1 — e™" seuraa, etté
U(,p)=1/p—1/(p+1) =1/p(p+ 1), jolloin on oltava

1 1 . pP—p—1
B(p) + = , eli B(p) = ———.
A Ty B i) M Ty
Siis
2
p—p—1 _ 1 B 1 _ B
U xZ, = P4r—— e "+—ax = F(pe P4+ *G(p)+ax K .
( p) p2(p2 _ 1) p2(p2 _ 1) P2 (p) (p) (p)
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Télloin

u(z,t) = f(t —x)H(t —x) +e “g(t) + at,
missd H on Heavisiden funktio, kun otetaan kidnteismuunnokset muuttujan
t suhteen puolittain, jolloin muuttujaa x kohdellaan kuin vakiota. Ratkais-
taan funktiot f ja g kiyttden residylausetta 3.6. Funktiolla F' on nikyvi
kertalukua m = 2 oleva napa pisteessid p = 0, sekd nikyvit yksinkertaiset
navat pisteessid p = 1. Siis

£ = [ip2€pt — pePt — ept:| |:p26pt — pePt — ept:|

dp p?—1 =0 p’(p+1) p=1
pPePt — pept — ept
{ P*(p—1)

_|_

1 =141t — cosht,
p=—1

sek& samoin

(t) {d < ] +{ " ] +{ < ] t + sinht
= | —_ _ = — 1 .
g dpp*—1],, P+, LPE-1],,

Edellisista tuloksista seuraa, etta
u(z,t) = H(t—xz)+(t—x)H(t—x)—cosh(t—x)H (t—x) —te *+e “sinh t+xt,
joka voidaan kirjoittaa muodossa

(i, t) = —te™ + e *sinht + xt kun 0 <t < x,
"l 1+t —ax —cosh(t —x) —te™® + e Tsinht +xt kun t > x.

Tulos voidaan todistaa oikeaksi sijoittamalla se yhtaloon 4.3.

4.2 Integraaliyhtiloista

Integraaliyhtalolla tarkoitetaan yhtalod, joka on muotoa
b

(4.4) Mﬂ—ﬂﬂ+/k@®M@@a

a

missd f ja k ovat tunnettuja funktioita, sekd a ja b ovat joko tunnettuja
vakioita tai muuttujan ¢ funktioita. Funktiota y pyritdan ratkaisemaan. Inte-
graaliyhtéloiden ratkaiseminen Laplace-muunnoksen avulla ei kuitenkaan ole
aina kannattavaa, silld useissa tapauksissa muunnos osoittautuu vaikeammin
ratkaistavaksi kuin alkuperdinen yhtalé. Kuitenkin, jos yhtalé 4.4 on muotoa

mwzﬂw+/%@—@mmMa

on yhtilo konvoluutiotyyppié, jolloin ratkaisu 16ydetdén luonnollisesti hel-
posti konvoluution avulla |5, s. 92].
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Esimerkki 4.6 (vrt. [4, s. 275, teht. 8]). Ratkaistaan integraaliyht&lo

t

y(t) =1+ /xe’”y(t —z)dzr (t>0).

Otetaan Laplace-muunnokset puolittain, jolloin

Lly(t)] = }9 + £ /a:exy(t —z)dx

0
Merkitéén f(z) = xze™*, jolloin konvoluution (lause 3.7) avulla

t

¢ / v y(t — x) dv| = L[h(t)) = £[f(2)|Lly(t)] =

0

Tasta seuraa

(p+1)?

P (p+2)

jolloin residylauseen avulla (lause 3.6) saadaan selville kdénteismuunnos eli
vastaus alkuperdiseen ongelmaan. Muunnoksella on kertalukua m = 2 oleva
nikyva napa pisteessi p = 0, sekd nédkyvi yksinkertainen napa pisteessi
p = —2. Téll6in lauseiden 1.5 ja 1.4 mukaan

Lly®)] =

res{ Sly(1)]e”; 0} = {EM} - 2 +3

dp p+2 4 7
—2t 2 —2t
" e (=241)° e
res{ﬁ[y(t)]ep ) _2} - (_2)2 - 4 )
jolloin
(t)_e_2t+t+3
W= Ty Ty

4.3 Differenssiyhtiloista

Differenssiyhtélolld tarkoitetaan yhtalod, joka sisidltdé ratkaistavan funktion
f(t) siirtymié f(t — a). Tallaisten funktioiden ratkaiseminen Laplace-muun-
noksen avulla on kannattavampaa kuin edelld integraalifunktioiden ratkaise-
minen. Differenssiyhtéloiden ratkaisutapa eroaa differentiaaliyhtdloiden rat-
kaisusta ainoastaan siiné, ettd siirtyméfunktiota muunnettaessa on muistet-
tava, ettd L[f(t —a)] = L[H(t — a)f(t — a)] = e “?F(p), misséd funktio H
on Heavisiden funktio. Ratkaistavat yhtilot voivat myds olla differentiaali-,
integraali- ja differenssiyhtéldiden yhdistelmia.
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Esimerkki 4.7. Ratkaistaan differenssiyht#lo y,—, — y; = t* Laplace-muun-
noksen avulla. Aloitetaan ottamalla Laplace-muunnokset puolittain. Merki-
taan y;_1 = f(t — 1) ja sekid y, = f(t), jolloin vastaavat Laplace-muunnokset
ovat £[f(t —1)] = e PF(p) ja £[f(t)] = F(p). Laplace-muunnoksen méé-
ritelmin mukaan f(t — 1) = 0, jos t < 1. T#ssé tapauksessa y; = —t2
Laplace-muunnoksen avulla ratkaistava yhtilé muuntuu muotoon

d2
e PF(p) — F(p) = (—1)*=—=p*
(p) = F(p) = (=1 el
Téstéd voidaan ratkaista funktio F'(p), jolloin ottamalla kiifinteismuunnos saa-
daan vastaus alkuperéiseen differenssiyhtidloon. Siis

2 2 2 2 2
Flp)=—————=——"——eP - e e |
pler=1)  p* p? p? p?
jossa viimeinen muoto on saatu kehittimélld tekija (e ” —1)~! sarjaksi. Seu-
raavaksi saadaan vastaus kiyttdmalla hyviksi tulosta £[H(t — a)f(t — a)] =
e P F(p) ja lausetta 3.8, jolloin

—t? ,0<t <,
—t2 — (t —1)? , 1<t <2,
FO =3 -2 —(@¢-12—(t-2? ,2<t<3,

Toisin sanoen

f)=—t*—Ht-1)t—-1)?—-H(t—-2)(t—2)>—-H{t—-3)(t—-3)*—....
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