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TIIVISTELMA

Tutkielmassa determinantti méaéritellddn kahdella tavalla, permutatiivisesti
ja aksiomaattisesti. Tutkielma siséltdd kolme lukua. Ensimméisessa luvus-
sa determinantti méadritellddin permutatiivisesti ja toisessa aksiomaattisesti.
Lisdksi toisessa luvussa osoitetaan, ettd edelld mainitut determinantin maéa-
ritelmét ovat keskendin ekvivalentit. Kolmannessa luvussa lasketaan joitakin
determinantteja, kuten Vandermonden determinantti.

Jotta determinantti voidaan méaéritelld permutatiivisesti, luvussa 1 méaéa-
ritellddin muun muassa késitteet sykli, transpositio ja merkki sekd johdetaan
niihin liittyvid lauseita. Luvussa 2 aksiomaattisesti maaritelty determinantti
on n-lineaarinen alternoiva funktio. T&ll6in, kun determinantin méérittelee
aksiomaattisesti, identiteettimatriisin determinantti maaritellidn ykkoseksi.

Tutkielman péadpaino on luvussa 2: determinantti mé&éaritellddn aksio-
maattisesti ensin 2 x 2- ja sitten n X n-matriiseille. Luvussa 2.2 tutkitaan
2 X 2-matriisin geometrista tulkintaa. Determinantin ominaisuuksia johde-
taan aksiomaattisesta ldhtokohdasta luvuissa 2.4-2.6.

Tutkielmassa on kiytetty paaldhdekirjoina Stephen H. Friedbergin teosta
Linear Algebra ja William C. Brownin kirjaa Matrices and Vector Spaces.
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Johdanto

Tama tutkielma késittelee kahta, permutatiivista ja aksiomaattista determi-
nantin méiritelmia sekd niistd johdettuja tuloksia. Jokaiselle neliomatriisille,
jonka alkiot ovat reaali- tai kompleksilukuja, voidaan mééaritelld determinant-
ti, joka on reaali- tai kompleksiluku. On mielenkiintoista, miten paljon yksi
ainoa luku voi kertoa matriisista. Esimerkiksi matriisin kddntyvyys voidaan
padtelld determinantin arvosta. Tulon sédilyminen on yksi térked determinan-
tin ominaisuus. Tadma tarkoittaa sité, ettd jos kahden matriisin tulo on maéa-
ritelty, niin ndiden matriisien tulon determinantti on sama kuin kyseisista
matriiseista erikseen laskettujen determinanttien tulo. Sen sijaan determi-
nantti ei ole lineaarinen transformaatio, silld se ei siilytd yhteenlaskua eiki
skalaarilla kertomista. Toisin sanoen

det(AB) = det(A) det(B),

mutta

det(A + B) # det(A) + det(B) ja det(cA) # cdet(A),

vaikka matriisien A ja B yhteenlasku olisi méaritelty.

Ensimmaisessa luvussa determinantti maéiritellian permutatiivisesti heti
sen jalkeen, kun ollaan ensin maéaritelty permutaatioihin liittyvia késitteita
ja johdettu niihin liittyvid tuloksia. Esimerkiksi kisitteita sykli, transpositio
ja merkki tarvitaan, kun determinantti méaritelldan talla tavalla.

Toisessa luvussa determinantti mééritelldéin kolmella aksioomalla. Luvus-
sa 2.1 madritellddn kasitteitd ja esitetddn tuloksia, joita tarvitaan luvuis-
sa 2.3-2.6. Luvussa 2.2 determinantti mééaritellidn aksiomaattisesti 2 x 2-
matriiseille. Lisdksi luvussa 2.2.2 tutkitaan 2 x 2-matriisin determinantin geo-
metrista sovellusta. T&ssd luvussa huomataan, etté itseisarvo determinantis-
ta vastaa tietylld tavalla maériteltyd suunnikkaan alaa tasokoordinaatistossa.
Luvussa 2.3 determinantti maaritellain aksiomaattisesti n x n-matriiseille ja
luvussa 2.4 huomataan, ettd kyseinen méaéaritelmé on ekvivalentti luvussa 1
esitetyn determinantin méaaritelmén kanssa, kun determinantti mééariteltiin
permutaatioiden avulla. Lisdksi luvuissa 2.4-2.5 kiiydaédn ldpi determinantin
tdrkeimpid ominaisuuksia aksiomaattisesta ldhtokohdasta ja luvussa 2.6 joh-
detaan niin sanottu Cramerin sdidnto yhtdloryhmén ratkaisemiseksi determi-
nanttien avulla.

Viimeisessi eli kolmannessa luvussa lasketaan lisda joitakin determinant-
teja, kuten Vandermonden determinantti.



Tutkielman pédpaino on aksiomaattisesti mééaritellyssd determinantissa:
determinantin ominaisuuksia johdetaan nimenomaan tasta oletuksesta. Mut-
ta toisaalta permutatiivisesti médritelty determinantti tuo lisda syvyytta ky-
seisen késitteen moninaisuuteen.

Tassa tutkielmassa kunnalla F tarkoitetaan reaalilukujen kuntaa R tai
kompleksilukujen kuntaa C. Tutkielma seuraa piiasiassa teoksia [3] ja [1].
Esimerkit ovat kirjoittajan omia, ellei toisin mainita. Jotkin esimerkit on
otettu suoraan lahdekirjasta, koska niitd parempia esimerkkeji on vaikea kek-
sid kyseisen aihealueen takia.

Vaikka determinantti kuuluu lineaarialgebran peruskésitteisiin, esimer-
kiksi Tampereen yliopiston kurssilla Lineaarialgebra I, jolla seurataan ldh-
dettd [2], determinantti méadritellaén tylsisti suoraan sarakekehitelmén il-
man kummempia perusteluja. Tutkielmassa sarakekehitelmé johdetaan de-
terminantin permutatiivisesta ja aksiomaattisesta méaéritelmésta. Lukijalta
odotetaan perustietoja matriisilaskennasta ja lineaarialgebrasta.

1 Determinantin permutatiivinen maaritelma

1.1 Permutaatioista ja niiden ominaisuuksista

Madritelladn aluksi permutaation késite ja johdetaan siihen liittyvié tuloksia,
joita tarvitaan myohemmin téssd luvussa, kun mééritelldin determinantin
kisite sekd johdetaan siihen liittyvid tuloksia. Luvussa 1 viitataan teokseen
[1, s. 155-171], jos ei toisin mainita.

Merkitdén A(n) = {1,2,3,...,n}. Kokoa n oleva permutaatio, n-permu-
taatio, médritellddn seuraavasti.

Méaéaritelma 1.1. n-permutaatio on bijektio 1dhtéjoukolta A(n) maalijou-
kolle A(n).

Otetaan kiyttoon symboli S,, tarkoittamaan joukkoa, joka siséltaa kaikki
n-permutaatiot. Toisin sanoen S,, ={c:A(n)—A(n)| ¢ on bijektio}. Joukkoa
Sy, kutsutaan symmetriseksi ryhmdksi luvun n suhteen.

On helppo laskea, kuinka monta alkiota joukko .S,, sisdltdd. Muodostetaan
bijektio o : A(n) — A(n). Koska A(n) on &irellinen joukko, niin riittda
konstruoida kuvaus o, joka on injektio joukolta A(n) joukolle A(n). Tama
on sallittua siksi, ettd kun ¢ on injektio, niin ¢ on surjektio, silld jokaista
maalijoukon alkiota y € A(n) kohti on olemassa y = o(x) jollakin z € A(n).



Kuvauksen ¢ arvo muuttujan arvolla 1, toisin sanoen o(1), voi olla mika
tahansa joukon A(n) n:std alkiosta. Koska o on injektio, niin kuvauksen
arvolle o(2) on n — 1 vaihtoehtoa (o(1) # o0(2)), kun o(1) on kiinnitetty.
Kun (1) ja ¢(2) on valittu, kuvauksen arvolle o(3) on n — 2 vaihtoehtoa,
kun o(1) # o(3) ja 0(2) # o0(3). Jatkamalla vastaavalla tavalla saadaan
n(n—1)(n—2)---(3)(2)(1) = n! erilaista kuvausta o. Téten S,, on direllinen
joukko, joka sisédltda n! alkiota. Yhtapitavisti voidaan sanoa, ettid on olemassa
tasmalleen n! joukon A(n) erillistd permutaatiota.

Toisaalta on olemassa néppéardmpi tapa ilmaista joukon A(n) permutaa-
tiot. Olkoon o € S,. Oletetaan, ettd (1) = ji,0(2) = ja,...,0(n) = Ju.
Koska o on bijektio, niin A(n) = {ji,...,jn}. Funktio o voidaan esittda nyt

2 X m-matriisina
02(1 2 7?). (1)
J1 J2 - n

Huomautus. Matriisimerkintd (1) ei ole tavanomainen matriisi. Siksi nyt,
koska o on bijektio, niin silld ei ole vilid, missé jarjestyksessd alkio i € A(n)
ja sitd vastaava kuva o(i) € A(n) ovat matriisissa (1). Esimerkiksi

12\ (2 1
J1Je J2 )

Esimerkki 1.4 16ytyy ldhdekirjasta. Esimerkit 1.2 ja 1.3 ovat osittain sa-
moja kuin kirjassa.

Esimerkki 1.2. Joukon S35 permutaatiot voidaan esittdd matriiseina

(123 (123 (123
1=\ 1923) %27 \1392)%3 {21 3)
(123 (123 (123
94=\ 231 )% \{312)% {3 21)"

Esimerkiksi o3(1) = 2, 03(2) =1 ja 03(3) = 3.

Esimerkki 1.3. Joukko S, sisdltdad 24 permutaatiota, ja ne voidaan esittda

matriiseina
/12 34 /1234 /1234
1=\ 19234) %271 243) 9% \1324)



/12 34 /12 34 (123
949=\1342)°P7\1423) 9% 143 ’
/1234 /1234 (123
7=\ o1 34)%% 21 43) %% 231 ’
(1234 /1234 (1234
0={9 341 )79 413)%2 (9 431)
(1234 /1234 (1234
G13=\ 3194 )47\ 37142 /)%57(32714)
(1234 (1234 (1234
916=\ 3941 )" \3412/) %% (3492 1)
(1234 (1234 (1234
G1v=\y4 193 )%=\ 4132 /)°%274213)
12 3 4 (1234 (1234
2=\ 4y 931 ) \4312)/)°274321)
Esimerkiksi 0'13(1) = 3, 0'13(2) = 1, 0'13(3) =2 ja 0'13(4) =4,

Huomataan, ettd n-permutaatiot ovat bijektioita, jotka indeksoituvat &a-
relliseltd n erillistd alkiota sisdltaviltd joukolta vastaavalle n:n erillisen al-
kion joukolle. Olkoon T—={A;,..., A}, jossa Aj,..., A, ovat erillisid. Jos
o € S,, niin o on bijektio joukolta T joukolle 7', kun o(A;) = Ay(;) aina, kun
1 =1,...,n. Edellad esitettyd tapaa kiytetddn monissa yhteyksissd matema-
tiikassa.

Esimerkki 1.4. Olkoon

I3

o O =
O = O
_ o O

3 x 3-identiteettimatriisi. Muodostetaan matriisista I3 kuusi permutaatio-
matriisia ottamalla kaikki mahdolliset permutaatiot matriisin I3 pystyri-
veistd. Tehd&dén asia systemaattisella tavalla ja jaetaan matriisi I3 sarak-
keisiin: I3 = [€;]€z]€3]. Edelli € = {€1, €2, €3} on avaruuden F? kanoninen
kanta. Tamé tarkoittaa sitd, ettd vektorit €, €5 ja €3 muodostavat avaruu-
den F? kannan, kun kunkin pituus on yksi. Olkoon o(€;) = €, joukos-
sa S3, kun € on kanta. Nyt jokainen o € S3 maéarittelee uuden matriisin

4



I(0) = [€s1)|€0(2)|€0(3)]- Kéiyttdmalld samanlaista esitystapaa kuin esimer-
kissd 1.2 saadaan

100 100
I{o)=| 010 |, I(e)=| 00 1],
00 1 010
010 00 1
Io)=| 100 |, I(e)=| 10 0 |,
00 1 010
010 00 1
Ios)=| 00 1 |, I(eg)=| 0 1 0
100 100

Permutaatioden avulla voidaan esittad ytimekkaésti lineaarialgebraan
liittyvid tuloksia. Voidaan esimerkiksi havaita, ettei vektoreiden jarjestyk-
selld ole merkitystd maéériteltiessd avaruuden V' kantaa. Tulos voidaan il-
maista permutaatioden avulla seuraavasti: jokaista o € S, kohti joukko
{au, ..., a,} on avaruuden V kanta jos ja vain jos joukko {at, ;... , @@y}
on avaruuden V kanta.

Koska n-permutaatiot ovat kuvauksia joukolta A(n) joukolle A(n), ne
voidaan aina muodostaa. Voidaan osoittaa, ettd kahden bijektion yhdistetty
kuvaus on edelleen bijektio. Niin ollen kahden mink&d tahansa permutaation
o,7 € S, yhdistetty kuvaus o7 on permutaatio joukossa .5,. Laskettaessa
o7(j) mille tahansa j € A(n) lasketaan ensin 7(j) matriisimerkinnin (1)
mukaisesti ja vasta sen jilkeen o(7(7)).

Esimerkki 1.5. Oletetaan, etté

(1 2345\. (12345
T=\3 4521 )77 (235114

ovat kaksi permutaatiota joukossa S5. Kéyttaméalla matriisimerkintéé (1) saa-

daan
/(123 45\, (12345
T=\51432)127%= 45132/

On huomattava, ettei permutaatioden yhdistetty kuvaus ole yleisesti kom-
mutatiivinen. Huomataan, ettd esimerkissa 1.5 o7 # 70.

Permutaatioiden o, 7 € S,, yhdistetty permutaatio voidaan helposti muo-
dostaa kuvauksien o ja 7 matriisiesityksistd. On myds huomattava, ettei se
ole tavanomainen matriisitulo.



Lause 1.6. a) o(7y) = (07)7y kaikilla o,7,v € S,,.

b) On olemassa sellainen yksikdsitteinen permutaatio I € S, etti ol =
lo = o kaikilla o € S,,.

¢) Jokaista o € S, kohti on olemassa sellainen yksikdsitteinen 7 € S,
etté ot =710 = 1.

Todistus. a)-kohta pitaa paikkansa, silld kuvausten yhdistdminen on assosia-
tiivinen. Nimittédin, kun nyt valitaan mielivaltainen z € A(n), niin

o(my)(x) = o((T)(2)) = o(r(v(x))) = o7(7(x)) = ((o7)7)(2).

b)-kohdan permutaatio I on identtinen kuvaus joukolta A(n) joukolle

A(n). Téaten, kun
(123 m
~\1 23 - n)’

niin
ol — 1 2 3 n 1 2 3 n
Ji J2 J3 Jn 123 n
( 1 2 3 n )
= ) =0
Ji J2 J3 In
ja
j 1 2 3 n 1 2 3 n
123 n Ji J2 J3 In

(1 2 3 ... n)
= S ‘ = 0.
Jir o J2 J3 - Jn

My6s mychemmin téssd luvussa edelld esitetylld matriisilla I tullaan tarkoit-
tamaan identtistd kuvausta joukolta A(n) joukolle A(n).

Kohdan c¢) todistamiseksi valitaan mielivaltainen o € S,,. Nyt 7 on per-
mutaation o kiifinteispermutaatio o~!. Koska o on bijektio, permutaatiol-
la 0 on olemassa kiénteispermutaatio o~ ':A(n)—A(n). Télléin o~ 1(i) = j
jos ja vain jos o(j) = i. Selviisti 0! on permutaatio joukossa A(n) ja

cot=0c"lo=1. O



Kun S on epétyhji joukko ja bindérioperaatio (a, ) — «/3 on laskutoimi-
tus joukossa S eli kuvaus joukolta S x .S joukkoon S, niin tatd kokonaisuutta,
joka toteuttaa lauseen 1.6 ehdot, kutsutaan algebrassa ryhméksi. Nyt lauseen
1.6 perusteella S,, on direllinen ryhmé, jossa kuvausten yhdistdminen toimii
bindérioperaationa.

Koska determinantti tullaan mychemmin mééarittelemaén permutaatio-
den avulla ja jokaiseen permutaatioon liittyy plus- tai miinusmerkki myo-
hemmin esiteltdvin méaritelman mukaisesti, permutaatioiden ominaisuuksis-
ta tarvitaan lisida tietoa. Jotta voidaan ymmaértda, mitd permutaation merkki
tarkoittaa, ensin taytyy maééritelld syklit ja transpositiot.

Maaritelmi 1.7. Olkoon o € §5,,. Télloin permutaatiota o kutsutaan syklik-
si, jos on olemassa sellaiset r erillistd kokonaislukua iy, is, ..., 7, € A(n), etté

a) U(il) = ig, O'(ig) = ig, e ,U(ir—l) = ir ja O'(Z.T) = il,
b) o(j) = j kaikilla j € A(n) \ {i1,..., 0}
Luku r on syklin pituus.

Jos o on sykli, jonka pituus on yksi, niin tilloin ¢ = I. Taméa tapaus ei
ole kovin mielenkiintoinen. Oletetaan, ettd o € S, on sykli, jonka pituus r
on viahintdan kaksi. Talloin o on permutaatio, jonka kiertdvissa osassa on r
erillistd alkiota i, s, . .., 7.. Loput joukon A(n) alkiot kuvautuvat itselleen.

B 6 (12 5 6
91 = 4 )27 6 3 12 )
o 6
3 — 5

Nyt joukossa Sg 01 on kolmen pituinen sykli ja o5 on kuuden pituinen sykli.
Liséksi o3 ei ole itse sykli, mutta se on kahden ja neljin pituisen syklin
yvhdistetty kuvaus, silld

6

5

(123456 1 2
%=\ 213456 1 2

Esimerkki 1.8. Olkoot
3 4
4 5

N — =
— NN O N
D W W W
W = N
= Ot Ot Ut

3 4
6 3

)
4



Olkoon o r:n pituinen sykli joukossa S,,. Oletetaan, ettd r > 1 ja
o(iy) =g, o(iz) =13,...,0(i,_1) =1, ja o(i,) = 1.
Lyhennetaén sitten yhtdlon (1) matriisimerkintédé ja kirjoitetaan tiiviimmin
o= (i1,02,...,0,). (2)
Niin ollen esimerkissd 1.8
o1 =(2,6,4), 05 = (1,6,2,3,4,5) ja 03 = (1,2)(3,6,5,4).

On huomattava, ettei yhtdlon (2) mukainen r:n pituinen sykli (iq,s,...,1,)
ole yksikésitteinen. Selvisti esimerkissa 1.8

o1 =(2,6,4) = (6,4,2) = (4,2,6).
Miaritelma 1.9. Kaksi syklia ovat erilliset (engl. disjoint), jos
{iv,io, o i} N G0, Jos oo s} = ©.
Toisin sanoen o ja 7 ovat erilliset, jos esitystavoilla
(11,02, .., 4r) ja (J1, 925 -« Js)

ei ole yhteisia alkioita.

Esimerkissé 1.8 o3 on kahden erillisen syklin (1, 2) ja (3,6, 5, 4) yhdistetty
kuvaus. Tama pitee yleisestikin paikkansa.

Lauseiden 1.10, 1.13 ja 1.14 todistuksia ei 16ydy ldhdekirjasta.

Lause 1.10. Jokainen permutaatio voidaan esittad jarjestysta vaille yksika-
sitteisesti erillisten syklien yhdistettynd kuvauksena.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla luvun n suhteen.
Tehd&an ensin alkuaskel ja oletetaan, ettd o € S,. Joukon Sy permutaa-

tiot ovat
(1 2\ . (1 2
o1 = 1 2 ja 09 = 2 1 .

Nyt oy voidaan esittdd yhden pituisten syklien yhdistettyna kuvauksena, kun
taas oq on sykli (1,2) = (2,1).



Tehd&éan sitten induktioaskel. Oletetaan, ettid viite pitdd paikkansa jou-
kolle S,,_,,, kun n > m, ja osoitetaan, ettd viite pitdd paikkansa joukolle S,,.
Olkoon ¢ € S,,. Jos ¢ on sykli, niin asia on selvid. Muussa tapauksessa on
olemassa sellaiset 71, ..., 1%,,, etti

:( 2 i )

g 13 - U1 J1 o Jn—m

missi {j1,. -, Jn-m) = (G, s Jh_mt = {1,...,n} \ {i1,...,imn). Télloin o
saadaan yhdistamalla permutaatiot

T . ’1/1 ’1/2 .« e ’I/m jl . e jn_m
— . . . -/ -/
’1/1 ’1/2 .« .. ’I/m jl . e jn_m

L it ds o m J1 o Jnem
t2 %3 b J1oct Jnem

Induktioaskeleen perusteella permutaatio

7_/ — (]1 Tt jn—m)
o Jnem

voidaan esittdd jirjestystd vaille yksikésitteisesti erillisten syklien yhdistet-

ja

tynd kuvauksena. Olkoot 77,..., 7, ndmé syklit. Niitd vastaavat keskendin
erilliset syklit

S ol ot iy .71/ j7/z/—m

k TR Wy [P (N

11 11

missa {j7,..., 70 ) =07, .3 =1{1,...,on}\{i1,...,in) ja
k =1,...,p. Nyt yhdistamaélld syklit 7,...,7, ja v saadaan o, joka on jar-
jestysté vaille yksikésitteinen erillisten syklien yhdistetty kuvaus.

Siis alku- ja induktioaskeleen perusteella viite pitdd paikkansa.

Esimerkki 1.11. Olkoon
—123456789101165
7\ 11 10 1 458726 1
Talloin o = (1,11, 3)(2, 10,9, 6,8) on jirjestysta vaille yksikésitteinen erillis-
ten syklien yhdistetty kuvaus.



Maaritelma 1.12. Syklid, jonka pituus on kaksi, kutsutaan transpositioks:
tai 2-sykliksi.

Lause 1.13. Sykli voidaan aina ilmaista transpositioiden yhdistettynd ku-
vauksena:

(ila i27 ceey Zr) = (7;17 ir)(ila irfl)(ila ir72> te (ila 22)

Todistus. Olkoon ¢ r:n pituinen sykli joukossa S,,. Téll6in, kun r > 2, niin

o . T P S N AR
0:(21,22,...,17):(. . . . .

g 13 Uy U] Uyl ln
_ Z.1 Z.2 T Z'rfl Z.r irJrl T Zn
(2% R 2 N N T N 2
Z.1 Z.2 T 2'1"72 Z.rfl Z.r Z.rJrl T Zn
lp—1 2 - p_2 31 (22 7S N 7
. Z.1 Z.2 Z.3 e Z'rfl Z.r 7;T+1 e Zn
(5SS 7 T T 7S B 2

= (ila Z.r>(i17 irfl)a (7;17 ir72) te (ila 7/2)
Siis véite patee pitdd paikkansa. O

Néin ollen jokainen sykli on transpositioiden yhdistetty kuvaus. Yhdista-
malld lauseet 1.10 ja 1.13 saadaan seuraava lause.

Lause 1.14. Jokainen permutaatio joukossa S, on transpositioiden yhdistet-
ty kuvaus.

Todistus. Lauseen 1.10 perusteella jokainen permutaatio voidaan esittda yk-
sikésitteisend erillisten syklien yhdistettynd kuvauksena. Nyt lauseen 1.13
perusteella jokainen sykli on transpositioiden yhdistetty kuvaus. Niinpé jo-
kainen permutaatio joukossa S,, on transpositioiden yhdistetty kuvaus. [

Identtinen kuvaus I : A(n) — A(n) on minki tahansa transposition
yhdistetty kuvaus itsensi kanssa. Toisin sanoen I = (a,b)(a,b) aina, kun
a,b € A(n). Permutaatioiden esitys transpositioiden yhdistettyna kuvaukse-
na ei ole yksikésitteinen.
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Esimerkki 1.15. Olkoon (5,2,4,3,1) sykli joukossa Sig. Téll6in
(5,2,4,3,1) = (5,1)(5,3)(5,4)(5, 2).

Mutta nyt myds (5,2,4,3,1) = (4,3,1,5,2). Siksi
(5,2,4,3,1) = (4,2)(4,5)(4,1)(4, 3).

Vaikka permutaation esitys transpositioiden yhdistettyna kuvauksena ei
ole yksikésitteinen, on olemassa téirkea lause. Lauseen 1.16 todistus esitetdan
tutkielmassa hieman tarkemmin ja riisutummin kuin ldhdekirjassa. Lisdksi
lauseen 1.18 todistusta ei 10ydy ldhdekirjasta.

Lause 1.16. Olkoon o € S,,. Jos o on parillismddrdisen transpositioiden yh-
distetty kuvaus, niin tdlléin kun o esitetddn jonain muuna transpositioiden
yhdistettynd kuvauksena, se sisdltdd aina parillisen mddrd transpositioita.
Vastaavasti, jos o on paritonmddrdisen transpositioiden yhdistetty kuvaus,
nin talloin kun o esitetddn jonain muuna transpositiotden yhdistettynd ku-
vauksena, se sisdltdd aina aina parittoman mddaran transpositioita.

Todistus. Olkoot X1, Xs, ..., X, € R. Maéritelladn muuttujien
X1, Xo, ..., X, mdarddméa polynomi P:

P(X1,Xs,.... X,) = [[(Xi = X)). (3)
i<j
Tulo kasittdd kaikki erotukset X; — X, kun 1 <4 < j < n. Méiritelladn
sitten jokaista o € S, kohti, ettd

0(P) = P(Xo(), Xo2), -+ Xow) = [ [ (X — Xoi)- (4)
i<j
Nyt siis ¢(P) on permutaatio polynomista P. Osoitetaan, ettd o(P) = £P
aina, kun o € 5, .

Oletetaan, ettd o = (p, q) on transpositio joukossa S,. Oletetaan liséksi,
ettd 1 < p < ¢ < n. Osoitetaan, ettd o(P) = —P. Huomataan, ettd o(P)
on saatu polynomista P vaihtamalla lukuja X, ja X,. Nyt siis o(P) ja P
eroavat toisistaan lukujen X, ja X, perusteella. Listataan edelld mainitut
polynomin P tekijat, jotka sisdltavit joko luvun X, tai X,. Listataan ensin
tekijét, joissa on X:

X~ X Xo— Xy Xyt — X, (5)
Xp_Xp-f—l)“‘aXp_Xq—l) (6)
X, — Xons s Xy — X, (7)
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Listataan sitten tekijat, joissa on X,:

X1 — X Xo— Xy X1 — X, (8)
X1 — Xgr s Xgor — X, (9)
Xy — Xgi1, - Xy — X, (10)

Liséksi polynomissa P on tekijé, joka sisdltdd sekd luvun X, ettd X, nimit-
tain tekiji X, — X,.

Kun nyt muutetaan luku X, luvuksi X, huomataan, ettd rivien (5) ja
(8) seké rivien (7) ja (10) muutokset kompensoivat toisensa. Ainoa muutos
tapahtuu riveilld (6) ja (9). Koska sekd rivilld (6) ettéd (9) on

(¢—1)—(p+)+1=qg—p—1
tekijad, niin
o(P) = (—1)2erU+lp_ _p (11)

Ollaan siis osoitettu, ettd yksittdinen transpositio vaihtaa polynomin P mer-
kin.

Oletetaan sitten, ettd 7 = 7175 - - - 73, on permutaatio joukossa S, kun 7;
on transpositio ja 1 < i < m. Nyt yhtélossd (4) mééritellyn permutaation
perusteella

T(P) = P(XT(l)a XT(2)7 . ,XT(m)) == H(XT(Z) - XT(])) (12)

i<j
Jos m on parillinen, niin yhtélon (11) perusteella

T(P)=mnTyT(P) = 1172+ Tp1 (= P)
=n7(P)=n(-P)=—(-P)=PF.

Jos taas m on pariton, niin yhtélén (11) perusteella

T(P) =7y Tn(P) =772 Tyo1(—P)
=nn(=P) =n(P)=-P.
Olkoon r parillinen kokonaisluku ja olkoon s pariton kokonaisuluku. Téll6in
T T (P)=P# —P=mnm1y- 75(P),
aina, kun P # 0.

Siis véite pitda paikkansa. O
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Maaritelma 1.17. Permutaation o € S, sanotaan olevan parillinen, jos o
saadaan yhdistettynd kuvauksena, jossa on parillinen méaéri transpositioita.
Permutaation o € §,, sanotaan olevan pariton, jos o saadaan yhdistettyna
kuvauksena, jossa on pariton méira transpositioita.

Lauseet 1.14 ja 1.16 takaavat sen, ettd jokainen permutaatio on joko pa-
rillinen tai pariton, muttei molempia. On huomattava, ettd identtinen ku-
vaus [ on parillinen, koska I = (a,b)(a,b) aina, kun a,b € A(n). Toisaalta
transpositio (a,b) on aina pariton.

Lause 1.18. a) Kahden parillisen permutaation tulo on parillinen.
b) Kahden parittoman permutaation tulo on parillinen.

¢) Parillisen ja parittoman permutaation tulo on pariton (tai parittoman
ja parillisen permutaation tulo on pariton).

Todistus. a) Olkoot 0,7 € S,,. Oletetaan, ettd sekd o ettd 7 voidaan esittda
parillismaédraisené transpositioiden yhdistettyna kuvauksena. Talléin o ja 7
sisaltavat p = 2m transpositiota, kun m = 1,2,3... Nyt permutaatioden o
ja 7 yhdistetyssd kuvauksessa on p + p = 2m + 2m = 2 - 2m transpositiota.

b) Olkoot 0,7 € S,. Oletetaan, ettd sekd o ettd 7 voidaan esittda pari-
tonmédraisend transpositioiden yhdistettynd kuvauksena. Talléin o ja 7 si-
siltaviat p = 2m + 1 transpositiota, kun m = 0,1,2... Nyt permutaatioden
o ja 7 yhdistetyssd kuvauksessa on p+p =2m+1+2m+1=202m+ 1)
transpositiota.

c¢) Olkoot 0,7 € S,. Oletetaan, ettd o voidaan esittaa parillismaériisena
transpositioiden yhdistettynd kuvauksena ja 7 voidaan esittdd paritonméa-
rdisend transpositioiden yhdistettynd kuvauksena. Talloin o sisdltda p = 2m
ja 7 sisdltda r = 2m + 1 transpositiota. Nyt permutaatioden o ja 7 yhdistet-
tyssa kuvauksessa on p+r =2m +2m +1=2-2m + 1 transpositiota. [

Maiégritelm& 1.19. Olkoon o € S,. Permutaation o merkki, sgn(o), mééri-
telldan:

sgn(o) = 1 jos o on parillinen,
& | =1 jos o on pariton.

Kun o vaihtelee joukossa S, merkki sgn(o) méérittelee funktion
sgn(x) : S, — {—1,1}.
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On huomattava, ettd sgn(/) = 1 ja sgn((a,b)) = —1 aina, kun a # b joukossa
A(n). Palataan seuraavaksi esimerkkeihin 1.2 ja 1.3.
Esimerkit 1.20 ja 1.21 loytyvét ldhdeteoksesta.

Esimerkki 1.20. Jaetaan joukossa S3 kukin permutaatio transpositioihin:

oy = I; siksi sgn(oy) = 1,

o9 = (2, 3); siksi sgn(oy) = —

o3 = (1,2); siksi sgn(o3) = —1,

o4 = (1,2,3) = (1,3)(1,2); siksi sgn()
2)(1,3)

L,
1

= (1,3,2) = (1,2)(1, 3); siksi sgn(os)
o6 = (1, 3); siksi sgn(aG) =—1.

3

Esimerkki 1.21. Joukossa S, permutaatioiden transpositioihin jako antaa
seuraavat merkit:

sgn(o1) =1, sgn(og) =1, sgn(oy7) =1,
sgn(og) = —1, sgn(oyy) = —1, sgn(os) = —1,
sgn(os) = —1, sgn(oy1) = —1, sgn(oyg) = —1,
sgn(og) =1, sgn(oz) =1, sgn(oy) =1,
sgn(os) =1,  sgn(o) =1,  sgn(og) =1,
sgn(og) = —1, sgn(oy) = —1, sgn(oe) = —1,
sgn(o7) = —1, sgn(oys) = —1, sgn(ogs) = —1,
sgn(og) =1, sgn(o) =1, sgn(o) = 1.

1.2 Determinantin permutatiivinen méaaritelmé ja omi-
naisuuksia

Nyt, kun permutaatiot ja niiden ominaisuudet on mééritelty, itse determi-
nantti voidaan maéaaritelld. Téassd tutkielmassa merkinnalld M,,., tarkoite-
taan kaikkien n x n-matriisien joukkoa, kun matriisin alkiot ovat kunnasta
F.

Maéritelma 1.22. Olkoon A = (a;;) € M, «,. Talloin matriisin A determi-
nantti, merkitdin det(A),

det Z Sgn alo(l A25(2) * * * Ano(n)-

oES,

Symboli )~ . tarkoittaa n! eri permutaatiolausekkeen
Sgn(a)ala(l)a2a(2) ©r Opg(n)
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summaamista yhteen joukossa S,. Kun A € M, ., niin det(A) médrittelee
funktion det(A) : M, x, — F. On huomattava, ettd det(A) on madritelty vain,
kun A on neliomatriisi. Muilla kuin neliomatriiseilla ei ole determinanttia.

Esimerkki 1.23. Olkoon

a1 G122 aA13 Q14
A G21 Q22 A23 (24
31 Aaz2 (33 (a34
A41 Q42 Q43 Q44

Nyt joukko Sy sisédltdd 24 permutaatiota oy = I, 09, ..., 094, jotka listattiin
esimerkissd 1.3. Niiden permutaatioiden merkit sgn(o;), kun ¢ = 1,...,24,
laskettiin esimerkissd 1.21. Maaritelmésta 1.22 seuraa, etta

det(A) = Sgn(f)a11a22a33a44 + Sgn(ag)a11agza34a43 + Sgn(ag)a11a23a32a44
04)61116123@34@42 + Sgn(05)a11a24a43a32 + Sgn(06)a11a24a33a42
+ 8gn(07)a12021a33044 + 5gN(08)A12021a34043 + 5gN(T9)A12023031A4s
010) 12023034041 + SEN(011)A12031 043032 + SgN(012)A12024033041
( (015)6113@22@31@44
( (018)6113@24@32@41
019)a14a21a32a43 + sgn(dzo)a14a21a33a4g + sgn(agl)a14agga31a43
+ sgn(02)a14a2a33a41 + 5gN(023)A14023031 a2 + SEN(024) A 14023032041

= 11022033044 — Q11022034043 — Q11023032044 + Q11023034042 + Q11024043032

013) 13021432044 + SEN(014) Q13091 A34042 + SN

016) 13022034041 + SEN(017) 13024031042 + SN

— Q11024033042 — (12021033044 + Q12021034043 + Q12023031044 — Q12023034041
— (12031043032 + Q12024033041 + Q13021032044 — 013021034042 — Q13022031044
+ @13G22034041 + Q13024031042 — 13024032041 — (14021032043 + 14021433042

+ A14G22031043 — (14022033041 — (14023031042 + A14023032047 -

On huomattava, ettd matriisin A determinantti on summa kaikkien mah-
dollisten matriisin A alkioiden sellaisista tuloista, ettd kustakin rivistd ja
sarakkeesta on otettu vain yksi alkio. Jos determinantin muodostaa suoraan
médritelmén avulla, sen laskeminen on hyvin raskasta ja hankalaa silloinkin
kun n on pieni. Jos n = 4, niin determinantin det(A) laskemiseksi tdytyy
summata yhteen 4! = 24 eri permutaatiolauseketta. Jos taas m = 5, niin
determinantin det(A) laskemiseksi tdytyy summata yhteen 5! = 120 eri per-
mutaatiolauseketta. Myohemmin tullaan huomaamaan, ettd on olemassa pa-
rempia ja nopeampia tapoja muodostaa determinantti kuin laskea suoraan
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méadritelméan avulla. Seuraava lause on yksinkertainen seuraus tastd méari-
telmésta.

Lause 1.24. Olkoon A € M,,«,,.
a) Jos matriisissa A on nollarivi tai -sarake, niin det(A) = 0.

b) Jos A on yli- tai alakolmiomatriisi, niin det(A) on diagonaalialkioiden
tulo.

Todistus. a) Mééritelmén 1.22 mukaan det(A) on kaikkien mahdollisten mat-
riisin A alkioiden permutaatiolausekkeiden summa. Kutakin permutaatio-
lauseketta vastaa tietty merkki sgn(x), kun jokaisesta rivistd ja sarakkeesta
on otettu tdsmilleen yksi alkio. Téten, jos matriisissa A on nollarivi tai
-sarake, niin jokainen méaaritelméan 1.22 mukainen permutaatiolauseke on nol-
la. Niinpé det(A) = 0.

b) Todistetaan viite alakolmiomatriiseille. Todistus ylidkolmiomatriiselle
menee vastaavasti. Oletetaan, ettd A on alakolmiomatriisi. T&ll6in

a1 0 0 s 0

21 Q929 0 s 0
A=

Ap1 Qpy - - cee Apn

Todistetaan, ettd det(A) = ajjass - - - apy,. TAmA tulos on suora seuraus mad-
ritelméstd 1.22. Oletetaan, ettd o € S,. Jos o(1) # 1, niin a1,y = 0, koska
A on alakolmiomatriisi. Taten ainoat maaritelman 1.22 permutaatiolausek-
keet, jotka voivat olla erisuuria kuin nolla, ovat ne, joissa o(1) = 1. Nyt, jos
o(1) =1, niin 0(2) # 1. Jos ¢(2) > 2, niin ag,(9) = 0, koska A on alakolmio-
matriisi. Niin ollen ainoat nollasta eroavat permutaatiolausekkeet ovat ne,
joissa o(1) = 1 ja 0(2) = 2. Jatkamalla vastaavalla tavalla eteenpéin huo-
mataan, ettid on olemassa ainoastaan yksi nollasta eroava permutaatiolause-
ke, nimittdin permutaatiolauseke, joka vastaa identtistd kuvausta I. Niinpa
det A = aj1a92 - -+ App- 0

On syyté korostaa eriisti lauseen 1.24 b)-kohdan erikoistapausta. Merki-
taan, ettd Diag(dy, . ..d,) on n x n-diagonaalimatriisi, jossa alkio (7,7) on d;
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kaikilla 2 = 1, ..., n. Néin ollen

d 0 0 --- 0

_ 0 dy 0 - 0
Diag(dy, ...,d,) = .. ) .
0 0 - --- d,

Lauseesta 1.24 seuraa, ettd det(Diag(dy,...,d,)) = dids---d,. Esimerkiksi
identiteettimatriisin determinantti det(/) = 1 aina, kun n > 1.

Seuraava lause osoittaa, ettd det(A) on riviensi suhteen multilineaarinen,
n-lineaarinen funktio. Olkoon A = (a;;) € M,xy. Oletetaan, ettd matriisilla
A on riviositus

Ry
Ry
A= :
R,
Tassd R; = [an, @iz, ..., a;m] € Mix, kaikilla 1,... n. Matriisi A voidaan
my6s osittaa riveiksi niin, ettd A = (Ry;...;R,), missd puolipisteet ovat
pilkkujen sijasta muistuttamassa siitd, ettd Ry, ..., R, ovat matriisin A rive-
ji. Matriisi A voidaan nyt kirjoittaa:
Ry
R
A= . :(Rlst---;Rn)-
R,

Esitetddn sitten edelld mainittu lause determinanteista.
Lause 1.25. Olkoon A = (a;;) = (R1;...; Ry) € Myxn.
a) Talloin jokaista x € F kohti ja kaikilla i =1,...,n
det((Ry;...; Rio1; 2Ry Riva; .. s Ry)) = x - det(A).

b) Oletetaan, etti jollakin i € {1,...,n} R; = b+ ¢, kun b,c € Mjy,.
Tdlloin

det(A) = det((Ry;...; Ri1;b; Riya; .. s Ry))
+det((Ry;...; Riz1; ¢ Rivr; .. s Ry)).
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Todistus. Molemmat lauseen 1.25 kohdat seuraavat suoraan determinantin
maaritelmasta.
a) Tiedetddn, etti

aix Q12 - Qi
(R1§ R Ry Ry Rn) = Ta; Ty -t Tl
Qn1 Ap2 - Ann

Niinpa
det((Ry;...; Ri1;2R;; R .. Ry))
= Z Sgn(d)amu) - 'a(iq)a(z;l)(mia(z’))a(iﬂ)a(iﬂ) *lpg(n)

gESy

=z Z SEN(0)A15(1)20(2) * * * Ano(n) = T det(A).

UGSn

b) Oletetaan, etti jokin matriisin A rivi R; on kahden rivivektorin b ja ¢
summa, kun b, ¢ € M;,. Olkoon b = (by,...,b,) jac= (cq,...,c,). Télloin
Ri = (aﬂ,...,am) = b—f—CZ (b1+01,...,bn+cn) ja

ai1 Q12 ce A1p
A= b1+01 bg"‘CQ bn—l-Cn
an1 Ap2 Tt Qpn
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Niinp#

det(A) =

Z sg1(0)a15(1)A20(2) * ** Ana(n)

O'ESn

Z Sgn(a)ala(l) - 'ai—la(i—l)(ba(i) + Ca(i))a(i+1)a(i+1) ** Gno(n)
oES,

Z Sgn(a)ala(l) Qi 10(i-1) Do (i) A4 1)o (i41) T *  no(n)
oES,

+ Z SgN(0)A6(1) = * * Qi—10(i—1)Co(i)A(i+1)0(i+1) * * * Cno(n)
UGSn

det((Ry;.. . Ri1;b; Rivas ... Ry))
+det((Ry;...; Ri—1;¢; Rivq; .. s Ry)).

O

Kun matriisin A rivit rivid ¢ lukuun ottamatta kiinnitetddn, lauseesta
1.25 seuraa, ettd determinantti on lineaarinen funktio matriisin A rivin i
suhteen. Multilineaarisiksi, n-lineaarisiksi funktioiksi kutsutaan n:n muuttu-
jan funktioita, jotka ovat lineaarisia funktioita jokaisen muuttujan suhteen
aina, kun loput muuttujat ovat kiinnitetty. Determinantti det((Ry;...; R,))
on tyypillinen esimerkki multilineaarisista funktioista.

Esimerkki 1.26. Olkoon

-3 11
=)

Talloin det(A) = —3 -5 —4 - 11 = —59. Toisaalta

(

—3 11\ [ -2-3+3-1 —2-(=1)+3-3
4 5 )7 4 5 '

Nyt lauseesta 1.25 seuraa, ettd

—6 2 39
—59:det(A):det( 4 5)+det(4 5)

3 —1 13
=—2det<4 . )+3det(4 5):—2-19+3-(—7).
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Lausetta 1.25 ei saa tulkita vaérin. Lause ei tarkoita, ettd funktio
det(*) : Myxp — F

olisi lineaarinen transformaatio. Nimittdin determinantti det () ei sdilyté yh-
teenlaskua eikd skalaarilla kertomista.

Lause 1.27. Olkoon A = (a;;) = (Ry;...; Ry) € Myxy,. Jos R; = R; joillakin
arvoilla i # j, niin det(A) = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd R; = R, joillakin arvoillad # j, kun 1 <17 < j <n.
Matriisin A determinantti

det(A) = > 5gn(0)a101) - Gio(i) * -~ Ajo(s) * * Ano(n)- (13)

O'ESn

Pitd4 osoittaa, ettd yhtélon (13) permutaatiolausekkeiden summa on nolla.
Taytyy osoittaa, ettd yhtélossd (13) jokaista permutaatiolauseketta kohti on
olemassa merkkié sgn(*) vaille tdsmilleen samanlainen jokin toinen permu-
taatiolauseke.

Kiinnitetddn o € S, ja olkoon 7 transpositio 7 = (o(i),o(j)). Télloin
To € S,. Késitelladn yhtdlon (13) kahta permutaatiolauseketta

sgn(0)a16(1) * ** Gio(i) "+ * Ajo(j) * * Ano(n) JA (14)
Sgn(TU)alTU(l) T aifa'(z') e a’jTU(j) e a”nTU(TL)' (15)
Koska R; = R; , niin Giros) = Gis(j) = jo(j) JA jro() = Gjoli) = Gio(i)-

Niinpé jotkin ristikkaistekijat kaavariveilla (14) ja (15) ovat samoja. Jos p €

o(j). Voidaan pédtelld, etta

alo(l) o a'io(i) o ajo(j) e a'na(n) - a’lTU(l) e a'iTa'(i) o ajTO’(j) o am’a’(n)‘

Koska 7 on transpositio, niin sgn(70) = —sgn(o). Niinpi permutaatiolausek-
keet kaavariveilld (14) ja (15) kumoavat toisensa.

Oletetaan sitten, ettd ¢ on permutaatio joukossa S, \ {o,70}. Nyt huo-
mataan, ettd permutaatioiden ¢ ja ({(7),((j))¢ indeksit eroavat kaavariveilla
(14) ja (15) esitettyjen permutaatioiden indekseisté. Sitten edetiin samalla
tavalla, kun permutaatioiden o ja 7o tapauksessa. Kun p = (¢(), ((j)), niin
saadaan, etti

sgn(pC)A1pc(1) * ** ipg(i) " Wipc(s) " Onpc(n)
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kumoaa lausekkeen

Sgn(oalC(l) T Qig(i)  Age(s) T And(n)-

Vastaavalla tavalla etsitddn loput n! — 4 permutaatiota, kunnes on kiyty lapi
kaikki permutaatiolausekeparit, jotka kumoavat toisensa.
Siis viite pitda paikkansa. O

On syyté alleviivata, ettd lauseiden 1.25 ja 1.27 ehdot yhdessi sen kans-
sa, ettd det(]) = 1, karakterisoivat yksikésitteisesti determinantin. Tama&
tarkoittaa sitd, ettd voidaan osoittaa, ettd jos f : M, «, — F on funktio, joka
toteuttaa lauseiden 1.25 ja 1.27 ehdot sekd f(I) = 1, niin f(A) = det(A)
kaikilla matriiseilla A € M,, ..

Determinantin ominaisuuksia voidaan johtaa permutatiivisen determi-
nantin madritelmén avulla, ks. esimerkiksi [1, s. 170-195]. Sen sijaan, ettd
determinanttiin liittyvid tuloksia johdettaisiin permutaatioiden avulla, lu-
vussa 2 maaritelladn determinantti kolmen aksiooman avulla ja tullaan huo-
maamaan, ettd tilla tavalla maaritelty determinantti on ekvivalentti permu-
tatiivisesti médritellyn determinantin kanssa. Edelld mainitun lisiksi luvussa
2 kasitelladn determinantin ominaisuuksia aksiomaattisesta ldhtokohdasta.

2 Determinantin aksiomaattinen maaritelma

Téassa luvussa determinantti méaritellian aksiomaattisesti 2 X 2- ja n X n-
matriiseille. Liséksi johdetaan tuloksia ndiden mééritelmien perusteella. Kun
oletetaan, ettd n x n-matriisin alkiot kuuluvat kuntaan F, ja kun n > 2, niin
tille n x n-matriisille voidaan aina mééritelld skalaari (kolmen aksiooman ole-
tuksesta), jota kutsutaan determinantiksi. Lukija voi ymmértaa paremmin,
mitd determinantin aksiomaattisella méaaritelmélla tarkoitetaan, kun késitel-
ladn ensin erikoistapauksena 2 x 2-matriisin determinantin aksiomaattinen
méadritelmé ja tutkitaan sen geometrista sovellusta.

Ensimmaisessd alaluvussa maééritellddn késitteitd ja esitetdén sellaisten
lauseiden tuloksia, joita tarvitaan alaluvuissa 2.3-2.6. Ellei toisin mainita,
tassd luvussa seurataan teosta |3, s. 171-200].

2.1 Valmistelevia tarkasteluja

Téassa luvussa médritellddan alkeismuunnokset ja alkeismuunnosmatriisit ja
esitetddn tirkeitd matriisin asteeseen liittyvid tuloksia, joita tarvitaan, kun
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todistetaan determinanttiin liittyvia lauseita. Maaritelmat 2.1 ja 2.2 I6ytyvét
kirjasta [2, s. 14 ja s. 50].

Maaritelma 2.1. Matriisilla A on kolme erilaista alkeismuunnosta:

1. kun matriisin A kaksi rivid vaihdetaan keskenéén,
2. kun matriisin A jokin rivi kerrotaan nollasta eroavalla vakiolla,

3. kun jokin matriisin A vakiolla kerrottu rivi lisdtdéan johonkin toiseen
matriisin A riviin.
Maaritelma 2.2. n x n-matriisia F kutsutaan alkeismuunnosmatriisiksi, jos
se on saatu yhdella alkeismuunnoksella n x n-identiteettimatriisista 1.

Maiédritelmé 2.3. Matriisin A aste rank(A) on matriisin lineaarisesti riip-
pumattomien rivien lukumaéara.

Voidaan osoittaa (ks. esim. [2, s. 195]), ettd yhtapitdva mééritelma saa-
daan tarkastelemalla sarakkeiden lukuméaaraa.

Lause 2.4. Olkoon A € M,,.,,. Tdalléin
rank(A") = rank(A).

Todistus. Ks. [3, s. 138]. O
Lause 2.5. Jokainen kddantyvd matriisi A on alkeismuunnosmatriisien tulo:
A=F,FE, 1---E.

Todistus. Ks. [3, s. 139]. O

Lause 2.6. Olkoot A ja B sellaisia matriiseja, ettd niiden tulo AB on mdd-
ritelty. Talloin

rank(AB) < rank(A) ja rank(AB) < rank(B).

Todistus. Ks. [3, s. 139-140]. O
Lause 2.7. Matriisi A € M,y on kddntyvd jos ja vain jos rank(A) = n.
Todistus. Ks. [3, s. 132]. O

Lause 2.8. Olkoon Ax = b yhtdléryhmd, jossa on n yhtdléd ja n muuttujaa.
Tallgin matriisi A on kddntyvd jos ja vain jos yhtdloryhmdlld Ax = b on
yksikdsitteinen ratkaisu

x=A"b
Todistus. Ks. [3, s. 152]. O
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2.2 Aksiomaattinen 2 x 2-matriisin determinantti
2.2.1 Determinantin mairitelma 2 x 2-matriiseille

Maéritelma 2.9. Olkoon A = (a;;) € Mayo. Téll6in matriisin A determi-
nantts det(A) = a11Q92 — A12021.

Kirjoitetaan matriisi A riveittdin

A
A— (1)) :
(A@)

ja merkitdan sen determinanttia

det A )
Ap)
Lause 2.10. Olkoon A € Msyo. Tdlloin matriisin A determinantti toteuttaa

seuraavat ehdot:

a) Determinantti on lineaarinen funktio molempien rivien suhteen aina,
kun toinen rivi on kitnnitetty. Tdamda tarkoittaa sitd, ettd

cAny + Al ) (A . Al
det M) =cdet [, ) +det (D
‘ ( A e “\Ap)

A A A
det (1) — cdet (1))+dt(())
’ (CA<2> + Ab)) o (A@) o\

kaikilla kunnan F skalaareilla c.

ja

b) Jos matriisin A € Mayo rivit ovat identtiset, niin det(A) = 0.
c) Jos I on 2 x 2-identiteettimatriisi, niin det(I) = 1.

Todistus. Kaytetddn kuhunkin kohtaan méaaritelmaa 2.9.
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a) Olkoot A(l) = (an Cl,lg) ,A?l) = (a’n 61/12) ja A(Q) = (Cl,gl a,22). Tal-

16in
(A A0 g (o0 o )

A(Q) 91 a22
= (cay; + aln)am — (cayz + a/12)a21

/ /
= c(a11022 — a12a21) + (a],a22 — a5a91)
! !
a1 Q12 a a
= cdet +det [ M 12
Q21 A22 Q21 A22

Al
= cdet (ﬁ”) + det ( (1)) .
(2) Ag)
Samanlaisella paattelylla voidaan osoittaa, ettd determinantti on lineaarinen

my0s toisen rivin suhteen.
b) Jos matriisin A rivit ovat identtiset, niin

@11 A2
A= .
a1 a2

Niinpé det(A) = ajja1a — arza1; = 0.

c¢) Koska
10
=0 7);

Seuraava lause osoittaa, ettd lauseen 2.10 ominaisuudet karakterisoivat
vksikésitteisesti edelld maaritellyn determinantin.

niin det(/) =1-1—-0-0=1.
0

Lause 2.11. Olkoon 0 : Myys — F mikd tahansa funktio, jolla on seuraavat
ominaisuudet:

a) 6 on lineaarinen molempien rivien suhteen aina, kun toinen rivi on
kiinnitetty,

b) jos matriisin A € Mayo rivit ovat identtiset, niin §(A) =0,
¢) jos I on 2 X 2-identiteettimatriisi, niin 6(1) = 1.

Tdlloin 6 = det. Toisin sanoen 0(A) = ajyase — ajag; aina, kun A € Mayys.
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Todistus. Olkoon I 2 x 2-identiteettimatriisi, ja olkoot

10 0 1 . 0 1
R O R

Nyt ehdon b) perusteella 6(M;) = §(Mz) = 0. Todistetaan ensin, etti
d(Ms) = —1. Nyt kdyttamalld ehtoja a) ja b) kaksi kertaa sekii ehtoa c)
kerran saadaan, etti

i )Y
(1))

:5(07{1 130)”(031 1i0)
=i 0)=o( )+ 1)+ (o)

= 5(]) + 5(M1) + 5(M2) + 5(M3)
=1+0+4+0+35(Ms).

Niinpéd 6(M3) = —1.
Toisaalta, koska d on lineaarinen molempien rivien suhteen aina, kun toi-
nen rivi on kiinnitetty, niin

a1 0 . a - 1 0 . 1 0 0 0
(5 )= (0 )=o) <16 )
1 0 10
= a110 (0 a22) = a11G220 (O 1) .

Vastaavanlaisella paittelylla saadaan

ai 0 . 1 0 0 a192 - 0 1
o (a21 0> = a11a210 (1 0> , 0 (0 a22) = 120220 (O 1)

ja



Olkoon nyt A 2 x 2-matriisi, jonka alkiot ovat mielivaltaisia kunnan F
alkioita. Talloin kohtien a), b) ja ¢) perusteella

5(A) = (an 212) iy (a1;+ 0 0 —Cil— a12)
Qo1 Q22 21 22
0 a
Q22 a1 Q22
T 412
O—l—a21 CLQQ"‘O O+a21 CL22+0
a1 app 0O 0 a 0 a2
(5 o) oo o)+ o o) +o e )
0 1 0 01 0 1
= 110220 (O 1) + a11a9210 (1 O> + a12a920 (O 1> 120210 (1 O>

= ana - 0(1) + ar1a91 - (My) + argass - 6(Ms) + ara9; - §(Ms3)
= anag(l) + a11a21(0) + a12a92(0) + aroas (—1)
= a11Q92 — Q12021 = det(A)

4]

I
(o)

I
(=%

Niinpé ¢ = det. O

2.2.2 Suunnikkaan ala

Tarkastellaan sitten 2 x 2-matriisin determinantin geometrista tulkintaa. Tul-
laan huomaamaan, etta tietylla tarkkuudella determinantin etumerkista voi-
daan paéitelld, miten suunnikas on sijoittunut tasokoordinaatistoon.

Lahdekirjassa kahden vektorin vilinen kulma méaéritelladn epdmaaraisesti
ja huolimattomasti.

Kahden vektorin villinen kulma 0 mééritelldan sisdtulon avulla [2, s. 213].
Talloin 0 < 6 < 7. Kiésitelladn téssd alaluvussa sellaisia vektoreita, jotka
saavat alkunsa origosta.

Kisitellddin jirjestettydi kantaa 8 = {u,v} avaruudessa R? missi u =
(a1,a2) ja v = (by, by). Merkitain determinanttia

det (u>
v
a2
det (bl b2> ,
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ja médritellddn, ettd jarjestetyn kannan [ reaaliarvoinen suunnistus (engl.
orientation)

o, =ﬂ (16)
)

Koska vektorit u ja v muodostavat avaruuden R? kannan, yhtélon (16) oi-
keanpuoleisen termin osamairdn nimittdja on erisuuri kuin nolla. Niinpa sel-

vasti
()(“) = +1.
v
On huomattava, etta

06ﬁ21 ia O(ﬁ):—L
€ —€3

kun e; on kantavektori (1 O) ja es kantavektori (O 1).

Mééaritelma 2.12. Koordinaatisto {u, v} on oikeakdtinen, jos

o(g) 1

Maiaritelma 2.13. Koordinaatisto {u, v} on vasenkdtinen, jos

Kuvat 1 ja 2 havainnollistavat mééritelmia 2.12 ja 2.13.

Nyt miké tahansa jirjestetty joukko {u,v} avaruudessa R? méérittelee
suunnikkaan alan seuraavalla tavalla. Kun vektorit w ja v alkavat origosta
tasossa R?, niin w ja v miirdivit suunnikkaan, jossa ne ovat suunnikkaan
vierekkéiset sivut. On huomattava, etté jos joukko {u, v} on lineaarisesti riip-
puva, toisin sanoen jos u ja v ovat samansuuntaisia, niin ndiden maaraaméa
suunnikas on suora, jonka ala on nolla.

Sovitaan, etté jos joukko {w,v} on lineaarisesti riippuva, niin

o(';j) =
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Ay

- X
u \

Kuva 1: Oikeakitinen koordinaatisto.

Ay

Kuva 2: Vasenkatinen koordinaatisto.

Vektoreiden u ja v madrddman suunnikkaan alan
()
v
det <u)
v

valilld on mielenkiintoinen yhteys, jota seuraavaksi tutkitaan. Ensiksi on kui-
tenkin syytd huomata, ettd koska determinantti

()
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voi olla my0s negatiivinen, niin ei ole yleisesti voimassa, etta

()-w()
o))

Mutta osoitetaan, etti

o
TN
SRS
~—
I

josta seuraa, etta

Yhtilon

()0

todistamiseksi kehitetddn sopiva menettelytapa, joka voidaan yleistda epa-
suorasti my6s avaruuteen R™. Nyt, koska

u
0 (v) — 4140,
niin yhtdlon (17) molemmat puolet voidaan kertoa suunnistuksella
o)
v
jolloin saadaan yhtdlon (17) kanssa ekvivalenttinen muoto

o(al)ml) e

Todistetaan sitten, ettd funktio

(2)=o() )

toteuttaa lauseen 2.11 ehdot.
a) Aloitetaan todistus osoittamalla, etté

()= ()
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>
Kuva 3: Suunnikkaan alan riippuvuus kantasivusta ja korkeudesta.

Oletetaan, ettd A # 0. Koska suunnikkaan korkeus h (ks. kuva 3) pysyy
samana riippumatta siitd, madraavitko u ja v vai w ja Av suunnikkaan alan,
niin saadaan

A (’u,) = kantasivu X korkeus = |A| ||v]|h = |\|- A (’u,) :
Av v

Niinpa nyt

U U u
() =0 ()4 ()= [ G 2 ()
o) 3)4(2)
v v
Vastaavanlainen péittely osoittaa, etta
()= 0)
Osoitetaan seuraavaksi, etté

5 (au :L” bw) =b-6 (Z) (20)

aina, kun vektorit u,w € R?, ja aina, kun a,b € R. On huomattava, etti
koska vektoreiden w ja w ja vektoreiden u ja u+w maaraamilla suunnikkailla
on sama kantasivu ja korkeus, niin

1) =4 lat)
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Kuva 4 havainnollistaa edellisti tulosta. Jos a = 0, niin

Kuva 4: Vektoreiden w ja u sekd vektoreiden u + w ja u midrddméit suun-

nikkaiden alat
s ¢ —5( ") =b.6("
au + bw bw w

yhtéloketjun (19) perusteella. Jos a # 0, niin

5( u ):a-a( v ):a-a(b"’):b-a(“).
au + bw U+ Jw cw w

Niin ollen yht&lo (20) pitee molemmissa tapauksissa.
Osoitetaan sitten, ettd lauseen 2.10 ensimméinen ehto taytyy; toisin sa-

noen
5( )_—ch( )+5< )
cv1 + v (4 ()

aina, kun u, v, v, € R?. Huomautetaan, etti liihdekirjan todistuksessa ei ole
lainkaan mukana skaalaria. Koska yhtélo toteutuu selvisti, kun w = 0, niin
oletetaan, ettd u # 0. Valitaan miké tahansa sellainen vektori w, etté joukko
{w, w} on lineaarisesti riippumaton. Tillin jokaista vektoria vy, v, € R?
kohti on olemassa sellaiset skalaarit a; ja b;, ettd v; = q;u+b;w, kun i = 1, 2.
Nyt

0 (cvlqu 'v2> =9 ((ca1 ot (chy & bg)'w> = (b1 +b2)0 (Z})

u Uu u u
:C'6<a1u+b1'w> +5(a2u+bgw> :C'é('vl) +5('v2)'
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Vastaavanlainen péaittely osoittaa, etta

5 (cu1 +u2> —c. 5 (u1> Iy (u2>
v v v

aina, kun u,, us, v € R2.

b) Koska
A(“) — 0, niina(“) :O(") -A(“) ~0
u u u u
aina, kun u € R2.
5(61) :O(‘“) -A(el) =1-1=1.
€9 €9 €9

c) Nyt
Nyt funktio § toteuttaa lauseen 2.10 ehdot, ja ndin ollen 6 = det. Niinpa
vektoreiden w ja v maadraadmaian suunnikkaan ala on

o) ()

Esimerkki 2.14. Vektoreiden w = (—10,5) ja v = (4,2) madrddmin suun-

nikkaan ala
u —-10 5
det(v)'—'det(4 2)’—\—40\_40.
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Kuva 5 havainnollistaa esimerkkia 2.14.

=
I}

»
N

-10 -7.5 -5 -2.5 2.5 5

Kuva 5: Suunnikkaan ala, kun determinantti on negatiivinen

Esimerkki 2.15. Vektoreiden u = (—5,—7) ja v = (8,2) médrddméin suun-

nikkaan ala
u -5 =7
det (v>'—'det(8 2>'—|46|_46.

Kuva 6 havainnollistaa esimerkkia 2.15.

y

v=(8, 2)

-10 -7.5 -5 -2.5 2.5 5 /7.5
<2

u=(-5, -7) -4

-8
-10

Kuva 6: Suunnikkaan ala, kun determinantti on positiivinen

2.3 Aksiomaattinen n X n-matriisin determinantti

Lauseessa 2.11 2 x 2-matriisin determinantti karakterisoitiin kolmen ehdon
avulla. Tésséd luvussa tullaan méaérittelemain n X n-matriisin determinantti,
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jolle pateviat ndma samat ehdot.

Maéiritelmé 2.16. Funktion d : M, ., — [F sanotaan olevan n-lineaarinen,
jos 6 on lineaarinen jokaisen m X m-matriisin rivin suhteen aina, kun loput
n — 1 rivid on kiinnitetty. Tama tarkoittaa sita, etta

A Aw) A
0| cAp + Ay [ =c- 0| Ap | +0 | Ay | kaikillai=1,2,...,n

Aw) Aw) Am)
aina, kun
Aq)
CA(i) -+ A/(Z)
An)
kuuluu joukkoon M,, .
Esimerkki 2.17 16ytyy lahdeteoksesta.

Esimerkki 2.17. Lause 2.10 osoittaa, ettd funktio det: Msyo — F on 2-
lineaarinen, kun det(A) = a11022 — A120921.

Lause 2.18. Kahden n-lineaarisen funktion lineaarikombinaatio on n-lineaa-
rinen funktio.

Todistus. Olkoot d; ja do n-lineaarisia funktioita ja a ja b skalaareja. Jos ¢

34



on lineaarikombinaatio ad; + bdy, niin

An) Ag Awy
0| A+ Al | =a-d1 | eAa + Ay | 0002 | cAp + A

Ay Ay An)
[ An A\ ] I An A\ T

=alc-; A(Z.) + 0 A?i) +b|c- 0y A(i) + 09 A?i)

Aw) A
A Aq)

=c- 6| Ap | +0 A’i) kaikilla 7, kun 1 < i < n.

Aw) Aw)
Niinpé ¢ on n-lineaarinen funktio ja viite pitda paikkansa. O

Maéiritelma 2.19. Kun n = 1, niin 1-lineaarinen funktio 0 on alternoiva.
Kun n > 2, niin n-lineaarinen funktio § on alternoiva, jos §(A) = 0 aina, kun
matriisin A kaksi vierekkéista rivid ovat samat.

Lause 2.20. Olkoon ¢ : M, «,, — F alternoiva n-lineaarinen funktio. Tdlloin,

a) jos matriisi B on saatu n X n-matriisista A vaihtamalla mitkd tahansa
matriisin A kaksi rivid, niin §(B) = —0(A), ja

b) jos n X n-matriisissa A on kaksi identtistd rivid, niin 6(A) = 0.
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Todistus. a) Todistetaan ensin, ettd jos matriisi B on saatu matriisista A
vaihtamalla kaksi matriisin A vierekkéistd rivié, niin 6(B) = —d(A). Olete-
taan, ettd matriisi B on saatu matriisista A vaihtamalla matriisin A riveja ¢
ja i+ 1. Téalloin

Aq) An)

A= | Ao | a2 | Aem

A Aw)
Ay A
Nyt, koska ¢ on alternoiva n-lineaarinen funktio, niin
A A A
Ay + Ag A A
0=24 (4) @+ [ — 5 (4) 46 (i+1)
Ay + Agi) Ay + Agi) Ay + Agi
Ay Ay A
A A Aq) Aq)
A A A A
— 5 (Z) _|_ 5 (Z) + 5 (H'l) + 5 (H‘l)
A Air) A A1)
Aw) A A A

=0+ 6(A) +5(B) +0.

Niinpé §(B) = —d(A).

Oletetaan sitten, ettd matriisi B on saatu matriisista A vaihtamalla mat-
riisin A rivejd i ja 7, kun ¢ < j. Aloitetaan vaihtamalla keskend#n ensin
matriisin A rivit ¢ ja ¢ + 1, sitten rivit ¢ ja ¢ + 2 ja niin edelleen, kunnes rivit
ovat jarjestyksessa

A(1)7 s aA(i—l)a A(i-i—l)a SR A(j)) A(Z)) A(j-i—l)) s aA(n)

Kaiken kaikkiaan tarvitaan j — ¢ rivinsiirtoa, jotta paastdan kyseiseen jarjes-
tykseen.
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Vaihdetaan sitten keskenddn ensin rivit 7 — 1 ja j, sitten rivit j — 2 ja j
ja niin edelleen, kunnes rivit ovat jarjestyksessi

Aqy, - Ay Ay, Ay - Ag-1s Aays Agyy -+ Ay

Nyt tarvitaan j —¢ — 1 rivinsiirtoa, jotta padstdan edelld mainittuun jarjes-
tykseen.
Niipd nyt lauseen alussa esitetyn tuloksen perusteella

8(B) = (—1P (=17 18(4) = (~1)2079715(4) = ~3(4).

b) Oletetaan sitten, ettd matriisin A rivit ¢ ja j ovat identtiset, kun i < j.
Jos j = i+ 1, niin oletuksen perusteella 6(A) = 0. Jos taas j > i + 1,
niin vaihdetaan riveja ¢ + 1 ja j kesken&in, jotta saadaan matriisi B, jossa
kaksi vierekkiistd rivid ovat identtiset. T&ll6in, koska 0 on alternoiva, niin
d(B) = 0. Liséksi kohdan a) perusteella §(B) = —0(A), joten 6(A) =0. O

Maaritelma 2.21. Joukossa M, ., madritelty determinantti on sellainen
alternoiva n-lineaarinen funktio ¢ : M,,«, — F, ettd §() = 1.

Lauseen 2.22 todistus poikkeaa joiltakin osin ldhdekirjan todistuksesta.

Lause 2.22. Olkoon ¢ joukossa M,y, mddritelty alternoiva n-lineaarinen
funktio. Mddaritellaan jokaiselle (n+1) x (n+ 1)-matriisille A ja kullekin j:n
arvolle, kun 1 <53 <n+1,

n+1

e;(A) = (=1)ay; - 5(A;), (21)

=1

missa ZZ-]- on matriisista A saatu nXxXn-matriisi, kun matriisista A on poistettu
irs rivi ja j:s sarake. Tdlloin €; on alternoiva (n + 1)-lineaarinen funktio
madrittelyjoukossa M 41y (nt1)-

Todistus. Todistetaan ensin, etté ¢; on (n+1)-lineaarinen funktio. Koska A;;
on saatu matriisista A poistamalla matriisista A 4:s rivi ja j:s sarake, niin
5(1&]») on riippumaton matriisin A rivista 7. Taten, koska ¢ on n-lineaarinen
funktio, niin 5(ﬁij) on lineaarinen funktio rivid ¢ lukuun ottamatta jokaisen
matriisin A rivin kanssa. Néin ollen a;; 5(2{”) on (n+1)-lineaarinen funktio,

silld kun nyt merkitééin, ettid 6 = a;;0(A;;), niin

37



5 = aij(S A '
Ay (i-1)
@ A
A, '
(t1) Afntr)
[ Ay A\

i Ay Amsny/ |
An) An)

=cC- aijé A(k) + aijé A?k)

Aty A1)
Aq) Aq)

=cC- (5‘ A(k) —f-(SL Azk;)

Ant) At
Niinpéa nyt, koska
n+1 N
ei(A) =Y (=) ay - 5(Ay)
=1

on (n + 1)-lineaaristen funktioiden a;;0(A;;) lineaarikombinaatio, niin €; on
(n + 1)-lineaarinen funktio soveltamalla lausetta 2.18.
Todistetaan sitten, ettd €; on alternoiva. Jos A on (n + 1) x (n + 1)-

matriisi, jossa on kaksi identtistd rivid £ ja k+ 1, niin matriisilla El-j on kaksi
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identtista rivid aina, kun ¢ # k ja i # k 4+ 1. Niinpa (5(2%) = 0 aina, kun
i # k jai+# k+ 1. Néin ollen yhtdlo6n (21) j&& vain kaksi summattavaa:

e;(A) = (—1)"ay; - 6(Ag) + (=1)*FF D ag ;- 6(Agi,).

Mutta nyt, koska matriisin A rivit £ ja k& + 1 ovat samoja, niin ay; = a(k11);
ja A = Agegny;- Niinpd €;(A) = 0, joten ¢; on alternoiva.
O

Seurauslause 1. Olkoot § ja €; samoja kuin lauseessa 2.22. Tdlldin, jos &
on determinantti joukossa M, ,, niin €; on determinantti joukossa

Mi1yx(na1) -

Todistus. Olkoon I = (i;;) (n+1) x (n+1)-identiteettimatriisi. Olkoon lisiksi
I'n X n-matriisi, joka on saatu matriisista I poistamalla i:s rivi ja j:s sarake.
Talléin I on n x n-identiteettimatriisi. Koska ¢;; = 0, kun ¢ # j, ja i;; = 1,
niin

(1) = D _(=1)Miiy (L) = (=1)7* - 5(L) (22)
= §(I;) = 1.

Yhtélon (22) viimeinen yhtésuuruus pétee, koska § on determinantti joukossa
M, . Niinpd lauseen 2.22 ja yhtélon (22) perusteella €; on determinantti
joukossa M 41)x(nt1)- O

Seurauslause 2. On olemassa determinantti joukossa M, ., aina, kun n on
positivinen kokonaisluku.

Todistus. Todistetaan véaite induktiolla luvun n suhteen. Tehd&édn ensin al-
kuaskel. Kun n = 1, funktio 0 : M;x; — F, joka mééritelldén, ettd 0(A) =
a11, on determinantti joukossa M. Nimittdin d on alternoiva méaritelman
2.19 perusteella, 6 on 1-lineaarinen, silld

d(cay + ayy) = cayy + ayy = cd(ayy) + d(ay,),

ja liséksi 0(717) = §(1) = 1. Niinpd méaritelmén 2.21 perusteella 6 on deter-
minantti joukossa M.

Tehd&éan sitten induktioaskel. Oletetaan, ettd on olemassa determinantti
0 joukossa M, «,. Talloin jokaista saraketta j kohti, kun 1 < 57 < n + 1,
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lauseessa 2.22 madritelty funktio €; on determinantti joukossa M, 1)x(nt1)
seurauslauseen 1 perusteella.
Siis alkuaskeleen ja induktioaskeleen perusteella viite on tosi. O

Maaritelma 2.23. Jos 0 on determinantti joukossa M, ,, niin lauseessa
2.22 méaariteltya funktiota

¢;(A) = Z(_l)iﬂaz‘j - 6(Ay)

kutsutaan determinantin 0 sarakekehitelmdksi saraketta j pitkin.

Maéisiritelmé 2.24. Skalaaria (—1)"*7 . §(A;;) kutsutaan matriisin A alkion
a;; kofaktoriksi.

Maéaritelma 2.25. Alkiota 5(217') kutsutaan matriisin A (i, j)-osadetermi-

nantiksi (engl. minor). [1, s. 182]

2.4 Determinantin ominaisuuksia

Determinantilla on useita hyodyllisid ominaisuuksia, joiden avulla sen las-
keminen on helpompaa. Seuraavassa lauseeessa on esitetty joitakin ominai-
suuksia.

Lause 2.26. Jokaisella determinantilla 0 joukossa M, ., pitee:

a) jos B on saatu matriisista A kertomalla matriisin A jonkin rivin kaikki

alkiot skalaarilla c, niin 6(B) = c- §(A),
b) jos matriisin A kaksi rivid ovat identtiset, niin 6(A) =0,

c) jos B on saatu matriisista A vaihtamalla kaksi rivid keskenddn, niin

0(B) = —4(A),
d) jos matriisissa A on nollarivi, niin 6(A) =0,

e) jos B on saatu matriisista A lisaamdalld matriisin A riviin j rivin i

monikerta, kun i # j, niin 6(B) = 0(A).
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Todistus. Todistetaan ensin d)-kohta. Oletetaan, ettd matriisin A rivin ¢ kaik-
ki alkiot ovat nollia. Talloin, koska 0 on determinantti, niin n-lineaarisuuden
perusteella

A A A A
Ay Ay Ay Ay

Todistetaan sitten a)-kohta. Oletetaan, ettd matriisi B on saatu mat-
riisista A kertomalla matriisin A rivin A(;) kaikki alkiot skalaarilla c. Nyt
determinantin 0 n-lineaarisuuden ja d)-kohdan perusteella

A A
(B)=0|c-Apy+0 | =c-0(A)+d| 0 | =c-6(A).
Aw) Aw)
Kohdat b) ja ¢) ovat suoria seurauksia lauseesta 2.20, koska ¢ on deter-

minantti.

Todistetaan lopuksi e)-kohta. Oletetaan, ettd B on saatu matriisista A
lisddmalla matriisin A riviin j skalaarilla ¢ kerrottu rivi ¢. Oletetaan, ettd
i < j (tapaus j > i menee vastaavasti). Nyt, kun

A A

A A
A= : |, niin B = :

Ag) cAu) + Ag)

Ay Ay
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Niinpé n-lineaarisuuden ja kohdan b) perusteella

Aq) Aq) Aq)
Ag Ag A
5(B) =6 : —c.o| 2 lws| 2 | =c0804) =48A).
cAw) + Ay Aw) Ay
A An) Aw)

O

On huomattava, ettd lauseen 2.26 ominaisuudet a), ¢) ja e) nayttavét,
miten determinantin arvo muuttuu, kun matriisiin sovelletaan alkeismuun-
nosta. Seuraavassa lauseessa edelld esitetyt ominaisuudet on esitetty alkeis-
muunnosmatriisien avulla. Seurauslauseen 3 todistusta ei 16ydy lahdekirjas-
ta.

Seurauslause 3. Olkoot Fy, E> ja E3 mddritelmdin 2.1 tyyppii 1, 2 ja
3 olevia alkeismuunnosmatriiseja joukossa My y,. Talldin, jos Ey on saatu
identiteettimatriisista 1 kertomalla jokin sen rivi nollasta eroavalla skalaa-
rilla ¢, niin jokaisella determinantilla § madrittelyjoukossa M, ., pdtee, ettd

5(E1) = —1, 5(E2) =C ja 5(E3) =1.
Todistus. Oletetaan, ettd 0 on mielivaltainen joukon M, , determinantti, ja
e'?:(O o 010 .- 0)

on kantavektori avaruudessa R", kun 1 < ¢ < n. Tilloin lauseen 2.26 perus-
teella

€1 €1

e? el
SE)=0|:|==0|":|=-0(])=-1,

el e§-

et !
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t t
e e,
ja
t t t
€1 € €1
t t
ez ei ei
d(E3) =9 : =46 +d| :
t t t
c € t+€; c-e; €;
t t t
e, e e,
t t
€1 €1
t
ei ez
=c- 0| |+ | =c-0+0()=1
t t
e; €;
el el

O

Seurauslauseen 3 tulosta tarvitaan mychemmin, kun todistetaan determi-
nantti yksikésitteiseksi. Determinantin osoittaminen yksikasitteiseksi vaatii
lisdksi muita tuloksia, jotka esitetdin seuraavaksi.

Lause 2.27. Olkoon ¢ determinantti mddrittelyjoukossa M, ., ja olkoon A
joukon M, ., matriisi, jolla rank(A) < n. Talloin 6(A) = 0.

Todistus. Koska rank(A) < n, niin matriisin A rivit ovat lineaarisesti riip-
puvia madritelman 2.3 mukaan. Niin ollen on olemassa sellaiset skalaarit
c1, ..., Cpn, jotka eivit ole kaikki nollia, etta

ClA(l) -+ C2A(2) + ..+ CnA(n) =0. (23)
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Menettadmétta todistuksessa mitddn oleellista voidaan olettaa, ettd ¢; # 0.
T#llsin kertomalla yhtild (23) puolittain luvulla ¢; ' saadaan, etti

A(l) + 01_10214(2) + ...+ Cl_lan(n) = 0.

Olkoon B sitten matriisi, joka on saatu matriisista A lisidmalla matriisin A
ensimmaiseen riviin vektori

01_10214(2) +...+ Cl_lan(n).

Nyt matriisin B ensimméinen rivi on nollarivi, ja lauseen 2.26 kohdan d)
perusteella §(B) = 0. Toisaalta lauseen 2.26 kohdan e) perusteella §(B) =
d(A). Niinpa 6(A) = 0. O

Apulauseen 1 todistusta ei 10ydy kokonaisuudessaan kirjasta.

Apulause 1. Jos E on alkeismuunnosmatriisi ja 6 on determinantti mdd-
rittelyjoukossa M., niin 6(EB) = 0(E)d(B) aina, kun B € M, x.,.

Todistus. On kolme tapausta. Oletetaan ensin, ettd kun matriisin B ker-
too alkeismuunnosmatriisilla £; vasemmalta puolelta, matriisin B kaksi ri-
vid vaihtuvat. T&ll6in lauseen 2.26 kohdan c) perusteella §(EB) = —(B).
Mutta toisaalta seurauslauseen 3 perusteella §(E;) = —1. Niinpa 0(E1B) =
5(E1)5(B)

Oletetaan sitten, ettd kun matriisin B kertoo alkeismuunnosmatriisilla Fs
vasemmalta puolelta, matriisin B jonkin rivin kaikki alkiot tulee kerrottua
skalaarilla c. T&lloin lauseen 2.26 kohdan a) perusteella §(EyB) = ¢ - §(B).
Mutta toisaalta seurauslauseen 3 perusteella 0(FE2) = c. Niinpd §(E2B) =
d(FE2)o(B).

Oletetaan lopuksi, ettd kun matriisin B kertoo alkeismuunnosmatriisilla
FE5; vasemmalta puolelta, matriisin B johonkin riviin ¢ tulee lisdttyd jonkin
rivin j monikerta, kun i # j. Téalléin lauseen 2.26 kohdan e) perusteella
d(FE3B) = 6(B). Mutta toisaalta seurauslauseen 3 perusteella §(F3) = 1.
Niinpé §(E3B) = §(E3)d(B). O

Lause 2.28. Olkoon 0 determinantti madrittelyjoukossa M, y,, ja olkoot A
ja B joukon M, ., matriiseja. Tdlldin §(AB) = §(A) - 6(B).

Todistus. Jos rank(A) < n, niin lauseen 2.6 perusteella

rank(AB) < rank(A) < n.
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Niinpé lauseen 2.27 perusteella 6(A) = 0 ja §(AB) = 0. Néin ollen
0(AB) =0(A) - (B).

Jos rank(A) = n, niin A on kdéntyvé lauseen 2.7 perusteella, ja néin ollen
se voidaan esittad lauseen 2.5 perusteella alkeismuunnosmatriiseiden tulona.
Olkoon A = E,, - -- Eq, missi F; on alkeismuunnosmatriisi, kun 1 < i < m.
Nyt apulauseen 1 perusteella

S(AB) = 8(Ep -+ E\B) = 8(Ep)8(Ep_y - E1B) = - - (24)
= 0(Ep) - 0(E)S(B) = 8(Ey, - - B,)5(B) = 6(A) - §(B).

O

Seurauslause 4. Olkoon ¢ determinantti mdadrittelyjoukossa M, ., ja olkoon
A kidntyvi matriisi joukossa Myy,. Tallgin 5(A) # 0 ja 6(A™1) = [6(A)] .

Todistus. Lauseen 2.28 perusteella
§(A)- (A =6(AAH) =6(1)=1.
Niinpa §(A) # 0 ja 6(A~) = [6(A)] " O

Seurauslause 5. Olkoon § determinantti madrittelyjoukossa M, x, ja olkoon
A € M, «,. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid:

a) J(A) =0,
b) A ei ole kidntyva,
c) rank(A4) < n.

Todistus. Seurauslause 4 sanoo, ettd jos 6(A) = 0, niin A ei ole kdédntyva.
Niinpéd kohdasta a) seuraa, ettd kohta b) on voimassa. Toisaalta lauseen 2.7
perusteella kohdasta b) seuraa, ettd kohta c¢) on voimassa. Liséksi lauseen
2.27 perusteella kohdasta c¢) seuraa, ettd kohta a) on voimassa. O

Lause 2.29. On olemassa tismdlleen yksi determinantti madrittelyjoukossa
M’I’LX’I’L‘
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Todistus. Determinantin olemassaolo todistettiin seurauslauseessa 2.
Osoitetaan sitten, ettd jos d; ja 6o ovat molemmat determinantteja maa-
rittelyjoukossa M,,y,,, niin §; = 5. Olkoon A mielivaltainen n X n-matriisi.
Jos rank(A) < n, niin seurauslauseen 5 perusteella d;(A) = d2(A) = 0. Jos
rank(A) = n, niin A on kdéntyvé, ja niin ollen se voidaan esittidd lauseen 2.5
perusteella alkeismuunnosmatriiseiden tulona. Olkoon A = E,, - - - E, missi
E; on alkeismuunnosmatriisi, kun 1 < ¢ < m. Koska nyt seurauslauseen 3
perusteella §; (E;) = d2(F;) aina, kun 1 < ¢ < m, niin lauseen 2.28 perusteella

51(A) = 6,(Ep -~ 1) = 61(Ep) - 61(E))
= 0s(Ep) -+ 02(Ey) = 65(Ep - - By) = 0a(A).

Lauseen 2.30 todistusta ei 16ydy sellaisenaan lihdekirjoista, mutta vrt.
[5, s. 157-158].

Lause 2.30. Luvussa 1 permutatitvisesti mdadritelty determinantts

det(A) = Z Sgn(a)ala(l)a’2o‘(2) *Apo(n)

O'ESn
on ekvivalentti aksiomaattisesti maaritellyn determinantin kanssa.

Todistus. Lauseen 1.25 perusteella permutatiivisesti méaritelty determinant-
ti on n-lineaarinen ja lauseen 1.27 perusteella permutatiivisesti mairitelty
determinantti on alternoiva. Lisdksi luvussa 1 on osoitettu, ettd jos det on
permutatiivisesti mééritelty determinantti, niin det(/) = 1. Toisaalta lauseen
2.29 perusteella aksiomaattisesti méaaritelty determinantti on yksikésitteinen.
Néin ollen lause 2.30 on todistettu. O

Maaritelma 2.31. Méarittelyjoukossa M, ., yksikdsitteistd determinanttia
merkitddn det.

Seurauslauseen 6 todistusta ei 16ydy lahdekirjasta.

Seurauslause 6. Olkoon A € M, «,. Tdlloin kaikilla sarakkeilla j, kun 1 <
J<n,

n

det(A) = Z(_l)“—jai]’ . det(g’ij)v

=1

missd ,Z[Z-j on matriisista A saatu (n — 1) x (n — 1)-matriisi, kun matriisista
A on poistettu i:s rivi ja j:s sarake.
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Todistus. Seurauslauseen 1 perusteella kaikilla j:n arvoilla, kun 1 < j < n,

n

6 (A) = > (=1)Tay; - 5(Ay)

i=1

on determinantti joukossa M, ,, jos ¢ on determinantti joukossa
M —1)x(n-1)- Koska det on yksikésitteinen determinantti joukossa
M —1)x(n—1), niin kaikilla j, kun 1 < j < n,

n

&(A) =D (=1)Way; - det(Ay).

i=1
Lisdksi, koska determinanteilla €1, €9, . . ., €, on sama maéarittelyjoukko M, ..,
niin
€] = € =+ = €p.
Niinpé kaikilla arvoilla j, kun 1 < j < n, ¢;(A) = det(A).
Siis véite pitda paikkansa. O

2.5 Determinantin laskemisesta

Seurauslauseen 6 perusteella n x n-matriisin determinantti voidaan aina ke-
hittdd mitd tahansa saraketta pitkin. Kun n > 2, niin sarakekehitelmé sisél-
téd n kappaletta (n — 1) X (n — 1)-matriiseiden determinantteja. Sitten kun-
kin (n —1) x (n — 1)-matriisin determinantin voi kehittd taas mité tahansa
saraketta pitkin. Jatkamalla edelld mainitulla tavalla saadaan lopulta kehi-
tettyd 2 x 2-matriiseja, joista determinantti voidaan laskea, kun tiedetéén,
etta det(A) = 110922 — A120a921.

On huomattava, ettd determinantin laskeminen matriisista Avij voidaan
valttdd aina, kun a;; = 0. Nimittdin télloin tulo a;; det(ﬁij) on nolla deter-
minantin arvosta riippumatta. Siksi kannattaa aina kehittdd determinantti
sellaista saraketta pitkin, jossa on mahdollisimman paljon nollia.

Esimerkeissd 2.32 ja 2.33 determinantti lasketaan kiyttden hyviksi seu-
rauslausetta 6 ja lausetta 2.26.

Esimerkki 2.32. Olkoon

1 2 0 3
-1 0 0 1
A= 0 -1 1 2
-1 0 —-11



Nyt laskettavaa tulee vihemmaén, kun kehitetdéin determinantti kolmatta sa-
raketta pitkin:

4

-1 0 1 1 2 3
=(-D)".0-det [ 0 -1 2] +(=1)**.0-det| 0 -1 2
-1 0 1 -1 0 1
1 2 3 1 2 3
+ (=% 1-det [ -1 0 1| +(=D)*-(=1)-det [ -1 0 1
-1 0 1 0 -1 2
1 2 3
=det| -1 0 1
0 —1 2

Kehitetddn sitten jiljelle jadnyt determinantti ensimmaisti saraketta pitkin:

1 2 3
det(A) =det | -1 0 1
0 -1 2
1

— (=)™ 1 det (_01 2)+(—1)2+1'(_1)'det (_21 2)

+(—1)2“-0-det((2) i’) =1+7=8.

Esimerkki 2.33. Olkoon

1 0 0 1
1 -1 1 0
A= -1 0 1 O
0 1 —-120

Nyt determinantin laskemiseksi matriisista A kehitetddn ensin determinantti
neljatta saraketta pitkin. Tall6in saadaan
1 -1 1 1 -1 1

det(A) = (-1)"**-1-det | -1 0 1 |=—det|{-1 0 1
0 1 -1 0 1 -1
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Nyt kiayttamalla hyviksi lausetta 2.26 silld tavalla, ettd lisdtdédn ensin mat-
riisin A ensimméinen rivi toiseen riviin ja lisdtdan sen jélkeen toinen rivi
kolmanteen riviin saadaan

1 -1 1
det(A) = —det [ -1 0 1
0 1 -1

1 -1 1 1 -1 1

=—det |0 -1 2 | =—det|0 —1 2

0o 1 -1 0 0 1

Kehitetddn lopuksi determinantti ensimmaéisti saraketta pitkin:

1 -1 1 19
det(A) =—det |0 —1 2 :—(—1)1+1-1-det(0 1):1.
0 0 1

Esimerkin 2.34 tulos ilman todistusta 16ytyy kirjasta [5, s. 163|.

Esimerkki 2.34. Olkoon A € M,,,. Talloin kaikilla skalaareilla A € R
det(AA) = A" det(A).

Koska det on determinantti, niin toistamalla lauseen 2.26 kohtaa a) n kertaa
saadaan

A
A Ao Ag)
det(NA) = det [ : =A-det | =X-\-det | M)
A ' :
M AA(w)
A
Ag) Ay
Ag) 1)
=X A-A-det | g0 [ =X A det |
()
: Aw)

= A" det(A).
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Apulausetta 2 tarvitaan lauseen 2.35 todistamisessa. Tétd apulauseen
todistusta ei 16ydy lahdekirjoista.

Apulause 2. Olkoot E1, Es ja E3 tyyppid 1,2 ja 3 olevia alkeismuunnosmat-
riiseja. Tdlloin det(EY) = det(E;), kun 1 < i < 3.

Todistus. Merkitadn, ettd alkeismuunnosmatriisi £ = (e;;) ja sen transpoosi
E' = (ey;), kun 1 < 4,5 <n.

Alkeismuunnosmatriisi £; on saatu identtiteettimatriisista I kahta rivid
vaihtamalla. Olkoot ndma rivit ¢ ja j. Téll6in matriisissa E; on alkiot e;; = 1,
ej; = 1 ja eg, = 1 aina, kun k # ¢ ja k # j. Matriisin E; loput alkiot ovat
nollia. Voidaan péételld, ettd E! = F;. Niinpa det(E!) = det(E)).

Alkeismuunnosmatriisi £/ on saatu identtiteettimatriisista I kertomalla
jokin sen rivi skalaarilla ¢ # 0. Oletetaan, ettd kyseessd on rivi ¢. Talloin
matriisissa Fs on alkiot e;; = ¢ ja e, = 1 aina, kun k # 7. Matriisin F» loput
alkiot ovat nollia. Voidaan paitelld, ettd Ef = F,. Niinpé det(E%) = det(Ey).

Alkeismuunnosmatriisi F5 on saatu identtiteettimatriisista I lisddmaélla
matriisin / jonkin rivin ¢ monikerta johonkin toiseen riviin j. T&ll6in mat-
riisissa E3 on alkiot e;; = 1, e;; = ¢ ja ey, = 1. Matriisin F3 loput alkiot
ovat nollia. Toisaalta matriisin /3 transpoosissa Ej on alkiot e, = 1, e}; = ¢
ja e, = 1. Loput alkiot ovat nollia. Merkitdén, ettd e! on avaruuden R™
transponoitu kantavektori, kun 1 < ¢ < n. Nyt laskettaessa determinantti
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matriisille £ n-lineaarisuuden perusteella saadaan

el el el
c-et+e c-el e
det(E%) = det : = det : +det | :
t t t
€ € €;
en en e,
el el
e} e
=c-det | : | +det| : [ =c-0+det(])=1.
t t
€; €
en en

Nyt seurauslauseen 3 perusteella det(FE%) = det(FE3).
Siis véite pitda paikkansa. O

Lause 2.35. Olkoon A € M, y,,. Tdilloin det(A") = det(A).

Todistus. Jos A ei ole kiidntyvé, niin lauseen 2.7 perusteella rank(A) < n.
Mutta koska lauseen 2.4 perusteella rank(A") = rank(A), niin A’ ei ole kiiéin-
tyvd. Niinpa det(A) = 0 = det(A").

Jos taas A on kdantyvi, se voidaan esittda lauseen 2.5 perusteella alkeis-
muunnosmatriiseiden tulona, toisin sanoen A = FE,,---EyF;, kun
Ey, Es, ..., E, ovat alkeismuunnosmatriiseja. Nyt apulauseen 2 perusteella
det(E!) = det(E;), kun 1 < ¢ < 3. Niinpé lauseen 2.28 perusteella

det(A") = det(E} - - E!) = det(E}) - - - det(E")
= det(E) - - -det(E,,) = det(E,,) - - - det(E)
=det(E,, - - Ey) = det(A).
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Seurauslause 7. Olkoon A € M, w,. Tdlloin kaikilla riveilld i, kun
1 <4< n,

n
det(A) = (—=1)"a;; - det(Ay),
j=1
missd sz‘j on matriisista A saatu (n — 1) X (n — 1)-matriisi, kun matriisista
A on poistettu i:s Tivi ja j:s sarake.

Todistus. Lauseen tulos seuraa vilittomasti lauseesta 2.35 ja seurauslauseesta
6. O

Lause 2.36. Olkoon A n x n-yldkolmiomatriisi. Tdlloin det(A) on matriisin
A diagonaalialkioiden tulo.

Todistus. Olkoon A n x n-yldkolmiomatriisi. Todistetaan viite induktiolla
luvun n suhteen. Tehddan ensin alkuaskel. Oletetaan, ettd n = 2. Talloin

_(an a2
A= ( 0 a22) '
N11npa det(A) = A11Q92 — Q19 * 0= a11a92.
Tehd&éan sitten induktioaskel. Oletetaan, ettd viite pitdd paikkansa
(n —1) x (n — 1)-ylikolmiomatriiseille, ja olkoon A n x n-yldkolmiomatriisi.
Talloin

aip G2 - Qin—1) Qin
0 a S Qo(n_1) Qop

A 22 2(. 1) 2
0 0o - 0 Ann

Nyt laajentamalla determinantti ensimmaéisté saraketta pitkin saadaan

Qg2 -+ QG2(p—1) Q2n
det(A) = aq; -det | : b =an (az ),
0 e 0 Ann

koska a;; = 0 aina, kun 2 <17 < n.
Siis alku- ja induktioaskeleen perusteella viite pitdd paikkansa. O

Seurauslauseen 8 todistusta ei 16ydy ldhdekirjasta.
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Seurauslause 8. Olkoon B nx n-alakolmiomatriisi. Talloin det(B) on mat-
ritsin B diagonaalialkioiden tulo.

Todistus. Olkoon B n X n-alakolmiomatriisi. Talloin

bi 0 0
bio bao 0
B = : : :
bin-1) bon—1y -+ O
bl(n) bay, bnn

Huomataan, ettd transponoimalla matriisi B saadaan yldkolmiomatriisi.
Niinpd nyt lauseiden 2.35 ja 2.36 perusteella

det(B) = det(Bt) = b11b22 cee bnn

2.6 Cramerin saanto

Lause 2.37 (Cramerin sdintd). Olkoon Ax = b yhtaloryhmd, jossa on n
yhtdloa ja n tuntematonta. Lisdkst

x = (T1,T2,...,2,)" ja b= (by,ba,...,0,)"

Talloin, jos det(A) # 0, niin yhtdloryhmalla on yksikdsitteinen ratkaisu ja
jokaista lukua k kohti, kun 1 < k < n,

zp = [det(A)] 7 - det(M},),

missd My, on matriisista A saatu nXn-matriisi, kun matriisista A on korvattu
sarake Aj vektorilla b.

Todistus. Jos det(A) # 0, niin seurauslauseen 5 ja lauseen 2.8 perusteel-
la yhtéloryhmélld on yksikésitteinen ratkaisu. Olkoon k kokonaisluku, kun
1 < k < n, ja méadritellddn, ettd X, on matriisi, joka on saatu n X n-
identiteettimatriisista korvaamalla sen k:s sarake vektorilla . Laajentamalla
X}, saraketta k pitkin saadaan

det(Xk) = TL - det(I(n—l)x(n—l)) = Tk.
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Nyt, kun e; on kantavektori avaruudessa R™, niin matriisin tulosdéntdjen
perusteella

AXy = Aler] - lex—1|x|epi1] - - - |en)
= (Aey|---|Aej_|Ax|Aepyq]| - - - |Aey,)
= (Aq| - [Ap-a|b]Agpa] - - - [An)
= M,.

Lauseen 2.28 perusteella
det(My,) = det(AXy) = det(A) det(Xy) = det(A) - k.

Néin ollen
zp = [det(A)] 7 - det(M},).

3 Esimerkkeja determinanteista

Esimerkkien 3.1 ja 3.2 tulokset ilman todistusta l6ytyvét lahteesta [6, s. 28|,
kun taas esimerkkid 3.3 ei 16ydy ldhdekirjoista. Lisiksi esimerkin 3.4 ratkai-
sun paidkohdat seuraavat lihdetta [4].

3.1 Kaksi esimerkkia determinanteista

Esimerkki 3.1. Olkoon

a+b ab 0 0 0

1 a+b ab .- 0 0

A 0 1 a+b --- 0 0
0 0 0 <+~ a+b ab
0 0 0 1 a+0b

n x n-kolmidiagonaalimatriisi. Osoitettava, ett jos a # b, niin
an-i—l _ bn+1

det(A) = p—

Ratkaisu. Todistetaan viite induktiolla luvun n suhteen.
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Tehd&din ensin alkuaskel. Kun n = 1, niin

1+1 1+1
¢ a:Z = (a+ab)_(ab— ) =a+b=det(A).
Kun taas n = 2, niin
a2+1 - b2+1 B (CL2 —|—ab—|— b2)(a - b)
a—b a—b
=a*+b*+ab=(a+0b)?—ab=det(A).

Tehdadn sitten induktioaskel. Oletetaan, ettd viite pitdd paikkansa
(n — 1) x (n — 1)-matriisille Ap,—1)xm-1) ja (n — 2) X (n — 2)-matriisille
A(n—2)x(n—2)- Nyt kehittimill4 determinantti ensimmaéisté riviad pitkin ja ot-
tamalla oletukset huomioon saadaan

a+b ab 0 0 0
1 a+b ab --- 0 0
dorf) = et | 0 Loerh s 00
0 0 0 - a+b ab
0 0 0 1 a+b
= (=1)*(a + b) det(Ap-1)x(n-1))
1 ab 0 0 0
0O a+b ab --- 0 0
F1Pabder | O Loerh e 0
0 0 0 -~+ a+b ab
0 0 0 1 a+b
q(—D+1 _ pn—1)+1
= (a + b) P —ab det(A(n,Q)X(n,Q))
q(—D+1 _ pn—1)+1 a(M=2+1 _ p(n—2)+1
_ b —ab
(a’ + ) a — b a a — b
1
= (@ b)) — ab(a" — )
1
— —b(an—l—l o abn + ban o bn+1 o ban +abn)
a —
= —1 b(a”+1 - b”“).
a—

Siis alku- ja induktioaskeleen perusteella viite on tosi.
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Esimerkki 3.2. Olkoon a’ = (—ag, —ay,...,—a, 2) ja

Ao (ot I, 4 ) ’
a —Qp-1

misséd 0 on (n— 1) x 1-vektori ja I,,_; on (n—1) x (n— 1)-identiteettimatriisi.
Kun X\ € R, osoitettava, etta

A -1 -+ 0 0

0O X -1 0 0
det(A\I — A) =det | : : :

o 0 -+ A -1

ag Gy Apz A+ Gp

=N 4 Ay Ay N4 a N+ A+ ag.

Ratkaisu. Kehitetddn det(A\] — A) ensimmaisti saraketta pitkin:

A -1 -+ 0 0
o X -1 0 0
det(A — A) = (—=1)"Mag(=1)""! 4 Xdet : : :
0 O A —1
a, a9 Gp_o A+ Qp_q
A =1 -+ 0 0
0O X =1 0 0
= ap + Adet : :
0 0 A -1
ai az -+ Ap_y A+ ap_y

Kehitetdan jiljelle jadnyt determinantti edelleen ensimmaisté saraketta pit-
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kin:

det(AI — A)
A =1 -+ 0 0
0O X -1 0 0
= ao+ A((=1)" D ay (=1)" 7% + A det ' : )
0 0 A -1
as as Gp_9 A+ ap_1
A =1 -+ 0 0
0O X -1 0 0
= ag + a1\ + \? det : :
0 0 A -1
az a3 -+ App A+ Apoy

Huomataan, ettd luvun a kerroin on (—1)"=F+1(—1)(n=k)=1 — (_1)2(n—k) —
1 aina, kun 0 < k < n — 1. Jatkamalla samalla tavalla eteenpiin saadaan
lopulta

det(AN — A) = A" 4+ ap A"+ ap oA 2+ apAE + a N+ ag.

3.2 Determinantin laskeminen LU-hajotelman avulla

Oletetaan, ettd A voidaan esittdd ala- ja yldkolmiomatriisin tulona, toisin
sanoen

A=LU,

missd L on alakolmiomatriisi ja U on yldkolmiomatriisi. Télloin lauseiden
2.36 ja 2.28 sekd seurauslauseen 8 perusteella

det(A) = det(LU) = (lilag - - lnn) - (w1122 - Unn),

missa ly1lgg - - - I, Ovat matriisin L ja wuiiugs - - - Uy, matriisin U diagonaalial-
kiot.

Esimerkki 3.3. Kayttdmaélla hyviksi matriisin tulosddntod huomataan, etta

2 X 2-matriisi
1 1
1= (5 »)
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voidaan esittdd LU-hajotelmana

=020 060)

josta determinantti (= 1) on helppo laskea.
Vastaavasti huomataan, ettd 3 x 3-matriisi

1 11
A=11 2 2
1 2 3
voidaan esittdd LU-hajotelmana
1 11 1 00 1 11
A=1|1 2 2]=\|110 01 1],
1 2 3 1 11 0 01

josta determinantti (= 1) on my6s helppo laskea.
Nyt vastaavanlainen n X n-matriisi

111 - 1 1
122 - 2 2
12 3 - 3 3
A=, . . . : :
1 2 3 n—1 n—1
1 2 3 n—1 n
voidaan esittdd LU-hajotelmana
111 .- 1 1
122 - 2 2
123 - 3 3
e P
1 2 3 n—1 n—1
1 2 3 n—1 n
1 00 0 0 1 11 1
1 10 0 0 011 1
111 0 0 0 01 1
111 10 0 00 1
111 11 0 00 0
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josta determinantti (= 1) on my6s helppo laskea.

3.3 Vandermonden determinantti

Esimerkki 3.4. Osoitettava, etté

1
1

det(A) =det | 1
1

Determinanttia kutsutaan

a, a? .- ab!

as ai .- ay?

as a3 - ai | = H (a; — a;).
S : : 1<i<j<n

a, a2 - a'!

Vandermonden determinantiksi.

Ratkaisu. Ratkaisussa sovelletaan lauseen 2.26 kohtia a) ja e). Kerrotaan
ensimmainen rivi luvulla —1 ja lisdtd&n se muihin riveihin. T&lloin saadaan

1

1

det(A) =det | 1
1

1

0

=det |0

0

ai a/% . e a?il
a9 a[% PN a;”il
az a3 ay!
2 -1
an a; ay
2 n—1
a1 al e ?1 )
2 2 n— n—
az—ay, a3—a? -+ ay '—ay”
2 2 n—1 n—1
ap —ap a, —ajy --- a,  —a

a® —b" = (a—=b)(a" " +a" b+ ab" T+ ).

Nyt saatu determinantti voidaan kehittdd ensimmaisté saraketta pitkin. Li-
saksi huomataan, ettd kullakin rivilla on yksi yhteinen tekijd a; — a;, kun
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2 < j <n. Saadaan

ag—a; ai—a? - ay'—at!
2 2 n—1_ n-1
det(A) = det _
an—a; a2 —a? - a ' —a}!
-2 -3 -3 -2
ag—a; -+ (ag—ay)(ay " +ay Ca;+ ...+ axal " +ai"c)
-2 -3 -3 -2
as—ay - (a3 —ay)(ay " +ay a4+ ... +aza] " +al" )
= det
- - -3 -2
an—ay - (ap—a))(@ 2 +a"3a + ...+ aya} +al?)

Nyt lauseen 2.26 kohdan a) perusteella kultakin riviltd voidaan ottaa
tekija a; — a; determinantin eteen, joten

I - a2 +ayPa+... +aa? +al?
n 1 - a"?4+a"3a;+ ... faza” 3+ a2
det(A) = H(aj —ay)det ° ° _ ! !
P ; ;
1 - a2 4+a"3a; + ... +ayal ™ +a)?

Nyt kiayttamalla hyviksi determinantin n-lineaarisuutta ja lauseen 2.26 koh-
taa a) kunkin sarakkeen summan voi hajottaa kahdeksi tai useammaksi deter-
minantiksi riippuen summattavien lukumééristd. Huomataan, ettd kyseisista
determinanteista kaikki muut menevét nollaksi (koska niissé on kaksi samaa
saraketta) paitsi ne determinantit, joissa on summalausekkeen ensimméinen
tekija. Toisin sanoen saadaan

1 ay a ay—?

n 1 a3 a3 ay?

det(A) = H(aj —ap)det | 1 a4 aj - ay”’
7=2 : .

1 a, a> --- a'?

Saatu matriisi on muuten sama, mutta astetta pienempi kuin se matriisi,
josta tarkastelu lahti liikkeelle. Nyt jatkamalla paattelyéd tdsmélleen samalla
tavalla viite saadaan todistettua: kerrotaan ensimmaéinen rivi luvulla —1 ja
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lisataan se kaikkiin muihin riveihin. Saadaan

ag 0{23 . ag_3
2 n—3
n n Qg Qy -+ Gy
1 as a? al =3
— —a ay :
det(A a; —a a; — ay) det 5 5
i=2 i=3 :
1 a, a®> --- a3

Lopulta saadaan

n

det(A) = [[(a; — ar) [J(a; = az) - ( T (aj = an-2))(an — an_1)

j=2 j=3 J 1
n
= | | ((lj — (li).
1<i<y<n
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