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Johdanto

Historiaa

Mitta- ja integrointiteorian historiaa on késitelty laajahkosti kirjassa [1] ja
suppeammin kirjassa [3]. Esitimme téssd muutamia poimintoja kyseisistd
teoksista.

1800-luvun lopun tdsmaéllisyyden painotus johti useat matemaatikot esit-
tdméadn " patologisia”’ funktioita, joiden epéatavalliset ominaisuudet rikkoivat
jotakin aikaisemmin totena pidettyd teoreemaa vastaan. Erdét ansioituneet
analyysin harjoittajat ilmaisivat huolensa siité, etta kiinnostus erikoistapauk-
siin suuntaa nuorten matemaatikkojen mielenkiinnon pois sen ajan suuris-
ta ratkaisemattomista kysymyksistd. Hermite kertoo kddntidneensé selkénsé
"télle valitettavalle derivaatattomien funktioiden rutolle pelon ja kauhun se-
kaisin tuntein.” Poincaré jakoi opettajansa huolen:

” Aikaisemmin uusi funktio keksittiin johonkin kidytinnon tarpee-
seen; tdnddn niitd keksitddn nimenomaan siksi, ett niilld voidaan
osoittaa edeltdjiemme ajattelun puutteet eiké niistd koskaan saa-
da johdetuksi mitdin muuta.”

Kaikesta huolimatta epétavallisten tapausten tutkimus ja edeltédjien toi-
den kyseenalaistaminen johti kaksi nuorta ranskalaista matemaatikkoa maa-
ritteleméén kisitteitd, joilla on perustavanlaatuinen merkitys erdiden 1900-
luvun yleisluontoisempien teorioiden kehityksesséd. Henri Lebesgue (1875
1941) sai tavanomaisen matemaattisen koulutuksen siitd huolimatta, ettd
hén oli osoittanut poikkeuksellista kunnioituksen puutetta kyseenalaistaes-
saan professoreidensa véitteitd. Hinen Nancyssid vuonna 1902 hyvéksytty
vaitoskirjansa oli kuitenkin epitavallinen sikéli, ettd kdytdnnossid se raken-
si integraalilaskennan perusteet uudelleen. Hénen tyonsd poikkesi yleisesti
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hyviksytyistd ndkemyksistd niin paljon, ettd Lebesgue joutui Cantorin ta-
paan ulkoisen kritiikin ja omien epéilystensé tyrméaaméksi. Vihitellen hinen
nikemyksiddn alettiin kuitenkin hyviksyd laajemmin ja vuonna 1910 hénet
nimitettiin professoriksi Sorbonneen. Hén ei kuitenkaan perustanut ”koulu-
kuntaa”tai keskittynyt perustamalleen alalle. Vaikka hénen integraalin késit-
teensd oli himmastyttava yleistys, Lebesgue pelkisi, ettd ”yleisiin teorioihin
palautettu matematiikka on vain kaunis muoto, jolla ei ole sisidltdd. Se kuo-
lee nopeasti.” Myohempi kehitys ndyttdd osoittavan, ettd hinen yleistysten
haitallisia vaikutuksia koskevat pelkonsa olivat perusteettomia.

Riemannin integraali hallitsi integraalilaskennan tutkimusta ennen kuin
Lebesguesta tuli ”jatkoajan Arkhimedes”. 1800-luvun lopulla trigonomet-
risten sarjojen ja Cantorin Mengenlehren tutkimus osoitti matemaatikoille,
ettd funktionaalisuuden perusajatuksen tulee olla pisteittdinen vastaavuus
tai ”kuvaus”uudemmassa mielessé eikd niink&ddn muutoksen tasaisuus. Can-
tor oli jo pohtinut mitallisia joukkoja, mutta hinen méaaritelménsd mukaan
kahden joukon yhdisteen mitta voi olla pienempi kuin joukkojen mittojen
summa.

Lebesguen viliton edeltdji mittateorian tutkimuksessa, Emile Borel (1871-
1956), poisti Cantorin méadritelméan puutteita. Borel vietti erdénlaista kaksoi-
selaméid, silld hén jatti Pariisin yliopiston professuurin ottaakseen aktiivises-
ti osaa hallinnollisiin asioihin. Hin oli kansanedustaja vuosina 1924-1936, ja
ennen pidéitystddn Vichyn hallituksen kaudella vuonna 1940 hén ehti toimia
laivastoministerinid. Hinen vuotta 1924 edeltdvi matemaatisten julkaisujensa
luettelo on vaikuttava ja se sisdltdd puolisen tusinaa kirjaa. Erds varhaisim-
mista késittelee epitavallista aihetta Legons sur les séries divergentes ja se
ilmestyi vuonna 1901. Borel osoittaa, miten joillekin hajaantuville sarjoille
voidaan maééiritelld summa, joka on jarkevid néitd sarjoja koskevissa relaa-
tioissa ja operaatioissa. Jos sarja on esimerkiksi )" u,, sen "summa’” voidaan
madritelld lausekkeeksi [5° e” >-0° (unx™)/ndz, jos integraali on olemassa. Vii-
me vuosisadan alussa oli melkoista kiinnostusta téllaisiin méaaritelmiin.

Borelin kestavampi tulos liittyy kuitenkin joukko-opin soveltamiseen funk-
tioteoriaan, jossa hinen nimensé on siilynyt tutussa Heinen-Borelin lausees-
sa:

”Jos suoran suljettu pistejoukko voidaan peittdi sellaisella avoi-
mien vilien kokoelmalla, ettd jokainen joukon piste kuuluu aina-
kin yhteen viliin, on olemassa &direllinen vélien kokoelma, joka
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peittdd joukon.”

Heine oli esittdnyt tdméin teoreeman hieman toisenlaisin termein vuonna
1872, mutta se jii huomiotta, ja Borel esitti sen uudelleen vuonna 1895.
Borelin nimi liitetd&n myos joukkoon, joka saadaan reaalilukujen suoran sul-
jetuista ja avoimista véleistd toistamalla yhdiste- ja leikkausoperaatioita nu-
meroituvaan vilien kokoelmaan. Jokaisella Borelin joukolla on myds mitta
hénen méiritteleméssdin mielessi.

Pohtiessaan Borelin joukkoja koskevaa tyotd Lebesgue huomasi, ettd Rie-
mannin integraalin mééritelméssé on se puute, etté se soveltuu vain erikoista-
pauksiin. Mééritelmé nimittéin olettaa, ettd funktio on epéjatkuva korkein-
taan numeroituvassa pistejoukossa. Jos funktiolla y = f(z) on "riittévisti”
(esimerkiksi ylinumeroituva méiri) epajatkuvuuskohtia, vilin [z;_q, z;] ly-
hetessé funktion yli- ja alasumma talla valilla ei valttamaéatta lahesty samaa
arvoa.

Sen sijaan, ettd olisi jakanut riippumattoman muuttujan alueen osiin,
Lebesgue jakoi funktion arvojoukon osavéleihin Ay; ja valitsi jokaisesta osa-
vilistd arvon n;. Tdmén jilkeen hin etsi "mitan”m(E;) z-akselin pisteiden
joukolle F;, jossa funktio f saa likimain arvon 7;. Integraalilaskennan aikai-
semmat harjoittajat laskivat sekd suuria ettd pienid jakamattomia suurei-
ta yhteen jirjestyksessi, vasemmalta oikealle, kun taas Lebesgue, joka piti
asioiden esittdmisestd epdmuodollisesti, ryhmitteli mieluummin samansuu-
ruiset jakamattomat ryhmiksi ennen yhteenlaskua. Riemannin aikaisemman
summan S, = Y f(x;)Ax; tilalle hin kirjoitti Lebesgue-tyyppisen summan
Sn = > nym(F;) ja antoi vélien pituuksien ldhestyé nollaa.

Téssé padpiirteissdin kuvaamamme Lebeguen integraali on tietenkin maa-
ritelty paljon tdsméllisemmin kiyttamallda yla- ja alarajoja sekd Lebeguen
mittaa, mutta palaamme néiden késitteiden méaéritelmiin tyossimme myo-
hemmin. Valaiseva esimerkki osoittaa miten Lebesguen menetelmi toimii.
Piddmme tunnettuna, ettd kaikkien vilin [0, 1] rationaalilukujen F; Lebes-
guen mitta on nolla ja ettd tdmén vélin kaikkien irrationaalilukujen Ey mitta
on yksi. On mééritettavi funktion f integraali télld vélilla, kun f(x) = 0 ra-
tionaaliluvuille ja f(z) = 1 irrationaaliluvuille. Nyt Lebesguen summaksi
muodostuu S, = 0-m(E;) +1-m(Ey;) =0-0+1-1 = 1. Huomattavaa
on, ettd saman funktion Riemannin integraali ei tietenkdén ole talla valilla
olemassa.

Emme ole vield méaritelleet termié joukon mitta tai mitallinen funktio,
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koska sité ei ole helppo tehdé tavallisen kielen sanoin. Liséksi sana mitta voi
tarkoittaa eri asioita. Kun Lebesgue esitteli uuden integraalin késitteensé,
hin kiytti sanaa mitta nykyidin Lebeguen mittana tunnetussa erityisessi
merkityksessd. Se oli klassisen pituuden ja alan késitteiden laajennus ylei-
sempiin kuin tavanomaisiin kdyriin ja pintoihin liittyviin joukkoihin. Ny-
kyddn termid mitta kidytetddn vieldkin laajemmassa merkityksessd, jolloin
kentén R mitta on yksinkertaisesti ei-negatiivinen funktio p, jolla on ominai-
suus (U A4;) = X p(A4;) jokaiselle numeroituvalle kentdn R luokalle A4;, joilla
ei ole yhteisié alkioita.

Sen lisiiksi, ettd uusi integraalin kisite kattaa laajemman funktioiden luo-
kan kuin Riemannin integraali, derivoinnin ja (Lebesguen yleisessi mielessi
médrittelemén) integroinnin viliselld kddnteiselld riippuvuudella on vihem-
mén poikkeuksia. Jos esimerkiksi funktio g on differentioituva vélilla [a, b]
ja ¢'(x) = f(x) on rajoitettu, niin funktio f on Lebesgue-integroituva ja
g(b) — g(a) = [°, f(t)dt. Sen sijaan Riemannin integraali [’ f(¢)d¢ ei ehki
ole edes olemassa, kun funktioihin ¢ ja ¢’ kohdistetaan samat rajoitukset.

Lebesguen ajatukset ovat 1800-luvun lopulta, mutta tulivat laajempaan
tietoon vasta, kun hén julkaisi ajatuksiaan kahdessa, viime vuosisadan alus-
sa ilmestyneesséi, klassisessa kirjassa: Lecons sur les séries trigonométriques
ilmestyi vuonna 1903 ja Lecons sur l’intégration et la recherche des fonctions
primitives julkaistiin vuonna 1904. Néiden kirjojen sisédltdmét vallankumouk-
selliset ajatukset johtivat uusiin yleistyksiin, joita ovat muun muassa Denjo-
yn ja Haarin integraalit, jotka ranskalainen Arnaud Denjoy (1884-1974) ja
unkarilainen Alfred Haar (1885-1933) méérittelivit. Kolmas tunnettu viime
vuosisadan integraali on Lebeguen-Stieltjesin-integraali, joka on Lebesguen
ja hollantilaisen analyytikko T. J. Stieltjesin ajatusten yhdistelmé. Néiden
ja muiden tutkijoiden ty6 on muuttanut ja yleistdnyt integraalin késitettd
niin perusteellisesti, ettd on sanottu integroinnin teorian olevan viime vuosi-
sadan luomus, vaikka integrointi itsesséén on periisin jo Arkhimedeen ajoil-
ta. Tieto uudesta teoriasta levisi myods vauhdilla. Esimerkiksi N. N. Luzin
(1883-1950), joka oli Pariisissa vuosina 1912-1914, toi suuren osan uusista
ajatuksista Moskovaan.



Tyon sisédllostd ja rakenteesta

Tyo kisittelee mitta- ja integrointiteoriaa ja onkin sen vuoksi selkeésti jakau-
tunut kahteen osaan. Mittateorian osuus seuraa péiasiassa kirjojen [4] ja [7]
esitystd ja integrointiteorian osuus eteenee péddasiassa kirjojen [2] ja [5] mu-
kaan. Lukijalta edellytimme analyysin ja joukko-opin perusteiden hallintaa.

Luvussa yksi esitimme muutamia alustavia tarkasteluja, joita tarvitsem-
me my6hemmissi luvuissa. Vaikka tdmén luvun asia on helppoa, esitimme
taydellisyyden vuoksi lauseille todistukset. Myos kansallista mielenkiintoa
herdttiva Lindeldfin lause todistetaan tédssd luvussa.

Luvussa kaksi tutustumme mittateoriaan. Aloitamme yleiselld mittateo-
rialla mm. méérittelemé&lld mitan ja ulkomitan kisitteet. Todistamme myos
keskeisen lauseen:

Tietyn ulkomitan suhteen mitalliset joukot muodostavat o-algebran
ja ulkomitan rajoittuma tdhén joukkoon on mitta.

Esimerkkitapaukseksi otamme Lebesguen mitan, jota tarkastelemmekin hie-
man tarkemmin. Luvun kaksi keskeisiin tuloksiin kuuluu my6s Carathéodoryn
laajennuslause:

Olkoon kuvaus p mitta algebrassa A ja kuvaus p* mitan p in-
dusoima ulkomitta. Tall6in ulkomitan p* rajoittuma p p*-mital-
lisiin joukkoihin on kuvauksen p laajennus sellaiseen o-algebraan,
joka siséltaéd algebran A. Mikili kuvaus g on o-darellinen, niin
laajennus fi pienimpédn sellaiseen o-algebraan B, joka siséltdi
algebran A, on ainoa o-algebrassa B méaéritelty mitta, joka on
kuvauksen p laajennus.

Luvussa kaksi esitimme my6s todistuksen Carathéodoryn laajennuslauseelle.

Luvussa kolme siirrymme tarkastelemaan mitallisia kuvauksia. Mitallisten
kuvausten tarkastelu on siind mielessé oleellista, etti integraalin késite (jon-
kun mitan suhteen) on jirkevdd maédritelld (timén saman mitan suhteen)
mitallisille funktioille. Luvussa kolme esittelemme my6s uudet késitteet [i-
mit superior ja limit inferior sekd tarkastelemme erilaisten rajafunktioiden
(ts. funktioiden, jotka saadaan erilaisten funktiojonojen raja-arvoina) mital-
lisuutta.

Luvussa nelja siirrymme tarkastelemaan integrointiteoriaa. Rajoitumme
tarkastelemaan yleistd integraalin kisitettd, emmekd endd esittele erikseen
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Lebesguen integraalia (lukija voi halutessaan ajatella yleisen mitan paikalle
Lebesguen mitan, jolloin tulee mééritelleeksi Lebesguen integraalin). Téssé
luvussa esitimme todistuksineen myds keskeiset integraalien monotonisuus-
ja suppenemislauseet. Esimerkkeind mainittakoon monotonisen suppenemi-
sen lause:

Olkoon ( f,) jono mitallisia funktioita, ja 0 < f, < f,41 jokaisella
indeksin n arvolla. Tallin

[ i o = s [ 1o g
sekd dominoidun suppenemisen lause:

Olkoon (f,) sellainen jono mitallisia funktioita, ettd |f,| < g,
missé funktio g on integroituva, ja lim,, ., f, = f. Téll6in funktio
f on integroituva ja

/fduzggrgo/fndu-

Luvussa viisi tarkastelemme Fubinin lausetta, joka sitoo mielenkiintoisel-
la tavalla yhteen esittdmédmme mitta- ja integrointiteorian tarkastelut. Fn-
nen lauseen esittdmistd joudumme méaritteleméain tulomitan kéisitteen. Fu-
binin lauseen todistus on kuitenkin niin pitkd ja monipolvinen, ettd emme
sitd tissd tyOssd esitd. Sen sijaan viittaamme ldhdeteoksiin, joissa Fubinin
lauseen todistus on esitetty. Tyydymmekin luvussa viisi vain tarkastelemaan
muutamia esimerkkejd Fubinin lauseen soveltamisesta.

Yleisesti tyon lukijalle kerrottakoon, ettd ldhes kaikkia esitettyja todis-
tuksia on muokattu esitystapaamme sopiviksi, joten sellaisenaan niitd ei
lihdeteoksista 16ydy. Viitatessamme ldhdeteoksiin olemmekin tyytyneet sa-
naan ”vertaa”, silld todistusten asiasisélto on kuitenkin vastaava. Myds muu-
tamia omia lauseita (lihdeteoksissa tunnetuksi oletettuja asioita) on esitetty
ja todistettu.
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Luku 1

Alustavia tarkasteluja

1.1 Yleista

Laajennetulla reaalilukujoukolla R tarkoitamme joukkoa R U {—o0,00}.
Maéarittelemme seuraavaksi ddrettomyyksien kiyttdytymisen yhteen-, kerto-
ja jakolaskuissa.

Maédritelmi 1.1.1 Olkoon a € R. Tillin

)

a+o00 = oo+a = oo, kuna# —oo,
a—o00 = —o0o+4+a = —oo, kun a# oco.
Lisiksi —(00) = —00 ja —(—00) = o0.

Lausekkeita co — 0o ja —oo + oo emme méérittele.
oo, kuna >0,

x-a=a-00=4¢ —o0, kuna <0,
0, kun a = 0.

—00, kun a >0,
(—o0)a =a(—o00) =< oo, kuna <0,
0, kun a = 0.



_{oo, kun 0 < a,

a
0 —00, kuna <0.

Lauseketta % emme maarittele.

v)

i:L:O, kun a # +oo.
00 —00

Lausekkeita % emme maarittele.

1.2 Joukko-oppia

Merkitsemme A C B, kun joukko A on joukon B osajoukko ja asetamme
merkinndn A C B tarkoittamaan tilannetta, jossa joukko A on joukon B
aito osajoukko (ts. A C B ja A # B).

Miéritelmi 1.2.1 Olkoon X (perus)joukko ja joukko A C X. Té&llin mer-
kitsemme joukon A komplementtia (perusjoukon suhteen) symbolilla A¢. Siis

A ={reX|z¢ A}

Miéritelma 1.2.2 Olkoon X joukko. Tillsin joukon X potenssijoukko P(X)
on

PX)={A| ACX}.
Joukon X (mielivaltainen) joukkoperhe F on
F={A, ePX)|iel},
missd joukko I on mielivaltainen indeksijoukko.

Maéritelmi 1.2.3 Olkoon kokoelma F joukon X joukkoperhe. Téll6in jouk-
koperheen F yhdiste

|JF = {z € A | jollakin joukolla A € F},

ja leikkaus
() F = {z € A | kaikilla joukoilla A € F}.



Joskus joukkoperheen yhdistettd ja leikkausta merkitddn myds Uycr A ja
Nacr A. Usein yhdisteitd ja leikkauksia tarkasteltaessa indeksijoukkona on
luonnollisten lukujen joukko N, jolloin yhdiste (ja vastaavasti leikkaus) voi-
daan kirjoittaa

U An, A tai A,

neN n n
Lause 1.2.1 (de Morganin lait) Olkoon kokoelma F = {A; | i € I} jou-
kon X joukkoperhe. Tdlloin

(UA)° =45 ja (N A) = U 45
icl iel iel icl
Todistus: Todistamme ominaisuuksista edellisen, jalkimmaisen toditus on
vastaava. Osoitamme ensin, ettd (U;c; 4i)° C Nier A5 Jos (User 4i)° = 0,
niin asia on selvd. Muussa tapauksessa valitsemme mielivaltaisen alkion z €
(Uier 4. Télloin © ¢ Ujer Ai ja edelleen x ¢ A; aina, kun ¢ € I. Nyt
x € Af aina, kun 7 € I, joten x € N;e; Af. Olemme siis osoittaneet, ettd
(Uier 4i)° € Nier AF (%)
Vastaavasti voimme osoittaa, ettd N;c; AS C (U;er Ai)¢ (x%). Viite seuraa
nyt kohdista (x) ja (xx).
O

Lause 1.2.2 Olkoon kokoelma F = {A; | i € I} joukon X joukkoperhe ja
joukko B C X. Tadlléin ovat voimassa osittelulait yhdisteelle ja leikkaukselle
ts.
Bn(UJ4)=UBnA)
icl iel
ja
BU(NA)=)(BUA,).
iel iel
Todistus: Lyhyyden vuoksi todistamme ensimmaéisen kohdan ekvivalenssi-
ketjulla. Nyt

x€ BN (Uier 4i)) & x€Bjax€Uier A
& reBjarxre A, jollaking € 1
& x e BNA;, jollakin g € 1
& x € Uier(BNA;),
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joten on osoitettu, ettd B N (U;er Ai) = Uicr(B N A;).

Toista kohtaa varten osoitamme ensin, ettd BU (N;c; 4i) € Nier(BUA;).
Jos BU (Njer Ai) = 0, niin asia on selvd. Muutoin valitsemme mielivaltaisen
alkion x € B U (N;e; A;). Télloin © € B tai x € ey Ai. Jos ¢ € B, niin
selvisti x € B U A; aina, kun i € I, joten x € ;c;(B U A;). Jos taas
x € Nier Ai, niin x € A; aina, kun ¢ € I. Télloin siis x € B U A; jokaisella
i € I, joten = € N;c;(B U A;). Olemme siis osoittaneet, ettd B U (N;c; 4A;) C
Nier(BU A).

Osoitamme lopuksi, ettd ;c;(BUA;) € BU(Nier Ai)- Jos Nier(BUA;) =
(), niin asia on selvd. Muussa tapauksessa valitsemme mielivaltasen alkion
x € Nier(BUA;). Teemme nyt vastaoletuksen, ettd x ¢ BU(N;er 4;). Téllsin
x & B jax ¢ ;e Ai. Erityisesti siis on olemassa sellainen joukko Ay, k € I,
ettd © ¢ Aj. Koska kuitenkin x € N;c;(B U 4;), niin x € B U A; aina, kun
i € I. Vastaoletuksen mukaan = € B, joten x € A; aina, kun 7 € I. Tamé& on
kuitenkin ristiriita, koska oletimme, ettd on olemassa sellainen indeksin arvo
k, ettd © ¢ Aj. Vastaoletus on siis viérd, joten N;c;(BUA;) € BU (Nier 4i)-

Taten olemme osoittaneet, ettd B U (N;jer Ai) = Nier(B U 4;).

O

Lause 1.2.3 Olkoon f: X —Y kuvaus, {4; | i € I} joukon X joukkoperhe
ja {B; | j € J} joukonY joukkoperhe. Tdlldin

F(U4A) = F(A) ja F((A) C ) F(A).

el el el el

FEdelleen

AU B) =U By ja f7HN By) = fH(By):
jed jes jeT jeT

Todistus: Todistamme lauseen ensimméisen kohdan ja jatdmme muiden
kohtien todistamisen lukijalle. Osoitamme ensin, ettd f(U;c; Ai) C User f(4;).
Jos f(U;er A;) = 0, niin asia on selvd. Muussa tapauksessa valitsemme mie-
livaltaisen alkion y € f(U;cr A;). Téll6in on olemassa sellainen alkio z € X,
ettd y = f(z) ja x € Ujer Ai- Nyt € A; ja edelleen y € f(A4;), jollakin
indeksin i € I arvolla. Téten y € U;cr f(A4;) ja f(Uier Ai) € User f(4)).

Vastaavalla tavalla voimme osoittaa, ettd U;cr f(Ai) C f(User 4i). Olem-
me siis osoittaneet, ettd f(U;cr 4i) = Uier f(A4;).

4



Maéritelms 1.2.4 Olkoon X joukko ja ¥ joukon X joukkoperhe. Télloin
joukko 3 on (joukon X)) algebra, jos

i) 0 ex,
i) jos E € ¥, niin E° € %,
iii) jos {Eo, By, ..., Ex} C %, niin U¥_, E; € &

Maéritelma 1.2.5 Olkoon X joukko ja ¥ joukon X joukkoperhe. Télloin
joukko X on (joukon X) o-algebra, jos

i) ) ey,
i) jos E € ¥, niin B¢ € ¥,
iii) jos F; € ©, i € N, niin U2, E; € %.

Lause 1.2.4 Olkoon kokoelma Y mielivaltainen o-algebra. Tdlloin, jos E; €
¥, 1 €N, niin N2, E; € 2.

Todistus: Oletamme, ettd joukot E; € ¥. Talléin myo6s Ef € X ja edelleen

20 Ef € 3, koska ¥ on o-algebra. Nyt (U2, Ff)° € ¥. Toisaalta de Morga-
nin lain nojalla (U2, Ef)¢ = N2, (ES)¢ = N2, F;. Téten olemme todistaneet
viitteen.

O

1.3 FEuklidinen avaruus

Euklidisella avaruudella tarkoitamme avaruutta R™ = RxRX- - - xR (joukon
R karteesinen tulo itsensi kanssa n kertaa), johon olemme méiéritelleet Eukli-
disen metriikan. Talla avaruudella tulee olemaan keskeinen rooli n-ulotteista
Lebeguen mittaa médriteltiessi, joten kisittelemme avaruutta R™ téssi hie-
man tarkemmin.



Kutsumme avaruuden R" alkioita pisteiksi tai vektoreiksi. Huomaamme,
ettéd
reR"& = (x1,29,...,1,),

missé kukin z; € R.
Maéritelma 1.3.1 Olkoon z,y € R” ja A € R. Télloin
T4y =(T1+ Y1, T2+ Y2, ., Tn +ya) € R,
ja
Az = (Azy, Axe, ..., Ax,) € R™

Helposti huomaamme, etté alkio (0,0, ..., 0) on avaruuden R nolla-alkio.
Lisiiksi jokaisella avaruuden R™ alkiolla x = (xy,xs,...,x,) on vasta-alkio
—x = (—x1,—9,...,—2,) € R". Kahden alkion x ja y erotus x — y voidaan
nyt palauttaa yhteenlaskun mééritelméén sopimalla, ettd z —y = = + (—y).

Huomaamme, etti systeemi (R™, R, +,-) toteuttaa muutkin vektoriava-
ruuden médritelmén kohdista:

(VSy) Ve, y e R":x +y =y +x,

(VSy) Va,y,z e R" : (z+y) +z =2+ (y + 2),
(VS;) 0 e R : 2+ 0 =,
(VSy)) Ve e R": 3—z e R":x + (—x) =0,
(VSs) Vz,y e R" :Va € R:a(z +y) = ax + ay,
(VSg) Yx € R":Va,b € R: (a + b)x = ax + bz,
(VS7) Vo € R":Va,b € R: a(bx) = (ab)x,
(VSg) Ve e R": lz =z (1 € R),

ja on siis vektoriavaruus.

Maéritelma 1.3.2 Olkoot x,y € R". Tilloin alkioiden = ja y pistetulo on

Ty = Z%‘yi (€ R).

=1



Maidritelmi 1.3.3 Olkoon 2 € R”™. Talloin alkion x normi on

o] = ViTT = (2)

Normin avulla voimme mééritelld myos kahden alkion vélisen etdisyyden
avaruudessa R™. Tarkoitamme alkioiden z ja y etdisyydelld alkion x — y
normia |x — y.

Tarkastelemme vield avoimia ja suljettuja joukkoja avaruudessa R"™. Tata
varten otamme kayttoon merkinnét:

B(z,r) = {yeR"||y—x|<r},
S(z,r) = {yeR"||y—z|=r},

B(l’,T) = {yERn | |y—l‘|§7‘},
kun z € R" ja r > 0.

Maéritelmi 1.3.4 Joukko V' C R"™ on awvoin, jos jokaista x € V' kohti on
olemassa sellainen r > 0, ettd B(z,r) C V.

Miéritelmi 1.3.5 Joukko V' C R" on suljettu, jos joukko R"\V on avoin.

Edelld olevista médritelmista ei seuraa, ettd mielivaltainen joukko on aina
avoin tai suljettu. Huomattavaa on, ettd on olemassa joukkoja, jotka ovat
sekid avoimia ettid suljettuja. Toisaalta on olemassa joukkoja, jotka eivit ole
avoimia, mutta eivit myoskddn suljettuja.

Esimerkki 1.3.1 i) Joukko B(z,r) on avoin jokaisella z € R™ ja r > 0.
ii) Joukko B(z,y) on suljettu joukko jokaisella x € R™ ja r > 0.
iii) Joukot R™ ja () ovat sekd avoimia etté suljettuja.
iv) Puoliavoimet vélit [a,b] C R eiviit ole avoimia eiké suljettuja.

Kohtien i) - iv) havaintojen todistukset ovat helppoja ja jitimmekin ne
lukijalle.

Lause 1.3.1 Olkoot joukot A; C R™, missd i € 1. Tdlloin, jos joukko A;
on avoin jokaisella indeksin i arvolla, niin joukko U;c; A; on avoin. Jos taas
joukko A; on suljettu jokaiselle ideksin i arvolla, niin joukko N;cr Ai on myds
suljettu.



Todistus: Jatdmme todistuksen yksityiskohdat lukijalle.

Lause 1.3.2 Olkoot joukot A; CR", missd 1 =1,2,...,k. Talldin, jos jou-
kot Ay, Ay, ..., A ovat avoimia, niin joukko N¥_, A; on avoin. Jos taas joukot
Ay, Ay, ... Ay ovat suljettuja, niin joukko U, A; on suljettu.

Todistus: Jitdmme todistuksen yksityiskohdat lukijalle.
O

Huomautamme, ettd mielivaltaiset avointen joukkojen leikkaukset eivét
vilttaméatta ole avoimia ja ettd mielivaltaiset suljettujen joukkojen yhdisteet
eivit valttdméatta ole suljettuja.

Esimerkki 1.3.2 Merkitsemme O = (0,0,...,0) € R". Nyt

U E(O,T) =R",

reRy

joka on avoin ja

N B(O,r)={0},

reR4

joka on suljettu.

Lause 1.3.3 Olkoon joukko A C R™ avoin. Tdlloin joukko A voidaan esittid
numeroituvana yhdisteend

A = U Bia
i=1
missd joukot B; ovat avoimia kuulia (ts. B; = B(x,r) jollakin © € R™ ja
r>0).

Todistus: Koska joukko Q on numeroituva, niin joukko Q™ x Q,, missi
Q. = {¢ € Q| ¢ > 0}, on numeroituvien joukkojen #irelliseni tulona
numeroituva.

Osoitamme, ettéd joukko

J={(e:r)€QxQ, | Bg,r) C A}
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on sellainen, ettd
A= U Blar),
(q,r)ed

jolloin véite seuraa joukon J numeroituvuudesta.

Olkoon nyt x € A. Koska joukko A on avoin, on olemassa sellainen luku
d > 0, ettd B(x,0) C A. Yleisyytta rajoittamatta voimme olettaa, ettd § €
Q.. Koska joukko Q™ on joukon R” tihed osajoukko, on olemassa sellainen
alkio ¢ € Q", ettéd |[r — ¢| < g. Télloin = € B(g, %)

Olkoon nyt y € B(q, %) Talloin kolmioepéayhtilon perusteella

)
y—z|<ly—dl+tlg—z|<5+5=4

2 2
jolloin y € B(z,d) C A. Néin ollen B(g,2) C A. Koska ¢ € Q" ja £ € Q.
niin (¢,3) € J ja

)
reBlgz) < U Blar)
(gr)ed
Néin ollen A C Uy res B(g, 7). Edelleen, koska B(q,r) C A jokaisella (¢,r) €
J, niin
A= U B(q,r).

(q,r)ed

Lause 1.3.4 (Lindel6fin lause) (Vrt. [3, s. 92]) Olkoon joukko A C R™
mielivaltainen ja olkoot joukot Vi, i € I, avoimet ja sellaiset, ettd A C
User Vi Tdlloin on olemassa sellainen numeroituva kokoelma 1y C I, ettd

A g Uie[o V;

Todistus: Lauseen 1.3.3 nojalla jokainen avoin joukko voidaan esittdd nume-
roituvana yhdisteend joukon R™ avoimia kuulia. Itse asiassa voimme sanoa,
ettd jokainen avoin joukko voidaan esittdd numeroituvana yhdisteend em.
kuulajoukon jonkun osajoukon avoimien kuulien avulla. Toisin sanoen, jos

B={B(q,r) CR" | ¢ Q",r € Q.},

niin jokaista avointa joukkoa G kohti on olemassa sellainen kokoelma By C B,
ettii G — UBGBO B



Olkoon nyt G = {V; | i € I'} joukon A avoin peite. T&ll6in jokaista joukkoa
V; kohti on olemassa sellainen kokoelma B; C B, etté

V,= |J B.

BeB;

Olkoon C = Uy Bi. Koska C C B, niin kokoelma C on numeroituva.
Lisdksi
Uvi=U|UB|=UB
i€l il \BeB; Bec

Valitsemme nyt jokaista joukkoa B € C kohti sellaisen indeksin ¢ € I, jolla
joukko B C V; ja merkitsemme néiden indeksien kokoelmaa symbolilla Ij.

Talloin
UvioUB=JVi2 A
1€lp BeC el
Niin ollen joukko {V; | i € Iy} on peitteen G numeroituva osapeite, joka
peittdd joukon A.
O

Avaruutta X, jossa on voimassa Lindel6fin lause, sanomme Lindel6fin
avaruudeksi. Tulemme tarvitsemaan Lindeldfin lausetta muutamassa mitta-
teoria osuuden tarkastelussa.

10



Luku 2

Mittateoriaa

2.1 Yleistd mittateoriaa

Maisritelmi 2.1.1 Olkoon I' joukkoluokka ja o : I' — R kuvaus. Sanomme,
ettd kuvaus o on tdysadditiivinen joukkofunktio, mikali

i) T on o-algebra,
ii) o(0) =0,

iii) joukkojen E; € T, missd i € N, ollessa pistevieraita Y.;°, o(F;) on
madritelty ja o (U2, E;) = Y2, o(E;).

Maiéaritelma 2.1.2 Ei-negatiivinen, tdysadditiivinen joukkofunktio on mit-
ta.

Lause 2.1.1 Olkoon kokoelma T o-algebra ja kuvaus p: T — [0, 00] mitta.
Talloin kuvaus p on monotoninen: Jos A on sellainen joukko, ettdé A C B,
niin pu(A) < p(B).

Todistus: Olkoot joukot A ja B sellaiset, ettd A C B. Helposti huomaamme,
ettd B = (B\A) U A. Koska selvisti joukot B\A ja A ovat erilliset, seuraa
mitan p médritelméstd, ettd p((B\A)UA) = u(B\A)+u(A). Tallsin u(B) =
p(B\A)+u(A). Koska mitta p on ei-negatiivinen, u(B\A) > 0, joten pu(A) <
p(B). Téten mitta 1 on monotoninen.

O
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Miéritelméi 2.1.3 Olkoon X (perus)joukko, kokoelma B joukon X o-algeb-
ra ja kuvaus p o-algebrassa B méiritelty mitta. Talloin kutsumme kolmikkoa
(X, B, 1) mitta-avarvudeksi.

Maiéritelmé 2.1.4 Olkoon kolmikko (X, B, ;1) mitta-avaruus. Sanomme mi-
tan p olevan #érellinen, jos pu(X) < oco. Edelleen sanomme mitan p olevan
o-darellinen, jos on olemassa sellaiset joukot X; € B, etti

=0

ja u(X;) < oo jokaisella indeksin i arvolla.

Maiéritelmé 2.1.5 Olkoon kolmikko (X, B, 1) mitta-avaruus. Jos o-algebra
B sisiltad kaikki nollamitallisten joukkojen osajoukot (ts. jos joukko B € B,
u(B) = 0 ja joukko A C B, niin A € B), niin mitta-avaruus (X, B, 1) on
taydellinen.

Miéritelméi 2.1.6 Olkoon X joukko. Kuvaus p* : P(X) — [0, 00] on ulko-
mitta joukossa X, mikéli

1) () =0,
i) kuvaus p* on monotoninen: Jos A C B, kun A, B € X, niin p*(A) <
w(B),
iii) kuvaus p* on subadditiivinen: Jos F; C X, kuni € I, niin p*(U2, E;) <
X2 1 (E).

Ehdoista i) ja ii) seuraa, ettd myos kuvaus p* on ei-negatiivinen.

Miéritelméi 2.1.7 (Carathéodoryn ehto) Olkoon p* ulkomitta joukossa
X. T&llsin joukko F C X on p*-mitallinen (tai lyhyemmin mitallinen), jos

pr(A) = p (AN E) + p* (AN E),

aina, kun A C X.
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Koska A = (AN E)U (AN E°) ja ulkomitta p* on subadditiivinen, niin
p*(A) < pu (AN E)+ p* (AN E°). Osoitettaessa siis joukkoa E p*-mitalliseksi
(tai lyhyemmin mitalliseksi) riittdd osoittaa, etté

pr(A) = p (AN E) + p* (AN E),
mielivaltaisella joukolla A.

Lause 2.1.2 Olkoon kuvaus p1* ulkomitta ja joukko E sellainen, etti u*(E) =
0. Télloin joukko E on p*-mitallinen.

Todistus: Olkoon A mielivaltainen joukko. Nyt ANE C E| joten p*(ANE) <
p*(E) = 0. Toisaalta AN E° C A, joten

p(A) = p (AN E) = p (AN E) + p* (AN E°).

Téaten joukko E on p*-mitallinen.

Lause 2.1.3 Olkoon kuvaus p* ulkomitta ja joukko E p*-mitallinen. Talloin
myds joukko E°¢ on p*-mitallinen.

Todistus: Olkoon joukko A mielivaltainen. Koska joukko F on p*-mitallinen,
pr(A) = (ANE)+p (AN ES) = pu" (AN (E9)°) + p* (AN E°),

mistd viite seuraa.

Lause 2.1.4 Olkoon kuvaus p* ulkomitta ja olkoot joukot Fy, Es, ..., FE, 1*-
mitalliset. Talloin joukko Ul E; on p*-mitallinen (kaikilla indeksin n ar-
voilla).

Todistus: Osoitamme taman iduktiolla. Todistusta varten valitsemme mie-
livaltaisen joukon A.
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1°) Olkoot joukot F; ja Ey mitalliset. Télloin p*(A) = p*(ANEL) 4+ p*(AN
(E1)°), koska joukko E; on mitallinen ja edelleen p*(A N (E;)¢) =
p* (AN (B N Ey) 4+ p*((AN (Ey)°) N (Ey)°), koska joukko E; on

mitallinen.

Nyt selviisti (AN(E2)°)N(E2)° = AN(ELUE,)°. Edelleen ((AN(E1)°)N
E))U(ANE;)) = An(FE; UE),), joten ulkomitan p* subadditiivisuuden
perustella

(AN (E)) NEz) + (AN EY) > p* (AN (E1 U E)).
Saadaan siis, ettd mielivaltaisella joukolla A
pr(A) = p(ANE)+p (AN (E))
= W(ANE) +p (AN (E)°) N Ey) + p*((AN (E2)°) N (E)°)
> p(AN(Ey U Ey)) + p* (AN (B U Ey)°),
joten joukko E; U E5 on mitallinen.

2°) Tehdadn induktio-oletus, ettéd joukko J?_; E; on mitallinen. Toistamalla
edellisen kohdan pééttely joukoille U}, F; ja E,.; voidaan osoittaa,
ettii joukko U E; on mitallinen.

3°) Viite seuraa nyt induktioperiaatteesta.

Lause 2.1.5 Olkoon kuvaus p* ulkomitta ja olkoot joukot Ey, Es, ..., E, 1*-
mitalliset. Tdlloin joukko NI—, E; on p*-mitallinen (kaikilla indeksin n ar-
voilla).

Todistus: Voimme kirjoittaa

i=1 i=1

joten viite seuraa nyt lauseista 2.1.3 ja 2.1.4.
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Lause 2.1.6 Olkoon kuvaus u* ulkomitta ja olkoot joukot Ey ja Eo p*-mitalliset.
Talloin joukko E1\FEs on p*-mitallinen.

Todistus: Helposti ndemme, etti F1\Fy = F; N ES. Joukko ES on lauseen
2.1.3 nojalla mitallinen ja kahden mitallisen joukon leikkaus on lauseen 2.1.5

mukaan mitallinen. Taten olemmekin todistaneet viitteen.
O

Lause 2.1.7 Olkoon kuvaus p* ulkomitta ja olkoot F;, missi i € N, sel-
laiset p*-mitalliset joukot, ettd E = U2, E;. Tdlloin on olemassa sellaiset
pareittain erilliset, p*-mitalliset joukot F;, etti F; C E; ja

E=JF.

1=0

Todistus: Moudostamme joukkojonon F; seuraavasti. Olkoon Fy = Fj ja

i1
k=0
Nyt joukko Fj on selvisti mitallinen. Toisaalta lauseiden 2.1.4 ja 2.1.6 nojalla
joukot F; (i = 1,2,...) ovat mitalliset. Edelleen selviisti F; C E; jokaisella
indeksin 7 arvolla.

Osoitamme vield, ettd E = J;2, F; ja ettd joukot F; ovat pareittain eril-
liset.

Jos joukko E = (), niin selviisti E C (U2, F;. Oletamme nyt, ettid F # ()
ja valitsemme mielivaltaisen alkion x € E. Téll6in z € E;, jollakin indeksin 7
arvolla. Jos nyt € E; jokaisella indeksin j arvolla, jolla j < ¢, niin x € Ej.
Té&ll6in, koska Fyy = Ey, v € U2, F;. Muussa tapauksessa on olemassa pienin
sellainen luku j < ¢, ettd x € FE;, mutta ¢ Ej, kun k < j. Télloin siis
v € Ejjar ¢ U{;& E;, joten x € E;\ Ug:_& = F; ja edelleen z € U2, F;.
Olemme siis osoittaneet, ettd E C U2, F; ().

Jos U2, F; = 0, niin selviisti U2, F; C E. Jos taas U2, F; # 0, niin
valitaan mielivaltainen x € J;2, F;. Tdlloin x € F;, jollakin indeksin ¢ arvolla.
Joukon F; méiritelmén nojalla siis x € E;\ U};lo E}.. Erityisesti siis © € F;,
jollakin indeksin ¢ arvolla, joten z € U;2, E; = E. Olemme siis osoittaneet,
ettd U2y F; C E (#x).
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Nyt ehdoista (%) ja (*x) seuraa, ettd U2, F; = E.

Olkoot nyt ¢ ja j sellaiset indeksit, ettd ¢ # j. Yleisyyttéd rajoittamatta
voimme olettaa, ettd i < j. Teemme vastaoletuksen, ettd F; N F; # (. Téllin
on olemassa sellainen alkio z, ettd x € F; ja x € Fj. Nyt koska x € E, niin
joukon F; midritelmén nojalla x € FE;. Télloin, koska i< j,r € Ui Ek,
mik4 on ristiriidassa sen kanssa, ettd x € Fj. On siis oltava, ettd F;NF; = 0,
mika pitikin osoittaa.

O

Lause 2.1.8 (Vrt. [4, s. 8]) Merkitkoon M ulkomitan p* suhteen mitallisten
joukkojen luokkaa ja p funktion p* rajoittumaa luokkaan M. Tdlldin funktio
W on mitta.

Todistus: Osoitamme tadméan useassa vaiheessa.

i) Ulkomitan p* mééritelmén nojalla p*(()) = 0, joten tyhji joukko on
mitallinen lauseen 2.1.2 nojalla. Siis ) € M.

ii) Olkoon E sellainen joukko, ettd E € M. Téllsin lauseen 2.1.3 nojalla
myd6s joukko E¢ € M.

iii) Oletamme, ettd joukot E; € M, kun i € N. Osoitamme nyt, etté
Uien i € M. Lauseen 2.1.7 nojalla on olemassa sellaiset pareittain eril-
liset, mitalliset joukot F;, ettd U;en Ei = Usen Fi, joten riittdd osoittaa,
ettd U;en i € M. Merkitddn S, = U, F; ja osoitetaan induktiolla,
ettd talloin, kun n > 0,

(ANS,) Zu (AN E).
=0

Tapaus n = 0 on selvi. Lauseen 2.1.4 perusteella joukko S, on mital-
linen, joten p*(AN Sp1) = p (AN Spp1 NSy) + w* (AN Sy N (SR)).
Talloin

P (AN Spy) = p (AN S NS,) + p* (AN Spi1 N (S,)°)
= (AN Sn) + (AN Fuy)
= Yo (ANE) 4+ p (AN Fyy)
= Z?+01 H (A N E)a
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miké oli osoitettavakin. Merkitdén seuraavaksi S = U2, F;. Nyt siis
Sp C S, kaikilla n € N. Téll6in ulkomitan p* monotonisuuden ja dsken
todistetun perusteella on voimassa, etti

p(ANS) > p (ANS,) = p (AN F).
1=0
Nyt kun n — oo, ndhddédn joukon S méidritelmén nojalla, ettd

pANS) =) p(ANE).

1=0

Kadnteinen epdyhtidlé on voimassa ulkomitan p* subadditiivisuuden
perusteella, joten

M

s
I
=)

pHANS) =2 W (AN E).

Liséiksi mielivaltaisella joukolla A on voimassa, etti

pr(A) = p(ANS,)+p (AN (Sk)°)
> S (ANE) + (AN S)
Antamalla nyt n — oo ja kdyttamalld edelld todistettua saadaan vih-
doin, ettd

pr(A) = pt (AN S) + p (AN S,
joten joukko S on siis mitallinen. Siis S = U;en Fi = Ujen Ei € M.
Nyt kohdista i), ii) ja iii) seuraa, ettd joukkoluokka M on o-algebra.

Osoitamme vield, ettd ulkomitan p* rajoittuma p o-algebraan M on
mitta.

Olkoot F;, missa i € N, pareittain erilliset joukot o-algebrasta M ja A
mielivaltainen joukko. Nyt kohdan ¢i7) nojalla joukko U;en F; on mital-
linen, joten p(U%, E;) on médritelty. Vield pitdd osoittaa, ettd funktio
1 on taysadditiivinen. Edellisen kohdan nojalla pareittain erillisille jou-
koille E; on voimassa p*(ANS) = Y2, u* (AN E;), missd S = U2, E;
ja joukko A mielivaltainen. Asetamme nyt A = S, jolloin siis

= p(J Ei) =Y wE;)
i=0 i=0
ja funktio p on taysadditiivinen.
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O

Lause 2.1.9 Olkoon kuvaus p* ulkomitta ja olkoot joukot E;, 1 € N, u*-
mitalliset. Tdlloin joukot U2y E; ja N2y B ovat p*-mitalliset.

Todistus: Lauseen 2.1.3 mukaan joukot Ef ovat mitalliset. Edelleen joukko
20 Ef on mitallinen lauseen 2.1.8 kohdan #ii) nojalla. Toisaalta

ne-(Uz)
1=0 1=0

ja lauseen 2.1.3 nojalla mitallisen joukon komplementti on mitallinen, joten
my0s joukko N2, F; on mitallinen.
O

Miéritelméi 2.1.8 Olkoon (X, B, ;1) mitta-avaruus. Tarkastelemme jotakin
ominaisuutta P ja merkitsemme P(z), mikéli ominaisuus P on voimassa
alkiolla z € X. Jos nyt

p{z € X [=P(z)}) =0,
sanomme, ettd ominaisuus P on voimassa melkein kaikkialla (m.k.).

Olisi luonnollista ajatella niitd nollamitallisia joukkoja ”poikkeusjouk-
koina”. Tuntuisi luontevalta, ettd poikkeusjoukon osajoukotkin olisivat ai-
na poikkeusjoukkoja. Néin ei kuitenkaan aina ole; voi olla, ettd p(A) = 0
(A € B), mutta jollekin A" C A pitee A’ ¢ B. Tillaisia ongelmia ei synny,
mikéli tarkasteltava mitta g on tdydellinen.

2.2 Lebesguen mitta

Téssd kappaleessa tarkastelemme Lebesguen mittaa euklidisessa avaruudessa
R”™. Kutsumme joukkoa I C R" n-vidliksi, jos

I=1 xI,x---x1I,,

missd kukin joukko I; on avaruuden R véli. Sanomme, ettd n-véli I on avoin
(suljettu), jos jokainen vileistd I; on avoin (suljettu).
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Mééritelmé 2.2.1 Olkoon I = I} x --- x I, sellainen n-vili, ettd vélien I;
padtepisteet ovat a; ja b;; a; < b;. Télloin n-vélin I geometrinen mitta [ on

l([):(bl—al)(bg—ag) b — Qp, :]ib —CL]

Erityisesti [(()) = 0.

Geometrisella mitalla [ on yhteys Riemannin integraaliin. Nimittéin, jos
I on n-vili kuten edelld ja x; : R™ — {0,1} on joukon I karakteristinen
funktio (ks. médritelmé 3.1.3), niin valitsemalla sellainen n-vili @, ettd I C
(), saadaan

/X, /bl/bz dxld:@ iy = (b —ay)(by—an) - -+ (b —a) = I(1).

Lause 2.2.1 Olkoot joukot I ja Iy, ..., Iy sellaisia n-vilejd, etti I C Uf:o 1,
Talloin 1(I) < YK I(L). Jos lzsaksz leikkauksilla I; N I;, i # j, ei ole
sisdpisteitd ja I = Uz:[] I, niin I(I) = 8 1(I).

Todistus: Todistuksen yksityiskohdat jatdmme lukijalle.
O

Jatkossa tavoitteenamme on méiritelld Lebesguen mitta m,, kuvauksena
my @ P(R™) — [0, 00,
joka toteuttaisi seuraavat ehdot:
i) m,(E) on médritelty jokaisella joukolla E' C R™ ja m,(E) > 0.
i) n-vilille I on voimassa my,(I) = I(I).

iii) Kuvaus m, on (numeroituvasti) tdysadditiivinen: Jos joukot Ej ovat
pareittain erillisiéd, niin

mn(GEk):kim

k=1
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iv) Kuvaus m,, on siirtoinvariantti: Kun £ C R", x € R" ja joukko E+z =
{y+2 |y € E}, niin

mp(E + ) = m,(E).

Myohemmin osoittautuu kuitenkin, ettd ehdot i) — iv) eivit voi olla sa-
maan aikaan voimassa. Lebesguen mittaa méiritellessimme joudumme siis
heikentdmé&in jotakin yo. ehdoista. Meiddn kannaltamme on tarkoituksen-
mukaisinta heikentéié ehtoa 7). Haluamme, ettd m,, (F) olisi méairitelty mah-
dollisimman monella joukolla E. Ma&rittelemmekin Lebesguen mitan siten,
ettd kaikki joukot 2 C R" eivit vilttamitta ole Lebesgue-mitallisia, mutta
kuitenkin niin, etti ehdot i) — iv) ovat voimassa.

Myos Lebesgue esitti ratkaisun ehtojen i) — iv) synnyttdméiin problema-
tiikkaan. Hanen ideansa oli rajoittaa osajoukkoja, joita voidaan mitata. Hian
tulikin mééritelleeksi mitallisten joukkojen perheen joille Lebeguen mitta on
médritelty ja toteuttaa ehdot ii) — iv).

Asetetut ehdot ovat muussakin mielessi ongelmalliset, silld ei ole ollen-
kaan selvad, onko ylipddtdan olemassa sellaista joukkofunktiota, joka toteut-
taisi vaadituista ehdoista kolme ensimmiéisté. Téllaisen funktion olemassaolo
nimittiin riippuu kontinuumihypoteesista. Jos oletamme, ettd kontinuumi-
hypoteesi on voimassa, on téillaisen joukkofunktion konstruointi mahdotonta.
Tédhdn asiaan emme kuitenkaan paneudu téssé sen enempéd.

Esimerkki 2.2.1 Oletamme, ettd kuvaus m; : P(R) — [0,00] toteuttaa
edelld olleet ehdot 7)-iv), ja liséksi ehdossa ii7) sallitaan mielivaltaisen monen
joukon yhdisteet. T&ll6in voimme kirjoittaa

0,1]= U {=}.

0<z<1

Joukkoa [0, 1] voidaan pitdd avaruuden R n-véliné, joten my([0,1]) = 1. Jos
oletamme, ettd my({z}) = 0, niin

1 =my([0,1]) = Z mi({z}) = Z 0,

z€[0,1] z€[0,1]

missi tulee ylitsepddseméttomid vaikeuksia, jos tulkitaan nollien (vaikkakin
ylinumeroituva) summa aina nollaksi. Jos taas olisi m;({z}) = a > 0, niin
voitaisiin kai sanoa, ettd - 101 @ = 00 ja jilleen olisimme hankaluuksissa.
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Edellisen esimerkin valossa onkin jérkevid vaatia kohdassa ii7) additiivi-
suus vain numeroituville yhdisteille.

Miéritelméi 2.2.2 Olkoon A C R”" joukko. Kokoelma F = {I;,I,...},
missi kukin joukko I € R" on rajoitettu, avoin n-vili (tai (), on joukon A
Lebesguen peite, jos

AcC | L.
k=1

Lause 2.2.2 (Vrt. [7, s. 55] ja [6, s. 7]) Funktio m} : P(R") — [0, 00|, missd

my(A) = inf {Z [(I)

on ulkomitta joukossa R™.

Todistus:
i) Selvisti m(0) = 0.

ii) Olkoot A ja B sellaiset joukot, ettd A C B. Olkoon F = {I, [5,...}
joukon B Lebesguen peite. Téll6in

3

k=1

joten kokoelma F on myos joukon A Lebesguen peite. Selvisti siis

{gl”’“) BC [j[k} - {il([k) Agkg[k}.

k=1 k=1

Téstéd edelleen seuraa, etté

inf{kill(lk) AC [j Ik} < inf{il([k)

k=1 k=1

Bg[j[k}.

k=1

Talloin siis m? (A) < m?(B), miki oli osoitettavakin.
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iii) Suoraan funktion m’ mééritelméista seuraa (infimumin e-ominaisuuden
nojalla), etté jokaista lukua £ > 0 kohti on olemassa sellainen joukon
A Lebesguen peite F = {I1, I», ...}, ettéd

S U(Ix) <mp(A) +e.

k=1
Olkoon nyt € > 0 ja E; C R”, kun ¢ € I. Merkitdin E = |J; E;. Olkoon
nyt kokoelma F; = {I;1, I;s,...} joukon E; sellainen Lebesguen peite,
ettéd

> U(I) < my(Ey) + =
k=1 QZ

Helposti ndhdéén, ettd kokoelma F = (J; F; on joukon E Lebesguen
peite. Nyt funktion m, médritelmidn mukaan

mt(E) < f}zm) - i i (1) < im:(m@; - immm

Koska luku € oli mielivaltainen on oltava, etté

Talloin siis

eli funktio m; on subadditiivinen.

Maiésritelmé 2.2.3 Joukon A C R”" (n-ulotteinen) Lebesguen ulkomitta on
mi(A).

Merkitsemme avaruuden R™ Lebesgue-mitallisten joukkojen luokkaa £(R™).
Nyt lauseen 2.1.8 mukaan Lebesguen ulkomitan m; rajoittuma m, joukko-
luokkaan £(R™) on mitta. Myohemmin osoitamme, ettd on olemassa jouk-
koja, jotka eivit ole Lebesgue-mitallisia (ts. ettd L(R™) C P(R™)).
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Esimerkki 2.2.2 Tarkastelemme avaruutta R2. Olkoon A eriis jana tasossa.
Merkitsemme A = {(z,0) | a <z < b}. Olkoon nyt luku & > 0 mielivaltainen
ja joukko I. =]a—e, b+e[x]—¢, [. Téll6in joukko I. on avoin n-vili ja A C I,
joten

0 <mi(A) <IU(I.) =2e(b—a+2e).

Nyt 2e(b —a + 2¢) — 0, kun € — 0, joten m3(A) = 0.

Esimerkki 2.2.3 Rationaalilukujen joukko Q on numeroituva, joten voim-
me kirjoittaa Q = {¢; | j € Z4}. Olkoon nyt luku £ > 0 mielivaltainen. Nyt
jokaista indeksin arvoa j kohti, olkoon

I — £ 9
1= o= g+

Nyt I; on avoin vili ja [(I;) = 5% = . Selviisti Q C U3, I, joten
. o0 o0 c

Koska luku € on mielivaltainen, niin m;(Q) = 0.
Lause 2.2.3 Jos joukko I C R"™ on n-vdli, niin m}; (1) = I(I).

Todistus: (Vrt. [7, s. 54]) Olkoon joukko I n-véli. Valitsemme nyt mielival-
taisen luvun € > 0. Téll6in on olemassa sellainen avoin n-véli J, ettd I C J
ja [(J) < I(I) + e. Koska joukko {J} on n-vilin I Lebesguen peite, niin
selvisti m’(I) < [(J) ja edelleen m’(I) < I[(I) + . Nyt, koska luku £ on
mielivaltainen, m; (1) < [(I).

Osoittaaksemme, ettd [(I) < m?(I), oletamme ensin, ettd n-vili I on
suljettu. Olkoon kokoelma F n-vilin I Lebesguen peite. Koska n-vili I on
suljettu ja rajoitettu, on se kompakti, joten on olemassa direllinen alipeite
Fo = {Iy,..., I} C F. Nyt lauseen 2.2.1 mukaan [(I) < YF  I(I;), joten
selvasti [(I) < m?(I).

Oletamme sitten, ettd n-vili I ei ole suljettu ja valitsemme mielivaltaisen
luvun € > 0. T&lloin on olemassa sellainen suljettu n-vali J, ettd J C [
ja l(J) > I(I) — e. Nyt, koska funktio m} on monotoninen, m} (I) > m(.J).
Koska n-vili J on suljettu, on edelld todistetun nojalla on voimassa m;; (J) =
[(J), joten m; (I) > I(I) — . Koska luku ¢ on mielivaltainen, niin m}(I) >
I(I).
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Olemme siis osoittaneet, ettd m’ (I) = [(I) aina, kun joukko I on n-vili.
O

Lause 2.2.4 Jos joukko I C R"™ on n-vdli, nitn joukko I on Lebesgue-
mitallinen ja m,(I) = I(I).

Todistus: Lauseen 2.2.3 nojalla riittda osoittaa, ettd mielivaltainen n-véli 1
on Lebesgue-mitallinen ts. aina, kun joukko A C R", niin

mr(A) >m, (ANI)+m,(ANI°).

Olkoon joukko I C R™ n-vili ja joukko A C R". Todistusta varten va-
litsemme mielivaltaisen luvun £ > 0. T&ll6in on olemassa sellainen joukon A
Lebesguen peite F = {Jo, J1, ...}, ettd >.7°, [(J;) < m’(A)+e. Merkitsemme
nyt [ = Iy X Iy X - -+ X I, missé joukot Iy, I, ..., I, ovat avaruuden R vileja.
Merkitsemme myés J; = J;o X J;1 X -+ X J;,, missé joukot Jy, Jit, ..., J;
ovat avoimia avaruuden R vilejd (merkintd on mahdollinen, silld joukot .J;
ovat Lebesguen peitteen jisenind avoimia). T#lloin voimme kirjoittaa

JiﬂI:(JioﬂIU)X(JilﬂII)X'-'X(JinﬂIn),

joten selvésti joukko J; NI = O tai J; N1 = J!, missd J! on n-vili. Nyt

joukko J;\I ei vélttdmattd ole n-vili, mutta helpohkosti huomaamme, etté

on olemassa sellainen &irellinen joukko n-vilejé, sanokaamme J7,, JI|, ..., JI

ettd J;\I = U, JJ; ja leikkauksilla J/NJ], ja J};NJY. (h # k) ei ole sisépisteité.

Nyt J; = J/ U (Uy Jj}.), joten voimme lauseen 2.2.1 nojalla sanoa, ettd
I(J;) = I(J]) + > U(J}). Edelleen lauseen 2.2.3 mukaan saamme [(.J;) =
mi(J) + > mi(J]}.), joten voimme kirjoittaa

mi(A) + 2 3 1) = 2 omn () + 303 my ().
Ulkomitta m;, on subadditiivinen, joten

ZmZ(JJHZXk:mZ( it) ZmZ(UJ£)+mZ(U(LkJ i)

i

Osoitamme nyt, ettd ANT C U;J! ja AnI® C U;(Ug Jf}). Jos joukko
ANT =, niin asia on selvi. Muussa tapauksessa valitsemme mielivaltaisen
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alkion x € ANI. Nyt x € A, joten x € .Ji, jollakin indeksin arvolla k, joten
x € Jp N1 ja edelleen x € J;, jollakin indeksin arvolla. Siis € |J; J}, joten
ANI Cy;J].

Jos joukko ANI¢ = (), niin asia on selvi. Muussa tapauksessa valitsemme
mielivaltaisen alkion x € AN I Talloin x € J; ja x ¢ I, jollakin indeksin
arvolla. Nyt x € J;\I = U JI}, joten = € U;(U;, JIi.)- Siis ANT® C U; (Ui J)-

Nyt ulkomitan monotonisuuden nojalla saamme

my(A)+e>mp(ANI)+m;(ANI°).
koska nyt luku € oli mielivaltainen on oltava, etté
my(A) >mi(ANT)+m;(ANI°,

joten n-vili I on siis Lebesgue-mitallinen.

Lause 2.2.5 Olkoon joukko E C R"™. Tidlldin

my(E +z)=m,

n

(E)
aina, kun xr € R".

Todistus: Tarkastelemme aluksi avointa n-valid J =]aq, bi[x]ag, ba[X - - Jan, by
Olkoon nyt z = (1, z3,...,2,) € R™. Télloin

J 4+ x =]ay + 21, b1 + x1[X]ag + xa2, by + xa[X - - Jan + xp, by + 4],

joten
n n

i=1 i=1

Olkoon nyt € ja {I;}32, sellainen joukon E Lebesguen peite, etté

Selvisti jokainen joukko I + x on rajoitettu ja avoin n-véli. Lisdksi, jos
y € E 4 x, niin y — x € E, joten on olemassa sellainen indeksin j arvo, ettd
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y —x € I;. Téllsin y € I; + x. Néin ollen jono {I; + x}22, on joukon F +x
peite. Nyt

(E+x) < Z (L +2) =Y U(IL;) <m(E)+e.
Koska luku € on mielivaltainen, m} (E + x) < mX(E).
Toisaalta voimme kirjoittaa £ = (E +z) —x = (E + z) + (—x), jolloin
my(E) =m;((E+z) + (—z)) <m,(E+x).

Taten olemme todistaneet vaitteen.

Lause 2.2.6 Olkoon joukko E C R™ Lebesgue-mitallinen ja x € R™. Tdlloin
joukko E + x on Lebesgue-mitallinen ja m,(E + x) = m,(F).

Todistus: Edellisen lauseen nojalla riittda osoittaa, ettd joukko E + x on
mitallinen. Valitaan siis mielivaltainen A C R". Nyt m}(A4) = m} (A — x)
edellisen lauseen nojalla. Lisiksi, koska joukko E on mitallinen, niin

my(A—xz)=m;((A—z)NE)+m;((A—z)NE").

n n

Koska (A—z)NE)+z=AN(E+z)ja(A—2)NE)4+z=AN(E+x)",
niin saamme

my(A) =m, (AN (E+x))+m, (AN (F+2)°),

mika pitikin osoittaa.
O

Edelldolevat lauseet siis osoittavat, ettd Lebesgue-mitallisuus toteuttaa
aikaisemmin tdmé#n kappaleen alussa mainitsemamme ehdot i) — iv). Seu-
raavaksi osoitammekin, ettd ehto i) ei ole endd voimassa ts. ettd L(R") C
P(R™). Itse asiassa yksinkertaisuuden vuoksi osoitamme véitteen tapaukses-
sa n = 1, mutta vastaava esimerkki on l6ydettévissd myds yleisessd tapauk-
sessa.

Lause 2.2.7 On olemassa sellainen joukko F C R, etti F' ¢ L(R).
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Todistus: (Vrt. [4, s. 15]) Olkoon luku £ mielivaltainen irrationaaliluku tai
= 0. Lisiiksi merkitsemme E¢ = {{+q¢ | ¢ € Q}. Nyt selviisti B¢, NEg, = 0, jos
E¢, # E¢,. Valitsemme nyt jokaisesta joukosta E tésmilleen yhden sellaisen
alkion 7, ettd 0 < n < £ (mikéli B¢, = Eg,, valitsemme saman alkion 7).
Olkoon joukko F alkioiden 7 kokoelma. Osoitamme seuraavaksi, ettd ylld
olevalla tavalla konstruoitu joukko F' ei ole Lebegue-mitallinen.

Olkoon k sellainen kokonaisluku, ettd k > 2, ja olkoon joukko Fy = {n+
+ | m € F}. Tallsin FyNF; =0, jos k # j. Nimittdin muutoin n;, + ¢ = 772—1—%,
missi luku 7 € Ee, ja luku 1y € E, ja Ee, N Eg, = 0, silld n; # n,. Télloin

§1+7“1+l :§2+7‘2+1.,
k J

misséd luvut r; ja ro ovat rationaalilukuja. Tdméa on kuitenkin mahdotonta,

silld télloin Eg, N Ee, # 0, mikd on ristiriidassa aikaisemmin olettamamme

kanssa.

Teemme nyt vastaoletuksen, ettd joukko F' on mitallinen. T&ll6in lauseen
2.2.5 mukaan joukot Fj (k > 2) ovat myos mitalliset ja m(Fy) = m(F).
Koska joukot F} ovat siis pareittain erilliset ja sisdltyvit suljettuun véliin
[0, 1], niin

a+1
am(F) =Y m(F,) <1,
k=2
kaikilla kokonaisluvuilla a. Taten m(F’) = 0.

Tarkastelemme seuraavaksi joukkoa G, = {r+n | n € F'}, missé luku r on
rationaaliluku. Nyt m(G,) = 0. Jos luvut r ja s ovat erisuuret rationaaliluvut,
niin G, NG = 0. Téten koska

U G, =] — 00, 0],
n=1

niin m(] — oo, 00[) = 0, mikd on mahdotonta. Tekemdmme vastaoletus on
siis védrin, joten olemme osoittaneet, ettd on olemassa joukko F', joka ei ole
Lebesgue-mitallinen.

O

Esimerkki 2.2.4 Olkoon joukko A C R"™ avoin ja epatyhjia. Valitsemme
nyt mielivaltaisen alkion z € A. Tall6in on olemassa sellainen avoin n-vili
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I, ettd I, C A (on olemassa avoin kuula B(x,r,;) C A ja sen sisilld avoin
n-véli). Télloin joukko {I, | x € A} on joukon A avoin peite. Nyt Lindel6fin
lauseen nojalla on olemassa numeroituva alipeite {1, | i € N}, joka peittda
joukon A. Koska jokainen n-vili I, C A, niin

A= L.

1eN

Siis joukko A on mitallisten joukkojen numeroituvana yhdisteené mitallinen.

2.3 Carathéodoryn laajennuslause

Oletamme téssd kappaleessa, ettd tarkastelut tapahtuvat perusjoukossa X.
Tamén joukon algebroja (o-algebroja) merkitsemme kirjaimin A, B, C ja niin
edelleen.

T&ahdn mennessi olemme tarkastelleet ulkomitan késitettd ja todenneet,
ettd ulkomitan p* suhteen mitallisten joukkojen luokka M on o-algebra.
Olemme myds todistaneet, ettd ulkomitan p* rajoittuma joukkoloukkaan M
on aina mitta. Huomattavaa téssi kohtaa on, ettd on olemassa myos mittoja,
joita ei saada mink&in ulkomitan rajoittumana.

Téasséd kappaleessa lahtokohtanamme on kuvaus, josta kdytdmme termié
"mitta algebrassa”. Aloitamme méérittelemalld tAmén késitteen.

Maéésritelméa 2.3.1 Olkoon kokoelma A algebra joukossa X ja p : A —
[0, oo] kuvaus. T&lloin kuvaus g on mitta algebrassa A, mikili

1) p() =0,

ii) jos joukot A; € A ovat pareittain erilliset ja sellaiset, ettd [Ji°, A; € A,

M(GU 4) = i’lu(m).

Selvasti mitta algebrassa A on mitta, jos ja vain jos joukko A on o-
algebra. Tamé&n kappaleen tarkoituksena on osoittaa, ettd mikili meilld on
mitta p algebrassa A, voimme laajentaa kuvauksen mitaksi, joka on méaritelty
sellaisessa o-algebrassa B, ettd A C B. Ensin annettua mittaa g hyvéiksi
kiyttden konstruoimme ulkomitan p* ja osoitamme, ettd tdmén ulkomitan
rajoittuma fi p*-mitallisiin joukkoihin on haluamamme laajennus.
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Lause 2.3.1 Olkoon joukko A € A ja joukot A; € A sellaiset, ettd A C
iz Ai- Tdllgin p(A) < 35720 u(A;).

Todistus: (Vrt. [7, s. 254]) Asetamme
B,=ANA,NA,_ N---NA§.

Nyt selvisti joukot B, € Aja B, C A,. Edelleen A = ;2 B,,, missé joukot
B, ovat pareittain erilliset, joten kuvauksen p mééritelmén kohdan 4i) nojalla
p(A) = X2, 1(B,). Koska kuvaus g on (soveltaen) lauseen 2.1.1 nojalla

monotoninen, niin 3% 4(By) < Y30 p(An). Titen p(A) < 332 u(Ay).
O

Konstruoimme kuvauksen p* vastaavasti kuin Lebesguen ulkomitan ta-
pauksessa.

Maaritelma 2.3.2 Olkoon kokoelma A algebra ja kuvaus p mitta algebras-
sa A. Olkoon p* kuvaus joukossa X. Asetamme

missd joukot A; € A ovat sellaiset, ettd E C [J;2, A;. Télloin sanomme, ettd
kuvaus p* on kuvauksen p indusoima ulkomitta.

Lause 2.3.2 Olkoon kuvaus p mitta algebrassa A ja p* mitan p indusoima
ulkomitta. Tdlloin kuvaus p* on ulkomitta.

Todistus: Vastaava kuin Lebesguen ulkomitan tapauksessa (vrt. lause 2.2.2)
O

Merkitsemme ulkomitan p* rajoittumaa sen suhteen mitallisiin joukkoihin
symbolilla . Nyt lauseen 2.1.8 mukaan p*-mitalliset joukot muodostavat o-
algebran ja kuvaus j on mitta.

Lause 2.3.3 Olkoon kuvaus p* ulkomitta, ja mitta i kuvauksen p* rajoittu-
ma *-mitallisiin joukkothin. Tdlloin mitta fi on tdydellinen.
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Todistus: Olkoon B sellainen p*-mitallinen joukko, ettd p*(B) = 0. Olkoon
nyt A sellainen joukko, ettd A C B. Tilloin, koska ulkomitta p* on mon-
otoninen, p*(A) < p*(B) = 0, joten p*(A) = 0. Nyt lauseen 2.1.2 nojalla
joukko A on p*-mitallinen, joten ulkomitan pu* suhteen mitallisten joukkojen
luokka siséltéad kaikki nollamitallisten joukkojen osajoukot. Téten mitta jz on
taydellinen.

O

Lause 2.3.4 Olkoon kuvaus p mitta algebrassa A ja p* mitan p indusoima
ulkomitta. Talloin jos joukko A € A, niin p*(A) = p(A).

Todistus: Viite seuraa suoraan kuvauksen p* madritelmésta.

Lause 2.3.5 Olkoon kuvaus p mitta algebrassa A ja p* mitan p indusoima
ulkomitta. Talloin jos joukko A € A, niin joukko A on p*-mitallinen.

Todistus: (Vrt. [7, s. 255]) Olkoon joukko A € A ja E € X sellainen joukko,
ettd p*(E) < oo. Todistusta varten valitsemme mielivaltaisen luvun € > 0.
T4ll6in on olemassa sellaiset joukot A; € A, ettd F C [J°, A; ja

> (A < i (B) + .

=0

Koska A; = (4; N A) U (A; N A°) ja kuvaus p on tidysadditiivinen algebrassa
A, niin p(A;) = p(A; N A) + u(A; N A°) jokaisella indeksin ¢ arvolla. Nyt

p(E)+¢e> iM(Ai NA)+ iu(Ai N A°).

i=0 i=0

Edelleen, koska EN A C U2, (A;NA) ja ENA® CUR,(A; N A°), niin
p(E)+e>p (ENA) + p (En A%).

Koska luku € on mielivaltainen, niin

p(E) z p"(ENA)+ p(EN A,
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ja joukko A téten p*-mitallinen.

Seuraavia tarkasteluja varten otamme kdyttoon merkinnét

Maaritelma 2.3.3 Olkoon kokoelma A algebra. Maérittelemme kokoelman
A, ehdolla
A € A,, jos ja vain jos A = | A;,
iel
missi joukot A; € A.
Edelleen maéarittelemme kokoelman A,s ehdolla

A € Ay, jos ja vain jos A =[] A4;,
iel
missé, joukout A; € A,.
Kokoelmaan A, kuuluvat siis joukot, jotka voidaan esittda algebran A

jdsenten numeroituvina yhdisteiné. Kokoelman A, taas muodostavat joukot,
jotka voidaan esittdd kokoelman A, jdsenten numeroituvina leikkauksina.

Lause 2.3.6 Olkoon kuvaus p mitta algebrassa A ja kuvaus p* mitan p in-
dusotma ulkomitta. Tdlloin jokaista joukkoa E C X kohti on olemassa sel-
lainen joukko A € A,, ettdi E C A ja

pr(A) < p(E) +e,

kun luku € on mielivaltainen.
Edelleen on olemassa sellainen joukko B € Ays, ettd E C B ja p*(E) =

1 (B).

Todistus: (Vrt. [7, s. 256]) Olkoon joukko E C X. Ulkomitan p* mééritelmén
nojalla on olemassa sellaiset joukot A; € A, ettd joukko £ C U2, A4; ja

S H(A) < ' (B) +=.

Asettamalla A = U2, A; saadaan p*(A) < 372, u*(A4;). Nyt lauseen 2.3.4
nojalla p*(A;) = p(4;), koska joukko A; € A jokaisella indeksin i arvolla.
Siis 37720 p*(Ai) = X320 n(A;), joten

pr(A) < p(E) +e,
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miké pitikin osoittaa.

Nyt edelld todistetun nojalla jokaista positiivista kokonaislukua n kohti
on olemassa sellainen joukko A, € A, ettd E C A, ja p*(A,) < p*(E) + +.
Olkoon nyt joukko B = N2, A,. Téllsin joukko B € A5 ja E C B. Koska
joukko B C A, ja kuvaus p* on ulkomittana monotoninen, niin p*(B) <
1*(Ay) < p*(E) + =. Koska luku n on mielivaltainen, niin p*(B) < p*(E).
Edelleen, koska E C B ja ulkomitta pg* on monotoninen, niin p*(B) < p*(E).
Taten p*(E) = p*(B).

O

Lause 2.3.7 Olkoon j o-ddrellinen mitta algebrassa A ja olkoon p* mitan
i indusoima ulkomitta. Olkoon lisdksi kuvaus i ulkomitan p* rajoittuma pu*-
mitallisiin joukkoihin. Tédlloin joukko E on p*-mitallinen, jos ja vain jos
joukko E wvoidaan esittid sellaisten joukkojen A ja B erotuksena A\B, ettd
joukko A € A, ja p*(B) = 0.

Todistus: (Vrt. [7, s. 256]) Oletamme ensin, ettd joukko E on sellainen, ettd
se voidaan esittdd joukkojen A ja B erotuksena A\B ja ettid A € A,s seké
p*(B) = 0. Joukko A on mitallinen, silli jokainen algebran A jéisen on lauseen
2.3.5 mukaan mitallinen ja edelleen n&iden jisenten mielivaltaiset yhdisteet
seki ndiden yhdisteiden mielivaltaiset leikkaukset ovat mitallisia lauseen 2.1.9
nojalla. Joukko B on mitallinen lauseen 2.1.2 mukaan ja edelleen joukko F
on mitallinen kahden mitallisen joukon erotuksena.

Oletamme sitten, ettd joukko E on mitallinen. Koska mitta p on o-
ddrellinen, on olemassa sellaiset pareittain erilliset joukot X;, ettd X =
U2, X; ja pu(X;) < oo jokaisella indeksin ¢ arvolla. Edelleen voimme kir-
joittaa E' = U2, E;, missd joukko E; = X; N E. Télléin joukko E on pareit-
tain erillisten, mitallisten joukkojen yhdiste. Lauseen 2.3.6 mukaan jokaista
positiivista kokonaislukua n kohti on olemassa sellainen joukko A,; € A,,
ettd joukko F; C A,; ja

_ N < 7 ) iy
M(Am) X~ M(Ez) + noi

Asetamme A, = U2, A, jolloin selvisti E C A, ja A,\E C U2 (A \E).
Talloin

oo

8

A(A\E) <

ni —
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Koska joukko A, € A,, niin asettamalla A = N3°, A, saamme, ettd joukko
A € A,s ja etté jokaista positiivista kokonaislukua n kohti

A\E C A,\E.

Téten i(A\E) < a(A,\F) < +. Koska luku n on mielivaltainen on oltava,
ettd fi(A\E) = 0. Nyt £ C A, koska A = N2, A, ja E C A, jokaisella luvun
n arvolla. T#lloin merkitemélld B = A\ F saamme, etti A\B = A\(A\E) =
E ja p*(B) = 0, miki pitikin osoittaa.

O

Kokoamme tdmén kappaleen asiat seuraavaan lauseeseen.

Lause 2.3.8 Olkoon kuvaus p mitta algebrassa A ja kuvaus p* mitan p in-
dusoima ulkomitta. Tdlloin ulkomitan p* rajoittuma p p*-mitallisiin joukkoi-
hin on kuvauksen p laajennus sellaiseen o-algebraan, joka sisdltid algebran
A. Mikili kuvaus o on o-ddrellinen, niin laajennus fi pienimpddin sellaiseen
o-algebraan B, joka sisdltid algebran A, on ainoa o-algebrassa B mddritelty
mitta, joka on kuvauksen p laajennus.

Todistus: (Vrt. [7, s. 257]) Lauseista 2.3.4 ja 2.3.5 seuraa suoraan, etti mitta
i on kuvauksen g laajennus sellaiseen o-algebraan, joka sisiltda algebran A.

Olkoon nyt kuvaus p o-dérellinen ja B pienin sellainen o-algebra, joka
sisdltad algebran A. Osoittaaksemme, ettd télloin ulkomitan p* rajoittuma
it p*-mitallisiin joukkoihin on ainoa o-algebrassa B mééritelty mitta, joka on
mitan p laajennus, valitsemme mielivaltaisen mitan p®, joka on méaritelty
o-algebrassa B ja jolle u®(A) = u(A) aina, kun A € A. Edelleen, koska
kokoelman A, jokainen jasen on algebran A jasenten numeroituva yhdiste,
huomamme, ettd p*(A) = i(A) aina, kun A € A,.

Olkoon nyt B € B sellainen joukko, ettd p*(B) < oo. Tallgin lauseen
2.3.6 nojalla on olemassa sellainen joukko A € A,, ettd B C A ja

() < i (B) + =
Koska B C A, niin
pt(B) < pt(A) = p'(A) < p(B) +e.

Talloin, koska luku e on mielivaltainen, *(B) < p*(B) aina, kun B € B (x).

33



Koska p*-mitallisten joukkojen kokoelma on o-algebra, joka sisdltda al-
gebran A, on jokainen joukko B € B p*-mitallinen. Olkoon nyt joukko B € B
ja joukko A € A, sellainen, etti B C A ja u*(A) = p*(B)+-¢. Télloin selvisti

p(A) = p*(B) + p*(A\B)
ja, jos p*(B) < oo, niin p*(A\B) < . Téten
p(B) < p'(A) = p*(A) = p*(B) + p*(A\B) < p*(B) + ¢

ja edelleen, koska luku e on mielivaltainen, niin p*(B) < p®(B) (**). Nyt
kohdista (%) ja (%) seuraa, ettd p*(B) = p*(B) aina, kun B € B.

Koska kuvaus g on o-dédrellinen, niin on olemassa sellaiset pareittain eril-
liset joukot X; € A, ettd X = U2, X; ja u(X;) < oo jokaisella indeksin i
arvolla. Té&ll6in .

B=|J(X:nB).
i=0
Joukot (X; N B) ovat selvisti pareittain erilliset ja (X; N B) € B jokaisella
indeksin ¢ arvolla. Téll6in

ja

Koska nyt p*(X; N B) < oo, niin

ja edelleen fi(B) = p*(B) aina, kun B € B. Olemme siis osoittaneet, etté
kuvaukset iz ja u® yhtyvit o-algebrassa B, joten ulkomitan p* rajoittuma i
on ainoa mitta, joka on mééritelty o-algebrassa B ja on mitan p laajennus.

O
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2.4 Mitan suppeneminen

Oletamme tiissi kappaleessa, ettd joukko X # (), kokoelma A C P(X) on
o-algebra ja ettd kuvaus p : A — [0,00] on mitta. Talloin ovat voimassa
seuraavat lauseet.

Lause 2.4.1 (Vrt. [4, s. 5]) Olkoon A; € A, i € N, kasvava jono mitallisia
joukkoja. Tdlloin

M(Z_L:JO Ai) = Jim pu(Ag).

Todistus: Koska joukko A on o-algebra, niin U2, A; € A. Helposti huo-
maamme, etta

UAZ-:UA\AZ .
=0

kun sovimme, etti A_; = (). Toisaalta joukot A;\ A; 1 ovat pareittain erilliset,
joten mitan tdysadditiivisuuden nojalla

n(UJANAZ)) =D n(A\Aizy)
i=0 1=0
Edelleen
00 k
Yo u(ANA ) = = lim ZM (Ai\Ai_1) = lim M(U(Ai\Aiq)) = lim p(A).
=0 =0

Olemme siis osoittaneet, ettd p(UsSy A;) = limy o0 p(Ag).

Lause 2.4.2 (Vrt. [4, s. 5]) Olkoon A; € A, i € N, vihenevd jono mitallisia
joukkoja. Tdlloin, jos u(Ap) < 0o, niin

M(ﬂ A;j) = lim p(A;).

h i—00
=0

Todistus: Lauseen 1.2.4 nojalla N2, A; € A. Merkisemme seuraavaksi, ettd
20 A4; = A. Olkoon nyt B; = Ag\A;. Téllsin joukot B; ovat mitallisia ja

35



muodostavat kasvavan joukkojonon, joten lauseen 2.4.1 nojalla pu(U2, B;) =

_ijBi = ij(AO\Ai) = Ap\ Fj)Ai = Ap\A.

Edelleen huomaamme, ettd Ag = A; U (Ap\A;) = A; U B;, koska joukot A;
muodostavat vihenevin joukkojonon. Selvésti joukot A; ja B; ovat erilliset,
joten mitan tdysadditiivisuudesta seuraa, ettd pu(Ag) = p(A,; ) + p(B;). Toi-
saalta Ag = AU (Ap\A) ja joukot Ay ja Ag\A ovat erilliset, joten pu(Ay) =
p(A) + u(Ag\A). Nyt, koska 1(Ag) < 0o, voimme pédtelld

p(4) = p(do) — (Ao\A)
= p(Ao) — (U Bi)
p(Ao) — hmk%oo 11(Bg)
11(Ao) — limy,y 00 (1(Ao) — p1(Ag))
= limp_oo p(Ag).

Olemme siis osoittaneet, ettd p(N2, A;) = limy_ o0 1(Ag).
O

Itse asiassa lauseessa 2.4.2 riitéisi olettaa, ettd joukkojonossa A; on ole-
massa sellainen joukko A, , ettd u(A,,) < oco. Télloin voisimme siirtyé tar-
kastelemaan joukkojonoa B;, missd By = A,,, B1 = A,,+1 ja niin edelleen,
jolloin lausetta 2.4.2 voidaan soveltaa sellaisenaan joukkojonoon B;.
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Luku 3

Mitalliset kuvaukset

3.1 Kuvauksen mitallisuus

Maéisritelmi 3.1.1 Olkoon A C R™. Kuvaus f : A — R on mitallinen, jos
i) f~'(G@) on mitallinen jokaisella avoimella joukolla G C R,
i) f~'(co) on mitallinen,
i1) f~'(—oc) on mitallinen.

Lause 3.1.1 (Vrt. [7, s. 65]) Olkoon joukko A C R"™ mitallinen ja olkoon
f:A—= R funktio. Talloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvdit:
i) funktio f on mitallinen,
ii) joukko {x € A|f(x) < a} on mitallinen aina, kun o € R,
iii) joukko {x € A|f(x) > a} on mitallinen aina, kun o € R,
i) joukko {x € A|f(x) < a} on mitallinen aina, kun o € R,
v) joukko {x € A|f(x) > a} on mitallinen aina, kun o € R.

Todistus: Todistamme lauseen useassa vaiheessa osoittamalla, ettd i) = i),
il) & ), iil) & iv), ii) < iv) ja lopuksi, ettd i) = i), jolloin olemme
néyttineet, ettd ehdot i) — v) ovat yhtapitivit.
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Olkoon f: A — R mitallinen ja a € {z € A|f(z) < a} mielivaltainen.
Talloin siis f(a) < a. Jos nyt f(a) > —oo, niin f(a) € (—o0, @) ja edelleen
a € fH((—o0,a)). Jos taas f(a) = —oco, niin a € f (—o0). Kummassakin
tapauksessa

a € fl((—00,a)Uf *(—00).

Selviisti joukko (—oo,) on avoin, joten joukko f~'((—oo,)) on mitalli-
nen, koska oletimme, ettd funktio f on mitallinen. Edelleen myo6s joukko
f!(—o0) on funktion f mitallisuuden nojalla mitallinen. T#ll6in, koska kah-
den mitallisen joukon yhdiste on mitallinen, on osoitettu, ettd ominaisuus i)
on voimassa. On siis osoitettu, ettd i) = ii).

Huomaamalla, etta

{re Alf(x) =z o} = A\ {z € Alf(z) < a},

voimme heti todeta, etti ii) < v).
Samoin huomaamme my0s, etté

{v € Alf(x) Sa} = A\ {a € Alf(x) > a},
joten on voimassa, etti iii) < iv).
Olkoon nyt ominaisuus i7) voimassa. Selvisti

o0

{z e Alf(z)<a} =) {xeArf(x)<a+%},

n=1

joten lauseen 2.1.9 nojalla myos joukko {z € A|f(z) < a} on mitallinen ja
ominaisuus iv) on téten voimassa. Oletetaan nyt kdéntéen, ettd ominaisuus
iv) on voimassa. Nyt huomaamme, etti

o0

{ZEEAIf(x)<Oé}=nU1{x€A‘f(x)§a—%},

joten lauseen 2.1.9 nojalla siis myds joukko {z € A|f(z) < o} on mitallinen,
joten ominaisuus 7i) on voimassa. Kahdesta edellisestd kohdasta siis seuraa,
etti ii) < iv).

Oletamme lopuksi, ettd ominaisuus i7) on voimassa (tilloin edelld todis-
tetun nojalla ovat my6s ominaisuudet 7i7), iv) ja v) voimassa). Olkoon joukko
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G C R avoin. Télloin on olemassa sellaiset avoimet vélit I; = (a;, b;), etté
G = Ujen I; (Tédmai johtuu siité, ettd R on Lindel6fin avaruus). Téll6in

@) =Y B = U )
Nyt
f L) = {z € Alaj < f(z) < bj} = {z € A|f(z) < bj}n{z € A|f(z) > q;},

joten ominaisuuksien ) ja ii7) nojalla siis joukko f~*(7;) on kahden mital-

lisen joukon leikkauksena mitallinen. Edelleen mitallisten joukkojen yhdiste

on lauseen 2.1.9 nojalla mitallinen, joten joukko f~'(G) on mitallinen.
Selvasti voimme kirjoittaa, etti

fHo0) = N {z € Alf(2) > j}

jEN

ja
[ (=o0) = N {z € Af(z) < —j}.

jEN
T&llsin joukot f~1(oo) ja f~'(—o0) ovat mitalliset, jolloin siis funktio f on
mitallinen. Téten i) = 7).

Olemme siis osoittaneet, etti ehdot i) — v) ovat yhtépitavit. O

Lauseen 3.1.1 ehdoista i7) —v) seuraa, ettd myos joukko {x € A|f(z) = a}
on mitallinen aina, kun oo € R.

Maiéaritelma 3.1.2 Olkoon A € R™. Kuvaus f : A — R™ on mitallinen
(o-algebran L£(R™) suhteen), jos f~'(G) on mitallinen jokaisella avoimella
joukolla G C R™.

Maiéaritelmé 3.1.3 Olkoon A C R” joukko. Téllin joukon A karakteristi-
nen funktio x4 : R™ — {0,1} on

|1, kunaze€ A,
X4 = 0, kunz ¢ A.

Lause 3.1.2 Olkoon joukko A C R" ja x4 joukon A karakteristinen funktio.
Talloin funktio x4 on mitallinen, jos ja vain jos joukko A on mitallinen.
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Todistus: Oletamme ensin, ettd joukko A on mitallinen. Olkoon nyt joukko
G C R avoin. Nyt

R", jos {0,1} C G,
- 0 jos {0,1} NG =10
1 _ ) ) )
O =940 Ges {01306 = {1},
A, jos {0,1} NG = {0},

joten kaikissa tapauksissa x;'(G) on mitallinen, joten funktio y4 on mital-
linen.

Oletamme sitten, ettii funktio y4 on mitallinen. Nyt A = y,'(1), joten
riittdi osoittaa, ettd x;'(1) on mitallinen. Juokko {1} on selvisti suljet-
tu, joten joukko R\{1} on avoin. Till6in, koska kuvaus x4 on mitallinen, on
X' (R\{1}) mitallinen. Toisaalta selviisti x ;' (1) = (x4' (R\{1}))¢, joten mi-
tallisen joukon komplementtina myds x ;' (1) = A on my&s mitallinen. Téten
olemme todistaneet véitteen. O

Lause 3.1.3 Olkoon joukko A C R" Lebesgue-mitallinen ja funktio f : A —
R™ jatkuva. Tdlloin funktio f on Lebesque-mitallinen.

Todistus: Valitsemme mielivaltaisen avoimen joukon G C R™. Téll6in, kos-
ka funktio f on jatkuva, on f~!(G) avoin joukossa A. Siis on olemassa sel-
lainen avoin joukko V' C R", ettd f~'(G) = AN V. Osoitamme nyt, etti
joukko A NV on mitallinen. Koska joukko A on mitallinen, riittd& osoittaa,
ettd joukko V' on mitallinen.

Koska joukko V' on avoin, mielivaltaisella alkiolla x € V' on olemassa sel-
lainen avoin n-vili I, ettd x € I, C A. Téllsin joukko {I, | x € V} on
joukon V' Lebesguen peite. Nyt, koska avaruus R”™ on Lindel6f, on olemassa
sellainen numeroituva alipeite {I,, | i € N}, ettd V = U;en ;. Toisaalta
jokainen n-vili on Lebesgue-mitallinen, joten joukko V' on mitallisten jouk-
kojen yhdisteensd mitallinen.

Téten joukko f~'(G) = ANV on mitallinen, ja edelleen funktio f on
mitallinen. O

Lause 3.1.4 Olkoot funktiot f : A — R ja g: A — R mitallisia. Tdlléin
funktiot f + g ja fg ovat mitallisia, mikdli ovat mdadritellyt. Lisdkst tdlloin
myds funktiot A\f, X € R, ja |f|*, a > 0, ovat mitallisia.
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Todistus: Seuraa helposti lauseesta 3.1.1. Tasméllisen todistuksen jatdmme
lukijalle.
O

3.2 Limit superior ja limit inferior

Maiéritelmi 3.2.1 Olkoon {E,} jono joukkoja. T&lloin
i) Jonon {E,} limit inferior (merkitdan lim inf,, . Ey) on U Moo, Em,
i) Jonon { Ey,} limit superior (merkitdén lim sup,_, ., E,) on N2>, Usw_,, Ey,.

Jos liminf, ., E, = limsup, .. E, jollakin jonolla {E,}, merkitdin téita
yhteistd raja-arvoa lim, ., E,. Talloin sanotaan jonolla {E,} olevan raja-
arvo, joka on lim,,_, F),.

Joukkojonon {E,} limit superior on siis joukko, johon kuuluvat ne pis-
teen, jotka kuuluvat ddrettomén moneen joukoista FE,,. Limit inferior on taas
joukko, joka siséltdd pisteet, jotka kuuluvat kaikkiin, paitsi mahdollisesti
ddrelliseen madradan joukkoja F),.

Helposti ndemme, ettd jos joukkojono {E,} on kasvava tai viihenevi
(E, C Epq1 tai E, O E,yq aina, kun n > 1), niin lim,,_,, £, on olemassa.

Myos lukujonolle (a;) voidaan mééritelld limit superior ja limit inferior.

Mééritelmé 3.2.2 Olkoon (a;) jono joukossa R. Tilldin

lim sup a; = lim (sup a;) = inf (sup a;)
i—00 k=00 >k keEN ">k

ja
liminfa; = lim (inf a;) = sup(inf a;).
1—00 k—oo 1>k keN >k

Tarkastelemme ylld olevaa méaritelméa hieman tarkemmin. Olkoon siis
(a;) jono joukossa R. Merkitsemme by = sup;s; a; ja ¢ = inf;>g ;. Tll5in
myos by € R ja ¢, € R jokaisella indeksin & arvolla. Edelleen by > by >+ -+ >
b > b1 > rjacy <cp <o < < gy < - -, joten on olemassa jonojen
(b;) ja (¢;) raja-arvot. Merkitsemme [ = limy_,o0 by ja v = limy_, ¢, jolloin
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B € R jav € R. Helposti huomaamme, etti 3 = infren by, ja ¥ = Supgen C,
josta siis seuraa, ettd S = limsup,_, ., a; ja 7 = liminf; ,  a;.

Huomautamme myds, ettd joukon R mielivaltaisen jonon (a;) limit infe-
rior ja limit superior ovat aina yksikésitteisind olemassa.

Lause 3.2.1 Olkoon (a;) jono joukossa R. Tilldin
i) liminf; ;. a; < limsup;_, . a;,

ii) jos on olemassa sellainen luku ig, etti a; < M € R jokaisella indeksin
arvolla © > g, nin limsup;_, a; < M,

iii) jos on olemassa sellainen luku ig, ettd a; > m € R jokaisella indeksin
arvolla © > i, niin liminf,_, . a; > m.

Todistus:

i) Olkoon by, = SUp;>, G; Ja cp = inf;> a;. Tall6in ¢, < by, jokaisella indek-
sin k arvolla ja edelleen limy_, o, ¢ < limg_,o b. Téten liminf,_,, a; =
limy o0 ¢ < limy 00 by = limsup,_, . a;.

ii) Olkoon iy sellainen luku, ettd a; < M aina, kun ¢ > 5. Merkitsemme
b, = SUp;>, G- Talloin by < M jokaisella sellaisella indeksin k& arvolla,
ettd k > 1p. Téten limsup, ,  a; = limy_,00 bp < M.

iii) Olkoon iy sellainen luku, ettd a; > m aina, kun i > i5. Merkitsemme
ci = inf;>p ;. Talloin ¢, > m jokaisella sellaisella indeksin £ arvolla,
ettd k > ip. Taten liminf, . a; = lim;_ o, ¢ > m.

O

Lause 3.2.2 Olkoon (a;) jono joukossa R. Tillgin on olemassa jonon (a;)
raja-arvo lim; o a; (€ R), jos ja vain jos liminf; o a; = limsup, .. a;.
Tdssd tapauksessa myds

lim a; = liminf a; = lim sup a;.
1—00 1—00 i—00
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Todistus: Oletamme ensin, ettd on olemassa jonon (a;) raja-arvo
a=lim; o a; € R.

Jos a € R, niin valitsemme mielivaltaisen luvun € > 0. T&ll6in on ole-
massa sellainen luku g, ettd kun ¢ > iy, niin o — ¢ < a; < a+ &. Nyt
lauseen 3.2.1 nojalla o — ¢ < liminf; ,, a; < limsup,_,, a; < o + . Koska
luku € on mielivaltainen, niin liminf; ,. a; = limsup,_,  a;. Selvésti myos
lim; ;o0 a; = liminf; , a; = limsup,_, a;.

Jos a = oo, niin valitsemme mielivaltaisen luvun M € R. Télléin on
olemassa sellainen luku 7y, ettd kun ¢ > 4g, niin a; > M. Nyt lauseen 3.2.1
nojalla M < liminf; ,, a; < limsup,_,. a;. Koska luku M on mielivaltainen
on oltava, ettd lim inf; , . a; = oo = lim sup,_,  a;. Selvésti myos lim; o, a; =
liminf; , a; = limsup,_, ., a;.

Tapaus a = —oo menee vastaavalla tavalla kuin tapaus a = oc.

Oletamme sitten, ettd liminf; ,,, a; = limsup,_, . a;. Olkoon tdméa yhtei-
nen arvo «. Merkitsemme myds ¢, = inf;>p a; ja by = sup;-, a;. Talloin, jos
« € R, niin valitsemme mielivaltaisen luvun £ > 0. T#lléin on olemassa sel-
laiset indeksin arvot k; ja ko, ettd by < a+¢, kun k£ > ki, ja ¢y > a— ¢, kun
k > ky. Olkoon nyt k > max{ki, ks}, jolloin @ — e < ¢ < ap < by < a+e¢.
Koska luku € on mielivaltainen, niin a = lim;_,, a;, josta viitos seuraa.

Jos a = oo, niin valitsemme mielivaltaisen luvun M € R. Téll6in on
olemassa sellainen indeksin arvo kg, ettd ¢, > M, kun k > ko. Nyt ap < ¢ >
M, kun k > ky. Koska luku M on mielivaltainen, niin lim;_,,, a; = oo, josta
viitos seuraa.

Tapaus @ = —oo voidaan késitelld vastaavalla tavalla kuin tapaus o = co.
O

Esimerkki 3.2.1 Tarkastelemme seuraavaksi muutamaa jonoa (a;). Merkit-
semme b, = SUp;>, G Ja Cp = inf;> a;.

i) Olkoon (a;) = o0, —00,00,—00,... Nyt b = o0 ja ¢ = —o0 jo-
kaisella indeksin k£ arvolla, joten limsup, ,. a; = limg_,. by = o0 ja
liminf; . a; = limy_,o, ¢, = —00.

ii) Olkoon (a;) = 1,2,3,4,... Nyt by = 00 ja ¢, = k jokaisella indeksin
k arvolla, joten limsup, , a; = limg_ o by = o0 ja liminf; ,ca; =
limy o ¢x = oo. Talloin limsup, ., a; = liminf; ,, a; = oo, joten
llmlﬁoo a; = OQ.
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iii) Olkoon (a;) = 0,—1,0,—2,0,—3,... Nyt b = 0 ja ¢t = —o0 jo-
kaisella indeksin %k arvolla, joten limsup, . a; = limg_ b = 0 ja
liminf; ,o a; = limy_o ¢ = —00.

3.3 Rajafunktion mitallisuus

Lause 3.3.1 Olkoon f; : A — R, j € N, mitallisia funktioita. Télléin
funktiot
-~ inf £ i -~ liminf f:
illgf] » Inf fi lﬁilpfj , lim inf f;
ovat mitallisia. Lisdksi jos on olemassa sellainen funktio f, ettd f = lim;_, f;,
niin funktio f on mitallinen.

Todistus: Olkoon g(x) = sup,cn fj(2), kun 2 € A ja olkoon a € R mielival-
tainen. Tarkastelemme nyt joukkoa {x € A | g(x) < a}. Koska g(x) < a, jos
ja vain jos f; < a jokaisella indeksin j arvolla, niin voimme kirjoittaa

fredlg)<a}=N{reA|f<a).

jEN

Nyt joukko {z € A | f; < a} on mitallinen jokaisella indeksin j arvolla,
silla funktio f; ovat kaikki mitallisia. Edelleen lauseen 2.1.9 mukaan jouk-
ko Njen{r € A | f; < a} on mitallinen, joten funktio g = sup;.y f; on
mitallinen.

Helposti huomaamme, ettd inf;en f; = — sup;en(—f;), joten my6s funk-
tio inf;en f; on mitallinen.

Nyt limsup; ., f; = infren(sup;sy fj), joten edellisten kohtien nojalla
funktio lim sup,.x f; on mitallinen.

Samoin liminf; ,., f; = supgen(inf;> f;), joten my6s funktio lim inf;_, f;
on mitallinen.

Oletamme sitten, ettd on olemassa sellainen funktio f, ettd f = lim;_,, f;.
Nyt f =limsup; ., f; = liminf;_, f;, siis selvéisti mitallinen.

O
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Luku 4

Integrointiteoriaa

4.1 Yleista integrointiteoriaa

Oletamme téssd kappaleessa, ettd tarkastelut tapahtuvat perusjoukossa X
ja ettd A on joukon X mielivaltainen o-algebra. Merkitsemme symbolilla p
mielivaltaista o-algebrassa A méiriteltyd mittaa.

Maéritelma 4.1.1 Olkoon f reaaliarvoinen funktio joukossa X. Sanomme,
ettd funktio f on porrasfunktio, jos funktion f arvojoukko on #érellinen.

Tarkastelemme porrasfunktiota f hieman tarkemmin. Koska funktion f
arvojoukossa Ay on vain ddrellinen méiird termejd, voimme kirjoittaa Ay =
{ay,as,...,a;}. Tallsin selviisti joukot A; = f~1(a;) ovat mitalliset ja pa-
reittain erilliset. Lisdksi

Huomaamme, ettd voimme nyt antaa porrasfunktiolle f esityksen kéyt-
tden hyvéksi joukkojen A; karakteristisia funktioita x4,. Voimme nimittéin
kirjoittaa

k
f=> aixa,.
i=1

Kutsumme téta esitystd porrasfunktion f normaaliesitykseksi.
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Lause 4.1.1 Olkoon f joukossa X mddritelty, mitallinen ei-negatitvinen funk-
tio. Tdlloin on olemassa sellainen jono (f,) ei-negatiivisia mitallisia porras-
funktioita, etti f,(x) < foy1(x) (kaikillan € N jax € X), jalim, o frn(z) =
f(x) kaikilla alkioilla x € X.

Todistus: (Vrt. [2, s. 255]) Asetamme

nQ”k_l

k=1

XAn,k + NXB,

missd A, = {2 | (k—1)27" < f(z) < k27"} ja B, = {z | f(x) > n} ja
osoitamme, ettd ndin miiritellylld jonolla (f,,) on halutut ominaisuudet.

Koska funktio f on mitallinen, ovat joukot A, ; ja B, mitalliset (kaikilla
indeksien n ja k arvoilla). Talloin my6s funktiot y A, Ja XB, ovat mitalliset,
joten helposti ndemme myo6s funktioiden f,, mitallisuuden.

Valitsemme nyt mielivaltaisen alkion x € X ja osoitamme, etté
lim, o fn(z) = f(x). Jos f(z) = oo, niin f,(x) = n jokaisella indeksin n
arvolla. Talloin lim, o fn(z) = 00 = f(x). Jos taas f(x) < oo, niin on
olemassa sellainen luku ng > f(x), ettd kun n > ng, niin (1 —1)27" < f(z) <
i27" jollakin i € {1,2,...,n2"}. Talloin f,(x) = (1 —1)27" < f(z) <i27" =
fulz) +277, joten f(z) = 27" < fo(z) < f(z). Titen limy o0 fo(x) = f(2),
ja olemme todistaneet lauseen.

O

Alamme nyt maéritelld integraalin kasittettd. Lahdemme liikkeelle por-
rasfunktion integraalista.

Maéritelmi 4.1.2 Olkoon f ei-negatiivinen, mitallinen porrasfunktio ja ol-
koon funktiolla f normaaliesitys f = Y7, a;x4,. Tall6in

/f dp = izlaiu(Ai).

Jos joukko A € A, niin

[ £ = [xaf an

46



Lause 4.1.2 Olkoon f mitallinen porrasfunktio, jonka normaaliesitys on
2je1 aiXa;, Ja joukko E € A mielivaltainen. Tdlloin

/ fdp=>"au(A;NE).
B ]

Todistus: Todistuksen yksityiskohdat jatdmme lukijalle.

Lause 4.1.3 Olkoot funktiot f ja g ei-negatiivisia, mitallisia porrasfunktioi-
ta. Tdlldin

i) Jos f < g, niin [ f du < [g dp.
i) [(f+g)du=[fdp+ [gdp.
iii) [(tf) dp=1t[f du, kun t > 0.
w) Joukkofunktio v(E) = [ f du on mitta o-algebrassa A.
Todistus: (Vrt. [2, s. 227])

i) Olkoon f < g ja
f=>"ajxa, jag=">_ bxs,
j=1 k=1

funktioiden f ja g normaaliesitykset. Nyt selvisti joukko X voidaan kir-
joittaa kahtena erillisten joukkojen yhdisteend X = UL, A; = Up_, By.

Talloin
/f dp =Y aju(A;) = a; 3 (AN Be) =3 > aju(A; N By).
Jj=1 j=1 k=1 j=1k=1
Vastaavasti

/9 dp = f: Xn: bep(A; N By,).

j=1k=1

Koska f < g, niin a; < by sellaisilla indeksien j ja k arvoilla, joilla
A;A By # 0, joten [ f du < [ g dp.
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ii) Koska funkiot f ja g ovat porrasfunktioita, niin selvésti myos funktio
[+ g on porrasfunktio. Olkoon nyt joukko {¢;, ¢, ..., ¢} funktion f+g¢
arvojoukko. Téll6in

[(f+9)dp = X ap({z|f(z) +g(x) = a})
Z'":l Cilt (Uaj+bk:ci A] N Bk)
Z;ﬂzl Ci Zajerk:Ci M(Aj N Bk)
2?21 2221(%‘ + bk)M(Aj N Bk)
Yo7y Yohmr @i (A N By) + 3000 Yoy bepe(Aj N By)
iy ajp(Ay) + Xy bep(Br)
= [fdu+[gdp

iii) Olkoon t > 0. Tallin

/tf dp =) tay(A;) =t aip(4;) = t/f dp.
= Pt

iv) Selvésti v(E) > 0 mielivaltaisella joukolla E, ja v(f) = 0. Riittdi
siis osoittaa kuvauksen v tdysadditiivisuus. Olkoot siis joukot F; € A
pareittain erilliset. Merkitdén F = (2, E;. Nyt lauseen 4.1.2

WB) = [ f du =3 au(4;0B)

Edelleen, koska A] NE = Ufil (AJQEZ), niin /,L(A] ﬂE) = Zfil M(A]mEl)
indeksin j arvoilla j = 1,2,...,m. Nyt

2 au(ANE) =3 a; 3 w(ANE) =), 3 agu(ANE) = 3 /E fdp.

j=1 i=1j=1

Siis v(U2, E;) = Y2, v(E;), ja kuvaus v tdysadditiivinen. Olemme
tidten osoittaneet, ettd kuvaus v on mitta ja voimme paittiaa todistuk-
sen.

O

Maéritelma 4.1.3 Olkoon f ei-negatiivinen, mitallinen funktio. T&ll6in
/f dp = sup {/g dp | 0<g<f,gon porrasfunktio.} .
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Vastaavasti, kuten méaritelméssd 4.1.2, asetamme [, f du = [ fxa du, kun
joukko A € A.

Lause 4.1.4 Olkoon funktio f mitallinen ja f > 0. Talloin [ f du =0, jos
ja vain jos f =0 m.k. (ts. nollamittallista joukkoa lukuunottamatta).

Todistus: (Vrt. [2, s. 228]) Olkoon ensin f = 0 m.k., jolloin funktio ¢ = 0
m.k. aina, kun funktio g on sellainen, ettd 0 < g < f. Téten selvésti [ f du =
0.

Olkoon sitten [ f dp = 0. Merkitdin £ = {z|f(x) > 0}. Nyt voimme
kirjoittaa F = Up2, E,, missi joukko E, = {z|f(z) > +i}. Olkoon g, =
%XET” jolloin selvisti funktio g, on porrasfunktio ja 0 < ¢, < f. Téten
LW(Ey) = [gn dp < [f dp = 0, joten p(E,) = 0 jokaisella indeksin n
arvolla. Siis u(F) = 0, joten joukko, jossa funktio f saa nollasta poikkeavia
arvoja on nollamitallinen eli f =0 m.k.

O

Maiéaritelmé 4.1.4 Olkoon f funktio. Tall6in
f(x) = max(f(x),0) > 0
ja
f~(z) = —min(f(z),0) > 0.

Maéritelma 4.1.5 Olkoon f mitallinen funktio. T&ll6in

[rau=[rtau= [~ ap

miké&li vdhintddn toinen yhtdlon oikean puolen integraaliesta on #érellinen.
Sanomme, etti funktio f on integroituva, jos sekil [ fTdy < ocoettid [ f~du <
00.

Emme téssd késittele muita integraalien ominaisuuksia, silld toiminta
médritelmien tasolla on raskasta. Seuraavassa kappaleessa esitimmekin kes-
keisid integraalien monotonisuus- ja suppenemislauseita, jotka helpottavat
integraalien tarkasteluja huomattavasti.
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Huomautamme, ettd yhtd hyvin olisimme voineet mééritelld py-mitallisen
funktion f integraalin, vastaavalla tavalla kuin Reimannin integraali m&ari-
telladn, yld- ja ala summien yhteisené raja-arvona. Meidén olisi vain tarvin-
nut tarkastella joukon A mielivaltaista jakoa D #érellisen moneen mitalliseen
osajoukkoon A; ja médritelld ylaisumma Sp = 35, sup,c 4. f(2)p(A;) ja ala-
summa sp = >_; infyea, f(2)u(A;). Téllin, jos infp Sp = supy, sp, sanomme,
ettd funktio f on mitan p suhteen integroituva joukossa A ja

/ f du =inf Sp = sup sp.
A D D

4.2 Monotonisuus- ja suppenemislauseita

Lause 4.2.1 (Monotonisen suppenemisen lause) Olkoon (f,) jono mi-
tallisia funktioita, ja 0 < f, < f.11 jokaisella indeksin n arvolla. Tdlloin

[ s o = Jim [ fo g

Todistus: (Vrt. [2, s. 229]) Lauseen 3.3.1 mukaan funktio f = lim,_,, f, on
mitallinen, joten integraali [ f du on madritelty. Koska f,, < f,.1 jokaisella
indeksin arvolla n, niin [ f, du < [ f,41 dp. Téten myos lim, o [ fn du on
olemassa. Koska f, < f jokaisella indeksin n arvolla, niin [ f, du < [ f du
ja edelleen lim,, , [ f, dpu < [ f dpu.

Olkoon nyt ¢ sellainen porrasfunktio, ettd 0 < g < f ja e sellainen luku,
ettd 0 < e < 1. Merkitsemme A, = {z € X|f,(z) > eg(x)}. Koska f,, < fni1
jokaisella indeksin n arvolla, niin selvésti myos A,, C A, 1 jokaisella indeksin
n arvolla. Olkoon nyt alkio x € X mielivaltainen. Jos g(x) = 0, niin z € A;.
Jos taas ¢g(x) > 0, niin eg(x) < g(z) < f(x), koska 0 < e <1 ja g(x) < oo.
Talloin, koska f = lim,, . fn ja jono (f,) on kasvava, on olemassa sellainen
luku 4, ettéd eg(z) < fi(x), joten x € A;. Siis X C 2, A,. Toisaalta selvésti

1A, C X, joten Uy2, A, = X. Nyt

[hodn= [ godn= [ o) du

Lauseen 4.1.3 mukaan kuvaus A, — [, ¢ du on mitta, joten lauseesta 2.4.1
seuraa, ettd lim, ,o [ fn du > ¢ [ g du jokaisella sellaisella luvun e arvolla,
ettd 0 < ¢ < 1. Kun annetaan luvun ¢ ldhestyd lukua 1 vasemmalta, saadaan
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lim, , [ fn dp > [ g du. Vihdoin, koska g oli sellainen porrasfunktio, etté
g < f, saadaan

Jim [ fodi> [ fap.

Taten olemme todistaneet vaitteen.

Esimerkki 4.2.1 Tarkastelemme integraaleja

/OO 22 dx
e n—.
0 1+ 22

Monotonisen suppenemislauseen nojalla niemme, etté

lim e n 5 =
n—oo J 1+l‘

o 2 dx /00 dx
o 1422

Edelleen

© dz _ nodx _ T
/ —— = lim = lim arctan(n) = —.
o 1+ x2 n—oo Jo 1+ x2 n—o0 2

Lause 4.2.2 Olkoon funktiot f1, fo, ..., fr ei-negatiiviset ja mitalliset. Tdalloin

/gfiduzg/fkdu.

Todistus: Todistamme tapauksen k& = 2 (yleisen tapauksen todistus on help-
po induktio). Tarkastelemme funktioita h ja g. Téll6in lauseen 4.1.1 nojalla
on olemassa kasvava jono (h,) porrasfunktioita, joka suppenee kohti funk-
tiota h. Vastaavasti on olemassa kasvava jono (g,) porrasfunktioita, joka
suppenee kohti funktiota g. Nyt selviisti funktiojono (h, + g,) on kasvava,
funktiot A, + g, ovat porrasfunktiota ja ko. jono suppenee kohti funktiota
h + g. Tall6in lauseen 4.1.3 kohdan 44) nojalla

/(hn+gn) d,u:/hn du+/gn dp,

joten
lim, [ (o + gn) da = Jim [ b dat Jirn [ g dp

n—o0
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Edelleen monotonisen suppenemislauseen nojalla

[ i (o + g0) du = [ Jim by du+ [ Jimm g di,
joten
/(h+g) du:/hdu+/gdu.

Taten olemme todistaneet vaitteen.

Lause 4.2.3 (Beppo Levin lause) Olkoon (f,,) jono mitallisia ei-negatiivisia

funktioita. Tdlloin
[ fian=3 [ fidn

€N 1EN

Todistus: Merkitsemme u, = 37, f;. Tdlloin 0 < u; < up < --- ja
lim, oo Uy, = lim,,_, o 2?21 fj- Nyt monotonisen suppenemisen lauseesta seu-
raa, ettd

/hm Uk /L:nli_)rgo/uk dp.

Edelleen lauseen 4.2.2 mukaan
Jim [ = Jim 3 [ 1,
Olemme siis osoittaneet, etta

[S fian=3 [ fdn

iEN 1EN

miké pitikin osoittaa.

Lause 4.2.4 (Fatoun lemma) Olkoon (f,) jono ei-negatiivisia, mitallisia
funktioita. Tdlloin

/ lim inf f,, du < lim inf / m

52



Todistus: (Ks. [2, s. 229]) Seuraa helposti monotonisen suppenemisen lausees-

ta, ja jitimmekin yksityiskohtaisen todistuksen lukijalle.
O

Lause 4.2.5 (Dominoidun suppenemisen lause) Olkoon (f,) sellainen
jono mitallisia funktioita, ettd |f,| < g, missd funktio g on integroituva, ja
lim, o fr = f. Tdlloin funktio f on integroituva ja

/fduzgglglo/fndu-

Todistus: (Vrt. [2, s. 231]) Selvésti funktio f on mitallinen. Koska |f,| < g
jokaisella indeksin n arvolla, niin |f| < g. Talldin

OS/Ifldué/gdu-

Oletuksen mukaan funktio g on integroituva, joten myo6s funktio f integroi-
tuva.

Nyt g £+ f, > 0 jokaisella indeksin n arvolla, joten Fatoun lemman (lause
4.2.4) nojalla saadaan

[odust [ fau=[(g% ) du <limint [ (g f,) du.
Edelleen

timinf [(g+7,) du = limint ([ g dp+ [ fu dn) = [ gdu+limint [ f, d

joten

[ 1 du < timint [ £, dp.
Vastaavasti
liminf [ (¢9—f,) dp = lim inf (/g dp — /fn d,u) = /gdu—lim SUP/fn dp,

n— 00 n— 00 n—00

joten

limsup [ f, du < /f du.

n—oo

Siis

J 1 du<timint [ £y dp <timsup [ fo du< [ 1 dg,
n—00 n—00
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joten [ f dp = liminf, , [ f,, du = limsup,_, o [ fn dp = lim, oo [ fn dp
ja viite on titen todistettu.
O
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Luku 5

Fubinin lause

5.1 Tulomitta

Téssi luvussa oletamme, etti (X, M x, ) ja (Y, My, v) ovat tdydellisid mitta-
avaruuksia.

Maéritelmi 5.1.1 Olkoon joukko S C X x Y. Asetamme

(uxv)*( 1nf{2u }

missé infimum otetaan yli kaikkien sellaisten jonojen (A; x B;)5
Mx,B EMyJaSgU]: (A XB).

Lause 5.1.1 Joukkofunktio (u X v)* on ulkomitta joukossa X x Y.

Todistus: Selvisti (1 x v)*()) = 0 ja monotonisuus seuraa mittojen p ja v
monotonisuudesta. On siis osoitettava, ettd kuvaus (u x v)* on subadditiivi-
nen.

Olkoot joukot S, C X x Y. Merkitsemme S = (J;2, S ja valitsemme
mielivaltaisen luvun . Téll6in jokaista indeksin £ arvoa kohti on olemassa

sellainen jono (A¥ x BF)%2,, missié A¥ € Mx ja B} € My, etti

SkCU ka
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ja
;u(Af)V(Bf) < (uxv)*(Sk) + %
Téaten
(b x ) (U2 Se) < 3021 252 (AR v(BY)
iz (e x v)*(Sk) + 3¢)
Yo (1 x v)*(Sk) + €.
)

Koska luku e on mielivaltainen on (u % v)*(Usey Sk) < Sopy (i x v)*(Sk) ja
kuvaus (p x v)* siis subadditiivinen.

VANIVANRVAN

O

Merkitsemme M x .y tarkoittamaan niiden joukkojen kokoelmaa, jotka
ovat mitallisia kuvauksen (p x v)* suhteen. Aikaisemmin olemme todistaneet,
ettd ndin muodostettu joukko muodostaa aina o-algebran. Merkitkoon lisdksi
(uxv) kavauksen (pxv)* rajoittumaa joukkoon M yy . Jélleen aikaisemmin
esitetyn nojalla tiedimme, ettd kuvaus (p x v) on mitta joukossa M yy.

5.2 Fubinin lause

Fubinin lause késittelee useampiulotteisten integraalien laskemista iteroitui-
na integraaleina. Riemannin integraalilla Fubinin lauseen vastine on kémpelo,
mutta yleisemmén integraalin tapauksessa kaikki toimii kauniisti.

Lause 5.2.1 Olkoon (X, Mx, p) ja (Y, My, v) tiydellisia mitta-avaruuksia.
Talloin

i) Jos joukko A € Mx ja joukko B € My, niin joukko A x B € Mxyy
ja
(1 x v)(Ax B) = p(A)v(B).

ii) Jos joukko S € Mxyy, S on o-ddrellinen suhteessa mittaan (u X v) ja

joukko S, = {x | (x,y) € S} sekd joukko S, = {y | (z,y) € S}, niin
Sy € Mx m.k. (mitan v mielessi) y €Y,

ja
Sy € My m.k. (mitan p mielessi) x € X.
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iii)

Lisdksi kuvaus y — 11(Sy) on My-mitallinen ja kuvaus v — v(S;) on
M x-mitallinen seki

(nxv)(S) = Jxv(Se) du= [x(Jy xs(z,y) dv) du
= Jyv(Sy) dv = [y (Jx xs(2,y) dp) dv

Jos [ on mitta-avaruuden (X XY, Mxyy, u X v) integroituva funktio
(mitan p X v suhteen), niin kuvaus y — f(x,y) on integroituva mitan
v suhteen m.k. (mitan p mielessi) v € X ja kuvaus x — f(x,y) on
integroituva mitan p suhteen m.k. (mitan v mielessi) y € Y. Lisdksi
kuvaus

T / fla,y) dv
Y
on integroituva mitan i suhteen ja kuvaus
y / flz,y) du
X
on integroituva mitan v suhteen. Edelleen

Jxsy flo,y) d(pxv) = [x(fy f(z,y) dv) du
= JyUx flz,y) dp) dv.

Todistus: Tulos on klassinen ja on esitetty todistuksineen lihes jokaisessa
analyysin oppikirjassa. (Ks. [2, s. 244 — 247], [3, s. 356 — 375], [4, s. 84 — 87],
[5,s. 177 — 184], [6, s. 29 — 31], [7, s. 264 — 271])

O

Esimerkki 5.2.1 Tarkastelemme tilannetta, jossa integrointijirjestyksen vaih-
taminen ei ole sallittua. Olkoon joukko R = {(z,y) |0 <2 <1,0<y <1}
Tarkastelemme nyt téissd joukossa méariteltyd funktiota f. Konstruoimme
funktion f seuraavasti: Olkoon 0§, = %, missi n € N, ja I, =|0p11,0n]. Ase-

tamme

2 5n - t, kun %(6n+1 + 5n) S 14 S 6na
no Ut o, muulloin.

Nyt selvisti [; g,(r) do =1 kaikilla indeksin n arvoilla.
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Miédrittelemme nyt funktion f asettamalla

0, kun x =0,
0, kun y = 0,

flz,y) =1 gm(x)gn(z), kunz € I,y € I, jam=n,
—gm(2)gn(z), kun z € I,y € I, jam =n+1,
0, muulloin.

Olkoon nyt y € [0,1]. Jos y = 0, niin f(z,y) = 0 kaikilla muuttujan z
arvoilla, joten fol f(z,y) de = 0. Jos taas 0 < y < 1, on olemassa tdsmilleen
yksi sellainen luku n € N, ettd y € I,,, ja f(x,y) = 0, vain kun = ¢ I, tai
x & I,.1. Téten

f()1 f(IL’, y) de = Zm:n,nJrl flm f(l‘a y) dz
= [, 9u(2)gn(y) dz — [}, gni1(2)gn(y) dz
= 9n(¥) [1, g(2) Az — g0(y) [, g1 (2) da
= gn(y) - gn(y) =0,

silli selviisti [; g(t) dt = 1 jokaisella indeksin m arvolla. Edelleen f; f(z,y) dz =

0 jokaisella muuttujan y arvolla, joten

[ ([ o) @) ay=o.

Olkoon nyt z € [0,1]. Jos z = 0, niin f(z,y) = 0 kaikilla muuttujan y
arvoilla, joten fol f(z,y) dy = 0. Jos taas 0 < < 1, on olemassa tésmilleen
yksi sellainen luku m € N, ettd x € I,,,. Jos m > 2, niin f(x,y) = 0 vain kun
y & I taiy € Iy,_q. Jos taas m = 1, niin f(z,y) = 0 vain jos y & I;. Joten
jos x € I, missd m > 2, niin

f()1 f(ZU, y) dy - Zn:m,mfl fln f($, y) dy

Ji, 9m(@)gm(y) dy — [ g (@) gm-1(y) dy
Im(2) J1,, 9m(Y) Ay — gm(2) [7_ gm-1(y) dy
= gm(x) - gm(ib‘) = 0.

Jos taas z € [, niin

[ e =[ f@p = [ 0@n)d= 0@ [ 06)ds =)
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Taten

g1(z), kun z € I4.

/01 </01 f(z,y) dy) dr = /11 g(z) do =1,
/01 </01f($,y) dy) do # /01 </01 f(z,y) dx) dy.

Esimerkki osoitaa, ettd aina suinkaan ei integroinnin jérjestystid voi vaih-
taa. Sovellettaessa siis Fubinin lausetta on ensin varmistuttava, etti lauseen
asettamat ehdot ovat voimassa. Tdmén esimerkin tapauksessa lauseen sovel-
taminen kaatuu vaatimukseen funktion f integroituvuudesta.

1 0, kun = < 6,
[ e a={ 0, ez

ja edelleen

joten

Huomautamme, ettd Fubinin lausetta ei voi kdintda. Toisin sanoen ite-
roitujen integraalien olemassaolo yhtédsuurina ei riitd takaamaan sitd, ettd
funktio olisi integroituva vastaavan tulomitan suhteen.

Esimerkki 5.2.2 Tarkastelemme funktiota

f(x) _ /5 2fe—ocsint dt,
0

missd x > 0. Osoitamme Fubinin lauseeseen nojautuen, ettd funktio f on in-
tegroituva viélilla |0, oo[. Koska integraali on positiivinen ja mitallinen kum-
mankin muuttujan suhteen, voimme laskea

J @) de = () te e dt) da
fubini (fg2 tewsint dx) dt

= > L dt < o0,

0 sint

NE]

(ME]

koska lauseke == on rajoitettu vélillid ]0,Z] (se, etté lauseketta < ei ole

médritelty pisteessd ¢t = 0 ei haittaa téssi).
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