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Tassa tyossa tutkitaan pintojen kuvaamista kolmiulotteisten verkkojen avulla, verkkojen
muodostamista automaattisesti ja niiden optimointia. Verkonmuodostusmenetel missa
painopiste on sellaisissa algoritmeissa, jotka eivéat aseta vaatimuksia sy6tteen muodolle
ta jarjestykselle. Verkonmuodostusalgoritmeja tutkittiin kaytanndssa power crust -
gyotteilla. Kaytetty |a8ketieteellinen sydte muodostetiin magneettiresonanssiaivokuvien
pohjalta. Power crust -algoritmi tuotti huomattavasti monimutkaisempia verkkoja kuin
Hoppen algoritmi. Magneettiresonanssidatan kanssa péastiin parhaaseen |opputul okseen
power crust -algoritmin avulla. Hoppen algoritmi tuottaa geometrisesti tasapainoisem-
pia verkkoja, mutta e kykene toistamaan yhta yksityiskohtaisia pintoja kuin power
crust -algoritmi.
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1. Johdanto

Tassa tydssa tutkin pinnan kuvaamista kolmiulotteisten verkkojen avulla, verkkojen
tuottamista automaattisesti seké niiden optimointia. Kolmiulotteista kuvadataa tuotetaan
hyvin erilaisilla menetelmill& Esimerkiksi useat |188ketieteelliset instrumentit, tekniset
mittauslaitteet seka tietokonesimulaatiot tuottavat lopputuloksenaan kolmiulotteista ku-
vadataa jossakin muodossa. Kolmiulotteisen mittaustuloksen tulkitseminen vaatii usein
sen muokkaamista ja muuttamista ihmisen helpommin ymmartamaan muotoon. Erityi-
sesti silloin, kun tuloksen tulkitseminen perustuu visuaaliseen havainnointiin. Joukko
naytearvoja e sellaisenaan anna katsojalle kasitysta tutkittavasta kappaleesta, vaan
néytteet olis kyettava visualisoimaan ihmisen ymmartdmassa muodossa. Tahan tarvi-
taan menetelmig, joilla voidaan muodostaa kolmiulotteisia mallgja annetun ndytejoukon
perusteella.

Kolmiulotteisten pintojen esittamista ja késittelya on tutkittu tietokonegrafiikan ja las-
kennallisen geometrian alala jo pitkéén. Samoin erilaisia menetelmid mallien muodos-
tamiseen naytegoukon perusteella on tunnettu jo 1980-luvulta lahtien. Varhaismmat
menetelmét olivat kuitenkin tarkoitettu jossakin tietyssa muodossa annetun syotteen
kasittelyyn. Nama algoritmit kayttivat hyvakseen syoOtealkioiden jérjestysta tai jotakin
muuta syOtteen sisdltémaa tietoa tutkittavasta pinnasta. Kolmiulotteisen kuvadatan
yleistyessa syntyi tarve kehittéa ratkaisuja, jotka eivét perustu tiettyyn datan muotoon
tal tuotantotapaan. Vasta viime vuosina tédssa on onnistuttu tyydyttavasti. Tallaiset ylei-
set verkonmuodostusmenetelmét kykenevét tuottamaan mallin tdysin mielivaltaisesta
naytteestd, pelkastdan kayttamalla apunaan naytepisteiden koordinaatteja.

Pinnan esitystavaksi on tassa ty6ssa valittu monikulmioverkko ja erityisesti kolmioista
rakentuva verkko. Kaikki tutkitut algoritmit ovat sellaisia, etté ne tuottavat |opputul ok-
senaan monikulmioverkon. Tietokonegrafiikassa monikulmioverkko on klassinen pin-
nan esitystapa ja sen esittaminen ja késittely on teknisesti helppoa. Kolmiulotteista
esittamista tukevat laitteistot on usein opti moitu juuri kolmioverkkojen piirtamiseen.

Verkkojen tuottamisen lisaksi ongelmaksi on muodostunut kuvauksen koon ja laadun
optimointi. Mittauslaitteet tuottavat usein niin tarkkaa tietoa kohteesta, etta sen perus-
teella rakennetuista malleista tulee hyvin monimutkaisia, usein lilan monimutkaisia
niiden kayttotarkoitukseen nahden. Automaattisesti muodostettujen mallien geometria
el useinkaan ole optimaalinen. Ne saattavat essmerkiksi sisdltéa alueita, jotka voitaisiin



esittda tdysin vastaavasti huomattavasti pienemmalla méardla monikulmioita. Téata
varten tarvitaan menetelmig, joilla verkkoa voidaan optimoida. Tavoite on muodostaa
verkko, joka on mahdollisimman yksinkertainen, mutta kuvaa silti mahdollisimman hy-
vin haluttua pintaa.

Tyon tavoitteena on tutkia yleispatevia verkonmuodostusmenetelmiéd ja verkon opti -
mointimenetelmid. Yleispatevélla tarkoitetaan algoritmia, joka el vaadi syotteeltdan
tiettyd muotoa tal jarjestystd. Tarkoitus on selvittda millaisia [ahestymistapoja ja mene-
telmi& tallaisissa algoritmeissa k&ytetéan ja kokeilla niiden toimivuutta kéytanndssa se-
ka testidatala, etta todellisilla naytteilla. Samalla vertaillaan eri 1&hestymistapojen
tuottamien verkkojen laatua.

Tutkielma on jaoteltu seuraavasti. Luvussa 2 esitelléén muutamia peruskasitteitg, joita
tarvitaan myohemmissd luvuissa. Mé&irittelen ensinndkin mika on kolmiulotteinen
verkko ja miten silla kuvataan pintoja. Lisaks esittelen muutamia hyodyllisia lasken-
nallisen geometrian kasitteitd, kuten keskiakselimuunnos, Voronoi-diagrammi ja De-
launay-kolmiointi. Erityisesti kahdella viimeksi mainitulla on keskeinen rooli useissa
verkonmuodostusmenetelmissa. Luvussa 3 kasittelen kolmiulotteisten verkkojen muo-
dostamista automaattisesti. Luvussa 4 tutkin verkon optimointia. Kasittelen verkon aop-
timoinnin periaatteita ja tavoitteita yleisesti seka otan |8hempéan tarkasteluun kaksi
erilaista léhestymistapaa. Luku 5 on tutkielman kéytannén osuus. Luvuissa 3 ja 4 eS-
teltyja menetelmia kokeiltiin kéytannossa ja saatuja verkkoja vertailtiin keskenadan.
Tutkimusaineistona kaytettiin sekd magneettiresonanssikuvien perusteella tuotettuja
gyotteitd, ettd geneerisesti tuotettua kolmiulotteista dataa.



2. Kolmiulotteiset verkot ja niihin liittyvia k&sitteita

Kéytan tutkielmassa monikulmiosta my6s termia polygoni ja monikulmioverkosta ter-
mi& polygoniverkko. Monikulmion sanotaan olevan konveksi, jos minkdan sen sarman
kautta piirretty suora ei leilkkaa muita sen sarmié. Tété voi havainnollistaa seuraavalla
esimerkill& leikataan monikulmion malli pahvista ja venytetdan sen ympérille kumi -
nauha. Monikulmio on konveksi mikdi kuminauhan ja pahvimallin reunan véliin ei
missaén kohtaa j8& tyhj&a tilaa. Konveksisuuden kasite toimii vastaavasti myo6s kol -
mannessa ulottuvuudessa monitahokkaiden suhteen. Kolmiulotteista pintaa kuvaavaa
verkkoa kutsun yksinkertaisesti kolmiulotteiseksi verkoksi.

2.1 Pintojen kuvaaminen kolmiulotteisilla verkoilla

Polygoniverkko (polygon mesh) on kokoelma kérkig, sdrmia ja niista rakentuvia moni -
kulmioita. Intuitiivisesti gjatellen se on joukko reunoistaan toisiinsa liitettyja monikul -
mioita, jotka yhdessa kuvaavat pintaa. Téllaisesta pinnan esityksesta kaytetéan termia
paloittain lineaarinen pinta (piecewise-linear surface). Sana "rautalankamalli” antaa
jonkinlaisen kasityksen, mistd on kysymys. Verkon osista kéytetddn myos termié simp-
leksi (ssmplex). Yksinkertaisin simpleksi on karki. S&rma rakentuu kahdesta kérjesta ja
monikulmio joukosta sarmid. Kaikki muut simpleksit paitsi kérki rakentuvat siis jou-
kosta hierarkiassa alempana olevia simpleksgja

Polygoniverkko siséltéa tietoa verkon itsensa topologiasta ja verkon kuvaaman pinnan
geometriasta. Topologia kertoo miten monikulmiot rakentuvat kérkien ja sérmien avulla
ja miten ne liittyvét toisiinsa. Geometria taas kertoo millainen on se kappale tai pinta
jota verkon avulla kuvataan. Muodollisesti polygoniverkko koostuu joukosta avaruuden
pisteita ja relaatiosta ndiden pisteiden vdilla Se voidaan médritella kaavalla
M = (V,K) [Hop94], missa V on pistejoukko ja K simplekseista
rakentuva systeemi, joka méaérittelee miten kérjet, sirmét ja monikulmiot liittyvét toi-
siinsa. Systeemi K rakentuu joukosta simpleksgjd, joita kutsutaan kéarjiksi. Lisaks sii-
hen kuuluu joukko ndiden kéarkien yhdistelmana muodostettuja simpleksegjd. Jokainen
kérked monimutkaisempi simpleksi voidaan jakaa osiin siten, etta jokainen ei-tyhja,
systeemiin K kuuluvan simpleksin osgjoukko kuuluu myés systeemiin K. Muotoa
{i,i}1 Kolevia simpleksgja kutsutaan sarmiksi ja muotoa {i, j,k,..}1 K olevia simp-
leksgja tahoiksi tai monikulmioiksi. Systeemi K ilmaisee, ettéd on olemassa tietynlainen



verkko, jossa tietyt kérjet muodostavat s&rmid ja ndma sarmét tietylla tavalla monikul -
mioita. Se @ kuitenkaan kerro mitéan sita millaista kappaletta tai pintaa verkko mah-
dollisesti kuvaa, elké edes sitd, missa avaruudessa se sijaitsee. Vasta kun otetaan nmu-
kaan pistgjoukko V ja liitetéan se systeemiin K, niin tiedetéén millaista pintaa verkko
kuvaa. Joukon V sanotaan realisoivan verkon johonkin avaruuteen. Samaan systeemiin
K voidaan liitté8 useita pistejoukkoja jotka kaikki realisoivat erilaisen verkon, mahdol-
lisesti viela eri ulotteisiin avaruuksiin.

Polygoniverkot ovat klassinen, muttei suinkaan ainoa tapa kuvata kolmiulotteista pin-
taa. Pinta voidaan kuvata esimerkiks kayttamalla matemaattisia funktioita, kuten be-
ziér- tai NURBS -pintoja [Wat93]. Niiden hyva puoli on, etta kappaleen kuvaus saa-
daan usein mahtumaan pieneen tilaan ja kuvaus vastaa tarkasti kuvattavaa pintaa. Tal-
lainen esitystapa myds séilyttéa tarkkuutensa riippumatta siitd milta etéisyydelta pintaa
tarkastellaan. Matemaattisesti tasmallisen esitysmuodon k&yttdminen pinnan kuvaani-
seen on kuitenkin usein varsin epdkdytannollista ja kaikissa tapauksissa silla el ssavu-
teta etua polygoniverkkoihin ndhden. Useimmat visualisointiin tarkoitetut laitteistot a-
vét kykene esittamaan suoraan funktioilla kuvattua pintaa, vaan kuvaus on ennen piir-
tamistd muutettava jonkilaiseksi approksimaatioksi, useimmiten polygoniverkoksi.
Mydskédn tasméllisen esitystavan tarjoamasta tarkkuudesta e aina ole hyétya. Auto-
maattisesti tuotetun verkon lahteend kéytetty pistejoukko on yleensd saatu ottamalla
kohdekappal eesta joukko naytteitd. Koska ndytteitd on ragjallinen méarg, niin osa koh-
dekappaleen informaatiosta vaistamatta menetetéén. Vaikka ndytteend saadun pistejou-
kon perusteella muodostettaisiinkin matemaattisesti tasméllinen kuvaus niin se ei
useinkaan kuvais alkuperéista kappaletta yhtéan sen paremmin kuin jokin véhemman
tarkka esitysmuoto. Pistgoukon perusteella voidaan vain arvioida milta alkuperainen
kappale nayttda. Tallaisen arvion esittamiseen polygoniverkko on riittava valine.

Polygoniverkko on vain harvoin pinnan tarkka kuvaus. Tdma johtuu siitd, etta verkon
rakennuspalikat, eli monikulmiot, ovat tasojen osia. Esimerkiksi aidosti kaarevaa pintaa
on mahdoton kuvata tarkasti tasojen osista koostuvalla esityksellg, silla tama vaatig,
ettda monikulmioita on &&rettébman suuri madra ja etta ne ovat aérettéman pienia Kuva-
uksen tarkkuus riippuu paitsi kuvaavasta verkosta, myos siitd millainen kuvattava pinta
on. Jos pinta on valmiiks planaarinen, eli koostuu vain tasojen osista, se voidaan esittéa
tésmadllisesti polygoniverkolla. Useissa tapauksissa polygoniverkko on kuitenkin vain
pinnan aproksimaatio, jonka tarkkuus riippuu kuvattavasta pinnasta ja polygonien
koosta. Kuvassa 2.1 on esitetty kaarevan pinnan approksimointi tasojen avulla.
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Kuva 2.1 Kaarevan pinnan approksimointi tasojen avulla

2.1.2 Kolmioistarakentuvat verkot

Eras polygoniverkkojen erikoistapaus ovat kolmioverkot (triangular meshes). Nimensa
mukaisesti téllaisen verkon kaikki monikulmiot ovat kolmioita. Kolmio on yksinkertai-
sin geometrinen primitiivi, jolla on pinta-ala, joten se sopii luonnostaan perusyksikoksi
pintaa kuvaavaan esitykseen. Mika tahansa monikulmio on mahdollista kuvata kolmi-
oista rakentuvalla esityksell&, joten polygoniverkolla kuvattu muoto voidaan esittda a-
na myos kolmioverkolla. Jos verkossa kaytetdan vain kolmioita, ei verkon ilmaisuvoi -
maa rgjoiteta, mutta tarvittavat tietorakenteet yksinkertaistuvat.

Kolmioverkoilla saavutetaan myds muita etuja. Esimerkiks kaikki kolmion kérjet s-
jaitsevat automaattisesti samalla tasolla, silla kolmion karkipisteet maarittelevat tason.
Jos monikulmioon lisdtdan neljas kéarki, el voida tutkimatta olla varmoja sijaitseeko
neljés kéarki samalla tasolla kuin kolme aiempaa. Jos se @ sjaitse, niin monikulmio jou-
dutaan jakamaan kahteen kolmioon, silla muuten neljan kérjen monikulmio e end
muodosta tasoa. Tama el ole ongelma, jos varkossa kaytetéan pelkastdan kolmioita.
Liséks kolmiulotteiseen esittdmiseen tarkoitetut laitteistot on yleensa optimoitu piirta-
ma&an nimenomaan kolmioita. Kolmioverkon huono puoli on, ettd se usein sisdltda
enemman sarmid kuin vastaava rgjoittamattomista monikulmioista koostuva verkko.



Kolmioverkon tilantarve e vattamétta ole optimaalinen. Téssa tydssd oletetaan, ettd
verkko on kolmioverkko ellel toisin mainita

Erés laskennallisen geometrian ongelma-alue on jonkin geometrisen muodon jakaminen
pienempiin osiin. Y ksinkertaisin yksikk®, johon tasojen osista rakentuva muoto voidaan
jakaa on kolmio. Kolmiointi (triangulation) on kolmioista rakennettu esitys, joka vastaa
muodoltaan alkuperadisen kappaleen tai pinnan muotoa. Termia kaytetéédn myds silloin,
kun pistejoukosta rakennetaan kolmioverkko, niin etta joukon pisteet ovat kolmioiden
karkina

2.1.3 Simpleksien ympéristot

Hyddyllinen verkkoihin liittyva kasite on simpleksien ymparistot. Tassa tydssa kaytetty
méadrittely on perdisin Hoppelta [Hop94]. Simpleksin s ympéristoon kuuluvat kaikki ne
verkon simpleksit, joihin s jotenkin liittyy. Esimerkiks kérjen ympéristéon kuuluvat
kaikki ne sarmét ja kolmiot, joita muodostamassa kédrki on mukana. Muodollisesti

simpleksin ympéristd maéritell8an seuraavasti: Olkoon J 1 K joukko verkon simplek-
seja Nyt joukon J ympéristé nbhd(J; K) mééritell&én seuraavasti

nbhd(J; K)={sl K:$s"1 J,sT K ® s'Esi s}. (1.1)

Kérjen, sarman ja kolmion ympéristét on esitetty kuvassa 2.2.
lile K ® nbhd{{i};K)

{iite K / nbhd({i,} K]

ikl e K A nbhdi{i,],k}; K)

Kuva 2.2 Simpleksien ympaéristot



2.1.4 Verkon laadun mittaaminen

Verkon laadun méaérittdminen on vaikea tehtava ja riippuu siitd, mihin tarkoitukseen
verkkoa tullaan kayttdmaan ja mitk& ovat ensisijaiset verkolle asetettavat vaatimukset.
Jokaista kappaletta kohti on olemassa &retdon maaré verkkoja, joita voidaan pitéé sen
paloittain lineaarisena vastineena. Miten néista verkoista valitaan paras tai miten yleen-
saék&dn maéritelladn mika niistd on hyva? Aikaisemmin pintaa kuvaavan verkon laatua
on luonnehdittu hyvin subjektiivisilla tavoilla, esmerkiks arvioimalla silmamaéaréi sesti
miten hyvin verkko kuvaa alkuperéista pintaa. Vasta viime vuosina [Alb95, Dom98,
KnuO1] on aettu tutkia ja kehittda tasmallisesti maériteltyj& metriikoita verkon laadun
kuvaamiseen. Nama antavat kuitenkin vain kyvyn mitata tiettyj& verkon ominaisuuksia,
eivatkad anna yleispatevad hyvan verkon méaritelméa. Tapauskohtaisesti taytyy edelleen
ratkaista mita verkolta hal utaan.

Verkon kasittelyn kannalta on hyvéa, jos se olisi mahdollismman yksinkertainen. Geo-
metriselta kannalta 88rimmilleen yksinkertaistettu verkko e enda valttamétta kuvaa ko-
vin hyvin akuperdista pintaa. Yks laadun kriteeri on monikulmioiden muoto. Tavoite
saattaa esmerkiks olla, ettd verkon monikulmiot ovat muodoltaan mahdollisimman
|ahella tasasivuista kolmiota. Toisissa tilanteissa, esimerkiksi nesteanalyysissa, saate-
taan haluta, ettd monikulmiot ovat pitkia ja kapeita. Yksinkertaisin ja tarkein metriikka
on verkon monimutkaisuus, eli kérkien, sdrmien ja kolmioiden lukuméara. Jos kaksi
mallia nayttavét silmamaéraisesti samoilta, mutta toisessa on huomattavasti enemman
kolmioita kuin toisessa, niin monimutkaisempi malli saattaa olla kyseiseen tilanteeseen
liilan monimutkainen. Tilanne muuttuu, jos katseluetdisyyttd muutetaan |dhemmaks,
jolloin monimutkaisemmassa mallissa saattaa erottua yksityiskohtia, joita yksinkertai-
semmassa mallissa e ole. Tall6in yksinkertaisempaa mallia voidaan pitda tilanteeseen
ndhden huonompana, paits jos tarkeimmaks kriteeriksi on asetettu essmerkiks kuva-
ruudun péivitysnopeus. Hyvan verkon maéritelma riippuu siis téysin tilanteesta ja vaa-
dituista kriteereista. Yleisesti ottaen tavoitteena on kuitenkin saada aikaan sopiva tasa-
paino yksinkertaisuuden ja tarkkuuden vdilla. Verkon laatua kuvaavia metriikoita tar-
vitaan apuna myds verkkoa optimoitaessa, silla muuten olis mahdotonta paétella onko
optimointiprosesst menossa oikeaan suuntaan.

2.2 Verkkojen muodostamiseen ja kasittelyyn liittyvia menetelmia

Seuraavaks esittelen muutamia verkkojen muodostamisen yhteydessa kaytettyja mate-
maattisia ja geometrisia menetelmia.



2.21 Eulerin karakteristika

Hyddyllinen polygoniverkkoihin liittyva véline on Eulerin karakteristika. Se lasketaan
Seuraavasti

E, =V - E + F . (1.2)

Kaavassa V on verkon karkien lukumaard, E verkon sdrmien lukumééré ja F verkon
monikulmioiden lukumé&ré Eulerin karakteristikalla saadaan tietoa verkon kuvaaman
kappaleen topologiasta. Se antaa arvon 2 jos verkko on topologialtaan pallomainen.
Pallomaisella topol ogialla tarkoitetaan pintaa, joka voidaan muuttaa palloksi pelkéastadan
venyttamalla sen osia. Esimerkiksi kuutio on topologialtaan pallomainen, mutta kahvi-
kuppi el ole, koska siing on kahva.

2.2.2 Pinnan suunnan maarittdminen

Verkkoja ja pintoja kasiteltéessa tarvitaan usein tietoa pinnan suunnasta jossakin tietys-
si kohdassa tai tietylla alueella. Esimerkiksi verkkoa visualisoitaessa halutaan usein
jéttéé piirtamatta ne pinnan osat, jotka ovat katsojasta poispdin. Samoin valaistuksen ja
varjostusten laskemisessa tarvitaan tietoa pinnan suunnasta. Tahan tarkoitukseen kay-
tetddn normaalivektoreita. Pinnan normaalivektori on vektori, joka on kohtisuorassa
pintaa vasten.

Normaalivektorien laskeminen liittyy usein yhtena vaiheena kolmiulotteisten verkkojen
muodostamiseen. Verkkojen yhteydessa normaalivektorit muodostetaan yleensa kolmi-
oille ja karjille. Koska kolmio méaérittelee tason, on kolmion normaalivektori samalla
myds sen tason normaalivektori jolla kolmio lepdé. Tassa tydssa normallivektoreita tar-
vitaan erityisesti verkon optimointiin tarkoitettujen menetelmien yhteydessa.

2.2.3 Voronoi-diagrammi

Oletetaan ettd on olemassa joukko pisteitéa ja valitaan tasta joukosta satunnaisesti jokin
piste. Rgjataan sen jalkeen valitun pisteen ympérilta tietty alue siten, ettd rgjatun alueen
jokainen kohta on |dhempéna valittua pistettd kuin mitdan toista joukon pistettd. Jos
nain rgattu aue on suurin mahdollinen télainen alue sitd kutsutaan Voronoi-
vyohykkeeksi (Voronoi region) tai Voronoi-soluksi (Voronoi cell). Esitystd, joka kuvaa
pistegloukon kaikkien pisteiden Voronoi-solut kutsutaan VVoronoi-diagrammiksi.



Muodollisesti sama voidaan esittda seuraavasti. Olkoon ST R" (joukon S alkioista
kaytetdén usein kirjallisuudessa termia "site"). Valitaan piste si S ja muodostetaan
joukko V, siten, ettd V. ={vI R"|p,1 Sdist(sv)<dist(p,,v)p ! s} missi
dist(X,Y) kertoo pisteiden X ja Y valisen etéisyyden. Nyt joukko V_on pisteen s Vo-

ronoi-solu.

Pistettd, jossa Voronoi-solujen sarmét kohtaavat kutsutaan Voronoi-karjeksi (Voronoi
vertex). Kolmiulotteisessa Voronoi-diagrammissa jokainen Voronoi-kérki kuuluu
vahintéén neljéén Voronoi-soluun. Naihin soluihin liittyvét pistejoukon pisteet ovat
kyseisen kérjen léahimmét naapurit. Voronoi-palloksi sanotaan palloa, jonka keskipiste
on jokin Voronoi-kérki ja joka kulkee karjen léahimpien naapureiden kautta. Kuvassa
2.3 on editettu kaksiulotteinen pistegjoukko ja sen Voronoi-diagrammi. Sama voidaan
lagjentaa my6s kolmanteen ulottuvuuteen. Tall6in Voronoi-solu e ole kaksiulotteinen
monikulmio vaan kolmiulotteinen monitahokas. V oronoi-solu voi olla muodoltaan joko
avoin tai suljettu. Suljetut Voronoi-solut ovat aina muodoltaan konvekseja.

Kuva 2.3 Pistgjoukko ja sen V oronoi-diagrammi

Laskennallisessa geometriassa Voronoi-diagrammi on hyddyllinen apuvdline ja sitéa
kéytetéddn myds muutamassa tassa tydssa esitellyssd menetelméssa. Sen avulla voidaan
esimerkiksi nopeuttaa tilanteita, jossa halutaan etsid jokin pisteen [&himmaét naapurit tai
yleisesti tilanteita, joissa tarvitaan tietoa siitd, millainen jonkin pisteen |8hiymparistd
on.
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Kuva 2.4 Voronoi-solun muodostaminen.

Kuvassa 2.4 on esitetty osa kaksiulotteista Voronoi-diagrammia. Kuvaan on merkitty
piste s ja sen Voronoi-solu, seka pistetta s [dhinna sijaitsevat joukon pisteet. Y hté niista
merkitéan tunnuksella p. Tarkastellaan V oronoi-solun sé&rméé k. Jos vedetdan jana pis-
teiden sjap vdliin niin havaitaan, ettd s&rma k leikkaa tdman janan tésmélleen sen puo-
livalissa ja kulkee kohtisuorassa janaa vasten. Voidaan valita minka tahansa V oronoi-
solun s&rma ja todeta, etté pistejoukosta |6ytyy aina sellainen piste, johon piirretyn ja-
nan valittu sé&rmé leikkaa sen puolesta vélista. Taméan huomion avulla Voronoi-solun
rakentaminen on suoraviivaista. Etsitéan ensin pistetta s [&hinna oleva piste ja muodos-
tetaan suora joka kulkee kohtisuoraan néiden kahden pisteen muodostaman janan puo-
lessavéalissa. Nain saatu suora jakaa avaruuden kahteen osaan, jolloin piste s jaa toiseen
osaan jaldhinna sijaitseva piste toiseen osaan. Sitten etsitddn seuraavaks |ahin piste ja
muodostetaan sille vastaavanlainen suora. Néin jatketaan, kunnes saadut suorat rajaavat
suljetun konveksin alueen tai suorien rgjaamalla alueella ei ole enempéa joukon pistei-
ta.

Edella kuvattu menetelmé on suoraviivainen, mutta ei erityisen tehokas. Sen avulla Vo-
ronoi-diagrammi voidaan muodostaa gjassa O(n2 log n). Paras talla hetkella tunnettu

algoritmi muodostaa Voronoi-diagrammin ajassa O(nlogn) ja se tunnetaan nimella
Fortunen agoritmi [For95]. Voronoi-diagrammin laskeminen voidaan palauttaa n-

alkioisen numerosarjan jarjestamiseen, jonka aikavaatimus on pahimmassa tapauksessa
juuri O(n log n) . Fortunen algoritmi on siis algoritmisessa miel optimaalinen.

2.24 Deaunay-kolmiointi
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Jos tarkastellaan pistejoukon Voronoi-diagrammia ja piirretdan viiva niiden pisteiden
vdlille, joiden Voronoi-solut koskettavat toisiaan, niin saadaan lopputuloksena kolmi-
ointi. Tallainen kolmiointi tunnetaan nimella Delaunay-kolmiointi.

havaits, ettd tietynlaisella kolmioinnilla on erityisid geometrisa ominaisuuksia. Vo-
ronoi-diagrammin ja Delaunay-kolmioinnin valilla vallitsee |dheinen suhde, silla kuten
edelld esitettiin, Voronoi-diagrammi  sisdltéd implisittisesti  Delaunay-kolmioinnin.
Delaunay-kolmiointi on Voronoi-diagrammin geometrinen duaali.

Kaksiulotteisen Delaunay-kolmioinnin erottaa muista joukon mahdollisista kolmioin-
neista seuraava ominaisuus. jos otetaan mika tahansa kolmioinnin kolmio ja piirretéén
ympyra, joka kulkee sen karkien kautta, niin voidaan olla varmoja siita ettéa ympyran
aluedlla @ ole muita joukon pisteitéd kuin valitun kolmion kérjet. Delaunay-kolmiointi
on aina olemassa aérelliselle pistgoukolle ja se on yksikasitteinen. Sama voidaan laa-
kaksiulotteinen kolmio, vaan kolmiulotteinen tetraedri. Kolmiulotteinen Delaunay-
kolmiointi on joukko tetraedrejd, joiden karkind on pistejoukon pisteitd. Sama tyhjan
ympyran -sééntd on kuitenkin edelleen voimassa. Tetraedrin kérkien kautta kulkevan
pallon sisdlle e ja& muitajoukon pisteitd, kuin tetraedrin karjet.

2.25 Kolmiulotteinen kuvadata

Digitaalisen kaksiulotteisen kuvan pienintd rekenneyksikkoa kutsutaan tunnetusti pik-
seliksi (pixel, picture cell). Vastaavasti kolmiulotteisen kuvadatan pienintd rakenneyk-
sikkda kutsutaan vokseliksi (voxel, volume cell). Se voidaan mieltda pieneksi kuutioksi
tal suorakulmaiseks sdrmioksi. Vokseli on kolmiulotteisen kuvadatan pienin jakamaton
elementti.

Vokseli sisdltda intensiteettiarvon, joka kuvaa sen kirkkautta. Magneettiresonanssiku-
vissa intensiteettiarvo kertoo mihin kudostyyppiin vokseli kuuluu. Kasittelematon vok-
selidata sisdltéa useita kudostyyppeja ja pintoja. Tallaisen datan segmentointi ja tiet-
tyyn pintaan kuuluvien vokselien etsiminen siitd on kokonaan oma tutkimusalansa, eika
kuulu tdman tyon piiriin. Tassa tydssa esitellyissa menetelmissa ol etetaan, etta syote-
data sisédltéa vain yhden pinnan

226 Keskiaksdimuunnos
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Keskiakselimuunnos (medial axis transform) on eras tapa kuvata alueen tai tilan muoto.
Se kehitettiin alunperin biologian ja |&8ketieteen tarpeisiin ja se solveltuukin hyvin epa-
sdanndllisten ja orgaanisten muotojen kuvaamiseen. Myohemmin sitd on hyoddynnetty
myds laskennallisen geometrian ja tietokonegrafiikan alueella.

Mééritell88n kasite tyhja pallo tarkoittamaan sellaista palloa, joka on kokonaan kappa-
leen sis& tai ulkopuolella, eli kappaleen pinta el leikkaa palloa. Maksimaalinen tyhja
pallo on sellainen tyhja pallo, joka koskettaa kappaleen pintaa vahintédan kahdesta koh-
dasta. Kappaleen keskiaksalimuunnos on maksimaalisten tyhjien pallojen joukko. Nai-
den pallojen keskipisteet muodostavat kappaleen keskiakselin, jota kutsutaan my6s luu-
rangoksi (skeleton). Muunnoksen tarkkuus riippuu siitd, kuinka monta maksimaalista
tyhj8a palloa joukkoon otetaan, taydellisessd muunnoksessa palloja on d8retdn maéra.
Eréas kaksiulotteinen keskiakselimuunnos on esitetty kuvassa 2.5.

Keskikselimuunnos on hyvin kompakti tapa kuvata kappaleen muoto, silla se koostuu
vain joukosta keskipisteitd ja sateitd. Sen muodostaminen on kuitenkin hankala ja las-
kennallisesti vaativa operaatio. Voronoi-diagrammin avulla voi muodostaa keskiakse-
[imuunnoksen arvion.

Kuva 2.5 Kaksiulotteinen muoto ja sen keskiakselimuunnos
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3. Verkkojen muodostaminen automaattisesti

Tassa luvussa tutkitaan, miten pintaa kuvaavia verkkoja voidaan muodostaa automaatti -
sesti kolmiulotteisten ndytteiden perusteella. Ongelma on osa lagjempaa tutkimusal uet-
ta, jota kutsutaan pinnan uudelleenmuodostukseksi (surface reconstruction). Sen piiriin
kuuluvat kaikki ne tilanteet, joissa pinnasta saatujen naytteiden perusteella halutaan
muodostaa matemaattinen kuvaus alkuperaisesta pinnasta. Hoppe [Hop92] luokittelee
pinnan uudelleenmuodostukseen kehitetyt menetelmét kahteen ryhmaan sen perusteella
millaisen kuvauksen ne muodostavat pinnasta uudelleenmuodostuksen aikana. Nama
luokat ovat implisiitiset ja parametriset uudelleenmuodostusmenetelmét. Implisiittista
pinnan esitystapaa kasitelldan tarkemmin mydhemmin tassa tydssa. Tama jaottelu ei
kerro missa muodossa algoritmin antama lopputulos esitetéddn, vaan ainoastaan sen,
minka tyyppisella |ahestymistavalla menetelma yrittda ratkaista pinnan uudelleenmuo-
dostuksen ongelman. Seka implisiittisista ettéa parametrisistd pinnan kuvauksista voi-
daan lopulta muodostaa monenlaisia pinnan esitystapoja. Tassa tydssa rgjoitutaan niihin
menetelmiin, joissalopullinen pinnan esitystapa on polygoniverkko.

Kolmiulotteisia ndytteitd syntyy hyvin monenlaisten prosessien seurauksena, esimer-
kiks |a&ketieteellisen magneettiresonanssi- ja positroniemissiotomografiakuvauksen
sekd erilaisten etaisyyden mittaamiseen perustuvien skannausmenetelmien (laserskan-
nerien) avulla. Thmisen on hyvin vaikea hahmottaa kappal etta pelkan pisteméaisen tie-
don perusteella. N&ytteen analysointia helpottaa, jos sen perusteella voidaan muodostaa
kolmiulotteinen malli. Koska néytteita tuotetaan hyvin vaihtelevilla tavoilla, myds nii-
den sisdltama tietomaéra alkuperdisen kappaleen pinnasta vaihtelee huomattavasti. Sa-
moin vaihtelee naytteiden muoto ja esitystapa. Mallin tuottamiseen tietyn muodon ja
esitystavan omaavista ndytteista on kehitetty lukuisia ratkaisuja. Paras ratkaisu olisi
kuitenkin menetelm&, joka tuottaa mallin mahdollismman monenlaisista syotteista
Hoppe muotoili ensimméisend ongelman abstraktilla tasolla ja 1&8hti etsiméan yleista
ratkaisua, joka el vaadi syOtteelta tiettya jarjestystd tai esitystapaa [Hop92]. Tdlaiselle
yleiselle verkonmuodostusalgoritmille syotteeks riittéd pelkka jarjestdmaton joukko
kolmiulotteisia pisteita. Amenta, Bern ja Kamvysselis tédydensivat myéhemmin ongel -
man méaarittelya [Ame98].

Tasmallisesti ilmaistuna ongelma on seuraava: haluamme joukosta kolmiulotteisia
nadytepisteitd muodostaa paloittain lineaarisen pinnan, joka riittavalla tarkkuudella vas-
taa geometrialtaan ja topologialtaan alkuperdista pintaa. Tavoite on, etta ratkaisu on
mahdollismman yleispdtevd ja helppokayttdinen. lhannetapauksessa |opputul oksen
laatuun vaikuttaa vain syétejoukon naytetiheys, eika esmerkiks kayttgan tapauskoh-
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taisesti maarittelemét parametrit. Ylespateva verkonmuodostusalgoritmi e voi olettaa
naytteiden sisdlitdvan minkadanlaista tietoa alkuperdisen pinnan muodosta, vaan pinnan
topologia ja verkon geometria on kyettdva pédittelemadn pelkéstéén ndytepisteiden
koordinaattien perusteella. Téassa tydssa alkuperdisen pinnan muodosta el tehda muita
oletuksia, kuin ettd se e saaleikataitsedan.

Koska alkuperdisen pinnan muodolle e saa asettaa muita kuin edella kuvattuja vaati -
muksia, niin agoritmien olis aina kyettéva tuottamaan jonkinlainen jarkeva lopputul os
mikali sy6tejoukko on otettu itseddn leikaamattomasta pinnasta ja se on riittavan tihea.
Kéaytannossa algoritmit tekevét kuitenkin alkuperdisen pinnan topologiasta erilaisia
oletuksia Voidaan esimerkiks olettaa, ettd pinta e sisdla reikia Jotkut algoritmit
saattavat tulkita reidt vain alueiksi, joissa naytetiheys on matalampi ja sulkea ne, kun
taas toiset algoritmit pitavét riittévat suuria tyhjia alueita reiking ja jéttavét ne tyhjaksi.
Lopputulos e aina vastaa kovin hyvin alkuperdista pintaa, vaikka se olisikin "jarkevd’.
Kaytannossa tama tarkoittaa sitd, ettd tdysin yleispatevaa verkonmuodostusalgoritmia el

tyn algoritmin toiminnasta.

Verkonmuodostukseen tarkoitetut algoritmit voidaan luokitella kahteen ryhmaan sen
mukaan, mité vaatimuksia ne asettavat sy6tteenddn saamalleen datalle.

1. Yleiset verkonmuodostusalgoritmit muodostavat verkon jarjestéaméttomasta pis-
tejoukosta, elvatka aseta syotteelle mitédn muita vaatimuksia. Pisteet saavat S-
jaita tdysin satunnaisessa jarjestyksessa, elkad syote sisdlla mitddn muuta tietoa,
kuin pisteiden koordinaatit.

2. Jarjestettyd- tai osittain jarjestettya syotetta kasittelevat algoritmit olettavat, etté
sy6tejoukon pisteet on ennalta jarjestetty jokin algoritmin toimintaa hel pottavan
kriteerin mukaan. Téta jarjestamista el valttdmétta ole tehty tietoisesti, vaan data
on sité tuotettaessa saattanut luonnostaan saada jonkin jérjestetyn muodon ja d-
goritmi on mydhemmin suunniteltu téta erikoistapausta varten. Lisaksi syote
saattaa sisdltéd pisteiden koordinaattien lisdksi myos jotain muuta algoritmin
toimintaa helpottavaa tietoa. Esimerkiksi laserskanneri voi tuottaa tietoa pinnan
normaalivektorista ndytepisteen kohdalla, koska tiedetddn mistd suunnasta
ndyttepisteen havainnointi tapahtui.
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Verkonmuodostusalgoritmeja voidaan vertailla niiden tehokkuuden perusteella tai ver-
tailemalla niiden tuottaman lopputuloksen laatua. Kuten luvussa 2 esittettiin, lopputu-
loksen laadun arviointi e aina ole yksikasitteinen tehtéva, vaan riippuu siita mitéa vaa-
onkin ensin selvitettéva sopivat valintakriteerit. Pédvaatimus voi olla esimerkiksi algo-
ritmin tehokkuus, lopputuloksen laatu tai syttteen formaatti. Yks agoritmien vertailu-
peruste on my6s se, miten hyvin ne selviytyvét tietynlaisista hankalista syottteista. Tal-
laisia hankalia syotteité ovat esimerkiksi erityisen vaikeista ja monimutkaisista muo-
doista otetut naytteet tai sellaiset syotteet joissa on kohinaa.

Tassa tydssa painopiste on jarjestdméatonta pistejoukkoa kasittelevissa yleisissa ver-
konmuodostusalgoritmeissa. Tavoite on 16ytéd mahdollisimman yleispdteva ja helppo-
kayttoinen ratkaisu edella kuvatut rajoitukset huomioon ottaen. Tutkitut algoritmit on
valittu naista lahtokohdista. Aluks késittelen verkon muodostamiseen implisiittisista
pinnoista. Osa tutkituista yleisista verkonmuodostusalgoritmeista kayttda naita menre-
telmi& apunaan. Kasittelen lyhyesti myds muutamia yleisten verkonmuodostusalgorit-
mien kehitykseen vaikkuttaneita menetelmid. Luvun loppuosassa kéasitelldan yleisia
verkonmuodostusalgoritmeja.

3.1 Verkon muodostaminen impligittisista pinnoista

Kaikkein eniten tutkittu verkonmuodostuksen alue on verkon muodostaminen vokseli-
muotoisesta datasta. Vokselidatan katsotaan kuuluvan implisiittisiin pintoihin (implicit
surface). Implisittisilla pinnoilla tarkoitetaan pintoja, jotka mééritellan muotoa
f(x,y,z)=Oolevilla  funkticilla.  Yksinkertainen  esimerkki on  funktio
x*+y?+2z%-r? =0, joka maérittelee pallopinnan siteella r. Vokselidatan sisiltaméan
pinnan voidaan gatella olevan jonkin tallaisen funktion ratkai sujoukko, joka on pilkottu
kuutiomaisiin paloihin. Menetelmista, joilla muodostetaan verkkoja implisiittisista pin-
noista jakamalla pinnan sisdtama tila ensin kuutioihin, kaytetéén englanninkielisessa
kirjallisuudessatermid"implicit surfacetilers' [Nin93].

Y leinen |dhestymistapa néissa menetelmissa on jakaa tila jollakin tarkkuudella kuutioi-
hin (ellel se ole jo valmiiks jaettu, kuten vokselidatassa), tutkia mitk& kuutiot pinta
leikkaa ja muodostaa sitten leikkautuvista kuutioista joukko monikulmioita. Télaisista
menetelmista tunnetuin ja hyvin lagjasti kaytetty on Lorensenin ja Clinen [Lor87] mar-
ching cubes -algoritmi. Se on saavuttanut eréénlaisen referenssimenetelman aseman ja
muita implisiittisia pintoja kasittelevia al goritmeja verrataan monesti juuri siihen.
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Marching cubes -algoritmi kdy vuorotellen |gpi kuvadatan vokselit ja selvittda mika tar-
kasteltavan vokselin suhde on kuvattavaan pintaan. Vokseli mielletéén kuutioks, jolla
on tietty tilavuus. Algoritmi tutkii onko tarkasteltava vokseli etsityn pinnan kohdalla ja
jos on, niin mitk&a kuution sérmisté pinta leikkaa. Mikéali pinta kulkee vokselin [8pi niin
vokselista muodostetaan joukko kolmioita sen perusteella mitk&a sdrmét leilkkautuivat ja
saadut kolmiot lisétédn lopputuloksena muodostettavaan verkkoon. Sitten siirrytdan
Seuraavaan vokseliin ja suoritetaan samat toimenpiteet sille. Lorensen ja Cline kutsuivat
tata siirtymista "marssimiseksi”, mista algoritmin nimi on peraisin.

Kolmioiden muodostaminen vokselista tapahtuu sen perusteella, mitka vokselin kulme-
pisteista ovat pinnan sisdpuolella ja mitka ulkopuolella. Kuvattava pinta leikkaa aina ne
vokselin sdrmét, joiden péétepisteista toinen on pinnan ulkopuolella ja toinen sis&
puolella. Koska vokselin kulmapisteella voi olla kaksi tilaa (sisdllatai ulkona) ja koska
vokselissa on 8 kulmapistetta on olemassavain 2® =256 erilaista mahdollisuutta sille,
mitka vokselin sarmét pinta voi leilkata. Nama mahdollisuudet voidaan numeroida ja
tallettaa taulukkoon, jolloin algoritmin toteutuksessa on helppo selvittéa leikkautuvat
sérmé muodostamalla bin&ériluku kulmapisteiden tilasta ja kayttamalla sité indeksind
taulukkoon.

N\

Kuva 3.1 Mahdolliset tavat, joilla pintavoi leikata kuution ja niiden tuottamat
kolmioinnit.
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Kun tiedetéddn mitk&a kuution sérmistd leikkautuvat, voidaan kuutiosta muodostaa kol -
miointi. Jokainen mahdollinen tapa, jolla vokselin s&rmét voivat leikkautua tuottaa eri
tyyppisen kolmioinnin. Jos mahdollisten kolmiointien joukosta poistetaan ne tapaukset,
jotka ovat toistensa peilikuvia, niin erilaisia kolmiointityyppeja jéa jaljelle vain 15. Ne
on esitetty kuvassa 3.1. Ainoa laskettavaks jédva asia on se misté kohtaa sérma lelk-
kautuu.

Algoritmia on tutkittu runsaasti ja siit on 10ydetty useita puutteita. Ning ja Bloomen-
thal [Nin93] osoittavat tutkimuksessaan erddn ongelman, joka koskee muitakin kuution
sarmén leikkautumiseen perustuvia menetelmid. On mahdollista, ettd kuution s&rmét
leikkautuvat siten, etta kuvan 6 esittdmien vaihtoehtojen perusteella voidaan tuottaa
useampi kolmiointi, jotka kaikki ovat periaatteessa oikein. Jos téllaisessa epavarmassa
tilanteessa kahden vierekkéisen kuution kohdalla valitaan eri vaihtoehto, niin verkkoon
syntyy reikid ja pinnan topologia muuttuu. Algoritmi 1 kuvaa marching cubes -
algoritmin perusmuodossaan.

Marching cubes -algoritmista on kehitetty muunnelmia, joilla yritetdan korjata alkupe-
réisen menetelmén tunnettuja heikkouksia. Yks esimerkki on Montanin, Scatenin ja
Scopignon Discretized Marching Cubes, DiscMC [Mon94]. Se eroaa alkuperéisesta d-
goritmista l&hinna siind miten kuution sarman ja halutun pinnan leikkauspiste méaritel -
laan. Alkuperéisessa versiossa leikkauspiste laskettiin mahdollisimman tarkasti lineaa-
risesti interpoloimalla, mutta DiscMC

Algoritmi 1
Marching cubes —algoritmi

Syote: joukko vokseleita
Tulos: kolmioverkko
for jokaiselle vokselille do
Aseta indeksi arvoon O.
for jokaiselle vokselin kérjelle do
Tutki onko kérki pinnan sisa- vai ulkopuolella.
if (karki on pinnan sisapuolella) do
Sytyta indeksiin karjen jarjestysnumeroa vastaava bitti.
if (indeksi ? 0 and indeksi ? 255) do  // Tutkitaan oliko vokseli kokonaan sisélla tai ulkona.
Etsi indeksin avulla taulukosta sopiva sarmien leikkautumismalli.

Muodosta mallin perusteella kolmiointi ja lisd&é kolmiot verkkoon.
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algoritmi olettaa aina, etté leikkauspiste on leikkautuvan sérma keskipiste. Tall6in leik-
kauspisteen laskeminen nopeutuu ja mahdollisten leikkauspisteiden mééréa saadaan ra-
jattua kiintedksi. My0s niiden tasojen méaérg, joihin syntyneet kolmiot kuuluvat saadaan
kiintedksi. Huono puoli on, etté talodin algoritmin tarkkuus karsii ja suurin virhe jonka
menetel ma tuottaa on puolet kuution sérmén pituudesta.

Toinen esimerkki implisiittisia pintoja késittelevia menetelmista on Hiltonin ja Illing-
worthin [Hil97] marching triangles —algoritmi. Ning ja Bloomenthal [Nin93] ovat ju -
kaisseet tutkimuksen, jossa luokitellaan ja vertaillaan eri menetelmid verkon muodos-
tamiseen implisiittisistéa pinnoista.

3.2 Yleisiaverkonmuodostusalgoritmeja edeltaneitd lahestymistapoja

Téassa kohtaa esittelen Iyhyesti muutamia historiallisesti térkeita léhestymistapoja ja d-
goritmeja, joiden voidaan katsoa vaikuttaneen yleisten verkonmuodostusalgoritmien
kehitykseen.

Useln viitattu ldhestymistapa esiteltiin - Edelsbrunnerin ja Micken [Ede94] alpha —
hahmoja (alpha shapes) ké&sitelleessd tutkimuksessa. Tutkimuksen  yhteydessa
luonnosteltiin - menetelma kolmiulotteisen Delaunay-kolmioinnin - muodostami seen.
Siind kolmointi muodostetaan lisédmélla syttejoukon pisteet kolmiointiin  yksi
kerrallaan ja varmistamalla lisdtyn pisteen 18hiympéristOn perusteella, ettd kolmionti
sdilyy haluttuna. Tata varten pistgoukon pisteet taytyy ensin jérjestéa jonkin
koordinaatin mukaan. Menetelm& on ensmmaisia |ahestymistapoja, joilla paastiin
ldhelle yleista ratkaisua verkonmuodostukseen organisoimattomasta pistejoukosta
[Hop94]. Ongelmakss muodostuu kuitenkin  menetelman syotteelle  asettamat
rgoitukset. Jos syébtgoukossa on kohnaa ta kuvattava pinta e téyta tiettyja
vaatimuksia, niin lopputuloksena e saada aikaan pintaa, vaan erdanlainen rajakerros,
jollaon jokin paksuus.

Toinen Delaunay-kolmiointiin perustuva menetelma on Boissonatin [Boi84] julkaisema
algoritmi. Siina kolmiulotteisen Delaunay-kolmioinnin sisdltdmista tetraedreista pyri-
tddn eliminoimaan yks kerralaan ne, jotka jotka eivét kuulu kappaleen pintaan. Tasta
kéytetddn termi& sculpting. Samassa yhteydessa Boissonat esitteli myds toisen mere-
telman pinnan etsintéén. Se soveltuu tiettyihin erikoistapauksiin. Tassd menetelméssa
ongelma pyrittiin palauttamaan kaksiulottoiseen tilanteeseen valitsemalla pistejoukosta
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jonkin pisteen lahiympéristda kuvaava osgoukko ja projisoimalla tama joukko sita
muodostetulle tangenttitasolle. Tama projektio voidaan sitten kolmioida jollakin sopi-
valla menetelmdlla, esimerkiks kaksiulotteisella Delaunay-kolmioinnilla. Osa mene-
telman yhteydessa esitellyista ideoista on hyvin samankaltaisia, kuin seuraavaks kasi-
teltévassa Hoppen algoritmissa.

3.3 Hoppen algoritmi

Télle algoritmille e varsinaisesti ole annettu omaa nimed, joten kutsun sita tassa tydssa
kehittg ansd mukaan. Hoppen agoritmi [Hop94] oli ensimméinen algoritmi, jonka voi-
daan katsoa ratkaisseen yleisen verkonmuodostusongelman jarjestamattomasta piste-
joukosta. Se kykenee muodostamaan verkon ndytejoukosta kayttamatta apunaan muuta
informaatiota kuin ndytepisteiden koordinaatteja. Algoritmi osaa késitella pintoja, joissa
on reikia ja reunoja. Lisdks se solveltuu myds sellaisten syétteiden késittelyyn, joissa
on kohinaa.

Hoppen edella esiteltya luokittelua kayttéen algoritmi kuuluu selvasti implisiittisiin
pinnan uudelleenmuodostusmenetelmiin. Algoritmi toimii kahdessa osassa. Ensin muo-
dostetaan syétejoukon perusteella etdisyysfunktio f, joka arvioi jonkin pisteen
x] Retéisyytta syotgjoukon kuvaamaan pintaan. Etdisyys on etumerkillinen sen nmu-
kaan sijaitseeko piste pinnan sis& va ulkopuolella. Pintaan kuuluvat ne pisteet, joilla
etdisyysfunktio saa arvon nolla. Kyseessa on siis impligiittista pintaa kuvaava funktio.
Menetelman toisessa vaiheessa tasta funktiosta voidaan tuottaa verkko milla tahansa
sopivala implisiittisia pintoja késittelevalla algoritmilla, esimerkiksi marching cubes —
agoritmilla

Etai syysfunktion muodostaminen on algoritmin hankalin osuus. Tehtéavana on rakentaa
funktio, joka kykenee mittaamaan jonkin mielivaltaisen pisteen etdisyytta pintaan, jota
e etukdteen tunneta. Apuna voidaan kayttaéa pelkastdan joukkoa jarjestdmattomia pis-
teitd. Hoppe ratkaisi ongelman kayttamalla tangenttitasoja. Jokaiselle sy6tejoukon pis-
teelle etsitdan taso, joka toimii paikallisena arviona pinnan yleisest suunnasta ja sijain-
taamalla tutkittavan pisteen etéisyys lahimman naytepisteen tangenttitasoon. Tangent-
titason etsiminen jollekin naytepisteelle kayttéen apuna sen |ahimpid naapuripisteita
onnistuu suhteellisen helposti, mutta ongelmaksi muodostuu vierekkaisten tasojen
suunta. Koska etéaisyysfunktio on etumerkillinen, niin tangenttitasoille pitéda valita etu-
puoli. Kaikkien tangenttitasojen pitdisi osoittaa loogisesti samaan suuntaa joko pinnan
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sis& tai ulkopuolelle, mutta e niin, ettd osa osoittaa sisdpuolelle ja osa ulkopuolélle.
Tama on varmistettava jollakin sopivalla menetelmalla. Algoritmi vois periaatteessa
kéyttéd myos etumerkitonta etéisyysfunktiota, jolloin tangenttitasojen puolilla e olisi
valid, mutta kayttamalla etumerkillisté etéisyytta taataan, etté lopputulos on monisto.

Tangenttitaso muodostetaan syotejoukon pisteelle x, etsimélla ensin tietty mééra pis-
mutta Hoppe esittdd myds mahdollisen tavan, jolla sopiva arvo voitaisiin méaarittéa au-
tomaattisesti. Hoppe merkitsee arvoa tunnuksella k ja kutsuu k:ta pisteen lahinté naapu-
ria pisteen k -ympéristoksi.. Tangenttitaso syotejoukon pisteelle x, mééritelléan nor-
maalivektorin n_ija pisteen o, muodostamana parina. Piste o, saadaan selville yksin-
kertaisesti k:n 1ahimman naapurin keskiarvona. Normaalivektori n. on hieman hanka-

lampi. Sen laskemiseksi Hoppe kaytti menetelmag, joka tunnetaan nimella padkompo-
nenttianalyysi (principal component analysis) tai Karhunen-Loéve -muunnos (Karhu-
nen-Loeve transform). Sen muodostamista ei esiteta tarkemmin tassa yhteydessa.

Pelkk& normaalivektorin etsiminen tangenttitasolle el siis viela riitd, vaan sen on myos
osoitettava loogisesti samaan suuntaan muiden tangenttitasojen normaalivektorien
kanssa. Jos oletetaan, ettd naytejoukon kuvaama pinta el sisdla terdvia kulmia ja etta
syotgoukko on suhteellisen tihed ja tasaisesti jakautunut, niin vierekkéisten pisteiden
tangenttitasot ovat ldhes yhdensuuntaisia. Vierekéisten pisteiden tasoista on talldin
helppo havaita osoittavatko ne oikeaan suuntaan, esimerkiksi tutkimalla niiden nor-
maalivektorien pistetuloa. Ongelmana on |0ytéa globaali ratkaisu, jossa kaikki mahdol-
liset vierekkaiset parit osoittavat samaan suuntaan. Tata ongelmaa voidaan mallintaa
graafin optimoinnilla. Jokaisen tangenttitason keskipisteen gjatellaan olevan graafin
solmu ja solmusta l&htee s&rma kaikiin riittévan lahella sijaitseviin keskipisteisiin. Sar-
méaan liitetdan paino, joka riippuu sarman yhdistévien tasojen valisestd kulmasta. Teh-
tavana on valita tangenttitasojen suunnat niin, ettd graafin paino maksimoituu. Ongel -
man voidaan osoitaa olevan NP-taydellinen, joten kdytanndssa joudutaan turvautumaan
johonkin arvioivaan menetelmaan. Hoppe ratkaisi ongelman yksinkertaisesti valitse-
malla satunnaisesti tason ja levittdmalla sen suunnan rekursiivisesti viereisiin tasoihin.
Tassa kaytettiin apuna edella kuvatulla tavalla muodostettua graafia. Menetelma ei kai-
kissa tilanteissa toimi sellaisenaan, vaan sitéa taytyy muokata niin, ettd tason suunnan
levitys tapahtuu esisijaisesti niiden tasojen valill4, joiden suunnat ovat 1&hell& toisiaan.

Amenta, Choi ja Kolluri [AmMe98] ehdottivat vaihtoehtoisena ratkaisuna napavektorien
kayttoa tangenttitasojen arvioimisessa. Napavektoreita ja niiden suhdetta pinnan nor-
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maalivektoreihin kasitellaén tarkemmin crust-algoritmin yhteydessa. Tama tapa kuiten-
kin edellyttd4, etta syotejoukosta muodostetaan Voronoi-diagrammi.

Tangenttitasoja e suoranaisesti kayteta elementteina lopullisen mallin rakentamiseen,
vaan niiden avulla vain mitataan jonkin pisteen etdisyyttada tasoon, joka nayttéis 1&
hiympériston perusteella olevan sopiva paikallinen arvio etsitysta pinnasta. Menetelman
etuna on, ettd se soveltuu kohinaisten syétteiden kasittelyyn. Koska tangenttitaso muo-
dostetaan erdénlaisena |ahiympériston keskiarvona, niin yksi tai muutama virheellinen
ndytepiste tassi ympéristossa e viela vattdmétta aiheuta ndkyvaa muutosta | opputul ok-
seen. Kohinasta johtuvat virhearvot suodattuvat pois.

Vaikka etéisyysfunktio onkin vain tasojoukon perusteella rakennettu arvio, niin se toi-
mii samalla tavoin, kuin edella esitetyt implisiittisia pintoja kuvaavat funktiot. Kum-
matkin méaarittelevédt pinnan funktion nollgoukkona. Lopullisen mallin rakentamiseen
etaisyysfunktiosta voidaan kayttéa mita tahansa implisiittisia pintoja kasittelevaa ver-
konmuodostusalgoritmia. Hoppe kaytti lopullisen mallin tuottamiseen muokattua ver-
siota marching cubes -algoritmista. Sy6tejoukon alue kuutioidaan kayttgan haluamalla
tarkkuudella ja marching cubes -algoritmin annetaan kasitella ne kuutiot, joiden 18pi
etaisyysfunktion nollgjoukko kulkee. Algoritmissa 2 esitetddn Hoppen verkonmuodos-
tusalgoritmi.

Algoritmi 2
Hoppen verkonmuodostusal goritmi

Syéte: joukko pisteitd, k —parametri ja kuution koko
Tulos: kolmioverkko
for jokaiselle sy6tejoukon pisteelle do
Etsi pisteelle sen k lahinta naapuria.
Muodosta lahimpien naapurien avulla pisteelle tangenttitaso.
Muodosta tangenttitasojen joukosta Riemannin graafi.
Etsi graafille pienin virittdva puu.
Etsi puun avulla tasoille loogisesti yhtendinen suunta.
Jaa syo6tedata kuutioihin.
Muodosta kuutioidusta datasta verkko marching cubes muunnelmalla kayttaen

apuna tagenttitasojen joukkoa.
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Algoritmin tehokkuus riippuu siité, miten tietyt osaongelmat on ratkaistu. Tarkeimmét
tehokkuuteen vaikuttavat osaongelmat ovat k:n 1&himmén naapuripisteen etsiminen
jollekin pisteelle, lahimman tangenttitason origon etsiminen jollekin pisteelle ja tan-
genttitasojen suunnan yhdenmukaistamiseen kaytetty menetelmé. Lisaksi kokonaiste-
hokkuuteen vaikuttaa kéytetty implisiittisten pintojen verkonmuodostusalgoritmi. B-
sintéongelmia voi nopeuttaa kayttamalla apuna jotakin sopivaa tietorakennetta. Hoppe
kuitenkin vain yksinkertaisesti jakoi pistegjoukon tilan pienempiin kuutioihin ja piti kir-
jaa sita mitka pisteet ovat mink&kin kuution aueella. Talla tavalla k:n [&8himman naa-
purin jollekin pisteelle voi etsia ajassa O(k). Tangenttitasojen suunnan levittamiseen
kaytetty Riemannin graafi voidaan muodostaa gjassa O(nk). Pienimman virittavan
puun | &pikéayminen on aikavaatimukseltaan luokkaa O(nlogn).

Edella mainitun k-arvon liséksi Hoppen algoritmi tarvitsee kéyttgdta kaksi muuta pe-
rametri& arviot ndytetiheydestd ja kohinan méaérasta syotteessa. Niita merkitéén tun-
nuksillar ja d. Naiden parametrien maérittaminen oikein on kriittista algoritmin toi-
minnan kannalta, silla ne vaikuttavat suoraan siihen miten pienia yksityiskohtia néyt-
teen perusteella muodostettuun malliin voidaan tuottaa ja mitk& kohdat pinnasta tulki-
taan rei'iksi. Algoritmi olettaa, etta kaks erillistd "kerrosta’ pinnasta e koskaan ole &
hempéna toisiaan kuin arvo r + d (vrt. luvussa 6 esitetty poimuongelma). Parametrien
tarkka méarittaminen vaatii joko tietoa sydtteen tuottaneesta menetelmasta tai sitten ne
taytyy méaarittéd kokeellisesti jokaiselle sydtteelle erikseen. Algoritmin herkkyys néiden
parametrien arvoille voidaan laskea sen erédaks heikkoudeksi.

Tassa esitelty  verkonmuodostusalgoritmi on suunniteltu toimimaan yhdessa myéhem-
min esiteltavan Hoppen optimointialgoritmin kanssa. Hoppen oman méérittelyn mu-
kaan verkonmuodostusalgoritmin antama lopputulos on vain verkonmuodostuksen en-
simmaéinen vaihe, jota mydhemmissa vaihei ssa voidaan parantaa optimoimalla [Hop94].

3.4 Crust-algoritmi

Amenta, Bern ja Kamvyssdlis julkaisivat vuonna 1998 menetelméan, joka tunnetaan
nimelld crust-algoritmi [Ame98]. Se perustuu  Voronoi-diagramin ja Delaunay-
kolmioinnin hyddyntamiseen. Tekijét kutsuvat lopputuloksena saatavaa mallia piste-
joukon kuoreksi, josta algoritmi on saanut nimensa (crust = kuori). Crust-algoritmi on
ensimméainen yleinen verkonmuodostusalgoritmi, jonka syotteelle asetetut vaatimukset
osataan tarkasti maaritella [Ame0l]. Aikaisemmin syOtteeltd vaadittuja ominaisuuksia
oli kuvailtu hyvin epamééréisin kasittein, kuten "riittdvan tihed'. Amenta, Bern ja
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Kamvysselis médrittelivét tarkasti mitattavat kriteerit sydtteelle, jolle voidaan taata
tietynlainen hyva lopputul os.

Crust-algoritmin kasittely onkin syyta aloittaa méaarittelemalla hyva syote. Algoritmin
erés heikkous on, ettéa se antaa jarkevan lopputul oksen vain tietynlaisille syotejoukoille.
Sydtgjoukon pisteiden tulisi olla suhteellisen tasaisesti jakautuneita ja naytetiheyden
oletetaan olevan korkeampi sellaisilla aluellla, joissa alkuperdisessé pinnassa on eniten
yksityiskohtia. Kaytannossa todelliset ndytteet ovat téllaisia vain harvoin, joten e ole
mitéan teoreettisia takeita Siitd, etta crust-algoritmi antaisi jérkevia lopputul oksia todel -
lisen datan kanssa. Tekijoiden mukaan algoritmi toimii yleensd hyvin vaikka syotte-
joukko e taysin tayttaiskéan teoreettisia vaatimuksia ja on siten kdyttokel poinen myos
kaytannossa.

Crust-algoritmin kannalta hyva sydte on sellainen, jossa naytetiheys on kaantéen ver-
rannollinen pinnan etéisyyteen kappal een keskiakselista. Pistgjoukon S sanotaan olevan
r-ndyte pinnasta F, jos pisteen pl F Euklidinen etéisyys l&himp&én naytepisteeseen
on enintdan r kertaa pisteen p etéisyys pinnan F keskiakseliin. Kéytéannossa r:n arvo 0.5
(ta sitd pienempi) riittéa jarkeviin lopputuloksiin. Toisin sanoen crust-algoritmi on
kayttokelpoinen jos etdisyys jokaisesta pinnan pisteesta |&himpéan nadytepisteeseen on
puolet pienempi kuin etéisyys kappaleen keskiakseliin. Erityisen ongelman muodosta-
vat terévat kulmat ja reunat, joissa kdy helposti niin, etté kappaleen keskiakseli kosket-
taa sen pintaa. Edelld esitetyn méaaritelman perusteella ndytetiheyden tulisi télléin olla
aarettoman suuri jarkevan lopputul oksen takaamiseksi, joten algoritmin tulee kyetéa tun-
nistamaan tallaiset tilanteet ja kasitella ne erikoi stapauksena.

Algoritmin idea perustuu havaintoon, ettd mikali syétejoukon r -arvo on rittévan pieni,
niin suurin osa joukon Voronoi-kéarjista sijaitsee hyvin 18hell& kappaleen keskiakselia.
Itseasiassa kaksiulottei sessa tilanteessa kaikki Voronoi-kérjet ovat keskiakselin léhella
Algoritmin perusidea onkin helpointa havainnollistaa kaksiulotteisen datan kanssa.
Kuvassa 3.2 on esitetty kaksiulotteinen pistejoukko, sen Voronoi-diagrammi ja loppu-
tuloksena saatava kuori. Kaksiulotteinen kuori rakentuu sarmisté ja se méaéritell&an seu-
raavasti: s&rmé kuuluu kuoreen mikdi pienimman sen paatepisteiden kautta piirretyn
ympyran sisdlla ei ole syttejoukon pisteita eiké yhtékaén Voronoi-karked. Mikéi syo-
tejoukon r-arvo on pienempi kuin 0.25, niin voidaan olla varmoja siitg, etta kuori yh
distda vain sydtejoukon vierekkédisia pisteita. Syotteelld, jonka r-arvo on suurempi kuin
0.25, kuori kuitenkin yleensd edelleen yhdistaa vain vierekkaisia pisteitd, mutta siité ei
ole teoreettisia takeita [Amb98].
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Kuva 3.2 Kaksiulotteinen Voronoi-suodatus. Vasemmalla on
pistgjoukko S ja sen Voronoi Diagrammi. Voronoi-karjet (tyhjét pallot)
muodostavat joukon P. Oikealla on joukon SE P Delaunay-kolmiointi.
Kuoreen kuuluvat sarmét on piirretty paksunnettuna.

Edell& annettu maaritelmé mahdollistaa kuoreen kuuluvien sérmien tunnistamisen Vo-
ronoi-karkien avulla. Jdljelle j&&va ongelma on naiden sarmien etsiminen tehokkaasti
kaikkien mahdollisten pistgjoukon sdrmien joukosta. Luvussa 2 mainittiin Delaunay-
kolmioinnin erédéks ominaisuudeks se, ettd sen kolmioiden kérkien kautta piirettyjen
ympyroiden sisdlle el koskaan jda muita joukon pisteitd, kuin kolmion kéarjet. Tété omi-
naisuutta voidaan hyodyntéé etsittédessa kuoreen kuuluvia s&rmid. Muodostetaan ensin
pistejoukko, johon kuuluvat k& alkuperdisen syttejoukon pisteet, etta sen Voronoi-
kérjet. Sitten muodostetaan Delaunay-kolmiointi tésta joukosta. Kuoreen kuuluvat Sér-
mét saadaan valitsemalla kolmioinnista ne sarmét, joiden karkina on vain alkuperaisen
syotgjoukon pisteitd. Téta algoritmia kutsutaan Voronoi-suodatukseksi (Voronoi filte-
ring). Kaksiulotteinen kuori on mahdollista etsiéa tehokkaasti my6s ilman Delaunay-
kolmiointia suoraan V oronoi-diagrammista [Gol 00].

Valitettavasti kolmiulotteisen datan kanssa edella esitetty Voronoi-suodatus e toimi
sellaisenaan. Kolmiulotteisessa tilanteessa kaikki Voronoi-kérjet eivét vattamétta ole
kappaleen keskiakselin |ahelld, vaan ndytetiheydesta riippumatta osa niista voi olla l&
hempéana kappaleen pintaa. Tasta huolimatta suurin osa Voronoi-kéarjista kuitenkin seu-
raa edelleen kappaleen keskiakselia. Jos pystytédn selvittamaan mitk& Voronoi-kéarjista
ovat sopivia, niin Voronoi-suodatusta voidaan kayttéd myds kolmiulotteisen datan
kanssa. Algoritmin kehittgj&t osoittivat [Ame99], etté jokaisella Voronoi-solulla on aina
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sellaisia kérkig, jotka ovat keskiakselin 1&hella. Tasaisesti jakautuneessa syotejoukossa
Voronoi-solut ovat muodoltaan pitkia ja ohuita sekéd melko tarkasti kohtisuoraan kap-
paleen pintaa vasten. Taméan seurauksena voidaan jokaisesta Voronoi-solusta valita
suodatukseen mukaan ainakin ne kaks kérked, jotka ovat kauimpana ndytepisteesta ja

leilla p* ja p~. Luokittelu positiivisiin ja negatiivisiin napoihin johtuu siita, etta sil-
loin kun Voronoi-solu on edella kuvatulla tavalla riittéavan pitka ja kapea, niin p* ja
p~ ovat kappaleen pinnan vastakkaisilla puolilla. Kayttamalla V oronoi-suodatuksessa
kaikkien Voronoi-kérkien sijasta vain napoja, saadaan agoritmi toimimaan myos kol -
mannessa ul ottuvuudessa. Algoritmissa 3 esitetéén perusversio crust-algoritmista.

Algoritmi 3
Crust-algoritmi

Syéte: joukko pisteitd

Tulos: kolmioverkko
Muodosta tyhja pistejoukko P.
Muodosta sy6tejoukon Voronoi-diagrammi.
For jokaiselle syodtejoukon pisteelle do

Etsi pisteen Voronoi-solu.

Etsi solun kauimmainen Voronoi-kéarki p+ (positiivinen napa).

Etsi sille vastakkainen napa P .

Lisda navat ja piste joukkoon P.
Muodosta Delaunay-kolmiointi joukolle P.
Etsi ne kolmiot, joissa on vain alkuperdisen syo6tejoukon pisteita karkina ja

muodosta niista verkko.

Syétteen laadusta ja tiheydesta riippumatta edella esitetty algoritmi saattaa tuottaa hy-
vin ohuita kolmioita, jotka ovat kohtisuoraan pintaan ndhden. Téaman takia tarvitaan
viela ylimadrainen suodatusvaihe, jossa mahdolliset ei-toivotut kolmiot karsitaan pois.
Algoritmin kehittdjat ovat osoittaneet [Ame99], etta verkon kérjesta s karjen napaan
p* muodostettu vektori sp™ on aina ldhes ortogonaalinen pintaan nahden, €li siis hyva
arvio pinnan normaalista pisteen s kohdalla. Arvion tarkkuus riippuu syotteen r-arvosta.

Taman perusteella voidaan karsia pois ne kolmiot, joiden normaalivektori eroaa riitté
vésti vektoreista sp” tai sp~. Vaihetta kutsutaan normaalisuodatukseksi ja se takaa,
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etta verkon kolmioiden normaalivektorit [dhestyvét pinnan normaalivektoreita nayteti -
heyden kasvaessa.

Crust-algoritmin tuottama kuori el valttamétta ole viela sellaisenaan haluttu lopputul os,
eli paloittain lineaarinen, topologisesti yhteneva vastine akuperéiselle pinnale. Kuori
saattaa kuitenkin sisaltéa téllaisen pinnan, mutta vieléd normaalisuodatettukin kuori voi
sisdltéd kolmioita, jotka eivét sithen kuulu. Niiden poistaminen riippuu siité, millainen
akuperéinen pinta on. Jos akuperdisessa pinnassa on reunoja tai terdvia kulmia, niin
talla hetkella el tunneta menetelmaa, jolla ylimééraiset kolmiot voitaisiin varmuudella
poistaa. Tassa tapauksessa lopulliseksi malliksi on pakko hyvaksya koko kuori. Samoin
k&y, jos alkuperéisté pintaa el tunneta, jolloin on pakko olettaa sen siséltévan reunoja tai
terdvia kulmia. Mutta jos alkuperdisen pinnan tiedetédén olevan reunaton ja tasainen,
niin kuoresta voidaan etsid pinnan paloittain lineaarinen, topologisesti yhteneva vastine.
koitetaan sellaista s&rméé, johon liityvid kolmioita on vain toisella puolella jotakin sar-
man kautta kulkevaa tasoa ja joka on suurinpiirtein kohtisuora pintaan ndhden. Téllai-
seen sarmaan liityvid kolmioita e voi olla halutussa lopputuloksessa ja ne voidaan
poistaa. Lopullinen malli saadaan ottamalla jdljelle jééneiden kolmioiden ulkopuolet.
Crust-algoritmi eroaa muista téssa tydssa kasitellyistd menetelmisté siing, etta sen tuot-
taman verkon kérkind ovat vain ja ainoastaan alkuperaisen sy6tejoukon pisteet.

Crust-algoritmin  tehokkuus riippuu Voronoi-diagrammin ja Delaunay-kolmioinnin
muodostamiseen kaytetyista menetelmista. Kaikki muut algoritmin vaiheet ovat aika-
vaatimukseltaan lineaarisia.  Pahimmassa tapauksessa kolmiulotteisen Delaunay-
kolmioinnin aikavaatimus on luokkaa O(nz), joka on siten myds koko crust-algoritmin

aikavaatimus. Kaytanndssa pahinta tapausta ei kuitenkaan juuri esiinny.

3.5 Power crust -algoritmi

Crust-algoritmin jalkeen Amenta tutki aihetta edelleen Choin ja Kollurin kanssa. Lop-
putuloksena syntyi power crust-algoritmina [Ame0l] tunnettu menetelmé. Periaatteel -
taan Power crust —algoritmi on edelleen kehitetty versio crust-algoritmista. My6s se pe-
rustuu samaan keskiakselin ja Voronoi-diagrammin valisen suhteen hy6dyntamiseen.
Power crust —algoritmi rakentaa kuitenkin lopullisen verkon téysin crust-algoritmista
poikkeavallatavalla, joten niitd voidaan perustellusti pitda eri algoritmeina. Power crust
-algoritmi kykenee selviytymadan myos sellaisista syotteistd, joilla crust-algoritmi ei an-
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najérkevaa lopputul osta. Itseasiassa tekijét ovat osoittaneet ettd algoritmi palauttaa "ve-
gitiiviin™ pinnan misté tahansa syotej oukosta.

Power crust -algoritmi perustuu toisessa luvussa esitellyn keksiakselimuunnoksen hyo-
dyntémiseen ja havaintoon siitd, etta keskiakselimuunnoksen arvio saadaan kétevasti
muodostettua crust-algoritmin yhteydessa kuvattujen Voronoi-napojen avulla. Tata
varten power crust -algoritmi muostaa ensiksi sy6tejoukon Voronoi-diagrammin ja etsii
Voronoi-solujen navat. Crust-algoritmin esittelyn yhteydessd mainittiin, ettd navat s-
jaitsevat l1éhelld kappaleen keskiakselia, joten ne sopivat sellaisenaan keskiakseli-
muunnoksen maksimaalisten tyhjien pallojen keskipisteiksi. Pallon sdteeksi asetetaan
etaisyys navasta lahimpdan syotepisteeseen. Algoritmin kehittgdt kutsuvat téllaista
palloa napapalloksi (polar ball). Sopiva keskiakselimuunnoksen arvio saadaan muo-
dostamalla kaikkien napapallojen joukko. Koska kyseessa on vain arvio, niin aidosta
keskiakselimuunnoksesta poiketen osa napapalloista saattaa leikata kappaleen pintaa,
mutta vain hyvin pienella marginaalillajonka suuruus riippuu syotejoukon r —arvosta.

K eskiakselimuunnoksen maksimaalisten tyhjien pallojen tavoin osa napapalloista sijait-
see kappaleen sisdpuolellla ja osa ulkopuolella. Sisdpuoliset pallot leikkaavat vierek-
kéisia sisgpuolisia palloja ja ulkopuoliset pallot vastaavasti vierekkdisia ulkopuolisia
paloja, mutta koskaan sisé& ja ulkopuolinen pallo eivét leikkaa toisiaan paitsi hyvin
pienelld, arvion epdtarkkuudesta johtuvalla marginaalilla. Tété tietoa voidaan kayttda
hyvéks kappaleen pinnan etsimisessa. Etsitdan kaks vierekkéista palloa, joista toinen
on sisgpallo ja toinen ulkopallo. Keskiakselimuunnoksen méaritelman perusteella tie-
detddn nyt, etta kappaleen pinnan on kuljettava ndiden pallojen vélistd. Tarkemmin sa-
nottuna pinta leikkaa pallojen keskipisteiden valisen janan kohdassa, jonka méaarda
pallojen sdteiden suhde. Ongelmaksi muodostuu  miten pallot luokitellaan sis& jau-
kopalloihin, seka miten tésta luokittelusta rakennetaan kolmiulotteinen malli. Kum-
mankin ongelman voi ratkaista kayttdmalla erityista painotettua versiota Voronoi-
diagrammista, josta kaytetéén englanninkielista termié power diagram. Kaytan siita tas-
sS4 ty6ssa suomenkielistd termia painotettu VVoronoi-diagrammi.

Painotettua V oronoi-diagrammia varten tarvitaan kasite, josta Amenta, Choi ja Kolluri
kéyttavat englanninkielista termi& power distance. Koska termi on monimerkityksinen
jasita hyvin vaikea k&antéa lyhyesti, kéytan siitd suomenkielisté termié painotettu etai-
syys. Oletetaan, etta on olemassa pallo B, , jolla on keskipiste ¢ ja sade r. Tdllainen

palo voidaan mieltda painotetuks pisteeksi, siten, ettd pallon side ilmaisee pisteen
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painon. Painotettu etéisyys kertoo tavallisen pisteen x ja painotetun pisteen P etéisyy-
den toisistaan ja se méaaritel |88n seuraavasti

dou(X P, ) =d?(x,c)- 12, (2.2)

rler

missa funktio d on tavalinen Euklidinen etéisyys kahden pisteen vélilla Eli d_,, on

pow
negatiivinen, kun piste on pallon sisdlla ja positiivinen, kun piste on pallon ulkopuolel-
la.

Painotettu Voronoi-diagrammi jakaa tilan soluihin samalla tavalla kuin tavallinen Vo-
ronoi-diagrammikin, mutta solun muodostumisen kriteerina ei kayteta tavallista etai-
syytta vaan painotettua etaisyytta. Solun seinama el nyt leikkaa kahden pisteen vaista
janaa sen puolessa vélissd, kuten tavallisessa Voronoi-diagrammissa, vaan painoker-
toimien suhteen médradmassa kohdassa. Ja koska painokerroin on sidottu pallon sdtee-
seen, niin sisdpallon ja ulkopallon vélille muodostuneen solun seind kulkee sopivasti
juuri kappaleen pinnan kohdalta ta muunnoksen tarkkuudesta riippuen ainakin hyvin
lahelta sitd. Voronoi-diagrammin tavoin my6s painotetun Voronoi-diagrammin solut
ovat muodoltaan konveksegja, joten hyva paloittain lineaarinen arvio kappaleen pinnasta
saadaan valitsemalla painotetusta V oronoi-diagrammista kaikki sis& ja ulkosolujen vé-
liset seindmét. Tata rgjakerrosta sisé- ja ulkosolujen valilla algoritmin kehittgjat kutsu-
vat nimell& power crust ja se on algoritmin antama lopputulos. Painotetun Voronoi-
diagrammin modostamiseen voidaan kayttda samoja menetelmié kuin tavallisen Vo-
ronoi-diagramminkin. Esimerkki kaksiulotteisesta painotetusta Voronoi-diagrammista
on esitetty kuvassa 3.3. Kuvassa on neljan painotetun pisteen joukko (ympyrét) janiille
muodostetun painotetun V oronoi-diagrammin solut.

O

Kuva 3.3 Kaksiulotteinen painotettu \ oronoi-diagrammi
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Nyt taytyy vielé kyeta luokittelemaan painotetun Voronoi-diagrammin solut sis& jau-
kopuolisiin soluihin, jotta haluttu ragakerros voidaan etsda Painotetun Voronoi-
diagrammin solujen luokittelu on kuitenkin olennaisesti helpompaa, kuin pelkkien ra-
papallojen, sill& sen soluista voidaan muodostaa graafi, jota |&pikéymalla luokittelu hel -
pottuu.

Algoritmi 4 esittéa pseudo-koodi luonnoksen power crust -algoritmista. Vertaamalla
sita algoritmiin 3, on helppo havaita sukulai suussuhde crust-algoritmin kanssa.
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Algoritmi 4
Power crust —algoritmi

Syéte: joukko pisteitd

Tulos: monikulmioverkko
Muodosta tyhja pistejoukko P.
Muodosta sy6tejoukon Voronoi-diagrammi.
For jokaiselle syodtejoukon pisteelle do

Etsi pisteen Voronoi-solu.

Etsi solun kauimmainen Voronoi-karki p+ (positiivinen napa).

Etsi sille vasttakkainen napa P .

Lisda navat ja piste joukkoon P.
Muodosta painotettu Voronoi-diagrammi joukolle P.
Luokittele painotetun Voronoi-diagrammin solut sisa- ja ulkopuolen soluihin.
Etsi sisa- ja ulkopuolen véaliseen rajakerrokseen kuuluvat solujen seinét ja

muodosta niista verkko.

Power crust -algoritmin taytyy kasitella teravdt kulmat erikoistapauksena. Crust-
algoritmin yhteydessa todettiin, etté jos syttejoukon pisteet ovat tasaisesti jakautuneita,
niin VVoronoi-solut ovat muodoltaan pitkiaja kapeita, seka |dhes kohtisuoraan kappal een
pintaa vasten. Terdvien kulmien kohdalla tdma séanto e kuitenkaan pade ja seuraus on,
ettd pinta el rakennu oikein muodoltaan vééristyneiden Voronoi-solujen kohdalla. Toi-
saadlta tama tarjoaa mahdollisuuden myds tunnistaa terévéat kulmat tutkimalla Voronoi-
solujen muotoa. Kulmien ongelma ratkeaa yksinkertaisesti hylkdadméalla sellaiset napa-
parit, joissa jompikumpi Voronoi-solu e tdyta muodolle asettettuja vaatimuksia. Me-
netelmé on tehokas, se kykenee esimerkiks tuottamaan oikein muodostuneen terévén
sérman sellaisessa tilanteessa, jossa yksik&an ndytejoukon pisteistd el sijaitse sarmalla
Ongelma on se, ettd muodoltaan vaaristyneitd Voronoi-soluja voi syntyd muutenkin

onkin paatettava kaytetdanko vadristyneiden solujen hylkdysta ja mitka ovat hylatyks
tulemisen kriteerit. Taméa vaatii ennakkotietoa ndytejoukon kuvaamasta kappal eesta.

Power crustin -algoritmin tuottama lopputulos e ole kolmioverkko. Mydskaan kaikki
sy6tejoukon pisteet eivét aina ole lopputuloksena saatavan verkon karkia ja toisaalta
taas kaikki verkon kéarjet eivét vélttamétta ole sydtejoukon pisteitd. Jos verkko muute-
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taan kolmioverkoksi, niin kaytetty kolmiointimenetelmé voi vaikuttaa lopputuloksen
laatuun kol mioiden muodon osalta.

Power crust -algoritmi tuottaa sSiis perusmuodossaan aina "vesitiiviin® pinnan mista
tahansa syottejoukosta. Tasta seuraa, ettd perusmuodossa algoritmilla e voi kéasitella
pintoja, joissa on reikid. Algoritmiin on kehitetty myds sellainen lagjennus, joka kyke-
nee kasittelemaan reikia.
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4. Verkon optimointimenetelmia

Edella esitellyt algoritmit pyrkivét toistamaan mahdollismman tarkasti sy6tejoukon
kuvaaman pinnan, mutta ne eivét juurikaan kiinnitd huomiota lopputul oksena syntyvan
verkon laatuun. Verkko saattaa sisdltéad huomattavasti enemman monikulmioita, kuin
olis tarpeen halutun visuaalisen informaation valittamiseen. Tekniikan kehittyessa
kolmiulotteista kuvadataa tuottavien menetelmien tarkkuus kasvaa jatkuvasti. Esimer-
kiks |88ketieteellisilia instrumenteilla kyetdan jo gigavokseleissa laskettavaan mittaus-
tarkkuuteen. Kun téllai sesta tietoméérastd muodostetaan polygoniverkko jollakin edella
kuvatuista algoritmeista, se saattaa sisaltdd kymmenia miljoonia kolmioita. Téamén ko-
koluokan verkon esittaminen nykyisilla laitteillla on hidasta ja ainakin reaaliaikai suu-
desta joudutaan luopumaan. Vaikka visualisointiin tarkoitettujen laitteistojen kehitys on
viimevuosina ollut nopeaa, niin tuotetun kuvadatan koko ja monimutkaisuus tuntuu silti
edelleen kasvavan nopeammin kuin sen esittam seen tarkoitetut laitteet nopeutuvat.

Suuren madran liséks edella kuvatut algoritmit saattavat tuottaa myds taysin turhia
kolmioita. T&ma voi johtua paikallisesti liian korkasta naytetiheydestd. Esimerkiksi kay
nelibn muotoinen tasainen pinta, josta on otettu hyvin suuri maaré ndytteitd. Kun nai-
den néytteiden pohjalta muodostetaan malli se siséltéa suuren maéran kolmioita, vaikka
nelion kuvaamiseen taydellisesti riittéis kaks kolmiota.

Yks tapa etsia ratkaisuja edella esitettyihin ongelmiin on verkon optimointi. Verkkoa
optimoitaessa otetaan |ahtokohdaksi alkuperéinen verkko ja muutetaan sita jollakin me-
netelmalla yksinkertaisempaan muotoon. Tarkoitus on pienentdd monikulmioiden lu-
kumaaréd, jolloin verkon vaatima tila- ja kasittelyaika pienenee. Toinen mahdollinen
tavoite on, etta optimoitu verkko kuvais alkuperéistéa verkkoa paremmin haluttua pin-
taa. Yleensd nama kaks tavoitetta ovat ristiriidassa, silla monikulmioiden vahentam -
nen pienentéa verkon ilmaisuvoimaa. Tastd syysta optimointimenetelmien tulee jollakin
tavalla arvioida verkon laatua optimointiprosessin alkana. Tassa luvussa esiteltavat me-
netelmét osoittavat, ettd pddtds verkon muuttamisesta voi perustua joko koko verkon
laatua kuvaavaan arvioon tai pelkastéan paikalliseen, parhaillaan optimoitavan kohdan
ympéristostd muodostettuun arvioon. Perimmaéinen tavoite optimointialgoritmeilla on
|6ytéé sopiva tasapaino verkon monimutkai suuden ja kuvauksen laadun vélilla
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Hoppe [Hop94] muotoilee verkon optimointiongelman seuraavasti: oletetaan, ettd on
olemassa joukko datapisteita jajokin verkko M, joka jollakin tarkkuudella vastaa da-

tapisteiden kuvaamaa pintaa. Tavoite on [6ytda verkko M, joka on samaa topologista
tyyppiaverkon M, kanssa ja joka seka vastaa hyvin datapisteiden kuvaamaa pintaa,

ettd sisdltéa mahdollisimman vahan kérkia Hoppen muotoilu on mielenkiintoinen, kos-
ka se olettag, etta optimointialgoritmilla kéytdssédn joukko datapisteitd, jonka perus-
teella kuvauksen laatu voidaan méarittdd. Taman perusteella optimointialgoritmit voi-
daankin luokitella kahteen ryhmaan:

1.

2.

Algoritmit, jotka optimoivat verkkoa puhtaasti geometrisin perustein tunte-
matta verkon kuvaamaa al kuperéi sté pintaa.

Algoritmit, jotka vaativat jotakin tietoa verkon kuvaamasta pinnasta, kyeték-
seen tuottamaan optimaalisen verkon. Tieto voi olla esimerkiks se naytepis-
teiden joukko, jonka perusteella verkon ensimméainen versio on muodostettu.

Toinen tapa luokitella verkon optimointiin tarkoitetut algoritmit on jakaa ne kahteen

ryhméén sen perusteella suoritetaanko optimointi kokonaan etukateen, vai voidaanko
optimoinnin maéraan vaikuttaa viela mychemmin verkkoa piirrettdessa.

1

Saattiset algoritmit saavat syotteena alkuperdisen verkon ja palauttavat lop-
putul oksena optimoidun verkon. Ne gjetaan késiteltavélle datalle kerran, jonka
jalkeen optimoitu verkko on lopullinen.

Dynaamiset algoritmit pyrkivét tuottamaan sy6tteend annetusta verkosta tieto-
rakenteen, jonka avulla verkko voidaan esittéé usealla eri tarkkuudella ja he-
luttu tarkkuus voidaan valita goaikaisesti. Esmerkiks katsojasta hyvin kau-
kana olevat kohteet voidaan esittéa pienemmalla tarkkuudella kuin l1éhella
olevat, koska katsoja e kuitenkaan erottaisi kaukaisista kohteista kaikkia yk-
sityiskohtia. Eréét néista algoritmeista (esimerkiksi [Hop97c]) mahdollistavat
myds sen, ettd datasta voidaan valita jokin osa tai alue, joka esitetdan tarkasti
ja kiinnostuksen kohteen ulkopuolella olevat osat pienemmalla tarkkuudella.
Tassa tyossa kasitelldan |ahinnd staattiseen luokkaan kuuluvia agoritmeja,
mutta energiafunktiomenetelmien yhteydessa esiteltyjen operaatioiden avulla
on mahdollista toteuttaa my6s dynaamisesti gjoaikana optimoituvia verkkoja
[Hop97b].
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Harvennus nimikkeen alle voidaan laittaa lukuisia verkon muokkaukseen tarkoitettuja
menetelmid, mutta tassa esitellaén Schroederin, Zargen ja Lorensenin [Sch97] kehitta-
mé& menetelmé, joka on eras yksinkertaisimmista tavoista optimoida verkkoa. Algoritmi
kay 18pi verkon kérjet ja tutkii pinnan paikallista muotoa kérjen ymparistossa. Jos ym-
paristo tayttaa tietyt kriteerit, niin kérki seka siihen liittyvét kolmiot poistetaan verkosta.
Syntynyt reika paikataan ja lopputuloksena on véahemman kolmioita, kuin alkuperaises-
si verkossa. Algoritmi saattaa kdyda suorituksen aikana verkon kérjet useaan kertaan
[8pi, yleensd niin kauan kunnes poistokriteerit tayttavia karkia el enda |oydy.

Kéarjen ympéristolla tarkoitetaan kaikkien niiden kolmioiden joukkoa, joihin valittu
kérki kuuluu. Ympéristoon kuuluvat kolmiot muodostavat valitun karjen ympérille
alueen, jota tekijat kutsuvat silmukaksi. Silmukka vastaa luvussa 2 esitettyd Hoppen
maaritelmaa kéarjen ymparistosta. Erilaisia silmukoita voi olla viitta eri tyyppiajane on
esitetty kuvassa 4.1. Yksinkertainen silmukka on tilanne, jossa jokainen kérjesta lahteva
sarma kuuluu tasmalleen kahteen kolmioon. Jos téma ehto el tayty, niin silmukka on
tyyppid monimutkainen (tall6in verkko e ole monisto). Yksinkertainen silmukka voi
lisdksi ollatyyppié reuna, terava kulma tai nurkka. Reuna on tilanne, jossa jokin kar-
jesta lahtevistd sérmista kuuluu pinnassa olevaan reikéén tai reunaan. Terava kulma ja
nurkka —tyypit vaativat hieman lisaselvitystd. Jos kahden vierekkaisen, silmukkaan
kuuluvan kolmion vdinen kulma ylittéa tietyn arvon, niin talléin silmukka kasitelldan
kassa on kaksi téllaista kulmaa, niin silloin se on tyyppia terdava kulma. Jos taas silmu-
kassa on vain yks tai yli kaksi kynnysarvon ylittéavaa kulmaa, niin se on tyyppi& nurk-
ka.

R B TR IR

Yhstrkertainan Moninuthaimen Torcivd kulma

Nurkka

Kuva 4.1 Mahdolliset silmukkatyypit

Kaikki muut, paits luokkaan monimutkainen ja luokkaan nurkka kuuluvat silmukat
ovat mahdollisia kandinaateja kérjen poistoa gjatellen ja seuraavaks tutkitaan tayttaako
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siimukka poistolle asetetut kriteerit. Sopivia kriteergjd on olemassa useita. Voidaan
esimerkiks tutkia kérjen etéisyytta silmukan reunoihin tai sen etdisyytta niin sanottuun
keskimaaraiseen tasoon. Schroeder [Sch97] kaytti keskimaardisen tason menetelmaa.
Siind kérjelle muodostetaan sen ympériston suuntaa ja sijaintia kuvaava keskimaaréinen
taso. Keskiméaréinen taso vastaa Hoppen verkonmuodostusalgoritmin tangenttitasoa,
mutta sen muodostaminen on huomattavasti yksinkertaisempaa, koska kdyttssa on jo
pisteeseen liittyvét kolmiot ja niiden normaalivektorit. Jos karjen etéisyys keskimaaréi-
sesta tasosta on pienempi kuin tietty kynnysarvo, niin se voidaan poistaa. T&ssa muo-
dossa algoritmi tutkii onko kéarki sellainen, ettd verkon pinta muuttuu sen kohdalla mer-
kittavasti 1ahiymparistoon verrattuna. Jos pinta on kérjen kohdalla yleisesti hyvin tasai-
nen, niin karki voidaan poistaa ilman etta sitd aiheutuu suurta nakyvaa muutosta.
Poistamisen laukaiseva kynnysarvo on kayttgan maérittelema parametri, jolla voidaan
suoraan vaikuttaa lopputuloksena saatavan verkon laatuun ja kolmioiden [ukumaaraan.

Silmukka, keski méérédinen taso ja kérjen etdisyys tasosta on esitetty kuvassa4.2.

Kuva 4.2 Kérjen etdisyys keskimaarai sesta tasosta

verkkoon syntyy reikd, joka taytyy paikata jollakin sopivalla kolmiointimenetelmalla.
Schoeder esitti yksinkertaisen rekursiivisen algoritmin, joka soveltuu téhan tapaukseen.
Koska syntyneen reién reunapisteille on jo laskettu keskiméarainen taso, niin sita voi-
daan hyodyntda myds aukon kolmioinnissa. Algoritmi toimii seuraavasti: valitaan kak-
S pistettd, jotka eiva ole vierekkain silmukassa ja muodostetaan niiden vélille s&rméa.
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Muodostetaan sitten taso, joka kulkee saadun sdrman kautta ja on kohtisuorassa keski -
maaradista tasoa vastaan. Sitten jaetaan silmukan pisteet kahteen joukkoon sen perus-
teella ovatko ne tason etu- vai takapuolella (tasolla olevat pisteet kuuluvat kumpaankin
joukkoon). Sitten suoritetaan kummallekin uudelle joukolle rekursiivisesti samat toi-
menpiteet, kunnes jéljella on kolme pistettd. Niistda muodostetaan kolmio, joka lisétéan
verkkoon. Edelld esitetty menetelmé voi tuottaa samasta silmukasta useita erilaisia
kolmiointeja riippuen siitd miten jakavat tasot valitaan, joten tason valinnassa kannattaa
kéyttéa sopivia kriteergjd parhaan lopputuloksen saavuttamiseksi. Algoritmi 5 havain-
nollistaa harvennusalgoritmin Lorensenin, Schroederin ja Zargen esittdméassd muodossa

Algoritmi 5

L orensenin, Schroederin ja Zargen harvennusal goritmi

Syéte: verkko
Tulos: optimoitu verkko
For jokaiselle verkon kérjelle do
Muodosta kéarjelle silmukka.
Selvita silmukan tyyppi.
If (silmukan tyyppi ei ole "monimutkainen™ and silmukan tyyppi ei ole "nurkka") do
Etsi silmukalle keskim&érainen taso.
If (kérjen etéisyys keskimaaraiseen tasoon on pienempi kuin kynnysarvo) do
Poista karki ja silmukkaan kuuluvat kolmiot verkosta.

Kolmioi syntynyt reikd umpee jollakin sopivalla menetelmalla.

4.2 Optimointi energiafunktiota minimoimalla

Energiafunktioihin perustuvissa menetelmissa verkolle méaritellédn energia, jonka
maara riippuu siitd millainen verkko on. Energia muodostuu kahdesta tekijasté: verkon
monimutkai suudesta ja kuvauksen laadusta. Mitéa monimutkaisempi verkko on, sité suu-
rempi on sen energia. Kuvauksen laadulla tarkoitetaan sitd, miten hyvin verkko kuvaa
pintaa, jonka perusteella se on mallinnettu. Mitd huonompi laatu on, sen suurempi on
verkon energia. Energia on siis minimisséan silloin kun verkko on mahdollisimman yk-
sinkertainen, mutta kuvaa mahdollisimman hyvin haluttua pintaa. Verkon energiaa voi-
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daan pienentda yksinkertaistamalla verkkoa, mutta tdma taytyy suorittaa siten etta k-
vauksen laatu e heikkene, koska laadun heikkeneminen kasvattais energian takaisin
ennalleen tai jopa sen yli. Energiafunktiomenetelmien perusideana on muodostaa ver-
kon energiaa kuvaava funktio, jota yritetddn minimoida muuttamalla verkkoa tietyilla
operaatioilla

esittelemdan menetelméén [Hop94]. Tama menetelma esiteltiin tarkemmin Hoppen,
DeRosen ja Duchampin julkai semassa tutkimuksessa [Hop97a)], jossa Hoppen akupe-
réista ideaa on viety eteenpdin. Lisdksi Hoppe kehitti menetelméa vielé edelleen tutki-
essaan dynaamisesti optimoituvia verkkoja [Hop97D].

Energiafunktio voidaan mégritella ja painottaa monella tavalla riippuen siitd, mita ver-
kon ominaisuuksia pidetdan térkeind. Esittelen téssa malliks energiafunktion, jonka

kon ominaisuudet vaikuttavat sen arvoon. Hoppe méadrittelee energiafunktion verkolle
(K,V) seuraavasti

E(K,V) = Egu(KV)+ E g (K) + Eqying (K.V). (3.1)

spring

Termit Eyq ja E,, vastaavat verkon optimoinnin kahta padtavoitetta, joiden mukaan

verkon tulisi ensindkin vastata mahdollisimman hyvin akuperdisen syttejoukon ku-
vaamaa pintaa ja toisekseen sen tulisi sisdltéd mahdollismman vahan karkid. Ensim-

maéisen tavoitteen saavuttamiseksi Hoppen optimointialgoritmi tarvitsee alkuperéista
syotejoukkoa, jonka perusteella malli on rakennettu. Ensmmainen termi E,, muo-

dostetaan laskemalla yhteen syétejoukon X ={x,,...,x,} jokaisen pisteen nelidllinen
etaisyys sen hetkiseen verkkoon. Termi méaritell&an seuraavasti

Eae (K,V)=§ d2(x.1,(x])). (32)

i=1

Kaavassa funktiod ? ilmoittaa kahden kohteen valisen lyhimman nelididyn etéisyyden.
Muuttuja f , (K|) tarkoittaa verkon (K,V) geometrista realisaatiota, eli yksinkertaisesti

verkkoa, joka saadaan liittamalla pistgoukko V simplekseista rakennettuun systeemiin
K. Termin E;, avulla saadaan aikaan verkkoja, joiden pinnat kulkevat mahdollisim-

man lahelta syttejoukon pisteitd, vaikka sydtejoukon pisteet muuten eivét olisikaan
verkon kérkia
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Toinentermi E, vaikuttaa karkien lukuméaraan. Jos verkkoon lisdtaan karki, niin etéi-
syysenergia E,, todenndkdisesti pienenee. Koska tavoitteena on verkko, jossa on

mahdollissimman vahan kéarkid, niin tarvitaan termi, joka kasvattaa sopivasti energiaa,
kun karkialisataan. Termi E,,, maaritellaén seuraavasti

E,e(K) = CepM. (3.3)

rep

Kaavassa m on verkon karkien lukumaara ja c,,,on kayttdjan madrittelema parametri,

jolla voidaan s&étéé tasapainoa verkon monimutkaisuuden ja geometrisen laadun valil-
&

Kolmas termi liséttiin sen takia, ettd energiafunktiolle voitaisiin taata sopivan minimin
olemassaolo. Pelkastaan termeista E;q + E,,, muodostetulle funktiolle ei aina ole ole-
massa haluttua minimia. Y ritettéessa optimoida verkkoa téllai sessa tapauksessa saattaa
lopputulokseen syntya ikavid héiridita. Verkon [8hiympéristéon syntyy ylimdaraisia
haamukérkid, jotka muodostavat malliin epadnormaalga, terdvia piikkga Termilld
Eqing lisAtadn jokaiseen verkon sarmaan jousi, jonka lepopituus on nolla. Jousi pyrkii
vetamadan sarman mahdollismman lyhyeksi. Mitd pidempi s&rmé on, sitd enemman
verkkoon on varastoitunut energiaa. Jouselle kaytetdan jousivakiota k, joka on sama

kaikille verkon sarmille. Termi Eg,;, méadritellaan seuraavasti

Eaning(KV) = &Ky, - v (3.4)
{jKkhi K

Jousitermin tarkoitus e kuitenkaan ole eliminoida verkossa luonnostaan esiintyvia teré-
via piikkg g, vaikka se yrittéékin vetda sarmét mahdollisimman lyhyeksi. Sen tarkoitus
on yhdessa E g ja E,,, termien kanssa ohjata optimointiprosessia kohti energiafunktion
paikalista minimia jonkin sarman |aheisyydessa. Kaytannossa parhaat tulokset saavu-
tetaan, kun jousivakiota pienennetdan pikkuhiljaa optimoinnin edetessé.

Varsinainen optimointiongelma, funktion E(K,V) minimointi jonkin verkon (K,V)
suhteen, voidaan ratkaista jakamalla tehtéava kahteen sisakkaiseen osaongelmaan. S-
sempi silmukka optimoi joukon V kérkien sijainnin sen hetkisen systeemin K suhteen ja
ulompi silmukka optimoi systeemia K.

Sisemman silmukan tarkoitus on [6ytéa sen hetkisen verkon kérjille sellainen sijainti,
etta energiafunktio on pienimmilldén. Tassd vaiheessa el lisdta tai poisteta verkon ele-
menttej &, vaan ainoastaan siirretddn karkid kohti pienemman energian tilaa. Sisemmassa
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silmukassa voidaan unohtaa energiafunktion termi E ,, koska kérkien sijainti ei vai-

kuta siihen ja keskittya optimoimaan kaavaa E gy + Eg; iy -

Kun kérjille on ensin |8ydetty sisemmassa silmukassa optimaalinen sijainti, niin ulom-
man silmukan tehtéva on etsia optimaalinen joukko simplekseja naiden karkien suhteen.
Tassa vaiheessa voidaan verkon elementteja lisdta ja vahentaa tarpeen mukaan. Ulom-
man silmukan aikana verkkoa muutetaan kolmella operaatiolla, jotka ovat séarman jako
(edge split), sarméan romahduttaminen (edge collapse) ja sérman vaihto (edge swap).
Niiden vaikutukset on esitetty kuvassa 4.3.

sirmin vaihto

sArmén romahdutus

Kuva 4.3 Sarman romahdutus, sérman jako ja sarman vaihto.

Jonkin néisté operaatioista suorittamista optimoinnin aikana kutsutaan siirroksi. Siirto
voi olla joko laillinen tai laiton. Laillinen siirto on sellainen, jonka suorittamisen ja -
keen verkon topologia séilyy ennallaan. S&rméan jako on aina laillinen, koska se e voi
muuttaa verkon topologiaa. Kaks muuta siirtoa taas voivat muuttaa topologiaa, joten
niitd e voi suorittaa testaamatta ensin siirron vaikutusta. Ongelmat sarman romahdu-
tamisen kanssa liittyvét tilanteeseen, jossa verkossa on reunoja. S&rma on osa reunaa,
jos se kuuluu vain yhteen verkon kolmioon ja kérki on osa reunaa, jos se kuuluu johon-
kin reunasdrmaan. Sarma {i, j}T K voidaan poistaa verkosta romahduttamalla vain, jos

Seuraavat ehdot tayttyvét:
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«  Jokaiselle sellaiselle verkon karjelle k, jolle on olemassa sarmét {i,k}T K ja
{i,k}1 K on olemassamyés kolmio {i, j,K}T K .
. Joskérjet i jaj ovat kumpikin reunaan kuuluvia karkid, niin silloin myos sdrman

{i,i}1 K onkuuluttava reunaan.

. Verkossa taytyy olla enemman kuin nelja kérkeg, josi jaj eivat kumpikaan kuulu
reunaan tai verkossa on yli kolme kérkeé josjoko i tai j kuuluu reunaan.

Sédrman vaihto on laillinen silloin, kun siirron seurauksena syntyva uusi s&rma el en-
nestéén kuulu verkkoon.

Tavoite on 10ytéa sellainen sarjalaillisia siirtoja, joilla alkuperdisen verkon energia saa-
daan minimoitua. Hoppen ensmmainen, naivi léhestymistapa oli valita satunnaisesti
jokin laillinen siirto ja kokeilla miten sen suorittaminen vaikuttaa energiafunktion a-
voon. Jos arvo pienenee, niin siirto jéa voimaan ja valitaan seuraava siirto. Jos energia
el jollakin siirrolla pienene niin valitaan uusi siirto. Jos tietyn maaran yrityksia jalkeen
e ole |0ydetty energiaa pienentéavaa siirtoa, niin etssminen lopetetaan ja tilannetta -
detddn optimaalisena. Hoppe kehitti siirtojen valintaan my6s heuristisemman |&ahesty-
mistavan. Siina pidetdan ylla listaa sarmistd, jotka todenndkéisimmin johtavat energian
pienenemiseen, kun niihin sovelletaan jotakin siirtoa. Aluksi listassa on kaikki verkon
sérmét ja kun jokin sdrma valitaan siirtoyrityksen kohteeksi, se poistetaan listasta. Jos
siirto hyvaksytdan, niin s&rman ympdaristoon kuuluvat sérmét lisdtéan listaan. Talainen
prioriteettilista vahentéd sopivan siirron etsimiseen tarvittavaa tyota erityisesti opti-
moinnin loppuvaiheessa, jolloin suurin osa sarmista el enda ole sopivia kandinaatteja.
Algoritmi 6 antaa pseudokoodiesityksen Hoppen optimointialgoritmista.
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Algoritmi 6
Hoppen verkon optimointialgoritmi

Syoéte: verkko (VO, Ko) , alkuperainen pistejoukko
Tulos: optimoitu verkko
Optimoi kérkien V, sijainti verkolle (VO, Ko) kayttamalla apuna alkuperaisté pistejoukkoa.
do
Muodosta verkko (V (K () suorittamalla verkolle (VO, Ko) jokin laillinen siirto.
Optimoi karkien V Csijainti verkolle (\/ (K () kayttdmalla apuna alkuperdista pistejoukkoa.
if (verkon (V (K () energia on pienempi kuin verkon (VO, Ko) ){
(V. Ko) = (VK

until energia ei enaa pienene.
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5. Verkkojen muodostaminen ja optimointi kaytannossa

Tassa luvussa kasittelen edella kuvattujen algoritmien toimintaa kaytanndssa. Algorit-
meja testattiin seka |adketieteellisella datalla, ettd geneerisesti tuotetulla testidatalla.
L 88ketieteellisella datalla suoritetut testit olivat osa Tampereen teknillisen korkeakou
lun ja Tampereen yliopiston yhteisen M 20BS -ryhman tutkimusprojektia. Verkkojen
muodostamista |&8ketieteel lisesté datasta esimerkiks implisiittisia pintoja kasittelevilla
algoritmeilla on tutkittu runsaasti aikaisemminkin. Tassa tydssa tarkoitus oli tutkia m-
ten hyvin yleisilla verkonmuodostusalgoritmeilla kyetéén tuottamaan mallgja mag-
neettiresonanssikuvien pohjalta muodostetusta syttteestd. Geneerisella datalla suorite-
tuilla testeilla tutkittiin lopputuloksien laatua ja yritettiin tuoda esiin algoritmien |dhes-
tymistavoista johtuvia eroja lopullisissa malleissa. Algoritmien tehokkuus ei ollut var-
sinainen tutkimuskohde, vaikka alla ké&sitelléankin my6s gjoaikoihin liittyvia kysymyk-
sia.

Testit gjettiin padsdantoisesti Sunin tybasemalla ja palvelimella. Tydasema oli mallil-
taan Sun Ultra Creator 2 3D, jossa on 200 Mhz UltraSparc prosessori ja 256 megatavua
muistia. Palvelinkoneessa oli kaksi 300 Mhz prosessoria ja 512 megatavua muistia.
Naista laitteistoista kaytetdan alla nimityksia Sun tybasemaja Sun palvelin.

5.1 Testeissa kaytetyt algoritmit

V erkonmuodostusal goritmeina kaytettiin Hoppen algoritmia ja power crust -algoritmia.
Niiden ldhestymistapa eroaa tutkituista algoritmeista eniten toisistaan. Crust-algoritmi
on lahestymistavaltaan hyvin lahella power crust -algoritmia ja sité voidaan pitéa yhte-
né power crust -algoritmiin johtaneena kehitysvaiheena. Tasta syysta crust-algoritmia ei
tutkittu k&ytannénosuudessa.

Power crust -algoritmista kaytettiin algoritmin kehittgien julkaisemaa vapaasti levitet-
tavéa toteutusta. Se kayttaéa Voronoi-diagrammin ja Delaunay-kolmioinnin muodosta-
miseen muokattua versiota Ken Clarksonin vapaasti levitettdvasta hull -ohjelmasta.
Hull on helppokayttdinen, koska se e vaadi kayttgata mitéén parametrgjd, mutta sen
kéyttamét algoritmit eivét ole erityisen tehokkaita. Koska power crust -algoritmin an-
tama tulos sisdltéa my6s muitakin monikulmioita kuin kolmioita, niin lopputul os téytyi
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viela muuttaa kolmioverkoksi. Kaytetty kolmiointimenetelma oli naivi, elka yrittényt
optimoida kolmioiden muotoa. Téssd suhteessa joitakin alla esitettyja tuloksia voita-
neen power crust -algoritmin osalta hieman parantaa. Vaikka algoritmissa onkin muu-
oletusarvoissa. Myo@s toteutuksen tekijét raportoivat annettujen oletusarvojen toimivan
useimmiten hyvin ja vaativan muutoksia vain tietyissi erikoistapauksissa [Ame01].
Tassa kaytetty power crust -toteutus on epadeterministinen. Kahdella perakkaisella
gjolla saataa samalla syt6tteella syntya hieman toisistaan poikkeavat mallit.

Hoppen algoritmista kaytettiin samoin algoritmin tekijan omaa toteutusta. Se on kirjoi-
tettu C++ -kieldla ja sen kdantdminen Sun tydasemalla e ollut aivan ongelmatonta.
Eras Hoppen algoritmin heikkous power crust -algoritmiin verrattuna on, etta sen anta-
den parametrien sédtdminen vaatii tietoa seké& algoritmin toiminnasta, ettd syttejoukon
ominaisuuksista. Erityisesti Hoppen agoritmin vaatima néytetiheys- ja kohinaparametri
(r + d) on ongelmalinen. Se ilmaisee pienimman etdisyyden kahden pinnan "kalvon"
vélilla Tama parametri vaikuttaa siihen, mitka syotteen osat tulkitaan rei'iksi. Esimer-
kiksi satunnaisen pallodatan kanssa kavi helposti niin, etta liian pienella tiheysparamet-
rilla valmiiseen malliin syntui reikiéjaliian suurella tiheysparametrilla lopullinen malli
oli hyvin karkea. Jos sydtteen kuvaamasta kappal eesta tal naytteen tuottamisprosessista
el ole tarkkaa tietoa, niin k&ytanntssa naytetiheysparametrin parhaan arvon etsiminen
vaatii sen haarukoimista sopivia arvoja kokellemalla. Jos sy6tejoukko on iso ja g ogjat
pitkid, niin tama vaatii ailkaa. Tulosten yhteydessa on Hoppen algoritmin tapauksessa
ilmoitettu myd6s kaytetty naytetiheysparametri.

Optimointialgoritmeista kokeiltiin kdytanndssa Hoppen energiafunktioalgoritmia. Laa-
ketieteellisella datalla tdmé e valitettavasti ollut mahdollista, silla kaytetty toteutus
kieltaytyi kasittelemasta |a8ketieteellisesta datasta tuotettuja mallgja ja pysahtyi "asser-
tion" -virheilmoitukseen. Optimointi onnistui vasta, kun Hoppen algoritmilla tuotettiin

mallista olivat kuitenkin kadonneet ja lopputul os muistutti 18hinné palloa.

Ohjeet kaytettyjen toteutusten k&antamisesta ja kayttdmisesta |0ytyvét liitteestd B. Sa-
massa yhteydessd on mainittu verkko-osoitteet, joista toteutukset ovat haettavissa. Lop-
putuloksena saadut verkot visualisoitiin ty6ta varten Geomview -nimisella ilmaisella
kolmiulotteisen geometrian visuaisointityokalulla. Siihen voi tutustua tarkemmin
0soitteessa http://www.geomview.org.



5.2 Kaytetty tutkimusaineisto

Aineistona kaytettiin seka aitoa |88ketieteellista dataa, ettd geneerisesti tuotettua testi-
dataa. Seuraavassa on lyhyesti kuvattu miten testimateriaali tuotettiin ja mita sen avulla
tutkittiin. Algoritmeja testattiin kolmenlaisella datalla: satunnaisella pallodatalla, niin
sanotuilla metapalloilla tuotetulla datalla ja jo edella mainitulla magneettiresonanssida-
talla. Pallodata toimi yksinkertaisena perustesting, jonka avulla kokeiltiin miten algo-
ritmit selvidvéat helposta, topologiataan pallomaisesta kohteesta. Samalla voitiin ver-
tailla algoritmien tuottamia verkkoja suhteellisen yksinkertaisella kappaleella, jossa
esimerkiksi kolmioiden muoto on kuvista viela helposti erotettavissa. Metapallodatan
tarkoitus oli tuottaa hieman vaikeampi kappale, joka kuitenkin on edelleen topologial -
taan pallomainen, mutta jossa on jo mukana sellaisia yksityiskohtia joiden toistumista
voidaan tutkia. La&ketieteellinen data toimi todellisena esimerkkind generointialgorit-
mien kaytosta ja sen avulla tutkittiin algoritmien soveltuvuutta magneettiresonanssiku-
vien kasittelyyn.

Satunnainen pallodata tuotettiin yksinkertaisesti arpomalla pallopinnalta haluttu maara
pisteitd. Metapallot taas ovat erés suljettujen pintojen joukko, joiden avulla voidaan
helposti tuottaa kolmiulotteista testidataa [Cxu99]. Erityisesti niill& saadaan aikaan -
pologiataan pallomaisia muotoja, joissa on yksityiskohtia. Tarkempi mééritelma meta-
paloille ja arvot tassa tydssa kaytetyn syotteen tuottamiseen on annettu liitteessa A.
Kuvassa 5.1 on esitetty testeissa kaytetty metapalloilla tuotettu pinta.

Kuva 5.1 Testeissa kaytetty metapalloilla tuotettu pinta.

L&8ketieteellinen data muodostettiin magneettiresonanssikuvien pohjalta Tampereen
teknillisen korkeakoulun signaalinkasittelylaitoksella. Magneettiresonanssikuvaus (MR
-kuvaus) on erityisesti 1&8ketieteessa kéytetty menetelmg, jonka avulla saadaan tuotet-
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tua kuvia ihmiskehon sisélta. Menetelman avulla tuotettu kuvadata saadaan vokseli-
muodossa siten, etta vokselethin on liitetty kudostyyppié kuvaava intensiteettiarvo. Téas-
sa tyossa kaytetty data muodostettiin aivoista otetun kolmiulotteisen MR -datan perus-
teella. Kuvadata segmentoitiin, eli jaoteltiin alueisiin eri kudostyyppien mukaan. Tassa
tapauksessa ne olivat aivojen vakoinen ja harmaa aine, seka selkdydinneste. Kaikki
muut kudostyypit, kuten kallon luut jétettiin pois. TAma segmentointiprosessi on taysin
automaattinen, mutta e kuitenkaan aivan vedenpitava, silla kohinasta, kuvien resoluu-
tiosta ja kuvattavan kohteen muodosta johtuen jotkut vokselit saattavat luokittua vaarin.
Tallaiset tilanteet taytyi siivota pois kasin. Taman jalkeen datasta etsittiin ne pistest,
jotka kuuluvat haluttuun pintaan, joka tassa tapauksessa oli aivojen harmaan ja valkoi-
sen aineen vélinen rajakerros. Nain saatua pistejoukkoa kaytettiin sitten sy6tteena tut-
kituille algoritmeille.

Tavoitteena oli ensinnakin selvittda minka tasoisia kolmiulotteisia mallgja téll& hetkella
tunnetuilla yleispatevilla agoritmeilla voidaan tuottaa MR -kuvien perusteella muo-
dostetusta datasta. Toisena tavoitteena oli selvittdd voidaanko hankalasta MR -
kuvadatasta tuottaa topologialtaan pallomaisia mallgja tilanteessa, jossa tiedetdan etta
alkuperéinen pinta on topologiataan pallomainen. Verkonmuodostuksen kannalta har-
maan ja valkoisen aineen véalinen rgjakerros on muodoltaan hyvin vaikea, koska se 3-
sdltéd poimuja ja syvia uurteita. Téta tilannetta vaikeuttaa vield MR -kuvien suhtedlli-
sen alhainen resoluutio ja mahdolliset kohinasta sek& segmentointiprosessista johtuvat
virheet. Mallien laatua arvioitiin puhtaasti verkonmuodostuksen kannalta eika tarkoitus
ollut tutkia niidden mahdollista |&&ketieteellistéa kayttokel poisuutta. Lisdks 188ketieteelli-
selld datalla tutkittiin, miten algoritmit kykenevét kaytanndssa kasittelemaan hyvin suu-
ria syotteita.

5.3 Tulosten arvioinnissa kaytetyt metriikat

Tuotettuja mallgja arvioitiin sekd silmamaaraisesti ettd muutamien metriikoiden avulla.
Ensinndkin malleista ilmoitetaan kérkien, sarmien ja kolmioiden lukuméaéra seka Eul e-
rin karakteristika. Kuten edella esittettiin, Eulerin karakteristikalla saadaan tietoa kap-
paleen topologiasta ja voidaan esimerkiks tutkia syntyyko pallomaisen topologian
omaavasta kappal eesta topologialtaan pallomainen verkko. Jos pallomaisen topologian
omaavan kappaleen perusteella rakennetun verkon Eulerin karakteristika on pienempi
kuin 2, niin verkon voidaan gjatella olevan sitd huonompi, mita pienempi Eulerin ka-
rakteristika on. Mita enemman arvo eroaa luvusta 2, niin sitd enemman verkonmuo-
dostusalgoritmi on tuottanut tilanteita, joissa kérkien, sd&rmien ja kolmioiden suhde el
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vastaa pallomaista kohdetta. Lisdksi mallien kolmioille laskettiin kolmion pissimman ja
lyhimman sivun suhde ja laskettiin néiden suhteiden keskiarvo. Se kertoo miten [dhella
tasasivuista kolmiota mallin kolmiot keskim&arin ovat.

5.4 Tulokset

Kaikkien testigjojen tulokset on koottu taulukkoon 1. Taulukossa on esitetty seka syo-
tgjoukkojen koot etté kohdassa 5.3 esitetyt metriikat eri algoritmeilla tuotetuista mal-
leista.

Taulukko 1. Taulukossa kéytetdén seuraavia merkintgja UC10 ja UC11 ovat MR —Kkuvien perusteella
tuotettuja joukkoja. Tunnus SP1000 on satunnaisesti tuotettua pallodataa ja tunnus STARS50 on meta
pallomenetelmalla tuotettu joukko. Sy6te ilmaisee sydtejoukon koon. Karjet, sirmat jakolmiot kertovat
vastaavien elementtien lukuméérén verkossa. Tunnus Ek on Eulerin karakteristika ja tunnus Er on kol-
mioiden sivujen suhteiden keskiarvo. Tunnusr + d kertoo Hoppen agoritmin tapauksessa kéytetyn néy-
tetiheysparametrin.

Sydte Kéarjet | Sarmat Kolmiot | Ek Er r +d
Hoppen algoritmi
UC10 89691 | 73456 216338 140297 -2585 0.4165 0.011
UC11 93868 47481 139153 89848 -1824 0.4172 0.015
SP1000 1000 388 1158 772 2 0.3482 0.115
STAR50 2500 1604 4678 2996 -78 0.3984 0.062
Power crust
UC10 89691 | 403360 1214081 809280 -1441 0.1608
uc11 93868 | 430530 | 1295283 863329 -1424 0.1621
SP1000 1000 4910 14724 9816 2 0.1517
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STAR50 2500 20196 60738 40492 -50 0.0750

Hoppe, optimoitu
SP1000 1000 200 594 396 2 0.5955 0.115
STAR50 2500 534 1662 1050 -78 0.3668 0.062

Tuloksia on lisdksi havainnollistettu myds kuvin. Jokaisesta syttetyypisté on esitetty
luva, jonka avulla on mahdollista vertailla eri algoritmien tuottamia mallgja. Y hdessa
kuvassa on eri menetelmilla tuotettuja mallgja samasta kulmasta ja samalta etéisyydelta
kuvattuna. Kolmioiden reunat on piirretty ndkyviin, jotta erot niiden muodossa, ryhmi -
tyksessa ja lukuméérassi on helppo havaita. Osassa kuvista on liséks esitetty myoés
varjostettu malli, jossa kolmioiden reunoja el ole piirretty nakyviin. Magneettiresonans-
SisyOtteesta tuotettuja mallgja esittévissa kuvissa kolmioiden reunoja ei ole piirretty ré-
kyviin mallien monimutkai suudesta johtuen.

Kuvassa 5.2 on esitetty vierekkén satunnaisesta pallodatasta muodostetut mallit kum-
mallakin verkonmuodostusalgoritmilla tuotettuna. Kuva esittéa yksinkertaisen perusti-
lanteen hyvin helpolla sy6tteella. Kuva 5.3 esittdd metapallodatasta tuotetut mallit. Ku-
vassa on verkonmuodostusal goritmien perusversioilla tuotettu malli, seka liséksi Hop-
pen optimointialgoritmilla optimoitu malli. Kuvissa 5.4 ja 5.5 on magneettiresonannsi-
datasta muodostetut mallit. Kuvassa 5.6 on edellisten kuvien malleista suurennettu yk-
sityiskohta. Kuva 5.7 havainnollistaa optimoimattoman ja optimoidun mallin vélisia
eroja
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Kuva 5.2 Satunnaisesta pallodatasta tuotetut verkot. Vasemmalla Hoppen
algoritmilla tuotettu verkko ja oikealla vastaava power crust -algoritmilla
tuotettu verkko.



Kuva 5.3 Metapallodatasta tuotetut mallit. Ylimpana power crust -
algoritmillla ja keskella Hoppen agoritmilla tuotettut mallit. Alimpana
optimoitu versio Hoppen algoritmill& tuotetusta mallista.
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Kuva 5.6 Suurennokset magneettiresonanssidatasta tuotetuista malleista
Ylemmalla rivilla Hoppen algoritmilla tuotettu malli ja alemmalla rivilla
power crust -algoritmill& tuotettu malli.
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Kuva 5.7 Vasemmalla Hoppen algoritmilla tuotettu malli satunnaisesta
pallodatasta (SP1000) ja oikealla gita energiafunktiomenetelmalla
optimoitu versio.

5.5 Tulosten pohdinta

Taulukon 1 perusteella merkittavin ero verkonmuodostusalgoritmien valilla on loppu-
tuloksen monimutkaisuudessa. Power crust -algoritmi tuottaa samoista syétteista huo-
mattavasti Hoppen algoritmia monimutkaisempia maleja. Kolmioiden maérad voi po-
wer crust -algoritmin tuottamassa mallissa ollayli kymmenkertainen Hoppen algoritmin
tuottamaan malliin verrattuna. Karkien maérad power crust -algoritmilla tuotetuissa
malleissa nayttéd olevan 4-5 kertaa suurempi kuin alkuperéisen syotejoukon pisteiden
lukuméara. Kaikki syétejoukkojen kuvaamat pinnat olivat topologialtaan pallomaisia,
mutta vain satunnaisesta pallodatasta algoritmit kykenivét tuottamaan topologialtaan
pallomaisia verkkoja. Hoppen algoritmin tuottamat kolmiot olivat muodoltaan huomat-
tavasti |1&hempana tasasivuista kolmiota, kuin power crust -algoritmilla tuotetut. Hoppen
optimiontialgoritmin kayttd parans entisestdan kolmioiden muotoa.

Suuri ero monimutkaisuudessa ndkyy selvasti arvioitaessa verkkojen laatua visuaalises-
ti. Kuvan 5.2 satunnaisesta pallodatasta tuotetuisssa malleissa havainnollistuu hyvin
erot algoritmien |dhestymistavassa. Hoppen agoritmin tuottaman verkon kolmiot ovat
hyvin sd8nndllisen muotoisia. Datan jakaminen kuutioihin ennen sen antamista lopulli-
sen verkon tuottavalle marching cubes —algoritmille on selvasti nahtavissa. Power crust
-algoritmi tuottaa huomattavasti enemman kolmioita ja lisdksi kolmioiden muoto on
hyvin vaihteleva. Suuri osa kolmioista on muodoltaan pitkia ja kapeita. Tdhan tosin
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vakuttaa myd6s kaytetty kolmiointimenetelma siina vaiheessa, kun algoritmin tuottama
malli muutetaan kolmioverkoks. Kuvan esittdmassa tilanteessa power crust -algoritmi
on tuottanut litankin monimutkaisen mallin, pallon muoto e olennaisesti parannu huo-
mattavasti suuremmasta kolmioiden méérasta huolimatta. Muilla tutkituilla sy6tteilla
tilanne on toinen.

Kuvassa 5.3 kaytetty metapallomenetelmélla tuotettu sy6te osoittautui ylléttévan han-
kalaksi. Kuvassa ylimmalla rivilla on power crust -algoritmilla tuotettu malli, keskim-
maisella rivilla Hoppen algoritmilla tuotettu malli ja alimmalla rivill& edellissesté opti-
moitu versio. Optimointiin kaytettiin Hoppen energiafunktioihin perustuvaa menetel -
ma&4a. Téassa tapauksessa power crust -algoritmi onnistui tuottamaan selvasti parhaan
mallin, mutta sillékin oli suuria vaikeuksia kappaleen keskustassa. Tahden keskusta,
jossa sakarat yhtyvéat on hgonnut pahasti. Téssa kohdassa Voronoi-solujen muoto ei
enaa noudata algoritmin asettamia vaatimuksia ja se e enda osaa paatella kuuluvatko
painotetun Voronoi-diagrammin solut sis& va ulkopuolelle. Power crust -algoritmin
kanssa kokeiltiin myds luvussa 3 mainittua tervéat kulmat sdilyttéavaa teknitkkaa, mutta
glti tilanne @ oleellisesti parantunut, vaan téhden keskusta oli edelleen epamuodostu-
nut. Epdmuodotunutta aluetta voitaisiin pienentda kasvattamalla naytetiheyttéa téhden
keskustassa.

Hoppen agoritmi selvis metapallodatasta viela huonommin. Sopivan néaytetiheyspara-
metrin etsiminen talle sydtteelle osoittautui hankalaksi, ja lopulta parhaaks jédneeseen
malliinkin ja reikia. Pelkédlla Hoppen verkonmuodostusalgoritmilla muodostettu malli
(kuvan toinen rivi) muistuttaa korkeintaan epamagraisesti alkuperéista kappaletta. Tama
sy6te tuo hyvin esille sen, ettéd Hoppen algoritmi on suunniteltu toimimaan yhteisty6ssa
Hoppen optimointialgoritmin kanssa. Optimoitu versio muistuttaa jo huomattavasti
enemman alkuperaista kappaletta. Hoppen verkonmuodostusalgoritmi onkin tarkoitettu
tuottamaan |ahtokohta, jonka perusteella optimointialgoritmi luo lopullisen mallin yh
dessa alkuperéisen sy6tejoukon kanssa. Otimoitu versiokaan e kuitenkaan paése |ahel -
lekk&én power crust -algoritmin tuottamaa mallia, vaan on siihen verrattuna karkea ja
epamuodostunut. Kummatkaan algoritmit eivat onnistuneet sdilyttamaan alkuperaisen
pinnan pallomaista topologiaa. Power crust -algoritmin tapauksessa pallomainen topo-
logia saatiin kylla séilyméaan saéatamalla sopivasti ndytetiheysparametria, mutta talléin
verkko el enda juuri muistuttanut alkuperaista kappal etta.

Optimoiduissa malleissa verkon topologia séilyy, vaikka kolmioiden lukumaéré on pu-
donnut toisessa tapauksessa noin puoleen ja toisessa tapauksessa noin kolmasosaan d-



kuperdisesta. Kolmioiden huomattavasta vahentamisesta huolimatta optimoidut mallit
kuvaavat kuitenkin alkuperéista pintaa paremmin kuin alkuperéiset mallit (essmerkiksi
kuva 5.3). Kolmioiden keskimadréinen muoto on olennaisesti muuttunut optimoinnin
seurauksena vain satunnaisen pallodatan tapauksessa.

Kummatkin algoritmit selvisivét hankalasta magneettiresonanssidatasta periaatteessa
hyvin. Kuvassa 5.4 on esitetty power crust -algoritmilla tuotettu malli ja kuvassa 5.5
vastaava Hoppen algoritmilla tuotettu malli. Mallit on  muodostettu algoritmien perus-
versioilla ilman, ettéd niita on kasitelty tai optimoitu jakeenpéin. Saadut mallit muistut-
tavat silmamaaréisesti alkuperdistéa kohdetta ja mitddn suuren mittakaavan virheita el
syntynyt. Esimerkiks aivopuoliskot ja niita yhdistavd aivokurkiainen ovat selvésti
toistuneet erillisind kokonaisuuksina. Power crust -algoritmi tuotti odotetusti huomatta-
vasti monimutkaisempia malleja kuin Hoppen algoritmi. Monimutkaissmmat silla tuo-
tetut mallit ylittdvét miljoonan kolmion rajan. Power crust -algoritmin tuottamassa mal-
lissa aivopuoliskojen védlinen tila sdilyi avoimena ja reunat ovat hyvin tasaiset. Hoppen
algoritmin tuottamassa mallissa sen sijaan oikean ja vasemman aivopuoliskon reunat
ronsyilevét ikévasti ja yhdessi kohdassa jopa koskettavat toisiaan. Tama e ole seura-
usta pienemmasta kolmioiden méarastd, vaan Hoppen agoritmi on selvasti tassé koh-
taa epaonnistunut pinnan etsinndssi. |Imeisesti Hoppen algoritmiin liittyva k-parametri
on ollut litan suuri, jolloin vaaran aivopuoliskon ndytteitd on tullut mukaan tangenttita-
son muodostukseen. Vaikka Hoppen optimointialgoritmilla mallin laatua voitaisiin pa-
rantaa, se on kuitenkin suunniteltu séilyttdmaan verkon topologia, joten talaista tilan-
netta se el pysty korjaamaan. Kuvan 5.6 esittémassa suurennoksessa tilanne nakyy sel-
vemmin. Kuvasta on myds nahtavissa power crust -algoritmin huomattavasti parempi
kyky toistaa pienemmét yksityiskohdat. Siind missa aivopuoliskojen valisen tilan reuna
on Hoppen algoritmin tuottamassa mallissa osittain umpeutunut ja ronsyilevd, se on
power crust -algoritmin mallissa hyvin selked ja tasainen.

Kummatkaan algoritmit eva kyenneet tuottamaan magneettiresonanssidatasta
topologialtaan palomaisia malleja, vaikka sydtejoukko kuvasikin topologialtaan
palomaista kappaletta. Tama oli odotettavissa, etka johdu suoranaisesti kaytettyista
algoritmeista. Syy epdonnistumiseen on seka magneettiresonanssikuvien vield
suhteellisen heikossa resoluutiossa, ettéa tavassa, jolla kuvadata prosessoidaan ennen
kuin sitd saadaan agoritmeille sopiva sytte. Kuvadataan syntyy esimerkiksi
aivokuvien kohdalla kohtia, joissa kaks aivokudoksen poimua on hyvin |dhell& toisiaan
tal jopa koskettaa toisiaan, jolloin niiden juurelle syntyy umpinainen alue. Tété& on
havainnollistettu kuvassa 5.8. Kuvassa vasemmalla on tilanne, jossa poimun paét ovat
hyvin léhella toisiaan ja oikealla tastd virheellisesti etsitty reuna. Taman ilmion
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seurauksena myos lopullisessa mallissa poimujen paét ovat sulautuneet yhteen.
Téllaisissa kohdissa vaadittaisiin hyvin korkea néaytetiheys, ennenkuin nykyiset
algoritmit kykenisivét rakentamaan pinnan oikein.

(=

Kuva 5.8 Poimu -ongelma.

Kuvassa 5.7 on editetty vierekkdin Hoppen agoritmilla tuotettu malli satunnaisesta
pallodatasta ja sen pohjalta Hoppen energiafunktiomenetelmalla optimoitu malli. Opti-
moidussa versiossa on noin puolet véhemman kolmioita kuin optimoimattomassa mal-
lissa. Optimoidun version kolmiot ovat selvasti muodoltaan homogeenisempia verrattu-
na alkuperéiseen malliin ja esimerkiksi akuperaisessi mallissa keskella ndkyvét pitkét
jakapeat kolmiot ovat havinnest.

Power crust -algoritmin ongelma on suuri muistintarve. Noin 90000 pisteen kasittely
Sun tybasemalla vei péivig, kunnes kulutti loppuun kaiken koneelle varatusta 600 re-
gatavun heittovaihtomuistista. Enssimméinen neljésosa tyosta suoritettiin muutamassa
minuutissa, mutta tydmuistin loputtua algoritmin suoritus hidastui huomattavasti. Kay-
ténnossa vaaditaan ainakin 512 megatavua muistia yli 100000 pisteen néytteiden kasit-
telyyn. Sun palvelimella 90000 pisteen sydtteen kasittely vel 4-5 tuntia. Jos kéytdssa
olisi riittéavasti muistia, niin gogjat olisivat tdméankin kokoisella syotteella alle puolen
tunnin luokkaa. Kaytetyn toteutuksen tekijét raportoivat sen kykenevan kasittelemaan
30000 pisteen joukon noin kuudessa minuutissa 400 Mhz Sun ty6asemalla. Ajoaikoja
voitaisiin edelleen parantaa kayttdmalla pohjalla tehokkaampia algoritmeja Delaunay-
kolmioinnin ja Voronoi-diagrammin laskemiseen. Suurin ongelma on kuitenkin se, etta
kéaytetty power crust -toteutus antaa lopputuloksen, jossa sama kérki saattaa esiintya
verkossa useita kertoja ja verkko saattaa sisdltéa sarmid, joiden pituus on nolla. Nama
moninkertaiset esiintymét ja tyhja sarmét taytyy siivota pois. Tama kaikki sai aikaan
sen, ettd kuvatulla laitteistolla ja téll& toteutuksella valmiin mallin tuottaminen kesti pa-
himmillaan 1-2 vuorokauitta.
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Hoppen algoritmi toimii huomattavasti pienemmallla maardla muistia. Ajogat olivat
Sun ty6asemalla muutaman minuutin luokkaa. Siind missa power crust -algoritmilla voi
melko vapaasti luottaa eri parametrien oletusarvoihin, vaatii Hoppen algoritmi huo-
mattavasti enemman yrityksié ja parametrien séétoa ennenkuin se saadaan tuottamaan

paras mahdollinen malli.
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6. Yhteenveto

Tassa tyossa tutkin kolmiulotteisten pintojen kuvaamista verkoilla, verkkojen tuotta-
mista automaattisesti ja nilden optimointia. Tavoitteena oli etsi&d mahdollisimman yleis-
pateva menetelma verkon tuottamiseen jarjestaméattomasta kolmiulotteisesta naytejou-
kosta. Tarkemmassa tarkastelussa oli kolme keskeisintd yleistd verkonmuodostusal go-
ritmia. Kaks ndistd algoritmeista perustui pohjimmiltaan Voronoi-solujen napojen ja
kappaleen keskiakselin vélisen suhteen hyddyntdmiseen ja varsinainen niita erottava
tekija oli strategia, jolla verkko tdmén tiedon perusteella rakennetaan. Toinen menre-
telmista ké&yttéa Voronoi-suodatukseks kutsuttua menetelméa ja toinen muodostaa ver-
kon luokittelemalla muunnellun Voronoi-diagrammin soluja sis& ja ulkopuolisiin -
[uihin ja etsiméalla niiden valisen ragjakerroksen. Kolmas tutkittu |éhestymistapa pyrkii
rakentamaan syotteen perusteella pintaa kuvaavan etéisyysfunktion, jonka perusteella
lopullinen verkko muodostetaan kayttamalla implisiittisa pintoja kasittelevia agorit-
meja.

Liséks tarkastelin verkkojen optimointia. Kahta erilaista |&hestymistapaa tutkittiin tar-
kemmin. Toinen pyrkii vahentdmaan kolmioiden lukumééraa tutkimalla verkon paikal-
lista geometriaa jonkin kérjen ymparisttssa ja poistamalla kérjen verkosta mikali pai-
kallinen geometria el kérs liikaa. Toinen menetelma perustui verkon laatua kuvaavan
energiafunktion minimointiin ja alkuperéisen sydtejoukon pisteiden hyddyntamiseen.

Osaa tutkituista algoritmeista kokeiltiin myos kéytanndssa. Verkkoja tuotettiin seka ge-
neerisesti tuotetusta datasta etté |88ketieteel lisestéd magneettiresonansidatasta. Tutkitut
algoritmit olivat power crust —algoritmi ja Hoppen agoritmi. Tulosten perusteella algo-
ritmit tuottivat hyvin erilaisia verkkoja. Suurin ero oli verkkojen monimutkaisuudessa.
Menetelmid el kuitenkaan voida asettaa paremmuus &rjestykseen, silla niiden solveltu-
vuus eri tilanteisiin riippuu lopputuloksen vaatimuksista. Power crust -algoritmi tuottaa
huomattavasti monimutkaisempia mallgja kuin Hoppen algoritmi. Toisaalta power
crust -algoritmin tuottamat pinnat vastaavat Hoppen algoritmia paremmin akuperéista
kappaletta erityisesti monimutkaisilla syotteilla. Hoppen algoritmin tuottamat kolmiot
ovat power crust -algoritmin tuottamiin verrattuna muodoltaan homogeenisempia ja
geometrisiltd ominaisuuksiltaan tasapainoisempia. Lisdksi Hoppen algoritmin tuottamia
mallga voidaan edelleen parantaa Hoppen optimointialgoritmin avulla. Hoppen algo-
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ritmi sellaisenaan on tarkoitettu verkonmuodostusprosessin enssmmaiseksi vaiheeks,
jonka tuloksia seuraavassa vaiheessa muokataan optimointialgoritmilla

enemman tietdmysta algoritmin toiminnasta ja huomattavasti enemman parametrien
sédtamista parhaan lopputuloksen saavuttamiseksi. Hoppen agoritmi kykenee myoés
perusmuodossaan kasitteleméaén pintoja, joissa on reikia ja reunoja, kun taas power
crust -algoritmi tuottaa aina "vesitiiviin" pinnan.

Magneettiresonanssidatalla parhaaseen lopputulokseen pé&astiin power crust —algorit-
milla. Vaaditaan kuitenkin lisdd kehitysty6ta seka magneettiresonanssisyotteiden tuot-
tamisen ettad verkonmuodostusalgoritmien alueella, ennen kuin magneettiresonanssida-
tasta kyetadn muodostamaan topol ogi sesti oikeita verkkoja.
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Liitte A
M etapallot
Metapallot ovat joukko suljettuja kolmiulotteisia pintoja, joiden avulla voidaan helposti
tuottaa symmetristd, topologialtaan pallomaista testidataa. Seuraavassa metapallojen
tarkempi méadrittely. Se on peraisin Chengyang Xun véitoskirjasta [Cxu99].
Maaritelaan  x=(x,y,2), a=(a,.a,a,), b=(b,b,b,), m=(m,m,m,) ja
n=(n,n,,n,). Taléin metapallo x(q,f ) mééritell&n seuraavasti

x=(a, +b, comg ) cos(n,f ))sin(q) cosf )

y = (a, +b, codmg)cosn,f ))sin(a)sin(f )

z=(a, +b, cos(m,q)cos{nf ))cos(a)
missa 0£qg <p ja OE£f <2p . Tassa tydssa kaytetty testidata oli tuotettu seuraavilla

arvoilla: a=(2,21), b=(050.5,0.5), m=0, n=(6,6,6). Tama tuottaa muodoltaan
kuusisakarai sta téhtea muistuttavan kappal een.



LiiteB
Mallin tuottaminen power crust -algoritmilla

Algoritmin kehittdjien tekemd, vapaasti levitettavd toteutus |Gytyy osoitteesta
http://www.cs.utexas.edu/user samenta/power crust/welcomehtml. Sen kdantdminen Sun tyo-
asemilla onnistui ongelmitta ja se kdantynee hyvin useimmissa Unix ymparistoissa. Li-
séks koodista on saatavissa my6s Windows ympéristdssa toimiva versio osoitteesta
http://www.cs.princeton.edu/~min/powercrust/. Paketti siséltéd itseasiassa kolme eri
ohjelmaa. Térkein on varsinainen power crust-ohjelma, jolla verkon muodostus tapah-
tuu. Lisdks mukana on orient ja simplify -nimiset ohjelmat. Orient-ohjelman avulla
powercrustilla tuotetun mallin pinnat voidaan kééntéa loogisesti samaan suuntaan, silla
algoritmin suorituksen jalkeen osa niista saattaa osoittaa pinnan sisgpuolelle ja osa U-
kopuolelle. Simplify —ohjelmalla taas voidaan yksinkertaistaa powercrustin suorituksen
aikana syntynytta kappaleen keskiakselia. Tdma yksinkertaistettu keskiakseli voidaan
antaa uudel leen syotteeksi powercrust-ohjelmalle.

Powercrustille sytte annetaan PTS tiedostona, joka on yksinkertainen ascii-muotoinen
tapa kuvata pistgoukko. Siind pisteiden koordinaatit on lueteltu tiedostossa aina yksi
piste rivia kohden.

Mallin tuottaminen ja optimointi Hoppen algoritmelilla

http://r esear ch.micr osoft.com/~hoppe/codehtm. Paketti sisdltéd toteutukset seké@ luvussa
kolme esiteltyyn Hoppen verkonmuodostusalgoritmiin etta luvussa nelja esiteltyyn
energiafunktioihin perustuvaan verkon optimointialgoritmiin. Koodi on toteutettu C++-
kielellg, ja sen kdantaminen Gnu C -k&antgalla Sun tydasemalle vaati hieman lisatyota.
Lahinnd ongelmia aiheuttivat muuttujien ndkyvyysaluest, joita koskevat séannét ovat

ilmeisesti muuttuneet C++-standardissa sitten koodin kirjoittamisen. Mikali k&antg assa

helpostikin. Muuten jokaista ongel mia aiheuttavaa kohtaa taytyy muokata kasin.

Paketin mukana tulee esimerkkitapauksia sisdltava hakemisto, jossa on Reconstruct-
niminen skripti eréddn esimerkkitiedoston kasittelyyn. Tata tyota varten tuotetut mallit



muodostettiin muokkaamalla tata skriptia sopivasti. Muokkaaminen tarkoittaa |ahinna
tiedostonimen muuttamista ja sopivan naytetiheysparametrin antamista.

|tse tehdyt tyokalut

Tyon kaytannénosuuden yhteydessa syntyi joukko pienia apuohjelmia. Lahinna niita
tarvittiin datan vaihtamiseksi formaatista toiseen, vamiiden mallien siivoamiseen ja
metriikoiden mittaamiseen malleista. Mikdli joku tarvitsee tamankaltaisia tyckaluja,
niin niiden lahdekoodi on saatavissa tekijalta. Ohjelmat on toteutettu ANSI C:lla ja pa-
ketti kdantyy sellaisenaan ainakin Sun tydasemilla. Mukana ovat seuraavat tyokalut:

Convert3d on tytkalu 3d verkkojen muuttamiseks formaatista toiseen. Ohjelma toimii
kuten Unix maailmassa kaytetty convert-niminen kuvaformaattien vaihtoon tarkoitettu
ohjelma. Talla hetkella muunnokset onnistuvat vain Geomview OFF -formaatin ja
Hoppen kayttaman m-formaatin vélilla seka rgjoitetusti POV-Ray ohjelman POV-
formaatin valilla Uusia muunnoksia on kuitenkin helppo lisaté jalkeenpain.

Meshinfo ilmoittaa OFF —formaatissa annetusta verkosta joukon metriikoita. Se il-
moittaa verkon kérkien, sarmien ja kolmioiden lukuméérén sekd Eulerin karakteristi-
kan. Liséks kerrotaan kolmioiden muotoa kuvaavia arvoja, seké suurin l6ydetty kérjen
asteluku.

Cleanoff on tyokalu, jolla OFF-formaatissa annetusta verkosta voidaan siivota pois
moninkertaiset kérjet ja kolmiot, joiden pinta-ala on nolla. Lopputuloksena annettu
verkko on muutettu kolmioverkoksi, mikdi syote sisdls my6s muita monikulmioita.
Kéytetty siivousalgoritmi on yksinkertainen ja hidas, ja sen tehokuutta voitaneen pa-
rantaa. Myoskin vaihtamalla kolmiointialgoritmia voidaan saada komioiden muoto
geometrisesti paremmaksi, mikali syotteessd on muitakin monikulmioita. Lahinna tata
tyokalua kaytettiin power crust -toteutuksen antaman tuloksen siivoamiseen.

Pts2hoppe on tydkalu, jolla PTS muodossa oleva pistejoukko voidaan muuttaa Hoppen
algoritmin k&yttamaén muotoon.

Ptsclean kay |api PTS muodossa annetun pistejoukon ja tarkistaa, ettei se sisalla no-
ninkertaisia esiintymia samasta pisteesta. Jos tdlaisialdytyy, niin ne poistetaan.

Sphere on tydkalu, jolla voidaan tuottaa satunnaista pallodataa. Se arpoo pallopinnalta
halutun méaéran pisteita ja tallentaa ne PTS muotoiseen tiedostoon.

M etasphere on tyokalu, joka tuottaa metapallodataa ja tallentaa sen PTS muotoiseen
tiedostoon (ks. liite A).






