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Tiivistelma

Tassa tutkielmassa tarkastellaan kahta lukion pitkén matematiikan pakolli-
sen Derivaatta-kurssin (MAA7) kirjaa ja Tampereen yliopiston Analyysi 1 -
kurssilla kdytettavaa opetusmonistetta. Lahteita tarkastellaan matemaattis-
ten teorioiden ja harjoitustehtévien osalta. Tutkielman aluksi esitelladn né-
kemyksia matemaattisesta tiedosta ja ajattelusta, seké nédiden nékemysten
perusteella kehitetty tehtaviluokittelu, jonka avulla harjoitustehtavien tar-
kastelu on tehty. Tehtaviluokittelun tuloksista voidaan péatella, etta lukio-
kirjojen tehtavat painottuvat paaosin laskurutiinin kehittdmiseen. Todistusa-
jatteluun harjaannuttavien tehtdvien méaéra on kirjoissa Analyysi 1 -kurssin
tehtéaviin verrattuna huomattavan pieni. Kirjojen ja opetusmonisteen mate-
maattisia sisdltoja tarkastellaan jakamalla ne Derivaatta-kurssin keskeisten
sisaltéjen mukaan pienempiin osiin. Tutkielman lopuksi todetaan, etta lukio-
kirjojen teoriaosioista seka niihin johdattelevista ja niitd havainnollistavista
esimerkeista valittyy kuva kaytdnnonlaheista ja havainnollisuuteen nojaavas-
ta matematiikasta.
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Johdanto

Koulumatematiikan tason heikkenemisestéa on puhuttu paljon viime aikoina.
Huolimatta siité, ettd esimerkiksi PISA-tutkimusten valossa Suomea voitai-
siin pitda koulumatematiikan mallimaana, on lukion jalkeisissé oppilaitoksis-
sa opiskelevien matematiikan perustaitojen ja matemaattisen ymmaéarryksen
todettu tutkimusten nojalla (Ks. Esim.[2], [11]) olevan heikkoa.

Oman kokemukseni nojalla voin todeta, ettd lukion matematiikan oppi-
tunnit noudattavat tavallisesti aina samaa kaavaa: ensin tarkastetaan ko-
titehtéavéat, jonka jalkeen opettaja esittda uuden asian opiskelijoille yleensa
oppikirjaa apunaan kéyttiden. Téméan jalkeen opiskelijat harjoittelevat teke-
mélla oppikirjan tehtéviéd ja jatkavat samaa tyoskentelyé viela kotitehtéavien
muodossa. Voidaan siis todeta, ettéd oppikirjoilla on suuri rooli koulumate-
matiikassa.

Tassa pro gradu -tutkielmassa tarkastellaan kahta lukion pitkan mate-
matiikan pakollisen Derivaatta-kurssin (MAA7) kirjaa ja Tampereen yliopis-
tossa Analyysi 1 -kurssilla kiytettavaa opetusmonistetta. Lahteitéd tarkastel-
laan matemaattisten esitysten ja harjoitustehtdvien osalta. Tarkoituksena on
saada yleiskésitys siitd, kuinka ldhteet késittelevat lukion Derivaatta-kurssin
keskeisimpié sisaltojé ja millaisia ajattelutapoja niiden harjoitustehtéavat vaa-
tivat.

Tutkielman aluksi esitellaén nakemyksiéd matemaattisesta tiedosta ja ajat-
telusta, luvussa 3 esitellaén tutkielmassa tehtavien tarkasteluun kaytetty teh-
tavaluokittelu, jonka tuloksia esitelladn luvussa 5. Luvussa 6 tarkastellaan
kirjojen ja opetusmonisteen matemaattisia esityksia jakamalla ne Derivaatta-
kurssin keskeisten sisdlt6jen mukaan pienempiin osiin. Tarkasteltavat lahteet
ovat: Analyysi 1 [4], Pitkd matematiikka 7 [8] sekd Pyramidi 7 [9].



1 Lukion opetussuunnitelman perusteet

Lukio-opetuksen tavoitteiden, sisaltojen seké toteutuksen keskeisin méaarit-
tdja on Opetushallituksen lukion opetussuunnitelman perusteet. Viimeisin
opetussuunnitelma, Lukion opetussuunnitelman perusteet 2003 [10], on otet-
tu kdyttoon elokuusta 2005 alkaen. Koulutuksen jarjestéjien tulee laatia omat
opetussuunnitelmansa siten, ettd ne noudattavat Opetushallituksen laati-
mien perusteiden tavoitteita ja keskeisia sisdltojé. Perusteissa madritellaén,
etta lukiokoulutuksen tehtavané on varustaa opiskelijat laajalla yleissivistyk-
sella ja antaa riittdvat valmiudet jatko-opintoihin. Lisdksi mainitaan, etta
kaiken opetuksen tulee pohjautua oppimiskasitykseen, jonka mukaan oppi-
minen on seurausta opiskelijan tavoitteellisesta ja aktiivisesta toiminnasta,
jossa han vuorovaikutuksessa opettajan, muiden opiskelijoiden ja ympéris-
ton kanssa kasittelee ja tulkitsee vastaanottamaansa informaatiota aiempien
tietorakenteidensa pohjalta.

1.1 Matematiikka

Lukion matematiikan yleisenéd tavoitteena opetussuunnitelman perusteiden
[10] mukaan on ”. .. tutustuttaa opiskelija matemaattisen ajattelun malleihin
ja matematitkan perusideoihin ja rakenteisiin, opettaa kdyttamdan puhuttua
ja kirjoitettua matematitkan kieltd sekd kehittdmddan laskemisen ja ongelmien
ratkaisemisen taitoja.” Erityisesti painotetaan sita, ettd opiskelijoita tulisi
ohjata ymmaéartdmaidn matemaattisten kéasitteiden merkityksia seké niiden
yhteytta laajempiin kokonaisuuksiin.

Matematiikan pitkdn oppimddrdin tavoitteena on antaa tarvittavat ma-
temaattiset valmiudet lukion jélkeisia ammatillisia opintoja tai korkeakou-
luopintoja varten. Perusteissa mainitaan myos, ettd opintojen tavoitteena
on antaa opiskelijalle tilaisuus matemaattisten késitteiden ja menetelmien
omaksumiseen sekd matemaattisen tiedon luonteen ymmartamiseen. Lisak-
si opiskelijan tulisi myos oppia ymmértaméaan ja kayttdmaan matematiikan
kieltd monipuolisesti, hahmottamaan matemaattisen tiedon loogisia rakentei-
ta seké kasittelemédan tietoa matematiikalle ominaisella tavalla. Tavoitteik-
si asetetaan myo6s ongelmanratkaisutaitojen kehittyminen seka kaytettyjen
perustelujen patevyyden ja tulosten yleistettavyyden arvioinnin oppiminen
[10].



1.2 Derivaatta-kurssi (MAAT)

Derivaatta-kurssin tavoitteet ja keskeiset siséllot on opetussuunnitelman pe-
rusteissa [10] annettu seuraavasti:

TAVOITTEET
Kurssin tavoitteena on, etté opiskelija

e osaa maarittda rationaalifunktion nollakohdat ja ratkaista
yksinkertaisia rationaaliepéyhtaloitéa

e omaksuu havainnollisen késityksen funktion raja-arvosta, jat-
kuvuudesta ja derivaatasta

e madrittda yksinkertaisten funktioiden derivaatat

e osaa tutkia derivaatan avulla polynomifunktion kulkua ja
maarittaa sen aariarvot

e osaa maarittad rationaalifunktion suurimman ja pienimmaén
arvon sovellusongelmien yhteydessa.

KESKEISET SISALLOT

e rationaaliyhtalo ja -epayhtalo

e funktion raja-arvo, jatkuvuus ja derivaatta

e polynomifunktion, funktioiden tulon ja osaméiran derivoi-
minen

e polynomifunktion kulun tutkiminen ja &ariarvojen madarit-
taminen

2 Matemaattinen tieto ja ajattelu

Tiedon késite jaetaan usein kahteen eri tyyppiin, joissa tieto erotellaan kar-
keasti tiedon algoritmiseen osaamiseen ja tiedon ymmaértamiseen. Matemaat-
tista ajattelua ja matematiikan oppimisprosesseja tutkittaessa voidaan ma-
temaattinen tieto jaotella proseduraaliseen ja konseptuaaliseen tietoon, joista
ensimmainen sisaltdéd formaalin kielen, sadnnot, toimintakaavat ja algoritmit
ongelman ratkaisemiseksi ja jalkimméinen on tietoa asioiden keskinaisistéa
suhteista ja riippuvuuksista. Tassa luvussa esitetyt nakemykset matemaatti-
sesta tiedosta ja ajattelusta pohjautuvat padosin Joensuun yliopiston mate-
matiikan opetuksen ja oppimisen professori Lenni Haapasalon [3], Tampereen
yliopiston matematiikan didaktiikan lehtori Jorma Joutsenlahden [6] [7] seka
kasvatustieteen tohtorin, matemaattisten aineiden lehtori Raija Yrjonsuuren
[12] esittamiin ajatuksiin.



2.1 Proseduraalinen ja konseptuaalinen tieto

Proseduraalinen tieto muodostuu matematiikan formaalista kielesté, kasit-
teiden symbolisista esityksista seka saédnnoista ja algoritmeista. Proseduraa-
linen tieto nahdadn operaatioiden kayttotaitona, jonka avulla voidaan saa-
vuttaa haluttuja tavoitteita. Joutsenlahti [6] toteaa, ettd harjoittelun myota
tieto voi automatisoitua ja mahdollistaa siten hyvinkin nopean ja tehokkaan
ongelmanratkaisun. Automatisoituneen toimintamallin kaytto ei valttaméattéa
vaadi suorituksen tietoista ajattelua tai ymmartamista.

Konseptuaalinen eli kasitteellinen tieto nahdaan keskeisten periaatteiden
ja késitteiden, seka niiden vélisten suhteiden yleisena ja abstraktina tieta-
misend ja ymmértdmisend. Haapasalon [3] mukaan konseptuaalinen tieto ei
muodostu irrallisista yksikoisté, vaan kasitteet ja proseduurit liittyvat toisiin-
sa muodostaen semanttisen verkon. Taméa konseptuaalinen verkko ei perus-
tu ainoastaan objektiiviseen tietoon, vaan se rakentuu myos yksilon omista
mentaalisista konstruktioista.

Joutsenlahti [6] summaa, etté konseptuaalista tietoa ei voi saavuttaa pel-
kdn ulkoa opettelun kautta, vaan tiedon oppimisen on tapahduttava niin
sanotun mielekkédan oppimisen tavalla. han nékee oppijalle mielekkédan oppi-
misen kautta opittujen proseduurien linkittyvin konseptuaalisen tietoon ja
olevan silloin laajemmin oppijan sovellettavissa ongelmanratkaisutilanteis-
sa kuin ulkoa opittujen proseduurien. Konseptuaaliseen tietoon yhdistetaan
usein kasite "ymmérrys” ja riittdvan konseptuaalisen tiedon hallinnan néh-
ddan mahdollistavan syvallisemmén tiedonmuodostuksen. Joutsenlahti kui-
tenkin muistuttaa, ettei konseptuaalista tietoa voitaisi ilman proseduureja
kaantad ja muuntaa muodosta toiseen, joten molemmat tiedonlajit ovat valt-
tamattomia ja vahvasti toisiinsa linkittyneita. Jos matemaattiset kasitteet ja
proseduurit eivat ole opiskelijan mielessa toisiinsa linkittyneita, saattaa opis-
kelija kylla 16ytaa ennalta harjoitellun ratkaisumallin kasitteleméansa mate-
maattiseen ongelmaan, kuitenkaan ymmartaméatta tekeméaiansa.

Opittu matemaattinen tieto ei Joutsenlahden [6] mukaan ole selkeésti
luokiteltavissa joko puhtaasti proseduraaliseksi tai konseptuaaliseksi, vaan
se sisaltda aina merkityksellisid ja perustavaa laatua olevia yhteyksia naiden
tiedonlajien vélilla. Eri aikakausina matematiikan opetuksessa on korostet-
tu joko laskutaitoon tai ymmaértdmiseen panostamista. Kuten seuraavasta
lainauksesta voidaan huomata, huomioidaan nykyisessa lukion opetussuun-
nitelmassa [10] matematiikan opetuksessa molemmat tiedon lajit:

"Matematiikan opetuksen tehtéavané on tutustuttaa opiskelija ma-
temaattisen ajattelun malleihin sekd matematitkan perusideoihin
ja rakenteisiin, opettaa kdayttimddan puhuttua ja kirjoitettua mate-



matiikan kieltd sekd kehittid laskemisen ja ongelmien ratkaisemi-
sen taitoja. Matematiikan opetustilanteet jarjestetdan siten, etta
ne herdttavat opiskelijan tekeméaén havaintojensa pohjalta kysy-
myksid, oletuksia ja paidtelmid sekd perustelemaan niita. Erityi-
sesti opiskelijaa ohjataan hahmottamaan matemaattisten kasittei-
den merkityksid ja tunnistamaan, kuinka ne liittyvdt laajempiin
kokonaisuuksiin.”

2.2 Matemaattinen ajattelu

Matemaattinen ajattelu on késitteena yleinen ja kaytetty matematiikan di-
daktiikan kirjallisuudessa ja koulujen opetussuunnitelmissa. Kasitetta kui-
tenkaan harvoin selitetdan, joten lukijan on muodostettava siitd oma kasi-
tyksenséa kontekstin perusteella. Matemaattinen ajattelu voidaan méaaritella
hyvinkin eri tavoin tutkimuslahtokohdista riippuen (Esim. [6, s. 64]). Jout-
senlahti [7, s. 367] maarittelee matemaattisen ajattelun seuraavasti:

"Matemaattinen ajattelu on oppijalle merkityksellisten matemaat-
tisten tietojen (konseptuaalista, proseduraalista tai niiden yhdis-
telmé&) prosessointia. Tiedon prosessointi voi olla muun muassa in-
tentionaalista ongelmanratkaisua, opittavan asiasisallon ymmaér-
tamista tai uteliaisuuden ja intuition ohjaamaa omaehtoista tie-
tojen tutkimista. Toisaalta tietoisuus ajatteluprosesseista ja nii-
den hallinnasta on osa oppijan tietorakennetta. Oppijan kyvyt,
asenteet, uskomukset ja kulloisetkin tiedot ja taidot rajaavat ja
suuntaavat ajatteluprosessia.”

Joutsenlahden mukaan matemaattista ajattelua voidaan havainnoida paa-
asiassa kahdessa eri prosessissa: késitteen muodostumisessa ja ongelmanrat-
kaisussa. Nama kaksi eri prosessia mainitaan myo6s lukion opetussuunnitel-
man perusteissa matematiikan opetuksen keskeisina tavoitteina [10].

2.3 Matemaattisen ajattelun arviointi

Matemaattisen ajattelun tason arviointi perustuu hierarkkisiin teorioihin,
jotka kuvaavat ajattelun ja ymmartamisen kehittymista vaiheittaisina, toisis-
taan erotettavina prosesseina. Kaytannon tasolla ajattelun havainnointi ta-
pahtuu joko oppijaa reaaliaikaisesti tarkkailtaessa tai vaihtoehtoisesti paat-
telemalld suoritetuista tehtavista niiden ratkaisuun tarvittavia ajattelupro-
sesseja. Jalkimmaista lahestymistapaa kaytetadn suurten joukkojen mittauk-

sissa yleisesti (PISA, TIMMS).



Benjamin Bloomin vuonna 1956 kehittdma Bloomin taksonomia auttaa
osaamisen tason ja kasvatustavoitteiden analysoinnissa. Bloomin taksono-
miassa tiedollinen osaaminen jaetaan kuuteen hierarkkiseen tasoon, joista
jokainen ylempi taso sisdltda alemmat tasot. Nama kuusi tasoa alimmas-
ta ylimpaéan ovat: tietaminen, ymmdrtaminen, soveltaminen, analysoiminen,
syntetisoiminen ja arvioiminen. Bloomin luomaa kategorisointia on hyodyn-
netty myos matematiikan alalla maéritettdessd ja arvioitaessa opiskelijoi-
den kompetensseja. Bloomin taksonomiassa ymmaéartamisen (comprehension)
sijoittuminen toiseksi alimmaksi tasoksi on herdttényt keskustelua. Bloo-
min taksonomiaa voidaan kuitenkin pitda kokonaisuudessaan ymmartami-
seen (understanding) téhtaavina taksonomiana (Ks. Esim. [1, s. 94]). Kyse
on siis ldhinné kasitteen ymmdrtiminen maéarittelysta. Kaytetyin matema-
tiikan osaamista analysoiva teoria on Bloomin taksonomiasta vuonna 1971
kehitetty Wilsonin taksonomia, jossa on nelja hierakkista tasoa: laskutaito,
ymmdartaminen, soveltaminen ja analyysi. Joutsenlahti on Wilsonin taksono-
mian pohjalta maaritellyt matemaattisen ajattelun tasot seuraavasti
6, s. 123]:

e Alin matemaattisen ajattelun taso on laskutaito, joka ei edellytéd teh-
tavassa paatoksentekoa, ainoastaan tosiasiatiedon muistamista. Lasku-
taito edellyttad kykya kdyttaa opittua algoritmia tehtavéin ratkaisemi-
seksi, mutta algoritmia ei tarvitse itse osata valita. Keskeisimpia piirtei-
té ovat yksinkertaiset muistamisharjoitukset, rutiininomaiset kasittely-
harjoitukset, terminologian tunteminen ja algoritmien kayton hallinta.

e Seuraava taso on ymmdrtiminen. Tamén tason tehtavéin ratkaiseminen
vaatii tekijaltdan paatoksentekoa ja edellyttaa myos kykya noudattaa
tiettya ajatusketjua. Keskeisimpia piirteita ovat kasitteen, periaatteen,
sdannon, yleistyksen tai matemaattisen rakenteen tietdminen, tehtavin
eri osien muuntaminen muodosta toiseen ja menetelmien yleistdminen
seké tehtavan loogisuuden seuraaminen ja ymmartaminen.

e Kolmas taso on soveltaminen, joka vaatii useiden tehtavan ratkaisuun
johtavien perakkéisten reaktioiden hallitsemista. Tamaéan tyyppisten teh-
tavien ratkaisu vaatii paatoksentekoa, mutta tehtéavien ratkaisut ovat
usein rutiiniluonteisia tehtédvin tutun luonteen vuoksi. Keskeisimpia
piirteitd ovat rutiinitehtavien ratkaiseminen, vertailujen tekeminen, tie-
tojen erotteleminen sekd mallien ja rakenneyhtéalédisyyksien hyvéksi-
kaytto.

e Korkein taso on analysoiminen, johon liittyy laheisesti luovuus ja kek-
simisen kokemukset. Tehtéavan ratkaisija joutuu pilkkomaan ongelman



osiin ja kokoamaan ongelman kokonaisratkaisun osaratkaisujen pohjal-
ta. Keskeisimpia piirteita ovat ei-rutiinitehtavien ratkaiseminen, relaa-
tioiden loytaminen, todistusten konstruinti seké yleistysten muodostus
ja koettelu.

Matemaattisen ajattelun kehittymista laajasti tutkinut Raija Yrjonsuu-
ri [12] on kehittdnyt matemaattisten tehtdvien ratkaisumallin lukiolaisten
parissa tekemaansa tutkimukseen ja omiin kokemuksiinsa nojautuen. Mallia
voidaan Yrjonsuuren mukaan kayttad myos matemaattisen ajattelun opiske-
luun. Malli perustuu siihen, etté ratkaistavan ongelman jokaisessa eri vai-
heessa kaytetadn eritasoista matemaattista ajattelua. Ongelmaa ratkaistaes-
sa voidaan sen vaiheista valita jokin tietty alue, jonka ratkaisuun liittyvaa
matemaattisen ajattelun tasoa halutaan kehittaa. Yrjonsuuren ratkaisumal-
lissa on seuraavat vaiheet [12, s. 213] :

1.
. Verbaalisesta kielestéd symboliseen siirtyminen

Matemaattisen tehtavan tavoite

Matemaattisten kéasitteiden, lauseiden ja operaattoreiden ominaisuuk-
sien pohtiminen

Matemaattisen operaattorin kayttaminen

Ongelman rajojen arviointi ja ratkaisun esittdminen

Ensimmaiseen vaiheeseen kuuluu matemaattisen ongelman havaitsemi-
nen, hahmottaminen ja kuvallinen esittaminen. Vaihe vaatii induktiivis-
ta ajattelua, kasitteiden tuntemista ja kokonaisuuksien hahmottamista.
Mikali ratkaisija ei ymmarra tehtdvan matemaattista rakennetta, saat-
taa han paitya kokeilemaan mita tahansa tuntemaansa menetelméa.

Toinen vaihe tarkoittaa reaalimaailman tilanteen muuntamista mate-
matiikan kielelle. Kun alku- ja lopputila on esitetty matematiikan kie-
lelld, on ratkaisijan pohdittava muuttujien valintaa sekéd tehtavéssa
mahdollisesti esiintyvié lisdehtoja. Téassé kohtaa tarkedksi nousee reflek-
toiva ja yleistava ajattelu seké késitteiden ettéd rakenteiden koettelu.

Kolmannessa, ominaisuuksia pohtivassa vaiheessa luodaan yhteydet al-
kutilan muuttamiseen lopputilaksi. Téssé vaiheessa tyoskennelldan joko
alkutilan lauseista kohti lopputilaa tai lopputilasta lihemmas alkutilaa.
Keskeista on matemaattisten rakenteiden merkityksien ja periaatteiden
tietdminen niin, ettd valitut muutokset sopivat kokonaisuuteen ja tés-
mentavat operaattorin tai menetelmén valintaa.

Neljannessa vaiheessa matemaattisen operaattorin tai menetelmén kéyt-
tdminen on edeltédvien vaiheiden ansiosta rutiininomaista. Tata mallin

10



osaa voidaan kayttaa erityisesti, kun opiskelija harjoittelee tietyn ope-
raattorin kayttamista "hyvinmaéaritellyssa” tilanteessa. Tavoitteena on,
etta opiskelija oppii késitteiden rakentelulla ja koettelulla eritteleméaén
niita tietoja, ominaisuuksia ja muuttujia, joita tietyn operaation kéyt-
tdminen edellyttaa.

e Viidennessa vaiheessa pohditaan ja arvioidaan ongelman rajoja. Tama
tarkoittaa kaikkien mahdollisuuksien huomioon ottamista ja saatujen
rinnakkaistulosten vertaamista tavoiteltuun lopputilaan ja parhaan tu-
loksen tasmentamista. Téssa viimeisessa vaiheessa pohditaan ollaanko
todella vastaamassa tarkoitettuun tehtavidan. Lopuksi tehtédvan tulos
esitetadn myos reaalimaailman kielella.

3 Tehtavaluokittelun esittely

Tassa pro gradu -tutkielmassa kaytetyn tehtavaluokittelun ovat kehittaneet
Markus Hihkioniemi ja Antti Viholainen. Jyvéskylan yliopiston vuonna 2004
julkaisemassa tutkimuksessa [5] he selvittivit sité, millaiset valmiudet lukion
pitkd matematiikka antaa matematiikan opiskeluun korkeakoulujen teknil-
lisilla ja luonnontieteellisillé aloilla. He toteuttivat tutkimuksensa tehtavé-
luokittelun ja korkeakouluissa opiskeleville tehdyn kyselytutkimuksen avul-
la. Mukana tutkimuksessa olivat Jyvéaskylan ammattikorkeakoulun tekniikan
ja liikenteen ala (JAMK), Teknillisen korkeakoulun sahké- ja tietotekniikan
osasto ja Jyvaskylan yliopiston matematiikan laitos.

Lukion opetussuunnitelman perusteissa [10] pitkdlle matematiikalle ase-
tetaan seuraavat tavoitteet:

"Matematiikan pitkdn oppiméaaran opetuksen tehtavana on antaa
opiskelijalle matemaattiset valmiudet, joita tarvitaan ammatilli-
sissa opinnoissa ja korkeakouluopinnoissa.”

Koska lukion pitkdn matematiikan antamien valmiuksien tutkiminen on
aiheena varsin laaja, paatyivat Héhkioniemi ja Viholainen rajaamaan tut-
kimuksensa koskemaan lukiomatematiikan ja tiettyjen korkeakoululinjojen
matematiikan opintojen yhtéldisyyksia ja eroja. Tehtavéiluokittelun kautta
oli tarkoitus hankkia tietoa siita, millaisia ajattelutapoja erilaiset matemaat-
tiset tehtévat vaativat. Héhkioniemi ja Viholainen kehittivat luokittelunsa
nojautuen luvussa 2 esiteltyihin Wilsonin, Joutsenlahden ja Yrjonsuuren na-
kemyksiin matemaattisesta ajattelusta ja sen hierarkioista. Hahkioniemi ja
Viholainen kertovat luokkien 1-8 olevan nousevassa jarjestyksessa tehtavien
vaatiman matemaattisen ajattelun tason ja abstraktiuden mukaan, mutta
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myontavat ettei jarjestysta voida pitda tdysin ehdottomana. Tehtaviluokkia
9 (Avoimet tehtavat) ja 10 (Kuvatehtavét) he eivét sijoittaneet tille hierarki-
selle asteikolle, silla naiden luokkien tehtavien vaatima ajattelun ja abstrak-
tiuden taso vaihtelee hyvinkin paljon.

Hahkioniemi ja Viholainen [5] myontéavét tehtéviluokittelun olleen todella
vaikeaa, silla usein tehtéavat voidaan ratkaista monin eri tavoin, erilaisia ajat-
telumalleja kédyttaen. Tehtavaluokittelussaan he paatyivat kiayttamaan luo-
kittelun padkriteerinéd tehtévassi haettavan vastauksen luonnetta. Tarkempi
esittely luokittelun synnysté 16ytyy julkaisusta Lukion ja korkeakoulujen ma-
tematitkka. Lukion pitkd matematiikka pohjana korkeakoulutason matematii-
kan opinnoille.

3.1 Tehtavaluokat

Héhkioniemen ja Viholaisen [5] kehittamé tehtaviluokittelu sisdltdd kymme-
nen eri luokkaa, jotka on laadittu sen perusteella, mita tehtavinannossa pyy-
detdan tekemadn seka millaista vastausta tehtédvaan haetaan. Tehtévaluokat
voidaan jakaa neljaan eri yldluokkaan tehtdvan luonteen mukaan. Luokat 1—
8 muodostavat nousevan hierarkian matemaattisen ajattelun ja abstraktius-
tason suhteen. Lisdksi tehtédvaluokkia pidetaén myos toisensa poissulkevina,
jolloin jokainen tehtévé voi kuulua vain yhteen luokkaan [5].

Téassa tutkielmassa kaytetadn Hahkioniemen ja Viholaisen kehittamaa
luokittelumaarittelya sellaisenaan (Ks. [5, s. 38-42]), lukuun ottamatta luo-
kan 10 (Kuvatehtavit) maarittelyéd, jota on hieman muutettu. Luokkaan on
piirtamistehtavien lisdksi otettu mukaan myos tehtévat, joissa ratkaisu saa-
daan suoraan kuvaa lukemalla. Tehtavaluokat ylaluokkineen ovat:

Laskutehtavdt

1. Mekaaniset tehtavat
2. Menetelman harjoitustehtavéit

Etsimisluonteiset ongelmat

3. Lukuarvotehtavat
4. Objektitehtavat

5. Selitystehtavét

6. Ominaisuustehtavit

Todistusluonteiset ongelmat

7. Todistustehtavat
8. Totuusarvotehtéavét
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Muut tehtavdt

9. Avoimet tehtavat
10. Kuvatehtavat

Laskutehtavat

Laskutehtéavien tavoitteena on opiskelijan laskuteknisten taitojen harjoitut-
taminen. Tehtédvissd on valmiiksi annettu lasku, joka pitdéd suorittaa.

1. Mekaaniset tehtavat

Tahéan luokkaan kuuluvien tehtédvien tavoitteena on auttaa opiskelijaa kasit-
teiden ja matemaattisten perustekniikoiden ideoiden ymmartamisessa. Ta-
voitteena on, ettd oppilas oppii kayttaméan algoritmeja ja laskusadntoja.
Tehtéavat ratkeavat seuraamalla mekaanisesti tiettyd algoritmia tai kaytté-
mall& korkeintaan muutamaa, tehtdvanannon perusteella ilmeista laskusaéin-
toa.

Esim. 8, s. 29, t. 53] Miké on funktion raja-arvo kohdassa 4: f(x) = =°=
Esim. [9, s. 100, t. 610] Derivoi: f(z) = z*

2. Menetelméan harjoitustehtavit

Menetelmén harjoitustehtavissé pyydetdaan toteuttamaan jokin maaratty ope-
raatio, joka on kuitenkin monimutkaisempi kuin luokan 1 mekaanisissa tehté-
vissd. Tehtavat ovat mekaanisten tehtavien tapaan laskutehtévia, mutta nii-
den ratkaiseminen ei onnistu suoraviivaisesti algoritmia kayttdmalla. Olen-
naisimpana erona on se, etta tehtavat vaativat ratkaisijaltaan paatoksentekoa
ja harkintaa.

Esim. [8, s. 30, t. 58] Médritd lim,_,, £=1

z—1"
Esim. [9, s. 100, t. 625] Ratkaise yht&lo f'(z) = 0, kun a) f(z) = 2242
b)f(x) = 3(x = 1)(z - 2)

Etsimisluonteiset ongelmat

Taman tyyppisisséd ongelmissa kysytty asia on yksiselitteinen, mutta tunte-
maton. Kysytty asia saadaan selvitettyd tehtdvinannon tietojen perusteel-
la, mutta tehtavinannossa ei méaritella suoritettavaa algoritmia, operaatio-
ta tai laskua, kuten laskutehtavissa. Luonteenomaista téllaisille tehtaville on
se, etta ratkaisuprosessi etenee siten, etta kysytty asia selvida vasta prosessin
lopuksi.
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3. Lukuarvotehtavat

Lukuarvotehtédvien vastauksena on yksikasitteinen lukuarvo tai -arvoja. Teh-
tavissa harjoitellaan yksittdisten ongelmien ratkaisua ja sovelletaan usein
laskutehtéavissa harjoiteltuja menetelmia ja laskusaantoja.

Esim. [8, s.107, t. 237] Suorakulmio, jonka piiri on 12, pyorahtaa yhden si-
vunsa ympari. Mika on muodostuvan suoran ympyralierion suurin mahdolli-
nen tilavuus?

Esim. [9, s. 101, t. 628] Madrita vakio a niin, etta funktion
f(x) = az® + 2ax? + 3z + 76 derivaatalla ei ole nollakohtia.

4. Objektitehtavit

Objektitehtavissa vastauksena on jokin matemaattinen objekti yksittédisen lu-
vun sijaan ja tehtavissa vaaditaan usein symbolien kayttod. Tehtavissa har-
joitellaan usein myo6s tilanteiden kuvaamista yleisella tasolla ja loytdméaan
ratkaisumalleja, joita voidaan soveltaa samankaltaisiin tehtaviin. Objekti-
tehtavat vaativat usein abstraktimpaa ajattelua kuin lukuarvotehtavat.

Esim. [8, s. 128, t. 287] Mitka ovat funktion f(z) = # kuvaajan
a) vaakasuorien b) suoran y = 3z suuntaisten tangenttien yht&lot?

Esim. [9, s. 121, t. 671] Kolmannen asteen polynomifunktio kuvaaja kulkee
pisteiden (0,0) ja (—1,~1) kautta. Funktio on vihenevé vililli [—},1] ja
aidosti kasvava muulloin. Méarita kyseinen polynomifunktio.

5. Selitystehtavit

Tamaén tyyppisissa tehtévissa pyydetaan selitysta tai perusteluja (ei kuiten-
kaan varsinaista todistusta) jollekin asialle tai ilmiolle. Selitystehtévat har-
joittavat perustelukykya ja matemaattisten kéasitteiden syvallisempaa ym-
maérrysta seké kasitteiden valisten yhteyksien hahmottamista.

Esim. [8, s. 38, t. 66] Funktion f(z) = L arvot f(3) = —5 ja f(6) = 13
ovat erimerkkiset. Voidaanko tasta paatelld, ettd funktiolla f on nollakohta
valilla |3, 6[ ?

6. Ominaisuustehtavat

Ominaisuustehtévissa selvitetdan joko yhden tai useamman matemaattisen
objektin ominaisuuksia. Luokkaan kuuluvat esimerkiksi tehtéavat, joissa pyy-
detdan tutkimaan funktion jatkuvuutta tai derivoituvuutta/integroituvuutta
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jossakin laajemmassa joukossa. Tehtavit harjoittavat matemaattista analy-
sointikykyé ja abstraktia matemaattista ajattelua.

Esim. [8, s. 64, t. 141] Milld muuttujan arvoilla funktion
f(@) = =32 + 12% 4 3z — 19 derivaatta on positiivinen?

Esim. [9, s. 22, t. 225] Ratkaise epéayhtilo f(—3z —7) > f(z — 1), kun
f R — R on a) aidosti kasvava b) aidosti viheneva.

Todistusluonteiset ongelmat

Todistusluonteisissa ongelmissa tehtavind on muodostaa paittelyketju, jos-
sa lahtotietojen perusteella osoitetaan tunnettu vaite oikeaksi. Kun etsimis-
tehtévissé tavoitteena on selvittad kysytty tulos, on todistustehtéivissa tulos
selvilla, mutta sille on 16ydettava riittavit perustelut. Todistustehtévien rat-
kaiseminen vaatii formaalia ajattelua.

7. Todistustehtavat

Taman tyypin tehtdvissa on suoraan annettu oletukset ja niista seuraava
viite. Ratkaisijan ei tarvitse itse muodostaa viitetta eika arvioida sen to-
tuusarvoa.

Esim. [8,s. 86 t. 193] Osoita, ettdi muotoa f(z) = z° — az? + a*x oleva
funktio on kaikkialla aidosti kasvava, olipa vakiolla a miké reaaliarvo tahansa.

Esim. [9, s. 73, t. 507] Osoita, etta funktio f(z) = |;;;’ on jatkuva reaali-
lukujen joukossa R.

8. Totuusarvotehtavat

Totuusarvotehtavissa pitaa selvittda pitaako tehtavinannossa esitetty vaite
paikkansa vai ei. Totuusarvon selvittdminen voi vaatia joko jonkin menetel-
mén kayttoa tai joskus totuusarvo on vain "arvattava” ja muodostettava sille
perustelut. Mikéli viite on tosi, perusteluksi on esitettiva todistus. Vaitteen
vaaraksi toteamiseen riittaa sopiva vastaesimerkki. Taman luokan tehtévat
vaativat todistustaidon lisdksi vaitteeseen liittyvien vaihtoehtoisten tilantei-
den hahmottamista ja keksimista.

Esim. [Harj. 4, t. 3] Olkoon f : R — R aidosti kasvava, g : R — R aidosti
vihenevé ja I C R sellainen vili, ettd g o f ja f o g ovat méaariteltyja valilla
I. Onko g o f vélilla I aidosti kasvava, aidosti vihenevé vai ei vélttaméattéa
kumpaakaan? Enta f o g7
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Muut tehtavat

Tahan paialuokkaan on sijoitettu avoimet tehtévat ja kuvatehtavat, joita ei
voitu sijoittaa muihin paaluokkiin.

9. Avoimet tehtavat

Avoimet tehtavéit ovat usein kaikkein monipuolisimpia ja erityista luovuutta
vaativia. Avoimen tehtdvan ratkaisuprosessissa voi tulla vastaan osatehtévi,
jotka voivat kuulua mihin tahansa edellisista tehtavéiluokista tai nekin voi-
vat olla avoimia. Useissa avoimissa tehtavissd pyydetaén tutkimaan jotakin
ilmiota tai asiaa. Tehtévan téydellinen suorittaminen vaatii yleensa erilaisien
menetelmien kayttod, kyseessa olevan aihepiirin kokonaisvaltaista hallintaa
seké useiden erilaisten nédkokulmien huomioon ottamista.

Esim. [Harj. 5, t. 5] Tutkittava funktion f: R — R; f(z) = 2 + |x] jatku-
vuutta pisteissd x = 0 ja x = 1. (Lattiafunktio |x| = suurin kokonaisluku,
joka < x.)

10. Kuvatehtavat

Tahan tehtéavaluokkaan kuuluvat tehtéavat, joissa pyydetdan piirtdmaan kuva
jostakin tilanteesta. Kuvatehtavit vaativat toisinaan myos ominaisuustehta-
vien tapaan matemaattisten objektien analysointiajattelua. Mikali piirretté-
vaan tilanteeseen liittyy useita matemaattisia objekteja, vaatii se ratkaisijal-
ta myos kykyéd hahmottaa kokonaistilanteita ja objektien vélisten suhteiden
ymmartamista. Lisaksi tehtédvaluokkaan on téssé tutkielmassa otettu mukaan
tehtavat, joissa tehtavan ratkaisu loytyy kuvasta lukemalla.

Esim. [9, s. 130 t. 701] Maaritd annetun kuvaajan (Kuva 1) perusteella
funktion dariarvokohdat, dariarvot ja dariarvopisteet.

yl

1T

L

o
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Kuva 1: Tehtéavan 701 kuvaaja.
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Esim. [8, s. 48, t. 105] Funktio f on derivoituva kaikkialla, funktion f ku-
vaaja kulkee origon kautta ja funktion f derivaatta jokaisessa kohdassa z on
a) z b) 2 — x. Hahmottele funktion f kuvaaja.

3.2 Tehtavaluokittelusta saatava informaatio

Hahkioniemen ja Viholaisen [5] mukaan luokittelun avulla saadaan kerét-
tyé tietoa tehtavien ongelmaluonteesta, strategiatyypista (etsimis- vai todis-
tamisongelma), matemaattisen ajattelun ja abstraktiuden tasosta. He ovat
perustaneet téssa alaluvussa esiteltdvat nakemyksensda aiemmin luvussa 2
esitettyihin nakemyksiin matemaattisesta tiedosta ja ajattelusta.

Mikéali tehtavit ovat padasiassa laskutehtavia (luokat 1 ja 2), voidaan
niiden Hahkioniemen ja Viholaisen mukaan ajatella kehittdvan enemméan
toimintaan suuntautunutta, algoritmista ajattelua ja proseduraalisen tiedon
muodostumista. Matemaattisen ajattelun ja abstraktiuden taso jaa talloin
alhaiseksi. Jos tehtéavissa keskitytdan vain operaattoreiden kayton harjoitte-
luun, tuottaa verbaalisesta kielestd matematiikan kieleen siirtyminen seké
kasitteiden, lauseiden ja operaattoreiden ominaisuuksien pohtiminen opiske-
lijalle Hahkioniemen ja Viholaisen mukaan vaikeuksia. Menetelmén harjoit-
telutehtavat (luokka 2) voivat kylla vaatia hieman syvempéékin ajattelua,
mutta ajattelu on kuitenkin padosin algoritmista.

Ongelmatehtévissa (luokat 3-8) Hahkioniemen ja Viholaisen mukaan nous-
taan ajattelussa korkeammille, ymmaértédmisen, soveltamisen ja analysoimisen
tasoille. Ongelmien avulla voidaan kehittaé reflektoivaa ajattelua ja konsep-
tuaalisen tiedon muodostumista. Ongelmatehtavissé keskitytadn enemmén
ajatteluun ja ymmartamiseen. Ongelmatehtéavit voidaan strategiatyypin mu-
kaan jakaa etsimis- ja todistusongelmiin, joista jalkimmaiset edustavat kor-
keinta matematiikan ajattelun tasoa.

Etsimisongelmista lukuarvotehtévit (luokka 3) ovat konkreettisia ja ajat-
telun tasoltaan usein vihemman vaativia kuin muut etsimisluokan tehtavét.
Objekti- ja ominaisuustehtavit (luokat 4 ja 6) sen sijaan vaativat yleisempié
ratkaisuja ja siten myos abstraktimpaa ajattelua.

Todistusluonteiset tehtavit (luokat 7 ja 8) Hahkioniemi ja Viholainen si-
joittavat korkeimmalle matemaattisen ajattelun tasolle. Ne kehittavit mate-
maattista ajattelua ja painottavat ymmértamista. Selitystehtévia (luokka 5)
ja avoimia tehtavia (luokka 9) pidetdin usein pedagogisesti hyviné, luovuutta
ja ymmarrysta kehittavina.
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4 Kirjojen ja monisteen esittely

Tutkielmassa tarkastelun kohteena olevat kaksi pitkdn matematiikan Deri-
vaatta-kurssin (MAAT) kirjaa ovat WSOY:n kustantama Pitkd matematiik-
ka 7 seka kustannusosakeyhtio Tammen Pyramidi 7. Kirjasarjat ovat Tam-
pereen kaupungin lukioiden kaksi kédytetyinta. Lukiokirjojen lisaksi tarkas-
telun kohteena on Tampereen yliopiston matematiikan laitoksella analyysin
perusopetuksessa kaytossa oleva Analyysi 1 -moniste.

4.1 Pitka matematiikka

Pitkd matematiikka 7 — Derivaatta on WSOY Oppimateriaalit Oy:n kustan-
tama oppikirja. Kirjan luvut alkavat késiteltavdaan aihepiiriin johdatteleval-
la ongelmalla tai esimerkilld, jota seuraa teoriaosio. Teoriaosiot on erotet-
tu muusta tekstistd huomiovérilla ja niitd on usein havainnollistettu kuvin.
Teoriaosioiden sisalla kédytetédan asioiden jasentdmiseen otsikointia ja joitain
erillisia lauseita on korostettu laatikoimalla. Uuden teorian jalkeen annetaan
esimerkkeja. Kirja ei kayta lainkaan kasitteitd mddritelmd ja lause.
Jokaisen luvun lopuksi seuraa harjoitustehtévié, jotka on jaettu kahteen
eri sarjaan. Sarjojen I ja II eroista kerrotaan kirjan johdannossa. Sarjan I
tehtavat sisaltavat perustehtavia, jotka harjoituttavat uusia menetelmia ja
tukevat opitun ymmartdmista. Sarjan II tehtavit sisaltédvéit perustehtavien
lisaksi vaativampia, soveltavia tehtavia. Kirjan harjoituksiin 16ytyy vastauk-
set kirjan lopusta. Kirjan loppupuolella on kertausluku, johon kirjan kaikki
teoriaosiot on koottu ja niita kerrataan esimerkein ja harjoitustehtavin.

4.2 Pyramidi

Pyramidi 7 — Derivaatta on kustannusosakeyhtio6 Tammen oppikirja. Kirja
alkaa lyhyella analyysin historialla, josta selviad muun muassa Newtonin ja
Leibnizin tyo derivaatan ja integraalin keksimisessé. Kirjan alaluvut alkavat
joko asiaan johdattelevilla esimerkeilld tai asiaan liittyvien peruskasitteiden
maéarittelylla. Teoriat, joita on usein havainnollistettu myos kuvin, on koot-
tu varillisiin, otsikoituihin laatikoihin. Kirja kayttda késitteita mddritelmd ja
lause. Teoriaosioita seuraa esimerkkeja, joissa edella kerrottua viela havain-
nollistetaan.

Jokaisen alaluvun lopuksi on tehtévia, jotka on jaoteltu alaotsikoiden
avulla vastaamaan tekstiosan otsikointia. Kirjan johdannossa tehtéavien ker-
rotaan olevan suurin piirtein vaikeusjarjestyksessa ja niiden vastaukset 16yty-
vét kirjan lopusta. Kirjan lopusta l6ytyy kolme harjoituskoetta seké teoriois-
ta koottu kertausosa. Kirjassa esiintyy myos viittauksia Internet-materiaaliin

18



(PyraNetti 7), johon on koottu niin syventavéé teoriatietoa, kuin vaativam-
pia tehtavidkin.

4.3 Analyysi 1 -moniste

Analyysi 1 -moniste on Tampereen yliopiston Analyysi 1 -peruskurssilla kéy-
tossé oleva opetusmoniste, jonka on koonnut Camilla Hollanti (2009). Monis-
te alkaa pitkélla lukijalle osoitetulla tekstilla, jossa késitelladn matematiikan
ja sen opiskelun luonnetta. Tekstissd avataan myos késitteiden mddritelmd
ja lause merkityksia ja pohditaan mita on analyysi.

Monisteen luvut aloitetaan useimmiten suoraan késitteiden maarittelylla
ja luvut koostuvat péaosin otsikoiduista esimerkeisté, lauseista ja maéritel-
mistd. Muuta tekstid monisteessa ei juurikaan ole. Monisteessa esiintyvia
lauseita ja méaaritelmia havainnollistetaan niitd seuraavilla esimerkeilld. Ma-
temaattisten teorioiden yhteydessa ei kuvia juurikaan esiinny. Monisteessa ei
ole harjoitustehtévia.

5 Tehtavien luokittelu

5.1 Luokittelumenettely

Tassa tutkielmassa harjoitustehtéavien luokittelumenettely noudatti Hahkio-
niemen ja Viholaisen menettelyé, jossa tarkastelun kohteena olleen aineis-
ton luokittelu suoritettiin antamalla tehtévaluokille pisteitd [5, s. 44]. Yh-
delle tehtavanumerolla merkitylle tehtavélle oli kokonaisuudessaan annetta-
vissa yksi piste. Mikali tehtédvéssa oli eri luokkiin kuuluvia osatehtavia, jaet-
tiin piste nédiden osatehtédvien kesken eri luokille. Kaikki tehtévat arvioitiin
keskenaan samanarvoisiksi, samoin tehtévien sisalla olevat osatehtavit. Pie-
nié apukysymyksia ei otettu huomioon. Téassd muutama havainnollistava esi-
merkki pisteiden jaosta:

Esim 1. Osoita, etta kaikilla reaaliluvun a arvoilla paraabelin
y = 22 — 2ax + a® + 2a + 1 huippu on suoralla y = 2z + 1. [9, s. 113, t. 656]

Esim 2. a) Missi funktio g(z) = & + 5 on kasvava ja missé vihenevi?

b) Maarita funktion g aariarvokohdat ja dariarvot. [8, s. 140, t. 319

Ensimmaéisen esimerkin tehtava on kokonaisuudessaan todistustehtéava,
jolloin luokka 7 saa yhden pisteen. Toisessa esimerkissa tehtdvan a-kohta
kuuluu luokkaan 6 ja b-kohta luokkaan 3. Molemmat luokat saavat % pistetta.
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Luokiteltavina tehtéaviné olivat lukiokirjojen osalta kaikki kirjojen harjoi-
tustehtavat lukuun ottamatta kertaustehtévid ja harjoituskokeita. Analyy-
si 1 -kurssin harjoitustehtavista luokiteltiin ne tehtéavat, jotka asiasisalloltaan
kuuluivat tarkastelun kohteena oleviin aiheisiin. Tarkempi selvitys luokitte-
lussa mukana olevista Analyysi 1 -kurssin tehtédvista 16ytyy luvusta 5.2.2.
Yhteensa luokiteltavia tehtavia oli 675 kappaletta.

5.2 Harjoitustehtavien luokittelun tulokset
5.2.1 Lukion oppikirjat

Lukion oppikirjoista luokiteltiin kirjojen kaikki tehtavéit, lukuun ottamatta
kirjoissa esiintyvia kertaustehtavia ja mahdollisia harjoituskokeiden tehté-
via. Pyramidi-kirjassa tehtévia oli kaikkiaan 274 kappaletta ja Pitkd ma-
tematiikka -kirjassa 343 kappaletta. Pitkd matematiikka -kirjassa tehtéavat
oli luokiteltu kahteen eri sarjaan (Sarjat I ja II), mutta sarjojen tehtavia ei
luokittelussa eritelty.

Yleisimpia tehtdvid molemmissa oppikirjoissa olivat lukuarvotehtéavat
(luokka 3), joihin Pitkd matematiikka -kirjan tehtavista kuului 38% ja Pyra-
midin tehtavista 34%. Toiseksi yleisimmaét tehtavatyypit molemmissa kirjois-
sa kuuluivat laskutehtaviin. Pitkd matematiikka -kirjassa toiseksi eniten oli
mekaanisia tehtévid (luokka 1), joita oli 18% ja Pyramidissa menetelmén har-
joitustehtavid (luokka 2), joihin kuului 19% kirjan tehtavistd. Menetelméan
harjoitustehtavia oli Pitkd matematiikka -kirjassa kolmanneksi eniten, 14%
tehtavistd. Pyramidissa kolmanneksi yleisimpéané tehtévatyyppina oli mekaa-
nisten laskutehtavien ohella etsimisongelmiin kuuluvat ominaisuustehtéavat
(luokka 6), molempien tehtévatyyppien osuus oli 14% kaikista tehtéavista. Pit-
k& matematiikka -kirjassa luokkiin 4-10 kuului jokaiseen alle 10% tehtavista.
Pyramidista alle 10% osuuksiin jaivat luokat 4,5 ja 7-10. Todistustehtévia
oli Pitka matematiikka -kirjassa 9% ja Pyramidissa 6%. Totuusarvotehtévia
(luokka 8) tai avoimia tehtavia (luokka 9) ei esiintynyt kirjoissa lainkaan.
Taulukossa 1 lukiokirjojen tehtavaluokittelun prosenttiosuudet luokittain.

Tehtaviluokkien prosenttiosuudet (%)
Luokka 1 /2 3 [|4|/5]6 |[7T[8|9]|10
Pitké matematiikka | 18 | 14 |38 |8 {26 |9 [0 |0 |5
Pyramidi 14119134 7|1]14]6|0]0 |5

Taulukko 1: Lukiokirjojen tehtdvien prosenttijakaumat luokkiin 1-10.
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5.2.2 Analyysi 1 -kurssin tehtavat

Analyysi 1 -kurssin tehtdvistd mukaan otettiin tehtdvat niista aihepiireisté,
jotka kuuluivat lukion opetussuunnitelman perusteiden nojalla lukion Deri-
vaatta-kurssin sisdltoon. Mukana olivat syksylld 2010 pidetyn kurssin harjoi-
tuksista sellaisenaan harjoitukset 3, 4, 6, 11, 12, 13 ja 14. Harjoituksista 5 ja
10 oli mukana vain osa tehtévisté!l.

Analyysi 1 -kurssin harjoitustehtédvien yleisin tehtavéityyppi oli todistus-
tehtavit (luokka 7), joihin kuului 50% tehtavistéd. Seuraavaksi yleisimpié oli-
vat ominaisuustehtévat (12%) ja objektitehtavét (10%). Muiden tehtavétyyp-
pien osuudet jaivéit varsin pieniksi. Taulukossa 2 on Analyysi 1 -kurssin har-
joitustehtavien prosenttiosuudet luokittain.

Tehtavaluokkien prosenttiosuudet (%)
Luokka 1/2/3/4 |[5|6 |7 89|10
Analyysi 1 -kurssi | 3 |4 |8 |10 |7 (12504 2|0

Taulukko 2: Analyysi 1 -kurssin tehtdvien prosenttijakaumat luokkiin 1-10.

5.3 Tulosten vertailua ja pohdintaa

Kuvassa 2 on esitetty seka lukiokirjojen, ettd Analyysi 1 -kurssin tehtédvien
suhteelliset osuudet. Huomattavin ero harjoitustehtavien valilla on korkeim-
malle matemaattisen ajattelun tasolle sijoittuvien todistustehtavien suhteel-
lisessa méirissd. Lukiokirjoissa todistustehtavid on alle 10% tehtéavista (Py-
ramidi 6%, Pitkd matematiikka 9%), kun Analyysi 1 -kurssin tehtévista jopa
50% on todistustehtavia.

Molemmissa lukiokirjoissa painottuvat selvésti luokittelun alkupaan kol-
me luokkaa. Laskemista (mekaanista tai menetelmien kayttod) harjaannutta-
vien tehtavien maéra lukiokirjoissa on huomattava, yli 30% kaikista tehtavis-
td. Tamé on osin ymmarrettiavad, silli mekaanista derivointiakin on harjoi-
teltava. Lukiossa hankitun hyvéin derivointirutiinin vuoksi ei yliopistotasolla
mekaanisia laskutehtavia juuri tarvita ja Analyysi 1 -kurssin tehtédvista niita
olikin alle 10%. Lukiokirjoissa kolmeen ensimmaéiseen luokkaan kuuluvat teh-
tdavat nayttivat olevan yleisimpiad melkein kaikissa kirjojen luvuissa. Ainoa-
na poikkeuksena voi mainita jatkuvuuteen liittyvit tehtavit, joiden yleisin
tehtavatyyppi Pitkd matematiikka -kirjassa oli todistustehtavit ja Pyrami-
dissakin todistustehtavia oli jatkuvuuteen liittyvissa tehtavissa muita lukuja
enemman.

'Harjoituksista 5 mukana tehtéivit: 5, 6 ja 7. Harjoituksista 10 mukana tehtévit: 4, 5,
6 ja 7.
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0%/0 090/0 08"/0 090/0

2%

1%

Analyysi 1 -kurssi
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m Luokka 1 : Mekaaniset tehtavat

m Luokka 2 : Menetelmé&n harjoitustehtévat
m Luokka 3 : Lukuarvotehtavat

m Luokka 4 : Objektitehtavat

m Luokka 5 : Selitystehtdvat

® Luokka 6 : Ominaisuustehtadvat

m Luokka 7 : Todistustehtdvét

w Luokka 8 : Totuusarvotehtavat

= Luokka 9 : Avoimet tehtavat

m Luokka 10 : Kuvatehtévat

Kuva 2: Tehtavéaluokkien 1-10 suhteelliset osuudet.

Kirjojen ongelmatehtavissé suurimmassa osassa vastaukseksi haettiin yk-
sittaistd lukuarvoa. Konkreettisten ja kaytannonlédheisten lukuarvotehtavien
méaraa selittda osin se, ettd derivoinnin avulla ratkottiin kirjoissa usein on-
gelmia, joissa ratkaisuksi etsittiin yhtd lukua, esimerkiksi funktion suurin-
ta tai pieninté arvoa. Vaikka lukuarvotehtévit ovat ongelmatehtavisté kon-
kreettisimpia voi niiden ratkaisu kuitenkin usein vaatia kaavan tai jonkin
objektin johtamista ennen varsinaisen lukuarvon ratkaisua. Tahan tehtavé-
luokkaan kuuluikin hyvin monen tasoisia ongelmia. Kirjoista Pyramidissa on
kohtuullisesti myos ominaisuustehtavia, jotka vaativat abstraktimpaa ajat-
telua ja yleisempia ratkaisuja.
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Koska lukio nayttad keskittyvén laskurutiinien kehittdmiseen, voidaan
tehtéavien sanoa kehittavan algoritmista ajattelua ja keskittyvin proseduraa-
lisen tiedon muodostumiseen. Kun korkeampaa matemaattista ajattelua vaa-
tivien tehtdvien (erityisesti todistustehtdavien) mééra on lukiokirjoissa néin
alhainen, saattaa se haitata konseptuaalisen tiedon ja syvallisemméan ym-
mértdmisen muodostumista. Lukion tehtavien ei voida myoskaén sanoa har-
jaannuttavan juurikaan todistusajatteluun, mika on ainakin matematiikan
jatko-opintojen kannalta haitallista. Laskutehtdvien suurella maaralla saat-
taa myos olla vaikutuksensa opiskelijoiden nakemykseen matematiikasta las-
kentona.

Matemaattisen ajattelun arviointi tehtavaluokittelun kautta ei kerro ko-
ko totuutta tehtavien vaatimista ajattelutavoista, silla ajatusprosessit voivat
saman tehtavan ratkaisijoilla olla hyvinkin erilaisia. Luokittelua tehdessa ha-
vaitsin, etta osa tehtavaluokista sisaltda hyvinkin eritasoisia tehtéavia. Taméa
ongelma koski mielestani erityisesti lukuarvotehtavien luokkaa. Lisdksi on
otettava huomioon, ettd oma késitykseni tehtdvien vaatimasta matemaat-
tisesta ajattelusta ei valttamétta vastaa tehtévaluokittelun kehittéjien tai
kenenkaan muunkaan nakemysta, samasta luokittelumaarittelysta huolimat-
ta. Aluksi luokittelua tehdessa vaikutti silta, ettd ei-mekaanisia tehtava oli
todella vihan ja jopa osa todistustehtavisté vaikutti mekaanisilta. Yritin kui-
tenkin pitaytya luokittelukriteereissa tehtavinannon tekstimuodon tulkitse-
misessa, miké tarkoitti sita, etta jos tehtéava alkoi sanoilla "Todista, ettd. .. 7,
pidin tehtévaa todistustehtavina sen mahdollisesta mekaanisuudesta huo-
limatta. Erityisesti luokkien 1 ja 2 vélisen eron loytdminen oli mielestani
vaikeaa. Jalkeenpédin havaitsin, ettd monet luokkaan 2 sijoittamani tehtévat
vaikuttivat taysin mekaanisilta tehtavilta, jotka olivat ratkaistavissa muu-
taman tai useamman algoritmin avulla. Olisiko tehtévia siis tdytynyt pitaéd
mekaanisina, vain suoraviivaista algoritmien kéyttod vaativina, luokkaan 1
kuuluvina tehtdvind vai voisiko niita pitdd menetelmén harjoitustehtavina
silld perusteella, etta algoritmien kaytto (niiden valinta ja kayttojarjestys)
vaatii tehtavéin ratkaisijalta kuitenkin harkintaa?

Luokittelusta saadut tulokset ovat samansuuntaisia Hahkioniemen ja Vi-
holaisen saamien tulosten kanssa. Myos heidén tutkimuksensa [5] perusteella
lukion tehtavit painottuvat kolmeen ensimméiseen luokkaan, mikéa koros-
tui erityisesti differentiaalilaskennan osalta. Myos suuri ero todistustehté-
vien suhteellisessa maérassa nakyi heidan tutkimuksessaan selvasti. Heidan
tutkimuksessaan Jyvaskylan yliopiston peruskurssien tehtavista todistusteh-
tavien suhteellinen osuus oli lahes kuusinkertainen verrattuna lukiokirjojen
vastaavaan osuuteen nahden. Hahkioniemi ja Viholainen toteuttivat luokitte-
lun myos ammattikorkeakoulussa (JAMK) seké Teknillisessé korkeakoulussa.
Naiden osalta mainittakoon, ettd ammattikorkeakoulun tehtévien jakauma

23



muistutti lukion tehtévien vastaavaa, kun Teknillisen korkeakoulun tehta-
vissa. menetelmien harjoittelu korostui lukiota enemmén. Huomionarvoista
tutkimustuloksissa on myos se, ettd ammattikorkeakoulussa todistustehtavia
oli lukiota vahemman ja Teknillisessé korkeakoulussa niiden méara oli samaa
luokkaa kuin lukiossa.
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6 Matemaattisten esitysten tarkastelua

Derivaatta-kurssin keskeisté sisaltod lukion opetussuunnitelman perusteiden
mukaan ovat rationaaliyhtélot ja -epayhtalot, funktion raja-arvo, jatkuvuus
ja derivaatta, polynomifunktion, funktioiden tulon ja osaméarédn derivoimi-
nen seké polynomifunktion kulun tutkiminen ja dédriarvojen méaarittdminen
(Ks. 1.2). Tassa tutkielmassa keskitytddn esittelemédn matemaattisia esi-
tyksid funktion raja-arvon, jatkuvuuden ja derivaatan seka polynomifunktion
kulun tutkimisen ja dariarvojen mddarittdmisen osalta. Koska tarkastelun lah-
tokohtana on lukion opetussuunnitelman perusteet, tarkoittaa se Analyysi 1 -
monisteen osalta sitéd, ettd osa monisteen teoriasta jaéd tarkastelun ulkopuo-
lelle. Tarkastelussa eri ldhteiden esitykset on ensin kuvailtu omina osioinaan
ja ldhteiden eroja ja yhtalaisyyksid on pyritty tuomaan esiin "Vertailua”-
alaluvuissa.

6.1 Raja-arvo
6.1.1 Pitka matematiikka

Pitkd matematiikka aloittaa funktion raja-arvoon johdattelun esimerkilla,
jossa tarkastellaan numeerisesti rationaalifunktion arvoja sellaisen pisteen
laheisyydessé, jossa funktio ei ole méaaritelty. Esimerkin jidlkeen annetaan
raja-arvon madaritelma [8, s. 22]:

Maaritelma 6.1. (Raja-arvo) Oletetaan, ettd funktio f on mééritelty koh-
dan a laheisyydessd kohdan a molemmilla puolilla. Funktiolla f on kohdassa
a raja-arvo b, jos muuttujan arvojen ldhestyessé lukua a kummalta puolelta
tahansa, funktion f arvot lahestyvéat lukua b. Lahestymisen tulee olla sellais-
ta, etta tulemalla tarpeeksi ldhelle lukua a funktion f arvot saadaan niin l&-
helle lukua b kuin suinkin halutaan. Jos funktiolla f on kohdassa a raja-arvo
b, niin merkitaan

lim f(x) =0

Tr—a

Voidaan my6s merkitas:
f(x) = b, kun = — a.

Maaritelman yhteydessd mainitaan, etta silli onko funktio f maaritelty
kohdassa a vai ei, ei ole merkitystd. Lisdksi kerrotaan, ettd polynomi- ja
rationaalifunktion raja-arvo kohdassa, jossa se on méaritelty, on sama kuin
funktion arvo téssa kohdassa.

Toinen raja-arvoa kasittelevé teoriaosa tarkastelee rationaalifunktion raja-
arvon olemassaoloa. Osiossa todetaan, ettd mikali rationaalifunktion nimit-
tdjén arvo raja-arvon tutkimiskohdassa on nolla, on myos osoittajan arvon
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oltava nolla, jotta raja-arvo olisi olemassa. Tésta saadaan valttamaton ” g
ehto raja-arvon olemassaololle. Teoriaosassa mainitaan, ettéd ehto ei kuiten-
kaan ole riittavé eikd takaa sitéd, ettd raja-arvo olisi aina talloin olemassa.
Raja-arvon késittelyyn teorioineen ja esimerkkeineen on kéytetty 9 sivua.
Lukuun liittyvista harjoitustehtavista suurin osa on laskutehtavia (luokat 1
ja 2).

6.1.2 Pyramidi

Pyramidi aloittaa raja-arvon kasittelyn maéarittelemalla toispuoleiset raja-
arvot [9, s. 40]:

Maiaritelma 6.2. (Vasemmanpuoleinen raja-arvo) Funktion f vasemman-
puoleinen raja-arvo kohdassa xy on a, kun funktion arvot f(z) ldhestyvéat
lukua a, kun muuttuja z ldhestyy kohtaa xy vasemmalta (z < z¢). Tétéa
merkitadn

limg_szo— f(2) = a.

Samoin méaritelladn myos oikeanpuoleinen raja-arvo.

Toispuoleisten raja-arvojen maaritelméé seuraa varsinainen funktion raja-
arvon maaritelmé [9, s. 42]:

Maaritelméa 6.3. (Raja-arvo) Funktion f raja-arvo kohdassa xy on a, kun
funktion vasemmanpuolinen raja-arvo kohdassa zy on a ja oikeanpuolinen
raja-arvo kohdassa xy on a. Tata merkitaan
$lg£10 f(z) =a.
Siis:
Jim f(z) =ae lm flz)=aja lim f(z)=a

Maéritelméan jalkeen muistutetaan siitéd, ettd funktiolla voi olla raja-arvo
kohdassa x, vaikkei se olisikaan tutkittavassa pisteessd maaritelty. Lisaksi
huomautetaan, ettd raja-arvon méaritelma sisaltad vaatimuksen toispuolis-
ten raja-arvojen olemassaolosta. Kirja toteaa, etta raja-arvon tarkka méari-
telmé ei kuulu lukion matematiikan oppiméaraan.

Seuraavaksi esitellaan luettelonomaisesti seuraavat raja-arvon laskusdadn-
not: vakion raja-arvo, identtisen funktion raja-arvo, vakion siirto, summan,
erotuksen, tulon, osamaérin seka itseisarvon raja-arvot. Laskusdantéjen yh-
teydessa mainitaan, etta sdannot péateviat myos toispuoleisille raja-arvoille.
Lopuksi kasitellaan raja-arvon olemassaoloa. Ehto rationaalifunktion raja-
arvon olemassaololle on esitetty seuraavalla lauseella, joka on kirjassa myos
todistettu [9, s. 56]:

26



Lause 6.1. Jos

li f(x) =a #0ja Jim g(z) =0,

T—T0

nin raja-arvoa

f(z)

lim ——= e ole olemassa.
T—xQ g(aj)
Yhteenséd raja-arvon kasittelyyn teorioineen ja esimerkkeineen on kéy-
tetty 16 sivua. Raja-arvoon liittyvista tehtévistd suurin osa on menetelman
harjoitustehtévia (luokka 2).

6.1.3 Analyysi 1 -moniste

Analyysi 1 -monisteessa funktioiden raja-arvoja kasitellaan lukujonojen raja-
arvon ja funktioiden jatkuvuuden késittelyn jalkeen. Funktioiden raja-arvoja
tarkastelevan luvun aluksi funktion jatkuvuus liitetdén jonon raja-arvon ka-
sitteeseen, minka jéilkeen funktion raja-arvo mééritelladn (e, §)-tekniikan avul-
la [4, s. 108]:

Maaritelméa 6.4. (Funktion raja-arvo) Sanotaan, ettd luku a € R on funk-
tion f raja-arvo pisteessa xg, merkitdan

Jim, #(x) = .

jos jokaisella € > 0 on olemassa sellainen ¢ > 0, etté
|f(z) — a|] < € aina, kun 0 < |z — x| < 0.

Maaritelméan jalkeen esitetédan seuraava raja-arvoa ja jatkuvuutta koskeva
havainto, joka seuraa suoraan méaritelméasté.:

Lause 6.2. (Raja-arvot ja jatkuvuus) Olkoot I vili, xg € I ja f : I — R.
Talléin f on jatkuva pisteessd xq, jos ja vain jos funktiolla f on raja-arvo
pisteessd xg ja

lim f(z) = f(zo)-

Tr—T0

Lauseen jalkeen annetaan lemma, jossa esitetdan raja-arvon laskusddan-
not summafunktion, tulofunktion ja osaméarafunktion raja-arvoille. Lem-
maa seuraa lause yhdistetyn funktion raja-arvosta. Toispuoleiset raja-arvot
madritelldén monisteessa seuraavasti [4, s. 115]:
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Maaritelma 6.5. (Toispuoleiset raja-arvot) Sanotaan, ettd luku a € R on
funktion f oikeanpuoleinen raja-arvo pisteessa xg, merkitdan

lim f(x)=a,

r—To+

jos jokaisella € > 0 on olemassa sellainen § > 0, etté
|f(z) — a|] < e aina, kun 0 < . — g < 0.

Vastaavasti, luku b € R on funktion f vasemmanpuoleinen raja-arvo pisteessé
To, merkitdan,

lim f(z) =0,

T—T0—

jos jokaisella € > 0 on olemassa sellainen ¢ > 0, etté
|f(z) — b < € aina, kun — 6 <z —z9 <O0.

Maéritelméan jalkeen esitetddan lause funktion raja-arvon olemassaololle
toispuoleisten raja-arvojen avulla:

Lause 6.3. Funktiolla f on raja-arvo a pisteessd xg, jos ja vain jos funktiolla
f on sekd oikean- ettd vasemmanpuoleiset raja-arvot pisteessd xq ja
i f(x)=a= lm_ f(x)

Funktioiden raja-arvoja kasittelevan luvun viimeisena asiana késitelldan
raja-arvoja ddrettomyydessé ja ddretontd raja-arvona [4, s. 115-117].

6.1.4 Vertailua

Raja-arvon kasittelyssa lukiokirjojen kesken esiintyy kaksi huomattavaa eroa.
Pyramidissa raja-arvon kasittelyssa painottuvat toispuoleiset raja-arvot (Ks.
Maéritelmé 6.3), kun taas Pitkd matematiikka -kirjassa toispuoleiset raja-
arvot tulevat esiin raja-arvon maaritelmassa ikaan kuin rivien vélista:
7 .. muuttujan arvojen ldhestyessd lukua a kummalta puolelta tahansa. ..’
Analyysi 1 -monisteessa raja-arvon kasitetta ldhestytddn ensin lukujono-
jen yhteydessa ja funktioiden raja-arvoihin perehdytadn vasta funktion jat-
kuvuuden késittelyn jilkeen. Funktion raja-arvo maéritelladn Analyysi 1 -
monisteessa (¢, d) -tekniikan avulla, miké poikkeaa lukiokirjojen esityksesta.
Kaytetty tekniikka ei vaadi toispuolisten raja-arvojen maérittelya ennen var-
sinaista raja-arvon méaaritelméa, vaan toispuoleiset raja-arvot maéritellaan
monisteessa vasta myohemmin.

Toinen huomiota herdttava ero lukiokirjojen valilla on raja-arvon las-
kusdantojen esityksen puuttuminen kokonaan Pitkd matematiikka -kirjasta.

)

28



Kirjan esitys raja-arvosta on huomattavasti Pyramidin esitystd suppeam-
pi. Seka Pitkéd matematiikka, ettd Pyramidi tarkastelevat rationaalifunktion
raja-arvon olemassaoloa. Pyramidissa olemassaololle esitetdan ehto erillisené,
todistettuna lauseena (Lause 6.1), kun Pitkd matematiikka esittdd olemas-
saololle ns. ”%” -séédnnon ilman perusteluja [8, s. 27].

Mielestani Pyramidi kasittelee raja-arvon kasitetté perusteellisemmin kuin
Pitkd matematiikka. Tastd esimerkkind on muun muassa raja-arvon las-
kusdantojen puuttuminen Pitkd matematiikka -kirjan esityksestd. Myos Py-
ramidin esitys rationaalifunktion raja-arvon olemassaolosta (Ks. Lause 6.1)
on mielestani tasmallisempi ja vakuuttavampi, kuin Pitkd matematiikka -

kirjan esittama merkintdtavaltaan hieman kyseenalainen ”8” -saanto.

6.2 Jatkuvuus
6.2.1 Pitkd matematiikka

Pitkd matematiikka -kirjassa funktion jatkuvuuden kasittely aloitetaan suo-
raan maaritelméalla [8, s. 31]:

Maaritelma 6.6. (Jatkuvuus) Olkoon a jokin luku funktion f maéaarittely-
joukossa. Funktio f on jatkuva kohdassa a, jos
lim £(z) = f(a).

Maaritelméan jalkeen todetaan, ettéd koska polynomifunktiot ovat maéri-
teltyja koko reaalilukujen joukossa ja jatkuvia joka kohdassa, ovat ne kaik-
kialla jatkuvia. Lisdksi todetaan, ettd rationaalifunktiot ovat jatkuvia koko
madrittelyjoukossaan. Naiden lauseiden jalkeen késitelldan funktion jatku-
vuuden ja funktion kuvaajan yhteytta. Varsinaista epajatkuuvuuden madri-
telmad ei kirjassa anneta.

Seuraavassa kirjan teoriaosiossa tutkitaan jatkuvan funktion ominaisuuk-
sia ja esitetddn seuraavat lauseet [8, s. 34]:

Lause 6.4. (Jatkuvan funktion arvot) Jos funktio f on madritelty ja jatkuva
valilld [a,b], niin se saa vdlilld |a,b[ ainakin kerran jokaisen arvon, joka on
padtepistearvojen f(a) ja f(b) vdlissd.

Lause 6.5. (Jatkuvan funktion nollakohdat) Jos funktio f on mddritelty ja
jatkuva vdlilld [a, b] ja jos funktion arvot f(a) ja f(b) ovat erimerkkiset, niin
funktiolla f on (ainakin yksi) nollakohta vdlilld |a, b].

Jatkuvuutta kasittelevan luvun viimeinen teoriaosio késittelee funktion
f itseisarvoa ja sen lopuksi annetaan lause [8, s. 37]:
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Lause 6.6. Jos funktio f on jatkuva, niin myos |f| on jatkuva.

Kaikkiaan jatkuvuutta kasitellaédn kirjassa 7 sivun verran. Jatkuvuuteen
liittyvistd tehtévista suurin osa kuuluu todistustehtéviin (luokka 7).

6.2.2 Pyramidi

Pyramidi aloittaa jatkuvuutta késittelevan luvun johdannolla, jossa funk-
tion jatkuvuus yhdistetdan kuvaajan yhtendisyyteen ja kuvaajan yhtenéi-
syys edelleen méérittelyjoukkoon [9, s. 61-62]. Johdantoa seuraa méaritelméat
toispuoleiselle jatkuvuudelle ja epajatkuvuudelle kohdassa xg. Toispuoleisten
jatkuvuuden maérittelyjen jalkeen méaritelladn funktion jatkuvuus kohdas-
sa xo. Maaritelma annetaan ensin toispuoleisten raja-arvojen avulla ja sen
jélkeen seuraavasti [9, s. 65]:

Maaritelma 6.7. (Funktion jatkuvuus kohdassa ) Olkoon funktio f mééa-
ritelty valilla |xq, xo[, zo € |21, 22[ ja a = f(xo). Funktio f on jatkuva koh-
dassa xg, kun

1. limg y,, f(z) =a
2. f(xo) =a

eli kun

lim f(x) = f(zo)

Tr—xQ

Jatkuvuuden todetaan edellyttavan, ettd funktion arvon ja raja-arvon
kohdassa xg on oltava yhta suuret. Funktion epajatkuvuus méaaritellaédn jat-
kuvuuden avulla seuraavasti:

Mairitelma 6.8. (Epédjatkuvuus kohdassa ) Funktio on epdjatkuva koh-
dassa xy, kun se on madritelty kohdassa xg, mutta ei ole jatkuva kohdassa
Zg.

Liséksi kerrotaan, ettd funktion jatkuvuudesta tai epajatkuvuudesta ei
kohdassa xq voida puhua, jos funktio ei ole méaritelty kohdassa xy. Seuraa-
vaksi kirja méadarittelee jatkuvuuden valilla ja joukossa [9, s. 68, 70].

Néiden maédritelmien jalkeen jalkeen esitetédan lause erilaisista jatkuvista
funktioista [9, s. 70]:
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Lause 6.7. Olkoon funktiot f ja g jatkuvia, ja olkoon c reaaliluku. Tdlloin
funktio, jonka lauseke on

[ ]
=
8
=

on jatkuva mddarittelyjoukossaan.

Lausetta ei todisteta, mutta sen kerrotaan olevan todistettavissa raja-
arvon laskusdantojen avulla. Lisdksi kerrotaan vakiofunktion, potenssifunk-
tion, polynomifunktion ja rationaalifunktion jatkuvuuden olevan todistetta-
vissa tdman lauseen nojalla.

Jatkuvuutta kasittelevan luvun viimeisessa alaluvussa esitetaan kaksi jat-
kuvia funktioita koskevaa lausetta, joista ensimméisend esitetddn Bolzanon

lause [9, s. 79]:
Lause 6.8. (Bolzanon lause) Jos
e f(a) ja f(b) ovat erimerkkiset ja
o f on jatkuva suljetulla vdlilld |a,b],
niin funktiolla on ainakin yksi nollakohta avoimella valilld |a, b|.

Lauseen yhteydessé muistutetaan lauseen soveltamisessa olevan olennais-
ta, ettd funktion on oltava jatkuva suljetulla valilla. Lisédksi esitetdan Bolza-
non lauseen seuraus, jonka mukaan vélilla I jatkuva funktio voi vaihtaa merk-
kiaan talla valilla vain ohittaessaan funktion nollakohdan.

Suljetulla valilla jatkuvan funktion arvojoukon maéarittdmiseksi annetaan
lause [9, s. 83]:

Lause 6.9. Suljetulla vdlilld jatkuva funktio saa tdlld valilld pienimmdn ja
suurimman arvon ja kaikki arvot niiden valiltd.

Lauseen jilkeen todetaan, ettei sen todistus kuulu lukion oppiméaraén.
Kaikkiaan jatkuvuutta késittelevaan lukuun on kirjassa kaytetty 20 sivua.
Yleisin tehtévatyyppi jatkuvuuteen liittyen on lukuarvotehtévit (luokka 3),
mutta myos huomattavan moni tehtava kuuluu ominaisuus- tai todistusteh-
taviin (luokat 6 ja 7).
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6.2.3 Analyysi 1 -moniste

Analyysi 1 -moniste aloittaa jatkuvuuden késittelyn méarittelemalla jatku-
vuuden intuitiivisesti [4, s. 54]:

Intuitiivisesti jatkuvuus merkitsee sita, ettd pieni muutos lahto-
arvoissa ei aiheuta suuria muutoksia funktion arvoissa. Jatkuvan
funktion kédyrd on katkeamaton.

Jatkuvuutta kasittelevan luvun aluksi tarkastellaan esimerkkien avulla
erilaisia epajatkuvuuden tyyppeja: "hyppaysepajatkuvuutta”, funktion "kar-
kailua adrettomyyteen”, "heilahteluepdjatkuvuutta” seké ”"poistuvaa epéajat-
kuvuutta”. Liséksi palautetaan mieleen pisteen zo e-ympariston (e > 0)
késite [4, s.56]:

B(zg,e) = {z € R ||z — xo| < €} =|xg — €, 29 + €.
Seuraavaksi esitetddn jatkuvuuden tarkka méaritelmé [4, s. 56]:

Maaritelma 6.9. Olkoon I C R vili, g € I ja f : [ — R. Funktio f on
jatkuva pisteessd xg, jos kaikilla € > 0 on olemassa sellainen § > 0, etta

[f (@) = flzo)| <e
kun z € I ja |x — x| < 9.

Maaritelméan jalkeen huomautetaan, ettd luku ¢ riippuu seké funktiosta
f, etté pisteesta x ja erityisesti myos luvusta €, § = d(¢, zo, f). Monisteessa
todetaan, ettd funktio f on jatkuva wvdlilld I, mikéli se on jatkuva vélin [
jokaisessa pisteessd. Epajatkuvuus madaritellian jatkuvuuden maédritelman
jalkeen seuraavasti:

Maaritelma 6.10. Funktio f on epdjatkuva pisteessi xo € I, mikali se ei
ole jatkuva pisteessa xy € I; toisin sanoen, jos on olemassa sellainen € > 0,
ettd kaikille § > 0 10ytyy jokin piste x € I, jolle |x — xo| < J, mutta

|f(z) = f(xo)| = e

Jatkuvuuden madaritelman sekd muutaman aputuloksen nojalla monis-
teessa osoitetaan, ettd seuraavassa lauseessa esitetyt jatkuvista funktioista
muodostuvat funktiot ovat jatkuvia [4, s. 60]:
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Lause 6.10. Olkoot f: I - R, g: I — R ja xg € I. Olkoot f ja g jatkuvia
funktioita pisteessd xq. Tdlloin myds h on jatkuva pisteessd xq, jos

(i) h = f + g, toisin sanoen h(zx) = f(z) + g(x),
(ii) h = fg,toisin sanoen h(z) = f(z)g(x),
(iii) h = \f, missi A € R on vakio, toisin sanoen h(z) = \f(z),

(iv) h = 5, toisin sanoen h(x) = %,

(v) h = |f|,toisin sanoen h(x) = |f(x)|.

Lauseen seurauksena todetaan, etta: "Polynomit ovat jatkuvia koko reaa-
lilukujoukossa R, ja rationaalifunktiot madrittelyjoukossaan.”

Seuraavaksi monisteessa osoitetaan kahden jatkuvan funktion yhdistetyn
funktion olevan jatkuva [4, s. 63] ja esitelldan suppiloperiaate , jonka nojalla
voidaan kahden jatkuvaksi tunnetun funktion avulla osoittaa naiden "véliin
jaavan” funktion olevan myo6s jatkuva [4, s. 64]. Néita lauseita seuraa Bolza-
non lause [4, s. 64]:

Lause 6.11. (Bolzano: viliarvolause) Olkoon f jatkuva suljetulla vdlilld [a, b]
ja
fla) < c< f(b).

Tdlloin on olemassa sellainen o € |a, b], ettd

f(zo) = c.

Lauseen jalkeen huomautetaan, etté piste x( ei yleensé ole yksikésitteinen
vaan funktio voi saada arvon ¢ monessa eri pisteessa. Oleellista on se, ettéd ¢ on
véilin péatepisteiden saamien arvojen vélisséd. Bolzanon lauseen seurauksena
saadaan seuraava lause [4, s. 64]:

Seuraus 6.1. Jos vdlilli [a,b] jatkuva funktio f : [a,b] — R saa erimerkkiset
arvot wvalin pddtepisteissd (toisin sanoen f(a)f(b) < 0), niin on olemassa
sellainen xy € [a,b], ettd f(xg) =0

Liséksi jatkuvuutta kasittelevissa luvussa kasitellaan rajoitettuja joukko-
ja, joihin liittyen esitetdan muun muassa Tdydellisyysaksiooma sekd maa-
ritelladn kéasitteet infimum (suurin alaraja) ja supremum (pienin ylaraja).
Jatkuvuutta késittelevin luvun viimeinen alaluku kasittelee suljetulla valil-
14 jatkuvan funktion ominaisuuksia [4, s.75-79]. Alaluvussa osoitetaan muun
muassa, etta aidosti kasvavan ja jatkuvan funktion kdénteiskuvaus on jatku-
va. Lisaksi luvussa tarkastellaan rajoitettuja funktioita. Luvun viimeisesséa
lauseessa osoitetaan, etta suljetulla valilld jatkuva funktio saa suurimman ja
pienimmaén arvonsa [4, s. 77].
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6.2.4 Vertailua

Sekd Analyysi 1 -moniste, ettd Pyramidi aloittavat jatkuvuuden tarkaste-
lun graafisesta ndkokulmasta toteamalla, ettd jatkuvan funktion kuvaaja on
katkeamaton kayra. Pyramidi painotti jo raja-arvon maaritelméssa toispuo-
leisten raja-arvojen olemassaoloa ja jatkuvuutta méariteltaessa toispuoleiset
raja-arvot korostuvat jalleen, silla kirja lahestyy jatkuvuutta toispuoleisesta
jatkuvuudesta lahtien. Pitkd matematiikka -kirjassa toispuoleisesta jatku-
vuudesta ei ole mainintaa lainkaan. Myo6skdan Analyysi 1 -monisteessa tois-
puoleista jatkuvuutta ei esiteta, silla jatkuvuus mééritellaan (e, §)-tekniikan
avulla.

Pyramidi esittad maéaritelmat jatkuvuudelle kohdassa, valilld ja joukos-
sa. Pitkd matematiikka sen sijaan ei erikseen anna maéaaritelmia vélille tai
joukolle, vaikka kéyttadkin tekstissdé muun muassa sanoja “jatkuva koko vd-
lilla”. Epajatkuvuuden késite madritellidan Pyramidissa, mutta Pitkd ma-
tematiikka -kirjassa epajatkuvuutta ei méaaritella. Kirjassa mainitaan, etta
epajatkuviin funktioihin perehdytadn tarkemmin syventavalld Differentiaali-
ja integraalilaskennan jatkokurssilla (MAA13). Analyysi 1 -monisteessa epéa-
jatkuvuudelle annetaan eniten tilaa. Koko jatkuvuutta kéasitteleva lukukin
aloitetaan tarkastelemalla erityyppisid epajatkuvuuksia.

Pitkd matematiikka antaa lauseet polynomi-, rationaali- ja itseisarvofunk-
tioiden jatkuvuudesta, kun Pyramidi esittdd Analyysi 1 -monisteen kanssa
yhtenevén, laajemman joukon jatkuvia funktioita (Lause 6.7). Kaikki ldhteet
esittavat Bolzanon lauseen.

Pyramidi esittda mielestani onnistuneen johdannon jatkuvuuden ja epéa-
jatkuvuuden kasitteisiin konkreettisten esimerkkien avulla. Pidén my6s Pyra-
midin tavasta lahestyéa jatkuvuutta toispuoleisen jatkuvuuden kautta. Tapa
on mielestani looginen raja-arvon vastaavanlaisen méarittelyn jalkeen, mutta
toisaalta tapaa voisi ehkd myo6s pitda turhan raskaana asioiden kertaamisena.
Molemmissa lukiokirjoissa epajatkuvuuden késite saa mielestani liian vihan
huomiota.

6.3 Derivaatta
6.3.1 Pitka matematiikka

Pitka matematiikka antaa derivaatalle ja derivoituvuudelle kuvioon perustu-
van havainnollisen mddritelmdn erillisessé, funktion kasvunopeutta tarkas-
televassa luvussa:

Jos funktion f kuvaajalle voidaan piirtda yksikésitteiselld tavalla
tangentti muuttujan arvon a kohdalle ja jos tdma tangentti ei ole
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pystysuora, niin funktio f on derivoituva kohdassa a. Tangentin
kulmakerroin on funktion derivaatta kohdassa a. Se merkitaan

f'(a). [8,s. 42]

Samalla esimerkkien valossa todetaan, ettd “Jos funktio on derivoituva
kohdassa a, se on jatkuva kohdassa a.” Témén lauseen yhteydessa huomau-
tetaan, ettd jatkuvat funktiot eivat vélttamétta kuitenkaan ole derivoituvia
ja esimerkkind téllaisesta funktiosta annetaan funktio |z| [8, s. 42].

Seuraavassa teoriaosuudessa esitellddn ensin erotusosamééirin kasite ja
annetaan derivaatalle erotusosamaéran raja-arvoon perustuva tasméllisempi
madritelma [8, s. 51]:

Maiéritelmé 6.11. (Derivaatta) Jos funktion erotusosamaéarélla kohdassa a
on raja-arvo kohdassa a, niin funktio f on derivoituva kohdassa a. Raja-arvoa
kutsutaan funktion f derivaataksi kohdassa a ja se merkitaan f’(a). Siis

o)ty F@) = T0)

r—a T —aQ

Maaritelméan jalkeen annetaan laskusdannot vakiolla kerrotun funktion
derivaatalle sekd funktioiden summan derivaatalle. Naiden laskusdantojen
pétevyys osoitetaan [8, s. 55].

Seuraavaksi kirjassa esitellaén derivaattafunktion ja derivoimisen késit-
teet seka esitelladn derivaatan merkintatapoja. Kirjassa esitetddn myos saan-
to potenssifunktion x™ derivaatalle, kun n on positiivinen kokonaisluku. Po-
lynomifunktioiden todetaan olevan vakiolla kerrottujen potenssifunktioiden
summia, joten niille saadaan sdanto: “Polynomifunktio derivoidaan termeit-
tain niin, ettd derivoidaan jokainen muuttujan potenssi.”[8, s. 62]

Yleinen sddanté potenssifunktion derivaatalle annetaan kirjassa myohem-
min, kuten myos laskusaannot funktioiden tulon, osaméaarén ja funktion po-
tenssin derivaatoille [8, s. 111-123]. Erilaisille derivaatan tangenttisovelluk-
sille on kirjassa oma lukunsa. Kaikkiaan derivaatan kasittelyyn teorioineen
ja esimerkkeineen on kirjassa kaytetty 24 sivua. Derivaattaan liittyvista teh-
tavistd suurin osa on lukuarvotehtévid (luokka 3).

6.3.2 Pyramidi

Pyramidin derivaattaa kasitteleva luku alkaa johdannolla, jossa kerrotaan
monotonisuuden olevan funktion laadullinen ominaisuus ja derivaatan ole-
van monotonisuutta vastaava madrillinen, funktion kasvunopeutta kuvaava
ominaisuus. Johdantoa seuraavassa alaluvussa funktion derivaattaa ldhesty-
tdan geometrisesta nakokulmasta kuvaajien ja niille piirrettyjen sekanttien
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avulla [9, s. 86]. Tarkastelun lopuksi todetaan, ettd: "Geometrisesti tulkittu-
na funktion derivaatta kohdassa xo on funktion kuvaajan kohtaan xo piirretyn
tangentin kulmakerroin.” Téata seuraa derivaatan tasmallisempi madritelma

9, s. 87]:

Maaritelma 6.12. (Derivaatta) Oletetaan, ettd funktio f on méaritelty
valilla |z, 29[ ja xp €)1, 22]. Jos erotusosamadrin raja-arvo

1o @) = S o)
T—x0 T — X

on olemassa, niin funktio f on derivoituva kohdassa xy. Erotusosamaédran
raja-arvoa sanotaan funktion f derivaataksi kohdassa xy ja merkitdan f'(xzo).

Siis
o) — 1 1) = )

T—T0 xr — ajo

Derivaatalle esitetdan myos muoto [9, s. 89]:

o) — tim D) = F@)

h—0 h

Seuraavaksi kirjassa mééritellaan késitteet derivoituvuus tietylla vdlilld ja
derivaattafunktio seka esitellaan erilaisia derivaattaan liittyvid merkintatapo-
ja (Esim. Df(z), & f(z)). Témén jilkeen esitetdén laskusddnnét vakiofunk-
tion, identtisen funktion ja potenssifunktion derivaatoille, vakion siirrolle se-
ki sdannot summan, erotuksen, tulon seké osamééran derivaatoille [9, s. 94].
Todistukset esitetdén vakiofunktion, identtisen funktion ja tulon derivaatoil-
le. Erillisena huomautuksena kerrotaan, ettd annettujen laskusaéantojen pe-
rusteella polynomifunktiot ja rationaalifunktiot ovat derivoituvia maéaritte-
lyjoukossaan. Lisdksi mainitaan, etta derivoituva funktio on aina jatkuva,
mutta kaikki jatkuvat funktiot eivét ole derivoituvia.

Erilaisille derivaatan tangenttisovelluksille on kirjassa oma lukunsa. Kaik-
kiaan derivaatan késittelyyn teorioineen ja esimerkkeineen on kirjassa kay-
tetty 31 sivua. Derivaattaan liittyvista tehtévista suurin osa on lukuarvoteh-
tavia (luokka 3).

6.3.3 Analyysi 1 -moniste

Analyysi 1 -moniste ldhtee liikkeelle derivaatan geometrisesta esityksesté
[4, s. 123]. Tasmaéllisempain mééritelmaan johdattelevassa esimerkissa 14h-
detdan liikkeelle kédyraa leikkavien sekanttien avulla. Derivaatalle annetaan
analyyttinen méaaritelmé [4, s. 124]:
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Maaritelma 6.13. (Derivaatta, derivoituvuus) Olkoon f :]a, b[— R jaz €la, b]
(huomaa avoin vali) Funktio f on derivoituva pisteessd x, jos raja-arvo

1o FE+h) — f()

h—0 h

(6.1)

on adrellisend olemassa (siis reaaliluku). T&ll6in ylla olevaa raja-arvoa sano-
taan f:n derivaataksi pisteessd x ja merkitaan

h—0 h

Maééaritelméan yhteydessé todetaan, ettéd jos funktio f on derivoituva vélin
Ja, b[ jokaisessa pisteessd x, niin funktion f voidaan sanoa olevan derivoituva
valilla ]a, b], jolloin derivaatta f’ mééarittelee funktion f :]a,b[— R. Lisaksi
kerrotaan, etta jos f’ on jatkuva funktio, niin funktion f voidaan sanoa olevan
jatkuvasti derivoituva vdlilld ]a,b]. Monisteessa lukijaa muistutetaan siité,
ettd raja-arvossa (6.1) h:n pitad sallia lahestyéd nollaa molemmilta puolilta.

Maaritelmaé seuraavassa esimerkissa osoitetaan laskusaannot lineaarisen
funktion, monomin seké sin- ja cos — funktioiden derivaatoille [4, s. 125]. De-
rivaatan lineaarisuutta koskevan lauseen nojalla todistetaan laskusdannot va-
kion siirrolle sekd summan derivaatalle [4, s. 127].

Lause 6.12. (Deriwvoinnin lineaarisuus) Olkoot f ja g derivoituvia pisteessd
x €la,b| ja c € R. Talloin f+ g ja cf ovat derivoituvia ja

(f +9)(x) = () + ¢'(2)
ja
(cf)(z) = cf'(x).

Lauseen seurauksena esitetdén, ettd n. asteen polynomi on (jatkuvasti)
derivoituva ja sen derivaatta on (n — 1). asteen polynomi. Lisda derivointi-
sdantoja kaydadan lapi ”Differentiaalilaskentaa”-luvussa, jonka aluksi todis-
tetaan sddnnot summan, tulon ja osamééran derivaatoille [4, s. 146]:
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Lause 6.13. (Summan, tulon ja osamddrin derivaatat) Olkoot f ja g deri-
voituvia pisteessd x €)a,bl. Talloin

(i) summafunktio f + g on derivoituva pisteessi x €|a,b| ja
(f +9)(z) = f'(x) + g'(2).
(i) tulofunktio fg on derivoituva pisteessd x €la,b| ja

(f9)'(z) = ['(z)g(x) + f(z)g'(x).

(iii) jos lisiksi g(x) # 0, niin osamddrdfunktio 5 on derivoituva pisteessd
x €la,b[ ja

AL P - f@)g(@)
(g> (z) = Gor

Monisteessa todetaan, etta naiden derivointikaavojen avulla voidaan las-
kea minka hyvansd rationaalifunktion derivaatta. Seuraavaksi monisteessa
todistetaan derivointikaavat kaanteisfunktiolle ja yhdistetylle funktiolle
[4, s. 148, 150].

Derivaatalle annettiin aluksi geometrinen tulkinta tangentin kulmaker-
toimena. Monisteessa mainitaan, etta vaikka tangentti ja derivaatta on maé-
riteltdva analyyttisen tasmallisesti, on niiden visuaalinen tulkinta erittain
tarkead. Tangentille monisteessa annetaan seuraavanlainen analyyttinen tul-
kinta [4, s. 126]:

Maaritelma 6.14. (Kdyrian tangentti) Olkoon f derivoituva pisteessa xg.
Kayran y = f(x) tangentti pisteessi (xo, f(xg)) on se pisteen (xzq, f(z0))
kautta kulkeva suora L, jonka kulmakerroin on f’(xg), ts. tangenttisuoran L
yhtalo on

y = f(wo) + f'(z0)(z — 20).

Monisteessa on derivoituvuuden ja jatkuvuuden yhteyden tarkastelulle
oma alalukunsa, jossa tarkastelun kohteena on lause [4, s. 128]:

Lause 6.14. Jos funktio f on derivoituva pisteessd x, niin f on jatkuva
pisteessa x.

Monisteessa muistutetaan, ettd kdanteinen véite ei ole voimassa.
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6.3.4 Vertailua

Kaikki ldhteet lahestyvéit derivaatan késitettd geometrisesta intuitiosta ké-
sin. Jokainen ldhde aloittaa derivaatan rakentamisen tarkastelemalla kuvaa-
jaa, jolle on piirretty sekantti. Sekantin leikkauspisteiden lahentyessé toisi-
aan, kiertyy sekantti toiseen leikkauspisteeseen piirretyksi tangentiksi, jol-
loin sekantin kulmakerroin lahestyy tangentin kulmakerrointa. Tata kautta
paastaan erotusosamadran késitteeseen, sen raja-arvoon ja derivaattaan.

Derivaatan analyyttiset méaritelmét ovat ldhteissd myos melko yhtene-
vat. Mielenkiintoista on, ettd Pyramidi ei enad maéarittele derivaattaa tois-
puoleisesti, kuten se teki raja-arvon ja jatkuvuuden kohdalla. Pyramidissa
ja Analyysi 1 -monisteessa erotusosaméaérin raja-arvosta muistutetaan, et-
té sen on oltava olemassa lahestyttiinpa tarkasteltavaa pistettd vasemmalta
tai oikealta. Analyysi 1 -moniste kayttaa erotusosamééirin raja-arvosta mer-
kintatapaa: limy_ w, joka ei Pitkd matematiikka -kirjassa esiinny
lainkaan. Pyramidi kdyttda kahta erilaista merkintatapaa, joista toinen on
yhtenevda Analyysi 1 -monisteen kanssa.

Derivointisddnnot on Pyramidissa koottu yhdeksi kokoelmaksi [9, s. 94],
kun Pitka matematiikka esittdd osan derivointisdannoista vasta kirjan loppu-
puolella. Tamé ratkaisu vaikuttaa kirjan rakenteeseen siten, etté funktioiden
kulkua ja dariarvoja tutkittaessa késitellidn ensin vain polynomifunktioita ja
kirjan loppupuolella asiaa tarkastellaan vield erikseen rationaalifunktioiden
osalta. Potenssin derivaatan Pitkd matematiikka -kirja kylla esittda jo kirjan
alkupuolella ottamalla esiin matemaattisen induktion ja perustelee potenssin
derivaatan tulon derivointisdénnon avulla. Analyysi 1 -monisteessa esitetaan
derivointisddnt6jé lukiokirjoja huomattavasti laajemmin (mm. trigonomet-
risten funktioiden ja kdanteisfunktioiden derivaatat, yhdistetyn funktion ja
hyperbolisten funktioiden derivaatat).

Kaikissa lahteissd on maininta siité, etta derivoituva funktio on aina jat-
kuva, lisiksi maininnan yhteydessé korostetaan, niin ikdan kaikissa lahteissé,
ettei painvastainen vaite ole voimassa. Téllaisista jatkuvista, ei-derivoituvista
funktiosta annetaan esimerkkejé Pitkd matematiikka -kirjassa ja Analyysi 1 -
monisteessa.

Derivaatan tulkintaa tangentin kulmakertoimena kéytetaén lukiokirjois-
sa hyvéiksi useissa tehtévissid. Kumpikaan kirja ei kuitenkaan maérittele tan-
genttia erikseen analyyttisesti, kuten Analyysi 1 -monisteessa tehdaén.

Kaikki lahteet ldhestyivéit derivaattaa havainnollisesta, geometrisesta na-
kokulmasta, mutta mielestéani derivaattaa olisi voinut lahestyé ehké vieldkin
kaytdnnonlaheisemmin pohtimalla esimerkiksi kuinka auton nopeuden ku-
vaajasta voitaisiin keskinopeuden sijaan selvittda auton hetkellinen nopeus.
Nyt tarkastelun kohteena oli vain "abstrakti” kuvaaja, jolle oli piirretty se-
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kantteja. Pitkda matematiikka -kirjan ratkaisu jakaa derivaatan laskusaanto-
jen esitys osiin oli mielestani erikoinen. Toisaalta se antaa mahdollisuuden
harjoitella derivointia vain muutamilla laskusaédnnoéilla, mutta toisaalta se
myos rajaa kirjan alkupuolen tehtévissa kaytetyt funktiot helpommiksi. Po-
lynomifunktiopainotteisten lukiokirjojen kannalta keskeisen potenssin deri-
vaatan osalta Pitka matematiikka nédkee Pyramidia enemmén vaivaa perus-
tellessaan derivointisdantoa, kun Pyramidi esittda saénnon perustelematta
sita.

6.4 Funktioiden kulun tutkiminen, dariarvot
6.4.1 Pitkd matematiikka

Pitka matematiikka -kirjassa funktioiden kulun tarkastelu aloitetaan tarkas-
telemalla polynomifunktioita ja aluksi maaritellaan kasitteet aidosti kasvava
ja aidosti vihenevd funktio [8, s. 74]. Naiden maéérittelyjen jalkeen tarkas-
tellaan derivoituvien funktioiden vdhenemista ja kasvamista. Derivoituvan
funktion tarkasteluun annetaan seuraavat lauseet [8, s. 75]:

Lause 6.15. Jos f'(x) > 0 kaikissa vdlin pisteissi ja f'(x) = 0 vain erilli-
sissd valin pisteissd, niin funktio on vdlilld aidosti kasvava.

Lause 6.16. Jos f'(x) < 0 kaikissa vdlin pisteissi ja f'(x) = 0 vain erilli-
sissd vdalin pisteissd, niin funktio on vdlilld aidosti vihenevd.

Lauseita seuraavassa esimerkissa [8, s. 76| esitelldén funktion kulkukaa-
vio. Kulkukaavion merkkien selvittamiseksi annetaan ohje, jonka mukaan
jokaiselta kaavion osavaliltd on laskettava yksi derivaattafunktion arvo. Li-
siaksi neuvotaan, etta kulkukaavion merkit voi paétella vaihtoehtoisesti myos
derivaattafunktion kuvaajan perusteella.

Seuraavaksi tarkastellaan funktion dariarvokohtia ja ddriarvoja ja maéari-
tellddn kisitteet minimi- ja maksimikohta seki minimi- ja maksimiarvo. Aé-
riarvojen tarkasteluun yhdistetdan derivaatan merkki ja sen muuttuminen
aariarvokohdissa. Adriarvojen yhteydessd tarkastellaan vield erikseen parilli-
sia ja parittomia potenssifunktioita.

Luvun lopuksi annetaan yhteenvedonomaisesti ohjeet derivoituvan funk-
tion aariarvojen maarittamiselle kulkukaavion avulla. Tasséa kohtaa todetaan,
etta rajoittamattomalla valilla tai valilla, joka ei sisalld paatepisteitaén, ei
valttaméatté ole suurinta tai pienintéd arvoa, mutta suljetulla valilla derivoitu-
va funktio saa aina pienimmén ja suurimman arvonsa. Naiden dariarvokoh-
tien todetaan 10ytyvéin joko derivaattafunktion nollakohtien tai vélin péate-
pisteiden joukosta [8, s. 93]:
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Lause 6.17. Ainoat mahdolliset kohdat, joissa derivoituva funktio voi sulje-
tulla valilla [a,b] saada suurimman (ja pienimmdn) arvon, ovat valilla |a, b|
olevat derivaattafunktion nollakohdat sekd vdlin padtepisteet a ja b.

Derivoituvan funktion f dariarvojen maarittdmiseen vélilla [a, b] annetaan
seuraava ohje (8, s. 94]:

1. Derivoidaan funktio f.

2. Maaritelldan derivaattafunktion f’ nollakohdat ja valitaan nollakohdis-
ta ne, jotka ovat vélin [a, b] sisélla valilla ]a, b[.

3. Lasketaan funktion arvo vélilld ]a, b[ olevissa derivaattafunktion nolla-
kohdissa seka valin paétepisteissd a ja b. Lasketuista arvoista suurin
on funktion f suurin arvo valilla [a, b]. Lasketuista arvoista pienin on
funktion f pienin arvo valilld [a, b].

Kirjan loppupuolella tarkastellaan erikseen rationaalifunktion kulkua ja &aé-
riarvoja [8, s. 130-145]. Kulkukaaviotarkasteluun lisdtédén talloin myds pis-
teet, joissa rationaalifunktio ei ole méaaritelty. Funktion kulkuun ja dariarvoi-
hin liittyvista harjoitustehtavistd huomattavan suuri osa on lukuarvotehtavia

(luokka 3).

6.4.2 Pyramidi

Pyramidissa funktion kulun tutkiminen aloitetaan tarkastelemalla derivoi-
tuvan funktion kasvamista ja vihenemistd derivaatan merkin ja sen avulla
muodostettavan kulkukaavion avulla [9, s. 114] . Kirjassa mainitaan, etté
derivaatan merkki on kulkukaaviossa perusteltava joko derivaattafunktion
kuvaajan tai testipisteiden avulla, Bolzanon lausetta soveltamalla. Funktion
derivaatan ja monotonisuuden yhteydelle annetaan seuraava lause [9, s. 115]:

Lause 6.18. Olkoon funktio f jatkuva vdlilld I ja derivoituva tamdn wvdilin
$15apisteissa.

(1) Jos f'(x) > 0 kaikissa véilin I sisdpisteissd, niin f on kasvava valilld I.

(2) Jos f'(x) > 0 kaikilla kaikissa vdlin sisdpisteissa paitsi mahdollisesti
yksittaisissa pisteissd, joissa f'(x) =0, niin f on aidosti kasvava vdlilld

1.
(8) Jos f'(x) <0 kaikissa vdlin sisdpisteissd, niin f on vihenevd valilla I.

(4) Jos f'(x) < 0 kaikissa vilin sisdpisteissd paitsi mahdollisesti yksittdisissd
pisteissd, joissa f'(x) =0, niin f on aidosti vihenevd vdlilla 1.
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Seuraavaksi kasitelladn funktion addriarvoja ja aluksi méaaritelldan kasit-
teet lokaali minimi- ja maksimiarvo, lokaali minimi- ja maksimikohta, lokaali
minimi- ja maksimipiste seka absoluuttinen minimi ja maksimi. Kirjan vii-
meisend asiana esitetddn Fermat'n lause [9, s. 140]:

Lause 6.19. (Fermat) Jos funktio f on
o jatkuva suljetulla vdlilla |a, b]
e derwoituva avoimella vdlilld ]a, b

niin funktio saa suurimman ja pienimmdn arvonsa vdalin pdadtepisteissd tai
derivaatan nollakohdissa.

Funktion kulkuun ja dariarvoihin liittyvista harjoitustehtévistd huomat-
tavan suuri osa on lukuarvotehtévia (luokka 3).

6.4.3 Analyysi 1 -moniste

Analyysi 1 -monisteessa derivaatan merkin ja funktion kulun yhteyden tar-
kastelun aluksi palautetaan mieleen, ettd suljetulla vélilla jatkuva funktio
saavuttaa talld vélilla suurimman ja pienimmén arvonsa. Derivoituvalle funk-
tiolle ndma pisteet ovat joko véalin paétepisteissa tai derivaatan nollakohdissa
[4,s. 131]:

Lause 6.20. Olkoon f derivoituva pisteessd xy. Jos on olemassa sellainen
ZTo:n sisdltdvd avoin vali I, jolla

flzo) = f(z)
kaikilla x € I, niin f'(xq) = 0.

Monisteessa keskeinen funktion kulkuun liittyva lause on alkeisdifferenti-
aalilaskennan tarkeimméksi ja hyodyllisimméksi mainittu véliarvolause
[4,s. 134]:

Lause 6.21. (Viliarvolause) Olkoon f : |a,b] — R jatkuva vdlilld [a,b] ja
derivoituva avoimella valilla |a,b|. Talloin on olemassa sellainen & €la, b,

etta
/() = fla)

1 = =5

Lisaksi monisteessa esitetddn lauseen erikoistapaus, Rollen lause [4, s. 134]:
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Lause 6.22. (Rolle) Olkoon f : [a,b] — R jatkuva vdlilld [a, b] ja derivoituva
avoimella vililld ]a,b[. Olkoon lisiksi

fla) = 0= f(b).
Talloin on olemassa sellainen & €la,b[, ettd f'(€) = 0.

Valiarvolausetta apuna kayttden monisteessa todistetaan myos visuaali-
sesti ilmeinen lause funktion derivaatan ja monotonisuuden véliselle yhtey-

delle [4, s. 137]:

Lause 6.23. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva suljetulla vililld [a,b] ja derivoi-
tuva avoimella valilla |a, b|.

(i) Jos f'(x) > 0 kaikilla x €]a,b|, niin f on kasvava vdlilli [a, b].

(ii) Jos f'(x) > 0 kaikilla x €]a,b] ja jos f" # 0 (ts. f" ei ole nollafunktio)

jokaisella osavdlilla |c, d[Cla, b], niin f on aidosti kasvava.
(iii) Jos f'(x) <0 kaikilla x €]a,b], niin f on vihenevd vdlilld |a,b)].

(v) Jos f'(x) < 0 kaikilla x €la,b] ja jos f' # 0 jokaisella osavdililld

le,d[Cla, b, niin f on aidosti vihenevd.

Luvussa esitetdan myos yleistetty valiarvolause, jonka avulla voidaan osoit-
taa myos raja-arvojen laskemiseen kaytettéva [’Hdspitalin sadnté [4, s. 139].

Funktion &ariarvojen kasittely aloitetaan suoraan niiden maéaéarittelylla
[4, s. 154]:

Miiritelmé 6.15. (Adriarvot) Funktiolla f : I — R on pisteessi zy € [
suurin arvo eli (globaali) maksimiarvo valilla I, jos

f(xo) > f(x) kaikilla z € I.

Tata merkitaan

f(zo) = rn?Xf

ja sanotaan, ettd xg on f:n maksimikohta. Edelleen funktiolla f on pisteesséa
xg lokaali maksimi, jos f(xo) on f:n maksimi jossain zg:n ymparistossé, ts.
on olemassa sellainen § > 0, etté

f(zo) > f(x) kaikilla = €]zg — §, 0 + 6[N].

Vastaavasti maaritelldén f:n pienin arvo eli (globaali) minimi, lokaali minimi
ja minimikohta.
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Aiemmin jatkuvuutta tarkasteltaessa monisteessa osoitettiin, ettd jat-
kuva funktio saa suljetulla ja rajoitetulla valilli pienimmén ja suurimman
arvonsa [4, s. 77]. Namé ddriarvokohdat voidaan etsid derivaatan avulla
[4, s. 155]:

Lause 6.24. (f'-testi lokaalille dariarvolle) Jos f on derivoituva avoimen
valin lokaalissa ddriarvokohdassa xq, niin f'(xy) = 0.

Lauseen jéilkeen mainitaan, ettd derivaatan nollakohta ei kuitenkaan aina
ole aariarvokohta. Kun derivaatta vaihtaa merkkinsa kriittisessé pisteessa,
on kyseessé lokaali d4riarvokohta [4, s. 155]:

Lause 6.25. (Derivaatan merkkitesti) Olkoon f jatkuva vdlilld I ja derivoi-
tuva talla valilla pistettd xo € I mahdollisesti lukuunottamatta. Jos kaikilla
z <z <tjaztel pitee

f'(z) 2 0 ja f'(t) <0,

niin funktiolla f on maksimi pisteessd xo. Vastaavasti funktiolla f on minimi
pisteessa xg, jos

f(z) <0ja f(t) =0
kaikilla z < xo < t. Vastaavasti funktiolla f on aito ddriarvo pisteessd xy,
jos epayhtdlot ovat aitoja.

Monisteessa hyodynnetdan myos toista derivaattaa funktion kulun tutki-
misessa ja esitetdan myos funktion toiselle derivaatalle merkkitesti [4, s. 156].
Lopuksi jatkuvan funktion aériarvojen etsimiselle esitetaén yhteenveto:
Vililla [a, b] jatkuva funktio f saavuttaa maksiminsa ja miniminsi. Aériar-
vokohta on joko

(i) valin paatepiste a tai b,
(ii) piste x, jossa f ei ole derivoituva tai

(ili) derivaatan nollakohta x( (jossa f'(x¢) = 0).

6.4.4 Vertailua

Kaikissa lahteissé esitetdan lauseita funktion derivaatan ja monotonisuuden
valiselle yhteydelle. Pitka matematiikka -kirjassa esitetdan lauseet aidosti
kasvavalle (Lause 6.15) ja aidosti vdhenevélle (Lause 6.16) funktiolle, kun
Pyramidissa (Lause 6.18) ja Analyysi 1 -monisteessa (Lause 6.23) esitetdén
molemmissa lause, jossa huomioidaan aidosti monotonisten funktioiden li-
séksi monotoniset funktiot.
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Adriarvot ja ddriarvokohdat maédritelldén lukiokirjoissa melko samanlai-
sella, havainnollisella tavalla. Pyramidi esittda erikseen maaritelmat seké lo-
kaaleille, ettéd globaaleille aériarvoille ja dariarvokohdille, kun Pitka mate-
matiikka puhuu yleisesti aédriarvoista ja aériarvokohdista. Analyysi 1 -mo-
nisteessa méaritelladn globaalit ja lokaalit dariarvot ja aariarvokohdat erik-
seen. Monisteen lokaalien dariarvojen méarittely pisteen d-ympariston avulla
poikkeaa lukiokirjojen méarittelytavasta.

Kaikissa lédhteissa esitetaédn keinoja funktion pienimmén ja suurimman
arvon madarittamiselle. Naistd keinoista kulkukaavio esitelliin molemmissa
lukiokirjoissa, sen sijaan Analyysi 1 -monisteessa kulkukaaviota ei esiteta.
Kaikissa lahteissé todetaan suljetulla valilla jatkuvan funktion saavuttavan
suurimman ja pienimman arvonsa joko valin padtepisteissa tai derivaatan
nollakohdissa. Ainoastaan Analyysi 1 -monisteessa mainitaan, etta myos koh-
ta, jossa funktio ei ole derivoituva, voi olla adriarvokohta. Toista derivaattaa
ei lukiokirjoissa funktion kulun tutkimisessa hyodynnetty lainkaan.

7 Lopuksi

Oman kokemukseni perusteella voin todeta, ettd opiskelijan nakokulmasta
"lukiomatematiikan” ja "yliopistomatematiikan” valilla on suuri ero. Tama
ero tuli mielestani nakyviin myos tdman tutkielman tehtavaluokittelun kaut-
ta, vaikka tarkastelun kohteena olikin vain yhden lukiokurssin kaksi kirjaa.
Luokittelusta voi selvésti nahdé, ettd todistustehtdvien méarissa on silmiin-
pistava ero, eikd lukiomatematiikka juurikaan harjaannuta opiskelijoita yli-
opistossa vaadittavaan todistusajatteluun. Tulos ei kuitenkaan ollut yllatta-
vé, silld ongelma on yleisesti tiedossa.

Olisiko siis lukion pitkdsséd matematiikassa keskityttavda enemmén todis-
tustyyppisten ongelmien ratkaisemiseen, jotta kuilua tiedematematiikkaan
saataisiin kurottua kapeammaksi? Syytd matemaattista ajattelua kehitta-
vien tehtavien lisdamiseen varmasti on, mutta pelkkien korkeamman mate-
maattisen ajattelun kehittamiseen ja konseptuaalisen tiedon muodostumiseen
tahtadvien tehtévien ei kuitenkaan ole muun muassa Haapasalon [3] mukaan
todettu tuottavan parhaita oppimistuloksia.

Matemaattisen ajattelun arviointi tehtavaluokittelun kautta ei kerro ko-
ko totuutta tehtévien vaatimista ajattelutavoista, silla ajatusprosessit voi-
vat saman tehtavan ratkaisijoilla olla hyvinkin erilaisia. Lisédksi on otettava
huomioon, ettd oma késitykseni tehtdvien vaatimasta matemaattisesta ajat-
telusta ei valttamatta vastaa tehtavaluokittelun kehittdjien tai kenenkéan
muunkaan ndkemysté, samasta luokittelumaarittelysta huolimatta. Jalkeen-
péin havaitsin, ettd jopa omat luokittelukriteerini olisivat tehtédvien osalta
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saattaneet olla erilaiset tutkielman teon loppuvaiheessa verrattuna sithen mil-
laisia ne olivat tutkielman alkuvaiheessa. Myos tehtavaluokkien maarittelyja
olisi ehka syyta pohtia syvemmin ja kehittaa niita tarvittaessa edelleen. Tasséa
tutkielmassa saatujen suuntaa antavien tulosten lisdksi olisi mielenkiintoista
tutkia tehtdvien ja matemaattisten esitysten eroja myos ammattikorkeakou-
lujen ja teknillisten yliopistojen osalta.

Matemaattisten teorioiden kasittelyssa lukiokirjat ja Analyysi 1 -moniste
erosivat asioiden kasittelyjarjestyksessa toisistaan: lukiokirjat aloittivat raja-
arvon madrittelylld, jonka jéalkeen késiteltiin jatkuvuutta, kun Analyysi 1 -
monisteessa jarjestys oli painvastainen. Analyysi 1 -moniste kaytti raja-arvon
ja jatkuvuuden maarittelyssa (e, d)-tekniikkaa, jota lukiokirjoissa ei esiinty-
nyt lainkaan. Pyramidi-kirja totesikin raja-arvon méaritelméan yhteydessa,
etta tarkka méaritelmé ei kuulu lukion oppiméaraén. Lisdksi raja-arvon osal-
ta ihmettelin Pitkd matematiikka -kirjan lyhytté esitysta, silla onhan kysees-
sa kurssin kannalta keskeinen matemaattinen kasite, jonka avulla jatkuvuus
ja derivaatta maaritellaan.

Lukiokirjojen matemaattisista teoriaosioista, seka niihin johdattelevista
ja niita havainnollistavista esimerkeista valittyy mielestani kuva kaytannon-
laheista ja havainnollisuuteen nojaavasta matematiikasta. Asioita annettiin
paljon valmiina, eikd niita kirjoissa todistettu. Analyysi 1 -monisteessa sen
sijaan abstraktius, teoreettisuus ja todistamisen korostuminen nékyivéit mie-
lestani myos matemaattisten esitysten yhteydessa, silld moniste koostuu maé-
ritelmista, niitd seuraavista lauseista ja lemmoista seka niiden todistuksista.
Nayttéisi siis siltd, ettd niin lukiokirjoissa kuin Analyysi 1 -monisteessa mate-
maattiset esitykset ja harjoitustehtavit olisivat samassa linjassa: abstrakteja
teoriaosioita seuraa abstraktia ajattelua vaativia tehtavia ja kaytannonla-
heisté teoriaa seuraa konkreettisia harjoitustehtévia.
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