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Tiivistelma

Euklidisen avaruuden alueella méaériteltyd jatkuvaa, harmonista reaalifunk-
tiota voidaan luonnehtia keskiarvo-ominaisuudella alueen pisteissa: funktio
saa kussakin pisteessd arvokseen keskiarvon pisteen ympéri piirretylla mil-
14 tahansa pallonpinnalla saamistaan arvoista. Matemaattisessa potentiaali-
teoriassa keskeinen ensimmainen reuna-arvotehtava eli Dirichlet’n probleema
kysyy harmonista funktiota, jonka raja-arvot alueen reunalla tunnetaan.

Kasilla olevassa tutkielmassa kaydaan aluksi lyhyesti lapi kompleksita-
son harmonisten funktioiden ominaisuuksia seké naiden ja kompleksitason
holomorfisten funktioiden yhtalaisyyksid. Reuna-arvotehtavan tutkimuksessa
1800-1900-luvuilla kehitettya teoreettista késitteistod ja saavutettuja tulok-
sia esitetdan sen jalkeen yksityiskohtaisemmin — tehtava ratkaistaan komplek-
sitasossa jatkuvilla ja oleellisesti jatkuvilla, resolutiivisilla reuna-arvoilla. Té-
ma esitys paattyy klassiseen Perron—-Wiener-Brelot'n menetelmaan, ratkaisu-
funktion maarittamiseen sen ala- tai yldarviofunktioiden ns. Perron-kehitel-
méana. Tutkielman loppuosassa osoitetaan harmonisten ja kvasirajoitettujen
funktioiden luokan yhtyvén reuna-arvotehtévan ratkaisujen luokkaan silloin,
kun alue tayttaa tietyt jatkuvuuden kriteerit.
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Johdanto

Harmoniseksi kutsutaan euklidisen avaruuden tietylla alueella méariteltya
kahdesti jatkuvasti derivoituvaa reaalifunktiota, joka toteuttaa erityisen La-
placen yhtdlon. Tallaiset funktiot voidaan luonnehtia keskiarvo-ominaisuuden
avulla: funktio saa missa hyvanséd alueen pisteessé arvokseen keskiarvon ta-
mén pisteen ympari piirretylla milla tahansa avaruuden pallonpinnalla saa-
vuttamistaan arvoista. Dirichlet’n probleemalla puolestaan tarkoitetaan har-
monisen funktion maarittdmisen ongelmaa alueella, kun funktion raja-arvot
alueen reunapisteissa on annettu. Kasilla olevassa tutkielmassa rajoitutaan
kaksiulotteiseen tapaukseen — reuna-arvotehtaviaan kompleksitason C alueil-
la. Laplacen yhtélo funktiolle u kirjoitetaan silloin g, 4 u,, = 0.

Laplacen yhtalon toteuttavia funktioita tutkittiin ensimmaéisena 1700-
1800-luvuilla fysiikan alalla painovoiman, lammon johtumisen ja nesteen vir-
tauksen luonteen selvittdmiseksi. Ranskalaisen Laplacen maanmies Poisson
puolestaan teki uraauurtavaa tutkimusta potentiaalien parissa selvittaen nii-
den avulla mm. sahkoisen varauksen jakautumista pinnalla. 1800-luvun puo-
livaliin mennessa tama potentiaaliteoriaksi nimetty tutkimusala siirtyi fy-
siikan piiristd osaksi matematiikkaa; tutkimusmenetelmat ja argumentaatio
eiviat kuitenkaan kaikilta osin viela saavuttaneet matemaattista kypsyytta.
Englantilainen Thomson ja saksalainen Riemann esittivit toisistaan riippu-
matta samankaltaisen ratkaisun potentiaaliteoriassa keskeiseksi muodostu-
neeseen reuna-arvotehtédvaan. Riemann nimesi ongelman opettajansa Dirich-
let’'n mukaan Dirichlet’'n probleemaksi ja kdyttaméansa ratkaisumenetelmén
Dirichlet'n periaattecksill]

Dirichlet’n periaatteen tuottaman ratkaisufunktion olemassaoloa ei varsi-
naisesti problematisoitu ennen saksalaisen Weierstrassin (v. 1870) huomau-
tusta. Olemassaolosta tuli talloin keskeinen kysymys potentiaaliteoriassa —
Dirichlet’'n periaate menetti samalla merkitystaédn probleeman tutkimusvali-
neend. Ratkaisuja ja niihin liittyviad olemassaolotodistuksia esittivatkin vuo-
sisadan lopulla eri tavoin rajoitetuissa tapauksissa omia menetelmidan kayt-
tden mm. saksalainen Schwarz ja ranskalainen Poincaré | Mitta- ja integroin-
titeorian kehityksen myotd myos potentiaaliteorian kehitys kiihtyi jalleen
1900-luvun alkupuolella. Saksalainen Perron [9], yhdysvaltalainen Wiener
[14] ja ranskalainen Brelot [I] kehittivat (v. 1923-1939) kukin osaltaan ni-
midan kantavaa uudenlaista reuna-arvotehtdvan ratkaisumenetelméa, jon-
ka avulla aluetta koskevista klassisten menetelmien asettamista rajoituksista
voitiin kokonaan luopua.

Kasilla olevan tutkielman ensimméisessé luvussa perehdytaan Laplacen
yhtalon madrdédmien funktioiden myohempien tarkastelujen kannalta oleel-
lisiin perusominaisuuksiin. Poissonin integraalin avulla méaratdan suhteel-

L4, pp. 522-231, 681-686]
2[4, pp. 686, 699-707]



lisen yksinkertaisesti reuna-arvotehtavan ratkaisu erikoistapauksessa, jossa
alueena on yksikkokiekko. Liséksi johdetaan jatkon kannalta olennaisia tu-
loksia harmonisille, epénegatiivisarvoisille funktioille. Seuraavassa luvussa
maéaritelldan osittaisen keskiarvo-ominaisuuden avulla harmonisia laajemmat
sub- ja superharmonisten funktioiden luokat sekéa tutkitaan naiden perus-
ominaisuuksia kompleksitason alueissa. Vield maéaaritellaan potentiaalin ja
polaarisuuden kasitteet sekéd ratkaistaan Perron-kehitelmdn avulla reuna-
arvotehtava mielivaltaisella kompleksitason alueella, ensin jatkuvien ja sit-
ten sellaisten funktioiden luokassa, joiden epdjatkuvuuspisteiden joukko on
polaarinen. Viimeisessd luvussa mééritelladn japanilaista Nakaita [7] seura-
ten sellaisten kompleksitason alueiden kokoelma, joilla harmonisten funktioi-
den luokka yhtyy vastaavaan resolutiivisten funktioiden luokkaan (Perron—
Wiener—Brelot'n mielessé). Tutkielman liitteeseen on koottu olennaisimpia
funktioteoreettisia, topologisia ja mittateoreettisia késitteita ja esitietoja.

Relaatiolla C tarkoitetaan jaljempana aitoa osajoukkoa, relaatiolla C
myos epaaitoa. Epédnegatiivisilla luvuilla tarkoitetaan joukon RT = {z €
R |z > 0} alkioita, luonnollisilla luvuilla joukon N = {n € Z|n > 1} alkioita
ja epanegatiivisilla tyypin F funktioilla luokan F*(G) = {f € F(G)|f >
0} alkioita, kun F(G) on luokka reaaliarvoisia funktioita maarittelyjoukko-
naan G. Lisiksi otetaan kiyttoon laajennusmerkinnit R = R U {0}, R =
{—oc}UR jaR = {—00} URU {00} seki C = C U {c0}. Kompleksitason
piste 2 = x + iy samastetaan R?-tason vektoriin (x,y) — mm. kompleksi-
muuttujan funktion osittaisderivaatat reaali- ja imaginaériosan suhteen voi-
daan silloin tulkita mielekkéésti. Vield tarkoitetaan D(a,r):11& kompleksita-
son avointa, a-keskisti, r-siteistd kiekkoa ja D(a,r):1l4 vastaavaa suljettua
kiekkoa. Erityisesti sanotaan kiekkoa D(0, 1) yksikkikiekoksi. Funktiolle f
kaytetadn merkintdd f = c sen identtisyydestéd vakiofunktion ¢ kanssa, mer-
kintdéd f|g sen rajoittumasta madarittelyjoukkoon G seka lyhennysmerkintoja
supg [ = sup,.¢ f(2) jainfe f = inf.cq f(2). Integraalin ja integroituvuuden
seké mitan ja mitallisuuden késitteet tulkitaan tédssé esityksessa Lebesguen
mielessa, ellei muuta mainita.

1 Kompleksimuuttujan reaalifunktioita

1.1 Harmoniset funktiot

Tassé kappaleessa tarkastellaan harmonisten funktioiden olemusta komplek-
simuuttujan reaaliarvoisina, tietyn osittaisdifferentiaaliyhtélon toteuttavina
funktioina. Harmoniset funktiot osoittautuvat kiinnostavalla tavalla rinnak-
kaiseksi késitteeksi kompleksimuuttujan kompleksiarvoisten, holomorfisten
funktioiden kanssa. Siind missd naiden kasitteellinen sisaltdo perustuu dif-
ferentioituvuuteen, edellytetddn harmonisilta funktioilta puolestaan toisen
kertaluvun osittaisderivaattojen olemassaoloa.



Liséksi esitetdan kaksi harmonisten funktioiden yleisessa teoriassa — sa-
moin kuin téssé esityksessd — keskeistd lausetta. Gaussin keskiarvolauseen
mukaan harmonisen funktion arvo kussakin pisteessd on yhtd suuri kuin
sen pisteen ympari piirretyllda milla tahansa ympyralla saavuttamien arvo-
jen (niiden integraalin avulla méaaratty) keskiarvo. Yleistetyn maksimiperi-
aatteen mukaan taas jonkin alueen reunalla, poislukien darellisessa joukos-
sa reunapisteitd, raja-arvoiltaan rajoitettu harmoninen funktio on rajoitettu
talla alueella.

Maaritelma 1 (Alue). Avointa ja epéatyhjéé joukkoa G C C sanotaan alu-
eeksi (saks. Gebiet), mikéli se on yhtendinen, so. kaikilla a, b € G' on olemassa
namé pisteet yhdistavi murtoviiva [8] m C G. Edelleen sanotaan avoimen
joukon G C C pisteiden kasautumispisteiden muodostamaa (suljettua) jouk-
koa G C C sen sulkeumaksi ja joukkoa OG = G \ G sen reunaksi. Alue on
jokaisen pisteensa ympdristo. (Vrt. [, s. 19].)

Maaritelméd 2 (Harmoninen funktio). Kun G on alue, funktiota u: G — R
sanotaan harmoniseksi, mikali (kun merkitddn z = x +1iy) osittaisderivaatat
Uz, Ugy, Uye ja Uy, ovat olemassa ja jatkuvia seka uy, + uy, = 0 kaikkialla
G:ssé (Laplacen yhtald). Sanotaan myos w:n olevan harmoninen pisteessa zo,
jos se on harmoninen jollakin zy:n siséltavélla alueella G [5], s. 86], [8, s. 203].
Maarittelyjoukossa G harmonisten funktioiden luokkaa merkitaan H(G):1la.

Lause 1. Jos G on alue ja funktio f : G — C holomorfinen, so. differen-
tioituva, on sen reaaliosa Rf harmoninen funktio. Kdidntdien vastaa jokaista
harmonista funktiota u : G — R holomorfinen funktio f : G — C reaaliosa-
naan Rf = u.

Todistus (vrt. [5l ss. 87-88]). Olkoon funktio f = u+iv: G — C holomorfi-
nen. Silloin f:114 on kaikkien kertalukujen derivaatat ja néin ollen ovat myos
u:n ja v:n toisen kertaluvun osittaisderivaatat olemassa; lisdksi on Cauchy—
Riemannin yhtéaléiden mukaan u, = vy, Uy = —v;. Siis Upy = Vyg = Vgy =
—1Uy,, mistd Laplacen yhtalo seuraa.

Olkoon sitten funktio v : G — R harmoninen ja piste zy € G. Télloin
integraali [ (u.(¢) —iu,(¢))d( on olemassa ja hyvin madritelty aina, kun
2z = x+iy € G jaintegrointi suoritetaan mielivaltaista paloittain sdadnnéllistd
[0, s. 49] tietd v C G. Merkitaan f(z):114 tata integraalia lisittyné sellaisella
vakiotermilld, ettd f(zp) = wu(zp). Koska u on harmoninen, on u,, = —u,,
ja gy = Uy, ja funktio u, —iu, on nain ollen holomorfinen; siis myds f on.

Toisaalta Rf = u, silld (Rf)(z0) = u(z0) ja
(Rf)e —1Rf)y = Rf)e +i(Sf)s = fo = uy —iu, jasis (Rf), =wu,. O

Huomautus 1. Edelld esitetyn lauseen nojalla voidaan monista holomor-
fisten funktioiden ominaisuuksista johtaa vastaava ominaisuus harmonisille
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funktioille (ks. lause [2)). Késilld olevassa esityksessd holomorfisten funktioi-
den perusominaisuudet ja siten myos niitd vastaavat harmonisten funktioi-
den ominaisuudet oletetaan tunnetuiksi — niiden todistuksista kiinnostunut-
ta lukijaa kehotetaan tutustumaan funktioteoreettiseen kirjallisuuteen, mm.
Lehto [5], Nevanlinna—Paatero [§], Priestley [10].

Lause 2 (Gaussin keskiarvolause harmoniselle funktiolle). Kun G on alue ja
funktio u : G — R harmoninen, on

u(a) = 217T

Todistus ([5, L. 1, s. 89], [8, n:o 11.10, s. 211]). Harmonista funktiota u vas-
taa sellainen alueella G holomorfinen funktio f, ettd u = R f. Edelleen on voi-
massa (holomorfisten funktioiden ominaisuuksien nojalla) f(a) = & fo™ f(a+
ret?)d g, joten u(a) = Ro: f7™ fla+ret?)d ¢ ja viite seuraa. O

2T X __
/ u(a+re?)de¢ aina, kun D(a,r) C G.
0

Huomautus 2. Jatkuvan funktion « harmonisuus on itse asiassa yhtapita-
vad em. keskiarvo-ominaisuuden kanssa; kdéanteisen tuloksen todistus (ks. [5l
L. 1, s. 96]) seuraa helposti Poissonin integraalin Ppq(u) harmonisuudesta
kiekossa D(a,r) (ks. huomautus 5.

Apulause 3. Olkoon u ylhddltd rajoitettu harmoninen funktio alueella G ja
olkoon supsu = M = u(a) jollakin a € G. Talloin u on vakio.

Todistus (vrt. [5 L. 2, ss. 89-90], [8, n:0 9.12, s. 155]). Olkoon suljettu kiek-
ko D(a,r) C G. Silloin

1 21 . 1 2
0:u(a)—M:—/ u(a +re?)de— M < — Md¢p—M=0
2m Jo 2m Jo
. u 1 2w i¢>d 1 27rM i d
joten 0 = —%/0 u(a +1re'?) d)_%/o (M —u(a+re?)de

Koska toisaalta on M — u(a + re'?) > 0 kaikilla muuttujan ¢ arvoilla,
on u(z) = M koko ympyrélla 0D(a,r) ja edelleen mielivaltaisessa kiekos-
sa D(a,r) C G. Koska alue G on yhtendinen, voidaan edelleen todeta, etta
u(z) = M kaikissa G:n avoimissa joukoissa ja siis koko joukossa G. O]

Lause 4 (Harmonisen funktion maksimiperiaate). Olkoon G alue, u harmo-
ninen ja ylhddltd rajoitettu funktio joukossa G ja M sellainen reaaliluku, ettd
limsup, . u(z) < M aina, kun ¢ € 0G. Silloin u(z) < M joukossa G.

Todistus ([8, n:0 11.12, s. 213], vrt. [B, L. 3, s. 90]). Oletuksesta seuraa, ettéi
supg u on olemassa, samoin sellainen jono (z,) kasautumispisteeniin 2’ € G,
ettéd lim, o u(z,) = supg u. Edelleen jollakin jonon (z,) osajonolla (z,,) on
limy, o0 2, = 2'; lisdksi lim, o0 u(2,,) = supg u. Jos nyt 2’ € G, on u(2') =
Sup. u, so. u saavuttaa pienimmaén ylarajansa alueen G sisalld. Téaten u on
apulauseen mukaan vakio, joten se on jatkuvuutensa seka oletuksen nojalla

kaikkialla < M. Muuten 2’ € 0G ja oletuksen mukaan siis sup, u < M, joten
u(z) < M kaikkialla. O
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Lause 5 (Yleistetty harmonisen funktion maksimiperiaate). Olkoon G alue,
u harmoninen ja ylhddlta rajoitettu funktio joukossa G ja M sellainen re-
aaliluku, ettd limsup, ,-u(z) < M aina, kun ¢ € G\ {(1,...,G} (D #
{Gi, ..., ¢} COG). Tdlloin u(z) < M joukossa G.

Todistus (|5, L. 6, ss. 90-91], [8, n:o 11.13, ss. 214-215]).

« Mikéli joukolla G on ulkopiste, on olemassa konforminen kuvaus (ks. lii-
te) G — D(0,1); oletetaan yleisyyttd menettdmatta, ettda G = D(0, 1).
Olkoon € > 0 mielivaltainen ja funktio

v(z) = u( —eZlog _<|

Talloin v on harmoninen ja v(z) < u(z) kaikilla z, silld |z — (,| < 2.
Olkoot sitten piste ¢ € OG ja € > 0 mielivaltaiset. Jos ¢ ¢ {(1,...,(}s
on limsup,_,, u(z) < M; muutoin on

lim € Z log ——— = .

2—Co |Z — Cn|

Siis kummassakin tapauksessa on limsup, . v(z) < M ja heikon mak-
simiperiaatteen mukaan u(z) < M joukossa G. Taten

l
2
n=1 n

joukossa GG milla tahansa e > 0,

mista vaite seuraa.

« Oletetaan sitten, ettd ulkopistetta ei (valttdméatta) ole. Olkoot alu-
een (G sisdpiste zp ja € > 0 mielivaltaiset. Koska u on harmonisena
funktiona jatkuva, on olemassa suljettu kiekko D(zg,d) C G, jossa
u(z) < u(z) +e. Piste z on alueen G'\ D(zg, d) ulkopiste, {C1,...,{}N
O(G\ D(zp,d)) dérellinen joukko ja u(z) < max{M,u(z)+e¢} kaikkialla
kiekon D(zp, §) reunalla. Edellisen kohdan perusteella u(z) < M alueel-
la G\ D(z,9), joten koko joukossa G pitee u(z) < max{M, u(z) + €}
jokaisella luvulla € > 0 ja edelleen u(z) < max{M,u(zo)}. Jos nyt olisi
u(zg) > M, saavuttaisi funktio v suurimman arvonsa M’ > M jossakin
alueen (G sisdpisteessa, jolloin apulauseen mukaan u = M’ ja siten myos
limsup, . u(z) = M' > M joukossa OG. Oletuksen mukaan on kuiten-
kin olemassa piste ¢ € dG, jossa limsup, . u(z) < M. Siis u(z) < M
ja vaite seuraa. (]



Huomautus 3.

« Vastaavasti voidaan todistaa yleistetty minimiperiaate: Harmoniselle,
alhaalta rajoitetulle funktiolle u : G — R, jolle pétee liminf, . u(z) >
m jokaisessa pisteessd ¢ € 0G \ {(1,...,(} # 0, on koko alueella G
voimassa u > m.

e Yleistetyn maksimi- ja minimiperiaatteen avulla voidaan oikeuttaa yleis-
tetty yksikasitteisyysperiaate: Jos u(¢) = v(¢) joukossa OG\{(i, ..., (}
(0 #{¢,..., ¢} € 0G), niin u = v.

1.2 Poissonin integraali

Seuraavassa ratkaistaan harmonisten funktioiden reuna-arvotehtava eli Di-
richlet’n probleema yksikkokiekossa (lause @ Ongelmana on 16ytda harmoni-
nen funktio, joka annetun alueen reunalla (tassa siis yksikk6ympyralla) yhtyy
tiettyyn reunafunktioon. Seuraavassa esitettdva Poissonin integraali osoite-
taan tallaiseksi funktioksi; liséksi osoitetaan ratkaisun yksikésitteisyys.

Tamén kappaleen tarkastelut voitaisiin suorittaa verraten yksinkertai-
sin muutoksin mielivaltaisessa w-keskisessd p-siteisessd kiekossa (ks. [11]
Chap. 1]). Koska konformisten kuvauksien (ks. liite) avulla on kuitenkin trivi-
aalia yleistad saavutetut tulokset mihin tahansa téallaiseen kiekkoon, késitel-
laan téssa esityksessa seuraavat keskeiset tulokset yksinkertaisuuden vuoksi
yksikkokiekon erikoistapauksessa.

Maiéritelmi 3 (Poissonin ydin). Kun ret? = 2z € D(0,1) ja !¢ = ¢ €
0D(0,1), merkitdén

_ 1—1r2 R NS
K(¢2) = 1+ 72— 2rcos(¢ —0) <_ ¢ — 2 _%C_Z>

ja sanotaan funktiota K : 9D(0,1) x D(0,1) — R Poissonin ytimeksi (engl.
Poisson kernel) (vrt. [3] s. 93], [8, n:o 11.16, s. 217], [11], Def. 1.2.3 (a), p. 8]).

Huomautus 4. Poissonin ydin on holomorfisen funktion g_iz reaaliosana

harmoninen funktio muuttujan z suhteen méarittelyjoukossaan.

Lause 6. Poissonin ytimelle K on voimassa (kun merkitiin ¢ = e'¢ ja
Co=e'%):

(1) K > 0 koko mddrittelyjoukossaan ja
(2) lim, ¢, SUp|e_¢o 155 K(C,2) =0, kun 6 > 0.
Todistus |11, p. 8]. Kohta

(1) seuraa méaritelmésté, silld 1 > |2]?.



(2) Olkoon z € D(0,1). Kun |z — (| < §, on infjc_¢»5/¢ — 2| = 6 — o — 2];
lisaksi 1 — [z = (1 + [2])(1 = |z|) < 2|z — (o|. Mielivaltaisella € > 0 on

siis
— |2)? 1—|z]?
sup K((,z) = sup <
IC—Col 25 c—col>s 1€ — 22 7 (6 —|Go — 2[)?
20z — 20z —
< |z — (o < ’Z(; 2Co\ “e
(6 — 1o — 2|) (5)
kun |z — (o| <min{g,%}. O

Madéritelmé 4 (Poissonin integraali). Kun funktio f : 0D(0,1) — R on
(Lebesgue-)integroituva, sanotaan sen Poissonin integraaliksi funktiota
Ppoay(f) : D(0,1) = R;

1

2w . .
Z %/0 f(e)K (e, 2)d¢

1 27 ) 1— g2 .
~ o- " k — i0
( 277/0 /e )1+7’2—2rcos(¢—9)d¢’ un = =re )

[11, Def. 1.2.3 (b), p. 8].

Huomautus 5.

o Kun funktio f oletetaan paloittain jatkuvaksi, voidaan méaritelmé an-
taa ja siita seuraavat tulokset johtaa myos Riemann-integraalin avulla,
ks. Lehto [5].

« Poissonin integraali Ppo1)(f) on harmoninen funktio, silla

e‘9+z
Ppon(f)(z <27r/ f(e') ) , kun z € D(0,1).

« Voidaan puhua mielekkddsti myos suljetussa kiekossa integroituvan funk-
tion f : D(0,1) — R Poissonin integraalista, kun merkitaén Ppo1)(f) =
Ppo,1)(flopo,1))-

Lause 7 (Poissonin integraalikaava). Olkoon funktio u harmoninen suljetus-
sa yksikkokiekossa D(0,1). Silloin vastaavassa avoimessa kiekossa on u =
Ppy(u), so. kun zg =re'? € D(0,1), on

u(z)—l/%u(ei‘b) Lo do
7 or Jo 147r2—2rcos(p—0)



Todistus ([5) ss. 92-93], [8, n:o 11.15, s. 216]). Olkoon « : z — 2’ konformi-
nen kuvaus yksikkékiekolta itselleen siten, ettd zy — 0 ja e!? — ¥ (ks.
huomautus [20)); olkoon k™! sen kidnteiskuvaus ja funktio @ : 2’ +— u(k=1(2’)

(= u( ). Tallom Gaussin keskiarvolauseen (lause [2) mukaan u(zo) = u(0) =
£ o7 u(el?) dy. Koska (e'?) = u(e'?), saadaan edelleen

U(ZO) _ 21/027r u(ei¢) |ZO| d ¢,

T leld — 2|2
mista vaite seuraa. O

Huomautus 6. Edellisen lauseen nojalla on erityisesti voimassa

L k(e ) do = 1
%A (e ,Z) (b:

Lause 8. Jos integroituva funktio f : 0D(0,1) — R on jatkuva pisteessdi (y,
nim
(%) lim — Pp1)(f)(z) = f(C)-

ZHC(),ZGD(O,I)

Todistus [11, Th. 1.2.4 (b), p. 8]. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Silloin on ole-
massa pisteen (y sisaltava avoin ympyran kaari Ty € 9D(0, 1), jossa on voi-
massa |f(¢) — f(o)| < € merkitdadan To = 0D(0,1) \ 77. Kun z € D(0,1) on
mielivaltainen, on lauseen [f] nojalla

[ K ) - @I A0 < - [ R 2)edd =

21 J1y m Jo

Lauseen @ nojalla on lisidksi supcr, K(¢,2) < € jonkin alueen D(Cp, ) N
D(0, 1) kussakin pisteessé z. Siis mielivaltaisella z € D((p, ) on

217T/T2 K(e,2)|f(e'?) — f(G)|do < 217T/[)27r6|f(e“’) — f(&)|do
<e (5 [0+ 7))

Poissonin integraalikaavan (lause [7)) ja kolmioepayhtalon mukaan edelleen

Poon (1)) = J(@)| = 5= [ K 2)(7) - f(G)) o
L i0

s%/g K(e ) = F(G)ldo
<e (145 [TlEDa0+11G)l)

ja véiite seuraa, silld f on rajoitettu. O]



Seuraus 9 (Dirichlet’'n probleeman ratkaisu yksikkokiekossa). Olkoon f :
0D(0,1) — R paloittain jatkuva ja rajoitettu funktio. Tdlloin Poissonin in-
tegraali Ppo,1)

2

=_— i d6, kun z=re'? € D(0,1
< 27 /0 Je >1 +1r2—2rcos(f —¢) un 2 =re'® € D(0, )>

on harmoninen ja rajoitettu yksikkokiekossa sekd sellaisena ehdon

1411\11| 1u(z) = f({) jokaisessa f:n jatkuvuuspisteessd
z—(,|2|I<

yksikdsitteinen ratkaisu u.

Todistus (vrt. [3, L. 2, ss. 94-96], [8, ss. 226-228]). Funktio Pp(o1)(f) on lau-
seen [§ nojalla reuna-arvotehtavan ratkaisu. Olkoot sitten funktiot wui,uy :
D(0,1) — R ratkaisuja, so. lim, ,c uy(2) = lim,,cus(2) = f({) jokaisessa
funktion f jatkuvuuspisteessa (. Epajatkuvuuspisteitd on darellinen maéra,
joten on voimassa u; = ug joukossa D(0,1) (ks. yleistetty yksikésitteisyys-
periaate lauseen [5| yhteydessa). O

1.3 Epanegatiiviset harmoniset funktiot

Harmonisista funktioista sellaiset, joiden kuvajoukko sisidltdd yksinomaan
epanegatiivisia arvoja, ovat eraissa suhteissa mielenkiintoisia. Téssa kappa-
leessa tutkitaan erityisesti epdnegatiivisten harmonisten funktioiden jonon
ala- ja ylarajoja Harnackin epayhtalon avulla sekd harmonisten funktioiden
jonon rajafunktion harmonisuutta Harnackin periaatteen avulla.

Lause 10 (Harnackin epéyhtdlo). Olkoon h epdinegatiivinen harmoninen
funktio kiekossa D(w,p), ts. h € HT(D(w,p)), seki r € (0,p),¢ € [0,27).
Silloin n
p—r i¢ prr
h < h(w + < h .
P h(w) < hw ) < 2w

Todistus [11), p. 13]. Kun s € (r, p) on mielivaltainen, on Poissonin integraa-
likaavan (lause [7| kiekossa D(w, p)) mukaan

2 2

. 1 2 s = -
h R h %) dg
(wre?) 21 Jo 2 — 2srcos(0 — ¢) + r? (wse™)

ja koska selviisti (s — r)? < s? — 2srcos(f — ¢) + r? < (s +1)?, on edelleen

1 27 o ) ) 1 o .
— [ w5 a0 <h(w+re?) < o [T 2 h(w + s ) do.
27'('0 s+r 271'0 S—7r

Gaussin keskiarvolauseen (2)) mukaan on nyt voimassa

h(w) < h(w +re'?) < il
s+r S—7r

S—7T

h(w)

mielivaltaisella s < p, mista vaite seuraa. [



Huomautus 7.

o Joukossa C harmoninen, epanegatiivinen funktio h on vakio. Mielival-
taisessa kiekossa D(0, p > |z|) on nimittain

p+ |7
p— |2

ja apulauseen [3| mukaan h on vakio.

h(z) < h(0), joten h(z) < h(0) joukossa C

» Kiekossa D(w, p) harmoniset epanegatiiviset funktiot ovat itse asiassa
erikoistapaus (jossa 7 = z—f:) seuraavasta yleistyksesta:

Seuraus 11. Olkoon G C C alue ja z,w € G. Silloin on olemassa sellainen
T > 0, ettd mielivaltaisella h € H(G) on 77'h(w) < h(z) < Th(w).

Todistus |11, Cor. 1.3.3, p. 14]. Olkoon ~ C G x G relaatio siten, ettd z ~ w,
jos 771h(w) < h(z) < Th(w) jollakin 7 > 0. Silloin ~ on ekvivalenssirelaatio.
Harnackin epayhtélon mukaan vaite patee joukossa G sen avoimissa kiekois-
sa ja siis kaikissa avoimissa joukoissa, joten relaation ~ ekvivalenssiluokat
ovat tdsmélleen joukon G erilliset avoimet osajoukot. Joukko G on kuitenkin
alueena yhtendinen joukko, joten G/ ~ = {G}. O

Ransford [I1] tekee seuraavan méaaritelmén kertoimien 7 joukon suurim-
man alarajan sijaan sen pienimpané lukuna. Pienimmaéan luvun olemassaolo
mielivaltaisella alueella ei kuitenkaan ole itsestaén selvaa eiké olennaista tés-
sé esitettavien myohempien tulosten kannalta.

Maaritelmé 5 (Harnackin matka). Olkoon G C C alue ja z,w € G. Téll6in
on pisteiden z, w vélinen Harnackin matka (engl. Harnack distance) 1¢(z,w)
edellisen seurauslauseen (11)) mukaisten kertoimien 7 suurin alaraja, ts.

ta(z,w) = inf{7 |77 h(w) < h(z) < Th(w) kaikilla h € HT(G)}
(vrt. [I1, Def. 1.3.4, p. 14]).
Lause 12. Kickossa D = D(w, p) on

p+ |z —w
Tp(z,w) = ———.
Py F—

Todistus |11, Th. 1.3.5, p. 14]. Arvio ylospéin on selvad Harnackin epayhtéa-
16n (lause nojalla. Olkoon sitten yksikkOympyran piste ( mielivaltainen.
Silloin funktiolle

bz K(G 222 <zw<+<z—w>>

p¢ = (2 —w)
on voimassa h € H'(G) ja h(w) = 1. Siis 7p(z,w) > %, mistd vaite
seuraa. 0
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Lause 13 (Harnackin periaate). Olkoon G alue ja (u, : G — R)(kaikkialla
joukossa G) mouseva jono harmonisia funktioita. Silloin jono (u,) suppe-
nee tasaisesti jokaisessa joukon G kompaktissa osajoukossa ja rajafunktio
lim,, o0 U, = u : G — R on joko harmoninen tai identtisesti co.

Todistus ([5, L. 3, ss. 101-102], vrt. [II, Th. 1.3.9, p. 16]). Olkoon suljettu
kiekko D(a,r/2) C G ja piste z vastaavassa avoimessa kiekossa. Silloin on
jokainen w4, — u, € HT(G), kun n,p > 1 ja Harnackin epayhtédlon (lause
mukaan (vrt. [5] s. 102])
1

g(un-i-p(a) = n(a)) < Unip(2) — un(2) < 3(unip(a) — un(a)),
joten jono (u,) suppenee tasaisesti kiekossa D(a,r/2) ja edelleen jokaisessa
joukon G kompaktissa osajoukossa.

Olkoon v,, = u,, —uy, silloin (v,) on nouseva jono joukon H*(G) funktioi-
ta. Olkoon lisiksi a € G mielivaltainen ja D(a,r/2) C G. Kiekossa D(a,r/2)
on nyt voimassa

§00) < @) < 0 (2) € ) = Buu(a) < 300(0) — ).

Jos nyt u(a) < oo, on selvasti myos u(z) < oo, joten funktion u arvot ovat
aarellisid avoimessa kiekossa D(a,r/2) ja siten jossakin avoimessa joukossa
E C @G. Olkoon sitten u(a) = oo. Koska silloin lim, . v,(a) = oo, on
my06s lim,, o v, (2) = co. Siis on u = oo kiekossa D(a,r/2) ja siten jossakin
avoimessa joukossa F' C G. Koska F U F' = (G ja G on yhtenainen, on joko
E=_Gtai F=0aG.

Olkoon sitten rajafunktio u kaikkialla aérellinen. Silloin on missa tahansa
kiekossa D(a,r) C G (yleistetyn) Poissonin kaavan (lause [7]) mukaan

1 2 2 _ 412 )
un(z):%/o un(g)ww, kun ¢ = a4 re'?.
Edelleen _— 2| 2
_ m r—|z—a
u(z) = Jim un(2) = = [ u(¢) 4o

silld limy, o0 un(¢) = u(() tasaisesti ympyralla dD(a,r). Seurauslauseen [
(yleistyksen) mukaan u on harmoninen kiekossa D(a, ) ja edelleen koko jou-
kossa G. O

2 Reuna-arvotehtava ja alueen siaannollisyys

Tassa luvussa yleistetaan edella esitetty Dirichlet’'n probleema ratkaisui-
neen mielivaltaiselle kompleksitason alueelle G C C, mista ratkaisu yleis-
tyy konformisen kuvauksen avulla helposti alueelle G C C. Aluksi todiste-
taan subharmonisten funktioiden avulla eraitd luvun myohemmisséa tarkas-
teluissa olennaisia alustavia tuloksia. Seuraavaksi osoitetaan jollakin alueella
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jatkuvaan funktioon liittyva Dirichlet’'n probleema ratkeavaksi silloin, kun
alue on ns. saannollinen ja tdman toisaalta olevan jokaisen yhdesti yhtenai-
sen, kompleksitasosta C poikkeavan alueen ominaisuus. Téman jalkeen yleis-
tetdan Dirichlet’'n probleema polaarista joukkoa vaille kaikkialla jatkuvalle
reuna-arvofunktiolle. Luvun lopussa tutkitaan lyhyesti harmonisen mitan ké-
sitettéd ja sen valitonta teoreettista siséltoa.

2.1 Sub- ja superharmoniset funktiot

Sub- ja superharmoniset funktiot voidaan ajatella harmonisten ylhé&alta ja al-
haalta rajoittamina funktioina. Seuraavassa tutkitaan erityisesti subharmo-
nisten funktioiden integroituvuutta ja kahden nollamittaista joukkoa vaille
kaikkialla yhtenevan subharmonisen funktion vélista suhdetta. Ylhaalta puo-
lijatkuvan funktion subharmonisuuden todetaan vield olevan yhtapitavia sen
kanssa, ettd funktio on paikallisesti (so. jokaisessa méérittelyjoukkonsa sul-
jetussa kiekossa) Poissonin integraalinsa minorantti (lause [15)). Lisdksi todis-
tetaan (lause subharmoniselle funktiolle vastaava maksimiperiaate kuin
on aikaisemmin esitetty harmoniselle (lause [4] apulauseineen). Vastaavat tu-
lokset ovat luonnollisesti johdettavissa superharmonisille funktioille.

Maaritelma 6 (Sub- ja superharmoninen funktio). Kun avoin joukko G C
C, sanotaan ylospéin puolijatkuvaa funktiota u : G — R subharmonisekst,
mikéli mielivaltaisella pisteelld w € G on jossakin kiekossa D(w,p) C G
voimassa

u(w) < L

2 X
< —/ u(w +re'?)d ¢ aina, kun 7 € [0, p).
2m Jo

Jos taas funktio u : G — R on alaspiin puolijatkuva ja kiinteinen epéayhtilo
on voimassa, sanotaan u:ta superharmoniseksi [11), p. 28].

(Lehto [5l s. 103] tekee tiukemmat vaatimukset funktion jatkuvuudesta
ja joukon G yhtendisyydesta. Néista oletuksista voidaan kuitenkin luopua
tulosten siitd heikkenematta.)

Lause 14 (Subharmonisen funktion maksimiperiaate). Olkoon G alue ja
funktio u : G — R subharmoninen.

(1) Jos u(z) saavuttaa suurimman arvonsa alueella G, niin u on vakio.
(2) Joslimsup, . u(z) < M aina, kun ¢ € 0G, niin u < M joukossa G.
Todistus ([I1, Th. 2.3.1, p. 29], vrt. [3, L. 1-2, s. 104]).

e Olkoon M = max,cqu(z), A = {z € Glu(z) < M} ja B = {z €
G |u(z) = M}. Funktion u ylospain puolijatkuvuudesta seuraa, etté
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joukko A on avoin. Jos nyt u(w) = M, on jossakin kiekossa D(w, p)
voimassa (mielivaltaisella r € [0, p))
1
2w
Toisaalta kukin u(w+7re'?) — M < 0, joten u = M ympyrélld 0D (w, r)
ja edelleen kiekossa D(w, p). Téten myos B on avoin. Koska toisaalta

joukko G = A U B on yhtendinen ja oletuksen mukaan B # (), on
B=0aG.

o Olkoon funktio U : G — R;
{ u(z), kun z € G,
Z

limsup,, ,, u(z) muuten.

/O%(u(w—l—rei‘b) —M)d¢ > 0.

Nyt U on yléspéin puolijatkuva kompaktissa joukossa G, joten se saa-
vuttaa suurimman arvon M, jossakin pisteessi w € G. Jos olisi My >
M, niin oletuksen mukaan w € G ja edellisen kohdan nojalla siis
u = M, ja siten myos U = M,. Tamé on kuitenkin ristiriitaista oletuk-
sen kanssa, joten u(z) < My < M kaikkialla joukossa G. O

Lause 15 (Subharmonisuuden luonnehdinta). Kun G C C on avoin joukko
ja funktio u : G — R yldospdin puolijatkuva, on u subharmoninen joukossa G

tismdlleen silloin, kun mielivaltaisessa kiekossa D, jolle D C G, on voimassa

Todistus [I1, Th. 2.4.1, p. 35]. Ehdon riittavyys on selvaa. Olkoon toisaalta
D = D(w, p), D C G. Silloin on funktion u puolijatkuvuuden nojalla olemas-
sa (ks. huomautus sellainen pisteittdin nouseva jono jatkuvia funktioita
Uy, : O0G — R, ettd lim,, o, u,(2) = u(z) kussakin pisteessd z € dD. Toisaalta
kunkin funktion Poissonin integraali Pp(u,) on harmoninen funktio kiekos-
sa D; samoin limsup,_,- Pp(u,)(z) = u,(() kussakin reunan 9D pisteessé ¢,
joten limsup, (v — Pp(un))(2) < u(¢) — un(¢) < 0 jokaisessa pisteessd ¢
kullakin luvulla n € N.

Funktio u — Pp(u,) on siis subharmoninen alueella G, joten lauseen
mukaan u < Pp(u,) koko kiekossa D (kullakin luvulla n € N), so.

1 2 i g Z W
u(z) < 27r/o up(w+ pe'?)K(e'?, p )do.

Silloin on voimassa my6s u < lim,_,., Pp(u,) = Pp(u) (pisteittdin), mista
vaitetyn ehdon valttamattomyys seuraa. O

Lause 16 (”Liimauslause”). Olkoot joukot U C C,V C U avoimia, funktiot
u: U — Rv:V — R subharmonisia ja olkoon limsup, . v(z) < u(()
kussakin pisteessi ¢ € U N OV. Silloin funktio @ : U — R;

N { max{u(z),v(z)} joukossaV,

u(2) muuten
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on subharmoninen.

Todistus [I1, Th. 2.4.5, p. 37]. Funktio @ on oletuksen nojalla ylospain puo-
lijatkuva. Liséksi se toteuttaa subharmonisten funktioiden maksimina méa-
ritelmén [0 epayhtalon kussakin joukon V' pisteessé ja edelleen joukossa U,
silla @ > v kaikkialla. O

Lause 17. Olkoon G alue ja funktio u : G — R subharmoninen siind sekd
u # —oo. Silloin

(1) Funktio u on (paikallisesti) integroituva alueella G, so. kun joukko K C
G on kompakti, on integraali [;|u|dm < occ.

(2) Integraali pitkin kutakin ympyrdd alueella G on > —o0, so.

2
217T/0 u(w + pe'?)d¢ > —oo, kun D(w,p) C G.

Todistus [LT, pp. 39-41]. Jos pisteessi w € G pitee (*): [p(, ,|uldm < oo
jollakin kiekolla D(w, p) C G, olkoon piste z € D(w,p) mielivaltainen ja
r = p—|z—wl. Silloin D(z,r) C D(w, p) jasiis [p(, . |uldm < co. Epdyhtéld
(%) on néin ollen tosi koko avoimessa kiekossa D(w, p).

Jos sitten on pisteessi w € G voimassa (—x): [p(,, ,|u[ dm = oo jokaisella
kiekolla D(w, p) C G, olkoon suljettu kiekko D(w,2p) C G ja piste z €
D(w, p) mielivaltainen sekd r = p+|z—w|. Silloin D(w, p) C D(z,r) ja koska
funktio u on ylhadlta rajoitettu kompaktissa joukossa D(z,r) (ks. liite), niin

Jp(zry udm = —oco. Oletuksesta seuraa nyt
1 2r .
u(z) < / u(z+se'®)d¢, joten
2 Jo
2w .
2msu(z) < s/ u(z +se'?)d¢ (mielivaltaisella s € [0,7]),
0

IA

T T 2 .
/ 2msu(z)d s / s/ u(z +se'?)dpds ja edelleen
0 o Jo

mriu(z) < / udm = —o0.
D(z,r)

Siis koko kiekossa D(w, p) on u(z) = —oo ja siis (—x) pétee.

Edella on osoitettu, ettd ehdon (x) tayttavien ja ehdon (—x) tayttavien
pisteiden joukot ovat avoimet — niiden yhdiste on liséksi alue G. Silloin on in-
tegraali [p(, ,|uldm (jollakin kiekolla D(w, p) C G) joko déreton kaikkialla
tai ddrellinen kaikkialla; edellinen tapaus on vastoin oletusta. Siis on kulla-
kin pisteelld w € G dérellinen integraali jossakin kiekossa D(w, p) ja edelleen
kunkin kompaktin joukon K C G avoimessa (ja dérellisessé) peitteessi, misté
véite (1) seuraa.
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Koska u on ylhaaltd rajoitettu kompaktissa joukossa D(w,p) C G, voi-
daan yleisyytta rajoittamatta olettaa, ettd u < 0 siind. Koska liséksi on edel-
14 sanotun nojalla funktio |u| integroituva yli joukon D(w,p), on olemassa
piste z € D(w, p), jossa u(z) > —oo. Lauseen |15 mukaan on silloin voimassa

1 2w . .
—00 < u(2) < Py (u)(z) = %/0 w(w + pei®) K (pei?, 2) d o

p— |z —wl 1/27r i
— = u(w + pe'?)deo.
T p+lz—w|l 27 Jo (wpe?)dg
Viite (2) seuraa nyt viimeisimmén lausekkeen aarellisyydesta. O

Seuraus 18. Kun G on alue, funktio u : G — R subharmoninen ja u Z —oo,
on Lebesguen mitta m({z € G |u(z) = —o0}) = 0.

Todistus [I1), Cor. 2.5.3, p. 41]. Olkoon kompaktien joukkojen K, C G jono
(K,) sellainen, ettd U, K, = G. Silloin on edellisen lauseen mukaan kukin
integraali [ |u|dm < oo. Kukin joukko {z € K, |u(z) = —oo} on siis
nollamittainen, mista viite seuraa. [

Huomautus 8. Kun G on alue, suljettu kiekko D C G, funktio v : G — R
subharmoninen sekd u #Z oo, on funktio u|sp integroituva ja silla on siis
Poissonin integraali Pp(u).

Lause 19 (Heikko yksikésitteisyysperiaate). Kun joukko G C C on avoin ja
funktiot u,v : G — R subharmonisia sekd u = v melkein kaikkialla, on u = v
kaikkialla joukossa G.

Todistus |11, Th. 2.7.5, p. 50]. Sivuutetaan. ]

2.2 Saannollinen alue ja reuna-arvotehtava

Seuraavassa maéaritellidn myohemmin Dirichlet’'n probleeman yksikasittei-
seksi ratkaisuksi osoitettava Perron-kehitelma. Liséksi osoitetaan Poisson-
muunnoksen avulla rajoitettuun funktioon f liittyvin Perron-kehitelméan yla-
rajaksi funktion f pienin ylaraja. Vield madritelldan saannollisen alueen ké-
site vaatimalla esteen olemassaoloa kussakin reunapisteessa ja yleistetdan es-
te Bouligandin lemman (apulause avulla koko alueella subharmoniseksi
funktioksi. Rajoitettuun ja jatkuvaan funktioon liittyvan Perron-kehitelmén
todetaan puolestaan lahestyvan kussakin saannéllisen alueen reunapisteessa
funktion itsensa arvoa.

Maiéritelméa 7 (Poisson-muunnos). Olkoon G alue, suljettu kiekko D C G,
funktio u : G — R subharmoninen seki u # oo. Silloin méaritelldan funktion
u Poisson-muunnos (engl. Poisson modification) @ : G — R seuraavasti:

. { Pp(u)(z), kun z € D,
u(z) muuten

5, s. 107], [LL, p. 86].
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Apulause 20. Kun G on alue ja funktio i : G — R Poisson-muunnos funk-
tiolle u kiekon D C G suhteen, on @ harmoninen joukossa D sekd subhar-
moninen ja > u joukossa G.

Todistus (vrt. [I1, p. 86], [5, s. 107]). Poissonin integraali Pp(u) on harmo-
ninen funktio kiekossa D ja lauseen |15 mukaan Pp(u) > u joukossa D, siis
@ > u joukossa G. Funktio @ on selvisti subharmoninen myés joukossa G\ D.
Olkoot sitten reunapiste a € 0D ja kiekko D' = D(a,r) C G mielivaltaiset
sekd luvut ¢ € R, ¢y € (1, @1 + 27) sellaiset, ettid (a +re'?) € D & ¢ €
(gbl, qbg) Silloin

1
u(a) = 2—/ u(a +re'?)de
T
1 452 d 1 p1+27m 16) g
_2—/ (a4 1re?) qﬁ—i-%/ ula+re?)do
- ig
27/0 i(a+re?).

Siis % on subharmoninen myo6s reunalla 0D ja edelleen koko joukossa G. [

Maaritelma 8 (Perronin funktiot). Olkoon G alue ja funktio f : 0G — R
rajoitettu. Silloin sanotaan funktiota f vastaavaksi Perronin minoranttifunk-
tioksi funktiota Hg(f) : G — R : 2+ sup,gy(p) u(2), missa U(f) on funktion
f subharmonisten reunaminoranttien muodostama funktioperhe:

U(f) ={u: G — R|u on subharmoninen ja
limsupu(z) < f(¢) aina, kun ¢ € 0G}.

z—(

Vastaavasti madritain Perronin majoranttifunktio Ho(f) : G — R : 2z
inf ey pu(z). (Vrt. [3, s. 110], [11], Def. 4.1.1, p. 86].)

Lause 21. Olkoon G alue ja funktio f : 0G — R rajoitettu. Silloin He(f) <
—Ho(—f) joukossa G.

Todistus [11), L. 4.1.6, p. 89]. Mielivaltaisilla funktioilla w € U(f),v € U(—f)
on summa u-+v subharmoninen funktio joukossa G ja limsup,_,-(u+v)(z) <
f(¢) = f(¢) = 0 reunalla 0G. Néin ollen alueella G on u 4+ v < 0 ja edel-

leen sup,ey(p) w(2) + sup,eypv(2) = He(f) + He(—f) < 0, mistd viite
seuraa. u
Huomautus 9.

« Voidaan todeta, etta

—U(—f) ={u: G — R|u on superharmoninen ja
lim ignfu(z) > f(¢) aina, kun ¢ € 0G},
zZ—r

jasils sup, ey u(z) = He(f)(2) < Ha(f)(2) = infue g5 u(z).
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« Rajoitetun funktion f Perronin minoranttifunktiosta voidaan puhua
yksinkertaisesti Perron-kehitelmdnd, jota merkitaan Ho(f) = Hea(f).
Luvussa [3| todetaan nimittéin, ettd resolutiivisilla (ks. mééritelma
funktioilla f ovat ylla esitetyt kaksi Perronin funktiota itse asiassa
identtiset; lisdksi ndhdaédn, ettd jokainen rajoitettu funktio f on re-
solutiivinen.

o Perronin funktiot voidaan itse asiassa madaritelld myos rajoittamatto-
malle funktiolle f, kun arvojoukkona pidetdin laajennusta R ja tulki-
taan supremum ja infimum seké yla- ja alaraja-arvot tédssé laajennetus-
sa joukossa (ks. esim. [3, pp. 156-157]). Seuraavassa luvussa mééritelméa
tehdaankin juuri talla tavoin.

Lause 22. Olkoon G alue ja funktio f : 0G — R rajoitettu. Silloin Ha(f)
on harmoninen funktio joukossa G ja sup,cq|Ha(f)(2)] < supyqlf-

Todistus [11], Th. 4.1.2, pp. 86-88]. Olkoot suljettu kiekko D C G ja vastaa-
van avoimen kiekon piste zo € D mielivaltaiset. Silloin on Perron-kehitelméan
médaritelmén mukaan olemassa funktion f subharmonisten reunaminorant-
tien (pisteittdin) nouseva jono (u,), jolla lim, o u,(20) = Hea(f)(20). Ol
koon kullakin luvulla n € N viela w,, funktion u,, Poisson-muunnos kiekon D
suhteen — silloin jono (u,) on pisteittdin nouseva joukossa G ja rajafunktio
@ = lim,,_,~ U, on olemassa. Kukin Poisson-muunnos on harmoninen funktio
kiekossa D, joten Harnackin periaatteen (lause mukaan myos rajafunktio
% on harmoninen.

Nyt iy, > uy, joten a(zo) = limy, o0 Un(20) > limy, oo un(20) = Ha(f)(20)-
Kukin Poisson-muunnos ,, on lisiksi subharmoninen funktio joukossa G ja
siis lim sup,_, 1, (2) = limsup,_,; u,(z) < f(¢), kun reunapiste ¢ € 9G. Siis
my6s kukin 4, € U(f), u, < Hg(f) ja edelleen @ < Hg(f) joukossa G.
Yhtasuuruus on nain ollen voimassa pisteessa 2.

Olkoon sitten piste z € D mielivaltainen ja (v,) nouseva jono funktion
f subharmonisia reunaminorantteja siten, etta lim, ,., v,(2) = Hg(f)(2).
Yleisyyttd menettdmaétta voidaan lisdksi olettaa, ettd kukin v,, > u,, joukossa
G. Olkoon v, kunkin funktion v,, Poisson-muunnos kiekon D suhteen; silloin
on olemassa rajafunktio v : z +— limsup,,_,. Un(z). Vastaavasti kuin edella
kullekin funktiolle u,, voidaan nyt todeta, ettd kukin v, on harmoninen, <
Hg(f) joukossa G ja yhtdsuuruus on voimassa pisteessa z. Lisdksi on 0 > @
kaikkialla joukossa G koska toisaalta 0(zy) < @(zg), saavuttaa harmoninen ja
ylhaalta rajoitettu funktio @ — © suurimman arvonsa 0 sisdpisteessa zy € G,
joten apulauseen [3| mukaan @ — © = 0 kiekossa D ja erityisesti on u(z) =
0(z) = Ha(f)(2).

Mielivaltaisessa kiekossa D C G, ja siten koko alueella G, on funktio
Hg(f) = @ edella sanotun perusteella harmoninen.

Olkoon lopuksi U( f) funktion f subharmonisten reunaminoranttien muo-
dostama funktioperhe. Silloin on funktiolla |f| olemassa pienin ylaraja M
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reunalla 0G ja —M € U(f), joten Hg(f) > —M. Toisaalta mielivaltai-
sella funktiolla u € U(f) on u < M joukossa G, joten Hg(f) < M. Siis

supg|Ha(f)] < supygl f]- L

Maaritelma 9 (Este). Olkoon G alue. Silloin piste (y € dG on sddnndlli-
nen, mikali on olemassa este (engl. barrier) pisteessé (o, so. subharmoninen,
negatiivisarvoinen funktio b : Ny N G — R, jolle lim,_,¢, b(z) = 0, missd Ny
on pisteen (p jokin avoin ympéristo. Jos jokainen reunapiste ¢ € JG on sdin-

nollinen, sanotaan joukkoa G sddnndlliseksi alueeksi. ([T, p. 88], vrt. [5] ss.
110-111]).

Huomautus 10. Lehto [5], ss. 110-111] asettaa sédénnolliselle pisteelle vah-
vemman vaatimuksen esteen b : G — R olemassaolosta. Seuraavan apu-
lauseen nojalla tdméa ominaisuus kuitenkin on myos téassa esitetyn mukaisella
saannollisella pisteelld. Jos nimittdin este on olemassa suhteessa johonkin
ymparistoon Ny, voidaan se aina yleistaé esteeksi koko alueella G.

Apulause 23 (Bouligandin lemma). Olkoon G alue ja piste {y € OG saiannil-
linen. Silloin mielivaltaista lukua € > 0 ja pisteen (y avointa ympdristoa Ny
vastaa sellainen subharmoninen funktio b, : G — R, ettd iminf, ,; b.(z) >
—€ ja

b { <0 joukossa G,

1 <—1 joukossa G\ Ny.

Todistus |11}, L. 4.1.7, p. 89]. Oletuksen mukaan on olemassa pisteen (5 ym-
paristé N ja este b : NNG — R. Olkoon viela suljettu kiekko D = D({y,7) C
NN Ny. Koska m(0D) € R, on Lebesguen mitta sdénnollinen (ks. maaritelma
téssa joukossa ja on siis olemassa sellainen kompakti joukko K C GNoD,
jolle erotuksen L = G N oD \ K mitta m(L) < e. Koska joukko L C 9D on
avoin, seuraa lauseesta [§] ettéd lim._,c Pp(xz)(2) = 1 kussakin reunapisteessé
¢ € L, missa xr, : 9D — {0,1} on joukon L karakteristinen funktio.
Maaritelman mukaan on esteen b pienin ylaraja negatiivinen ja m =
—supg b > 0. Silloin on pisteessia ( € G N D voimassa
M (< —1), kun ¢ € K,

. b(2)
1 —>—P =1
Hiljélp m p(xe)(2) < { -1 muuten.

Olkoon sitten funktio b, : G — R;

s max{—1, % — Pp(xz)(2)} joukossa GN D,
-1 muuten.

Silloin b, on lauseen [16) mukaan subharmoninen ja toteuttaa selvasti vaitteen
epayhtalot. Lisdksi

imin b.(2) > lim "2 Py(0)(2) = ~Po(xu)(Go) >
silld Pp(xz)(Co) = m(L). O
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Lause 24. Olkoon G alue, piste (, € OG sdadanndllinen sekd funktio f : 0G —
R rajoitettu ja jatkuva pisteessd (o. Silloin lim, .. Ha(f)(2) = f(Co)-

Todistus ([I1, pp. 90-91], vrt. [5, L. 2, ss. 111-112]). Olkoon € > 0 mielival-
tainen, N, pisteen (y avoin ympérist0, jossa mielivaltaisella reunan 0G pis-
teelld ¢ on |f(C) — f(Co)| < € sekd M = supye|f|. Bouligandin lemman mu-
kaan on olemassa este b, siten, ettd b, < —1 joukossa G \ N.. Silloin funktio
u:G = Rz = (f(¢)+ M)be + f(Co) — € on subharmoninen ja kussa-
kin reunapisteessé ¢ on limsup, . u(z) < f(¢) — € < f((), silld b < 0 ja
M + f(¢o) > |f(Co)| + f(Co) > 0. Siis u € U(f), joten u < He(f) kaikkialla

ja edelleen

liminf Hg(f)(2) > liminfu(z) > —e(f({o) + M) — e + f(Co),

z—Co z2—Co

mista epdyhtélo liminf, ., Ho(f)(2) > f({o) seuraa. Vastaavasti on voimas-

sa liminf, ., Ho(—f)(2) > —f({p) ja koska Hg(—f) < —Hg(f) lauseen
nojalla, on myos limsup, ., Ha(f)(2) < f(Co)- O

Apulause 25. Olkoon G alue, piste (o € 0G ja raja-arvo lim, .., Ha(f)(2) =
f(o) jokaisella jatkuvalla funktiolla f : O0G — R. Jos {(o} # O0G, on (
saanndllinen piste.

Todistus (vrt. [T, Ex. 1, p. 91]). Olkoon ¢; € 9G, (; # (o. Sopivan kon-
formisen kuvauksen avulla voidaan yleisyyttd menettamétta olettaa lisaksi,
ettd (p, (1 # oo. Olkoon funktio f : ¢ — —|C — (| ja b = Hg(f). Silloin
lim, ¢, b(2) = f(¢o) = 0 ja limsup, . b(z) < 0 kussakin reunapisteessd (.
Kukin reunaminorantti u € U(f) on < 0 joukossa G lauseen |14 mukaan, jo-
ten 0 on harmonisen funktion b : G — R yliraja alueella G. Kuitenkaan b
el ole vakio, silld lim, ¢, b(z) = —|¢; — (| < 0. Silloin lauseen (14| mukaan
b(z) < 0 joukossa G ja néin ollen b on este. O

Lause 26 (Dirichlet’'n probleeman ratkaisu jatkuvalle funktiolle). Alueen G
sadannollisyys on yhtapitivdd sen kanssa, ettd jokaisella jatkuvalla funktiolla
f:0G — R on olemassa yksikdsitteinen ehdon

limu(z) = f({) kussakin pisteessi ¢ € 0G

z—(

toteuttava harmoninen funktio u: G — R.

Todistus |11}, Cor. 4.1.8, p. 91]. Jos jatkuvaan funktioon f liittyva harmoni-
nen ratkaisufunktio v on olemassa, on se yleistetyn yksikéasitteisyysperiaat-
teen (lauseen 5| yhteydessa) mukaan = Hg(f), silla funktio Hg(f) on lauseen
22 mukaan harmoninen. Ratkaisun olemassaolo saannolliselld alueella seuraa
puolestaan lauseesta
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Olkoon sitten jokaisella jatkuvalla funktiolla f olemassa yksikésitteinen
ratkaisufunktio u = Hg(f); jos nyt reunapisteiden joukko 0G siséltéisi véi-
hemman kuin kaksi pistettd, olisi kullakin f:114 triviaalisti my6s toinen har-
moninen ratkaisufunktio v’ # wu. Siis reunapisteitd on vahintdan kaksi. Toi-
saalta kussakin pisteessd ¢ € 0G on lim,_,c u(z) = lim,,c Ha(f)(2) = f({);
apulauseen [25| mukaan kukin ¢ on siis sadnnoéllinen. O

Lause 27. Jokainen yhdesti yhtendinen alue G C C on sddnndllinen.

Todistus |11, Th. 4.2.1, p. 92]. Olkoot (yleisyyttd menettdmatta) 0, co € 0G.
Silloin on olemassa funktioperheen log 2z alueella G holomorfinen haara f, silla
G C C\ {0} on yhdesti yhtenainen. Olkoon funktio b: D(0,1)NG — R; z —
%ﬁ Silloin on b selvéisti este pisteessd 0; konformisen kuvauksen avulla
voidaan muodostaa este mielivaltaiseen pisteeseen (y € 0G. O]

Seuraus 28. Jatkuvan reuna-arvofunktion Dirichlet’n probleemalla on yksi-
kdsitteinen ratkaisu jokaisella C:sta poikkeavalla yhdesti yhtendiselld alueel-
la.

2.3 Polaarisuus ja yleistetty ratkaisu

Seuraavassa maaritelldan polaarisuuden kasite ja tutkitaan polaaristen jouk-
kojen tiettyéd "sivuutettavuutta”: funktion kdyttaytyminen muualla kuin po-
laarisessa maarittelyjoukkonsa osajoukossa ratkaisee tosiasiallisesti sen omi-
naisuudet. Kappaleessa yleistetddn subharmonisten funktioiden maksimipe-
riaate tapaukseen, jossa funktion ylaraja-arvot ovat ylhdalta rajoitettuja alu-
een reunalla, poislukien sen polaarisessa osajoukossa. Tamén jalkeen yleiste-
tdan reuna-arvotehtivéa tapaukseen, jossa reuna-arvofunktio voi olla epéajat-
kuva polaarisessa joukossa. Samalla on lievennettava vaatimuksia myos teh-
tdvan ratkaisulle: funktion raja-arvojen on yhdyttéva reuna-arvofunktioon
vain oleelliselta osaltaan — muualla kuin polaarisessa joukossa.

Maaritelma 10 (Kantaja ja potentiaali, [IT, p. 209, pp. 53-55]). Borelin
mitan p : B — R kantajaksi (engl. support) sanotaan joukkoa supp u = {z €
C|u(N) > 0 aina, kun N on pisteen z avoin ympéristo}. Kun p: B — RT
on aarellinen Borelin mitta ja sen kantaja kompakti joukko, sanotaan joukon
G C C potentiaaliksi funktiota pf : G — RY;

Z / log|z — w|d p(w).
G

Maaritelmé 11 (Polaarisuus ja oleellinen voimassaolo). Joukkoa G C C
sanotaan polaariseksi, mikéali

LrE)dn(z) = —o0
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jokaisella darellisella Borelin mitalla p # 0, jonka kantaja on kompakti jouk-
ko G':ssa. Sanotaan myo0s tietyn ominaisuuden olevan voimassa oleellisesti
kaikkialla (engl. nearly everywhere) joukossa G, mikili se on voimassa jou-
kossa E C G ja joukko G\ E on polaarinen [I1], Def. 3.2.2, p. 56]. Vastaavasti
puhutaan oleellisesti jatkuvasta, oleellisesti subharmonisesta jne. funktiosta.

Huomautus 11. Potentiaali p{z on subharmoninen méérittelyjoukossaan ja
harmoninen joukossa G \ supp p; lisédksi on
lim p(2) — p(G) log|z| = 0.

Jokainen polaarinen Borelin joukko on Lebesgue-nollamittainen (ks. [I1], Cor.
3.2.4, pp. 56-57]). Annettu ominaisuus on siis voimassa m-melkein kaikkialla,
mikéli se on voimassa oleellisesti kaikkialla. Kaanteinen seuraussuhde sitéa
vastoin ei yleisesti ole voimassa — jalkimmaéinen ominaisuus onkin edellista
vahvempi.

Lause 29 (Subharmoninen jatkaminen). Olkoon joukko U C C avoin, joukko
E suljettu ja polaarinen, funktio u : U\ E — R subharmoninen ja ylhddltd
rajoitettu kunkin pisteen z € U N E jonkin ympdariston N osajoukossa N\ E.
Silloin on olemassa yksikdsitteinen subharmoninen jatko v : U — R, jolle

U|U\E: u.

Todistus [11], Th. 3.6.1, pp. 67-68]. Olkoon v : z + limsup,_,, e p u(2').
Silloin v < oo ja funktio v on ylospédin puolijatkuva. Olkoon sitten G ra-
joitettu alue kompaktina sulkeumanaan G C U ja h : G — R sellainen
harmoninen funktio, ettd limsup, ,, v(2) — h(z) < 0 kussakin reunapisteessé
¢ € 0G. Joukkoa FE vastaa puolestaan subharmoninen funktio w : C — R
siten, ettd E — {—oo} (ks. [I1, Cor. 3.5.4, p. 67]). Mielivaltaisella ¢ > 0 on
myo6s funktio v — h — ew selvasti subharmoninen joukossa G\ F; tdmé funktio
on lisédksi = —oo joukossa E ja siis subharmoninen joukossa G.
Maksimiperiaatteen (lause mukaan v — h + ew < sup;cae ew((), silla
limsup, ., w(z) < supygw kussakin pisteesséd ¢y € JG. Néin ollen v —h < 0
joukossa G \ E; funktio v on maaritelménsd mukaan < h myos joukossa
G N F ja siis koko G:ssd. Kuten lauseen (15| todistuksessa, seuraa ylospéin
puolijatkuvan funktion v subharmonisuus tasté. Funktion yksikésitteisyys on
puolestaan selviéd heikon yksikéasitteisyysperiaatteen (lause perusteella,
silla polaarinen joukko on nollamittainen. O]

Lause 30 (Oleellisesti subharmonisen funktion Liouvillen lause). Kun joukko
E C C on suljettu ja polaarinen, on jokainen ylhddltd rajoitettu subharmo-
ninen funktio v : C\ E — R vakiofunktio.

Todistus |11, Th. 3.6.7, p. 70]. Lauseen 29 mukaan funktiolla u on subhar-
moninen jatko v : € — R. Silloin v < supe, g u kaikkialla lauseen 19 mukaan,
so. v : C — R on ylhéalta rajoitettu subharmoninen funktio — vaite seuraa
nyt tavanomaisesta Liouvillen lauseesta (ks. [IT, Cor. 2.3.4, p. 31]). O
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Apulause 31. Kun G on alue ja joukko E suljettu ja polaarinen, on joukko
G\ E yhtendinen.

Todistus |11, Th. 3.6.3, p. 68]. Olkoon AU B = G'\ E, missa erilliset joukot
A ja B ovat avoimia ja yhtendisid. Olkoon liséksi funktio v : G\ F — R;

{ 0, kun z € A,
Z —
—00 muuten.

Silloin on lauseen [29 mukaan olemassa funktion u subharmoninen jatko v :

G — R. Jos nyt on B # (), on seurauslauseen mukaan v = —oo, silla
m(B) > 0. Silloin on selvisti A = (), mista véite seuraa. O

Lause 32 (Subharmonisen funktion yleistetty maksimiperiaate). Olkoon G
alue ja funktio u : G — R subharmoninen ja oleellisesti ylhddltd rajoitettu.

(1) Jos OG on polaarinen, niin u on vakio.

(2) Jos OG ei ole polaarinen ja limsup, . u(z) < M oleellisesti kaikilla
¢ € 0G, niin u < M joukossa G.

Todistus |11, Th. 3.6.9, p. 70].

(1) Joukko E = 0G \ {co} on suljettu ja polaarinen — sen komplementti
C\ E on apulauseen nojalla siis yhtendinen. Koska toisaalta alue G on
joukon C\ E komponentti, on u ylhaalta rajoitettu alueella C\ F = G
ja vaite seuraa lauseesta [30]

(2) Yleisyytta rajoittamatta voidaan olettaa, ettd M = 0. Olkoon luku € >
0 mielivaltainen ja joukko E. = {¢ € 0G \ {oco}| limsup, . u(z) > €}.
Silloin E. C C on suljettu ja polaarinen — funktio v : C\ E. — R;

N { max{u(z),e}, kun z € G,
€ muuten,

on lauseen mukaan subharmoninen joukossa C \ E. ja selvisti yl-
haalta rajoitettu. Lauseen |[30] mukaan v on silloin vakio. Toisaalta se
saa arvon € jokaisessa pisteessi ¢ € 0G \ E. U {oo} (# 0, silla oletuk-
sen mukaan limsup, ,, u(z) > € vain polaarisessa, ja siis aidossa 0G'n
osajoukossa). Néin ollen u < v = € kullakin luvulla € > 0, mista viite
seuraa. [

Apulause 33 (Kelloggin lause). Kun G on alue, on sen epdisdinndllisten
reunapisteiden joukko suljettujen joukkojen ddrellinen, polaarinen yhdiste.

Todistus |11, Th. 4.2.5, p. 94]. Sivuutetaan. ]
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Lause 34 (Oleellisesti jatkuvan funktion Dirichlet'n probleema). Olkoon G
alue, joukko OG ei-polaarinen ja funktio f : 0G — R rajoitettu ja jatkuva
oleellisesti kaikkialla joukossa OG. Silloin on olemassa yksikdsitteinen rajoi-

tettu ja harmoninen funktio w : G — R, jolle lim,_,c u(z) = f(C) oleellisesti
kaikkialla joukossa OG.

Todistus [I1), Cor. 4.2.6, p. 95]. Funktio Hg(f) on lauseen 22| mukaan har-
moninen ja rajoitettu. Lisdksi on lauseen 24| mukaan lim, .. He(f)(2) = f(()
joukon OG \ E1 U Ey pisteissé, missi E; on alueen GG epésdénnollisten reuna-
pisteiden ja FE, funktion f epédjatkuvuuspisteiden joukko. Koska edellinen on
polaarinen apulauseen [33|ja jalkimmaéinen oletuksen nojalla ja koska kumpi-
kin joukko on lisaksi Borelin joukko, on joukko F;UFs polaarinen, misté viite
seuraa funktiolle u = Hg(f). Mikéli toisaalta wu;, us ovat probleeman ratkai-
suja, on u; — up rajoitettu ja harmoninen sekd lim, ,c £(u; — u2)(2) = 0
oleellisesti kaikkialla joukossa OG. Silloin on lauseen nojalla voimassa
+(u; — ug) < 0 joukossa G, so. u; = us. O

2.4 Harmoninen mitta ja Poissonin integraalin yleistys

Tassa kappaleessa esitetdan lyhyesti maaritelma harmonisen mitan kasit-
teelle. Télla mitalla on ainakin yksikkokiekossa yksinkertainen geometrinen
tulkinta yksikkOoympyréan kaaren alueen sisapisteen kautta piirtamén hei-
jastuskaaren pituutena (ks. Nevanlinna [8]). Harmonista mittaa tutkitaan
kasilla olevassa esityksessa kuitenkin varsin yleisluonteisesti mielivaltaisella
kompleksitason alueella rajoittuen kasitteen teoreettisiin ominaisuuksiin, eri-
tyisesti Poissonin ytimen ja integraalin kasitteisiin. Kappaleen lopuksi yleis-
tetdaan Poissonin integraali mille tahansa kompleksitason alueelle ja osoite-
taan sen identtisyys rajoitettuun Borelin funktioon liittyvan Perron-kehitel-
mén kanssa silloin, kun alueen reuna on ei-polaarinen.

Maaritelmi 12 (Harmoninen mitta, [I1], Def. 4.3.1, p. 96]). Olkoon G alue.
Silloin sanotaan harmoniseksi mitaksi funktiota wg : GXxB(OG) — [0, 1], jolla

e Kun zy on mielivaltainen piste joukossa G, on kuvaus B — wg(29, B)
Borelin todennédkoéisyysmitta (ks. maéritelma .

e Kun f : G — R on jatkuva funktio, on sen yleistetylle Poissonin
integraalille Po(f) : G — R;

2 | f(Q)dwe(z, )

oG

voimassa Hg(f) = Pa(f).

Lause 35. Kun G C C on alue ja joukko OG ei-polaarinen, on harmoninen
mitta wg(z, () olemassa ja yksikdsitteinen.
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Todistus |11, Th. 4.3.2, pp. 96-97]. Olkoot funktiot fi, fo : 0G — R jatku-
via ja aq, as € R. Silloin on lauseen [34] mukaan olemassa yksikésitteinen Di-
richlet’n ratkaisu Hg(aqfi + asfa) = anHe(f1) + asHe(f2). Lisdksi, mikéali
f(¢) > 0 reunapisteissa ¢ € G, on Hg(f) > 0 alueella G; mikéli f(¢) =1, on
myos He(f) = 1. Kun piste z € G on kiinted, on funktionaali f — Hg(f)(2)
nain ollen positiivinen ja lineaarinen reunalla OG jatkuvien funktioiden luo-
kassa. Rieszin esityslauseen (ks. [II, Th. A.3.2, p. 211]) mukaan on silloin
olemassa yksikéasitteinen Borelin todennékoisyysmitta ., jolle

Ha(f)(z) = /(9Gfduz, kun f: 0G — R on jatkuva funktio.

Silloin yksikésitteinen funktio wg : G x B(0G) — [0,1]; (2, B) + u.(B) on
selvasti harmoninen mitta. ]

Huomautus 12. Kiekossa D = D(0,1) on dwp(z,() = 5=K(¢, 2)[d(] ja

[ HQ w0 = [0 oK@ Alad = o [T K E? 2 do

= Pp(f) (ks. médritelma [). Voidaan siis puhua funktiosta Pg(f) : G —
R;z = [y f(¢) dwe(z, () Poissonin integraalin yleistyksend mielivaltaiselle
alueelle G.

Lisaksi sanotaan yleistetyksi Poissonin ytimeksi sité (yksikasitteista) funk-
tiota Kg : 0G x G — R, jolla kussakin pisteessd z € G ja reunapisteessa
¢ € 0G on dwg(z,() = Kg((, z) dwa(zo0, ¢), missé piste zp € G on kiintea.

Huomautus 13. Harmoniselle mitalle voidaan yksikkokiekossa kayttaa mer-
kintdé w(z, ¢1, ¢2) = wp(o,1)(z, @), missi & = {e'? [ ¢ € (¢1,¢2)}. Silloin on
voimassa mm.

¢ Kun ¢0,¢1,¢2 € [07 27T)7

lim w(z, ¢1,02) =

z—el ®0

1, kun ¢g € (¢1,¢2) ja
07 kun ¢O §é [¢17¢2]-

« Kun z = re'?, harmonisen mitan derivaatta integroimisylirajansa ¢

suhteen on
d 1 1—72 1 :
v _ - 4 = —K(e'%2,2)
doo  2m 1+712—2rcos(py—0) 27
ja merkintaéd vaihtaen siis
dulz,0,0) = - L 4p— KA
w(z,a,¢) = —- = —K(e'% 2 :
T 2 1412 —2rcos(¢ —0) 27 ’
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o Kun z € D(0,1), on [ dw(2,0,9) = w(z, ¢1, p2).

Lause 36. Kun G C C on alue, OG ei-polaarinen joukko ja f : 0G — R
rajoitettu Borelin funktio, on H(f) = Pa(f).

Todistus [11), Th. 4.3.3, pp. 97-99].

o Oletetaan, ettd f on ylospéin puolijatkuva. Silloin on olemassa laskeva
jono (f,,) jatkuvia funktioita f,, : 9G — R siten, ettd liminf, .. f.(2) =
f(2) kaikkialla. Nyt kullakin luvulla n € N on Pg(f,) = He(f,) seu-
rauslauseen nojalla ja kukin Pg(f,) on siis harmoninen funktio
joukossa GG. Monotonisen konvergenssin lauseen (45) mukaan talloin
liminf, o Pe(fn)(2) = Pa(f)(2) kaikkialla joukossa G. Silloin Pg(f)
on Harnackin periaatteen (lause mukaan harmoninen funktio jou-
kossa G.

e Olkoot w € G ja € > 0 mielivaltaiset. Silloin on kullakin luvulla n €
N olemassa subharmoninen funktio u, : G — R, jolla on voimassa
(médritelmén {8 mukaan) limsup, . u,(2) < fu(C) jokaisessa reunan
0G pisteessé ¢ sekd u,(w) > Ha(fn) — 57. Olkoon sitten funktio u =
Pe(f)+ >, (un — Hg(fn)); koska Pg(f) on harmoninen ja kukin w,, —
Hg(f,) < 0 subharmoninen, on u subharmoninen. Pisteessi ¢ € OG on
siis (kullakin luvulla n € N)

limsup u(z) < limsup(FPe(f) + un — He(fa))(2)

z—( z—(C
< limsupu,(z) < f.(C).
z—(C
Taten limsup, . u(z) < f(¢) reunalla 0G ja u < Hg(f). Erityisesti on
voimassa

€

He(f)(w) = u(w) = Po(f)(w) = 3 57 = Po(f)(w) — e

n

mielivaltaisella w € G ja € > 0, joten Hg(f) > Po(f) koko joukossa G.

e Olkoot piste w € G ja luku € > 0 mielivaltaiset. Koska harmoni-
nen mitta B — w(w, B) on &érellinen ja siis sdannoéllinen, on Vitali—
Carathéodoryn lauseen (47) mukaan olemassa ylhaéltd puolijatkuva
funktio f~ : G — R ja alhaalta puolijatkuva funktio f, : 0G — R
siten, ettd f < f < fi ja

| (= Q) dwo(w.0) < e

oG

Koska f on rajoitettu, patee sama myos rajoitettuihin funktioihin f_ =
max{ ", —supq|f_|} ja fr = min{f), supgy|f}|}. Edellisen tarkaste-
lun nojalla ovat epayhtélot Hg(f-) > Po(f-) ja (lause Hq(fy) <
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—Ho(—fy) < —Po(—f+) = Ps(fy) voimassa joukossa G. Silloin on
edelleen (mielivaltaisella € > 0)

Polf) — € < Polfs) — € < Pulf-) < Ho(f-) < Ha(/)
< Ho(f+) < Po(f+) < Polf-) + € < Pulf) + <,

mista vaite seuraa. O

3 Harmoninen funktio Perron-kehitelmana

Edella on tutkittu ehtoja reuna-arvotehtévan ratkaisun olemassaololle. Téassa
luvussa tutkitaan niitd méarittelyjoukkoon liittyvia ehtoja, joiden puitteissa
jokainen kvasirajoitettu harmoninen funktio on itse asiassa Perron-kehitelma.
Aluksi maéaritelladn kaytettyjé késitteité ja todistetaan vaitteen toinen puoli:
jokainen Perron-kehitelmé eli Dirichlet’n ratkaisu on kvasirajoitettu.

Seuraavaksi esitetdan erityiset osittain harmonisten ja osittain subharmo-
nisten funktioiden luokat ja todistetaan vastaavien rajafunktioiden olemas-
saolo. Naiden luokkien avulla voidaan annettua mielivaltaista funktiota ar-
vioida halutulla tarkkuudella: funktioon kompaktia osajoukkoa tai jaannos-
funktioksi jadvaa erotusta vaille yhtyvilla vahvemmat oletukset tayttéavilla
funktioilla.

Lopuksi osoitetaan jatkuvalla alueella harmonisten ja kvasirajoitettujen
funktioiden seké toisaalta télld alueella méarattyjen Dirichlet’n ratkaisujen
luokat samoiksi. Téta pohjustetaan reuna-arvotehtéavan paikallisella, kunkin
reunapisteen ympéristossa maaratylla Borelin funktioon liittyvalla ratkaisul-
la. Alueen jatkuvuus osoitetaan néin riittdvaksi ehdoksi téllaisten Perron-
luonnehdintojen olemassaololle; véilttamattoman ja mahdollisesti valjemmén
ehdon maardaminen jaa lisatutkimuksen kohteeksi.

Tassa luvussa merkitaén lyhyyden vuoksi harmonisen mitan differentiaa-
lia funktiolla dw : 0G — R; ¢ — dwg(z0, (), missa piste zy € G on kiintea.

3.1 Resolutiiviset ja kvasirajoitetut funktiot

Taman kappaleen aluksi annetaan tdydennyksena liitteessa esitettyyn yleis-
luonteiseen aineistoon mm. nollamittaisen joukon ulkopuolella patevin olen-
naisen ala- ja ylarajan maéaritelma. Lisdksi kdydaan lyhyesti lapi reuna-
arvotehtavan edellista lukua yleisempi ratkaisu seuraten Perron—Wiener—
Brelot'n menetelmad ([1], [3, pp. 156-157]). Téssa yhteydessd médritellaan
myos resolutiivisuuden kasite sekd ne harmonisten funktioiden luokat, joiden
vélisten suhteiden tutkimukseen késilld olevan esityksen loppuosa keskittyy.

Maaritelma 13 (Olennainen yli- ja alaraja).i Kun g on mitta, G mitallinen
joukko ja f : G — R Borelin funktio, on M € R funktion f olennainen yliraja
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(engl. essential upper bound), mikdli f(z) < M mitallisessa joukossa F C G
ja u(G'\ E) = 0. Méaritellaan liséksi pienin olennainen ylaraja esssupl, f
seuraavasti:

esssupleq f(2) = inf{a e R|u({z € G| f(z) > a}) = 0}.

Vastaavasti madaritelladn funktion olennainen alaraja ja suurin olennainen
alaraja essinf? f. Lyhyemmin voidaan merkita esssup f ja essinf f, kun G
on funktion f maéarittelyjoukko ja mitta u selvida asiayhteydesté.

Madritellidn vield funktion f L'-normi || f; LY(G, w)|| = |fll1 = Jolfld u
ja sen L-normi ||f; L°(G, p)|| = [|fllc = esssupleq|f(2z)]. Namé madraa-
vit edelleen Banach-avaruudet (ks. [I1, Chap. 6.4]) LY(G,u) = {f : G —
R £l < o0} ja L(G, 1) = {F : G = R|||fll < o0}.

Huomautus 14. Olennainen yla- tai alaraja on téassa tulkittava rinnakkain
melkein kaikkialla -voimassaolon kanssa: nollamittaisen joukon sivuutetta-
vuuden kautta. Aiemmin méaritelméssé [11] esitetylla tavalla oleellinen yla-
tai alaraja liittyy puolestaan polaarisen joukon sivuutettavuuteen. Funktion
jokainen oleellinen yla-/alaraja on siis myos olennainen ylé-/alaraja. Jéaljem-
péna puhutaan yksinomaan oleellisesti kaikkialla voimassaolevista ominai-
suuksista (polaarisuuden mielessi), eikd termien samanmerkityksisyys luon-
nollisessa kielessa nain ollen muodostune ongelmaksi.

Maaritelma 14 (Majorantti ja minorantti). Kun joukko G C C, funktiot
f,g: G — Rja f < g, sanotaan funktiota g funktion f majorantiksi ja
g:ta f:n minorantiksi (joukossa G). Tama osittainen jarjestys méaérdéd hilan
normiavaruudessa L'(G, i), silli mielivaltaisilla funktioilla f,g € L'(G, p)
on olemassa (pisteittdin) pienin majoranttifunktio max{f, ¢} ja suurin mi-
noranttifunktio min{ f, g}.

Lisaksi kaytetdan funktioiden f, g pienimmaéstd harmonisesta majoran-
tista merkintad f V g ja suurimmasta harmonisesta minorantista merkintaé

fAg.

Huomautus 15. Superharmonista funktiota suurimpana harmonisena mi-
noranttinaan vakiofunktio 0 sanotaan téssé jadannisfunktioksi. Nakai [T,
p. 118] kéyttdd englanninkielistd termid potential viittaamatta kuitenkaan
tavanomaiseen ja tassakin tutkielmassa esitettyyn potentiaalin kasitteeseen

(ks. méaritelma [10)).

Maaritelma 15 (Resolutiivisuus). Olkoon G rajoitettu alue ja f : G — R.
Silloin He(f) < —Hg(—f) = Hg(f) (ks. lause ja kumpikin funktio on
harmoninen tai identtisesti 00. Mikéali yhtadsuuruus on voimassa joukossa GG
ja yhteinen funktio on harmoninen, sanotaan funktiota f resolutiiviseksi ja
Perron-kehitelméad Hqg(f) = He(f) (vleistetyksi) Dirichlet’n ratkaisuksi ([T,
p. 118], vrt. [3, pp. 156-158]).
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Maaritelma 16. Kun G on rajoitettu alue, maéaritellaédn siind seuraavat
funktioluokat [7, p. 116]:

Hp(G) on sellaisten harmonisten funktioiden v : G — R luokka, joiden
itseisarvofunktiolla |u| on harmoninen majorantti alueella G:

Hp(G) ={u: G — R|v > |u| jollakin harmonisella v : G — R}.

(Itse asiassa Hp(G) = {u —v|u,v € HT(G)}. Kun nimittidin harmo-
ninen funktio v > |u|, on selvédsti u = v — (v — u) ja v,v —u € HT(G).
Kun toisaalta u,v € HY(G), on u+v > |u—v| jau+v € H(G).)

Ho(G) on sellaisten funktioiden u € Hp(G) luokka, joille

limsup(u A X))V (=X) =u

A—00

melkein tasaisesti joukossa G (ks. mééritelméa[31). Luokan Hq(G) funk-
tioita sanotaan kvasirajoitetuiksi (engl. quasibounded).

on harmonisten ja rajoitettujen funktioiden luokka (selvésti

)
) € HolG)).
)

8(G

s(G
Hs(G) on sellaisten funktioiden u € Hp(G) luokka, joilla (u A A) V
(—A) = 0 mielivaltaisella A > 0 (selvisti Hp(G) = {¢+ s|q € Ho(G),
S € Hs(G)})

Hp(G) on Dirichlet’n ratkaisujen He(f) : G — R (resolutiivisina funk-
tioinaan f : 0G — R) luokka.

Lause 37. Olkoon G rajoitettu alue. Silloin

(1) Funktio f : 0G — R on resolutiivinen tismdlleen silloin, kun se on

integroituva harmonisen mitan suhteen, ts. f € L'(0G,dw).

(2) Jos f : OG — R on resolutiivinen, on Hg(f) esitettdvissid Perron-

kehitelmdind Hq(g) jollekin Borelin funktiolle g : 0G — R, jolla lisiksi
9| < || flleo ja f = g melkein kaikkialla.

(3) Kun f on resolutiivinen, on Hg(f) € Hp(G).

Todistus 7, §2, pp. 118-119].

(1) Kun kiytetdan lyhennysmerkintad d w(¢) = dwg(z0,¢) (ks. luvun joh-
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danto), on yleistetylle Poissonin ytimelle Kg((, z) (milld tahansa z €
G) voimassa esssup;cpq|Ka((,2)| < oo, ts. joukko {¢( € 0G| |Ka((,

z)| = oo} on nollamittainen. Edelleen on dwg(z,() = Kg(C, )dw(g)
kussakin pisteessa ¢ € 0G.



Kullakin jatkuvalla funktiolla f on toisaalta

Ho(£)) = [ F(Qdwa(z0) = [ FOKa(¢ =) dw(()

alueella G (ks. maéritelmé [12).

Nain ollen || f|l1 = [yo|f(Q)]dw(() < oo tdsmalleen silloin, kun funktio
f : OG — R on resolutiivinen, ts. |[Hg(f)| < occ.

(2) Kun funktion f : G — R Perronin minorantti- (tai majorantti-) funk-
tio Hi(f) (tai Hg(f)) on harmoninen ja siis rajoitettu, seuraa mééa-
ritelmasté [§] sellaisen Borelin funktion ¢ : 0G — R olemassaolo, etté
f =9 2> —esssupccpe|f(Q)] (tai f < g < esssupecaglf(C)]). Silloin
Hq(f) = Hg(g) (tai Hg(f) = Hg(g)). Mikéli f on resolutiivinen, on
siis |g| < esssupeepq|f(C)] kaikkialla joukossa dG, g = f melkein kaik-
kialla ja Hg(f) = Hg(g).

(3) Kuvaus f — Hg(f) on epdnegatiivinen lineaarioperaattori, joten f +
g — Ha(f) + He(g) ja He(f) > 0 kaikkialla, kun f > 0 kaikkialla.
Nain ollen, kun reuna-arvofunktiot f, g : 0G — R ovat resolutiivisia, on
He(f) N He(g) = He(min{f, g}) ja He(f) vV He(g) = Hg(max{f, g}).
Erityisesti Ho(f) = Hg(max{f,0}) — Hg(max{—f,0}), mista (3) seu-
raa. [

Lause 38. Kun G on alue, f : 0G — R funktio ja H(f), Ho(f) harmonisia
funktioita, on dw-melkein kaikkialla joukossa OG voimassa

fim inf Hg (f)(2) < £(0) < limsup Ho(f)().
z z—(
Todistus [7, Prop. 2.1, p. 119]. Oletuksen mukaan H(f) on rajoitettu. Sil-
loin on olemassa superharmoninen funktio s : G — R' siten, ettd milla
tahansa luvulla € > 0 on Hq(f) — es funktion f subharmoninen reunamino-
rantti (ks. [2, S. 21]). Olkoon liséksi F' niiden pisteiden ¢ € 9G joukko, joissa
alaraja-arvo liminf, . s(z) = oo. Silloin kukin funktio es on karakteristisen
funktion xp : 0G — {0,1} superharmoninen reunamajorantti. Liséksi on
joukon F' harmoninen mitta wg (29, F') = 0 (riippumatta pisteesta zy € G),
silld 56 xr(Q) dw(C) < [hees(¢) dw(() ja funktio s on ylhaalta rajoitettu.
Mielivaltaisessa pisteessa ¢ € G\ F' on puolestaan (milld tahansa luvulla
e >0)

F(Q) > limsup(Hg(f)(2) — es(2)) > liminf Ho(f)(z) — e limsup s(2).

z2—C z2=( z2—¢

Toisaalta my6s liminf, .. s(z) on epanegatiivinen ja &érellinen, joten f(¢) >
liminf, .o Hg(f)(2).

Koska funktio Hq(f) on harmoninen, on funktio —Hg(f) = Ha(—f)
samoin. Edelld sanotun nojalla on silloin pisteessd ¢ € 0G \ F voimassa
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—f(¢) > liminf, ,c —Hg(f)(z). Viite seuraa nyt joukon F C dG nollamit-
taisuudesta. O

Huomautus 16. Resolutiivisten funktioiden luokka L!'(0G,dw) ja Perron-
kehitelmien luokka Hp(G) ovat lauseen [38| nojalla vektorihiloina isomorfiset:
kuvaukselle J : f + Hg(f) on voimassa J(max{fi, fo}) = J(f1) V J(f2) ja
J(min{ fi, fo}) = J(f1) A J(f2) aina, kun fi, fo € L'(0G,dw).

Lause 39. Luokka Hp(G) C Ho(G), ts. jokainen Dirichlet’n ratkaisu on
kvasirajoitettu.

Todistus [7, §3, pp. 119-120]. Olkoon jélleen funktio dw(¢) = dwg(20,¢)
ja Kqg(C, z) yleistetty Poissonin ydin (pisteen z, suhteen); olkoon liséksi
Ha(f) € Hp(G), ts. f € LY(OG,dw). Silloin (milld tahansa vakiofunktiolla
A) on Hg(M\) = A ja

(Ha(f) ANV (=A)(2) = (Ha(f) A Ha(N) V Ho(=A))(2)
= (Hg(min{f, A}) V Hg(=X))(2)
= He(max{min{f, A}, —=A})(2)

= /8G max{min{ f({), A}, = A} Kc (¢, z) dw({).

Edelleen on tarpeeksi suurilla A:n arvoilla [max{min{ f, A}, =A}| = | f|; lisdk-
si limy 0 max{min{f, A}, —A\} = f kaikkialla. Dominoidun konvergenssin
lauseen mukaan joukossa G on néain ollen limy o ((Hg(f) ANV (=X))(2)

= lim max{min{ f({), \}, = \} K5 (¢, z) dw({)

A—00 JHG

= | FOKa(C.2)dw(C) = Hel£)(2).
Taten Hq(f) € Ho(G). O

Huomautus 17. Edellisen lauseen mukainen osajoukkorelaatio on aito esi-
merkiksi alueen G = D(0,1) \ [0,1) tapauksessa. Kun kiekon puolikas A =
{z € D(0,1) | Sz > 0} ja suljettu vili B = [0, 1], voidaan nimittdin karakte-
ristisen funktion yp : 0A — {0, 1} Perron-kehitelméd H4(xp) laajentaa alu-
eella G harmoniseksi funktioksi, joka on kvasirajoitettu, muttei esitettévissé
Dirichlet’'n ratkaisuna (ks. [7, p. 120]). Késill4 olevan tutkielman loppuosas-

sa pyritaankin maaraaméadn alueeseen kohdistuva (riittdva) ehto luokkien
Hp(G) ja Ho(G) samuudelle.

3.2 Harmonisaatio ja subharmoninen jatkaminen

Seuraavassa tarkastellaan eri tavoin ”osittain harmonisia” funktioita. Perus-
tavana késitteend toimii lakaisu, superharmonisen funktion ala-arvio oleel-
lisesti kaikkialla kompaktissa joukossa siihen yhtyvana funktiona. Harmoni-
saation avulla voidaan puolestaan jatkuvaa funktiota arvioida mielivaltaisel-
la tarkkuudella harmonisena funktiona. Wiener- ja Dirichlet-jatkon avulla
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voidaan viela arvioida epéanegatiivisen funktion harmonisaatiota ja Perron-
kehitelméa halutun ympariston ulkopuolella haviavélla subharmonisella funk-
tiolla, erotuksen jaddessa jaannosfunktioksi.

Maaritelma 17 (Lakaisu). Olkoon G on rajoitettu alue, K C G Borel-
joukko ja f : G — R epanegatiivinen, superharmoninen funktio. Silloin sa-
notaan f:n pienintd superharmonista majoranttia, joka = f oleellisesti kaik-
kialla joukossa K, funktion f lakaisuksi (ransk. balayage) b5 (f) : G — R yli
joukon K (vrt. [3, pp. 158-159]. Helms vaatii itse asiassa joukon K kompak-
tisuutta. Koska yhtenevyys oleellisesti kaikkialla rajoitetussa Borel-joukossa
kuitenkin takaa yhtenevyyden oleellisesti kaikkialla vastaavassa sulkeumassa,
voidaan vaatimusta talta osin lieventad.)

Huomautus 18. Vakiofunktion 1 lakaisu yli joukon K vastaa K:n harmo-

nista mittaa sen ulkopuolella: b%(1)(2) = w(z, K) kussakin pisteessi 2 €
G\ K.

Maaritelma 18 (Harmonisoituvuus). Olkoon G rajoitettu alue ja f: G —
R funktio. Silloin mééritelldén funktio he(f) : z — infuewy () w(z), missi
Wea(f) on funktion f superharmonisten osittaismajoranttien muodostama
funktioperhe:

Wea(f) = {s: G — R|s on superharmoninen ja s > f joukossa G \ K
jollakin kompaktilla K C G'}.

Lisiksi merkitdén ho(f) = —hg(—f). Funktiota f sanotaan harmonisoitu-
vaksi (engl. harmonizable) alueella G, mikili hqo(f) = ha(f) ja kumpikin
funktio on harmoninen. Yhteista funktiota sanotaan silloin funktion f har-
monisaatioksi ja merkitiin hg(f) = ha(f). Jokaisella alueen G osa-alueella
harmonisoituvien, jatkuvien ja rajoitettujen funktioiden luokkaa merkitain

N(G)lla 7, §5, p. 122].

Huomautus 19. Luokka N (G) on Banach-algebra ja siis (Cauchy-)téydelli-
nen: kukin sen Cauchy-jono normin || f|| = supg|f| mielessé (so. jono (fy),
jolle limy,, yy>ng—socol|fna — fnol| = 0) suppenee tdman normin mielessa koh-
ti rajafunktiota joukossa N (G). Liséksi se on vektorihila ja sellaisena ho-
momorfinen luokan Hp(G) kanssa homomorfisminaan f — hg(f); mm.
max{f, g} = ha(f) A ha(g). (Todistuksista ks. esim. [13], pp. 223-227].)

Lause 40. Olkoon G rajoitettu alue. Silloin jokainen jatkuva ja rajoitettu
funktio f on harmonisoituva jokaisella G:n osa-alueella, f € N(G).

Todistus 7, §5, pp. 122-123].

e Olkoon funktio s : G — R superharmoninen, rajoitettu ja jatkuva
sekd G' C @G alue, sdannollisten alueiden (ks. kappale [2.2) jono (G,,)
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alueen G’ tyhjennys (so. G,, C G,,1 kullakin n:lla ja lim, oo G, =
G’) ja u funktion s suurin harmoninen minorantti. Silloin funktio u =
lim inf,_e0 bG ‘9" (s). Koska kukin lakaisu bgi\G"(s) € Wer(slar) (ks.
madritelma , on alueella G’ voimassa b5, " (s) > ha(s) > ha(s) >
u, joten hg(s) = ha(s) = u joukossa G'. Taten s € N(G).

« Olkoon sitten G’ alue, G O G ja funktio f : G — R jatkuva ja ra-
joitettu. Silloin on f(2) = He (floc)(2) joukossa G’ ja maaritelman
mukaan on siis olemassa jatkuvat, rajoitetut ja superharmoniset funk-
tiot 7,7 : G' — R, jotka voidaan edelleen laajentaa samat ehdot

tayttaviksi funktioiksi s, s, : G — R siten, ettéd jono (s, — s},) suppe-

nee tasaisesti kohti funktiota f sulkeumassa G’. Tdméi jono on silloin

Cauchy-jono; toisaalta edellisen kohdan nojalla kukin s, ja s/, ja siten

myos s, — s, € N(G). Koska N(G) on Cauchy-taydellinen, on myos

feN(@@G). O

Maaritelma 19 (Wiener-jatko). Olkoon G rajoitettu alue, piste (y € 0G,
Zy C C pisteen (j sellainen ymparisto, ettd Zy N G on alue ja funktio
v € NT(G) sekid v = 0 joukossa G \ Z, missi Z C Zy ja Z N G on alue.
Silloin mééritelladan funktioon v liittyvin harmonisaation hz,ng(v) Wiener-
jatko (engl. Wiener extremization) funktiona h(v) : G — R™;

s { hz,na(0)(2), kun z € Zo NG,
0 muuten.

Lause 41. Wiener-jatko h(v) : G — Rt (missd G, (o, Zo,v ja Z ovat yo.
madritelmdan mukaiset) on jatkuva ja subharmoninen funktio, sen raja-arvo
lim, ¢ h(v)(2) = 0 kussakin pisteessi ¢ € OG \ Zy ja ha(v) — h(v) on jadn-
nosfunktio G:ssd.

Todistus [7, L. 6.1, pp. 123-125]. Olkoon ¢ : Zy N G — R vakiofunktion 1
lakaisu yli joukon Z N G, ts. pienin superharmoninen funktio > 1, joka =
1 oleellisesti kaikkialla joukossa Z N G. Silloin #(z) = w(z,Z N G) joukon
Zy NG\ Z pisteissi. Toisaalta kukin piste ¢ € 0Zo NG = 9(Zy N G) \ Zo
on sadannollinen lauseen [27] mukaan, silla Zy N G on rajoitettu alue, joten
lim, ¢ t(z) = 0 kussakin pisteessd (. Olkoon sitten Mg = supg v; silloin
Mgt € Wyyna(v) jasiis 0 < hyzyna(v) < Mgt, joten lim, ¢ hzna(v)(2) =0
reunapisteiden joukossa 07, N G. Funktio h(v) on siis jatkuva; se on selvésti
my0s subharmoninen ja lim,_,; h(v)(z) = 0 pisteissé ¢ € 0G \ Z.

Kun piste zyp € ZoNG, on maaritelman [I§ mukaan olemassa sellainen jono
(un € Wazyna(v)) ettéd uny(z9) — h(v)(29) < 27" kullakin n:lla. Liséksi kukin
superharmoninen funktio w, — h(v) > 0 kaikkialla, joten kuvaus ¢ : z +—
> nen(un — h(v))(2) on superharmoninen, epénegatiivinen kaikkialla ja <1

pisteessé zo. Lisdksi on sen lakaisu u = 0575 (¢) > 0. Koska lim._,¢ u(z) = 0
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pisteissi ¢ € 07y N G, on olemassa (pisteen (, ympéristd) Z,: Z C Z; C Z
siten, ettd u on ylhailta rajoitettu joukossa 07; N G.

Kun funktio w = meG(l), vastaa se joukon Z; N G harmonista mittaa
alueen G\ Z; pisteissé, joten se on jatkuva, superharmoninen ja epinegatii-
vinen joukossa G ja harmoninen joukossa G\ Z;; lisiksi se on = 1 joukossa
7y N G. Koska alue G on rajoitettu, on olemassa kickko D O G; silloin la-
kaisulle w' = blZ)1 on w' < 1 joukossa 0Zj. Lisdksi on joukossa G selvisti

0 <w < w', joten supyy,~gw < 1. Edelld on todettu, ettd on vield voimassa
(jollakin M’ > 0)

1
sup w < 1—— sup u.
8ZoNG M’ 9z,0c

Koska u(z) = 0 joukossa 0Zy N G, on sielld myos (jollakin M > 0)

M sup w< M =u(z)+ M jaedelleen u(z) + M > Mw
0ZoNG

Koska toisaalta w(z) = 1 joukossa 0Z; N G, on siella myos

sup u+ M < M' = Mw(z) jaedelleen u(z) + M < M'w
0Z1NG

Edelld sanotun nojalla funktio p : G — R;

u+ M, kun z € Z1 NG,
z+ ¢ min{u+ M, M'w}, kun z € (Zy\ Z1) NG,
M'w muuten

on epénegatiivinen ja superharmoninen. Kun {K,}1<,<m, on kokoelma kom-
pakteja joukkoja siten, etta kullakin n:1l4 on u, > v joukossa Zy N G\ K,,
on yhdiste K = J,, K,, kompakti ja

Z >wv  joukossa Zy NG\ K.

1
m 2
Edelleen on joukossa Z NG\ K voimassa
B(v) + —p= h(v) + ~(u+ M) > h(v) + —
mP = m 1

> (o) + — > (un =

1
m 2

ja siten koko joukossa Zo NG\ K on h(v)+ (1/m)p > v, silld v = 0 joukossa
Zy NG\ K. Néin ollen Wiener-jatkolla h(v) ja epanegatiivisella, subharmo-
nisella funktiolla p on

1
h(v) + —p € Wyna(v)  jokaisella luonnollisella luvulla m.
m
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Kun funktio u € Wg(v) on mielivaltainen, on u > v johonkin kom-
paktiin joukkoon K’ C G liittyvéssi erotuksessa G \ K’ ja lisdksi joukossa
ZoNG\ K'NZy, silla v = 0 joukossa G\ Z. Niin ollen u|z,ng€ Wzna(v)
ja edelleen u > h(v) joukossa Zy N G, siis koko alueella G, joten funktio
ha(v) on h(v):n harmoninen majorantti. Toisaalta on edellisen kohdan mu-
kaan olemassa kompakti joukko K siten, ettd h(v) + (1/m)p > v joukossa
Zy NG\ K (ja selvisti myos joukossa G\ Zy N G), joten joukossa G\ K on
(mielivaltaisella m € N)

1 1
u+—p=h(v)+—p=>wv.
m m

Silloin kukin u + —p € Weg(v) ja siis > he(v) kaikkialla. Koska jokaisessa
pisteessa z € G on

1
inf{limsup u(z) + —p(z) | v on funktion h(v) harmoninen majorantti}
m—00 m

> hg(v)(z), on harmonisaatio hg(v) funktion A(v) pienin harmoninen majo-
rantti, mista vaite seuraa. O

Maaritelma 20 (Dirichlet-jatko). Olkoon G rajoitettu alue, Zy C C pisteen
(o € OG sellainen ympéristo, ettd Zy N G on alue ja funktio f : G — R rajoi-
tettu ja epinegatiivinen Borelin funktio joukossa Zy N OG, = 0 muualla seké
jatkuva joukon 07y N OG pisteissa. Silloin maaritelladn funktioon f liittyvan

Perronin funktion Hz,ng(f) Dirichlet-jatko (engl. Dirichlet extremization)
funktiona H(f): G — R*;

muuten.

s { (])—IZOQGOC)('ZL kun z € ZoN G,

Lause 42. Dirichlet-jatko H(f) : G — Rt (missd G, (o, Zo ja [ ovat yo.
mdadritelman mukaiset) on subharmoninen ja Hq(f) — H(f) jadnndsfunktio
G :ssdi.

Todistus [7, L. 7.1, pp. 125-126]. Lauseen [27| mukaan kukin reunapiste jou-

kossa 07y N G on siannollinen. Koska f = 0 joukossa 02y NG = d(ZyNG)\

Zo N IG, on myés lim, e Hzna(f)(z) = 0 pisteissa ¢ € 0Zy N G. Néin ollen

Dirichlet-jatko H(f) on jatkuva ja edelleen subharmoninen joukossa G.
Olkoon funktio f': 0(ZyNG) — R;

0 muuten.

N { Hg(f)(2), kun z € 02y NG,

Mielivaltaisella funktion f subharmonisella reunaminorantilla s on silloin voi-
massa s < Hg(f) joukon Zg NG C G pisteissa, joten s € Uzna(f + f') ja
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edelleen Hg(f)(2) < Hzona(f + f')(2) pisteissd z € Zy N G. Samoin voidaan
osoittaa, ettd Hg(f)(2) > Hzyna(f + f')(2), joten joukossa Zy N G on

He(f)(2) = Hzna(f)(2) + Hzna(f)(2)-
Olkoon sitten funktio H' : G — R;

Hzna(f)(2), kun z € Zo NG,
S He(f)(2) muuten.

Koska kukin reunapiste ( € 07, NG on sdannoéllinen, on H' jatkuva funktio.
Lisdksi 0 < H' < Hg(f) ja lim,¢ f(2) = f(¢) = 0 kussakin pisteessé ¢ €
0ZyNOG, joten H' on superharmoninen joukossa G, toisaalta lim, . H'(z) =
0 alueen G saénnollisissd reunapisteissa ja siis ainakin yhdessé pisteessa —
lisaksi H' on selvésti rajoitettu funktio. Funktio H' = Hg(f) — H(f) on siis
jaannosfunktio. n

3.3 Jatkuva alue ja Perron-luonnehdinta

Seuraavassa esitettavd maaritelmé alueen kéyristyville reunapisteelle vas-
taa ajatusta alueen rajaamisesta tdmén pisteen jossakin ympéaristosséd jat-
kuvalla kéyrélla. Nakai [7] esittdd mééritelmén euklidisessa R"-avaruudessa
(n — 1) x l-ulotteisen sylinterin tai pallon sektorinosan avulla; seuraavas-
sa rajoitutaan johdonmukaisuuden vuoksi kompleksitasoon ja jatkuviin kéy-
riin sen suorakulmioissa ja sektorinosissa. Lisdksi osoitetaan, etta jatkuvan
alueen jonkin reunapisteen ymparistossé epanegatiivinen, rajoitettu ja har-
moninen funktio voidaan esittdd reuna-arvot maéradvan Borelin funktion
Perron-kehitelmanéa. Lopuksi todistetaan yleisempi vaite minka tahansa kva-
sirajoitetun, harmonisen funktion identtisyydesté jonkin Perron-kehitelmén
kanssa.

Maaritelma 21 (Kayristyva piste, vrt. [7, §4, pp. 120-121]). Olkoon G alue
ja ¢ sen reunapiste. Silloin

 Olkoon olemassa jokin sellainen ((:sta riippuva) koordinaattimuunnos
(so. origon ympéri kddntamisen ja yhdensuuntaissiirron muodostama
kuvaus) G — G’ jossa ( — iy, y € RT; pisteen ( karteesinen kdiy-
raympdristé (engl. admissible neighbourhood) Z w— 7' = {z|Rz €
(—a,a),Sz € (y— b,y +b)}a,b > 0) ja jatkuva funktio f : (—a,a) —
(y—0b,y+0), ettd GNZ on yhtendinen sekd kunkin pisteen z € G'N 72’
imaginddriosa §z < f(Rz) ja yhtdsuuruus on voimassa reunapisteis-
s z € 0G' N Z'. Silloin sanotaan pistetta ( karteesisesti kayristyviksi
pisteeksi (engl. Cartesian graphic point).
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 Olkoon sitten olemassa jokin sellainen (samoin (:sta riippuva) koordi-
naattimuunnos G — G’, jossa ¢ — x € RT; pisteen ¢ napainen kdy-
raymparisté Z — Z' = {z||z| € (x —b,x + b),argz € (—a,a)}(a €
(0,7),b € (0,2)) ja jatkuva funktio ¢ : (—a,a) = (z — b,z + b), et-
td G N Z on yhtendinen sekd kunkin pisteen z € G’ N Z’ itseisarvo
|z| < ¢(arg z) ja yhtdsuuruus on voimassa reunapisteissi z € 0G' N Z'.
Silloin sanotaan pistetta ¢ napaisesti kayristyviksi pisteeksi (engl. polar
graphic point).

« Rajoitettua aluetta G kutsutaan jatkuvaksi, mikali sen jokainen reuna-
piste ¢ € G on (karteesisesti tai napaisesti) kayristyva.

o Jokaisella jatkuvalla alueella G C C on olemassa sulkeuman G kdyrd-
peite (engl. admissible covering): avoin (ja Aarellinen, silli G on kom-
pakti) peite {U,}o<n<i, misséd Uy C G ja kukin U, (n > 1) on pisteen
(n € 0G kayraymparisto.

Lause 43. Olkoon G jatkuva alue, (y sen kdayristyvd reunapiste, sitd vastaava
kayraympdristo Z sekd funktio v : Z NG — R epdnegatiivinen, rajoitettu ja
harmoninen funktio raja-arvoinaan 0 joukossa 0Z N G. Silloin on olemassa
rajoitettu Borelin funktio f: 0(Z NG) — RT, joka on jatkuva, = 0 joukossa
0Z NG sekd mddrdad funktion v reuna-arvot: v = Hzng(f).

Todistus [7, L. 8.1, p. 126].

(1) Todistus voidaan suorittaa kayraympéaristoon Z liittyvassa koordinaat-
timuunnoksessa Z — Z’; jaljempéand merkitdan Z:lla, G:lla ja v:1l4
vastaavia muunnoksiaan. Yleisyytta rajoittamatta voidaan lisdksi olet-
taa, ettd v € [0,1]. Kun piste zp € Z N G on kiinted ja merkitdan
dw(¢) = dwg((, 20), on yleistetylla Poissonin ytimellda Kg(z,() voi-
massa dwg((, 2) = Kg(z,() dw(¢). Mikéli {y on karteesisesti kdyristy-
véi, olkoot kullakin luvulla n € N joukko V,, = {z + 1|2 € ZN G} ja
funktio v, : ZNG — R;

{U(Z—i), kun z € V,, NG,
Z = n

0 muuten.

Mikali taas (p on napaisesti kayristyva, olkoot kullakin luvulla n € N
joukko V,, = {(1 4+ 1)z |z € ZN G} ja funktio v, : ZNG — R;

+”L

v({Zr), kunz €V, NG,
Z =
0 muuten.

Kummassakin tapauksessa on kullakin luvulla n voimassa V11 \ Z C
V., \ Z; lisdksi voidaan yleisyyttd menettamatta olettaa, etté jollakin
luvulla np € N on V,,, € Z. Silloin kukin v,, n > ng on harmoninen
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joukossa V,, N G ja jatkuva joukossa Z N G. Edelleen on funktio f,, =
Un |a(zne) jatkuva ja 0 < f, < 1; olkoon vield w, vastaava Perron-
kehitelmé: w,, = Hzna(fn)-

Olkoot € > 0 ja z € Z N G mielivaltaiset. Silloin on jollakin luvulla
n > ng voimassa z € V,, N G ja siis
v(z— 1) —v(2), kun (, on karteesisesti kéyristyva,

vp(2)—v(2) = { U(lil z) —wv(z), kun (o on napaisesti kdyristyva.

Taten lim,, o0 (v,(2) — v(2)) = 0, silld v on jatkuva funktio, joten jol-
lakin luvulla ny > ng on |v,(2) — v(z)| < €/3 aina, kun n > n;.

Olkoon sitten Perron-kehitelmé w = Hzna(xac); silloin

lim w(z) = 0, kun ( € 0Z2NG,
] 1, kun piste ¢ € Z N IG on sdaannollinen

z—(

ja liséksi on selvisti 0 < w < 1. Olkoon kiekko D D G ja harmoninen
epénegatiivinen funktio ¢ : D\ ZN0G — R™, jolle lim, ¢ ¢(z) = 0 ym-
pyralld 0D ja = oo reunan Z N 0G epasadannollisissa pisteissa. Alueella
Z N G on liséksi voimassa w + g > w, mielivaltaisella 6 > 0 ja siis
w > w, kullakin luvulla n > ng; erityisesti on 0 < w,, < SUpPzra v, W
alueella Z NG\ V,, kullakin n:lli. Vastaavasti on harmoninen funktio
Wy — Uy, —5q—sup7m5\vn w < 0 alueella V,,NG ja néin ollen myos alueella
Z NG (mielivaltaisella § > 0). Siis 0 < w, — v, < SUPZnaG\v;, W alueel-
la Z N G. Koska lim,,_, SUpzna\y, W = 0, on jollakin luvulla no > ng
voimassa |wy,(2) — v,(2)] < €/3 aina, kun n > na.

Olkoon B funktioavaruuden L>(9(Z NG),dw) suljettu yksikkokiekko,
so. B={b:0(ZNG) — R|||b]|« = esssupl|b| < 1}. Silloin on Banach—
Alaoglun lauseen (ks. [12 pp. 66-68]) mukaan jokaisella funktiojonolla
joukossa B kasautumispiste (funktio) tassa joukossa, erityisesti on jo-
nolla (f,)n>n, kasautumispiste f': 9(Z NG) — R, esssup|f’| < 1. Nyt
on olemassa luku ng > max{ni, na} siten, etta

e Kor6(C 2 (Qdw(Q= [ Kan(G,2)7 (€ dwlQ)] < /3
80. [wpy(2) — Hzra(f')(2)] < €/3. Nyt on kohtien [2] ja [3] sekd kolmio-
epayhtélon mukaan |v(z) — Hzna(f')(2)| < € (pisteittéin, mielivaltai-
sella luvulla € > 0). Siis v = Hzna([f').

Koska funktio f’ on resolutiivinen, on lauseen [37| nojalla olemassa sel-
lainen Borelin funktio f” : (Z NG) — R, ettd 0 < f” < 1 ja
v = Hznc(f') = Hzna(f"). Olkoon viela funktio [ : 0(Z N G) — R;

zH{f(z)’ kun z € ZNOG,

0 muuten;
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silloin f"” on myos rajoitettu Borelin funktio, silli Z N dG on Borelin
joukko, f” = 0 joukossa 0Z N G ja (v =)Hzna(f") = Hzna(f").
Olkoon liséksi kuvaus §: Rt — P(Z N G);

t—={2€ZNG|0ZNOGND(z,t) #0}.

Koska lim, ,v(z) = v({) = 0 kussakin pisteessd ( € 0Z N IG, on
olemassa sellainen aidosti laskeva jono (t, > 0), etta lim, o s, = 0,
missé kukin s, = supgq, ynazna) v

(6) Lauseen[3§nojalla 0 < f” < s,, d w-melkein kaikkialla joukossa S3(t,)N
d(Z N G) ja siis myos melkein kaikkialla joukossa (8(t,) \ B(tn+1)) N
d(Z N G) (kullakin luvulla n € N), silld v = Hzng(f"). Olkoon sitten
funktiojono (f/ : 9(Z N G) — R);

max{f"(z),sn}, kun z € (B(tn) \ B(tas1)) NO(Z N G),
z— ¢ 0, kun z € 0Z N 0G,
1"(2) muuten, so. kun z € d(Z N G) \ B(t1).

Silloin summa f = >, f/” on rajoitettu ja epanegatiivinen Borelin funk-

tio, Hzna(f) = Hzna(f") = v seka lim,_,¢ f(2) = f(¢) = 0 kussakin
reunapisteessi ¢ € 0Z N G. O

Lause 44. Olkoon G jatkuva alue. Silloin Ho(G) C Hp(G), so. jokainen
harmoninen ja kvasirajoitettu funktio u : G — R voidaan esittid yleistettynd
Dirichlet’n ratkaisuna Hg(f), missi f € L'(0G,dw).

Todistus [T, pp. 129-130]. Olkoon {U, }o<n<; joukon G kiyrépeite, {¢n }o<n<i
sithen liittyva yksikon ositus (ks. liite) ja V,, = U, N G kullakin n:114. Silloin

(1) Olkoon funktio v : G — (0,1) harmoninen. Lauseen [A0] mukaan u, ¢,, €
N (G) kullakin n:114; olkoon u,, = u¢, € N(G). Koska ! _, ¢, =1, on
u=Y"_,u,. Koska toisaalta harmonisaatio hg(uo) = 0, on

I
u = hg(u Z he (un) Z hu,na (un) Z (ha(un) = hu,na(un)).

n=1

Toisaalta kukin h,, : G — R, missé z — hy,nq(un)(2), kun z € U, NG

ja z — 0 muuten, on jatkuva, epénegatiivinen ja subharmoninen funk-

tio, joten lauseen 41| mukaan kukin hg(u,) — h, (n > 1) on jiin-

nosfunktio. Silloin myés P = 3! (hg(u,) — h,) on jidnnésfunktio ja
_ !

u = n=1 hn ‘I— P

(2) Koska kukin hy, ng(u,) on harmoninen ja saa lauseen 41| mukaan reu-
napisteiden joukossa OU,, N G arvokseen nollan, on lauseen [43] mukaan
olemassa Borelin funktio ¢, : 0(U, N G) — [0,1], joka on reunalla
oU,, N G jatkuva ja = 0 sekd toteuttaa reuna-arvoehdon hy,ng(u,) =
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(3)

Hy, nc(gn). Olkoon sitten kullakin n:lla funktio f, : C - R; 2z —
gn(2), kun z € 0G N U, ja z — 0 muuten. Silloin kukin f, on Bo-
relin funktio arvojoukkonaan [0,1] ja h, = H,, missa H, : C — R;
2z U, NG(f,)(2), kun z € 9U,, N G ja z — 0 muuten. Olkoon sitten
f = ! _, fa, jolloin rajoittuma f|sq on rajoitettu ja epdnegatiivinen
Borelin funktio. Joukossa GG on siis voimassa

!

Zlhn = ;Hn = Z HG’(fn) - Z(HG(fn) - Hn)

n=1
l l l
= HG(Z fn Z HG fn - Z HG fn n)

Koska lisdksi kukin Hg(f,) — H, (n > 1) on jaannosfunktio lauseen
2/ nojalla, on funktio Q = ¥>! _,(Ha(f,) — H,) samoin ja edelleen on
voimassa 251:1 h, = Ho(f) — Q.

Kohtien ja mukaan v = H — G(f) + P — @, missd P,(Q ovat
potentiaaleja. Silloin on kolmioepayhtélon nojalla epdnegatiivinen ja
subharmoninen funktio ju—H¢g(f)| < P+Q joukossa G} toisaalta P+Q)
on jadnnosfunktio, joten |u — Hg(f)| on myds. Viite on siis voimassa
mielivaltaisella harmonisella funktiolla, jonka arvot ovat vélilla (0, 1).

Mielivaltaisella funktiolla v € HE5(G) on voimassa 0 < cu < 1 joukos-
sa G jollakin vakiolla ¢ > 0. Kohdan (3)) mukaan cu = Hg(f) jollakin
funktiolla f € L'(0G,dw), jolloin u = Hg(c ' f) ja véite on siis voi-
massa luokassa H3(G).

Olkoon sitten funktio u € HJ ja olkoot u, = uAn (€ Hj(G)) kullakin

luvulla n € N, jolloin lim sup,,_, ., %, = v ja kohdan . mukaan kukin

= Hg(fn) jollekin funktiolle f,, € L1(8G dw). Silloin apulauseen
nojalla 0<fn<njaf, < fur1, so. (f,) on nouseva jono; silloin on
olemassa d w-mitallinen funktio f = lim,, . f,. Lisdksi

0< /a fodw =un(z0) <u(z), missd dw=dwg(-,20),
G
ja edelleen
0< / fdw= liminf/ fodw < wu(z), joten f e L'0G,dw).
oG n—oo Joa

On siis voimassa liminf, .., Ho(f,) = Hg(f),liminf, . u, = u ja
koska toisaalta kukin He(f,) = uy, on vaite voimassa luokassa H¢ (G).

Olkoon sitten funktio u € Hq(G) mielivaltainen. Koska Hqg(G) on
vektorihila, on v = ut —u”, missd vt = u VvV 0,u” = —u A0 € H,.
Silloin on kohdan mukaan olemassa epéanegatiiviset funktiot f* €
LY(0G,dw), joilla u* = Hg(f*). Funktio f = fT — f~ € L}(0G,dw)
on nyt viitetty reuna-arvofunktio: v = Hg(f). H
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Maaritelmd 22 (Konforminen kuvaus). Pisteen z, (jossakin) ymparistossa
jatkuvaa kuvausta k : A — C sanotaan konformiseksi zo:ssa, mikéli [5], s. 15]

o Milla tahansa séateella ¢ on olemassa raja-arvo

T (160 R0 P

z—z0,arg(z—z0)=¢ |Z — Z()|

 Jokaista siddettd vastaavan pistejoukon {z € A| arg(z — z9) = ¢} ku-
valla on tangentti pisteessd r(zp).

o Kun mielivaltaisia sateita ¢, edellisen kohdan mukaan vastaavia tan-
gentteja merkitadn ¢y, 1., on voimassa arg i, —arg ¢, = argy —arg ¢.

Huomautus 20.

« Konforminen kuvaus z — (¢ yksikkokiekolta D(0, 1) itselleen siten, etté
2o +— 0 kiinteélle pisteelle zy € D(0, 1), on muotoa (z — 29) /(1 —Zpz) =
AC. Kun asetetaan ehto |z| = 1 jos ja vain jos |(| = 1, saadaan |[A\| = 1,
so. A = ¢! Kun ¢,7 € R ja e® — e'¥, on siis

1 — |z

S dg=dy

€' —z|?
(vrt. [8, ss. 215-216)).

e Kun G1,Gy C C ovat alueita, sisdltdd kummankin reuna vahintdin
kaksi pistettd ja ne voidaan siis kuvata konformisesti yksikkokiekolle
[8, s. 337] ja edelleen toisilleen.

Maaritelma 23 (Peite ja kompaktisuus). Joukon G C C peite on sellainen
joukkojen kokoelma S, ettd mielivaltaisella pisteelld z € G on z € S jol-
lakin joukolla S € S§. Mikéli jokaisen G:n avoimen, so. avointen joukkojen
muodostaman peitteen jokin darellinen osajoukko on myos joukon G peite
(Heine—Borelin ominaisuus), sanotaan joukkoa G kompaktiksi [6l, p. 30].

Huomautus 21. Joukon G C C seuraavat ominaisuudet ovat yhtapitavia:
Heine—Borelin ominaisuus, so. kompaktisuus; Bolzano—Weierstrassin ominai-
suus: jokaisella G:n ddrettomélla osajoukolla on kasautumispiste joukossa GG
[6, pp. 30-31]; G on suljettu ja rajoitettu joukko.

Maiaritelmé 24 (Yksikon ositus). Kun G C C on joukko ja {U,}, sen avoin
peite, on kokoelma {f, : G — [0,1]},, (tdhén peitteeseen liittyvé) yksikon
ositus (engl. partition of unity), mikali kukin f,, on siled, so. dérettomasti
differentioituva, >, f,(z) = 1 kussakin pisteessid z € G ja kukin f, = 0
joukossa G \ U,.
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Maaritelma 25 (Borelin sigma-algebra).

 Joukon C osajoukkojen kokoelmaa ¥ C P(C) sanotaan sigma-algebraksi
(my6s o-algebra), mikéli se on (tdydellisesti) additiivinen [6l p. 60], so.

Pex, Sex=(C\S)eX ja SpeXVkeK= []JSiex

keK

o Joukon G C C avointen osajoukkojen kokoelman virittdmaa (so. pie-
nintd tdméan kokoelman siséltévad) sigma-algebraa

B(G) = ({S| E C S jokaisella avoimella joukolla £ C G}

sanotaan Borelin sigma-algebraksi ja sen joukkoja (G:m) Borelin jou-

koiksi [6, p. 66]. Merkitaan lisiksi B = B(C).

o Kun joukko G C C, sanotaan funktiota f : G — R Borelin funktiokst,
mikéli jokaisella luvulla @ € R on {z € G| f(2) > «a} Borelin joukko.

Maéritelmé 26 (Puolijatkuvuudet). Kun joukko G C C on avoin, sanotaan
funktiota f : G — R yldospdin puolijatkuvaksi, mikali jokaisella luvulla o € R
on {z € G| f(2) < a} avoin joukko ja alaspdin puolijatkuvaksi kdénteisen
epayhtélon maaraamalla vastaavalla ehdolla [11 Def. 2.1.1, p. 25].

Huomautus 22.

e Ylospain puolijatkuvuus voidaan karakterisoida myos seuraavan pai-
kallisen ylaraja-arvoehdon avulla: limsup, . f(z) < f(z) kussakin
pisteessé 2o € G [11], p. 25].

o Kompaktissa joukossa K ylospéain puolijatkuva funktio on ylhaalta ra-
joitettu ja saavuttaa pienimmén ylérajansa joukossa K [I1], p. 25].

o Kun funktio f on yléspéain puolijatkuva ja ylhéalté rajoitettu, on ole-
massa sellainen jatkuvien funktioiden pisteittdin nouseva jono (f,), et-
ta lim,,_ fn(2) = f(2) kussakin funktion f méarittelyjoukon pisteessa
z [11, Th. 2.1.3, p. 26].

Maaritelma 27 (Mitta). Olkoon kokoelma & C P(C) suljettu yhdisteen
suhteen, ts. kokoelma, joka siséltaé alkiona joukkojensa kaikki yhdisteet. Sil-
loin sanotaan funktiota p : € — RTU{oco} mitaksi, mikéli se on additiivinen:
w(@) = 0ja w(U, E.) = X, u(E,) aina, kun joukot E, € & ovat erilliset.
Joukko &£ on silloin mitan p suhteen mitallisten joukkojen kokoelma [6, pp.
83-87]. Annetun ominaisuuden sanotaan olevan voimassa (u-)melkein kaik-
kialla joukossa G, mikéli se on voimassa joukossa £ C G ja u(G\ E) = 0 [0,
p. 153].

41



Maaritelmé 28 (Lebesguen mitta). Olkoon G C C ja olkoon m* : P(C) —
R* U {o0};

G — inf{> _7(D,) |{D,}, on avoimista kiekoista koostuva joukon G peite},

missi 7(D(a,7)) = 7r? on kiekon D(a,r) pinta-ala, milloin em. peite on
olemassa ja muuten G — 0o. Olkoon lisiksi kokoelma

M={ECC|m*"(A) >m*"(ANE)+m*(A\E), kun A C C jam*(A4) < oo}.

Silloin sanotaan mittaa m = m* |y Lebesquen mitaksi ja kokoelman M
joukkoja Lebesgque-mitallisiksi (vrt. [6, p. 93]).

Funktiota f : G — R sanotaan Lebesgue-mitalliseksi, mikali kunkin avoi-
men joukon £ C R alkukuva {z € G| f(z) € E'} on Lebesgue-mitallinen [6),
p. 145].

Maaritelma 29 (Borelin mitta). Borelin sigma-algebrassa B(G) (jollakin
G C C) maédériteltya epdnegatiivista mittaa sanotaan Borelin mitaksi.

Jos v : B(G) — R on Borelin mitta ja G +— 1, sanotaan mittaa p Borelin
todennakoisyysmitaksi.

Mikali kullakin joukolla B € B jaluvulla e > 0 on olemassa sellainen avoin
joukko U O B ja suljettu joukko F' C B, etta u(U \ F') < €, sanotaan Borelin
mittaa g sddnnolliseksi (engl. reqular measure) [11, Def. A.2.1, p. 210).

Huomautus 23. Koska B C M (ks. [0l Cor. 13.2.1, p. 104]), on Lebesguen
mitan rajoittuma m|g Borelin mitta. Toisinaan Borelin mitta méadritelldan-
kin juuri tallaisena rajoittumana — kyseessé on edella esitetyn méaaritelméan
nékokulmasta kuitenkin vain yksi erikoistapaus.

Jokainen darellinen Borelin mitta on sdannollinen.

Mairitelmad 30 (Lebesgue-integroituvuus). Lebesgue-mitallista funktiota
f G — R sanotaan Lebesgue-integroituvaksi joukossa EF C G, jos integraalit
Jelf~Idm, [g|fT]|dm < oo, missé m on Lebesguen mitta joukossa G ja

fT=max{f,0}, f~ = max{—f,0} [6, pp. 171-172].

Huomautus 24. Lebesguen integraali [ f d m mééritelladn yksinkertaisten
funktioiden ja niille maaritettyjen integraalien rajaprosessin avulla (ks. [6]
pp. 166-171]); yksityiskohdat sivuutetaan tassa.

Maaritelma 31 (Melkein tasainen suppeneminen). Funktiojonon (f, : G —
R) sanotaan suppenevan (u-)melkein tasaisesti kohti funktiota f, mikéali jo-
kaisella luvulla € > 0 on olemassa mitallinen joukko E C G, jossa fu|p — f|E&
tasaisesti ja u(G \ E) < € [6, p. 220].

Maaritelma 32 (Suppeneminen mitassa). Funktiojonon (f, : G — R) sa-
notaan suppenevan mitassa kohti funktiota f, mikéli kullakin luvulla € > 0

on lim, . u({z € G||fu(2) — f(2)] > €}) =0 [6, p. 223].
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Lause 45 (Monotonisen konvergenssin lause [6, pp. 186-187]). Olkoon (f, :
G — R) epdinegatiivisten, integroituvien funktioiden pisteittiin nouseva jono
ja lim,,_, f, = [ pisteittdin melkein kaikkialla. Funktio f on integroituva
tasmdlleen silloin, kun

n—0o0

lim/fnd,uzl<oo; silloin on lisdkst /fd,uz[.
G el

Lause 46 (Dominoidun konvergenssin lause [6, pp. 233-234]). Olkoon mital-
listen funktioiden jono (f, : G — R) mitassa suppeneva kohti funktiota f ja
olkoon olemassa mitallinen funktio g : G — R, jonka itseisarvofunktio |g| on
integroituva sekd kukin | f,,| < |g| melkein kaikkialla. Silloin itseisarvofunktio
|f| on integroituva ja

tim [ [fa() = f(2) dp=0.

n—oo

Lause 47 (Vitali-Carathéodoryn lause [I1], p. 210]). Kun p on sddnndéllinen
Borelin mitta joukossa G C C ja funktio f : G — R integroituva, on kullakin
luvulla € > 0 olemassa ylospdin puolijatkuva funktio f- : G — R ja alaspdin
puolijatkuva funktio f : G — R siten, ettd f— < f < f4 ja

L= rydp<e
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