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Tassa tutkielmassa késitelldan euklidista tasogeometriaa ja affiinia geomet-
riaa seka niiden kuvauksia analyyttisestda ndkokulmasta. Lisédksi tutustutaan
kolmioihin ja niiden yhtenevyyslauseisiin.

Yhtenevyyskuvaukset ovat sellaisia kuvauksia, jotka sailyttavét pisteiden va-
lisen etaisyyden. Kaksi kuviota ovat yhtenevit, kun on olemassa yhtenevyys-
kuvaus, joka kuvaa ensimméisen kuvion toiseksi. Télloin kuviot ovat "saman-
muotoiset ja -kokoiset”. Yhtenevyyskuvauksia ovat peilaus, kierto, siirto ja
liukupeilaus, ja ndmé voidaan esittda matriisien avulla.

Afiini kuvaus on sellainen kuvaus, joka on muotoa T'(X) = AX + b, missia A
on kdantyva 2 x 2-matriisi ja b on vektori. Affiinit kuvaukset kuvaavat yhden-
suuntaiset suorat yhdensuuntaisiksi. Affiineja kuvauksia ovat affiini peilaus,
leikkuri sekéa dilataatio. Kollineaatio on sellainen kuvaus, joka kuvaa kolline-
aariset pisteet kollineaarisiksi, eli se sailyttaa samalla suoralla olevat pisteet
samalla suoralla. Kollineaatiot ovat affiineja kuvauksia, ja affiinit kuvaukset
kollineaatioita.

Yhdenmuotoisuuskuvaus on sellainen kuvaus, joka sailyttda kuvion muodon,
mutta ei valttdmattda kokoa. Se on yhdistelmé yhtenevyyskuvauksesta ja
eradsta affiinista kuvauksesta, dilataatiosta, ja on niin ollen itsekin affiini
kuvaus.

Euklidinen geometria tutkii tasoa R? ja sellaisia tason ominaisuuksia, jotka
sailyvat yhtenevyyskuvauksissa. Naita ominaisuuksia ovat muun muassa etai-
syys ja kulma. Affiini geometria sen sijaan keskittyy tasoon R? seki affiineissa
kuvauksissa sailyviin ominaisuuksiin, kuten leikkautumisominaisuuksiin.

Asiasanat: geometria, euklidinen, affiini.



Sisalto
Johdanto

1 Euklidinen tasogeometria

1.1 Suorat . .. ... .. ... ..

1.2  Suorien leikkautumisominaisuudet . . . . . . . . . . . ... ..

1.3 Suorien kohtisuoruus . . . . .

1.4  Yhdensuuntaiset ja leikkaavat suorat . . . . .. ... .. ...

2 Yhtenevyyskuvaukset

2.1  Yhtenevyys ja yhtenevyyskuvaukset . . . . . .. .. ... ...

22 Peilaus . . . .. ...
2.3 Siirto . . . ... L.
24 Kierto . . .. ... ... ...

2.5 Liukupeilaus . . . . . . .. ..
2.6 Yhtenevyyskuvauksista . . . .

2.7 Yhtenevyyskuvausten kiintopisteet ja kiintosuorat . . . . . . .

3 [Euklidisen tason affiinit kuvaukset
3.1 Affiinien kuvausten kiintosuorat ja kiintopisteet . . . . . . ..

3.2 Kollineaatioista . . . . . . ..

4 Affiinit kuvaukset

4.1 Affiini peilaus . . . . . . . ..
4.2 Leikkuri . ... ... .. ...
4.3 Dilataatio . . .. .. .. ...

5 Yhdenmuotoisuuskuvaukset

6 Kolmiot

6.1 Sateet ja kulmat . . .. ...
6.2 Suoraviivaiset kuviot . . . . .
6.3 Barysentriset koordinaatit . .
6.4 Kulmien yhteenlasku . . . . .
6.5 Kolmiot . . ... ... ....

6.6 Kulmien kongruenssi eli yhtenevyys . . . . . .. ... ... ..

6.7 Kolmioiden yhtenevyyslauseet
6.8 Kolmion kulmien yhteenlasku

Viitteet

11
13
17
20
22

24
26
30

33
33
35
36

39

40
40
44
46
49
51
52
23
95

57



Johdanto

Tassé tutkielmassa tarkastellaan euklidista ja affiinia geometriaa ja kuvauk-
sia analyyttisestd nakokulmasta.

Yhtenevyyskuvaukset ovat sellaisia kuvauksia, jotka siilyttéavat pistei-
den vélisen etaisyyden. Naita kuvauksia ovat muun muassa peilaus ja siirto.
Kollineaatio on kuvaus, joka kuvaa kollineaariset eli samalla suoralla olevat
pisteet kollineaarisiksi. Affiinin kuvauksen sailyviana ominaisuutena taas on
leikkaavuus: jos suorat leikkaavat toisensa, ne leikkaavat myos kuvauksen
jalkeen. Affiineja kuvauksia ovat esimerkiksi leikkuri seké dilataatio. Kuten
tédsséd tutkielmassa tullaan osoittamaan, kollineaatio ja affiini kuvaus tarkoit-
tavat samaa asiaa, ne ovat siis ekvivalentit. Yhdenmuotoisuuskuvaukset ovat
sellaisia kuvauksia, jotka sailyttavit kuvioiden muodon, mutta eivit véltta-
méatta kokoa. Yhtenevyyskuvaukset ovat yhdenmuotoisuuskuvauksia, ja mo-
lemmat edelld mainitut ovat taas affiineja kuvauksia. Fuklidinen geometria
tutkii tasoa R? ja sellaisia tason ominaisuuksia, jotka siilyvit yhtenevyys-
kuvauksissa. Affiini geometria sen sijaan keskittyy tasoon R? seki affiineissa
kuvauksissa sailyviin ominaisuuksiin.

Taméan tutkielman ensimmaisessa luvussa kdydaan lapi joitakin eukli-
disen tasogeometrian peruskasitteita. Toinen luku keskittyy yhtenevyysku-
vauksiin, kolmannessa méaritellidan kollineaatio ja affiini kuvaus seka kéy-
déan lapi niiden ominaisuuksia. Neljéds luku keskittyy erilaisiin affiineihin ku-
vauksiin ja viidennesséd maéritelladn yhdenmuotoisuuskuvaukset. Viimeinen
luku kasittelee kolmioita, luvun lopussa johdetaan tarkeat yhtenevyyslauseet
sss ja sks.

Lukijan oletetaan tuntevan lineaarialgebraa, mm. vektorien laskutoimi-
tukset, yksikkovektorit, normaali, pistetulo jne., matriisien laskutoimituksia
seké kuvauksiin liittyvia perusasioita.

Tarkein lahdeteos on Patrick J. Ryanin Fuclidean and non-euclidean geo-
metry -an analytic approach. Suomenkieliset termit noudattavat padosin Erk-
ki Rosenbergin teosta Geometria. Myos teokset David A. Brannan, Matt-
hew F. Esplen, Jeremy J. Gray: Geometry, Marvin J. Greenberg: Fuclidean
and Non-Fuclidean Geometries, Development and History, George E. Mar-
tin: Transformation Geometry, Judith N. Cederberg: A Course in Modern
Geometries sekda John R. Silvester: Geometry Ancient and Modern ovat ol-
leet apuna.



1 Euklidinen tasogeometria

Tassé luvussa kaydaan lapi euklidisen tasogeometrian peruskasitteitéd. Lausei-
den todistuksia ei tassa luvussa ole esitetty, ne 16ytyvit lahdemateriaalista
([6, s. 8-18]) tai ovat hyvin suoraviivaisia.

Maaritelma 1.1. Jokainen jérjestetty pari (p1,p2), missé py, p2 € R, maa-
raa yksikésitteisen tason pisteen P = (py,ps2). Pistettd 0 = (0,0) kutsutaan
origoksi. Paria (py, pa) voidaan kutsua myos pisteen P koordinaattivektoriksi.
Kaikkien vektorien (eli pisteiden) joukko on R2.

Maaritelma 1.2. Olkoot P ja @ tason pisteita. Funktiota d(P, Q) = |Q — P)|
sanotaan pisteiden P ja @ viliseksi etdisyydeksi. Merkinti E? tarkoittaa jouk-
koa R? varustettuna etiisyysfunktiolla d.

Seuraavassa lauseessa esitelladn etédisyyden tarkeimpia ominaisuuksia.
Lause 1.1. Olkoot P, Q ja R tason E? pisteiti. Tdlloin
1. d(P,Q) >
. d(P,Q) =0, jos ja vain jos P = @,
Q) = d(Q, P),
4. d(P,Q) +d(Q,R) > d(P,R) (kolmioepdayhtald).

(P,
(P,
5. d(P,
(
Apulause 1.1. (Cauchyn-Schwarzin epiyhtilo) Olkoot x ja y wvektoreita.

Talloin |(z,y)| < |z||y|. Yhtisuuruus pdtee, jos ja vain jos x ja y ovat
lineaarisesti riippuvat.

Edellisessé apulauseessa merkinta (x,y) tarkoittaa tavallista pistetuloa,
ja merkinta |z| vektorin x pituutta.

Maaritelma 1.3. Suunta on sellaisten vektoreiden joukko, jotka ovat line-
aarisesti riippuvia annetun vektorin kanssa. Toisin sanoen, olkoon v vektori.
Talloin suunta [v] = {tv | t € R}.

Vektorit u ja v ovat ortogonaaliset, jos (u,v) = 0. Merkitaan talloin

U:’UJ'.



1.1 Suorat

Madiritelma 1.4. Olkoon P tason E? piste ja olkoon v vektori. Talloin
[l ={X | X — P € [v]} on pisteen P kautta kulkeva suora suuntaan [v]. Tama
voidaan kirjoittaa myos | = P + [v], missa vektoria v kutsutaan suoran [
suuntavektoriksi.

Miiritelméi 1.5. Jos [ on suora, jonka suuntavektori on v, niin vektoria v+

sanotaan suoran [ normaalivektorikss.

Lause 1.2. Olkoot P piste ja {v, N} ortonormaali pari. Silloin P + [v] =
{X | (X — P,N) =0} on suora pisteen P kautta vektorin v suuntaan.

Edellisen lauseen suoran normaalivektori on siis N.

Lause 1.3. Olkoon a, b ja ¢ reaalilukuja. Talloin {(x,y) | ax + by + ¢ = 0}
on suora, jonka normaalivektori on (a,b), kun a # 0 tai b # 0. Jos a = 0,
b =0 jac # 0, kyseessi on tyhji joukko, ja jos a = 0, b = 0 ja ¢ = 0,
kyseessi on koko taso R2.

Lause 1.4. Olkoot P ja Q) tason E? kaksi eri pistetti. Silloin on olemassa
yksikdsitteinen suora, joka sisdltdd molemmat pisteet. Merkitadn tdtd suoraa

PQ.

Mielivaltainen piste X, joka on suoralla P(Q), voidaan esittda parametri-
muodossa:

X=at)=P+t(Q—P)=(1-t)P+1tQ, teR.
Kun ¢ saa arvot vélilla (—oo,00), niin «(t) saa arvokseen jokaisen pisteen,
joka on suoralla PQ). Kun ¢t = 0, niin X = P ja kun ¢t =1 niin X = Q.

Maaritelma 1.6. Jos X = (1 —¢)P + tQ, missd 0 < t < 1, niin sanotaan,
etta piste X on pisteiden P ja ) vdlissa.

Lause 1.5. Olkoot P, Q ja X tason E? eri pisteiti. Piste X on pisteiden P
ja Q wvdlissd, jos ja vain jos d(P, X) + d(X,Q) = d(P, Q).

Mairitelmé 1.7. Olkoot P ja @ tason E? eri pisteita. Joukkoa, joka sisaltaa
pisteet P ja @) ja kaikki niiden valissd olevat pisteet, kutsutaan janaksi,
merkitdan P(Q). Pisteet P ja ) ovat janan pddtepisteet, kaikki muut janan
pisteet ovat sisapisteitd.

Maaritelmé 1.8. Jos piste M toteuttaa yhtilon d(P,M) = d(M,Q) =
%d(P, (), niin pistettd M sanotaan janan PQ) keskipisteeksi.

Jokaisella janalla P(Q) on yksikésitteinen keskipiste M = %(P + Q).

3



1.2 Suorien leikkautumisominaisuudet

Maaritelma 1.9. Jos [ ja m ovat suoria, [ # m, ja P sellainen piste, ettéd
P €l ja P € m, sanotaan, etta suorat [ ja m leikkaavat pisteessi P, ja etta
piste P on suorien [ ja m leikkauspiste.

Lause 1.6. Kahdella eri suoralla on korkeintaan yksi leikkauspiste.

Myéhemmin osoittautuu, ettéd kahdella tason E? suoralla ei ole viltta-
matta yhtadn leikkauspistetta.

1.3 Swvuorien kohtisuoruus

Maaritelma 1.10. Kahden suoran m ja [ sanotaan olevan kohtisuorassa,
jos niilla on ortogonaaliset suuntavektorit. Talloin merkitaan m L [. Kaksi
janaa ovat kohtisuorassa, jos suorat, joilla ne ovat, ovat kohtisuorassa.
Lause 1.7. (Pythagoraan lause) Olkoot P, R ja Q kolme tason E? eri pis-
tetti. Silloin |R — P|> = |Q — P> + |R — Q|?, jos ja vain jos suorat QP ja
RQ) ovat kohtisuorassa.

Lause 1.8. Jos suorat | ja m ovat kohtisuorassa, niin niilld on yksi yhteinen
piste.

Lause 1.9. Olkoot X piste ja | suora. Tdlléin on olemassa yksikdsitteinen
suora m, joka kulkee pisteen X kautta ja on kohtisuorassa suoran | kanssa.
Lisdksi

1. m = X 4 [N], missi N on suoran | yksikkénormaalivektori,

2. suorat | ja m leikkaavat pisteessa F' = X — (X — P,N) N, missid P on
mika tahansa suoran | piste,

3. d(X,F) =|(X — P,N)|.

Lause 1.10. Olkoon | mielivaltainen suora ja olkoon X piste, joka ei ole
suoralla l. Olkoon piste F' suoran | pisteen X kautta kulkevan normaalin ja

suoran l leikkauspiste. Silloin piste F' on suoran | pisteistd ldhimpdnd pistettd
X.

Maaritelma 1.11. Lukua d(X, F') kutsutaan pisteen X etdaisyydeksi suo-
rasta [, merkitaan d(X,1).

Luku d(X,[) on siis lyhin etdisyys pisteesta X suoralle .

4



Kuva 1: Lause 1.9

Apulause 1.2. Olkoon | suora ja olkoon N sen yksikkonormaalivektori. Ol-
koon X tason R? piste. Jos piste P on suorallal, niin d(X,1) = [(X — P, N)|.

Olkoon P@ jana. Suora, joka kulkee janan P() keskipisteen M kautta ja
joka on kohtisuorassa janan P( kanssa, on janan P() kohtisuora puolittaja.
Tamaé puolittaja koostuu kaikista niisté pisteista X, joille d(P, X) = d(X, Q).

1.4 Yhdensuuntaiset ja leikkaavat suorat

Maaritelma 1.12. Kahden eri suoran [ ja m sanotaan olevan yhdensuun-
taiset, jos niillé ei ole yhtaan leikkauspistetta. Téalloin merkitaan [ || m.

Lause 1.11. Kaksi eri suoraa | ja m ovat yhdensuuntaiset, jos ja vain jos
niilla on sama suunta.

Lause 1.12. Olkoot I, m ja n suoria. Tdlloin
1. josl||m jam||n, niin l =n taill||n,
2. josl||m jam Ln, niinl L n,

3. josl L njam Ln, niiml||m tail =m.



Lause 1.13. Olkoon || m. Talloin on olemassa sellainen yksikasitteinen luku
d(l,m), etta kaikille suoran | pisteille X ja suoran m pisteille Y on voimassa:
d(X,m) =d(Y,l) =d(l,m). Jos N on suorienl ja m yksikkonormaalivektorti,
niin silloin on voimassa: |(X — Y, N)| = d(l,m).

Siis kaksi yhdensuuntaista suoraa ovat koko ajan yhta kaukana toisistaan.

Lause 1.14. Olkoon | suora ja olkoon m sellainen suora, joka leikkaa suo-
ran | pisteessd P. Olkoot v ja w suorien | ja m yksikkosuuntavektorit. Ol-
koon a(t) = P + tv suoran m parametriesitys. Silloin d(m,l) = d(a(t),l) =

1w )]

Siis kun piste X “kulkee” pitkin suoraa m, funktio d(X,[) saa kaikki
ei-negatiiviset reaalilukuarvot, jokaisen positiivisen arvon kaksi kertaa.

2 Yhtenevyyskuvaukset

Tassé luvussa kaydaan lapi yhtenevyyskuvauksia. Yhtenevyyskuvauksille omi-
naista on pisteiden vélisen etaisyyden sailyminen. Itse asiassa yhtenevyys-
kuvaukset maaritelldan juuri tdmén ominaisuuden avulla. Etdisyyden saily-
minen kuvauksessa aiheuttaa sen, ettd alkuperidinen ja kuvattu kuvio ovat
saman kokoiset ja muotoiset, siis yhtenevat.

Téssé luvussa méaritelladan aluksi yhtenevyyskuvaus ja yhtenevyys. Sitten
maaritellaan peilaus, minka jalkeen muut yhtenevyyskuvaukset maéritellaan
peilausten avulla. Lisdksi esitellaén yhtenevyyskuvausten matriisiesitykset.

2.1 Yhtenevyys ja yhtenevyyskuvaukset

Miiritelma 2.1. Kuvausta T : E? — [E? sanotaan yhtenevyyskuvaukseksi
eli isometriaksi (isometry), jos kaikille tason E? pisteille X ja Y on voimassa:

d(T(X),T(Y)) = d(X,Y)

Lause 2.1. Jokainen yhtenevyyskuvaus T' on bijektio.
Maaritelma 2.2. Tason osajoukkoa sanotaan kuvioksi.

Mairitelma 2.3. Kuvioiden F; ja F; sanotaan olevan yhtenevdt (congruent),
jos on olemassa sellainen yhtenevyyskuvaus 7', etta T'(F;) = Fo. Talloin mer-
kitaan F; = F,.



Siis pisteiden vélinen etéisyys kuviossa on sama kuin toisessa, ensimmaéi-
sen kanssa yhtenevassa kuviossa. Talloin kuvioilla on sama ’koko’ ja 'muoto’.

Lause 2.2. Seuraavat ominaisuudet ovat voimassa kaikille yhtenevyysku-
vauksille:

1. jos S ja T ovat yhtenevyyskuvauksia, myds niiden yhdiste T'S on yhte-
nevyyskuvaus,

2. jos T on yhtenevyyskuvaus, niin mydéskin sen kidnteiskuvaus T on
yhtenevyyskuvaus,

3. tason E? identiteettikuvaus I on yhtenevyyskuvaus.

Todistus. (Vrt. [6, s. 21])

Todistetaan ensin kohta 1. Olkoot T ja S yhtenevyyskuvauksia. Talloin
d(TS(X), TS(Y)) =d(S(X),S(Y)) =d(X,Y). Siispa T'S on yhtenevyysku-
vaus.

Todistetaan seuraavaksi kohta 2. Olkoon T' yhtenevyyskuvaus. Kaénteis-
kuvaus 7! on olemassa, koska 7' on bijektio. Nyt d(T1(X), T1(Y)) =
d(TTYX), TT7(Y)) =d(X,Y). Siispd T~! on yhtenevyyskuvaus.

Todistetaan lopuksi kohta 3. Identiteettikuvaus I on yhtenevyyskuvaus,
silla I(X) = X kaikilla X. Talloin d(I(X),1(Y)) =d(X,Y).

O

2.2 Peilaus

Maaritelma 2.4. Olkoon [ suora, olkoon P suoran [ piste ja olkoon N
suoran [ yksikkonormaalivektori. Kaksi pistettd X ja X' ovat symmetriset
suoran | suhteen, jos janan X X' keskipiste on suoran [ ja sen pisteen X
kautta kulkevan normaalin leikkauspiste F'.

Edellinen méaéritelmé siis kertoo, ettd pisteet X ja X' ovat symmetrisia
suoran [ suhteen, jos $(X 4+ X') = F. Talléin lauseen 1.9 perusteella

1. 1
G X+ X' =X —(X-P.N)N
1 1
5 X' =3X (X -P.N)N

X'=X-2(X-PN)N.

Maaritelladn peilaus kuvaukseksi, joka kuvaa pisteen edellisen lausekkeen
mukaisesti:



Maisritelmé 2.5. Peilaus suoran [ suhteen on kuvaus € : E? — E?2:
Q(X)=X—-2(X—-P,N)N,

missd N on suoran [ yksikkonormaalivektori ja P on mika tahansa suoran [
piste.

Kuva 2: Peilaus

Jos F on sellainen kuvio, ettd ;(F) = F, sanotaan, ettd F' on sym-

metrinen suoran [ suhteen. Télloin suoraa [ kutsutaan kuvion F' symmetria-
akseliksi.

Lause 2.3. Olkoon Q; peilaus ja olkoot X ja 'Y tason E? pisteiti. Tdlloin
1.d(U(X), q(Y)) =d(X,Y), eli peilaus on yhtenevyyskuvaus,
2. (X)) =X, eli peilauksen kddnteiskuvaus on sama peilaus.

Todistus. (Vrt. [6, s. 19])
Todistetaan ensin kohta 1. Maaritelman mukaan

V(X)) — Q(Y) =(X —2(X — P,N)N) — (Y —2(Y — P,N) N)
—X -Y —2(X —Y,N)N,



joten

d(Qz<X)a Ql(Y)) = ’QI(X) - QZ<Y)‘2
=X - Y= 4((X = Y,N))> +4((X = Y, N))* (N, N)
=|X Y[ =d(X,Y)

Todistetaan sitten kohta 2. Merkitaan A = (X — P, N). Nyt

QO (X) =0 (X — 2AN)
=(X —2\AN) —2{((X —2AN) — P,N) N
=X —2AN —2(X — P,N)N + 4\ (N,N) N
=X — 2AN — 2AN + 4AN
=X

]

Lause 2.4. Olkoot € ja (), kaksi eri peilausta. €42, = 9,8, jos ja vain
josm L [.

Todistus. (Tamaé todistus on tekijén itse laatima.) Oletetaan ensin, etta ;Q,,, =
Q2,82 Olkoot [ ja m suoria ja olkoot P ja () pisteitd nailla suorilla. Olkoon
N suoran [ yksikkonormaalivektori ja olkoon M suoran m yksikkonormaali-
vektori. Siispa

QU (X) = 2 (X)
V(X —2(X =P, MYM) = Qu(X —2(X — Q, N> N)
X—2(X—PMYM—-2(X—2(X — PM> NYN
=X -2(X-Q,N)N—2(X —2(X Q,NYN — P, M)M
—2<X—P,M>M—2<X—Q,N>N+4<<X—P,M>M,N>N
=—2(X—Q,N)N —2(X — P,MYyM +4{((X —Q,N)N, M) M
(X —P,MYM,NYN = ((X —Q,N)N, M) M
(X — P,M)(M,NYN = (X —Q,N) (N, M) M

Yhtéasuuruus toteutuu kaikilla X € E? vain, jos (M, N) = 0. Siispa [ L m.
Oletetaan sitten, etta [ L m, eli ettd (M, N) = 0. Sieventamélla lausek-
keet 2,Q,,(X) ja €,,;(X) sekéd kayttamalla oletusta nahdéén helposti, etta
(X)) = Q0 (X).
L]



Johdetaan seuraavaksi peilaukselle matriisiesitys. Olkoon [y = 0 + [v]
suora, jonka yksikkosuuntavektori on v ja joka kulkee origon kautta. Tél-
16in on olemassa sellainen yksikésitteinen reaaliluku 6 € (—m, 7|, etta v =
(cos B, sin 0). Talloin yksikkénormaalivektori v+ voidaan kirjoittaa vt = N =
(—sinf, cosb).

Peilaus suoran [y yli voidaan nyt esittda muodossa:

Oy (X) =X —2(X —0,N) N,

B 21 pvats —sinf —sind
- EZ 9|’ | cosf cos 6
B 21 ol —sin
= _xj 2(—x1 sin @ + x5 cos 0) l cos 0 ]
(1 —2sin? 0)x; + (2sin 6 cos O)zy
[(2sin @ cos0)xy + (1 — 2 cos® 0)x,

B [cos20  sin 20 ] [xll

_sin 20 —cos20| |xo

2 in2
Merkitéidn | o 0 sin20 = reff. Kuvaus (), voidaan siis suorittaa ker-
sin20 — cos26

tomalla peilattava vektori matriisilla re f6.

Tarkastellaan nyt peilausta sellaisen suoran yli, joka ei kulje origon kaut-
ta. Olkoon [ = P+ [v] suora, jonka yksikkosuuntavektori on v, ja joka kulkee
pisteen P kautta. Kuten aiemmin:

Q(X)=X—-2(X—-P/N)N, joten
W(X)-P=X-P—2(X—P,N)N.
Olkoon [y kuten edell, eli suora, joka kulkee origon kautta suuntanaan [v].
Silloin ©,(X) =X —2(X,N) N.

Sijoittamalla edelliseen X :n paikalle (X — P) ja vertaamalla aiempaan saa-
daan edelleen

UX)—P=Q, (X —P) el
(X)=Q,(X —P)+P.

Seuraavassa aliluvussa tullaan nakeméan, ettd talloin Q; = 7p€,7_p,
missa 7 on siirto.
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2.3 Siirto

Maaritelma 2.6. Olkoot [ suora seka m ja n suoria, jotka ovat kohtisuorassa
suoran [ kanssa. Kuvausta 2,2, kutsutaan siirroksi pitkin suoraa [. Jos
m = n, siirto on triviaali.

Kuva 3: Siirto

Siirto on siis kahden peilauksen yhdiste, kun peilausakselit ovat yhden-
suuntaiset. Tarkastellaan kuvausta 2,,€2,(X). Olkoot m ja n yhdensuuntai-
sia suoria ja olkoon N suorien m ja n yksikkonormaalivektori. Olkoot P € m
ja @ € n sellaisia pisteitd, ettd P — Q|| V. Nyt
Q,02,(X) =Q,(X) —2(Q.(X)— P,N)N

=X-2(X-Q,N)N—-2(X—-—PN)N+4(X—-Q,N)(N,N)N
=X+2(X—-Q,N)N—-2(X—-P N)N

=X+2(P-Q,N)N

=X +2(P—Q), silli P—Q]|N.

Euklidisessa tasossa siirto ei maéréaa suoraa yksikésitteisesti, vaan se maé-
raa joukon yhdensuuntaisia suoria.

Lause 2.5. Olkoon T siirto pitkin suoraa 1. Silloin, jos I'||l, niin T on
myoskin siirto pitkin suoraa l'.
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Todistus. (Tamé todistus on tekijan itse laatima.) Olkoon T siirto pitkin
suoraa [. Olkoon !" || I. Koska T on siirto pitkin suoraa [, on olemassa sellaiset
suorat m L ljan LI, ettd T = Q,,Q,. Nyt lauseen 1.12 mukaan I’ L. m ja
I' L n, eli maaritelmin mukaan kuvaus ,,€2,, on siirto pitkin suoraa I’. [J

Lause 2.6. Olkoon T epdtriviaali siirto pitkin suoraa [. Silloin suoralla | on
sellainen suuntavektori v, ettd T(z) = x + v. Kddntden, jos vektori v # 0
ja 1 on mikd tahansa suora, jonka suuntavektori on v, niin kuvaus T(x) =
x +v on siirto pitkin suoraa l. Merkitidn tatd vektorin v madrdidmdad siirtoa
T(x)=x+v="T,(2).

Todistus. (Vrt. [6, s. 23]) Olkoon T' epétriviaali siirto pitkin suoraa [. Olkoon
N suoran [ yksikkoésuuntavektori. Olkoon P tason E? piste. Olkoot o L [
ja B L [. Olkoot a ja b sellaiset yksikésitteiset luvut, ettd P + alN € « ja
P+bN € 5. Nyt T(x) =x+2((P+aN)— (P+bN)) =z +2(a—b)N (vrt.
siirron mééritelma). Jos T # I, niin a — b # 0 ja siis a # b. Télléin 2(a —b) N
on kyseessa oleva suuntavektori.

Osoitetaan sitten ’jos’ -suunta. Olkoon kuvaus Ty(x) = = + AN kaikilla
A € R. Olkoot a ja b ovat sellaisia lukuja, ettd A = 2(a — b), ja olkoot suora
a =P+ aN + [N*] jasuora 3= P+bN + [N*]. Nyt T\ = Q,Q5. O

Lause 2.7. (Kolmen peilauksen lause) Olkoot o, 3 ja v kolme yhdensuun-
taista suoraa. Silloin on olemassa yksikdsitteinen samansuuntainen neljds
suora § siten, ettd 2,050, = .

Todistus. (Vrt. [6, s. 24]) Olkoot «, § ja 7 suoria, joilla on yhteinen nor-
maali [. Olkoon NN suoran [ yksikkésuuntavektori. Samoin kuten lauseen 2.6
todistuksessa, olkoot P +aN € a, P+ bN € 3 ja P+ cN € ~, jolloin
Q0 (x) =2 +2(b— )N = Thp—g). Nyt

Q8250 () =Q4 0 Top—c)(2)
=Qu(z+2(b—¢c)N)
=Qu(x 4+ pN), misséd p=2(b—rc)
=r+uN —2{(x+uN — P —aN,N)N
=r—2(x — P,N)N + (2a — u)N
=r—2(x —P,N)N+2(a—b+c)N
=r—2(x—(P+2(a—b+c)N),N)N

Tama on peilaus sellaisen suoran ¢ yli, jonka yksikkonormaalivektori on N
ja piste P+ (a —b+c¢)N € 0. O
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Lause 2.8. Olkoot T' = 2, siirto suoraa | pitkin. Jos m ja n ovat suoria,
jotka ovat kohtisuorassa suoran | kanssa, niin on olemassa sellaiset yksikd-
sitteiset suorat m' ja n’', etta T = Q,, Qe = Q€2

Todistus. (Vrt. [6, s. 25]) Olkoon T' = 2,24 siirto suoran [ suuntaan ja olkoot
suorat m,n L [. Lauseen 2.7 nojalla on olemassa sellainen yksikésitteinen
suora m’ L [, ettéd

00 =
Q2 205 =2 L
T = Q0Qp =0 Qpr

Samoin on olemassa sellainen yksikésitteinen suora n’ L [, ettd T' = Q,Q3 =
Q.
O

Lause 2.9. Olkoon 1, siirto. Talloin
1. TyTw = Torw (tdssd vektorit voivat siis olla eri suuntaisia),
2. T0 = I,
~1
3. Ty = (1) .

Todistus. (Tamaé todistus on tekijén itse laatima.) Todistetaan ensimmainen
kohta. 7,7, () = 7(x + w) = 4+ v + W = Tyr(2).

Todistetaan sitten kohta 2. 7o(z) = x + 0 =z = I(x).

Todistetaan lopuksi kohta 3. 7_,7,(x) = Ty4(—) = To(x) = I(x), joten
T = (1)

[]

Samoin kuin peilauskin, myos siirto voidaan esittda matriisimuodossa

r(t) =1 +v= [xll + [Uﬂ .

) V2

2.4 Kierto

Maaritelma 2.7. Jos « ja 3 ovat suoria jotka leikkaavat pisteessa P, niin
yhtenevyyskuvaus 2,25 on kierto pisteen P ympari. Jos o = 3, niin kyseessa
on identiteettikuvaus, kierto minké tahansa pisteen P ympari. Jos kierto ei
ole identiteettikuvaus, se on epétriviaali. Jos o L [, niin kierto 2,3 on
puolikierto suorien « ja (8 leikkauspisteen ympari.
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Kuva 4: Kierto

Tarkastellaan seuraavaksi kahden peilauksen yhdistetta, kun peilaussuo-
rat leikkaavat toisensa origossa. Olkoot my ja [y suoria, jotka kulkevat origon
kautta. Olkoot suoran mg suuntavektori (cos ¢, sin ¢) ja suoran ly suuntavek-
tori (cos @, sin 6). Olkoon peilauksen €2,,,, matriisiesitys

_ |cos2¢  sin2¢
ref¢ = [sin 2¢ —cos 2¢]

ja olkoon reff peilauksen (2;, matriisiesitys, eli

cos20  sin 260
reft = [sin 20 —cos 20] )

Nyt
_ |cos2(0 —¢) —sin2(6 — ¢)
reforefé = lsin?(g —¢) cos2(0 — ¢) ] '

Merkitaan
cos —sine

sing  cosp ] = 1oty

20-0)=¢ i |

Kun kantavektori ¢ = (1,0) kerrotaan talld matriisilla, saadaan vektori
v = (cos g, sin ), ja kun kantavektori eo = (0, 1) kerrotaan, saadaan vektori
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v = (—singp, cos ). Kuvaus, jossa kerrotaan matriisilla roty, on siis “kier-
to origon ympari @:n verran +-suuntaan”. Kierto mielivaltaisen pisteen P
ympéri saadaan kuten peilauskin, siirtamallé kierron keskus origoon, suorit-
tamalla kierto ja siirtdmalld takaisin. Talloin siis kierto pp = Tprot p7_p.

Lause 2.10. Kierroille ja peilauksille pdtevit seuraavat ominaisuudet:
1. reflrotp =ref(6 — %),
2. rotrefo = ref(0 + %),

3. reflreforefip =ref(0 — ¢+ ).
Todistus. (Vrt. [6, s. 27]) Todistetaan ensin kohta 1.

B [cos20  sin20 | [cos¢ —sing

reférot¢ = sin20 —cos 201 [singzﬁ cos ¢ 1
B [cos 20 cos ¢ + sin20sin ¢ — cos 26 sin ¢ + sin 26 cos ¢
N sin260 cos ¢ — cos20sing —sin 20 sin ¢ — cos 26 cos ¢
 [cos(20 — ¢)  sin(20 — ¢)
 [sin(20 — ¢)  —cos(20 — )
_ fcos2(0—2) sin2(0—9)
~ [sin2(0—2) —cos2(6—9)
_ ¢
- Tef( 2)

Todistetaan seuraavaksi kohta 2.
_|cos@) —sinf| |cos2¢ sin2¢

rotfrefo = [sin@ cos 0 ] [sin 2¢ —cos 24

~|cos(0 +2¢)  sin(f + 2¢)
~|sin(0 + 2¢) — cos(0 + 2¢)
0
=ref(d+ 5)
Todistetaan lopuksi kohta 3.
refOreforefi = refOrot (2(¢ — 1))
2(

= r@f (9 — MW)
2
=ref(0 — o+ ).
Ensimmaisessa askeleessa kiytetdaan rot:in maaritelméa, seuraavassa saman
lauseen kohtaa 1.

[]
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Lause 2.11. (Kolmen peilauksen lause) Olkoon «, (3 ja v kolme suoraa, jotka
kulkevat pisteen P kautta. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen suora 6, joka
kulkee pisteen P kautta, ja €2,Q5, = Q5.

Todistus. (Vrt. [6, s. 28]) Olkoot «, [ ja 7 suoria, P néiden suorien yhteinen
piste. Olkoot Q, = Tp(refO)1_p, Qg = Tp(refP)r_p ja ., = Tp(refi))T_p.

Qa6 = Tp(refO)_prp(refo)T_prp(refi)T_p
— rplrefO)refo)refv)rp
=Tpref(0 —op+Y)1_p

Viimeisessa askeleessa kaytettiin lauseen 2.10 kohtaa 3. Tamé on peilaus {24
sellaisen suoran ¢ suhteen, joka kulkee pisteen P kautta ja sen suuntavektori

on (cos(d — ¢+ 1),sin(0 — ¢ +)). O

Lause 2.12. Olkoon kuvaus T' = Q.83 kierto pisteen P ympdri ja olkoon [
suora, joka kulkee pisteen P kautta. Silloin on olemassa yksikdsitteiset suorat
m ja m/', jotka kulkevat pisteen P kautta, ja T = 2, = QY.

Todistus. (Vrt. [6, s. 29]) Olkoon T' = Q2,25 kierto pisteen P ympari, olkoon
[ suora ja P € [. Lauseen 2.11 perusteella on olemassa sellainen suora m,
ettd P € m ja

002,05 =Qy,
Q00,05 =0,
Q.05 =,
Samoin Q2,05 = Q,,/, josta seuraa Q2,85 = /(2. O

Lause 2.13. Olkoon P piste. Puolikierto pisteen P ympdri on Hp(X) =
—X +2P.

Todistus. (Tamaé todistus on tekijén itse laatima.) Puolikierron mééritelméan
mukaan Hp(X) = QQ,, kun I L m jalNnm = P. Olkoon M suoran m
yksikkonormaalivektori ja olkoon N suoran [ yksikkonormaalivektori. Nyt

HP(X> :QlQm(X)
= (X —2(X —P,M)yM)
=X-2(X—-PMYM—-2(X—-2(X—-P M)M— P,NyN
=X-2(X—-PMYM—-2(X—-P,N)N+4{((X —P,M)M,N)N.
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Nyt 4 ((X — P,M)M,N)N =0, silla M L N. Koska {N, M} on kanta, niin
X —P=(X—P M)M+ (X —P,N)N. Siispa
Hp(X) =X —2(X — P,MYM —2(X — P,NYN +4{{X — P,M) M, N) N
—X —2(X — P,MYM —2(X — P,N)N
—X —2(X - P)
=— X +2P.

O

Lause 2.14. Kahden eri puolikierron yhdiste on siirto pitkin suoraa, joka
yhdistda kiertojen keskukset.

Todistus. (Tamé todistus on tekijén itse laatima.) Olkoot Hg ja Hp puoli-
kierrot. Nyt

HpHo(X) =Hp(~X +2Q)
=—(—X+2Q)+2P
=X +2(P-Q).

Siispé kuvaus HpHg on siirto vektorin 2(P-Q) verran, eli siirto pitkin suoraa
PQ. O
Lause 2.15. Jos PQ ja P'Q ovat kollineaariset samanpituiset janat, niin
joko (1) Tpi_p tai (2) HpTp_p kuvaa janan PQ janaksi P'Q)’.

Todistus. (Tamé todistus on tekijan itse laatima.) Olkoot PQ ja P'Q)’ ovat
kollineaariset janat ja olkoon d(P,Q) = d(P', Q). Nyt Q = 1g_p(P) =
P+ (Q — P). Koska janat ovat samanpituiset, niin joko @' = P’ + (Q — P)
tai Q' = P' — (Q — P).

Tarkastellaan tapausta (1): 7p_p(P) = P+ (P'—P) = P' jatp_p(Q) =
Q+P —-P=P+(Q—-P)=Q".

Tarkastellaan sitten tapausta (2): Hp7pr_p(P) = Hp(P') = P ja Hpmpr_p(Q) =
Hp(Q+ P = P) "% ~(Q+ P~ P)+2P' = P~ (Q - P) = Q"

[

2.5 Liukupeilaus

Tahan mennessa on esitelty kolme erityyppista yhtenevyyskuvausta: peilaus,
siirto ja kierto. Neljas tyyppi on nimeltaén liukupeilaus ja se koostuu pei-
lauksesta ja sitd seuraavasta siirrosta peilausakselia pitkin.

Myohemmin todetaan ettd jokainen yhtenevyyskuvaus on jokin néistéa
neljasta perustyypista.
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Maaritelma 2.8. Olkoon €2; peilaus, jonka akseli on suora [. Olkoon T siirto
pitkin suoraa . Kuvausta T, sanotaan liukupeilaukseksi (glide reflection).

Kuva 5: Liukupeilaus

Jos T' = I, on liukupeilaus tavallinen peilaus. Tallaista liukupeilausta
sanotaan triviaaliksi.

Lause 2.16. Olkoon 7,80, liukupeilaus. Tdlloin 7,82 = T, .

Todistus. (Vrt. [6, s. 29]) Olkoon [ suora, olkoon v sen suuntainen vektori ja
olkoon N sen yksikkonormaalivektori. Nyt

.(x) =7,(x —2{(x — P,N)N)=2—2{(x — P,N) N +v
ja
Ury(z) =z +v)=z+v—-2(x+v—-—P,N)N=x+v—2(x— P,N)N,

silld v L N. Siispa 7,(z) = Q1. (2).
[l

Lause 2.17. Olkoot a, 3 ja v kolme eri suoraa, jotka eivdt kaikki leikkaa sa-
massa pisteessd eiwvdtka kaikki ole yhdensuuntaisia. Silloin Q,8252, on epdt-
riviaali livkupeilaus.
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Todistus. (Vrt. [6, s. 30]) Olkoot «, (3 ja 7 kolme suoraa, jotka eivét kaikki
leikkaa samassa pisteessa, ja jotka eivat kaikki ole yhdensuuntaisia.

Koska suorat eivét kaikki ole yhdensuuntaisia, ainakin kaksi niista leik-
kaavat toisensa. Oletetaan, ettd « ja (3 leikkaavat pisteessia P. Olkoon [ sel-
lainen suora, ettd P € [ ja [ L ~. Olkoon suorien [ ja v leikkauspiste F'.
Nyt lauseen 2.12 perusteella on olemassa sellainen suora m, etta P € m ja
Qan = Qle Talloin QQQBQ,y = QleQW.

Olkoon n suora, olkoon piste F' € n, m L n ja olkoon n’ suora, F' € n/,
n L n'. Nyt QQ, = Q,Q, = Hp, eli puolikierto pisteen F' ympéari. Tall6in
Q.050, = 9,0, = Q,,Q,Q,. Koska m||n’ jam,n" L n, niin Q,,Q,, on
siirto pitkin suoraa n. Koska F' € n/ mutta F' ¢ m, niin n’ # m ja liukupeilaus
2,058, on epatriviaali.

O

Lause 2.18. Olkoot T liukupeilaus ja €, mikd tahansa peilaus. Silloin Q,T
on stirto tav kierto.

Todistus. (Vrt. [6,s. 30]) Olkoon T liukupeilaus ja olkoon €2, peilaus. Olkoon
suora [ liukupeilauksen 7" akseli. Talléin joko (1) suora [ leikkaa suoran « tai

(2) ]| .

1. Olkoon P suorien [ ja « leikkauspiste. Lauseen 2.8 mukaan voidaan
kirjoittaa T = ;£2,82, missda P € a ja a,b L [. Talloin kertomalla
puolittain ,:1la saadaan 2,7 = Q,82,€2,€),, missa «, a ja [ leikkaavat
pisteessa P. Siispa lauseen 2.11 nojalla on olemassa sellainen peilaus
Q., ettd Q,0,0, = Q. ja P € c. Nyt Q,T = Q. jolloin 2,7 on joko
siirto tai kierto.

2. Olkoot a, b kuten edelld. Nyt Q,7 = Q.. = Q2,0,8,€, koska

a,b L [, (lause 2.4). Nyt Q,Q, ja €€, ovat eri puolikierrot, joten
lauseen 2.14 perusteella 2,7 on siirto.

]

Myos liukupeilaus voidaan esittdd matriisimuodossa kuten muutkin yhte-
nevyyskuvaukset. Koska liukupeilaus itsessaan koostuu peilauksesta ja siir-
rosta, myos matriisiesitys koostuu naiden molempien kuvausten matriisiesi-
tyksista. Kun peilausakseli kulkee origon kautta, matriisiesitys on:

_ |cos20  sin20 T U1
7, (z) = [sin 20 —cos 20] [xgl + [Ug] ’
Jos peilausakseli ei kulje origon kautta, esityksestd tulee hieman moni-

mutkaisempi. Peilausakseli siirretdédn origoon ja sitten takaisin paikalleen,
7 = 17(7pQ, T—p).
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2.6 Yhtenevyyskuvauksista

Tassé aliluvussa osoitetaan, etta jokainen yhtenevyyskuvaus voidaan esittaé
enintaén kolmen sopivasti valitun peilauksen yhdisteené. Téta varten tarvi-
taan muutama apulause.

Apulause 2.1. Kaikille vektoreille x ja y € R? on voimassa:
(x,y) = ;(|x|2 +yl* = |z —y>) (Polarisaatioidentiteetti).
Todistus. (Tamé todistus on tekijan itse laatima.)
(2,) = (1ol + Iy ~ Iz — o)

- ;((x,@ + () — (v -y, v —y))
1

=5z, 2) + (y,y) = ({2, 2) — (2, 9)) = ((z.9) = (. 9))))
= ;(<x,x> +(y,y) — (@,2) + 2(z,y) — ()
= <$7y>

]
Apulause 2.2. Jos T on sellainen yhtenevyyskuvaus, ettd T(0) = 0, niin
1. (T(@), T()) = (2.1,
2. T =rotf tai T = refO jollakin 6.

Todistus. (Vrt. [6, s. 32]) Olkoon T sellainen yhtenevyyskuvaus, ettéd 7'(0) =
0.
Todistetaan ensin kohta 1. Apuauseen 2.1 perusteella

() = 5 (ol + 1yl ~ |z — o)
ja .
(1), T(w) = 5(T@)P + T ~ [T(x) - T)P)

Nyt |T(z)] = d(0,T(x)) = d(T(0), T'(x)) = d(0, z) = |-
Samoin [T(y)[ = [y|-
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My 7(a) = T(0)] = d(T(a).7(0)) = d(a.1) = |o =]
iispa

(T'(x), T(y)) Z;(IT(%)\2 TP ~T(2) - T(y)")

1
=5 (2" + [yl* = o = 9I")
=(x,y) .

Todistetaan sitten kohta 2. Olkoot {e1, €2} tason E? ortonormaali kanta,
missé € = (1,0) ja eo = (0,1). Téalloin myds {T'(e1), T (e2)} muodostaa tason
[E? ortonormaalin kannan (kohdan 1 ja yhtenevyyskuvauksen mééritelméan
perusteella). Olkoon x = x1€; + Ta€e, missé x1 = (x,€1) ja x9 = (x,€) (x).
Koska {T'(¢1),T(e2)} on kanta, niin tason vektori voidaan esittdd muodossa
T(x) =(T(x), T(e1)) T(e1)+ (T(x),T(€2)) T(€2). Kohdan (1) ja lausekkeiden
(%) perusteella

T(x) = (x,e1)T(e1) + (x,€0) T(€2) = 21T (1) + 22T (€3).

Olkoon
T(er) = (T(€1),€1) €1 + (T'(€1), €2) €2 = A1€1 + Aaéo.

Koska T'(e;) on yksikkovektori, niin Cauchyn-Schwarzin epéayhtalon perus-
teella |A1| = [(T'(e1),€1)| < |T(€e1)|]er] = 1. Samoin |Ay] < 1, ja pistetulon
laskusaantoja kayttamalla saadaan |T'(e;)]* = A2+ A2. Koska T'(¢;) on yksik-
kovektori, niin edelleen A? + A3 = 1. Nyt on olemassa sellainen yksikésittei-
nen luku 6 € (—m, 7], ettd A\ = cos@ ja Ay = sin@. Talloin (T'(e;),T(e2)) =
(€1,€2) = 0, joten T'(ez) = £(T(e1))*+. Siis T'(e2) = ((—sinf)e; + (cosO)es).
cosf) —sinf| |
sinf cosO | |xa

tai T(z) = [‘3039 sin0 ] lij = (ref%)a.

Edelleen matriisimuodossa T'(z) = = (rotf)x

sinf —cosf
O

Lause 2.19. Jokainen tason E? yhtenevyyskuvaus on enintdin kolmen sopi-
vasti valitun peilauksen yhdiste.

Todistus. (Vrt. [6,s. 31]) Olkoon T" yhtenevyyskuvaus. Talloin on kolme vaih-
toehtoa:

1. T(0) = 0. Téalloin edellisen lauseen perusteella 7' = rotf tai T' = ref6
jollain luvulla 6. Koska rotf = refaref( joillain o, 3, niin T on kor-
keintaan kahden peilauksen yhdiste.
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2. T(P) = P jollain pisteella P. Télloin 7_pT'7p(0) = 0. Nyt kohdan (1)
perusteella joko 7_pT'7p = rotf tai 7_pT'7p = reff. Siispa T on joko
TprotOt_p tai Tpreflr_p. Koska siirto 7 on aina kahden peilauksen
vhdiste, kayttamalla joitakin lauseista 2.17, 2.18, 2.7 ja 2.11 saadaan
peilausten méaara vahennettya korkeintaan kolmeen.

3. T(P) # P kaikilla pisteilla P. Olkoon P = T(0). Silloin 7_pT'(0) = 0,
jolloin 7_pT = rotf tai 7_pT = refd. Talloin T = 7proth tai T =
Tpref6, jolloin taas kuten edellisessd kohdassa, kayttdmalla joitakin
lauseista 2.17, 2.18, 2.7 ja 2.11 saadaan peilausten méara vahennettya
korkeintaan kolmeen.

]

Kuten edellisesta todistuksesta kay ilmi, kaikki yhtenevyyskuvaukset ovat
jotain neljasté perustyypista: peilaus, siirto, kierto tai liukupeilaus ja kaikki
ovat siis esitettavissa korkeintaan kolmen peilauksen yhdisteena.

2.7 Yhtenevyyskuvausten kiintopisteet ja kiintosuorat

Maaritelma 2.9. Kiintopisteeksi sanotaan sellaista pistetta X, joka toteut-
taa ehdon T'(X) = X. Suoraa, jonka kaikki pisteet ovat kiintopisteité, sano-
taan kiintopistesuoraksi. Suora, joka kuvautuu itselleen, mutta ei véilttamatté
pisteittiin, on kiintosuora.

Peilauksen kiintopisteita ovat symmetria-akselilla olevat pisteet, akseli on
siis kiintopistesuora:

Lause 2.20. (X)) = X, jos ja vain jos X €1

Todistus. (Vrt. [6, s. 20]) Olkoon [ suora, olkoon N sen yksikkonormaalivek-
tori ja piste P € [. Talloin Q)(X) = X

& X -2(X-PNYN=X

<2(X—-PN)N=0

< (X — P,N) N = 0, miké lauseen 1.2 nojalla on yhtapitaviaa sen kanssa,
etta piste X on suoralla [. O

Lause 2.21. Yhtenevyyskuvauksille ja niiden kiintopisteille on voimassa seu-
raavat ehdot:

1. Epdtriviaalilla siirrolla ei ole kiintopisteita.

2. Epatriviaalilla liukupeilauksella et ole kiintopisteita.
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3. Epdtriviaalilla kierrolla on tdsmdlleen yksi kiintopiste, kierron keskus
(center of rotation).

4. Peilauksen kiintopisteet muodostavat suoran, peilausakselin.

5. Identiteettikuvauksen kiintopisteet muodostavat koko tason.

Todistus. (Vrt. [6, s. 33])

Todistetaan ensin kohdat 1 ja 2. Olkoon T yhtenevyyskuvaus, jolla ei
ole kiintopisteita. Talloin lauseen 2.19 todistuksen kohdan 3 mukaisesti joko
T = 7protf tai T = Tprefd joillain P € E? ja € (—x, 7).

Oletetaan ensin, ettd T'(x) = Tprotf(z) = (roth)x + P, joten T'(z) = x
ainoastaan silloin, kun (I — rotf)z = P <= X = (I — rot0)~'P. Koska ku-
vauksella T ei ole kiintopisteité, on matriisin (I — rotf) oltava kaantyméaton,
eli det(I — rotf) = 0. Nyt

det(I — rotf) = (1 — cosf)? +sin?

=2 —2cosf
0
:4sin2§,
28 . 17k _ |lcosO —sinOf |1 Of
ja sin®g = 0, kun ¢ = 0. Talléin rotf = sn0  cos0 | = lo 1 = 1.

Siispa T' = 71protd = 71p eli kuvaus T on siirto. Oletetaan sitten, etta T
on siirto. Olkoon 7" = 7p. Nyt 7p(X) = X ainoastaan silloin, kun P = 0,
mutta talloinhén kyseessa olisi triviaali siirto. Siispé ei-triviaalilla siirrolla ei
ole kiintopisteita.

Oletetaan sitten, ettd 7' = 7preff. Nyt T" on kolmen peilauksen yhdiste,
joten lauseen 2.17 perusteella T" on ei-triviaali liukupeilaus. Oletetaan sitten,
ettd T on liukupeilaus. Olkoon T' = 7, missi [ = P + [v]. Nyt

T(x) = (x4 v)
=zx+v—2(x+v—P N)N
=r+v—2(x—P,N)N—2(v,N)N.

Oletetaan nyt, ettéa talla kuvauksella on kiintopiste z. Siispa
T(x)==x
r+v—2{(x—P, N)N=x
v=2(x— P/N)N.

Nyt (v,v) = (v,2(x = P,N)N) = 2(x — P,N) (v, N) N = 0, eli |v] = 0,
joten liukupeilaus on triviaali. Siispé ei-triviaalilla liukupeilauksella ei ole
kiintopisteita.
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Todistetaan sitten kohta 3. Olkoon T yhtenevyyskuvaus, jolla on yksi
kiintopiste P. Télloin lauseen 2.19 mukaan 7" on kierto pisteen P ympari, tai
peilaus suoran [, P € [, yli. Lauseen 2.20 mukaan peilauksen kiintopisteiden
joukko koostuu peilausakselin pisteisté, joten kuvauksen T on oltava kierto.
Oletetaan sitten, ettd T" on ei-triviaali kierto, eli T' = 7protf7_p. Piste X on
kuvauksen kiintopiste, jos T'(X) = X, eli

Tprotdr_p(X) =X
P+rotd(X — P)=X
I(X—=P)—rotd(X —P)=0
(I —roth)(X — P) = 0.
Koska kierto oli ei-triviaali, niin(/ — rot#) # 0, jolloin on oltava X — P = 0,
eli X = P. Siis ei-triviaalilla kierrolla on yksi kiintopiste, kierron keskus.
Kohdan 4 todistus on esitetty jo aiemmin, ks. lause 2.20.

Kohta 5 on triviaalisti tosi.
]

Yhtenevyyskuvauksen kiintopisteiden joukko on siis aina jokin seuraavis-
ta: piste (kierto), suora (peilaus), tyhja joukko (siirto tai liukupeilaus) tai
koko taso E? (identiteettikuvaus).

Lause 2.22. Yhtenevyyskuvauksille ja niiden kiintosuorille on voimassa seu-
raavat ehdot:

1. Epdtriviaalilla sivrrolla pitkin suoraa l on kitntosuorinaan kaikki suoran
[ suuntaiset suorat.

2. Puolikierrolla pisteen C ympdri on kiintosuorinaan kaikki pisteen C
kautta kulkevat suorat. Epdtriviaalilla kierrolla, joka ei ole puolikierto,
et ole kiintosuoria.

3. Peilauksen (), kiintosuoria ovat suora m ja sen kanssa kohtisuorassa
olevat suorat.

4. Identiteettikuvauksen kiintosuoria ovat tason kaikki suorat.

Taman lauseen todistus esitetdén myohemmin (katso luku 3.1).

3 Euklidisen tason affiinit kuvaukset

Affiini geometria koostuu ainoastaan niistd tason E? ominaisuuksista, jotka
riippuvat vain suorien leikkautumisominaisuuksista, eivit etdisyydesta tai
kohtisuoruudesta.
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Maidiritelma 3.1. Kollineaatio on bijektio T : E? — [E2, joka toteuttaa
seuraavan ehdon: kolme eri pistetta P, ) ja R ovat samalla suoralla, jos ja
vain jos T'(P), T(Q) ja T(R) ovat samalla suoralla.

Maiiritelma 3.2. Kuvausta T : E? — E? kutsutaan affiiniksi kuvaukseksi
(affine transformation), jos on olemassa sellainen kaantyva 2 x 2-matriisi A
ja sellainen vektori b € R?, etta T(x) = Az + b kaikilla vektoreilla x € R?.

Matriisi A ja vektori b ovat yksikésitteisesti kuvauksen T madradmat.
Matriisia A kutsutaan kuvauksen lineaariseksi osaksi ja vektoria b sen siirto-
osaksi. Matriisin A sarakkeet ovat vektoreita 7T'(¢;) — b, i = 1,2 ja vektori
b="1T(0).

Lauseen 2.19 perusteella jokainen yhtenevyyskuvaus on affiini kuvaus.
Lauseen todistuksesta kéy ilmi erilaiset matriisimuodot, jotka kaikki ovat
edellisessé madritelmassa vaadittua tyyppié.

[tse asiassa jokainen yhtenevyyskuvaus voidaan esittdd muodossa T'(z) =
To(z)+T(0), missa Ty on sellainen kuvaus, jonka kiintopiste on origo ja 7'(0)
on siirto. Yhtenevyyskuvauksen, jonka kiintopiste on origo, on oltava peilaus
tai kierto. Talldisen peilauksen tai kierron matriisimuoto on Ty(z) = (reff)x
tai To(x) = (rotf)x. Nama molemmat ovat ortogonaalisia neliomatriiseja,
eli niiden sarakkeet ovat ortogonaalisia yksikkovektoreita, ja siispa kdanty-
vid. Lisaksi T'(0) € R2. Siispa yhtenevyyskuvaukset ovat affiineja kuvauksia,
joiden lineaariselle osalle A pétee lisdehto, ortogonaalisuus. [1, s. 48.]

Lause 3.1. Jokainen affiini kuvaus on kollineaatio.

Todistus. (Vrt. [6, s. 40])

Osoitetaan ensin, etté affiini kuvaus 7" on bijektio. Olkoon T'(x) = Az +0.
Osoitetaan kuvauksen surjektiivisuus: Oletetaan, ettd x kuuluu kuvauksen T’
kuvajoukkoon. Siis = Ax’ + b. Téalloin

Ar' =2 — b
A A =A (2 —b)
v =A"(z —b).

Osoitetaan sitten kuvauksen injektiivisyys: Oletetaan, ettd Az +b = Ax’ +0,
z, 2’ € E?. Talloin A(x —2') = 0, ja koska matriisi A on kaéntyvé, niin A # 0
joten x = x’. Siispa affiini kuvaus T on bijektiivinen.

Osoitetaan sitten, etta affiini kuvaus T sailyttéda kollineaarisuuden. Ol-
koot P ja (Q pisteitd ja olkoon T affiini kuvaus. Olkoon R mielivaltainen

25



piste suoralla PHQ, eli R=(1—1t)P+tQ. Nyt

T(R) =T((1—t)P +tQ)
=A((1—t)P+tQ)+b
=(1—t)AP +tAQ +b
—AP +b—tAP —b+tAQ +b
=(1-=t)T(P) +tT(Q).

Siispé piste T'(R) on suoralla T(P)HT(Q).

Toisaalta, olkoon piste R’ suoralla T'(P)T'(()). Télloin, koska 7" on surjektii-
vinen, on olemassa sellainen yksikésitteinen piste R, ettd T'(R) = R’. Nyt
T(R) = (1—-t)T(P)+tT(Q) jollakin ¢ € R. Koska T" on injektiivinen, niin

R =(1-1t)P +1Q, jolloin R on suoralla PHQ. Siispé affiini kuvaus on kolli-
neaatio. [

Apulause 3.1. Jokainen yhtenevyyskuvaus on kollineaatio.

Tama seuraa valittomasti edellisesté lauseesta, silla yhtenevyyskuvaukset
ovat affiineja kuvauksia.

3.1 Affiinien kuvausten kiintosuorat ja kiintopisteet

Tassé aliluvussa kaydaan lapi affiinien kuvausten kiintosuoriin ja kiintopis-
teisiin liittyvid ominaisuuksia. Viimeisena on lause, joka kertoo, ettd kahden
ei-kollineaarisen kolmikon vélille on aina olemassa affiini kuvaus, joka kuvaa
ensimmaisen kolmikon toiseksi, ja ettd tamé kuvaus on yksikasitteinen.

Lause 3.2. Olkoon T affiini kuvaus ja olkoon | = P + [v] suora. Silloin T (1)
on suora T(P) + [Av], missd A on kuvauksen T lineaarinen osa.

Todistus. (Vrt. [6, s. 41]) Olkoon T affiini kuvaus ja olkoon [ = P+ [v] suora,
jolloin X = P + tv on suoran [ piste. Olkoon A kuvauksen lineaarinen osa ja
b sen siirto-osa. Nyt T(X) =T(P +tv) = A(P+tv) + b= AP +tAv+ b=
T(P) 4 tAv. Nyt mielivaltainen suoran 7'(1) piste T(X) = T(P) + tAv on
suoralla T'(P) + [Av]. Samoin jokainen suoran T'(P) + [Av| piste on suoralla
T(1), joten T(I) = T(P) + [Av].

[l

Lause 3.3. Affiineille kuvauksille on voimassa seuraavat ehdot:

1. Jos kaksi affiinin kuvauksen kiintosuoraa leikkaavat, ne leikkaavat kiin-
topisteessa.
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2. Jos kaksi affiinin kuvauksen kiintosuoraa ovat yhdensuuntaiset, niin
jokainen niiden kanssa yhdensuuntainen suora on kiintosuora.

3. Jos kaksi suoraa ovat yhdensuuntaiset, niiden kuvat missd tahansa af-
fiinissa kuvauksessa ovat yhdensuuntaiset.

Todistus. (Tamén todistuksen kohdat 1 ja 2 ovat tekijan itse laatimia, kohta
3 vrt. [1, s. 72]) Todistetaan ensin kohta 1. Olkoot m ja n affiinin kuvauksen
T kiintosuoria, ja olkoon X niiden leikkauspiste. Olkoot m = X + [v] ja
n = X + [w]. Talléin T(m) = T(X) + [Av] = T(X) + [v] = m ja T'(n) =
T(X) + [Aw] = T(X) 4 [w] = n. Nyt T(X) on siis sekéd suoralla m etta n,
joten T'(X) = X ja piste X on siis kiintopiste.

Todistetaan sitten kohta 2. Olkoot m ja m suoria, m||n. Olkoot m =
P+ v]jan=Q+[v]. Nyt T(m) = T(P) + [Av] ja T(n) = T(Q) + [Av].
Selvasti T'(m) || T'(n).

Todistetaan lopuksi kohta 3. Olkoot m ja n suoria, m||n ja olkoon T
affiini kuvaus. Olkoot m = P + [v] ja n = @ + [v]. Nyt edellisen lauseen
mukaan T'(m) = T'(P) + [Av] ja T'(n) = T(Q) + [Av]. Siispa suorat T'(m) ja
T'(n) ovat yhdensuuntaiset.

[

Nyt voidaan todistaa lause 2.22.

Todistus. (Vrt. [6, s. 41]) Olkoon T affiini kuvaus, jonka lineaarinen osa on
matriisi A ja siirto-osa b. Olkoon [ = P + [v] suora.

Todistetaan aluksi kohta 1. Olkoon T ei-triviaali siirto. Téalloin A = I ja
b # 0. Nyt vektori v on aina matriisin A ominaisvektori joten [ on kuvauksen
T kiintosuora, jos ja vain jos b € [v]. Siispa kiintosuoria ovat kaikki suorat,
joiden suunta on [v].

Todistetaan seuraavaksi kohta 2. Olkoon 7" puolikierto pisteen C' ympari.
Talloin lauseen 2.13 mukaan A = —1 ja b = 2C'. Siispéd v on aina matriisin
A ominaisvektori, joten suora [ on kuvauksen 7" kiintosuora, jos ja vain jos
—2P +2C € [v], eli C € P + [v]. Siispa kiintosuoria ovat ne suorat, jotka
kulkevat pisteen C' kautta. Olkoon T kierto, jolle A = rotf # +I. Tall6in
matriisilla A ei ole yhtddn ominaisvektoria, eiké siis kuvauksella 7" yhtakaan
kiintosuoraa.

Todistetaan sitten kohta 3. Olkoon T' peilaus akselinaan suora m. Selvasti
m on kiintosuora. (Lauseen 2.20 perusteella se on jopa kiintopistesuora.)
Olkoon m = @ + [w], missi w on yksikkovektori. Talloin Q,,(Q + twt) =
Q+twt—2 <Q +twt — Q, wL> wt = Q—tw, joten Q+ [wL} on kiintosuora.
Siispéa kuvauksen T kiintosuoria ovat kaikki suorat, jotka ovat kohtisuorassa
peilauksen akselin kanssa. Edellisen lauseen mukaan kiintosuorat leikkaavat
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kiintopisteessa. Koska kuvauksen 7' kaikki kiintopisteet ovat suoralla m, ei
muunlaisia kiintosuoria voi olla olemassa.

Todistetaan lopuksi kohta 4. Olkoon T = 2,7k, liukupeilaus, missa w
on suoran m yksikkosuuntavektori. Osoitetaan ensin, ettd m on kiintosuora.
Olkoon () mielivaltainen suoran m piste. Nyt

T(Q + tw) = 0, (Q + tw + kw)
=Q+ (t+kw—2(Q+ (t+kw - Qu)w
=Q+ (t+k)w,
joten m on kiintosuora. Koska lauseen 2.21 mukaan liukupeilauksella ei ole

kiintopisteita, muiden kiintosuorien on oltava yhdensuuntaisia suoran m kans-
sa. Olkoon | = Q + sw™* + [w]. Nyt [ || m. Tallsin

T(Q + swh +tw) = 0, (Q + sw™ + (t + k)w)
=Q+3wL—i-(zf—i-k:)w—2<Q—|—swl+(t—i—k:)w—Q,wl>wL
=Q — swh + (t+ k)w.

Nyt, jos [ on kiintosuora, on oltava s = 0 jolloin [ = m.

Lause 3.4. Olkoot P ja Q) pisteitd ja olkoon T affiini kuvaus. Silloin
1. T(1=t)P+tQ) = (1 —t)T(P) + tT(Q) kaikilla reaaliluvuilla t,

2. piste X on pisteiden P ja Q) vdlissd, jos ja vain jos T'(X) on pisteiden

. e d(P,X) _ d(T(P)T(X
T(P) ja T(Q) vilissd. Edelleen, d((P,Q)) = d((T((P)),T((Q)))).

Todistus. (Tama todistus on tekijan itse laatima.) Kohta 1 seuraa lauseen
3.1 todistuksesta.

Todistetaan kohta 2. Oletetaan, etté piste X on pisteiden P ja () vélissa.
Talloin X = (1 —¢)P + tQ, missd 0 < t < 1. Nyt kohdan 1 perusteella
T(X)=(1-tT(P)+tT(Q), jolloin piste T'(X) on pisteiden T'(P) ja T'(Q)
valissa. Lisdksi

d(T(P),T(X)) _ [T(X)—T(P)

)
d(T(P),T(Q)  [T(Q)—T(P)|
t

T(Q) ~ T(P)
_ tT(Q) — tT(P)|
T(Q) ~T(P)
|7(Q) — T(P)|
T(Q) ~T(P)
— 11
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Kuva 6: Lause 3.5

ja

d(P,X) |X—P|

d(P,Q) Q- P|
(1= P +1Q — P
Q= P|
_ [tQ—tP|
le-P
= It].

m
Lause 3.5. Affiinien kuvausten kiintopisteille on voimassa seuraavat ehdot:

1. Jos kaksi eri pistettd ovat affiinin kuvauksen kiintopisteitd, niin kaikki
pisteet ndiden kahden pisteen kautta kulkevalla suoralla ovat kiintopis-
teita.

2. Jos kolme pistettd, jotka eivit kaikki ole samalla suoralla, ovat affiinin
kuvauksen kiintopisteitd, kuvauksen on oltava identiteettikuvaus I.

29



Todistus. (Vrt. [6, s. 44]) Todistetaan ensin kohta 1. Olkoot P ja ) affiinin
kuvauksen T kiintopisteita (eli T'(P) = P ja T(Q) = @), ja olkoon piste X

suoralla PHQ. Nyt lauseen 3.4 kohdan 1 nojalla T'(X) = (1-t)T'(P)+t1(Q) =
(1-t)P+tQ = X.

Todistetaan sitten kohta 2.0lkoot P, ) ja R pisteita, jotka eivat kaikki
ole samalla suoralla, ja jotka ovat affiinin kuvauksen T kuntoplstelta Nyt

tdman lauseen ensimmaisen kohdan nojalla suorat PQ QR ja RP koostuvat
kiintopisteistéd. Olkoon X piste, joka ei ole mlllaan suorista PQ QR ja RP ja
olkoon piste A janan PQ keskipiste. Nyt suora AX ei voi olla samansuuntai-

nen seké suoran QR ettd RP kanssa, joten se leikkaa jommankumman suo-
ran pisteessa B. Nyt X on siis samalla suoralla kahden kiintopisteen kanssa,
joten sen on itsekin oltava kiintopiste. Siispa kuvauksen T kiintopisteitéd ovat
kaikki tason pisteet, joten 1" on identiteettikuvaus I.

m

Lause 3.6. Olkoot P, () ja R pisteitd, jotka eivdt kaikki ole samalla suoralla.
Olkoot mydskin P', Q' ja R' pisteitd, jotka eivdt kaikki ole samalla suoralla.
Silloin on olemassa sellainen yksikdsitteinen affiini kuvaus T, ettq T(P) =
P, TQ)=Q jaT(R)=R.

Todistus. (Vrt. [6, s. 44]) Olkoot PQR ja P'Q'R’ ei-kollineaariset kolmikot.
Nyt {Q — P,R— P} ja {Q — P, R — P'} muodostavat kaksi tason E? kan-
taa, joten on olemassa sellainen kaantyva 2 x 2-matriisi A, ettd A(Q — P) =
Q — P ja A(R— P) = R — P'. Olkoon kuvaus 7' = 7p AT_p. Silloin
T(P) = tpA(P — P) = P, T(Q) = 7A(Q — P) = 7(Q' — P') =
ja samoin T(R) = R’. Siispa T on affiini kuvaus jolla on vaadittu ominai-
suus.

Osoitetaan vield, etta kuvaus T' on todellakin yksikésitteinen. Oletetaan,
etta T"(P) = P, T'(Q) = Q" jaT'(R) = R'. Talloin (T")~'T on affiini kuvaus,
jonka kiintopisteitd ovat P, @ ja R. Talloin lauseen 3.5 mukaan (7")™'T = I,
joten T'="1T". ]

Kahden affiinin kuvauksen yhdistetty kuvaus on myoskin affiini, silld ol-
koot T(X) = AX +bjaT(X)=AX+V. Nyt TT'(X) =T(AX +V) =
AAX +0)+b=(AA)X + AV + b, missd AA’ on kééntyva 2 x 2-matriisi
ja AV + b € R2.

3.2 Kollineaatioista

Téamén luvun alkupuolella todistettiin, etta affiinit kuvaukset ovat kollineaa-
tioita. Jotta voidaan todistaa, ettd sama on voimassa myo6s toisin péin, eli
ettd kollineaatiot ovat affiineja kuvauksia, tarvitaan muutamia apulauseita.

30



Apulause 3.2. Olkoon f kollineaatio ja olkoon f(0) = 0. Jos vektorit v ja
w ovat lineaarisesti riippumattomat (eli v # aw Ya € R), niin f(v + w) =

fw) + f(w).

Todistus. (Vrt. [6, s. 203]) Olkoot [ = v+[w] ja m = w+[v] suoria. Piste v+w
on niiden leikkauspiste (koska piste v + w toteuttaa suoran yhtalon suorilla
[ ja m), joten pisteen f(v + w) on oltava suorien f(l) ja f(m) leikkauspiste.
Toisaalta suora f(I) kulkee pisteen f(v) kautta ja on samansuuntainen
kuin f([w]) = [f(w)], sekéd suora f(m) kulkee pisteen f(w) kautta ja on sa-
mansuuntainen kuin f([v]) = [f(v)]. Koska f(v)+ f(w) toteuttaa molemmat
ehdot, sen on oltava suorien f({) ja f(m) yksikésitteinen leikkauspiste. Siispé

flo+w) ja f(v) + f(w) ovat sama piste.
[

Apulause 3.3. Olkoon ¢ : R — R sellainen bijektio, ettd ¢(s+t) = p(s) +
o(t) ja p(st) = (s)p(t) Vs, t € R. Silloin ¢ on identiteettifunktio.

Todistus. (Vrt. [6, s. 204]) Oletuksen perusteella p(0) = 0, ¢(1) = 1 seké
©(—1) = —1. Induktiolla voidaan helposti osoittaa, ettd p(n) = n Vn €
N7, jolloin o(—n) = ¢((—1)n) = ¢(=1)¢(n) = —n. Nyt, jos ¢ = 7+ € Q,
p(m) = p(ng) = ¢(n)p(qg), niin p(g) = . Siispd ¢ on identiteettikuvaus
rationaalilukujen joukossa.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd ¢ sdilyttad jérjestyksen rationaalilukujen
joukossa. Ensin, jos a > 0, niin a = b? jollakin b € R. Silloin

p(a) = o(b%) = (¢(b))? > 0.

Nyt, jos t > s, niin t — s > 0, eli

0<p(t—s)=w)+e(=s)=p(t) —p(s)

eli p(t) > p(s). Siispa ¢ siilyttaa jarjestyksen.

Oletetaan sitten, ettd ¢(t) > t jollain ¢ € R. Valitaan sellainen ¢ € Q,
ettd t < g < p(t). Koska ¢ séilyttaa jarjestyksen, on oltava ¢(t) < ¢(q) = g,
miké on ristiriita. Siispa ei voi olla ¢(t) > t. Oletus p(t) < ¢ johtaa samoin
ristiriitaan, joten p(t) = ¢ Vt € R. Siispa ¢ on identiteettikuvaus. O

Apulause 3.4. Olkoon f sellainen kollineaatio, ettd f(0) =0, f(e1) = € ja
f(e2) = €. Silloin [ on identiteettikuvaus.

Todistus. (Vrt. [6, s. 204]) Koska z-akseli on kuvauksen f kiintosuora (kaksi
kiintopistetta), on olemassa sellainen funktio ¢, ettd f(te;) = p(t)e;Vt € R.
Samoin on olemassa sellainen funktio v, etta f(tey) = 1(t)eVt € R. Nyt
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apulause 3.2

flter +tea) 7 =""" f(ter) + f(tea) = @(t)er + ¥(t)es. Koska suora x1 = 9
on kiintosuora, on oltava ¢ = 1. Nyt

f(ter + sex) = f(ter) + f(se2) = p(t)er + p(s)ea.  (¥)

Osoitetaan nyt, ettd o(xm) = ¢(x)p(m)vm € R.
Lausekkeen (*) mukaan f(e; + mez) = €1 + p(m)es ja f(xe + xmey) =
o(z)er + p(xm)es. Koska pisteet (1, m), (x,zm) ja (0,0) ovat kollineaariset,
myo6skin (1, o(m)), (e(z), ¢(xm)) ja (0,0) ovat kollineaariset.
Siispéa p(xm) = ¢(z)p(m), ja erityisesti (p(—1))% = (1) = 1 joten (—1) =
—1.

Osoitetaan sitten, ettd ¢ toteuttaa yhtédsuuruuden ¢(t+s) = @(t) + (s).

(t+ s)er)
te; + seq)

te; + sex + sep — seg)

p(t+s)e =f
=f
=f

te; + seg) + f(ser — seq)

P f () + f(se2) + f(ser) + f(—s6)
=p(t)er + p(s)ea + p(s)er + @(—s)er

(

(

(

apulause 3.2,t#— sf.(
(

(

=p(t)er + p(s)e

Siispé apulauseen 3.3 nojalla ¢ on identiteettikuvaus, joten myoskin f on
identiteettikuvaus. O

Lause 3.7. Jokainen kollineaatio on affiini kuvaus.

Todistus. (Vrt. [7, s. 218]) Olkoon g kollineaatio ja olkoot g(0) = P, g(e1) =
@ ja g(e2) = R. Lauseen 3.6 mukaan on olemassa sellainen affiini kuvaus
h, ettd h(0) = P, h(e1) = @ ja h(ez) = R. Koska affiinit kuvaukset ovat
kollineaatioita, kuvaus h on kollineaatio. Talléin myoskin A~! on kollineaatio
(koska kollineaatiot ovat méaaritelman mukaan bijektioita), joten kuvaus f =
h=lg on kollineaatio. Mutta nyt kuvauksen f kiintopisteiti ovat pisteet 0,
€1 ja €, joten edellisen apulauseen mukaan f on identiteettikuvaus, jolloin
g = h. Koska h on affiini kuvaus, my6skin ¢g on affiini kuvaus. m

Kollineaatio ja affiini kuvaus ovat siis ekvivalentteja, joten voidaan kayt-
tad kumpaa tahansa maéaritelmista.
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Kuva 7: Affiini peilaus

4 Affiinit kuvaukset

Affiinit kuvaukset ovat siis sellaisia kuvauksia, jotka sailyttévat suorien leik-
kautumisominaisuudet, mutta eivat valttamatta pisteiden valista etaisyytta.
Tassa luvussa kaydadn lapi kolme affiinia kuvausta: affiini peilaus, leikkuri
ja dilataatio.

4.1 Affiini peilaus

Maiiritelma 4.1. Olkoon P, @ ja R tason E? kolme pistettd, jotka eivit
kaikki ole samalla suoralla. Yksikésitteista affiinia kuvausta, jonka kiintopiste
on piste P ja joka vaihtaa pisteet ) ja R keskenadn kutsutaan affiinikse
peilaukseksi, merkitaan [P; Q < R].

Jokainen tavallinen peilaus on siis selvésti affiini peilaus. Affiineilla pei-
lauksilla on joitakin tavallisten peilausten ominaisuuksia, kuten seuraavista
lauseista kay ilmi.

Lause 4.1. Olkoon M janan QR keskipiste ja olkoon P piste, joka ei ole
suoralla QR. Silloin affiinin peilauksen [P; Q) < R| kiintopisteitd ovat kaikki
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pisteet suoralla PM (PM on siis kiintopistesuora). Muita kiintopisteitd ei
ole.

Todistus. (Vrt. [6, s. 45]) Olkoon M janan QR keskipiste ja olkoon P géQHR.
Olkoon T affiini peilaus [P;Q < R]. Nyt @ = T(R) = AR+bjaR=T(Q) =
AQ + b, joten @ + R = A(Q + R) + 20b, eli

Q+R_ Q+1R
2 2

+ .

Siispdi M = AM + b = T(M), joten M on kiintopiste. Lauseen 3.5 ensim-

méisen kohdan mukaan suora PM koostuu kiintopisteista. Lisdksi, jos affiini
peilaus ei ole identiteettikuvaus, silla ei voi lauseen 3.5 toisen kohdan mukaan
olla muita kiintopisteité. O

Lause 4.2. Affiinin peilauksen [P;Q < R] kiintosuoria ovat suora PM ja

katkki suoran QR suuntaiset suorat, muita kiintosuoria et ole.

Todistus. (Vrt. [6, s. 45]) Koska pisteet T(Q) ja T(R) madrddvat saman
suoran kuin pisteet ) ja R, suora | =Q R on kiintosuora. Koska edellisen

lauseen mukaan suora PM koostuu kiintopisteisté, niin jokainen suora !’ ||
leikkaa tdmén suoran kiintopisteessa M. Siispa suora T'(I") kulkee pisteen M’
kautta ja on yhdensuuntainen suoran 7'(l) = [ kanssa (lauseet 3.3 ja 1.12).
Siispd suora T'(I') = I’ on kiintosuora.

Olkoon " kiintosuora, joka ei ole yhdensuuntainen suoran [ kanssa ja
1" #P?W. Talloin suora [” leikkaa suorat [ ja I’ kiintopisteissd (lause 3.3),

miké on ristiriita, silld kaikki kiintopisteet ovat suoralla PM.
O

Lause 4 3. Affiini peilaus [P; Q < R] on yhtenevyyskuvaus, jos ja vain jos
PM J_QR

Todistus. (Vrt. [6, s. 45]) Olkoon T affiini peilaus [P; Q < R].
Oletetaan ensin, ettd T" on yhtenevyyskuvaus. Koska silla on kiintopis-

tesuora, sen on oltava tavallinen peilaus, jonka akseli on PM (lause 2.21).
Koska QR on taméan peilauksen kiintosuora lauseen 2.22 kohdan 3 mukaan

sen on oltava kohtisuorassa suoran PM kanssa.

Oletetaan sitten, etté QRJ_PM Merkitadn m —PM. Osoitetaan, etta
kuvaus (2, vaihtaa pisteet () ja R, jolloin lauseen 3.6 mukaan sen on oltava
vaadittu affiini kuvaus, koska Q,,(M) = M.
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Kuva 8: Leikkuri

Nyt 2,,(Q) = 2(Q — M, N) N, misi N on yksikkésuuntavektori suun-
taan [Q — R]. M aQ M = L(Q—-R), joten Q,,,(Q) = Q—(Q — R,N) N =
Q — (Q — R) = R. Samoin Qm( ) = @, joten 2, vaihtaa pisteet @ ja R.

[

4.2 Leikkuri

Maaritelma 4.2. Olkoot P, ) ja R kolme pistetté, jotka eivit kaikki ole
samalla suoralla. Affiinia kuvausta, jonka kiintopistesuora on suora, joka kul-

kee pisteen P kautta ja on suoran QR suuntainen, ja joka siirtaé pisteen )
pisteeseen R, sanotaan leikkuriksi (shear). Merkitdan [P; Q — R).

Kiintopistesuoraa kutsutaan leikkurin akseliksi.

Lause 4.4. Leikkurilla [P;Q — R] on kz’intopistemddn suoran | pisteet, kun
L] QR ja P € l. Kiintosuoria ovat kaikki suoran QR suuntaiset suorat.
Todistus. (Vrt. [6, s. 46])

Olkoon T leikkuri [P;@Q — R]. Mééritelmén mukaan kiintopisteet ovat

suoralla m = P + [@Q — R]. Kuvauksella T ei voi olla muita kiintopisteité,
silld muutoin 7" olisi identiteettikuvaus (lause 3.5).
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Olkoon | = @ + [Q — R]. Koska || m ja T'(m) = m, niin T(l) on se yk-
sikésitteinen suora, joka kulkee pisteen R = T'(Q) kautta ja on suoran m
suuntainen. Siispa T'(I) = [ joten [ on kiintosuora. Nyt lauseen 3.3 perus-
teella kaikki suorat, jotka ovat yhdensuuntaisia suorien m ja [ kanssa, ovat
kiintosuoria.

Osoitetaan vield, ettd muita kiintosuoria ei ole. Tehdaéan vastaoletus, etté
suora n, joka ei ole yhdensuuntainen suorien [ ja m kanssa, on kiintosuora.
Olkoon suorien n ja m leikkauspiste B ja suorien n ja [ leikkauspiste C.
Nyt B ja C ovat kiintopisteita (lause 3.3), jolloin lauseen 3.5 perusteella n
on kiintopistesuora. Tamaé on ristiriita, silla todistuksen alkuosan perusteella
kaikki kiintopisteet ovat suoralla m. Siispd muunsuuntaisia kiintosuoria ei
ole. O

Leikkuri voidaan esittda matriisimuodossa. Tarkastellaan ensin sellais-
ta leikkuria, jonka kiintopisteet ovat x;-akselilla. Koska origo on kuvauksen
kiintopiste, on siirto-osa b = 0. Vektori ¢; = (1,0) on kiintopiste, joten mat-
riisin A ensimmaéisen sarakkeen on oltava €; = (1, 0). Leikkuri kuvaa vektorin
ea = (0, 1) suoralle €5 + [€;], joten toinen sarake on (A, 1). Siispa

1 Al .
A_[O 1] ja b=0.

Tarkastellaan sitten leikkuria, jonka akseli on horisontaalinen suora pis-
teen P kautta. Tama leikkuri voidaan kirjoittaa T'(X) = P+s,(X —P). Leik-
kuri, jonka akseli kulkee origon kautta, ja jolla on suuntavektori (cos 6, sin ) =
(rotf)ey, voidaan taas kirjoittaa T(X) = (rot@)sy(rot(—6))X. Talloin siis
mielivaltainen leikkuri, jonka akseli on P+[(rot6)e;| voidaan kirjoittaa T'(X) =
P + (rotf)sy(rot (—0))(X — P).

4.3 Dilataatio

Maaritelma 4.3. Affiinia kuvausta, jonka jokaiselle suoralle [ on voimassa
T(l) =1 tai T(l) || sanotaan dilataatioksi.

Lause 4.5. Dilataatio, jolla on kaksi kitntopistettd, on identiteettikuvaus.

Todistus. (Vrt. [6, s. 47]) Olkoot P ja @ kaksi dilataation 7" kiintopistetté.
Talloin kaikki pisteet suoralla PHQ ovat kiintopisteitda (lause 3.5). Olkoon
X sellainen mielivaltainen piste, etta X ¢PHQ. Silloin 7" kuvaa suoran PHX
suoraksi Bi)steen P kautta sailyttaen sen suunnan, jolloin PX on kiintosuora.

Samoin QX on kiintosuora, jolloin pisteen X on oltava kiintopiste (lause 3.3).
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Kuva 9: Dilataatio

Nyt kuvauksella 7" on kolme kiintopistetta, joten se on identiteettikuvaus
(lause 3.5). Siispa ei-triviaalilla dilataatiolla voi olla enintédén yksi kiintopiste.

]

Dilataatiota, jolla on yksi kiintopiste, kutsutaan keskeisdilataatioksi ja
sen kiintopistetta dilataation keskuksekst.

Lause 4.6. Dilataatioille on voimassa seuraavat ehdot:

1. Keskeisdilataatio, jonka keskus on piste C, voidaan esittid muodossa:
T(X)=CH k(X —C), missd k on suurennuskerroin.

2. Dilataatio, jolla ei ole kiintopisteitd, on siirto.

Todistus. (Vrt. [6, s. 48]) Todistetaan ensin kohta 1. Olkoon T" keskeisdila-
taatio, jonka keskus on piste C'. Koska T" on dilataatio, niin jokainen vektori
v € R? on matriisin A ominaisvektori (koska T'(I) = [ tai T'(1)||1). Siispa on
olemassa sellainen k # 0,k € R, ettd A = rl. Koska T'(C') = kIC + b = C,
niin kuvauksen T siirto-osa b = C' — kC, joten VX € E* : T(X) = kX +C —
kC =C+ k(X —0C).

Todistetaan sitten kohta 2. Jos k # 1, niin yhtalolla T(X) = kX +b= X
on ratkaisu X = H;—11b' Siispa jokainen dilataatio on joko siirto, jolloin Kk = 1,
tai silla on kiintopiste.
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Kuva 10: Dilataatio

O

Lause 4.7. Keskeisdilataation kiintosuorat ovat ne suorat, jota kulkevat kes-
kuksen kautta.

Todistus. (Vrt. [6, s. 48]) Olkoon T keskeisdilataatio ja C' sen keskus. Kaikki
suorat, jotka kulkevat pisteen C' kautta ovat kiintosuoria, silla T'(C' + [v]) =
T(C)+ [v] =C + [v].

Toisaalta, jos jokin kiintosuora [ ei kulje pisteen C' kautta, se leikkaa jon-
kin pisteen C' kautta kulkevan kiintosuoran pisteessi B # C. Talloin myos
pisteen B pitéisi olla kiintopiste, miké on ristiriidassa keskeisdilataation maa-
ritelman kanssa. Siispé kaikki kiintosuorat kulkevat dilataation keskuksen
kautta.

[

Puolikierto on erikoistapaus keskeisdilataatiosta, kerroin kK = —1.
Samoin kuin leikkuri, myos dilataatio voidaan esittda matriisimuodossa:

] ja b= (1—-k)C,
missid C' on dilataation keskus.
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5 Yhdenmuotoisuuskuvaukset

Téasséd luvussa tutustutaan yhdenmuotoisuuskuvauksiin. Yhdenmuotoisuus-
kuvaus on sellainen kuvaus, joka kuvaa kaksi kuviota samanmuotoisiksi, mut-
ta ei valttamétta samankokoisiksi, kuten yhtenevyyskuvaus. Tassd luvussa
osoitetaan, etta yhtenevyyskuvaukset ovat yhdenmuotoisuuskuvauksia, jotka
ovat edelleen affiineja kuvauksia.

Maiiritelmé 5.1. Kuvausta 7' : E? — E? sanotaan yhdenmuotoisuuskuvauk-
seksi (similarity), jos kaikille tason pisteille X ja Y on voimassa

dT(X),T(Y)) = kd(X,Y), keER.

Yhdenmuotoisuus voidaan saavuttaa kahdella askeleella. Ensiksi keskeis-
dilataatiolla tehd&an kuvio oikean kokoiseksi, ja sitten yhtenevyyskuvauksel-
la siirretaén se oikeaan paikkaan.

Lause 5.1. Jokainen yhdenmuotoisuuskuvaus on keskeisdilataatio ja yhte-
nevyyskuvaus suoritettuna perakkain. Jokainen yhdenmuotoisuuskuvaus on
affiini kuvaus.

Todistus. (Vrt. [6, s. 49]) Olkoon T yhdenmuotoisuuskuvaus jonka suuren-
nuskerroin on «. Olkoon S sellainen keskeisdilataatio, ettd S(X) = LX. Ol-
koon X, Y € E2 Talloin d(TS(X),TS(Y)) = kd(S(X),S(Y)) = s1d(X,Y) =
d(X,Y). Siispa T'S on yhtenevyyskuvaus. Nyt 7' = T'SS™!, missi S~! on
keskeisdilataatio ja T'S on siis yhtenevyyskuvaus. Koska 7" koostuu kahdesta
affiinista kuvauksesta, se on myoskin affiini kuvaus.

[]

Yhtenevyyskuvaus on siis yhdenmuotoisuuskuvaus, talloin suurennusker-
roin £ = 1. Yhdenmuotoisuuskuvaus on edelleen affiini kuvaus.

Lause 5.2. Yhdenmuotoisuuskuvauksille on voimassa seuraavat ehdot:

1. Jos 11 ja Ty ovat yhdenmuotoisuuskuvauksia, joiden suurennuskertoi-
met ovat Ky ja ko, niin 11Ty on yhdenmuotoisuuskuvaus, jonka suuren-
nuskerroin on Ki1Ks.

2. Jos T on yhdenmuotoisuuskuvaus, jonka suurennuskerroin on k, niin
T=! on yhdenmuotoisuuskuvaus jonka suurennuskerroin on %
Todistus. Todistetaan ensin kohta 1. Olkoot T3 ja T, yhdenmuotoisuusku-
vauksia, joiden suurennuskertoimet ovat x; ja rxe. Olkoon X,Y € E2. Tilloin
d(TlTQ(X),TlTQ(Y)) = Iild(Tg(X),TQ(Y)) = K,llégd(X, Y) Suspa TlTQ on

yhdenmuotoisuuskuvaus jonka suurennuskerroin on kiks.
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Todistetaan sitten kohta 2. Olkoon T" yhdenmuotoisuuskuvaus jonka suu-
rennuskerroin on k. Koska yhdenmuotoisuuskuvaukset ovat affiineja kuvauk-
sia, ne ovat bijektioita (lauseen 3.1 todistus). Siispd kuvauksen 7" kaanteisku-
vaus 7! on olemassa. Nyt d(T—(X), T-X(Y)) = 2d(TT~1(X),TT-1(Y)) =

%d(X ,Y). Siis T~! on yhdenmuotoisuuskuvaus, jonka suurennuskerroin on

Rl

]

Maaritelma 5.2. Kahden kuvion F; ja F, sanotaan olevan yhdenmuotoiset
(similar) jos on olemassa sellainen yhdenmuotoisuuskuvaus 7', ettd T'(F;) =

Fo.

6 Kolmiot

Tamaéan luvun alkupuolella méaéritelladn séiteet, kulmat ja suoraviivaiset ku-
viot ja kdydéaan lapi niihin liittyvié lauseita. Sitten méaritellaan barysentriset
koordinaatit ja lopuksi paastaan kolmioiden yhtenevyyslauseisiin.

6.1 Siteet ja kulmat

Maéritelmid 6.1. Olkoot P tason E? piste ja v vektori (v # 0). Silloin
r={P+tv|t>0} on side, jonka lahtopiste on P ja suuntavektori on v.

Jokainen pisteen P kautta kulkeva suora on siis yhdiste kahdesta sateesté,
joiden suuntavektorit ovat v ja —uv.

Maaritelma 6.2. Kahden sateen rq ja ry, joiden lahtopiste on P, yhdistetta
kutsutaan kulmaksi. Pistetta P kutsutaan kulman kdrjeksi ja sateitd kulman
kyljiksa.

e Jos r; = ry9, kulma on nollakulma.

e Jos r; ja ro ovat saman suoran 'puolikkaat’, ne ovat vastaséteita (op-
posite rays) ja kulma on oikokulma (straight angle).

e Jos 1 L 19, kulma on suorakulma (right angle).

Kahden eri pisteen P ja @) kautta kulkee sellainen yksikéasitteinen séde,
jonka lahtopiste on P. Merkitaan tiata P(Q). Kulmaa, jonka kérki on piste @)
ja kyljet QP ja QR merkitdin ZPQR (= ZRQP).

Maaritelma 6.3. Olkoon A4 kulma, jonka kylkien yksikkdsuuntavektorit
ovat u ja v. Kulman A koko radiaaneissa on cos™! (u,v) = a.
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Kuva 11: Kulma

Jos u = (cosf,sinf) ja v = (cos ¢, sin ¢), niin on olemassa sellainen a €
[0, 7], ettd (rota)u = v tai (rota)v = u. Toisin sanoen, on olemassa kierto,
joka kuvaa kyljen toiseksi.

Lause 6.1. Olkoon A kulma. Sen koko radiaaneina on
1. 0, jos ja vain jos A on nollakulma,
2. m, jos ja vain jos A on oikokulma,

8. wdlilld (0, ), muulloin. Lisiksi, o« = %, jos ja vain jos A on suorakul-
ma.

Todistus. (Tamaé todistus on tekijén itse laatima.) Olkoon A kulma ja olkoon
a sen koko radiaaneina. Olkoot vektorit u ja v kulman A kylkien yksikko-
suuntavektorit. Todistetaan ensin kohta 1.

a=0<%< (rotl)u =v
Su=0v
< A on nollakulma.
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Todistetaan sitten kohta 2. Olkoon A oikokulma. Silloin sen kyljet ovat

saman suoran puolikkaat, eli v = —u. Nyt
a =cos ! {u,v)
=cos ! (u, —u)

=cos™ ! (— [uf)
=cos H(—1)

=Tr.

Olkoon sitten @ = m. Olkoon u = (cosf,sinf). Talléin (rotm)u = v tai
(rotm)v = u. Tarkastellaan ensimmaéisté.

. lcosw —sinw] [cos@] B lCOS<7T+9>] B [— cos@] -
~ |sinm  cosw | [sinf| |sin(m+6)| |—sinf|
eli A on oikokulma. Toinen menee samoin.

Todistetaan lopuksi kohta 3. Olkoot u = (cos6,sin ) ja v = (cos ¢, sin ¢).
Nyt o = cos™! (u,v) = cos™!(cosf cos ¢ + sinfsin¢) = cos™(cos(f — ¢)).
Nyt cos(f — ¢) saa arvoja vililld [—1, 1], jolloin cos™ (cos(f — ¢)) saa arvoja
valilla [0, 7).

Lisiksi, o« = 5 < cos™! (u,v) =
A on suorakulma.

e (u,v) =cosf & (u,v)=0&ulve

[]

Maéritelméa 6.4. Kulman A sanotaan olevan terdvd (acute), jos o < 7.
Kulman A sanotaan olevan tylppd (obtuse), jos o > 7.

Lause 6.2. Olkoon A = ZPQR kulma.
1. Kulma ZPQR on terdvd, jos ja vain jos (P — Q, R — Q) > 0.
2. Kulma ZPQR on tylppa, jos ja vain jos (P — Q, R — Q) < 0.

Todistus. (Tamaé todistus on tekijén itse laatima.) Olkoon A = ZPQ R kulma

ja olkoon «a sen koko radiaaneina. Olkoot u kyljen P—@Q yksikkosuuntavektori

ja v kyljen R — @ suuntavektori (eli P — @Q = cu, R — Q = dv, ¢,d € RT).
Todistetaan ensin kohta 1.

ZPQR teriva & 0 < a < g

& cosa >0
< (u,v) >0
S (P-Q,R—Q) >0.
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Todistetaan sitten kohta 2.
ZPQR tylppa & g <a<T

& cosa <0
& (u,v) <0
S (P-Q,R—Q)<0.
]

Maaritelma 6.5. Olkoon A kulma, jonka kirki on P ja suuruus a.. Olkoot u
ja v sen kylkien yksikkosuuntavektorit, (rota)u = v. Silloin sadetté pisteesta
P suuntavektorinaan (rot §)u sanotaan kulman A puolittajaksi.

Oikokulmalla on kaksi puolittajaa (yksi molempiin suuntiin), kaikilla
muilla kulmilla on yksi puolittaja.

Lause 6.3. Kaikille kulmille A on olemassa yksikdsitteinen peilaus, joka
vathtaa sen kyljet: peilaus kulmanpuolittajan yli.

Todistus. (Vrt. [6, s. 52]) Olkoon A kulma, jonka koko on «. Olkoon kulman
kérki P ja olkoot kyljet u = (cosf,sinf) ja v = (cos ¢, sin ¢). Olkoon kuvaus

T=r1p <T€f<9—'2—¢>)7'_13. Nyt

T(P + tu) =7p (ref(egng (P +tu— P)

=P+ (res (")

P4+ t(ref(e—;qﬁ)) (rot)eq

=p s 1(ref(5) )

=P + t(rotp)e
=P+tv, telk

Siispd T'(r1) = ry ja samoin T'(rq) = r1, missé 1 ja ry ovat kulman kyljet.
Osoitetaan viela kuvauksen yksikésitteisyys. Oletetaan, ettd 7" on myos-
kin peilaus, joka vaihtaa kulman kyljet. Talloin kuvauksen T"T kiintopisteita
ovat pisteet sateilla r; ja ro. Siispd myoskin sateiden leikkauspiste P on kiin-
topiste. Koska T'(P) = P, myoskin T"(P) = P. Siispa peilauksen 7" akseli
kulkee pisteen P kautta, jolloin T"T on kierto pisteen P ympéri. Koska kui-
tenkin ainoa kierto, jolla on muitakin kiintopisteitd kuin kierron keskus, on
identiteettikuvaus, niin kuvauksen T7"T on oltava identiteettikuvaus. Siispa
T =T.
[
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Kuva 12: Suoraviivainen kuvio

6.2 Suoraviivaiset kuviot

Miiritelmé 6.6. Adrellisen monen janan, siteen ja suoran yhdistetts kut-
sutaan suoraviivaiseksi kuvioksi (rectilinear figure).

Tavallisia esimerkkeja ovat kolmiot, nelikulmiot ja kulmat.

Mairitelma 6.7. Olkoon F suoraviivainen kuvio. Kuviota F , joka koostuu
kaikista sellaisista suorista, jotka sisaltavat kuvion JF suoria, janoja ja sateité,
sanotaan kuvion F suoravitvaiseksi taydennykseksi. Suoraviivainen kuvio F
on taydellinen (complete), jos aina kun jokin jana kuuluu kuvioon F, myoskin
suora, joka sisaltdd tdman janan, kuuluu kuvioon F. Talloin F on pienin
taydellinen suoraviivainen kuvio, joka sisaltaa kuvion F.

Maaritelma 6.8. Olkoon F miké tahansa kuvio. Affiini kuvaus, joka jattaa
kuvion F kiintedksi, on kuvion F affiini symmetria.

Lause 6.4. Olkoot T affiini kuvaus ja F suoraviivainen kuvio. Silloin T
kuvaa kuvion F suorien joukon bijektiivisesti joukkoon T(F).

Todistus. (Vrt. [6, s. 52]) Olkoon T affiini kuvaus ja olkoon F suoraviivainen
kuvio.
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Osoitetaan ensin, ettd 7' kuvaa suorien joukon surjektiivisesti. Olkoon

T(l) C Tjﬁ, mutta [ ¢ F. Olkoon m mielivaltainen kuvion F suora. Nyt
siis m # [, joten T'(m) # T(l) (koska affiini kuvaus on bijektio). Siis 7°(I)
leikkaa suoran 7'(m) enintddn yhdessa pisteessi. Koska joukko T'(F) sisil-
taa Adrellisen maaran suoria, niiden suorien ja suoran T'(l) leikkauspisteita
on vain dérellinen joukko. TAmé on ristiriita, silla T'(1) sisdltda ainakin yh-
den kuvion T'(F) janan (koska T'(1) C 7{(?)), jolloin se siséltaa darettomén
maaran kuvion pisteita.

Koska T on afﬁinik/ivaus, se on bijektio. Riittaé siis osoittaa, etté jos
m € F, niin T(m) € T(F). Olkoon m € F. Nyt suora m siséltidé janan my,
joka kuuluu kuvioon F. Télléin T'(mg) on kuvion T'(F) jana. Siispé kuvio

o~

(mo
T'(F) sisaltdé suoran, jonka jana T'(mg) méérad, siis suoran 7'(m).
Siispa kuvaus T kuvaa kuvion F suorien joukon bijektiivisesti joukkoon
T(F). O

Maaritelma 6.9. Olkoon F suoraviivainen kuvio. Kuvion F pistetté, jossa
kaksi kuvion F suoraa leikkaavat, sanotaan kuvion F kdrjeksi(vertex).

Lause 6.5. Olkoon F suoraviivainen kuvio ja olkoon T affiini kuvaus. Sil-
loin T kuvaa kuvion F kdrkipisteiden joukon bijektiivisesti kuvion T'(F) kér-
kipisteiden joukoksi. Jos T on kuvion F affiini symmetria, niin T' permutos
(permutes) kuvion F kdrkipisteet.

Todistus. (Vrt. [6, s. 53]) Riitt44 osoittaa, ettd 7" kuvaa kuvion F kérkipisteet
kuvion T'(F) kéarkipisteiksi. Olkoon piste P kuvion F kérki. Silloin T'(P) on
kuvion T'(F) piste. Koska P on kahden kuvion F suoran leikkauspiste, T'(P)
on niiden kuvien leikkauspiste, joka edellisen lauseen mukaan on kuviossa
T(F). Siispa T'(P) on kuvion T'(F) karki.

[

Apulause 6.1. 1. Jokainen suoraviivaisen kuvion F affiini symmetria T
on myoskin kuvion F affiini symmetria.

2. Jokainen suoraviivaisen kuvion F affiini symmetria permutoi myds nii-
den kuvion F karkien joukon jotka eivat ole kuvion F kdrkia.

Todistus. (Vrt. [6, s. 53]) Olkoon T" affiini symmetria ja olkoon F suoravii-
vainen kuvio.

Todistetaan ensin kohta 1. Koska 7' permutoi kuvion F suorat ja F on
niiden suorien unioni, on oltava T'(F) = F

Todistetaan sitten kohta 2. Koska T kuvion F affiini symmetria, niin

kuvaus T permutoi kuvion F kérkien joukon. Koska 7' on myés kuvion F
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affiini symmetria, sen on permutoitava myos kuvion F karkien joukko. Siispé

kuvauksen 7' on permutoitava loput kuvion F karjet keskendan.
m

6.3 Barysentriset koordinaatit

Maaritelma 6.10. Olkoot P, () ja R pisteité, jotka eivit kaikki ole samalla
suoralla. Jokaista tason E? pistettd X kohti on olemassa sellainen yksikésit-
teinen kolmikko (A, u, v), (A, p, v € R), etta

X=ANP+puQ+vR ja A+pu+v=1.

A

Yhteyttda X — || kutsutaan barysentriseksi koordinaattisysteemiksi ja ku-
v

viota PQR referenssikolmioksi.

Huom.

1. Téama yleistaa tutun tavan ilmaista suoran P(Q) pisteet: AP+uQ, Ay =
1.

2. Barysentriset koordinaatit 'kertovat missa kohdassa tasoa kuvioon PQR
nahden piste X on’

3. Barysentrisilla koordinaateilla on myos fysikaalinen tulkinta: Jos mas-
sat A, i ja v sijoitetaan pisteisiin P, () ja R, niin systeemin painopiste
on pisteessi X . (Tamé pétee tietysti myos suoran tapaukselle.)

Lause 6.6. Olkoon PQ suora ja olkoon R mikd tahansa sen ulkopuolinen
piste. Kayttimalld kuviota PQR referenssikolmiona saadaan mille tahansa
pisteelle X ja sen barysentrisille koordinaateille A\, p ja v seuraavat ehdot:

1. v =0, jos ja vain jos X EPHQ,
2. v >0, jos ja vain jos X R N PHQ: O.

Todistus. (Vrt. [6, s. 58]) Olkoon PHQ suora ja olkoon R piste joka ei ole talla
suoralla.
Todistetaan ensin kohta 1. Olkoon v = 0. Siis X = AP + u@ + VR =

AP+ 1@ = (1 — p) P + p@. Siispé piste X on suoralla PQ Olkoon X EPQ
Télloin on olemassa sellainen pu, ettd X = (1 — p)P + p@Q = AP + u@, ja
v=20.
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Kuva 13: Barysentriset koordinaatit

Todistetaan sitten kohta 2. Olkoon v > 0 ja olkoon 0 < ¢ < 1. Nyt

(1-t)X+tR=(1—-0)AP+(1—t)uQ + (1 —t)vR+tR
=1-)AP+ (1 —-t)uQ+ (1 —t)v+1t)R.

Koska (1 —t)v +t > 0, jana X R ei voi leikata suoraa PQ. Toisaalta, jos
v < 0, on olemassa sellainen t € R, ettd (1 —t)v +¢ =0, eli £ = =%, missé

1-v?
0 < % < 1. Télloin jana leikkaa suoran eli PQ NXR # ¢.
0

Maaritelma 6.11. Olkoon [ suora ja olkoon R sen ulkopuolinen piste. Sel-
laisten pisteiden X joukkoa, joille X R N[ = ¢, sanotaan suoran [ ja pisteen
R maaraamaksi puolitasoksi.

Lause 6.7. Puolitasoille on voimassa seuraavat ehdot:
1. Jokainen suora mddrdd kaksi puolitasoa. Peilaus € vaihtaa puolitasot.

2. Olkoot | suora, P ja @) sen pisteitd. Olkoon R suoran | ulkopuolinen
piste. Suoran | ja pisteen R mddardamd puolitaso on joukko pisteitd,
joille v > 0 (kun referenssikolmio on PQR). Joukko, joille v < 0, on
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puolitaso, jonka mddrddvdat | ja 4 R. Nditd kahta puolitasoa sanotaan
toistensa vastakkaisiksi puoliksi.

Todistus. (Tamé todistus on tekijén itse laatima, katso myos [3, s. 64])
Todistetaan ensin kohta 1. Olkoon [ suora ja olkoot piste A ¢ [ ja piste
B ¢ [ siten, ettd suora [ maardéd kaksi eri puolitasoa {X | XANI = ¢} ja
{X | XBnl=¢}. Olkoon B = Q(A). Nyt peilaus 2, vaihtaa puolitasot,
O (B) = U(A) = A

Todistetaan sitten kohta 2. Pisteen R ja suoran [ maardama puolitaso on
joukko XRNIl = ¢ eli XRN PQ= ¢. Nyt lauseen 6.6 kohdan 2 perusteella

v > 0. Olkoon v < 0. Talléin X RN PQ+# ¢, jolloin X (R)N PHQ: ¢ on
pisteen €2; ja suoran [ madrdamaé puolitaso.
m

Kun kaksi pistetta ovat samalla puolitasolla, sanotaan, ettd ne ovat sa-
malla puolella suoraa [. Kun kaksi pistetta eri puolilla suoraa [, sanotaan,
ettd ne ovat vastakkaisilla puolilla suoraa .

Maaritelma 6.12. Pisteen X sanotaan olevan kulman ZPQR aukeamassa
jos A>0jav>0.

Tama on siis sama, kuin etta pisteet X ja R ovat samalla puolella suoraa

PQ ja pisteet X ja P ovat samalla puolella suoraa QR

Lause 6.8. Olkoon piste X kulman ZPQR aukeamassa. Silloin sdde Q}
leikkaa janan PR.

Todistus. (Vrt. [6, s. 59]) Olkoon X piste kulman ZPQR aukeamassa. Kéy-
tetadn kuviota PQ R referenssikolmiona, jolloin mielivaltainen piste sateellé

Q_}( on Q+t(X—Q), missa t > 0. Piste X barysentristen koordinaattien avul-
laon X = AP+u@Q+vR, joten Q+t(X —Q) = (1—-t)Q+tAP+tuQ+tvR =

tAP + (1 —t+tp)Q + tvR. Tama piste on suoralla PR, jos koordinaatin @
kerroin on nolla (Lause 6.6), eli jos (1 —t + tu) = 0. Télléin t = ﬁ = ﬁ
Koska oletuksen mukaan piste X on kulman ZPQ R aukeamassa, niin A > 0
jav >0.

Siispa 1l —pu=A+v>0,elit>0. Edelleen)\t:ﬁ >Ojaut:ﬁ > 0,

joten piste @ +t(x — Q) € PR. O
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Kuva 14: Lause 6.8

6.4 Kulmien yhteenlasku
Lause 6.9. Kulmien suuruuksille on voimassa seuraavat ehdot:

1. Olkoon ZPQR kulma ja olkoon X piste sen aukeamassa. Silloin kulman
/PQR suuruus on kulmien ZPQX ja ZRQX suuruuksien summa.

2. Olkoon ZPQR oikokulma ja olkoon X piste, joka ei ole suoralla PHQ.
Silloin kulmien ZPQX ja ZRQX kokojen summa on 7.

Todistus. (Vrt. [6, s. 60]) Todistetaan ensin kohta 1. Olkoon ZPQR kulma
ja olkoon piste X sen aukeamassa. Olkoot kulman ZPQ@QR koko 6, kulman
/PQX koko #, ja kulman ZRQX koko #5. Olkoot u =P —Q,v=R—(Q ja
w =X — @, missi u,v,w ovat yksikkévektoreita (niin voidaan olettaa ylei-
syyden kérsimétta). Olkoon (rotf)u = v. Koska piste X on kulman ZPQR
aukeamassa, niin X — Q = A(P — Q) + (R — Q), eli w = Au + pv, missé
A, it > 0. Radiaanisen koon maaritelman mukaan nyt on nelja vaihtoehtoa:

1. (rotf))u = w ja (rothy)w = v. Siis (rotby)((rotby)u) = v eli (rot (6, +
05))u = v. (Taméa on helppo osoittaa tarkastelemalla kuvausten mat-
riisiesityksid.) Koska oletuksen mukaan (rot@)u = v, niin 0; + 0y =
0 4 2n7m. Mutta 0 < 0y + 0 < 27 (méér.), joten 6y + 05 = 6.
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Kuva 15: Lause 6.9

2. (rotb1)u = w ja (rothy)v = w. Siis cosf; = (u,w), joten sinfh; =
<u , > Nyt 0 < sinf; = <uL,w> = ,u<uL,v> ja 0 < sinfy =
<U > < > Kuitenkin <uL,v> = <uLL,UL> = — <u, ’UJ‘>, mi-
k& on ristiriita, silld <uL v> >0 ja <UJ‘,U> > 0.

3. (rotby)w = wu ja (rothy)w = v. Siis costy = (w,u), jolloin sin(—0;) =
<w u> Nyt 0 > sin(—6,) = <wL,u> = <wlL,uL> = —<w,uL> =
— I <v,u > Siis <v,u > > 0. Samoin 0 > sin(—6,) = —\ <u,vL>, jol-

loin <u, UJ‘> > ( ja padadytaan ristiriitaan kuten edellisessa.

4. (rotb))w = u ja (rotby)v = w. Talloin 0 < sinfy = )\<u,vL> kuten
kohdassa (2), mutta 0 < sinf = <uL,v> = — <u,vL>, eli <u,vl> < 0,
mika on ristiriita.

Todistetaan sitten kohta 2. Olkoon ZPQR oikokulma. Nyt v = —u ja

vt = —ut. Samat nelja vaihtoehtoa ovat mahdolliset nytkin:

1. Nyt 6 = 7 ja edellisen perusteella 6; + 6y = 7.

2. Nyt 0 < sinf; = <uL,w> = — <v{w> = —sinfy < 0, miké on ristirii-
ta.
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3. 0 > sin(—6;) = <wi,u> = —<wL,v> = —sin(—60y) > 0, mikd on
ristiriita.

4. Téalloin samoin kuin kohdassa (1) 61 + 0, = .

6.5 Kolmiot

Madiritelma 6.13. Olkoot P, (Q ja R tason E? pisteitd, jotka eivit kaikki
ole samalla suoralla. Kolmio PQ)R on se suoraviivainen kuvio, joka koostuu
janoista PQ), QR ja PR. Néita janoja kutsutaan kolmion sivuiksi.

Lause 6.10. Olkoon PQR barysentrisen koordinaattisysteemin referenssikol-
mio. Talloin

1. piste X € E? on kolmion PQR kdrkipiste, jos ja vain jos kaksi sen
barysentrisistd koordinaateista on nolla,

2. piste X € E? on kuviossa PQR jos se on kirkipiste tai jos yksi sen
barysentrisistd koordinaateista on nolla muiden ollessa positiivisia.

Todistus. (Tamé todistus on tekijan itse laatima.) Olkoon PQR kolmio.
Kayttamalla kolmiota PQ R referenssikolmiona tason piste voidaan kirjoittaa
X =P+ puQ +vR.

Todistetaan kohta 1. Oletetaan ensin, ettd X on kolmion PQR kérkipis—

te. Olkoon X = P (kirjaimia voi vaihtaa tarvittaessa). Talloin X EPQ ja

X EPR Lauseen 6.6 nojalla talloin v = 0 ja u = 0, seka koska X PN QR— o,
niin A > 0.

Oletetaan sitten, ettd 4 = v = 0 ja A # 0. Talloin lauseen 6.6 nojalla
X € PQ, X € PR, joten X € PQN PR, eli X = P.

Todistetaan sitten kohta 2. Oletetaan ensin, etté piste X on kolmion PQR
kérkipiste. Télloin se on triviaalisti kolmion piste.

Oletetaan sitten, ettda A = 0 ja v > 0. Téalloin lauseen 6.6 perusteella

X EQR Koska p, v > 0, niin XQN PR ¢ja X RN PQ ¢ . Siispa X € QR,
jolloin se on kolmion PQ R piste. Samoin voidaan kayda lapi kaksi muutakin
vaihtoehtoa.

m

Edellisessa siis tarkoitetaan, etté piste on 'kolmiolla’, ei sen sisépiste.

Maaritelma 6.14. Piste on kolmion sisélla, jos se on kaikkien kolmen kul-
man aukeamassa.
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Huom. Kolmion sisépisteilla A, g, v > 0 (vrt.maaritelma 6.12).

Lause 6.11. Affiini kuvaus T kuvaa kolmion PQR kolmioksi P'QQ'R’, missd
P'=T(P), Q' =T(Q) ja R = T(R).

Todistus. (Vrt. [6, s. 62]) Olkoon PQR kolmio ja olkoon 7" affiini kuvaus.
Lauseiden 3.1 ja 3.4 mukaan kolme ei-kollineaarista pistetta kuvautuvat ei-
kollineaarisiksi, joten pisteet T'(P) = P/, T(Q) = Q' ja T(R) = R’ eivit kaik-
ki ole samalla suoralla. Tall6in ne muodostavat kolmion P’'()’R’. Lauseen 3.4
mukaan myos kolmion muodostavat janat kuvautuvat affiinissa kuvauksessa
janoiksi. O

Maaritelma 6.15. Kolmio on
1. erisivuinen (scalene), jos kaikki kolme sivua ovat eri pituisia,
2. tasakylkinen, jos kaksi sivua ovat yhta pitkat,

3. tasasivuinen, jos kaikki kolme sivua ovat yhta pitkat.

6.6 Kulmien kongruenssi eli yhtenevyys

Lause 6.12. Kaksi kulmaa ovat yhtenevdt, jos ja vain jos niilli on sama
SUUTUUS.

Todistus. (Vrt. [6, s. 64]) Oletetaan ensin, ettd kulmat A ja B ovat yhtene-
vét, ja olkoon T sellainen yhtenevyyskuvaus, etta T'(A) = B. Lauseen 6.4
mukaan 7" kuvaa kaksi kuvion A suoraa kahdeksi kuvion B suoraksi, joten se
kuvaa kulman A kérjen kulman B kérjeksi. Olkoot u ja v kulman A kylkien
yksikkosuuntavektorit. Jos A on kuvauksen 7' lineaarinen osa, niin kulman
B kylkien suuntavektorien on oltava Au ja Av. Koska matriisi A on ortogo-
naalinen (7" on yhtenevyyskuvaus), niin (Au, Av) = (u,v), joten kulmilla A
ja B on sama koko radiaaneina.

Oletetaan sitten, ettd kulmilla A ja B on sama koko radiaaneina. Olkoot
(rotO)u = v ja (rotf)u’ = v/, missé u ja v ovat kulman A kylkien yksik-
kosuuntavektorit ja v’ ja v’ ovat kulman B kylkien yksikkosuuntavektorit.
Olkoon ¢ sellainen luku, ettd v’ = (cos@)u + (sing)ut = (rot¢)u. Silloin
v = (rotO)u’ = (rot(0+¢))u = (rotg)(rotd)u = (rotp)v. Olkoot P ja @Q kul-
mien A ja B kérjet. Silloin 7g(rot¢)m_p(P + tu) = 1g(rot¢)(tu) = 1o(tu') =
Q+tu'. Samoin 7g(rot p)T_p(P+tv) = Q+tv'. Siispéd A ja B ovat yhtenevét.

O

92



Kuva 16: Lause 6.13

Maaritelma 6.16. Olkoot [ ja Iy suoria. Olkoon m suora, joka leikkaa suo-
rat [; ja [y pisteissa P; ja P,. Kahta eri leikkauspisteeseen muodostunutta
kulmaa sanotaan samankohtaisikst kulmikst, jos leikkaava suora on niilla sa-
mannimisena kylkena.

Lause 6.13. Olkoot Iy ja ly suoria, Iy ||ly. Olkoon m suora, joka leikkaa suo-
rat Iy ja ly pisteissd Py ja Py. Nyt samankohtaiset kulmat jotka muodostuvat
ovat yhtenevit.

Todistus. (Vrt. [6, s. 65]) Olkoot [, Iy ja m suoria. Olkoon [y || ls ja olkoon v
niiden suuntavektori. Olkoon m suora ja olkoot m Nl = P jamNly = Ps.
Olkoot ) = Pi4+vja R = P,—v. Kulmat ZP, P,(Q) ja ZRP, P, ovat samankoh-

taiset kulmat. Nyt HPQTPQ—Pl (PlQ) :PQR ja HPQTPQ_pl(P1P2) :P2P1- Suspa
yhtenevyyskuvaus Hp,7p,_p, kuvaa kulman ZP,P,() kulmaksi ZRP,Py, jo-
ten kulmat ovat yhtenevit. [

6.7 Kolmioiden yhtenevyyslauseet

Tassa aliluvussa todistetaan euklidisen geometrian kuuluisat yhtenevyys-
lauseet. Seuraava lause tunnetaan sss-lauseena (sivu-sivu-sivu).
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Lause 6.14. Olkoot APQR ja AP'Q'R' sellaisia kolmioita, ettd d(P,Q) =
d(P',Q"), d(P,R) = d(P',R') ja d(Q,R) = d(Q', R'). Silloin on olemassa
sellainen yhtenevyyskuvaus T, ettd T(P) = P', T(Q) = Q' ja T(R) = R'.

Todistus. (Vrt. [6,s. 65]) Olkoot PQR ja P'Q)' R’ kolmioita ja olkoot d(P, Q) =
APQ), d(P,R) = d(P, ') ja d(Q, F) = d(@, ).

Olkoon nyt [; ja Iy suoria. Talloin on olemassa sellainen yhtenevyyskuvaus
T, ettd T(ly) = Iy, silla jos [y || l2, niin peilaus suorien puolivélissé olevan suo-
ran yli vaihtaa kyseiset suorat, ja jos [; ja [ leikkaavat, niin peilaus niiden
vélisen kulmanpuolittajan yli vaihtaa suorat. (1)

Jos PQ ja P'Q)’ ovat kollineaarisia janoja, joilla on sama pituus, niin on
olemassa sellainen yhtenevyyskuvaus T, etta T(P) = P’ ja T(Q) = @'. Téassa
tapauksessa yhtenevyyskuvaus on 7' = 7p/r_p tai T' = Hpimpr_p. (lause 2.15)
(2)

Oletetaan sitten, etta d(P, R) = d(P, R') jad(Q, R) = d(Q, R'). Talléin on
olemassa yhtenevyyskuvaus T, jonka kiintopistesuora on | =PQ ja T'(R) =
R.Talloin T =1 tai T = . (3)

Valitaan nyt yhtenevyyskuvaus 77, joka kuvaa suoran PHQ suoraksi P'(Q)’
(vrt. (1)). Valitaan my6s yhtenevyyskuvaus T5 joka kuvaa pisteen T (P) pis-
teeksi P’ ja pisteen T7(Q) pisteeksi @’ (vrt. (2)). Valitaan viela yhtenevyys-
kuvaus T3, joka kuvaa pisteen 15T (R) pisteeksi R’ ja jonka kiintopistesuora

on suora P'Q" (vrt. (3)). Silloin T' = T3T5T} on kysytty yhtenevyyskuvaus.
(Tilanteesta riippuen jokin tai jotkin kuvauksista toimivat muiden ollessa

identiteettikuvauksia.) Siispa kolmiot ovat yhtenevit.
O

Seuraava apulause tunnetaan kosinilauseena.

Apulause 6.2. Olkoot P, Q ja R tason E* pisteiti. Silloin d(P,R)* =
d(P,Q)*+d(Q, R)*—2d(P,Q)d(Q, R) cos 0, missi 0 on kulman PQR suuruus

radiaaneina.

Todistus. (Vrt. [6, s. 66]) Olkoon P,Q, R € E? ja olkoon kulman PQR koko
0. Kéaytetaan polarisaatioidentiteettia (apulause 2.1). Olkoot X = P — @ ja
Y =R—-@Q,jolloin X - Y =P — R. Nyt

d(P, R)? =d(P,Q)* + d(Q, R)* — 2d(P, Q)d(Q, R) cos 8

(P-Q,R-Q)

[P = QIR Q)

3(d(P,Q)° +d(R,Q)* — d(P, R)*)

d(P7 R)2 :d(Pa Q)2 + d<Q7 R)2 - 2d(Pv Q)d(Qv R)

d(P, R)* =d(P,Q)* + d(Q, R)* — 2d(P, Q)d(Q. R)

d(P,Q)d(R,Q)
d(P, R)*> =d(P, R)*.
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Seuraava yhtenevyyslause tunnetaan sks-lauseena (sivu-kulma-sivu).

Lause 6.15. Olkoot APQR ja AP'Q'R' sellaiset kolmiot, ettd d(P,Q) =
d(P,Q"), d(Q,R) = d(Q',R') ja ZPQR = ZP'Q'R’. Silloin on olemassa
sellainen yhtenevyyskuvaus T, etta T(P) = P', T(Q) = Q' ja T(R) = R'.

Todistus. (Vrt. [6,s. 66]) Olkoot PQR ja P'Q'R’ kolmioita ja olkoot d( P, Q) =
d(P'Q") jad(Q,R) =d(Q', R). Olkoon ZPQR = ZP'Q'R’, ja kulmien koko
radiaaneina 6. Nyt kosinilauseen nojalla

d(P, R)*

d(P,Q)’ +d(Q, R)” — 2d(P,Q)d(Q, R) cos
d(P, Q") +d(Q, R)?* —2d(P',Q)d(Q', R) cos §
d(P',R),

joten lauseen 6.14 perusteella PQR = P'Q'R.

Apulause 6.3. Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhtenevdt.

Todistus. (Vrt. [6, s. 66]) Olkoon PQR sellainen kolmio, ettd d(Q,P) =
d(Q, R). Edellisen lauseen nojalla kolmiot PQR ja RQP ovat yhtenevit,
silla d(P,Q) = d(R,Q), d(Q,R) = d(Q, P) ja ZPQR = ZRQP. Siispa
/QRP = /QPR. 0

6.8 Kolmion kulmien yhteenlasku

Lause 6.16. Kolmion kulmien summa on aina 7.

Todistus. (Vrt. [6, s. 66])
Olkoon PQR kolmio. Silloin yksikéasitteinen suora pisteen P kautta suo-

ran QR suuntaan on PA U PB, missa A = P+ (R—Q) ja B=P+(Q—R).
Nyt lauseen 6.9 mukaan kulman ZAPB koko on kulmien /BPR ja ZAPR
kokojen summa 7. Koska Q = B + (R — P), niin piste ) on kulman ZBPR
aukeamassa. Lauseen 6.9 mukaan kulman /B PR koko on kulmien ZBP(Q) ja
ZRPQ@ kokojen summa. Lauseiden 6.12 ja 6.13 nojalla samankohtaiset kul-
mat ovat yhtenevét jolloin niiden koot ovat samat. Siispa kulmat/BPQ ja
ZPQR ovat samankokoiset ja kulmat ZAPR ja ZPR() ovat samankokoiset.
Talloin siis kulman ZAPB koko on sama kuin kulmien ZPQR, ZRPQ ja
ZPR(@) kokojen summa. Siispé kolmion kulmien summa on 7.

O
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VAN

Kuva 17: Lause 6.16

Edellinen lause on yksi harvoista tuloksista, jotka eivat pade epaeuklidi-

sessa geometriassa, ja tata voidaankin kdyttaé kriteeriné euklidisen ja epaeukli-
disen tunnistamisessa.

Apulause 6.4. Jos kolmion kaksi kulmaa ovat yhtenevdt toisen kolmion kah-
den kulman kanssa, myos kolmannet kulmat ovat yhtenevdt.

Taméa seuraa suoraan edellisesta lauseesta.
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