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Tiivistelmä

Tässä tutkielmassa esitellään lukijalle primitiivisen juuren käsite sekä sen eri
ominaisuuksia ja käyttömahdollisuuksia. Tutkielman tarkoituksena on lisäk-
si määrittää kaikki kokonaisluvut, joilla on primitiivisiä juuria. Ensin osoi-
tetaan, että jokaisella alkuluvulla on primitiivinen juuri. Lopulta pystytään
näyttämään, että primitiivisiä juuria on lisäksi luvulla 4 sekä kaikilla sellai-
silla positiivisilla kokonaisluvuilla, jotka ovat joko muotoa pk tai muotoa 2pk,
missä p on pariton alkuluku ja k positiivinen kokonaisluku. Muilla kokonais-
luvuilla ei ole primitiivisiä juuria.

Primitiivisiä juuria hyödyntäen tutkielman toiseksi viimeisessä luvussa
määritellään diskreetin logaritmin, potenssinjäännöksen ja neliönjäännöksen
käsitteet. Niiden avulla voidaan ratkaista erilaisia kongruenssiyhtälöitä. Vii-
meinen luku käsittelee alkulukutestejä. Siinä esitellään kolme testiä, joilla
voidaan tehokkaasti tutkia, onko jokin luku alkuluku vai ei.
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1 Johdanto

Tämä tutkielma liittyy yhteen matematiikan keskeisimmistä osa-alueista –
lukuteoriaan. Lukuteoria käsittelee pääasiassa kokonaislukuja ja niiden omi-
naisuuksia. Koska tutkielman pääasiallisena aiheena ovat primitiiviset juuret,
luvut 4 ja 5 ovat tutkielman pääluvut. Luvun 4 aluksi määritellään kokonais-
luvun kertaluvun ja primitiivisen juuren käsitteet, ja myöhemmin samassa
luvussa esitellään primitiivisiä juuria koskevia tärkeitä lauseita. Luku 4 on
kohtalaisen helppotajuista matematiikkaa, mutta kun päästään lukuun 5,
missä määritellään kaikki luvut, joilla on primitiivisiä juuria, lauseiden to-
distukset muuttuvat hieman vaativammiksi. Luvussa 5 osoitetaan ensin, että
kaikilla alkuluvuilla on primitiivinen juuri. Lopulta päädytään siihen, että
luvuilla 2 ja 4 sekä lisäksi kaikilla sellaisilla kokonaisluvuilla, jotka ovat muo-
toa pk tai 2pk, missä p on pariton alkuluku ja k positiivinen kokonaisluku,
on primitiivinen juuri.

Tämän tutkielman lukeminen ei edellytä laajoja esitietoja: Riittää, et-
tä lukija tietää, mikä on alkuluku ja tuntee jonkin verran lukuteorian pe-
rusteita. Lisäksi olisi hyvä hallita matemaattisia todistusmenetelmiä kuten
epäsuora todistus ja induktioperiaate. Luvussa 2 käydään läpi muita primi-
tiivisten juurten käsittelyä varten tarvittavia määritelmiä ja lauseita, mm.
kongruenssin käsite ja kiinalainen jäännöslause.

Eulerin funktio ja Eulerin-Fermat’n lause liityvät oleellisesti primitiivisen
juuren käsitteeseen. Luvussa 3 määritellään Eulerin funktio, esitellään sen
tärkeitä ominaisuuksia ja todistetaan Eulerin-Fermat’n lause.

Päälukujen jälkeen keskitytään primitiivisten juurten käyttömahdollisuuk-
siin ja sovelluksiin. Luvun 6 alaluvuissa ratkaistaan kongruenssiyhtälöitä niis-
sä määriteltyjen käsitteiden – diskreetin logaritmin, potenssinjäännösten ja
neliönjäännösten – avulla. Tutkielman päättää luku 7, jossa esitellään kolme
alkulukutestiä, jotka pohjautuvat kokonaisluvun kertaluvun ja primitiivisen
juuren käsitteisiin. Niiden avulla voidaan määrittää, onko jokin kokonaisluku
alkuluku vai ei.

Tämän tutkielman päälähdeteoksena on käytetty Kenneth H. Rosenin
Elementary Number Theory And Its Applications -kirjan viidettä painosta [2].
Paikoin on tukeuduttu myös vahvasti David M. Burtonin Elementary Number
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Theoryn viidenteen painokseen [1].

2 Valmistelevia tarkasteluja

Tutkielman varsinaisen pääluvun pohjaksi tarvitaan muutamia määritelmiä
ja yksinkertaisia lauseita mm. jaollisuuteen ja kongruenssiin liittyen. Nämä
ns. valmistelevat tarkastelut käydään läpi tässä luvussa. Kaikkia lauseita ei
välttämättä todisteta, koska tutkielman kannalta oleellista asiaa tarkastel-
laan vasta tulevissa luvuissa.

2.1 Jaollisuus ja kongruenssi

Koska tässä tutkielmassa kiinnostus kohdistuu kokonaislukuihin, määritel-
lään aluksi, mitä tarkoitetaan kokonaislukujen jaollisuudella ja mitä kahden
kokonaisluvun suurimmalla yhteisellä tekijällä.

Määritelmä 2.1 (Jaollisuus). Olkoot a ja b kokonaislukuja. Luku a jakaa
luvun b, jos on olemassa sellainen kokonaisluku c, että b = ac. Sanotaan, että
a on luvun b jakaja ja merkitään a | b. Mikäli a ei jaa lukua b, merkitään
a - b.

Määritelmä 2.2. Olkoot a ja b kokonaislukuja, joista ainakin toinen eroaa
luvusta 0. Tällöin lukujen a ja b suurin yhteinen tekijä, merkitään syt(a, b)
tai lyhyemmin (a, b), on suurin niistä kokonaisluvuista, jotka jakavat sekä
luvun a että luvun b.

Esimerkki 2.1. Lukujen 2 ja 6 yhteiset tekijät ovat 1 ja 2, joten (2, 6) = 2.

Joskus suurimman yhteisen tekijän määrittäminen on helppoa, kuten
edellinen esimerkki osoitti. Mutta kun tarkastellaan suurempia lukuja, tarvi-
taan apumenetelmää. Seuraavaksi esitellään yleinen jakoalgoritmi ja heti sen
jälkeen Eukleideen algoritmi lauseessa 2.2. Eukleideen algoritmissä sovelle-
taan yleistä jakoalgoritmia niin monta kertaa, että saadaan selville kyseisten
kokonaislukujen suurin yhteinen tekijä.
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Lause 2.1 (Jakoalgoritmi). Jos a ja b ovat kokonaislukuja ja a > 0, niin on
olemassa sellaiset yksikäsitteiset kokonaisluvut q ja r, että

b = qa+ r,

missä 0 ≤ r < b.

Todistus. Ks. [1, s. 17].

Huomautus. Jakoalgoritmin lukua r sanotaan jakojäännökseksi.

Lause 2.2 (Eukleideen algoritmi). Olkoot a = r0 ja b = r1 positiivisia koko-
naislukuja ja olkoon a ≥ b > 0. Jos jakoalgoritmiä voidaan soveltaa toistu-
vasti lukuihin rj niin, että rj = rj+1qj+1 + rj+2, missä 0 < rj+2 < rj+1, kun
j = 1, 2, . . . , n−2 ja rn+1 = 0, niin silloin (a, b) = rn, eli lukujen a ja b suurin
yhteinen tekijä on jakoalgoritmin viimeinen nollasta eroava jakojäännös.

Todistus. Ks. [2, s. 98].

Seuraava esimerkki havainnollistaa Eukleideen algoritmin käyttöä.

Esimerkki 2.2. Lasketaan Eukleideen algoritmin avulla lukujen 63 ja 13

suurin yhteinen tekijä eli (63, 13). Koska

63 = 4 · 13 + 11,

13 = 1 · 11 + 2,

11 = 5 · 2 + 1 ja

2 = 2 · 1 + 0,

niin viimeinen nollasta eroava jakojäännös on 1. Siispä (63, 13) = 1.

Kiinnostavimpia tässä tutkielmassa ovat sellaiset kokonaislukuparit, joi-
den suurin yhteinen tekijä on 1. Tällaisia kokonaislukuapareja sanotaan suh-
teellisiksi alkuluvuiksi.

Määritelmä 2.3. Luvut a ja b ovat suhteellisia alkulukuja, ts. keskenään
jaottomia, jos (a, b) = 1.

5



Seuraavassa lauseessa otetaan esiin yksi suurimman yhteisen tekijän tär-
keistä ominaisuuksista: Osoitetaan, että kun kaksi kokonaislukua jaetaan nii-
den suurimmalla yhteisellä tekijällä, saadut osamäärät ovat keskenään suh-
teellisia alkulukuja eli niiden suurin yhteinen tekijä on 1. Kyseinen lause
on yksinkertainen ja sen todistus epäoleellinen tämän tutkielman kannalta,
joten todistus sivuutetaan. Lause on kuitenkin käyttökelpoinen ja sitä tar-
vitaan myöhemmin luvussa 4 todistettaessa, mikä on jonkin kokonaisluvun
potenssin kertaluku.

Lause 2.3. Olkoot a ja b kokonaislukuja ja olkoon (a, b) = d. Silloin (a/d, b/d) =

1.

Todistus. Ks. [2, s. 90].

Kokonaislukujen jaollisuuteen kiinteästi liittyvä ja tässä tutkielmassa hy-
vin suuressa roolissa oleva kongruenssin käsite määritellään seuraavasti:

Määritelmä 2.4 (Kongruenssi). Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Sano-
taan, että kokonaisluvut a ja b ovat kongruentteja modulo n, jos n | (a− b).
Tätä merkitään a ≡ b (mod n). Jos n - (a− b), merkitään a 6≡ b (mod n) ja
sanotaan, että a ja b ovat epäkongruentteja modulo n.

Kun kongruenssiyhtälö on muotoa

ax ≡ b (mod n),

missä x on tuntematon kokonaisluku, sitä sanotaan lineaariseksi kongruens-
siksi. Seuraava lause kertoo, milloin yhden muuttujan lineaarisella kongruens-
siyhtälöllä ei ole ratkaisuja ja milloin on.

Lause 2.4. Olkoot a, b ja n sellaisia kokonaislukuja, että n > 0 ja (a, n) = d.
Jos d - b, niin kongruenssiyhtälöllä ax ≡ b (mod n) ei ole ratkaisua. Jos
d | b, niin kongruenssiyhtälöllä ax ≡ b (mod n) on täsmälleen d keskenään
epäkongruenttia ratkaisua.

Todistus. Ks. [2, s. 154].
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2.2 Kiinalainen jäännöslause

Kiinalainen jäännöslause, joka esitellään seuraavaksi, on oiva apukeino rat-
kaistaessa kongruenssiryhmiä, missä on yksi tuntematon. Myöhemmin tässä
tutkielmassa kiinalaista jäännöslausetta sovelletaan, kun määritetään, millä
luvuilla on primitiivisiä juuria. Lause jätetään todistamatta, koska todistus ei
ole oleellinen kokonaisuuden kannalta. Täsmällinen todistus löytyy kuitenkin
Rosenin kirjasta [2, s. 159].

Lause 2.5 (Kiinalainen jäännöslause). Olkoot n1, n2, . . . , nr sellaisia positii-
visia kokonaislukuja, että ne ovat pareittain suhteellisia alkulukuja keskenään.
Silloin kongruenssiryhmällä

x ≡ a1 (mod n1)

x ≡ a2 (mod n2)

...

x ≡ ar (mod nr)

on yksikäsitteinen ratkaisu modulo N = n1n2 · · ·nr.

Todistus. Ks. [2, s. 159].

3 Eulerin funktio ja Eulerin-Fermat’n lause

3.1 Eulerin funktio

Aritmeettisella funktiolla tarkoitetaan sellaista funktiota, joka on määritelty
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla. Seuraavaksi esitellään eräs aritmeetti-
nen funktio, Eulerin funktio, jota merkitään tavallisesti kreikkalaisella kirjai-
mella φ.

Määritelmä 3.1 (Eulerin funktio). Olkoon n positiivinen kokonaisluku.
Määritellään Eulerin funktio φ siten, että φ(n) on sellaisten positiivisten
kokonaislukujen r lukumäärä, että 1 ≤ r ≤ n ja (r, n) = 1.

Esimerkki 3.1. φ(10) = |{1, 3, 7, 9}| = 4.
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Koska myöhemmin tässä tutkielmassa ollaan erityisen kiinnostuneita al-
kuluvuista eri yhteyksissä, todistetaan seuraava Eulerin funktioon ja alkulu-
kuihin liittyvä lause.

Lause 3.1. Jos p on alkuluku, niin φ(p) = p − 1. Käänteinen pätee myös:
Jos p on sellainen positiivinen kokonaisluku, että φ(p) = p − 1, niin p on
alkuluku.

Todistus. Vrt. [2, s. 241]. Oletetaan ensin, että p on alkuluku. Tällöin jo-
kainen lukua p pienempi positiivinen kokonaisluku on suhteellinen alkuluku
luvun p kanssa. Koska näitä lukuja on tietenkin p−1 kappaletta, φ(p) = p−1.

Oletetaan sitten, että φ(p) = p − 1. Tehdään vastaoletus, että p ei ole
alkuluku. Tällöin joko p = 1 tai p > 1 ja on olemassa sellainen kokonaisluku
d, että 1 < d < p ja d | p. Jos p = 1, niin φ(p) 6= p − 1, koska φ(1) = 1.
Jos taas 1 < d < p ja d | p, luvut p ja d eivät ole keskenään suhteellisia
alkulukuja. Siis ainakin yksi lukua yksi suurempi ja lukua p pienempi luku,
jota siis merkitään symbolilla d, ei ole suhteellinen alkuluku luvun p kanssa.
Näin ollen φ(p) ≤ p− 2. Syntyy ristiriita oletuksen kanssa, joten vastaoletus
on väärin. Siispä luvun p on oltava alkuluku.

Myöhempää käyttöä varten tarvitaan lisäksi seuraava lause, joka kertoo
Eulerin funktion arvon jonkun alkuluvun korkeammalle potenssille.

Lause 3.2. Olkoon p alkuluku ja olkoon k positiivinen kokonaisluku. Silloin

φ(pk) = pk − pk−1 = pk
(

1− 1

p

)
.

Todistus. Ks. [1, s. 130].

Yksi Eulerin funktion tärkeimmistä ominaisuuksista on, että se on mul-
tiplikatiivinen, kuten monet muutkin aritmeettiset funktiot (ks. esim. [2,
s. 239]). Seuraava määritelmä kertoo, mitä multiplikatiivisuus tarkoittaa.

Määritelmä 3.2. Aritmeettinen funktio f on multiplikatiivinen, jos f(mn) =

f(m)f(n) aina, kun m ja n ovat positiivisia kokonaislukuja ja (m,n) = 1.

Lause 3.3. Eulerin funktio on multiplikatiivinen, ts. φ(mn) = φ(m)φ(n)

aina, kun (m,n) = 1.
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Todistus. Ks. [1, s. 131].

Eulerin funktion multiplikatiivisuutta käytetään useita kertoja hyväksi tä-
män tutkielman pääluvussa, kun määritetään kaikki ne kokonaisluvut, joilla
on primitiivisiä juuria. Seuraava lause kertoo, että Eulerin funktion φ(d) ar-
vojen summa kaikilla kokonaisluvuilla d, jotka jakavat luvun n, on yhtä kuin
n.

Lause 3.4. Jos n on positiivinen kokonaisluku, niin∑
d|n

φ(n) = n.

Todistus. Ks. [2, s. 244].

Huomautus. Edellisessä lauseessa oleva summafunktio on identtinen funktio,
koska sen arvo muuttujalla n on n.

3.2 Eulerin-Fermat’n lause

Euler kehitti vuonna 1760 todistuksen lauseeseen, jossa oletuksesta (a, n) = 1

seuraa, että aφ(n) ≡ 1 (mod n). Tätä lausetta kutsutaan keksijänsä mukaan
Eulerin lauseeksi tai Eulerin-Fermat’n lauseeksi. Kyseisen lauseen todistami-
sen tueksi tarvitaan supistetun jäännössysteemin määritelmä ja siihen liityvä
lause, jotka esitellään seuraavaksi.

Määritelmä 3.3. Supistettu jäännössysteemi on joukko, jossa on φ(n) al-
kiota, joista jokainen on jaoton luvun n kanssa ja joista mitkään kaksi eri
alkiota eivät ole kongruentteja keskenään modulo n.

Esimerkki 3.2. Joukko {1, 3, 7, 9} on supistettu jäännössysteemi modulo
10.

Lause 3.5. Olkoon
{
r1, r2, . . . , rφ(n)

}
supistettu jäännössysteemi modulo n,

ja olkoon a sellainen positiivinen kokonaisluku, että (a, n) = 1. Tällöin myös
joukko

{
ar1, ar2, . . . , arφ(n)

}
on supistettu jäännössysteemi modulo n.
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Todistus. Vrt. [2, s. 234]. Todistetaan ensin, että jokainen luku arj, mis-
sä j = 1, 2, . . . , φ(n), on jaoton luvun n kanssa. Tehdään vastaoletus, että
(arj, n) > 1. Silloin on olemassa jokin alkuluku p, joka jakaa luvun (arj, n).
Siis joko p | a ja p | n tai p | rj ja p | n. On kuitenkin mahdotonta, että p
jakaisi sekä luvun rj että luvun n, sillä rj kuuluu supistettuun jäännössystee-
miin modulo n eli (rj, n) = 1 aina, kun j = 1, 2, . . . , φ(n). Luku p ei myöskään
voi jakaa sekä lukua a että lukua n, sillä oletuksen mukaan (a, n) = 1. Pää-
dytään siis ristiriitaan. Täten vastaoletus on väärä ja voidaan päätellä, että
arj ja n ovat keskenään jaottomia, kun j = 1, 2, . . . , φ(n).

Todistetaan sitten, että mitkään kaksi eri lukua arj (kun j = 1, 2, . . . , φ(n))
eivät ole kongruentteja keskenään modulo n. Tehdään taas vastaoletus, et-
tä arj ≡ ark (mod n), kun j 6= k ja 1 ≤ j, k ≤ φ(n). Koska (a, n) = 1,
voidaan kongruenssiyhtälön molemmat puolet jakaa luvulla a niin, että mo-
dulus ei muutu. Saadaan rj ≡ rk (mod n). Tämä on ristiriita, sillä rj ja rk
eivät voi olla kongruentteja keskenään modulo n, sillä ne kuuluvat oletuksen
mukaan samaan supistettuun jäännössysteemiin modulo n. Täten kaksi eri
lukua arj, kun j = 1, 2, . . . , φ(n), eivät ole kongruentteja keskenään modu-
lo n, joten joukko

{
ar1, ar2, . . . , arφ(n)

}
on myös supistettu jäännössysteemi

modulo n.

Nyt on kasassa kaikki tarvittava Eulerin-Fermat’n lauseen todistamista
varten. Tämä lause huomataan vielä varsin hyödylliseksi tutkielman päälu-
vun yhteydessä.

Lause 3.6 (Eulerin-Fermat’n lause). Olkoot a ja n kokonaislukuja. Jos (a, n) =

1, niin aφ(n) ≡ 1 (mod n).

Todistus. Vrt. [2, s. 235]. Olkoon joukko R =
{
r1, r2, . . . , rφ(n)

}
supistet-

tu jäännössysteemi modulo n. Tällöin siis jokainen luvuista ri (kun i =

1, 2 . . . φ(n)) on suhteellinen alkuluku luvun n kanssa. Lauseesta 3.5 seuraa,
että myös joukko aR =

{
ar1, ar2, . . . , arφ(n)

}
on supistettu jäännössysteemi

modulo n. Näin ollen jokainen joukon aR alkioista on kongruentti jonkun
joukon R alkion kanssa modulo n. Kun siis kerrotaan kummankin joukon
alkiot keskenään, saadaan

ar1ar2 · · · arφ(n) ≡ r1r2 · · · rφ(n) (mod n).
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Järjestellään sitten vasemmanpuoleisen tulon tekijät uudelleen:

aa · a︸ ︷︷ ︸
φ(n) kpl

r1r2 · · · rφ(n) ≡ r1r2 · · · rφ(n) (mod n).

Siis
aφ(n)r1r2 · · · rφ(n) ≡ r1r2 · · · rφ(n) (mod n).

Koska (ri, n) = 1 aina, kun i = 1, 2, . . . , φ(n), niin myös (r1r2 . . . rφ(n), n) = 1,
joten kongruenssiyhtälöiden yleisten laskulakien perusteella kongruenssiyh-
tälön molemmat puolet voidaan jakaa luvulla r1r2 . . . rφ(n). Saadaan, että
aφ(n) ≡ 1 (mod n).

Seuraava Fermat’n kehittämä lause on Eulerin-Fermat’n lauseen erikois-
tapaus ja sitä käytetään tämän tutkielman pääluvuissa.

Lause 3.7 (Fermat’n pieni lause). Olkoon p alkuluku ja olkoon a sellainen
positiivinen kokonaisluku, että p - a. Silloin ap−1 ≡ 1 (mod p).

Todistus. Jos p on alkuluku, joka ei jaa lukua a, niin tietenkin silloin (a, p) =

1. Koska lisäksi φ(p) = p− 1, niin Eulerin-Fermat’n lauseen nojalla ap−1 ≡ 1

(mod p).

Kuten lähdekirjassa [2] sivulla 217 mainitaan, ei ole varmaa, todistiko
Fermat itse tämän pienen lauseensa aukottomasti. Ensimmäisenä lauseen
todistuksen julkaisi Euler vuonna 1736.

4 Primitiiviset juuret

4.1 Kokonaisluvun kertaluku

Eulerin-Fermat’n lauseen 3.6 mukaan aφ(n) ≡ 1 (mod n), jos a on positii-
vinen kokonaisluku ja (a, n) = 1. Tiedetään siis, että on olemassa ainakin
yksi positiivinen kokonaisluku x, joka toteuttaa kongruenssiyhtälön ax ≡ 1

(mod n). Määritellään kokonaisluvun kertaluvun käsite seuraavasti:

Määritelmä 4.1. Olkoot kokonaisluvut a ja n keskenään suhteellisia al-
kulukuja. Tällöin pienintä kongruenssiyhtälön ax ≡ 1 (mod n) toteuttavaa
positiivista kokonaislukua x sanotaan luvun a kertaluvuksi modulo n ja mer-
kitään ordna.
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Esimerkki 4.1. Etsitään ord92 eli luvun 2 kertaluku modulo 9. Koska 21 ≡ 2

(mod 9), 22 = 4 ≡ 4 (mod 9), 23 = 8 ≡ 8 (mod 9), 24 = 16 ≡ 7 (mod 9),
25 = 32 ≡ 5 (mod 9) ja 26 = 64 ≡ 1 (mod 9), niin ord92 = 6.

Esimerkki 4.2. Etsitään sitten ord52 eli luvun 2 kertaluku modulo 5. Koska
21 ≡ 2 (mod 5), 22 ≡ 4 (mod 5), 23 ≡ 3 (mod 5) ja 24 ≡ 1 (mod 5), niin
ord52 = 4.

Lause 4.1. Olkoot a ja n keskenään jaottomia kokonaislukuja ja olkoon
n > 0. Tällöin ax ≡ 1 (mod n), jos ja vain jos ordna | x.

Todistus. Vrt. [2, s. 334]. Oletetaan ensin, että ordna | x. Luku x voidaan siis
kirjoittaa muodossa x = k·ordna, missä k on jokin positiivinen kokonaisluku.
Tällöin

ax = ak·ordna = (aordna)k ≡ 1k = 1 (mod n).

Oletetaan sitten, että ax ≡ 1 (mod n). Käyttämällä jakoalgoritmia eli lauset-
ta 2.1, luku x saadaan muotoon

x = q · ordna+ r,

missä q ja r ovat kokonaislukuja ja lisäksi 0 ≤ r < ordna. Näin ollen

ax = aq·ordna+r = (aordna)qar ≡ ar (mod n),

ja koska tiedetään, että ax ≡ 1 (mod n), saadaan ar ≡ 1 (mod n). Merki-
tään y =ordna. Määritelmän mukaan y on siis pienin sellainen positiivinen
kokonaisluku, että ay ≡ 1 (mod n). Koska lisäksi 0 ≤ r < ordna, ei ole muuta
mahdollisuutta kuin että r = 0. Täten x = q· ordna, joten ordna | x.

Lause 4.2. Jos a ja n ovat keskenään jaottomia kokonaislukuja ja n > 0,
niin ordna | φ(n).

Todistus. Vrt. [2, s. 335]. Koska (a, n) = 1, Eulerin- Fermat’n lauseen 3.6
nojalla

aφ(n) ≡ 1 (mod n).

Lauseen 4.1 mukaan nyt ordna | φ(n).
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Lause 4.2 on hyvin käyttökelpoinen kertalukuja laskettaessa. Tiedetään,
että luvun a kertaluku modulo n on jokin luvun φ(n) tekijöistä. Kertalukua
selvitettäessä ei siis tarvitse välttämättä tutkia kaikkia luvun a potensseja.

Esimerkki 4.3. Etsitään luvun 3 kertaluku modulo 10. Esimerkin 3.1 perus-
teella tiedetään, että φ(10) = 4. Luvun 3 kertaluku modulo 10 on siis jokin
luvun 4 tekijöistä, eli 1, 2 tai 4. Koska 31 ≡ 3 (mod 10), 32 ≡ 9 (mod 10) ja
34 = 81 ≡ 1 (mod 10), niin ord103 = 4.

Lause 4.3. Olkoot (a, n) = 1 ja n > 0. Silloin ai ≡ aj (mod n), missä i ja
j ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja, jos ja vain jos i ≡ j (mod ordna).

Todistus. Vrt. [2, s. 336]. Oletetaan ensin, että i ≡ j (mod ordna). Lisäksi
voidaan olettaa, että 0 ≤ j ≤ i. Tällöin luku i voidaan kirjoittaa muodossa
i = j + k·ordna, missä k on jokin positiivinen kokonaisluku. Näin ollen

ai = aj+k·ordna = aj(aordna)k ≡ aj (mod n),

koska kertaluvun määritelmän mukaan aordna ≡ 1 (mod n).
Oletetaan sitten, että ai ≡ aj (mod n) ja i ≥ j. Koska oletuksen mukaan

(a, n) = 1, niin myös (aj, n) = 1. Saadaan

ai = ajai−j ≡ aj (mod n),

josta seuraa kongruenssiyhtälön peruslaskusääntöjen perusteella, että

ai−j ≡ 1 (mod n).

Lauseen 4.1 mukaan tästä seuraa, että ordna jakaa luvun i − j eli i ≡ j

(mod ordna).

Esimerkki 4.4. Esimerkissä 4.3 osoitettiin, että ord103 = 4. Käyttämällä
lausetta 4.3 voidaan todeta, että 32 ≡ 36 (mod 10), koska 2 ≡ 6 (mod 4),
mutta 31 6≡ 33 (mod 10), koska 1 6≡ 3 (mod 4).

4.2 Primitiiviset juuret

Aiemmin todettiin, että kokonaisluvun kertaluku modulo n voi olla vain jokin
luvun φ(n) tekijöistä. Suurin näistä tekijöistä on tietenkin φ(n) itse.
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Määritelmä 4.2. Olkoot r ja n keskenään jaottomia kokonaislukuja ja ol-
koon n > 0. Jos ordnr = φ(n), niin lukua r sanotaan primitiiviseksi juureksi
modulo n.

Euler kehitti primitiivisen juuren käsitteen vuonna 1773. Keksintö oli
varsin hyödyllinen: Kuten myöhemmin huomataan, primitiiviset juuret ovat
käyttökelpoisia mm. kongruenssiyhtälöiden ratkaisemisessa sekä erilaisten al-
kulukutestien perustana. Selvennetään primitiivisen juuren käsitettä muuta-
man esimerkin avulla.

Esimerkki 4.5. Esimerkissä 4.3 osoitettiin, että ord103 = 4. Koska φ(10) =

4, luku 3 on primitiivinen juuri modulo 10.

Esimerkki 4.6. Aikaisemmin esimerkissä 4.2 osoitettiin, että ord52 = 4.
Luku 2 on siis primitiivinen juuri modulo 5, koska φ(5) = 4.

Esimerkki 4.7. Myös luku 3 on primitiivinen juuri modulo 5, koska 31 ≡ 3

(mod 5), 32 = 9 ≡ 4 (mod 5) ja 34 = 81 ≡ 1 (mod 5) (eli ord53 = 4) ja
φ(5) = 4.

Kokonaisluvulla voi siis olla useita primitiivisiä juuria, kuten esimerkit
4.6 ja 4.7 osoittavat. Kaikilla kokonaisluvuilla ei kuitenkaan ole primitiivisiä
juuria, mikä näytetään seuraavassa esimerkissä.

Esimerkki 4.8. Yritetään etsiä primitiivinen juuri modulo 12. Sellaisia lu-
kuja, jotka ovat lukua 12 pienempiä ja jotka ovat keskenään jaottomia sen
kanssa ovat 1, 5, 7 ja 11. Näiden lukujen kertaluvut modulo 12 ovat ord121 = 1

ja ord125 =ord127 =ord1211 = 2. Koska kuitenkin φ(12) = 4, niin luvulla 12

ei ole primitiivisiä juuria.

Osoitetaan vielä myöhempää käyttöä varten, että luku 2 on primitiivinen
juuri modulo 13.

Esimerkki 4.9. Luku 2 on primitiivinen juuri modulo 13, koska φ(13) = 12

ja

21 ≡ 2 (mod 13), 22 ≡ 4 (mod 13), 23 ≡ 8 (mod 13), 24 ≡ 3 (mod 13),
26 ≡ 12 (mod 13) ja 212 ≡ 1 (mod 13).
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Huomautus. Tässä tutkielmassa käytetään kahta eri tapaa sanoa, että jokin
luku on jonkin toisen luvun primitiivinen juuri: Kun sanotaan, että luku r

on luvun n primitiivinen juuri, se tarkoittaa samaa kuin se, että luku r on
primitiivinen juuri modulo n.

Tulevat todistukset helpottuvat, kun osoitetaan tässä vaiheessa oikeaksi
väite, että luvun n primitiivisen juuren r ensimmäiset φ(n) potenssia muo-
dostavat supistetun jäännössysteemin modulo n.

Lause 4.4. Olkoot n positiivinen kokonaisluku ja (r, n) = 1 ja olkoon r

primitiivinen juuri modulo n. Silloin kokonaisluvut

r, r2, . . . , rφ(n)

muodostavat supistetun jäännössysteemin modulo n.

Todistus. Vrt. [2, s. 337]. Jotta primitiivisen juuren r ensimmäiset φ(n) po-
tenssia muodostaisivat supistetun jäännössysteemin, on näiden kaikkien po-
tenssien oltava ensinnäkin jaottomia luvun n kanssa ja toisaalta epäkongruent-
teja keskenään.

Koska (r, n) = 1, niin tietenkin myös (rk, n) = 1 aina, kun k = 2, 3, . . . , φ(n),
joten ensimmäinen ehto on voimassa.

Osoitetaan sitten, että mitkään kaksi luvuista r, r2, . . . , rφ(n) eivät ole kes-
kenään kongruentteja. Oletetaan, että

ri ≡ rj (mod n)

Lauseen 4.3 perusteella voidaan sanoa, että i ≡ j (mod φ(n)). Koska 1 ≤ i ≤
φ(n) ja 1 ≤ j ≤ φ(n), niin ei ole muuta mahdollisuutta kuin että i = j. On
siis osoitettu, että mitkään kaksi luvun r eri potenssia eivät ole kongruentteja
keskenään.

Näin ollen molemmat kaksi ehtoa ovat voimassa, joten kokonaisluvut

r, r2, . . . , rφ(n)

muodostavat supistetun jäännössysteemin modulo n.
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Esimerkki 4.10. Esimerkin 4.5 perusteella tiedetään, että 3 on primitiivi-
nen juuri modulo 10. Tällöin lauseen 4.4 mukaan luvun 3 neljä ensimmäistä
potenssia

31 ≡ 3 (mod 10), 32 ≡ 9 (mod 10), 33 ≡ 7 (mod 10) ja 34 ≡ 1 (mod 10)

muodostavat supistetun jäännössysteemin modulo 10, koska φ(10) = 4. Huo-
mataan, että jo aikaisemmin esimerkissä 3.2 osoitettiin, että {1, 3, 7, 9} on
supistettu jäännössysteemi modulo 10, joten myös {31, 32, 33, 34} on siis su-
pistettu jäännössysteemi modulo 10.

Kokonaisluvulla siis joko on tai ei ole primitiivisiä juuria. Jos kokonaislu-
vulla voidaan osoittaa olevan primitiivinen juuri, niitä on yleensä useita. Pri-
mitiivisten juurten lukumäärää koskeva lause todistetaan vielä tämän luvun
lopussa. Sitä varten tarvitaan kuitenkin muutama kertalukuja ja primitiivisiä
juuria koskeva aputulos.

Lause 4.5. Olkoon ordna = t ja olkoon u positiivinen kokonaisluku. Silloin

ordn(au) = t/(t, u).

Todistus. Vrt. [2, s. 338]. Olkoon s =ordn(au), v = (t, u), t = t1v ja u =

u1v. Tällöin lauseen 2.3 perusteella (t1, u1) = 1. Koska t1 = t/v = t/(t, u),
on osoitettava, että ordn(au) = t1. Kokonaisluvun kertaluvun määritelmän
mukaan on siis näytettävä, että (au)t1 ≡ 1 (mod n) ja että jos (au)s ≡ 1

(mod n), niin t1 | s. Koska ordna = t eli at ≡ 1 (mod n), niin

(au)t1 = (au1v)(t/v) = (at)u1 ≡ 1 (mod n).

Lauseen 4.1 perusteella tiedetään, että s | t1. Toisaalta tiedetään, että

(au)s = aus ≡ 1 (mod n),

joten t | us, koska t =ordna. Siispä t1v | u1vs, mikä johtaa siihen, että t1 | u1s.
Koska (t1, u1) = 1, on oltava niin, että t1 | s. Koska on päädytty siihen, että
s | t1 ja t1 | s, niin voidaan todeta, että s = t1 = t/v = t/(t, u), joten väite
on todistettu oikeaksi.
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Esimerkki 4.11. Etsitään luvun 23 kertaluku modulo 9. Esimerkissä 4.1
osoitettiin, että ord92 = 6. Näin ollen lauseen 4.5 mukaan ord92

3 = 6/(6, 3) =

6/3 = 2.

Edellisen lauseen seurauksena saadaan seuraava lause, joka kertoo, mil-
lä ehdolla ru on primitiivinen juuri modulo n, jos r on primitiivinen juuri
modulo n.

Lause 4.6. Olkoon n sellainen kokonaisluku, että n ≥ 2, ja olkoon r primi-
tiivinen juuri modulo n. Silloin myös ru on primitiivinen juuri modulo n, jos
ja vain jos (u, φ(n)) = 1.

Todistus. Vrt. [2, s. 338]. Lauseen 4.5 mukaan

ordnru =ordnr/(u, ordnr) = φ(n)/(u, φ(n)).

Tästä voidaan päätellä, että ru on primitiivinen juuri modulo n, ts. ordnru =

φ(n), jos ja vain jos (u, φ(n)) = 1.

Nyt voidaan todistaa primitiivisten juurten lukumäärää koskeva lause.

Lause 4.7. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Jos luvulla n on jokin primi-
tiivinen juuri, niin sillä on yhteensä φ(φ(n)) kappaletta primitiivisiä juuria.

Todistus. Vrt. [2, s. 338]. Olkoon r primitiivinen juuri modulo n. Tällöin
lauseen 4.4 mukaan luvut r, r2 . . . , rφ(n) muodostavat supistetun jäännössys-
teemin modulo n. Edellisen lauseen 4.6 perusteella ru on primitiivinen juuri
modulo n, jos ja vain jos (u, φ(n)) = 1. Tällaisia kokonaislukuja u on tie-
tenkin täsmälleen φ(φ(n)) kappaletta, joten luvulla n on silloin täsmälleen
φ(φ(n)) primitiivistä juurta.

Esimerkki 4.12. Selvitetään, kuinka monta primitiivistä juurta luvulla 13

on käyttämällä apuna lausetta 4.7. Esimerkissä 4.9 osoitettiin, että 2 on pri-
mitiivinen juuri modulo 13. Siispä lauseen 4.7 mukaan luvulla 13 on täsmäl-
leen φ(φ(13)) = φ(12) = |{1, 5, 7, 11}| = 4 kappaletta primitiivisiä juuria.
Koska 21 ≡ 2 (mod 13), 25 ≡ 6 (mod 13), 27 ≡ 11 (mod 13) ja 211 ≡ 7

(mod 13), niin lauseen 4.7 todistuksen perusteella primitiiviset juuret modu-
lo 13 ovat 2, 6, 7 ja 11.
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5 Millä luvuilla on primitiivisiä juuria?

Kuten edellisessä luvussa jo todettiin, kaikilla kokonaisluvuilla ei ole primitii-
visiä juuria. On kuitenkin mielenkiintoista pohtia, millä luvuilla primitiivinen
juuri on olemassa. Jos tarkastellaan ensimmäistä 30 positiivista kokonaislu-
kua, todetaan, että primitiivisiä juuria on niistä luvuilla 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10,
11, 13, 14, 17, 18, 19, 22, 23, 25, 26, 27 ja 29. Näyttää siltä, että jokaisella al-
kuluvulla on primitiivinen juuri. Asia todistetaan täsmällisesti myöhemmin
tässä luvussa. Lisäksi selvästi jokaisen parittoman alkuluvun kaikilla potens-
seilla on primitiivinen juuri (esimerkiksi 33 = 27 ja 52 = 25), mutta luvun 2

ainoa potenssi, jolle primitiivinen juuri löytyy, on 22 = 4. Vielä voidaan miet-
tiä, onko listan muilla kokonaisluvuilla 6, 10, 14, 18, 22 ja 26 jotain yhteistä.
Huomataan, että ne kaikki ovat yhtä kuin jokin pariton alkuluku kaksinker-
taisena (esimerkiksi 2 ·3 = 6) tai jonkin parittoman alkuluvun jokin potenssi
kaksinkertaisena (esimerkiksi 2 · 32 = 18).

Primitiivisiä juuria näyttäisi siis olevan kokonaisluvuilla 2 ja 4 sekä kai-
killa niillä positiivisilla kokonaisluvuilla, jotka ovat muotoa pk tai 2pk, missä
p on pariton alkuluku ja k positiivinen kokonaisluku. Tässä luvussa esitetään
täsmälliset todistukset aiheeseen liittyen.

5.1 Primitiiviset juuret ja alkuluvut

Voidaan siis todistaa, kuten tehdään tämän alaluvun loppupuolella, että jo-
kaisella alkuluvulla on primitiivinen juuri. Todistusta varten tarvitaan kui-
tenkin muutamia apulauseita mm. polynomikongruensseista.

Määritelmä 5.1. Olkoon f(x) kokonaislukukertoiminen polynomi. Sano-
taan, että kokonaisluku c on polynomin f(x) juuri modulo m, jos f(c) ≡ 0

(mod m).

Selvästi nähdään, että jos c on polynomin f(x) juuri modulo m, niin
myös kaikki kokonaisluvut, jotka ovat kongruentteja luvun c kanssa modulo
m, ovat polynomin f(x) juuria modulo m.

Lause 5.1 (Lagrangen lause). Olkoon f(x) = anx
n+an−1x

n−1+· · ·+a1x+a0

astetta n oleva kokonaislukukertoiminen polynomi ja olkoon n ≥ 1. Olkoon
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polynomin johtava kerroin an jaoton luvulla p. Tällöin polynomilla f(x) on
enintään n kappaletta keskenään epäkongruentteja juuria modulo p.

Todistus. Vrt. [2, s. 341]. Todistetaan Lagrangen lause induktiolla.
Aloitetaan perusaskeleesta: Kun n = 1, niin f(x) = a1x + a0, missä

p - a1. Polynomin f(x) ratkaisu modulo p saadaan ratkaisemalla lineaarinen
kongruenssi a1x ≡ −a0. Käytetään apuna lausetta 2.4. Sen perusteella tällä
lineaarisella kongruenssilla on täsmälleen yksi ratkaisu, koska (a1, p) = 1. Siis
myös polynomilla f(x) on täsmälleen yksi ratkaisu, joten lause pätee, kun
n = 1.

Tehdään sitten induktio-oletus eli oletetaan, että lause pätee polynomeil-
le, jotka ovat astetta n−1. Olkoon f(x) astetta n oleva polynomi, jonka joh-
tava kerroin on jaoton luvulla p. Tehdään vastaoletus, että tällä polynomilla
on n+1 epäkongruenttia juurta modulo p. Olkoot nämä juuret c0, c1, . . . , cn−1

ja cn. Näin ollen f(ck) ≡ 0 (mod p), kun k = 0, 1, . . . , n. Saadaan, että

f(x)− f(c0) =an(x
n − cn0 ) + an−1(x

n−1 − cn−1
0 ) + · · ·+ a1(x− c0)

=an(x− c0)(xn−1 + xn−2c0 + · · ·+ xcn−2
0 + cn−1

0 )

+ an−1(x− c0)(xn−2 + xn−3c0 + · · ·+ xcn−3
0 + cn−2

0 )

+ · · ·+ a1(x− c0)

=(x− c0)g(x),

missä g(x) on sellainen astetta n − 1 oleva polynomi, jonka johtava kerroin
on an. Osoitetaan nyt, että c1, c2, . . . , cn−1 ja cn ovat kaikki polynomin g(x)
juuria modulo p. Olkoon k sellainen kokonaisluku, että 1 ≤ k ≤ n. Koska
f(ck) ≡ f(c0) (mod p), niin

f(ck)− f(c0) = (ck − c0)g(ck) ≡ 0 (mod p).

Tästä seuraa, että g(ck) ≡ 0 (mod p), koska ck − c0 6≡ 0 (mod p), joten
ck on polynomin g(x) juuri modulo p. Näin ollen polynomilla g(x), joka on
astetta n − 1 ja jonka johtava kerroin on jaoton luvulla p, olisi n kappalet-
ta epäkongruentteja juuria modulo p, mutta tämä on ristiriidassa induktio-
oletuksen kanssa. Siispä polynomilla f(x) ei voi olla kuin korkeintaan n kap-
paletta epäkongruentteja juuria modulo p.

Täten induktioperiaatteen nojalla Lagrangen lause pätee.
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Huomautus. Lagrangen lause tarkoittaa siis toisin sanoen sitä, että kun po-
lynomi f(x) on sellainen kuin Lagrangen lauseessa ja an 6≡ 0 (mod p), niin
kongruenssilla

f(x) ≡ 0 (mod p)

on enintään n kappaletta epäkongruentteja ratkaisuja modulo p.

Lagrangen lauseen seurauksena saadaan seuraava lause.

Lause 5.2. Olkoon p alkuluku ja d sellainen kokonaisluku, että d | p − 1.
Silloin kongruenssilla

xd − 1 ≡ 0 (mod p)

on täsmälleen d epäkongruenttia ratkaisua.

Todistus. Vrt.[1, s. 163] ja [2, s. 342]. Koska luku d jakaa luvun p − 1, on
olemassa sellainen kokonaisluku e, että p− 1 = de. Voidaan siis kirjoittaa

xp−1 − 1 = (xd − 1)(xd(e−1) + xd(e−2) + · · ·+ xd + 1) = (xd − 1)g(x).

Fermat’n pienen lauseen 3.7 mukaan kongruenssilla xp−1 − 1 ≡ 0 (mod p)

on p− 1 kappaletta juuria. Siis jokainen kongruenssin xp−1 − 1 ≡ 0 (mod p)

juuri on joko kongruenssin xd − 1 ≡ 0 (mod p) tai kongruenssin g(x) ≡ 0

(mod p) juuri.
Lagrangen lauseen (5.1) ja etenkin sen jälkeisen huomautuksen perus-

teella kongruenssilla g(x) ≡ 0 (mod p) on korkeintaan d(e− 1) = p− d− 1.
Koska jokaisen kongruenssin xp−1 − 1 ≡ 0 (mod p) sellaisen juuren, joka ei
ole kongruenssin g(x) ≡ 0 (mod p) juuri, on oltava kongruenssin xd − 1 ≡ 0

(mod p) juuri, on kongruenssilla xd−1 ≡ 0 (mod p) vähintään (p−1)− (p−
d − 1) = d epäkongruenttia juurta modulo p. Toisaalta Lagrangen lauseen
mukaan ko. kongruenssilla on korkeintaan d epäkongruenttia juurta modulo
p. Siispä voidaan päätellä, että kongruessilla xd − 1 ≡ 0 (mod p) on täsmäl-
leen d epäkongruenttia juurta modulo p.

Apulause 5.3. Olkoon p alkuluku ja olkoon d jokin sellainen positiivinen
kokonaisluku, että d | p− 1. Silloin sellaisia positiivisia kokonaislukuja, jotka
ovat pienempiä kuin p ja joiden kertaluku modulo p on d, on korkeintaan
φ(d) kappaletta.
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Todistus. Vrt. [2, s. 342]. Merkitään, että F (d) on niiden positiivisten ko-
konaislukujen lukumäärä, jotka ovat pienempiä kuin p ja joiden kertaluku
modulo p on d. Täytyy siis osoittaa, että F (d) ≤ φ(d). Jos F (d) = 0 eli jos
ei ole yhtään sellaista kokonaislukua a, jonka kertaluku modulo p olisi d, on
selvää, että F (d) ≤ φ(d). Jos taas F (d) > 0, tiedetään, että on olemassa
jokin sellainen kokonaisluku a, jonka kertaluku ordpa = d. Tällöin luvun a

ensimmäiset d potenssia eli luvut

a, a2, . . . , ad

ovat keskenään epäkongruentteja modulo p. Koska ordpa = d, niin ad ≡ 1

(mod p). Tästä seuraa, että

(ak)d ≡ (ad)k ≡ 1 (mod p)

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k, joten kaikki luvuista a, a2, . . . , ad ovat
kongruenssiyhtälön

xd − 1 ≡ 0 (mod p)

ratkaisuja. Keskenään epäkongruentteja ratkaisuja tällä kongruenssiyhtälöl-
lä on lauseen 5.2 perusteella d kappaletta. Näin ollen voidaan sanoa, että
jokainen näistä ratkaisuista on kongruentti jonkun luvun a potenssin (siis
jonkun luvuista a, a2, . . . , ad) kanssa. Lauseen 4.5 mukaan tiedetään, että jos
ordpa = d, niin ordpak = d aina kun (k, d) = 1. Sellaisia lukuja k, joille pätee,
että 1 ≤ k ≤ d ja (k, d) = 1, on tietenkin täsmälleen φ(d) kappaletta. Näin
on siis osoitettu, että jos on olemassa jokin sellainen kokonaisluku a, jonka
kertaluku modulo p on d, tällaisia kokonaislukuja on φ(d) kappaletta, joten
F (d) ≤ φ(d).

Lause 5.4. Olkoon p alkuluku ja olkoon d jokin sellainen positiivinen koko-
naisluku, että d | p − 1. Silloin sellaisia keskenään epäkongruentteja koko-
naislukuja, joiden kertaluku modulo p on d, on φ(d) kappaletta.

Todistus. Vrt. [2, s. 343]. Merkitään kuten edellisenkin lauseen todistuksessa,
että F (d) kertoo niiden positiivisten kokonaislukujen lukumäärän, jotka ovat
pienempiä kuin p ja joiden kertaluku modulo p on d. Koska p on alkuluku,
d - p, mutta koska d kuitenkin jakaa luvun p− 1, niin

p− 1 =
∑
d|p−1

F (d).
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Toisaalta lause 3.4 kertoo, että

p− 1 =
∑
d|p−1

φ(d)

ja apulause 5.3 että
F (d) ≤ φ(d),

kun d | p− 1. Nähdään selvästi, että∑
d|p−1

F (d) =
∑
d|p−1

φ(d),

josta voidaan päätellä edelleen, että F (d) = φ(d) aina, kun d | p− 1. Koska
F (d) tarkoittaa niiden positiivisten kokonaislukujen lukumäärää, jotka ovat
pienenpiä kuin p ja joiden kertaluku modulo p on d, niin voidaan sanoa
tällaisia lukuja olevan täsmälleen φ(d) kappaletta.

Nyt voidaan todistaa tämän alaluvun tärkein tulos eli väite, että jokaisella
alkuluvulla on primitiivinen juuri. Euler yritti todistaa tämän lauseen kehi-
tettyään primitiivisen juuren käsitteen, mutta hänen todistuksensa osoittau-
tui epäpäteväksi. Ensimmäisenä väitteen todisti oikeaksi Lagrange vuonna
1769. [2, s. 336].

Lause 5.5. Jokaisella alkuluvulla on primitiivinen juuri.

Todistus. Vrt. [2, s. 343]. Olkoon p alkuluku. Koska p − 1 | p − 1, edellisen
lauseen (5.4) nojalla on olemassa φ(p− 1) kappaletta sellaisia epäkongruent-
teja kokonaislukuja, joiden kertaluku modulo p on p−1. Primitiivisen juuren
määritelmän (4.2) mukaan (ja koska φ(p) = p−1, kun p on alkuluku) jokainen
näistä luvuista on primitiivinen juuri, joten voidaan todeta, että alkuluvulla
p on φ(p− 1) primitiivistä juurta.

5.2 Muut kokonaisluvut, joilla on primitiivisiä juuria

Tämän luvun 5 alussa tarkasteltiin ensimmäistä kolmeakymmentä positiivis-
ta kokonaislukua, tutkittiin niiden primitiivisten juurten mahdollista olemas-
saoloa ja pääteltiin, että kaikilla muotoa p2, pk tai 2pk (missä p on pariton
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alkuluku ja k positiivinen kokonaisluku) olevilla luvuilla on primitiivisiä juu-
ria. Tässä alaluvussa osoitetaan täsmällisesti nämä päätelmät oikeiksi. Tie-
tenkin on muistettava aiemmin osoitettu tulos, että jokaisella alkuluvulla p
on primitiivinen juuri.

Todistetaan ensin lause, jonka mukaan luvulla p2 on primitiivinen juuri
aina, kun p on pariton alkuluku.

Lause 5.6. Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon r primitiivinen juuri modulo
p. Tällöin joko r tai r + p on primitiivinen juuri modulo p2.

Todistus. Vrt. [2, s. 347]. Olkoon p alkuluku ja olkoon r primitiivinen juuri
modulo p. Silloin määritelmän 4.2 ja lauseen 3.1 mukaan

ordpr = φ(p) = p− 1.

Merkitään sitten symbolilla n luvun r kertalukua modulo p2, ts. n =ordp2r,
joten

rn ≡ 1 (mod p2).

Tällöin kongruenssin määritelmän 2.4 nojalla p2 | rn−1. Näin ollen tietenkin
myös p | rn − 1, joten

rn ≡ 1 (mod p).

Lauseen 4.1 perusteella p − 1 | n, koska p − 1 =ordpr. Toisaalta lauseen 4.2
perusteella n | φ(p2), joten p−1 | φ(p2). Lauseen 3.2 mukaan φ(p2) = p(p−1),
joten n | p(p − 1). Koska p − 1 | n ja n | p(p − 1), niin joko n = p − 1 tai
n = p(p− 1). Jos n = p(p− 1), tämä tarkoittaa, että r on primitiivinen juuri
modulo p2, koska

n = ordp2r = φ(p2) = p(p− 1).

Mikäli taas n = p− 1, niin

rp−1 ≡ 1 (mod p2)

ja silloinhan r ei ole primitiivinen juuri modulo p2.
Merkitään sitten, että s = r+ p. Koska r on primitiivinen juuri modulo p

ja s ≡ r (mod p), myös s on primitiivinen juuri modulo p. Olkoonm =ordp2s.
Silloin

sm ≡ 1 (mod p2).
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Tällöin myös
sm ≡ 1 (mod p)

ja jälleen lauseen 4.1 mukaan p−1 | m, koska φ(p) =ordps = p−1. Toisaalta
lauseen 4.2 nojalla m | φ(p2) = p(p − 1), joten voidaan päätellä, että m =

p − 1 tai m = p(p − 1). Osoitetaan seuraavaksi, että m =ordp2s = p(p − 1)

näyttämällä toinen tapaus ordp2s = p − 1 mahdottomaksi. Halutaan siis
osoittaa, että sp−1 6≡ 1 (mod p2). Käytetään yleistä binomikaavaa ja saadaan

sp−1 = (r + p)p−1 = rp−1 + (p− 1)rp−2p+

(
p− 1

2

)
rp−3p2 + · · ·+ pp−1

≡ rp−1 + (p− 1)prp−2 (mod p2).

Aiemmin todettiin, että rp−1 ≡ 1 (mod p2), joten

sp−1 ≡ 1 + (p− 1)prp−2 ≡ 1− prp−2 (mod p2).

Jotta kongruenssi sp−1 ≡ 1 (mod p2) pätisi, pitäisi päteä myös se, että
prp−2 ≡ 0 (mod p2). Tämä kuitenkin vaatisi, että olisi rp−2 ≡ 0 (mod p),
mikä ei voi pitää paikkaansa, sillä p - r. Näin ollen

sp−1 6≡ 1 (mod p2).

Nyt on näytetty, että ordp2s 6= p− 1. On siis selvää, että ordp2s = p(p− 1) =

φ(p2), joten s = r+ p on primitiivinen juuri modulo p2. Näin ollen aina joko
r tai r + p on primitiivinen juuri modulo p2.

Seuraavaksi otetaan käsittelyyn luvut, jotka ovat muotoa pk, missä p on
pariton alkuluku ja k jokin positiivinen kokonaisluku. Todistetaan, että muo-
toa pk olevalla luvulla on primitiivinen juuri. Sen todistamisen avuksi tarvi-
taan kaksi apulausetta, jotka todistetaan ensin.

Apulause 5.7. Olkoon p pariton alkuluku. Silloin on olemassa sellainen pri-
mitiivinen juuri modulo p, että

rp−1 6≡ 1 (mod p2).

Todistus. Vrt. [1, s. 170]. On osoitettu, että kun p on alkuluku, niin sillä
on primitiivisiä juuria. Olkoon r jokin primitiivinen juuri modulo p. Mikäli
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rp−1 6≡ 1 (mod p2), niin väite pätee. Oletetaan, että näin ei ole, ts. että
rp−1 ≡ 1 (mod p2). Korvataan r luvulla s = r + p, joka tietenkin myös
on primitiivinen juuri modulo p. Käytetään jälleen yleistä binomikaavaa ja
saadaan, että

sp−1 ≡ (r + p)p−1 ≡ rp−1 + (p− 1)prp−2 (mod p2).

Koska juuri oletettiin, että rp−1 ≡ 1 (mod p2), niin

sp−1 ≡ 1− prp−2 (mod p2).

Huomataan, että alkuperäinen väite pätee, jos prp−2 eroaa nollasta. Tiede-
tään, että p on pariton alkuluku (eli p ≥ 3), joten prp−2 = 0 pätisi vain,
jos rp−2 = 0. Koska r on primitiivinen juuri modulo p, niin (r, p) = 1, jo-
ten p - rp−2. Täten myöskään rp−2 ei voi olla yhtä kuin 0 ja väite rp−1 6≡ 1

(mod p2) pätee.

Apulause 5.8. Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon r primitiivinen juuri
modulo p. Olkoon lisäksi rp−1 6≡ 1 (mod p2). Silloin

rp
k−2(p−1) 6≡ 1 (mod pk)

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k ≥ 2.

Todistus. Vrt. [1, s. 170]. Todistetaan tämä apulause induktiolla luvun k

suhteen.
Aloitetaan perusaskeleesta, eli olkoon k = 2. Tällöin rpk−2(p−1) = rp−1 6≡ 1

(mod p2), joten oletuksen perusteella väite pätee, kun k = 2.
Tehdään induktio-oletus, että väite pätee jollekin luvulla k ≥ 2. Suorite-

taan sitten induktioaskel ja osoitetaan, että väite pätee myös luvulla k + 1.
Lauseen 3.2 mukaan pk−2(p− 1) = pk−1− pk−2 = φ(pk−1). Tämän ja Eulerin-
Fermat’n lauseen (lause 3.6) nojalla

rp
k−2(p−1) = rφ(pk−1) ≡ 1 (mod pk−1).

Induktio-oletuksen rpk−2(p−1) 6≡ 1 (mod pk) perusteella on olemassa sellainen
kokonaisluku a, että p - a ja

rp
k−2(p−1) = 1 + apk−1.
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Korotetaan molemmat puolet potenssiin p. Tarvitaan jälleen yleistä binomi-
kaavaa:

rp
k−1(p−1) = (1 + apk−1)p

= 1 + p(apk−1) +

(
p

2

)
(apk−1)2 + · · ·+ (apk−1)p

≡ 1 + apk (mod pk+1).

Koska p - a, niin
rp

k−1(p−1) 6≡ 1 (mod pk+1),

joten väite pätee myös luvulla k + 1. Näin ollen induktioperiaatteen nojalla
väite on voimassa.

Nyt voidaan todistaa, että muotoa pk olevalla luvulla on primitiivinen
juuri käyttämällä apuna kahta edellistä apulausetta.

Lause 5.9. Olkoon p pariton alkuluku ja k mikä tahansa postiivinen koko-
naisluku. Silloin luvulla pk on primitiivinen juuri. Jos r on primitiivinen
juuri modulo p2, niin se on myös primitiivinen juuri modulo pk.

Todistus. Vrt. [1, s. 171]. Olkoon r primitiivinen juuri modulo p ja olkoon
rp

k−2(p−1) 6≡ 1 (mod pk). Primitiivinen juuri r voidaan valita tällä tavalla
apulauseen 5.8 nojalla. Osoitetaan, että r on myöskin primitiivinen juuri mo-
dulo pk kaikilla kokonaisluvuilla k. Olkoon n =ordpkr eli rn ≡ 1 (mod pk).
Lauseen 4.1 mukaan n | φ(pk) ja lauseen 3.2 mukaan φ(pk) = pk − pk−1 =

pk−1(p − 1). Koska rn ≡ 1 (mod pk), niin tiedetään myös, että rn ≡ 1

(mod p), joten p − 1 | n. Tilanne on siis sellainen, että n | pk−1(p − 1) ja
p− 1 | n. Tämä tarkoittaa, että n = pm(p− 1), missä 0 ≤ m ≤ k− 1. Mikäli
olisi niin, että n 6= pk−1(p− 1), niin täytyisi luvun pk−2(p− 1) olla jaollinen
luvulla n. Se siis voitaisiin kirjoittaa muodossa pk−2(p− 1) = ln, missä l on
jokin kokonaisluku. Siitä seuraisi, että

rp
k−2(p−1) = rln = (rn)l ≡ 1 (mod pk),

koska rn ≡ 1 (mod pk). Tämä on ristiriita oletuksen rpk−2(p−1) 6≡ 1 (mod pk)

kanssa, joten ainoa mahdollisuus on, että n = pk−1(p − 1) = φ(pk), joten r
on myös primitiivinen juuri modulo pk.
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Osoitetaan vielä, että kaikilla muotoa 2pk, missä p on pariton alkuluku
ja k positiivinen kokonaisluku, olevilla luvuilla on primitiivinen juuri.

Lause 5.10. Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon k positiivinen kokonaisluku.
Silloin luvulla 2pk on primitiivinen juuri. Jos r on primitiivinen juuri modulo
p ja jos r on pariton, niin r on myös primitiivinen juuri modulo 2pk. Jos taas
r on parillinen primitiivinen juuri modulo p, niin r+p on primitiivinen juuri
modulo 2pk.

Todistus. Vrt. [1, s. 171]. Olkoon r primitiivinen juuri modulo pk. Edellisen
lauseen 5.9 mukaan sellainen on olemassa. Voidaan olettaa, että r on pariton,
koska jos se olisi parillinen, niin silloin r+pk, joka myös on primitiivinen juuri
modulo pk, olisi pariton. Näin ollen (r, 2pk) = 1. Merkitään, että n =ordpkr.
Lauseen 4.2 perusteella

n | φ(2pk).

Koska rn ≡ 1 (mod 2pk), niin myös rn ≡ 1 (mod pk). Täten φ(pk) | n.
Eulerin funktion multiplikatiivisuuden (lause 3.3) nojalla

φ(2pk) = φ(2)φ(pk) = φ(pk),

joten ei ole muuta mahdollisuutta kuin se, että n = φ(2pk). Siispä r on
primitiivinen juuri modulo 2pk.

5.3 Kokonaisluvut, joilla ei ole primitiivisiä juuria

Edellisessä luvussa määritettiin kaikki ne kokonaisluvut, joilla on primitii-
visiä juuria. Täytyy kuitenkin vielä osoittaa, että millään muilla kokonais-
luvuilla ei ole primitiivisiä juuria. Tämän pääluvun 5 alussa todettiin, että
ensimmäisistä positiivisista kokonaisluvuista esimerkiksi luvuille 8 ja 16 ei
löydy primitiivisiä juuria. Ne ovat kumpikin luvun 2 potensseja muotoa 2k,
missä k > 2. Osoitetaan nyt, että 21 = 2 ja 22 = 4 ovat ainoat luvun 2

potensseista, joilla on primitiivisiä juuria.

Lause 5.11. Luvulla 2k ei ole primitiivisiä juuria, kun k > 2.
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Todistus. Vrt. [1, s. 168]. Osoitetaan ensin, että jos a on pariton alkuluku,
niin

a2k−2 ≡ 1 (mod 2k),

kun k > 2. Tämä on eräänlainen aputulos, jonka avulla saadaan todistetuksi
itse lause. Käytetään induktiomenetelmää. Olkoon ensin k = 3. Tällöin a2 ≡
1 (mod 8), mikä pitää paikkaansa kaikilla mahdollisilla kokonaisluvuilla a,
sillä 12 ≡ 32 ≡ 52 ≡ 72 ≡ 1 (mod 8). Tehdään sitten induktio-oletus, että
kongruenssiyhtälö on voimassa kokonaisluvulla k, ts. a2k−2 ≡ 1 (mod 2k).
Tämä tarkoittaa, että

a2k−2

= 1 + b2k,

missä b on jokin kokonaisluku. Korotetaan yhtälön molemmat puolet toiseen
potenssiin, jolloin saadaan

a2k−1

= (a2k−2

)2 = 1 + 2(b2k) + (b2k)2

= 1 + 2k+1(b+ b22k−1)

≡ 1 (mod 2k+1),

joten kongruenssiyhtälö pätee myös arvolla k+1. Induktioperiaatteen nojalla
ko. kongruenssi on siis voimassa aina, kun k > 2.

Nyt voidaan siirtyä todistamaan itse lausetta. Mikäli luvulla 2k olisi pri-
mitiivinen juuri, sen pitäisi olla pariton luku, sillä vain pariton luku voi olla
suhteellinen alkuluku luvun 2k kanssa. Lauseen 3.2 mukaan φ(2k) = 2k−1,
joten juuri todistetun apuväitteen perusteella

a2k−2

= a2k−1−1

= a2k−12−1

= aφ(2k)/2 ≡ 1 (mod 2k),

kun a on pariton kokonaisluku ja k > 2. Koska siis kaikkien parittomien
lukujen kertaluku modulo 2k on pienempi kuin φ(2k), niin voidaan päätellä,
että ei ole olemassa primitiivisiä juuria modulo 2k.

Myöskään luvuilla, jotka ovat muotoa 2pk, missä p on pariton alkuluku
ja k positiivinen kokonaisluku, ei ole primitiivisiä juuria.

Lause 5.12. Jos luku n on sellainen positiivinen kokonaisluku, että n 6=
pk eikä n 6= 2pk, kun p on mikä tahansa alkuluku ja k on mikä tahansa
positiivinen kokonaisluku, niin luvulla n ei ole primitiivisiä juuria.
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Todistus. Vrt. [2, s. 352]. Olkoon luku n siis positiivinen kokonaisluku, joka
jaettuna alkutekijöihinsä on muotoa

n = pk11 p
k2
2 . . . pkm

m .

Tehdään vastaoletus, että luvulla n on primitiivinen juuri r. Tällöinhän
ordnr = φ(n) ja (r, n) = 1, joten on selvää, että myös (r, pk) = 1. Täs-
sä pk on jokin luvun n alkutekijäesityksessä esiintyvä alkuluvun potenssi.
Eulerin-Fermat’n lauseen 3.6 perusteella voidaan sanoa, että

rφ(pk) ≡ 1 (mod pk).

Olkoon sitten U lukujen φ(pk11 ), φ(pk22 ), . . . , φ(pkm
m ) pienin yhteinen moni-

kerta, ts. pienin sellainen kokonaisluku, joka on jaollinen kaikilla luvuista
φ(pk11 ), φ(pk22 ), . . . , φ(pkm

m ). Merkitään, että

U = [φ(pk11 ), φ(pk22 ), . . . , φ(pkm
m )].

Siis φ(pki
i ) | U aina, kun i = 1, 2, . . . ,m, joten

rU ≡ 1 (mod pki
i ),

kun i = 1, 2, . . . ,m. Käytetään sitten kiinalaista jäännöslausetta 2.5. Sen
mukaan

rU ≡ 1 (mod n),

mistä seuraa, että ordnr = φ(n) ≤ U . Koska Eulerin funktio on multiplika-
tiivinen (ks. lause 3.3), niin

φ(n) = φ(pk11 p
k2
2 . . . pkm

m ) = φ(pk11 )φ(pk22 ) . . . φ(pkm
m ).

Koska lisäksi osoitettiin, että φ(n) ≤ U , seuraa, että

φ(pk11 )φ(pk22 ) . . . φ(pkm
m ) ≤ [φ(pk11 ), φ(pk22 ), . . . , φ(pkm

m )].

Näin ollen täytyisi lukujen φ(pk11 ), φ(pk22 ), . . . , φ(pkm
m ) olla pareittain keske-

nään suhteellisia alkulukuja. Näin ei kuitenkaan aina ole, sillä φ(pk) = pk−1(p−
1). Tämähän tarkoittaa, että φ(pk) on parillinen, kun p on pariton tai kun
p = 2 ja k ≥ 2. Luvut φ(pk11 ), φ(pk22 ), . . . , φ(pkm

m ) ovat siis pareitain keskenään
suhteellisia alkulukuja vain, kun m = 1 ja n on jonkin alkuluvun potenssi
tai kun m = 2 ja n = 2pk, missä p on pariton alkuluku ja k positiivinen
kokonaisluku.
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5.4 Yhteenveto

Nyt kun on kahlattu läpi suuri joukko monimutkaisia lauseita primitiivisten
lukujen olemassaoloon liittyen, voidaan ne koota yhteen ja huipentaa tämän
tutkielman pääluku lauseeseen, joka kertoo, millä kaikilla kokonaisluvuilla on
primitiivisiä juuria.

Lause 5.13. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja olkoon n > 1. Luvulla n
on primitiivisiä juuria jos ja vain jos

n = 2, 4, pk tai 2pk,

missä p on pariton alkuluku ja k on positiivinen kokonaisluku.

Todistus. Lauseiden 5.5, 5.6, 5.9, 5.10, 5.11 ja 5.12 nojalla tämä väite pätee.

6 Diskreetti logaritmi, potenssinjäännökset ja

neliönjäännökset

Tässä luvussa käsitellään primitiivisten juurten ja niihin perustuvien käsittei-
den, diskreetin logaritmin, potenssinjäännösten sekä neliönjäännösten, käyt-
töä ratkaistaessa kongruenssiyhtälöitä.

6.1 Diskreetti logaritmi

Jos kokonaisluvulla on primitiivisiä juuria, sille voidaan määritellä diskree-
tit logaritmit. Diskreettien logaritmien avulla kongruenssiyhtälöiden ratkai-
seminen usein yksinkertaistuu. Seuraava määritelmä esittelee täsmällisesti
diskreetin logaritmin käsitteen.

Määritelmä 6.1. Olkoonm positiivinen kokonaisluku, jolla on primitiivinen
juuri r. Olkoon lisäksi a sellainen positiivinen kokonaisluku, että (a,m) = 1.
Silloin sellaista yksikäsitteistä kokonaislukua x, jolle pätee 1 ≤ x ≤ φ(m)

ja rx ≡ a (mod m), sanotaan luvun a r-kantaiseksi diskreetiksi logaritmiksi
(ts. indeksiksi) modulo m. Tätä merkitään indra.
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Esimerkki 6.1. Aiemmin on osoitettu, että 3 on primitiivinen juuri modulo
10. Etsitään luvun 7 3-kantainen diskreetti logaritmi modulo 10. Tässä esi-
merkissä siis r = 3, a = 7 ja m = 10. Koska 33 = 27 ≡ 7 (mod 10), niin
luvun 7 3-kantainen diskreetti logaritmi on 3. Siispä ind37 = 3.

Esimerkki 6.2. Luku 2 on primitiivinen juuri modulo 5, kuten esimerkki
4.6 osoittaa. Koska 5 on alkuluku, niin aina kun a = 1, 2, 3 tai 4, (a, 5) = 1.
Tiedetään (myös esimerkin 4.6 perusteella), että 21 ≡ 2 (mod 5), 22 ≡ 4

(mod 5), 23 ≡ 3 (mod 5) ja 24 ≡ 1 (mod 5). Näin ollen 2-kantaiset diskreetit
logaritmit modulo 5 ovat ind21 = 4, ind22 = 1, ind23 = 3 ja ind24 = 2.

Esimerkki 6.3. Luku 3 on myös primitiivinen juuri modulo 5 (ks. esimerkki
4.7). Koska 31 ≡ 3 (mod 5), 32 = 9 ≡ 4 (mod 5), 43 = 27 ≡ 2 (mod 5) ja
34 = 81 ≡ 1 (mod 5), niin 3-kantaiset diskreetit logaritmit modulo 5 ovat
ind31 = 4, ind32 = 3, ind33 = 1 ja ind34 = 2.

Edellisistä esimerkeistä huomataan, että kahdella eri primitiivisellä juu-
rella modulo 5 saadaan eri indeksit.

Esimerkki 6.4. Esimerkissä 4.9 osoitettiin, että 2 on primitiivinen juuri
modulo 13. Lasketaan nyt kaikki 2-kantaiset diskreetit logaritmit modulo 13.
Koska

21 ≡ 2 (mod 13), 22 ≡ 4 (mod 13), 23 ≡ 8 (mod 13), 24 ≡ 3 (mod 13),
25 ≡ 6 (mod 13), 26 ≡ 12 (mod 13),27 ≡ 11 (mod 13), 28 ≡ 9 (mod 13),

29 ≡ 5 (mod 13), 210 ≡ 10 (mod 13), 211 ≡ 7 (mod 13) ja 212 ≡ 1

(mod 13),

niin 2-kantaiset diskreetit logaritmit modulo 13 ovat:

ind21 = 12, ind22 = 1, ind23 = 4, ind24 = 2, ind25 = 9, ind26 = 5,
ind27 = 11, ind28 = 3, ind29 = 8, ind210 = 10, ind211 = 7 ja ind212 = 6.

Seuraava lause osoittaa, että diskreetillä logaritmilla on paljon samankal-
taisia ominaisuuksia kuin tavallisella logaritmilla. Kuten arvata saattaa, sen
perusteella diskreetti logaritmi on myös saanut nimensä. Tavallisesta logarit-
mista eroten diskreetin logaritmin tapauksessa ei käsitellä yhtäsuuruuksia,
vaan kongruensseja modulo φ(m).
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Lause 6.1. Olkoon m positiivinen kokonaisluku ja olkoon r primitiivinen
juuri modulo m. Olkoot lisäksi a ja b suhteellisia alkulukuja luvun m kanssa.
Silloin

1. indr1 ≡ 0 (mod φ(m)),

2. indr(ab) ≡ indra+indrb (mod φ(m)),

3. indrak ≡ k· indra (mod φ(m)), kun k on positiivinen kokonaisluku.

Todistus. Vrt. [2, s. 356]. 1. Lauseen 3.6 (Eulerin-Fermat’n lause) mukaan
tiedetään, että rφ(m) ≡ 1 (mod m). Koska r on primitiivinen juuri modulo
m, φ(m) on pienin mahdollinen sellainen positiivinen potenssi k luvulle r,
että rk ≡ 1 (mod m). Siispä indr1 = φ(m) ≡ 0 (mod φ(m)).

2. Diskreetin logaritmin määritelmän, kongruenssiyhtälöiden yleisten las-
kusääntöjen ja potenssien laskusääntöjen mukaan saadaan, että

rindr(ab) ≡ ab (mod m)

ja
rindra+indrb ≡ rindra · rindrb ≡ ab (mod m).

Täten
rindr(ab) ≡ rindra+indrb (mod m).

Käyttämällä sitten lausetta 4.3, saadaan, että

indr(ab) ≡ indra+ indrb (mod φ(m)).

3. Jälleen huomataan, että diskreetin logaritmin määritelmän ja yleisten
laskulakien perusteella

rindrak ≡ ak (mod m)

ja
rk·indra ≡ (rindra)k ≡ ak (mod m).

Siispä
rindrak ≡ rk·indra (mod m).

Kun taas otetaan avuksi lause 4.3, saadaan

indrak ≡ k · indra (mod φ(m)).
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Esimerkki 6.5. Esimerkissä 6.2 todettiin, että ind22 = 1 ja ind23 = 3.
Käyttämällä edellisen lauseen 6.1 kohtaa 2, saadaan

ind26 ≡ ind2(2 · 3) ≡ ind22 + ind23 ≡ 1 + 3 = 4 ≡ 4 (mod 5).

Lisäksi saman lauseen kohdan 3 perusteella

ind22
5 ≡ 5 · ind22 ≡ 5 · 1 ≡ 5 (mod 5).

Esimerkki 6.6. Ratkaistaan diskreetin logritmin avulla kongruenssiyhtälö

4x ≡ 2 (mod 7)

Osoitetaan ensin, että 5 on primitiivinen juuri modulo 7: Koska (5, 7) = 1

ja φ(7) = 6 sekä lisäksi 51 ≡ 5 (mod 7), 52 ≡ 4 (mod 7), 53 ≡ 6 (mod 7),
54 ≡ 2 (mod 7), 55 ≡ 3 (mod 7) ja 56 ≡ 1 (mod 7), niin 5 on primitiivinen
juuri modulo 7.

5-kantaiset diskreetit logaritmit modulo 7 ovat siis ind51 = 6, ind52 = 4,
ind53 = 5, ind54 = 2, ind55 = 1 ja ind56 = 3.

Nyt voidaan ratkaista kongruenssi käyttämällä apuna lausetta 6.1. Ote-
taan ensin kongruenssiyhtälöstä puolittain 5-kantainen diskreetti logaritmi.
Saadaan

ind5(4
x) ≡ ind52 (mod φ(7)).

Koska ind52 = 4, kongruenssiyhtälö saadaan muotoon

ind5(4
x) ≡ 4 (mod 6).

Käytetään sitten lauseen 6.1 kohtaa 3 pelkästään yhtälön vasempaan puoleen:

ind5(4
x) ≡ x · ind54 ≡ x · 2 (mod 6).

Tällöin koko kongruenssiyhtälö saadaan muotoon

2x ≡ 4 (mod 6),

jolloin kongruenssiyhtälöiden laskulakien perusteella

x ≡ 2 (mod
6

(6, 2)
)
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ja lopulta
x ≡ 2 (mod 3).

Kun tämä muutetaan sellaiseen muotoon, jossa moduluksena on 6, saadaan
ratkaisuksi, että x ≡ 2 (mod 6) tai x ≡ 5 (mod 6). Koska kongruenssiyhtälö-
ketju pätee myös toiseen suuntaan, nämä ovat kongruenssin 4x ≡ 2 (mod 7)

ratkaisut.

Esimerkki 6.7. Ratkaistaan kongruenssiyhtälö

7x3 ≡ 3 (mod 11).

Voidaan osoittaa, että 2 on primitiivinen juuri modulo 11. Lasketaan kaikki
2-kantaiset diskreetit logaritmit modulo 11. Ne ovat

ind21 = 10, ind22 = 1, ind23 = 8, ind24 = 2, ind25 = 4,
ind26 = 9, ind27 = 7, ind28 = 3, ind29 = 6 ja ind210 = 5.

Otetaan ensin kongruenssiyhtälöstä puolittain 2-kantainen diskreetti logarit-
mi:

ind2(7x
3) ≡ ind23 (mod 11).

Lauseen 6.1 ja laskettujen 2-kantaisten diskreettien logaritmien mukaan yh-
tälö saadaan ensin muotoon

ind27 + ind2(x
3) ≡ 8 (mod 10)

ja vielä edelleen muotoon

7 + 3 ind2x ≡ 8 (mod 10).

Kongruenssiyhtälön laskulakien perusteella

3 indx ≡ 1 (mod 10).

Koska 1 ≡ 21 (mod 10), niin yhtälö voidaan kirjoittaa muodossa

3 indx ≡ 21 (mod 10),

josta saadaan, että
indx ≡ 7 (mod

10

(10, 3)
).
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Näin ollen
ind2x ≡ 7 (mod 10)

Koska ind27 = 7, niin kongruenssiyhtälön ratkaisu on

x ≡ 7 (mod 11).

Yhtälöketju on voimassa myös toiseen suuntaan, joten ratkaisu on pätevä.

6.2 Potenssinjäännökset

Diskreetin logartimin avulla voidaan tutkia myös sellaisia muotoa xk ≡ a

(mod m) olevia kongruenssiyhtälöitä, missä a on jokin sellainen positiivinen
kokonaisluku, millä on primitiivinen juuri, ja (a,m) = 1. Lisäksi tarvitaan
potenssin jäännöksen käsite, mikä määritellään seuraavaksi.

Määritelmä 6.2. Olkootm ja k positiivisia kokonaislukuja ja olkoon (a,m) =

1. Luvun a sanotaan olevan luvun m k. potenssinjäännös, jos kongruenssiyh-
tälöllä xk ≡ a (mod m) on ratkaisu.

Kun halutaan tietää, onko luku a k. potenssinjäännös modulo m, tar-
vitsee siis ainoastaan määrittää, onko kongruenssiyhtälöllä xk ≡ a (mod m)

ratkaisua. Seuraava lause kertoo, milloin ko. kongruenssiyhtälöllä on ratkaisu.

Lause 6.2. Olkoon m sellainen positiivinen kokonaisluku, jolla on primitii-
vinen juuri. Olkoot myös k ja a positiivisia kokonaislukuja ja lisäksi olkoon
(a,m) = 1. Silloin kongruenssiyhtälöllä xk ≡ a (mod m) on ratkaisu, jos ja
vain jos

aφ(m)/d ≡ 1 (mod m),

missä d = (k, φ(m)). Jos kongruenssiyhtälöllä xk ≡ a (mod m) on ratkai-
suja, niitä (epäkongruentteja ratkaisuja) on täsmälleen d kappaletta modulo
m.

Todistus. Vrt. [2, s. 359]. Olkoon r primitiivinen juuri modulo m. Otetaan
kongruenssiyhtälöstä

xk ≡ a (mod m)
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puolittain r-kantainen diskreetti logaritmi. Saadaan

k · indrx ≡ indra (mod φ(m)).

Olkoon d = (k, φ(m)) ja y = indrx, joten x ≡ ry (mod m). Lauseen 2.4
mukaan voidaan päätellä, että kongruenssiyhtälöllä

ky ≡ indra (mod φ(m))

ei ole ratkaisua, jos d - indra. Jos taas d | indra, on olemassa täsmälleen
d kappaletta sellaisia kokonaislukuja y, jotka ovat epäkongruentteja modulo
φ(m) ja jotka toteuttavat kongruenssiyhtälön ky ≡ indra (mod φ(m)). Siis
on olemassa täsmälleen d kappaletta sellaisia kokonaislukuja x, jotka toteut-
tavat kongruenssiyhtälön k· indrx ≡ indra (mod φ(m)). Koska d | indra, jos
ja vain jos

(φ(m)/d) indra ≡ 0 (mod φ(m)),

ja koska tämä on voimassa, jos ja vain jos

aφ(m)/d ≡ 1 (mod m),

niin lause pätee.

Huomautus. Edellisen lauseen 6.2 perusteella voidaan sanoa, että jos p on
alkuluku, k on jokin positiivinen kokonaisluku ja a on suhteellinen alkuluku
luvun p kanssa, niin tällöin a on k. potenssinjäännös modulo p, jos ja vain
jos

a(p−1)/d ≡ 1 (mod p).

Tässä d = (k, p− 1).

Esimerkki 6.8. Tutkitaan, onko luku 3 neljäs potenssinjäännös modulo 17

eli onko kongruenssiyhtälöllä

x4 ≡ 3 (mod 17)

ratkaisua. Voidaan käyttää lausetta 6.2 (tai edellistä huomautusta) apuna.
Koska

316/(4,16) = 316/4 = 34 = 81 ≡ 13 (mod 17),

niin tiedetään, että kongruenssiyhtälöllä x4 ≡ 3 (mod 17) ei ole ratkaisua,
joten luku 3 ei ole 4. potenssinjäännös modulo 17.
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Esimerkki 6.9. Aikaisemmin (esimerkissä 4.9) on todettu, että 2 on primi-
tiivinen juuri modulo 13. Tutkitaan kongruenssia

x4 ≡ 2 (mod 13).

Tässä siis d = (4, φ(13)) = (4, 12) = 4. Koska

212/(4,12) = 212/4 = 23 ≡ 8 (mod 13),

niin kongruenssiyhtälöllä x4 ≡ 2 (mod 13) ei ole ratkaisua eli luku 2 ei ole 4.
potenssinjäännös modulo 13. Sen sijaan kongruenssiyhtälöllä

x4 ≡ 9 (mod 13)

on ratkaisu, sillä
93 ≡ 1 (mod 13).

Koska myös nyt d = 4, lauseen 4.9 nojalla tällä kongruenssiyhtälöllä on
täsmälleen 4 kappaletta epäkongruentteja ratkaisuja.

Nämä neljä ratkaisua voidaan etsiä käyttämällä apuna esimerkissä 6.4
laskettuja 2-kantaisia diskreettejä logaritmeja modulo 13. Otetaan aluksi
kongruenssiyhtälöstä 2-kantainen logaritmi puolittain. Saadaan

ind2(x
4) ≡ ind29 (mod 13).

Käytetään sitten esimerkin 6.4 tuloksia sekä lauseen 6.1 laskusääntöjä:

4 · ind2x ≡ 8 (mod 12).

Sitten voidaan käyttää kongruenssiyhtälöiden yleisiä laskusääntöjä ja saa-
daan

ind2x ≡ 2 (mod
2

(4, 12)
)

ja lopulta
ind2x ≡ 2 (mod 3).

Kongruenssiyhtälön neljä epäkongruenttia ratkaisua modulo 12 ovat siis ind2x =

2, 5, 8 ja 11. Ne kokonaisluvut, jotka vastaavat näitä 2-kantaisen diskreetin
logaritmin arvoja, ovat 4, 6, 9 ja 7. Näin ollen kongruenssiyhtälön x4 ≡ 9

(mod 13) ratkaisut ovat

x ≡ 4, 6, 7 ja 9 (mod 13).
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6.3 Neliönjäännökset

Neliönjäännökset ovat ikään kuin potenssinjäännösten erityistapauksia. Nii-
den avulla voidaan selvittää, onko muotoa x2 ≡ a (mod m) olevalla kongruens-
siyhtälöllä ratkaisua.

Määritelmä 6.3. Olkoon m positiivinen kokonaisluku. Kokonaislukua a sa-
notaan luvun m neliönjäännökseksi, jos (a,m) = 1 ja kongruenssiyhtälöllä
x2 ≡ a (mod m) on ratkaisu. Jos kongruenssiyhtälöllä x2 ≡ a (mod m) ei
ole ratkaisua, a on luvun m neliönepäjäännös.

Esimerkki 6.10. Etsitään luvun 11 neliönjäännökset ja neliönepäjäännök-
set. Lasketaan ensin lukujen 1, 2, . . . , 10 neliöt. Koska 12 ≡ 102 ≡ 1 (mod 11),
22 ≡ 92 ≡ 4 (mod 11), 32 ≡ 82 ≡ 9 (mod 11), 42 ≡ 72 ≡ 5 (mod 11) ja
52 ≡ 62 ≡ 3 (mod 11), niin neliönjäännökset modulo 11 ovat 1, 3, 4, 5 ja 9 ja
neliönepäjäännökset 2, 6, 7, 8 ja 10.

Huomautus. Esimerkissä 6.10 saadut tulokset siis tarkoittavat, että kongruens-
siyhtälöt

x2 ≡ 1 (mod 11)

x2 ≡ 3 (mod 11)

x2 ≡ 4 (mod 11)

x2 ≡ 5 (mod 11)

x2 ≡ 9 (mod 11)

ovat ratkeavia. Sen sijaan kongruessiyhtälöillä

x2 ≡ 2 (mod 11)

x2 ≡ 6 (mod 11)

x2 ≡ 7 (mod 11)

x2 ≡ 8 (mod 11)

x2 ≡ 10 (mod 11)

ei ole ratkaisuja.

Eulerin kriteerin avulla voidaan määrittää, onko luku a jonkin alkuluvun
neliönjäännös.
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Lause 6.3 (Eulerin kriteeri). Olkoon p pariton alkuluku (ts. alkuluku, joka
on suurempi kuin 2). Olkoot a jokin positiivinen kokonaisluku ja (a, p) = 1.
Tällöin luku a on luvun p neliönjäännös, jos ja vain jos a(p−1)/2 ≡ 1 (mod p).

Todistus. Vrt. [1, s. 181]. Oletetaan ensin, että a on luvun p neliönjäännös eli
kongruenssilla x2 ≡ a (mod p) on ratkaisu. Olkoon tämä ratkaisu x1. Koska
(a, p) = 1, niin tietenkin myös (x1, p) = 1. Tällöin Fermat’n pienen lauseen
3.7 nojalla

a(p−1)/2 ≡ (x2
1)

(p−1)/2 ≡ xp−1
1 ≡ 1 (mod p).

Oletetaan sitten, että a(p−1)/2 ≡ 1 (mod p). Olkoon lisäksi r primitiivinen
juuri modulo p. Silloin a ≡ rk (mod p), kun k on jokin sellainen kokonaisluku,
että 1 ≤ k ≤ p− 1. Tästä seuraa, että

rk(p−1)/2 ≡ a(p−1)/2 ≡ 1 (mod p).

Lauseen 4.1 mukaan luvun r kertaluvun, joka tässä tapauksessa on p − 1,
pitää jakaa eksponentti k(p − 1)/2. Luku k on siis parillinen kokonaisluku,
joten voidaan merkitä sitä k = 2j. Näin ollen

(rj)2 = r2j = rk ≡ a (mod p),

joten rj on kongruenssiyhtälön x2 ≡ a (mod p) ratkaisu. Täten on osoitettu,
että a on alkuluvun p neliönjäännös.

Voidaan myös miettiä, onko olemassa Eulerin kriteerin kaltaista menetel-
mää, millä saataisiin selville jonkin alkuluvun neliönepäjäännökset. Aiemmin
osoitettiin, että jos a on kokonaisluku, p on pariton alkuluku, (a, p) = 1 ja a
ei ole neliönjäännös modulo p, niin se on silloin neliönepäjäännös modulo p.

Tulon binomikaavan ja Fermat’n pienen lauseen 3.7 perusteella

(a(p−1)/2 − 1)(a(p−1)/2 + 1) = ap−1 − 1 ≡ 0 (mod p),

kun a on kokonaisluku, p on pariton alkuluku ja (a, p) = 1. Siis joko

a(p−1)/2 ≡ 1 (mod p) tai a(p−1)/2 ≡ −1 (mod p).

Molemmat eivät voi olla samaan aikaan voimassa, sillä muutoinhan olisi
1 ≡ −1 (mod p). Tämä ei voi päteä, koska p ei voi jakaa lukua 2, sillä
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se on pariton alkuluku. Koska alkuluvun p neliönepäjäännökset eivät toteuta
kongruenssiyhtälöä

a(p−1)/2 ≡ 1 (mod p),

niiden on pakko toteuttaa kongruenssiyhtälö

a(p−1)/2 ≡ −1 (mod p).

Huomautus. Näin on saatu kriteeri myös neliönepäjäännöksille: Luku a on
neliönepäjäännös modulo p, jos ja vain jos a(p−1)/2 ≡ −1 (mod p).

Esimerkki 6.11. Onko luku 8 neliönjäännös vai neliönepäjäännös modulo
13? Käytetään apuna lausetta 6.3: Koska

8(13−1)/2 = 86 = 262144 ≡ −1 (mod 13),

niin 8 on neliönepäjäännös modulo 13. Entä onko 4 neliönjäännös vai neliö-
nepäjäännös modulo 13? Koska

4(13−1)/2 = 46 = 4096 ≡ 1 (mod 13),

niin 4 on neliönjäännös modulo 13.

Alkulukujen neliönjäännöksiä ja neliönepäjäännöksiä voidaan merkitä Le-
gendren symbolilla. Legendren symboli tekee niillä operoimisen sujuvammak-
si.

Määritelmä 6.4 (Legendren symboli). Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon
(a, p) = 1. Legendren symboli määritellään seuraavasti:

(a/p) =

1, kun a on neliönjäännös modulo p

−1, kun a on neliöepäjäännös modulo p

Legendren symbolia merkitään usein myös
(
a
p

)
tai (a | p).

Esimerkki 6.12. Esimerkissä 6.10 laskettiin neliönjäännökset ja neliönepä-
jäännökset modulo 11. Koska neliönjäännökset ovat 1, 3, 4, 5 ja 9 ja neliön-
epäjäännökset 2, 6, 7, 8 ja 10, Legendren symboleina ne merkitään

(1/11) = (3/11) = (4/11) = (5/11) = (9/11) = 1

ja
(2/11) = (6/11) = (7/11) = (8/11) = (10/11) = −1.
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Legendren symboliin liityviä ominaisuuksia ja laskulakeja esitellään seu-
raavassa lauseessa.

Lause 6.4. Olkoon p pariton alkuluku ja olkoot a ja b sellaisia kokonaislukuja,
että (a, p) = 1 ja (b, p) = 1. Silloin Legendren symbolille pätee:

1. Jos a ≡ b (mod p), niin (a/p) = (b/p).

2. (a2/p) = 1.

3. (a/p) ≡ a(p−1)/2 (mod p).

4. (ab/p) = (a/p)(b/p).

5. (1/p) = 1 ja (−1/p) = (−1)(p−1)/2.

6. (ab2/p) = (a/p)(b2/p) = (a/p).

Todistus. Vrt.[1, s. 186].
1. Jos a ≡ b (mod p), kongruenssiyhtälöillä x2 ≡ a (mod p) ja x2 ≡ b

(mod p) täytyy olla täsmälleen samat ratkaisut. Ne siis ovat joko kumpikin
ratkeavia tai sitten kummallakaan ei ole ratkaisua. Näin ollen luvut a ja b
ovat joko molemmat neliönjäännöksiä modulo p tai molemmat neliönepä-
jäännöksiä modulo p. Siispä (a/p) = (b/p).

2. On osoitettava, että a2 on neliönjäännös modulo p eli että kongruens-
siyhtälö x2 ≡ a2 (mod p) on ratkeava. On selvää, että a on tämän kongrues-
siyhtälön ratkaisu, joten a2 on neliönjäännös modulo p ja Legendren symbolin
arvo on (a2/p) = 1.

3. Tämä kohta pätee suoraan Legendren symbolin määritelmän (mää-
ritelmä 6.4), Eulerin kriteerin (lause 6.3) sekä sen jälkeisen huomautuksen
seurauksena.

4. Kohdan 3 ja tulon potenssin laskusäännön perusteella

(ab/p) ≡ (ab)(p−1)/2 ≡ a(p−1)/2b(p−1)/2 ≡ (a/p)(b/p) (mod p).

5. Yhtälö (1/p) = 1 pätee kohdan 2 perusteella, koska 11 = 1. Kun kohtaa
3 sovelletaan lukuun a = −1, saadaan (−1/p) ≡ (−1)(p−1)/2 (mod p). Koska
luvut (−1/p) ja (−1)(p−1)/2 ovat kumpikin yhtä kuin −1 tai 1, tästä seuraa,
että (−1/p) = (−1)(p−1)/2.

6. Tämä kohtaa seuraa suoraan kohdista 2 ja 4.
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Edellisessa lauseessa esitetyt Legendren symbolin ominaisuudet ja las-
kusäännöt auttavat selvittämään jopa hieman monimutkaisimmissa tapauk-
sissa, onko toisen asteen kongruenssiyhtälöllä ratkaisua.

Esimerkki 6.13. Otetaan selvää, onko kongruenssiyhtälöllä x2 ≡ −26 (mod 11)

ratkaisua. Tehdään se laskemalla Legendren symbolin (−26/11) arvo. Lauseen
6.4 kohdan 4 perusteella

(−26/11) = (−1/11)(26/11).

Koska 26 ≡ 4 (mod 11), niin

(26/11) = (4/11),

ja koska esimerkissä 6.12 todettiin, että (4/11) = 1, niin tiedetään, että myös

(26/11) = 1.

Lauseen 6.4 kohdan 5 mukaan

(−1/11) = (−1)(11−1)/2 = (−1)5 = −1,

joten lopulta päädytään siihen, että

(−26/11) = (−1/11)(26/11) = (−1) · 1 = −1.

Näin ollen kongruenssiyhtälöllä x2 ≡ −26 (mod 11) ei ole ratkaisua, koska
Legendren symboli (−26/11) = −1.

7 Alkulukutestejä

Alkuluvut ovat jatkuvasti matemaatikoiden kiinnostuksen ja matemaattisen
tutkimuksen kohteena. Tässä luvussa käsitellään erilaisia alkulukutestejä, joi-
den avulla voidaan näyttää onko jokin kokonaisluku alkuluku vai ei käyttä-
mällä apuna kokonaislukujen kertaluvun käsitettä sekä primitiivisiä juuria.

Fermat’n pienen lauseen 3.7 käänteinen lause ei ole voimassa, ts. vaikka
olisi an−1 ≡ 1 (mod n), missä a on positiivinen kokonaisluku, n ei välttä-
mättä ole alkuluku. Kun tälle Fermat’n pienen lauseen käänteiselle lauseelle
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asetetaan oikeita lisäoletuksia, voidaan saada lause pätemään. Seuraavaksi
esitellään kolme tällaisilla lisäoletuksilla saatua pätevää lausetta: Fermat’n
pienen lauseen käänteinen lause Lucas’n mukaan, Pocklingtonin alkulukutesti
sekä siitä seuraava Prothin alkulukutesti.

Ranskalainen matemaatikko Edouard Lucas todisti seuraavan lauseen
vuonna 1876.

Lause 7.1 (Fermat’n pienen lauseen käänteinen lause Lucas’n mukaan). Ol-
koon n positiivinen kokonaisluku. Jos on olemassa sellainen kokonaisluku x,
että kongruenssit

xn−1 ≡ 1 (mod n)

ja
x(n−1)/q 6≡ 1 (mod n)

pätevät kaikilla luvun n− 1 alkutekijöillä q, niin silloin n on alkuluku.

Todistus. Vrt. [2, s. 366]. Oletetaan, että on olemassa sellainen kokonaisluku
x, että xn−1 ≡ 1 (mod n) ja x(n−1)/q 6≡ 1 (mod n). Lauseen 4.1 nojalla tällöin
ordnx | (n − 1). Osoitetaan sitten, että ordnx = n − 1. Tehdään vasta-
oletus, että ordnx 6= n− 1. Koska ordnx | (n− 1), niin on olemassa sellainen
kokonaisluku k, että n − 1 = k· ordnx. Koska lisäksi ordnx 6= n − 1, niin
voidaan sanoa, että k > 1. Olkoon q jokin luvun k alkutekijöistä. Tällöin

x(n−1)/q = x(k·ordnx)/q = x(ordnx)(k/q) = (xordnx)(k/q) ≡ 1 (mod n),

mutta tämä on ristiriidassa alkuperäisen oletuksen kanssa, joten voidaan pää-
tellä, että vastaoletus on väärä. Siis ordnx = n − 1. Nyt tiedetään, että
n − 1 =ordnx ≤ φ(n) ja φ(n) ≤ n − 1, koska Eulerin funktion φ(n) arvo
on aina korkeintaan n − 1. Näin ollen ei ole muuta mahdollisuutta kuin se,
että φ(n) = n − 1. Lauseen 3.1 perusteella voidaan nyt sanoa, että n on
alkuluku.

Esimerkki 7.1. Käytetään edellistä lausetta ja osoitetaan, että 17 on alku-
luku. Nyt siis n = 17, joten n − 1 = 16. Luvun 16 ainoa alkutekijä on 2,
koska 16 = 24. Olkoon x = 3. Koska

316 = 43046721 ≡ 1 (mod 17)
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ja
316/2 = 38 = 6561 ≡ −1 (mod 17),

niin luku 17 on alkuluku.

Jonkin verran helpommin käytettävä lause saadaan lauseen 7.1 seurauk-
sena.

Lause 7.2. Olkoon n pariton positiivinen kokonaisluku ja olkoon x sellainen
positiivinen kokonaisluku, että

x(n−1)/2 ≡ −1 (mod n)

ja
x(n−1)/q 6≡ 1 (mod n)

kaikilla luvun n− 1 parittomilla alkutekijöillä q. Silloin n on alkuluku.

Todistus. Vrt. [2, s. 366]. Oletuksen mukaan x(n−1)/2 ≡ −1 (mod n), joten

xn−1 = (x(n−1)/2)2 ≡ (−1)2 ≡ 1 (mod n).

Koska tällöin lauseen 7.1 oletukset pätevät, luku n on alkuluku.

Edellisissä lauseissa käytettiin hyväksi lukua n − 1, ja etenkin sen jakoa
alkutekijöihinsä, kun haluttiin osoittaa, että luku n on alkuluku. Luvun n−
1 alkutekijöihin jakaminen ei kuitenkaan aina ole helppoa. Kun käsitellään
suuria lukuja, se voi viedä paljon aikaa ja etenkin paljon voimia. Siksi siihen
ei tässä tutkielmassa paneuduta tarkemmin. Mutta jos alkutekijöihin jako
tunnetaan, kaksi edellistä lausetta, kuten myös seuraavat kaksi alkulukutestiä
(lauseet 7.3 ja 7.4), ovat erittäin käteviä ja hyödyllisiä.

Henry Pocklington keksi jakaa luvun n− 1 osiin. Merkitään n− 1 = FR,
missä F tarkoittaa luvun n− 1 jotain osaa (tekijää), mikä on jaettu alkute-
kijöihin. Osa R puolestaan tarkoittaa kyseisen luvun jäljellä olevaa tekijää,
mitä ei ole jaettu alkutekijöihin. Lauseen jälkeinen esimerkki selventää me-
netelmää.

Lause 7.3 (Pocklingtonin alkulukutesti). Olkoon n positiivinen kokonaisluku
ja olkoon n− 1 = FR, missä (F,R) = 1 ja F > R. Tällöin n on alkuluku jos
on olemassa sellainen kokonaisluku a, että (a(n−1)/q − 1, n) = 1 aina, kun q

on sellainen alkuluku, että q | F , ja an−1 ≡ 1 (mod n).
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Tämän todistuksen rakenne on varsin monimutkainen, joten sen lukemi-
nen vaatii erityistä tarkkuutta. Menetelmänä käytetään epäsuoraa todistus-
ta, jonka sisälle tulee vielä toinen epäsuora osatuloksen todistus.

Todistus. Vrt. [2, s. 368]. Olkoot oletukset kuten lauseessa sanotaan. Tehdään
vastaoletus, että n ei ole alkuluku, ts. oletetaan, että alkuluku p on luvun n
alkutekijä. Tällöin p ≤

√
n. Koska an−1 ≡ 1 (mod n) ja p | n, niin myöskin

an−1 ≡ 1 (mod p). Näin ollen lauseen 4.1 mukaan ordpa | n − 1. On siis
olemassa sellainen kokonaisluku t, että n− 1 = t·ordpa.

Oletetaan sitten, että q on jokin sellainen alkuluku, että q | F ja että qe

tarkoittaa sitä luvun q potenssia, mikä esiintyy luvun F alkutekijäesityksessä.
Osoitetaan, että q - t. Tehdään tämänkin asian osoittamiseksi vastaoletus,
että q | t. Silloin

a(n−1)/q = aordpa·(t/q) ≡ 1 (mod p).

Näin ollen p | a(n−1)/q − 1, ja koska lisäksi p | n, niin voidaan sanoa, että
p | (a(n−1)/q − 1, n). Tämä on ristiriita alkuperäisen oletuksen kanssa, joten
vastaoletus q | t on väärä eli q - t. Koska q | F , t· ordpa = n − 1 = FR ja
q - t, niin tiedetään, että qe | ordpa. Koska tämä pätee kaikille mahdollisille
luvun F alkutekijöille q, huomataan, että F | ordpa. Lauseen 4.2 perusteella,
koska p on alkuluku, ordpa | p − 1. Siispä F | p − 1, josta voidaan päätellä,
että F < p.

Oletuksen mukaan F > R ja n−1 = FR. Näin ollen tietenkin n−1 < F 2.
Tiedetään, että sekä luku n− 1 että luku F 2 ovat kokonaislukuja, joten siitä
että n− 1 < F 2 seuraa, että n ≤ F 2. Täten p > F ≥

√
n, mikä on ristiriita

sen kanssa, että p ≤
√
n. Vastaoletus on siis väärä ja voidaan päätellä, että

n on alkuluku.

Pocklingtonin alkulukutestiä, kuten myös aiemmin esiteltyä Fermat’n pie-
nen lauseen käänteistä lausetta Lucas’n mukaan, on hankala käyttää hyväk-
si ilman tietokoneen laskuapua myös muuten kuin hankalan alkutekijöihin
jaon takia, koska luvut kasvavat tavallisille laskumenetelmille (paperi, ky-
nä ja taskulaskin) liian suuriksi tutkittaessa suuria alkulukuja. Näytetään
Pocklingtonin alkulukutestin periaate kuitenkin seuraavan erittäin yksinker-
taisen esimerkin avulla, vaikka onkin selvää, että luku 13 on alkuluku.
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Esimerkki 7.2. Olkoon n = 13. Tällöin siis n − 1 = 12. Koska 12 = 4 · 3,
voidaan merkitä, että F = 4 = 22 ja R = 3. Pocklingtonin alkulukutestin
oletukset pätevät, sillä (4, 3) = 1 ja 4 > 3. Olkoon a = 2. Koska luku 2 on
luvun F = 4 ainoa alkulukutekijä, niin tässä esimerkissä q = 2. Näin ollen

an−1 = 212 = 4096 ≡ 1 (mod 13)

ja
a(n−1)/q − 1 = 212/2 − 1 = 26 − 1 = 64− 1 = 63.

Pitää vielä tutkia, mikä on lukujen 13 ja 63 suurin yhteinen tekijä. Euklei-
deen algoritmin ja esimerkin 2.2 mukaan (13, 63) = 1, joten Pocklingtonin
alkulukutestin (7.3) nojalla luku 13 on alkuluku.

Pocklingtonin alkulukutestin perusteella voidaan kehittää toinen hieman
yksinkertaisempi alkulukutesti, jonka ensimmäisenä todisti E. Proth vuonna
1878. Pocklingtonin testi on vuodelta 1914, joten todellisuudessa Prothin
alkulukutesti keksittiin näistä testeistä aiemmin.

Lause 7.4 (Prothin alkulukutesti). Olkoon n muotoa n = k2m + 1 oleva
positiivinen kokonaisluku. Tässä k on pariton kokonaisluku ja m sellainen
kokonaisluku, joka toteuttaa epäyhtälön k < 2m. Jos on olemassa sellainen
kokonaisluku a, että

a(n−1)/2 ≡ −1 (mod n),

niin n on alkuluku.

Todistus. Vrt. [2, s. 369]. Oletetaan, että

a(n−1)/2 ≡ −1 (mod n).

Osoitetaan väite todeksi näyttämällä, että (a(n−1)/2 − 1, n) = 1. Se, miksi
tehdään näin, selviää myöhemmin tässä todistuksessa. Oletetaan, että luku
d jakaa sekä luvun a(n−1)/2− 1 että luvun n. Tällöin oletuksen a(n−1)/2 ≡ −1

(mod n) perusteella d jakaa myös luvun a(n−1)/2+1. Näin ollen d jakaa lukujen
a(n−1)/2+1 ja a(n−1)/2−1 erotuksen, eli luvun (a(n−1)/2+1)−(a(n−1)/2−1) = 2.
Koska n on pariton, ei ole muuta mahdollisuutta kuin, että d = 1. Täten
kaikki Pocklingtonin alkulukutestin oletukset täyttyvät: n = k2m+1, n−1 =
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k2m, (2m, k) = 1, 2m > k, kaikilla kokonaisluvuilla a pätee (a(n−1)/2−1, n) = 1

(2 on ainoa alkuluku, joka jakaa luvun 2m) ja 1n−1 ≡ 1 (mod n). Siispä luku
n on alkuluku.

Sovelletaan myös Prothin alkulukutestiä hyvin yksinkertaisessa esimer-
kissä.

Esimerkki 7.3. Osoitetaan, että n = 3 · 22 + 1 = 13 on alkuluku. Nyt siis
k = 3 ja m = 2, joten k on pariton kokonaisluku ja myös ehto k < 2m on
voimassa. Kun a = 5, niin

a(n−1)/2 = 56 = 15625 ≡ −1 (mod 13),

joten Prothin alkulukutestin nojalla 13 on alkuluku.
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