TAMPEREEN YLIOPISTO

Pro gradu -tutkielma

Liisa Ilonen

Primitiiviset juuret

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Matematiikka
Joulukuu 2009




Tampereen yliopisto

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
ILONEN, LITSA: Primitiiviset juuret
Pro gradu -tutkielma, 49 s.
Matematiikka

Marraskuu 2009

Tiivistelma

Téassa tutkielmassa esitellaan lukijalle primitiivisen juuren kasite seké sen eri
ominaisuuksia ja kidyttomahdollisuuksia. Tutkielman tarkoituksena on lisak-
si maarittaa kaikki kokonaisluvut, joilla on primitiivisia juuria. Ensin osoi-
tetaan, ettéd jokaisella alkuluvulla on primitiivinen juuri. Lopulta pystytaan
nayttamasn, ettd primitiivisia juuria on lisdksi luvulla 4 seké kaikilla sellai-
silla positiivisilla kokonaisluvuilla, jotka ovat joko muotoa p* tai muotoa 2p*,
missé p on pariton alkuluku ja & positiivinen kokonaisluku. Muilla kokonais-
luvuilla ei ole primitiivisia juuria.

Primitiivisid juuria hyodyntden tutkielman toiseksi viimeisessa luvussa
maéadritelladn diskreetin logaritmin, potenssinjaénnoksen ja nelionjadnnoksen
késitteet. Niiden avulla voidaan ratkaista erilaisia kongruenssiyhtaloita. Vii-
meinen luku kasittelee alkulukutesteja. Siind esitellidn kolme testid, joilla

voidaan tehokkaasti tutkia, onko jokin luku alkuluku vai ei.
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1 Johdanto

Tama tutkielma liittyy yhteen matematiikan keskeisimmisté osa-alueista —
lukuteoriaan. Lukuteoria kisittelee padasiassa kokonaislukuja ja niiden omi-
naisuuksia. Koska tutkielman paédasiallisena aiheena ovat primitiiviset juuret,
luvut 4 ja 5 ovat tutkielman padluvut. Luvun 4 aluksi méaéritelladn kokonais-
luvun kertaluvun ja primitiivisen juuren késitteet, ja myohemmin samassa
luvussa esitelladn primitiivisia juuria koskevia tarkeitd lauseita. Luku 4 on
kohtalaisen helppotajuista matematiikkaa, mutta kun péadstdan lukuun 5,
missd méaaritelladn kaikki luvut, joilla on primitiivisid juuria, lauseiden to-
distukset muuttuvat hieman vaativammiksi. Luvussa 5 osoitetaan ensin, etté
kaikilla alkuluvuilla on primitiivinen juuri. Lopulta paadytéaan siihen, etté
luvuilla 2 ja 4 seka lisaksi kaikilla sellaisilla kokonaisluvuilla, jotka ovat muo-
toa p¥ tai 2p¥, missd p on pariton alkuluku ja k positiivinen kokonaisluku,
on primitiivinen juuri.

Tamén tutkielman lukeminen ei edellytd laajoja esitietoja: Riittda, et-
ta lukija tietda, mikd on alkuluku ja tuntee jonkin verran lukuteorian pe-
rusteita. Lisdksi olisi hyva hallita matemaattisia todistusmenetelmia kuten
epasuora todistus ja induktioperiaate. Luvussa 2 kidydaan 1api muita primi-
tiivisten juurten késittelyd varten tarvittavia maéaéritelmia ja lauseita, mm.
kongruenssin késite ja kiinalainen jadnnoslause.

Eulerin funktio ja Eulerin-Fermat'n lause liityvét oleellisesti primitiivisen
juuren kasitteeseen. Luvussa 3 madaritelladn Fulerin funktio, esitelldédn sen
tarkeitd ominaisuuksia ja todistetaan Eulerin-Fermat'n lause.

Paalukujen jalkeen keskitytdén primitiivisten juurten kayttomahdollisuuk-
siin ja sovelluksiin. Luvun 6 alaluvuissa ratkaistaan kongruenssiyhtaloita niis-
sd, maariteltyjen kasitteiden — diskreetin logaritmin, potenssinjédnnosten ja
nelionjadnnosten — avulla. Tutkielman paattaéd luku 7, jossa esitellddn kolme
alkulukutestia, jotka pohjautuvat kokonaisluvun kertaluvun ja primitiivisen
juuren késitteisiin. Niiden avulla voidaan méarittéaa, onko jokin kokonaisluku
alkuluku vai ei.

Tamén tutkielman padldhdeteoksena on kiytetty Kenneth H. Rosenin
FElementary Number Theory And Its Applications -kirjan viidetté painosta [2].

Paikoin on tukeuduttu myo6s vahvasti David M. Burtonin Elementary Number
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Theoryn viidenteen painokseen [1].

2 Valmistelevia tarkasteluja

Tutkielman varsinaisen paaluvun pohjaksi tarvitaan muutamia méaaritelmia
ja yksinkertaisia lauseita mm. jaollisuuteen ja kongruenssiin liittyen. Nama
ns. valmistelevat tarkastelut kidydadn lapi tassé luvussa. Kaikkia lauseita ei
valttamaéatta todisteta, koska tutkielman kannalta oleellista asiaa tarkastel-

laan vasta tulevissa luvuissa.

2.1 Jaollisuus ja kongruenssi

Koska tésséd tutkielmassa kiinnostus kohdistuu kokonaislukuihin, méaritel-
ldan aluksi, mitéd tarkoitetaan kokonaislukujen jaollisuudella ja mité kahden

kokonaisluvun suurimmalla yhteisella tekijalla.

Maaritelma 2.1 (Jaollisuus). Olkoot a ja b kokonaislukuja. Luku a jakaa
luvun b, jos on olemassa sellainen kokonaisluku ¢, ettd b = ac. Sanotaan, etté

a on luvun b jakaja ja merkitdén a | b. Mikéli a ei jaa lukua b, merkitaan
atb.

Maaritelma 2.2. Olkoot a ja b kokonaislukuja, joista ainakin toinen eroaa
luvusta 0. Talloin lukujen a ja b suurin yhteinen tekiji, merkitdén syt(a,b)
tai lyhyemmin (a,b), on suurin niistd kokonaisluvuista, jotka jakavat seka

luvun a ettéd luvun b.
Esimerkki 2.1. Lukujen 2 ja 6 yhteiset tekijat ovat 1 ja 2, joten (2,6) = 2.

Joskus suurimman yhteisen tekijin maéérittdminen on helppoa, kuten
edellinen esimerkki osoitti. Mutta kun tarkastellaan suurempia lukuja, tarvi-
taan apumenetelméd. Seuraavaksi esitelldén yleinen jakoalgoritmi ja heti sen
jalkeen Eukleideen algoritmi lauseessa 2.2. Eukleideen algoritmissa sovelle-
taan yleistd jakoalgoritmia niin monta kertaa, ettd saadaan selville kyseisten

kokonaislukujen suurin yhteinen tekija.



Lause 2.1 (Jakoalgoritmi). Jos a ja b ovat kokonaislukuja ja a > 0, niin on

olemassa sellaiset yksikdsitteiset kokonaisluvut q ja r, ettd
b=qa+r,
missda 0 < r < b.
Todistus. Ks. [1,s. 17]. O
Huomautus. Jakoalgoritmin lukua r sanotaan jakojddnndkseks:.

Lause 2.2 (Eukleideen algoritmi). Olkoot a = rq ja b = ry positiivisia koko-
naislukuja ja olkoon a > b > 0. Jos jakoalgoritmid voidaan soveltaa toistu-
vasti lukuihin r; nin, ettd r; = rjp1qj41 + rjp2, missd 0 < 149 < 141, kun
j=12....n=2jar, =0, niin silloin (a,b) = r,, eli lukujen a ja b suurin

yhteinen tekijd on jakoalgoritmin viimeinen nollasta eroava jakojadnnas.
Todistus. Ks. |2, s. 98]. O
Seuraava esimerkki havainnollistaa Eukleideen algoritmin kayttoa.

Esimerkki 2.2. Lasketaan Eukleideen algoritmin avulla lukujen 63 ja 13

suurin yhteinen tekijé eli (63, 13). Koska

63 =4-13+ 11,
13=1-11+2,
11=5-2+1]ja
2=2-1+0,

niin viimeinen nollasta eroava jakojddnnos on 1. Siispa (63,13) = 1.

Kiinnostavimpia téssa tutkielmassa ovat sellaiset kokonaislukuparit, joi-
den suurin yhteinen tekija on 1. Téllaisia kokonaislukuapareja sanotaan suh-

teellisiksi alkuluvuiksi.

Maaritelma 2.3. Luvut a ja b ovat suhteellisia alkulukuja, ts. keskenddn

jaottomia, jos (a,b) = 1.



Seuraavassa lauseessa otetaan esiin yksi suurimman yhteisen tekijan tér-
keistd ominaisuuksista: Osoitetaan, ettd kun kaksi kokonaislukua jaetaan nii-
den suurimmalla yhteisella tekijalla, saadut osamaarat ovat keskendédn suh-
teellisia alkulukuja eli niiden suurin yhteinen tekija on 1. Kyseinen lause
on yksinkertainen ja sen todistus epéoleellinen tédméan tutkielman kannalta,
joten todistus sivuutetaan. Lause on kuitenkin kéyttokelpoinen ja sité tar-
vitaan myOhemmin luvussa 4 todistettaessa, mikd on jonkin kokonaisluvun

potenssin kertaluku.

Lause 2.3. Olkoot a ja b kokonaislukuja ja olkoon (a,b) = d. Silloin (a/d,b/d)
1.

Todistus. Ks. |2, s. 90]. O

Kokonaislukujen jaollisuuteen kiinteésti liittyva ja téssé tutkielmassa hy-

vin suuressa roolissa oleva kongruenssin kasite maéaritelladn seuraavasti:

Maaritelmé 2.4 (Kongruenssi). Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Sano-
taan, ettd kokonaisluvut a ja b ovat kongruentteja modulo n, jos n | (a — b).
Tata merkitdén a = b (mod n). Jos n{ (a —b), merkitdédn a # b (mod n) ja

sanotaan, ettd a ja b ovat epdikongruentteja modulo n.

Kun kongruenssiyhtdlé on muotoa
ar =b (mod n),

missé x on tuntematon kokonaisluku, sitd sanotaan lineaariseksi kongruens-
siksi. Seuraava lause kertoo, milloin yhden muuttujan lineaarisella kongruens-

siyhtalolla ei ole ratkaisuja ja milloin on.

Lause 2.4. Olkoot a,b jan sellaisia kokonaislukuja, ettin > 0 ja (a,n) = d.
Jos d 1 b, niin kongruenssiyhtdlélld ax = b (mod n) ei ole ratkaisua. Jos
d | b, niin kongruenssiyhtilolli ax = b (mod n) on tismdlleen d keskenddn

epakongruenttia ratkaisua.

Todistus. Ks. |2, s. 154]. O



2.2 Kiinalainen jaannoslause

Kiinalainen jaannoslause, joka esitelldédn seuraavaksi, on oiva apukeino rat-
kaistaessa kongruenssiryhmié, missa on yksi tuntematon. MyShemmin tassé
tutkielmassa kiinalaista jadnnoslausetta sovelletaan, kun méaaritetadn, milld
luvuilla on primitiivisia juuria. Lause jatetdén todistamatta, koska todistus ei
ole oleellinen kokonaisuuden kannalta. Tasméllinen todistus l6ytyy kuitenkin

Rosenin kirjasta [2, s. 159].

Lause 2.5 (Kiinalainen jadnnoslause). Olkoot nq,na, ..., n, sellaisia positii-
wista kokonaislukuja, ettd ne ovat pareittain suhteellisia alkulukuja keskendadn.

Silloin kongruenssiryhmdlld

r=a; (mod ny)

xr=as (mod ny)

r=a, (modn,)

on yksikdsitteinen ratkaisu modulo N = ning - - - n,.

Todistus. Ks. |2, s. 159]. O

3 Eulerin funktio ja Eulerin-Fermat’n lause

3.1 Eulerin funktio

Aritmeettisella funktiolla tarkoitetaan sellaista funktiota, joka on méaritelty
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla. Seuraavaksi esitelldédn erds aritmeetti-
nen funktio, Fulerin funktio, jota merkitdéin tavallisesti kreikkalaisella kirjai-
mella ¢.

Maéritelmé 3.1 (Eulerin funktio). Olkoon n positiivinen kokonaisluku.
Maéritelladn Eulerin funktio ¢ siten, ettd ¢(n) on sellaisten positiivisten

kokonaislukujen r lukumééra, ettd 1 <r <nja (r,n) = 1.

Esimerkki 3.1. ¢(10) = |{1,3,7,9}| = 4.



Koska myohemmin téssa tutkielmassa ollaan erityisen kiinnostuneita al-
kuluvuista eri yhteyksissé, todistetaan seuraava Eulerin funktioon ja alkulu-

kuihin liittyva lause.

Lause 3.1. Jos p on alkuluku, niin ¢(p) = p — 1. Kddnteinen pdtee myds:
Jos p on sellainen positiivinen kokonaisluku, ettd ¢(p) = p — 1, niin p on
alkuluku.

Todistus. Vrt. |2, s. 241]. Oletetaan ensin, ettd p on alkuluku. Télléin jo-
kainen lukua p pienempi positiivinen kokonaisluku on suhteellinen alkuluku
luvun p kanssa. Koska néita lukuja on tietenkin p—1 kappaletta, ¢(p) = p—1.

Oletetaan sitten, ettd ¢(p) = p — 1. Tehdadén vastaoletus, ettd p ei ole
alkuluku. Téll6in joko p =1 tai p > 1 ja on olemassa sellainen kokonaisluku
d,ettdi 1 < d < pjad]|p Josp =1, nin ¢(p) # p — 1, koska ¢(1) = 1.
Jos taas 1 < d < pjad | p, luvut p ja d eivit ole keskendén suhteellisia
alkulukuja. Siis ainakin yksi lukua yksi suurempi ja lukua p pienempi luku,
jota siis merkitddan symbolilla d, ei ole suhteellinen alkuluku luvun p kanssa.
Néin ollen ¢(p) < p — 2. Syntyy ristiriita oletuksen kanssa, joten vastaoletus

on védrin. Siispéd luvun p on oltava alkuluku. O

Myohempéa kiayttoa varten tarvitaan lisdksi seuraava lause, joka kertoo

Eulerin funktion arvon jonkun alkuluvun korkeammalle potenssille.

Lause 3.2. Olkoon p alkuluku ja olkoon k posititvinen kokonaisluku. Silloin
k ko k—1 k 1
(") =p" —p" =p <1——>.
p
Todistus. Ks. |1, s. 130]. O

Yksi Eulerin funktion tdrkeimmistd ominaisuuksista on, ettd se on mul-
tiplikatiivinen, kuten monet muutkin aritmeettiset funktiot (ks. esim. [2,

s. 239]). Seuraava mééritelmé kertoo, mitd multiplikatiivisuus tarkoittaa.

Maaritelma 3.2. Aritmeettinen funktio f on multiplikatiivinen, jos f(mn) =

f(m)f(n) aina, kun m ja n ovat positiivisia kokonaislukuja ja (m,n) = 1.

Lause 3.3. Eulerin funktio on multiplikatiivinen, ts. ¢(mn) = ¢(m)p(n)

aina, kun (m,n) = 1.



Todistus. Ks. [1, s. 131]. O

Eulerin funktion multiplikatiivisuutta kdytetdan useita kertoja hyvéksi téa-
mén tutkielman padluvussa, kun maaritetdan kaikki ne kokonaisluvut, joilla
on primitiivisid juuria. Seuraava lause kertoo, ettd Fulerin funktion ¢(d) ar-
vojen summa kaikilla kokonaisluvuilla d, jotka jakavat luvun n, on yhta kuin

n.

Lause 3.4. Jos n on posititvinen kokonaisluku, niin

> 6(n) =n.

dln
Todistus. Ks. |2, s. 244]. O

Huomautus. Edellisessa lauseessa oleva summafunktio on identtinen funktio,

koska sen arvo muuttujalla n on n.

3.2 Eulerin-Fermat’n lause

Euler kehitti vuonna 1760 todistuksen lauseeseen, jossa oletuksesta (a,n) =1
seuraa, ettd a®™ =1 (mod n). T#td lausetta kutsutaan keksijinsi mukaan
FEulerin lauseekst tai Eulerin-Fermat’'n lauseeksi. Kyseisen lauseen todistami-
sen tueksi tarvitaan supistetun jadanndossysteemin madritelma ja sithen liityvé

lause, jotka esitellddn seuraavaksi.

Mairitelma 3.3. Supistettu jadnnossysteemi on joukko, jossa on ¢(n) al-
kiota, joista jokainen on jaoton luvun n kanssa ja joista mitkadn kaksi eri

alkiota eivit ole kongruentteja keskendén modulo n.

Esimerkki 3.2. Joukko {1,3,7,9} on supistettu jadnnossysteemi modulo
10.

Lause 3.5. Olkoon {7“1, ro, ... ,r¢(n)} supistettu jaanndossysteemis modulo n,
ja olkoon a sellainen positiivinen kokonaisluku, etti (a,n) = 1. Tdlldin myds

joukko {arl, ars, . .. ,ar¢(n)} on supistettu jadnndssysteems modulo n.



Todistus. Vrt. [2, s. 234|. Todistetaan ensin, ettd jokainen luku ar;, mis-
sé j = 1,2,...,¢(n), on jaoton luvun n kanssa. Tehd&én vastaoletus, etté
(arj,n) > 1. Silloin on olemassa jokin alkuluku p, joka jakaa luvun (ar;,n).
Siis joko p | a jap | n tai p | rj ja p | n. On kuitenkin mahdotonta, ettd p
jakaisi seka luvun r; ettd luvun n, silld r; kuuluu supistettuun jaannossystee-
miin modulo n eli (r;,n) = 1 aina, kun j = 1,2,..., ¢(n). Luku p el myoskiddn
voi jakaa sekd lukua a ettd lukua n, silld oletuksen mukaan (a,n) = 1. P&é-
dytéan siis ristiriitaan. Téten vastaoletus on véara ja voidaan paatellé, etté
ar; ja n ovat keskendédn jaottomia, kun j =1,2,...,¢(n).

Todistetaan sitten, ettd mitkéén kaksi eri lukua ar; (kunj =1,2,...,¢(n))
eivat ole kongruentteja keskendan modulo n. Tehddén taas vastaoletus, et-
td ar; = ary, (mod n), kun j # k ja 1l < j,k < ¢(n). Koska (a,n) = 1,
voidaan kongruenssiyhtdlén molemmat puolet jakaa luvulla @ niin, ettd mo-
dulus ei muutu. Saadaan r; = rp (mod n). TA&ma& on ristiriita, silld r; ja ry
eivat voi olla kongruentteja keskendan modulo n, silla ne kuuluvat oletuksen

mukaan samaan supistettuun jadnnossysteemiin modulo n. Téaten kaksi eri

lukua ar;, kun j = 1,2,...,¢(n), eivit ole kongruentteja keskenéén modu-
lo n, joten joukko {arl, arg, . .. ,ar¢(n)} on myos supistettu jadnnossysteemi
modulo n. O]

Nyt on kasassa kaikki tarvittava Eulerin-Fermat'n lauseen todistamista
varten. Tamé lause huomataan vield varsin hyodylliseksi tutkielman paélu-

vun yhteydessa.

Lause 3.6 (Eulerin-Fermat'n lause). Olkoot a jan kokonaislukuja. Jos (a,n) =

1, niin a®™ =1 (mod n).

Todistus. Vrt. [2, s. 235]. Olkoon joukko R = {rl,rg,...,r¢(n)} supistet-
tu jadnnossysteemi modulo n. T&lloin siis jokainen luvuista r; (kun i =
1,2...¢(n)) on suhteellinen alkuluku luvun n kanssa. Lauseesta 3.5 seuraa,
ettd myds joukko aR = {arl, arg, . .. ,ar¢(n)} on supistettu jaannossysteemi
modulo n. Néin ollen jokainen joukon aR alkioista on kongruentti jonkun
joukon R alkion kanssa modulo n. Kun siis kerrotaan kummankin joukon

alkiot keskendén, saadaan
ariary -« gy = rir2 - Tem) (mod n).
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Jarjestelladn sitten vasemmanpuoleisen tulon tekijat uudelleen:

AQ - QTITy Ty = T1T2 Tom) (mod n).

—~—
#(n) kpl

Siis
a®™Mriry gy =TT Temy  (mod n).

Koska (r;,n) = 1 aina, kun ¢ =1,2,...,¢(n), niin my6s (1172 .. . 4@y, n) = 1,

joten kongruenssiyhtéaloiden yleisten laskulakien perusteella kongruenssiyh-
talon molemmat puolet voidaan jakaa luvulla ri7rs...74,). Saadaan, etté
a®™ =1 (mod n). O

Seuraava Fermat’'n kehittama lause on Eulerin-Fermat’'n lauseen erikois-

tapaus ja sitd kdytetddn tdmaéan tutkielman péaaluvuissa.

Lause 3.7 (Fermat'n pieni lause). Olkoon p alkuluku ja olkoon a sellainen

positiivinen kokonaisluku, etti pta. Silloin a?~' =1 (mod p).

Todistus. Jos p on alkuluku, joka ei jaa lukua a, niin tietenkin silloin (a,p) =
1. Koska liséiksi ¢(p) = p — 1, niin Eulerin-Fermat’n lauseen nojalla a?~! = 1
(mod p). O

Kuten lahdekirjassa [2| sivulla 217 mainitaan, ei ole varmaa, todistiko
Fermat itse tdméan pienen lauseensa aukottomasti. Ensimmaéisend lauseen

todistuksen julkaisi Euler vuonna 1736.

4 Primitiiviset juuret

4.1 Kokonaisluvun kertaluku

Eulerin-Fermat™n lauseen 3.6 mukaan a®?™ = 1 (mod n), jos a on positii-
vinen kokonaisluku ja (a,n) = 1. Tiedetdén siis, ettd on olemassa ainakin
yksi positiivinen kokonaisluku x, joka toteuttaa kongruenssiyhtalon a® = 1

(mod n). Méaéritelladan kokonaisluvun kertaluvun késite seuraavasti:

Maaritelma 4.1. Olkoot kokonaisluvut a ja n kesken&ddn suhteellisia al-
kulukuja. T&ll6in pienintéd kongruenssiyhtilon a® = 1 (mod n) toteuttavaa
positiivista kokonaislukua x sanotaan luvun a kertaluvuksi modulo n ja mer-

kitdéan ord,a.
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Esimerkki 4.1. Etsitédén ordg2 eli luvun 2 kertaluku modulo 9. Koska 2! = 2
(mod 9), 22 =4 =4 (mod 9), 2° = 8 =8 (mod 9), 2* = 16 = 7 (mod 9),
25=32=5 (mod 9) ja 2° =64 =1 (mod 9), niin ordg2 = 6.

Esimerkki 4.2. Etsitdan sitten ords2 eli luvun 2 kertaluku modulo 5. Koska
2! = 2 (mod 5), 22 = 4 (mod 5), 2° = 3 (mod 5) ja 2* = 1 (mod 5), niin
OI'd52 = 4.

Lause 4.1. Olkoot a ja n keskenddn jaottomia kokonaislukuja ja olkoon

n > 0. Tdlloin o® =1 (mod n), jos ja vain jos ord,a | x.

Todistus. Vrt. |2, s. 334]. Oletetaan ensin, ettéd ord,a | . Luku z voidaan siis
kirjoittaa muodossa x = k-ord,a, missa k on jokin positiivinen kokonaisluku.
Talloin

T _ ak-ordna — (aordna)k = 1k -1

a (mod n).

Oletetaan sitten, ettd a® = 1 (mod n). Kayttamélla jakoalgoritmia eli lauset-

ta 2.1, luku = saadaan muotoon
r =q-ord,a+r,
missd g ja r ovat kokonaislukuja ja liséksi 0 < r < ord,a. Néin ollen
a® = @@t — (gordna)agT = or (mod n),

ja koska tiedetéén, ettd a® = 1 (mod n), saadaan a” = 1 (mod n). Merki-
tddn y =ord,a. Méaritelmén mukaan y on siis pienin sellainen positiivinen
kokonaisluku, ettd a¥ = 1 (mod n). Koska liséksi 0 < r < ord,a, ei ole muuta

mahdollisuutta kuin ettd r» = 0. Taten x = ¢- ord,a, joten ord,a | . O

Lause 4.2. Jos a ja n ovat keskenddin jaottomia kokonaislukuja ja n > 0,

niin ord,a | ¢(n).

Todistus. Vrt. |2, s. 335|. Koska (a,n) = 1, Eulerin- Fermat’'n lauseen 3.6
nojalla
a®™ =1 (mod n).

Lauseen 4.1 mukaan nyt ord,a | ¢(n). O
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Lause 4.2 on hyvin kiyttokelpoinen kertalukuja laskettaessa. Tiedetdan,
ettd luvun a kertaluku modulo n on jokin luvun ¢(n) tekijoistd. Kertalukua

selvitettéessi ei siis tarvitse valttdmatta tutkia kaikkia luvun a potensseja.

Esimerkki 4.3. Etsitddn luvun 3 kertaluku modulo 10. Esimerkin 3.1 perus-
teella tiedetédén, ettd ¢(10) = 4. Luvun 3 kertaluku modulo 10 on siis jokin
luvun 4 tekijoisté, eli 1, 2 tai 4. Koska 3' =3 (mod 10), 32 =9 (mod 10) ja
3* =81 =1 (mod 10), niin ord,,3 = 4.

Lause 4.3. Olkoot (a,n) =1 jan > 0. Silloin a' = o’ (mod n), missi i ja

J ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja, jos ja vain jos i = j (mod ord,a).

Todistus. Vrt. [2, s. 336]. Oletetaan ensin, ettd i = j (mod ord,a). Lisdksi
voidaan olettaa, ettd 0 < 7 < 4. Télloin luku ¢ voidaan kirjoittaa muodossa

1 = j + k-ord,a, missd k on jokin positiivinen kokonaisluku. Néin ollen

az — aj+k-ordna — a] (aordna)k

=d’ (mod n),

koska kertaluvun mééritelmin mukaan a®4* =1 (mod n).
Oletetaan sitten, ettd a’ = a/ (mod n) ja i > j. Koska oletuksen mukaan

(a,n) = 1, niin myds (a’,n) = 1. Saadaan
a'=da"7 =d’ (mod n),
josta seuraa kongruenssiyhtéalon peruslaskusdantojen perusteella, etta
a7 =1 (mod n).

Lauseen 4.1 mukaan tdstd seuraa, ettd ord,a jakaa luvun i — j eli i = j
(mod ord,a). O

Esimerkki 4.4. Esimerkissa 4.3 osoitettiin, ettd ord;o3 = 4. Kéayttamalla
lausetta 4.3 voidaan todeta, ettd 3 = 35 (mod 10), koska 2 = 6 (mod 4),
mutta 3' # 3% (mod 10), koska 1 # 3 (mod 4).

4.2 Primitiiviset juuret

Aiemmin todettiin, ettd kokonaisluvun kertaluku modulo n voi olla vain jokin

luvun ¢(n) tekijoistd. Suurin néista tekijoista on tietenkin ¢(n) itse.

13



Maaritelma 4.2. Olkoot r ja n keskendén jaottomia kokonaislukuja ja ol-
koon n > 0. Jos ord,r = ¢(n), niin lukua r sanotaan primitiiviseksi juureksi

modulo n.

Euler kehitti primitiivisen juuren késitteen vuonna 1773. Keksinto oli
varsin hyddyllinen: Kuten my6hemmin huomataan, primitiiviset juuret ovat
kiyttokelpoisia mm. kongruenssiyhtéloiden ratkaisemisessa seké erilaisten al-
kulukutestien perustana. Selvennetdan primitiivisen juuren késitettd muuta-

man esimerkin avulla.

Esimerkki 4.5. Esimerkissa 4.3 osoitettiin, ettd ord;p3 = 4. Koska ¢(10) =

4, luku 3 on primitiivinen juuri modulo 10.

Esimerkki 4.6. Aikaisemmin esimerkissd 4.2 osoitettiin, ettd ords2 = 4.

Luku 2 on siis primitiivinen juuri modulo 5, koska ¢(5) = 4.

Esimerkki 4.7. Myos luku 3 on primitiivinen juuri modulo 5, koska 3! = 3
(mod 5), 32 = 9 = 4 (mod 5) ja 3* = 81 = 1 (mod 5) (eli ords3 = 4) ja
¢(5) = 4.

Kokonaisluvulla voi siis olla useita primitiivisid juuria, kuten esimerkit
4.6 ja 4.7 osoittavat. Kaikilla kokonaisluvuilla ei kuitenkaan ole primitiivisié

juuria, mika naytetdan seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 4.8. Yritetdan etsid primitiivinen juuri modulo 12. Sellaisia lu-
kuja, jotka ovat lukua 12 pienempié ja jotka ovat keskendédn jaottomia sen
kanssa ovat 1, 5, 7 ja 11. Naiden lukujen kertaluvut modulo 12 ovat ord;s1 =1
ja ordjsh =ord;s7 =ordp11 = 2. Koska kuitenkin ¢(12) = 4, niin luvulla 12

ei ole primitiivisia juuria.

Osoitetaan vield myohempéd kiayttoa varten, ettd luku 2 on primitiivinen

juuri modulo 13.
Esimerkki 4.9. Luku 2 on primitiivinen juuri modulo 13, koska ¢(13) = 12
ja
21 =2 (mod 13), 22 =4 (mod 13), 2° =8 (mod 13), 2* =3 (mod 13),
26 =12 (mod 13) ja 22 =1 (mod 13).
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Huomautus. Tésséa tutkielmassa kiytetadn kahta eri tapaa sanoa, ettéd jokin
luku on jonkin toisen luvun primitiivinen juuri: Kun sanotaan, etta luku r
on luvun n primitiivinen juuri, se tarkoittaa samaa kuin se, ettd luku r on

primitiivinen juuri modulo n.

Tulevat todistukset helpottuvat, kun osoitetaan tédssa vaiheessa oikeaksi
véite, ettd luvun n primitiivisen juuren r ensimmaéiset ¢(n) potenssia muo-

dostavat supistetun jadnnossysteemin modulo n.

Lause 4.4. Olkoot n positiivinen kokonaisluku ja (r,n) = 1 ja olkoon r

primitiivinen juuri modulo n. Silloin kokonaisluvut

muodostavat supistetun jadnnossysteemin modulo n.

Todistus. Vrt. |2, s. 337]. Jotta primitiivisen juuren r ensimmaiset ¢(n) po-
tenssia muodostaisivat supistetun jadnnossysteemin, on naiden kaikkien po-
tenssien oltava ensinnékin jaottomia luvun n kanssa ja toisaalta epikongruent-
teja keskenddn.

Koska (r,n) = 1, niin tietenkin myds (r*, n) = 1 aina, kunk = 2,3,..., ¢(n),
joten ensimmainen ehto on voimassa.

Osoitetaan sitten, ettd mitkisn kaksi luvuista r, 72, ..., r®™ eivit ole kes-

kenddn kongruentteja. Oletetaan, etta

r"=7r/ (mod n)

Lauseen 4.3 perusteella voidaan sanoa, ettd i = j (mod ¢(n)). Koska 1 < i <
o(n) jal <j < ¢(n), niin ei ole muuta mahdollisuutta kuin ettd i = j. On
siis osoitettu, ettd mitkdan kaksi luvun r eri potenssia eivit ole kongruentteja
keskendén.

Néin ollen molemmat kaksi ehtoa ovat voimassa, joten kokonaisluvut

muodostavat supistetun jadnndssysteemin modulo n. O
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Esimerkki 4.10. Esimerkin 4.5 perusteella tiedetdan, ettd 3 on primitiivi-
nen juuri modulo 10. Talloin lauseen 4.4 mukaan luvun 3 neljé ensimmaisté

potenssia
3'=3 (mod 10),3°=9 (mod 10),3* =7 (mod 10)ja 3* =1 (mod 10)

muodostavat supistetun jadnnossysteemin modulo 10, koska ¢(10) = 4. Huo-
mataan, ettd jo aikaisemmin esimerkissd 3.2 osoitettiin, ettd {1,3,7,9} on
supistettu jadnnossysteemi modulo 10, joten myods {31!, 3% 33,31} on siis su-

pistettu jadnnossysteemi modulo 10.

Kokonaisluvulla siis joko on tai ei ole primitiivisia juuria. Jos kokonaislu-
vulla voidaan osoittaa olevan primitiivinen juuri, niitd on yleensa useita. Pri-
mitiivisten juurten lukumaaraa koskeva lause todistetaan vield tdmén luvun
lopussa. Sitd varten tarvitaan kuitenkin muutama kertalukuja ja primitiivisia

juuria koskeva aputulos.
Lause 4.5. Olkoon ord,a =t ja olkoon u positiivinen kokonaisluku. Silloin
ord,(a") =t/(t,u).

Todistus. Vrt. |2, s. 338]. Olkoon s =ord,(a"), v = (t,u), t = t1v ja u =
wyv. Télléin lauseen 2.3 perusteella (t1,u1) = 1. Koska t; = t/v = t/(t,u),
on osoitettava, ettd ord,(a") = t;. Kokonaisluvun kertaluvun mééaritelmén
mukaan on siis ndytettava, ettd (a*)* = 1 (mod n) ja ettd jos (a*)* = 1

(mod n), niin ¢; | s. Koska ord,a =t eli a* =1 (mod n), niin
(@) = (")) = (a") =1 (mod n).
Lauseen 4.1 perusteella tiedetdén, etté s | ¢1. Toisaalta tiedetdén, ettéa
(@)’ =a"=1 (mod n),

joten t | us, koska t =ord,a. Siispé t1v | ujvs, mika johtaa siihen, etté ¢; | uys.
Koska (t1,u1) = 1, on oltava niin, etté ¢; | s. Koska on paadytty siihen, etta
s | t; jat; | s, niin voidaan todeta, ettd s =t = t/v = t/(t,u), joten véite

on todistettu oikeaksi. O
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Esimerkki 4.11. Etsitdin luvun 23 kertaluku modulo 9. Esimerkissi 4.1
osoitettiin, ettd ordg2 = 6. Néin ollen lauseen 4.5 mukaan ordy2® = 6/(6,3) =
6/3 = 2.

Edellisen lauseen seurauksena saadaan seuraava lause, joka kertoo, mil-
& ehdolla " on primitiivinen juuri modulo n, jos r on primitiivinen juuri

modulo n.

Lause 4.6. Olkoon n sellainen kokonaisluku, ettd n > 2, ja olkoon r primi-
tisvinen juuri modulo n. Silloin myds r* on primitiivinen juuri modulo n, jos

ja vain jos (u,p(n)) = 1.
Todistus. Vrt. [2, s. 338|. Lauseen 4.5 mukaan

ord,r* =ord,r/(u, ord,r) = ¢(n)/(u, d(n)).

Téstéd voidaan paatella, etta r* on primitiivinen juuri modulo n, ts. ord,r* =
®(n), jos ja vain jos (u, p(n)) = 1. ]

Nyt voidaan todistaa primitiivisten juurten lukuméaéraa koskeva lause.

Lause 4.7. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Jos luvulla n on jokin primi-

tiwvinen juuri, niin silld on yhteensd ¢(¢p(n)) kappaletta primitiivisid juuria.

Todistus. Vrt. |2, s. 338|. Olkoon r primitiivinen juuri modulo n. Télléin

2 ..,r*™ muodostavat supistetun jainnossys-

lauseen 4.4 mukaan luvut r,r
teemin modulo n. Edellisen lauseen 4.6 perusteella r* on primitiivinen juuri
modulo n, jos ja vain jos (u,¢(n)) = 1. Téllaisia kokonaislukuja u on tie-
tenkin tdsmélleen ¢(¢p(n)) kappaletta, joten luvulla n on silloin tdsmélleen

¢(¢(n)) primitiivistd juurta. O

Esimerkki 4.12. Selvitetdén, kuinka monta primitiivistd juurta luvulla 13
on kayttamalla apuna lausetta 4.7. Esimerkissé 4.9 osoitettiin, ettd 2 on pri-
mitiivinen juuri modulo 13. Siispa lauseen 4.7 mukaan luvulla 13 on tasmal-
leen ¢(4(13)) = ¢(12) = |{1,5,7,11}| = 4 kappaletta primitiivisid juuria.
Koska 2! = 2 (mod 13), 2° = 6 (mod 13), 27 = 11 (mod 13) ja 2! =7
(mod 13), niin lauseen 4.7 todistuksen perusteella primitiiviset juuret modu-
lo 13 ovat 2,6,7 ja 11.
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5 Milla luvuilla on primitiivisia juuria?

Kuten edellisessa luvussa jo todettiin, kaikilla kokonaisluvuilla ei ole primitii-
visid juuria. On kuitenkin mielenkiintoista pohtia, milla luvuilla primitiivinen
juuri on olemassa. Jos tarkastellaan ensimmaista 30 positiivista kokonaislu-
kua, todetaan, ettd primitiivisid juuria on niisté luvuilla 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10,
11, 13, 14, 17, 18, 19, 22, 23, 25, 26, 27 ja 29. Nayttas silta, etté jokaisella al-
kuluvulla on primitiivinen juuri. Asia todistetaan tdsmaéllisesti my6hemmin
tassa luvussa. Lisédksi selvasti jokaisen parittoman alkuluvun kaikilla potens-
seilla on primitiivinen juuri (esimerkiksi 3% = 27 ja 5% = 25), mutta luvun 2
ainoa potenssi, jolle primitiivinen juuri 16ytyy, on 2% = 4. Vield voidaan miet-
tid, onko listan muilla kokonaisluvuilla 6, 10, 14, 18, 22 ja 26 jotain yhteista.
Huomataan, etté ne kaikki ovat yhté kuin jokin pariton alkuluku kaksinker-
taisena (esimerkiksi 2-3 = 6) tai jonkin parittoman alkuluvun jokin potenssi
kaksinkertaisena (esimerkiksi 2 - 3% = 18).

Primitiivisia juuria néyttaisi siis olevan kokonaisluvuilla 2 ja 4 seké kai-
killa niillé positiivisilla kokonaisluvuilla, jotka ovat muotoa p* tai 2p*, missi
p on pariton alkuluku ja k positiivinen kokonaisluku. Téssé luvussa esitetdaan

tasmalliset todistukset aiheeseen liittyen.

5.1 Primitiiviset juuret ja alkuluvut

Voidaan siis todistaa, kuten tehdédén tdaman alaluvun loppupuolella, etta jo-
kaisella alkuluvulla on primitiivinen juuri. Todistusta varten tarvitaan kui-

tenkin muutamia apulauseita mm. polynomikongruensseista.

Maéritelma 5.1. Olkoon f(z) kokonaislukukertoiminen polynomi. Sano-
taan, ettd kokonaisluku ¢ on polynomin f(x) juuri modulo m, jos f(c) =0

(mod m).

Selvésti ndhdéén, ettd jos ¢ on polynomin f(z) juuri modulo m, niin
my6s kaikki kokonaisluvut, jotka ovat kongruentteja luvun ¢ kanssa modulo

m, ovat polynomin f(z) juuria modulo m.

Lause 5.1 (Lagrangen lause). Olkoon f(x) = a,2"+a, 12" '+ - -+a1x+aq

astetta n oleva kokonaislukukertoiminen polynomi ja olkoon n > 1. Olkoon
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polynomin johtava kerroin a, jaoton luvulla p. Tdlloin polynomilla f(x) on

enintddan n kappaletta keskenddin epikongruentteja juuria modulo p.

Todistus. Vrt. |2, s. 341|. Todistetaan Lagrangen lause induktiolla.

Aloitetaan perusaskeleesta: Kun n = 1, niin f(z) = a;x + ap, missi
p 1 a;. Polynomin f(z) ratkaisu modulo p saadaan ratkaisemalla lineaarinen
kongruenssi a;x = —ay. Kaytetddn apuna lausetta 2.4. Sen perusteella tallé
lineaarisella kongruenssilla on tdsmélleen yksi ratkaisu, koska (a1, p) = 1. Siis
my6s polynomilla f(x) on tdsmélleen yksi ratkaisu, joten lause pétee, kun
n=1.

Tehd&éan sitten induktio-oletus eli oletetaan, etté lause patee polynomeil-
le, jotka ovat astetta n — 1. Olkoon f(z) astetta n oleva polynomi, jonka joh-
tava kerroin on jaoton luvulla p. Tehddan vastaoletus, ettéa talla polynomilla
on n+1 epékongruenttia juurta modulo p. Olkoot namaé juuret cg, ¢y, ..., ¢y 1

ja ¢,. Nain ollen f(cx) =0 (mod p), kun k =0, 1,...,n. Saadaan, ettd

f(x) = flco) =an(z" — cf) + ana (@™ =)+ + ar(x — o)
(1 — o) (" 4 22+ - 4w 4 )
+ano1(z — co)(@ 2+ 2" Beg 4 -+ xS 4 2)
+ -t ar(r—c)

=(z = co)g (),

missé g(z) on sellainen astetta n — 1 oleva polynomi, jonka johtava kerroin
on a,. Osoitetaan nyt, ettd ci,ca, ..., -1 ja ¢, ovat kaikki polynomin g(x)
juuria modulo p. Olkoon k sellainen kokonaisluku, ettd 1 < k& < n. Koska
F(ex) = fleo) (mod p), niin

flex) — f(eo) = (cx — co)g(cr) =0 (mod p).

Téstd seuraa, ettd g(cg) = 0 (mod p), koska ¢ — ¢o Z 0 (mod p), joten
¢x on polynomin g(x) juuri modulo p. Néin ollen polynomilla g(x), joka on
astetta n — 1 ja jonka johtava kerroin on jaoton luvulla p, olisi n kappalet-
ta epakongruentteja juuria modulo p, mutta tdméa on ristiriidassa induktio-
oletuksen kanssa. Siispéd polynomilla f(x) ei voi olla kuin korkeintaan n kap-
paletta epakongruentteja juuria modulo p.

Téaten induktioperiaatteen nojalla Lagrangen lause pétee. O]
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Huomautus. Lagrangen lause tarkoittaa siis toisin sanoen sité, ettd kun po-
lynomi f(z) on sellainen kuin Lagrangen lauseessa ja a, Z 0 (mod p), niin

kongruenssilla
f(x) =0 (mod p)
on enintadn n kappaletta epakongruentteja ratkaisuja modulo p.

Lagrangen lauseen seurauksena saadaan seuraava lause.

Lause 5.2. Olkoon p alkuluku ja d sellainen kokonaisluku, ettid d | p — 1.
Silloin kongruenssilla
2 —1=0 (mod p)

on tasmdlleen d epdakongruenttia ratkaisua.

Todistus. Vrt.[1, s. 163] ja |2, s. 342]. Koska luku d jakaa luvun p — 1, on

olemassa sellainen kokonaisluku e, ettd p — 1 = de. Voidaan siis kirjoittaa
2Pt — 1= (2 — 1) (z¥e) g 24D ot 1) = (2 = 1)g().

Fermat’'n pienen lauseen 3.7 mukaan kongruenssilla 27~ — 1 = 0 (mo
on p — 1 kappaletta juuria. Siis jokainen kongruenssin 2’~* —1 =0 (mo
juuri on joko kongruenssin ¢ — 1 = 0 (mod p) tai kongruenssin g(z) = 0
(mod p) juuri.

Lagrangen lauseen (5.1) ja etenkin sen jilkeisen huomautuksen perus-
teella kongruenssilla g(x) = 0 (mod p) on korkeintaan d(e — 1) = p —d — 1.
Koska jokaisen kongruenssin z7~! — 1 = 0 (mod p) sellaisen juuren, joka ei
ole kongruenssin g(z) = 0 (mod p) juuri, on oltava kongruenssin z¢ — 1 =0
(mod p) juuri, on kongruenssilla 2¢ —1 = 0 (mod p) vihintiin (p—1) — (p—
d — 1) = d epakongruenttia juurta modulo p. Toisaalta Lagrangen lauseen
mukaan ko. kongruenssilla on korkeintaan d epakongruenttia juurta modulo
p. Siispé voidaan péitelli, ettd kongruessilla z¢ — 1 =0 (mod p) on tismil-

leen d epékongruenttia juurta modulo p. O]

Apulause 5.3. Olkoon p alkuluku ja olkoon d jokin sellainen positiivinen
kokonaisluku, ettd d | p— 1. Silloin sellaisia positiivisia kokonaislukuja, jotka

ovat pienempid kwin p ja joiden kertaluku modulo p on d, on korkeintaan

¢(d) kappaletta.
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Todistus. Vrt. [2, s. 342]. Merkitéén, ettd F(d) on niiden positiivisten ko-
konaislukujen lukumééré, jotka ovat pienempia kuin p ja joiden kertaluku
modulo p on d. Téytyy siis osoittaa, ettd F'(d) < ¢(d). Jos F(d) = 0 eli jos
ei ole yhtaan sellaista kokonaislukua a, jonka kertaluku modulo p olisi d, on
selvad, ettd F(d) < ¢(d). Jos taas F(d) > 0, tiedetdén, ettd on olemassa
jokin sellainen kokonaisluku a, jonka kertaluku ord,a = d. Télléin luvun a

ensimmaiset d potenssia eli luvut

ovat keskenaén epakongruentteja modulo p. Koska ord,a = d, niin al =1

(mod p). Tésté seuraa, etté

("= (a)* =1 (mod p)

4 ovat

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k, joten kaikki luvuista a, a?, ..., a
kongruenssiyhtalon

z?—1=0 (mod p)

ratkaisuja. Keskenddn epékongruentteja ratkaisuja talld kongruenssiyhtalol-
14 on lauseen 5.2 perusteella d kappaletta. Néin ollen voidaan sanoa, etté
jokainen néistd ratkaisuista on kongruentti jonkun luvun a potenssin (siis
jonkun luvuista a, a?, ..., a?) kanssa. Lauseen 4.5 mukaan tiedetéiiin, etti jos
ord,a = d, niin ord,a* = d aina kun (k, d) = 1. Sellaisia lukuja k, joille pétee,
ettd 1 < k < d ja (k,d) = 1, on tietenkin tdsmaélleen ¢(d) kappaletta. Néin
on siis osoitettu, ettd jos on olemassa jokin sellainen kokonaisluku a, jonka
kertaluku modulo p on d, téllaisia kokonaislukuja on ¢(d) kappaletta, joten
F(d) < 6(d). =
Lause 5.4. Olkoon p alkuluku ja olkoon d jokin sellainen positiivinen koko-

naisluku, etti d | p — 1. Silloin sellaisia keskenddin epdkongruentteja koko-

naislukuja, joiden kertaluku modulo p on d, on ¢(d) kappaletta.

Todistus. Vrt. |2, s. 343]. Merkitdén kuten edellisenkin lauseen todistuksessa,
ettd F'(d) kertoo niiden positiivisten kokonaislukujen lukuméérén, jotka ovat
pienempia kuin p ja joiden kertaluku modulo p on d. Koska p on alkuluku,
d t p, mutta koska d kuitenkin jakaa luvun p — 1, niin

p—1=> F(d).

dlp—1
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Toisaalta lause 3.4 kertoo, etta

p—1=">_ ¢(d)

dlp—1

ja apulause 5.3 etté
F(d) < ¢(d),

kun d | p — 1. Ndhd&én selvasti, ettd

d_Fd) =) o(d),

dlp—1 dlp—1
josta voidaan paatelld edelleen, ettd F'(d) = ¢(d) aina, kun d | p — 1. Koska
F(d) tarkoittaa niiden positiivisten kokonaislukujen lukuméarié, jotka ovat
pienenpia kuin p ja joiden kertaluku modulo p on d, niin voidaan sanoa

tallaisia lukuja olevan tédsmélleen ¢(d) kappaletta. O

Nyt voidaan todistaa taméan alaluvun térkein tulos eli viite, etté jokaisella
alkuluvulla on primitiivinen juuri. Euler yritti todistaa tdmén lauseen kehi-
tettyddn primitiivisen juuren késitteen, mutta hianen todistuksensa osoittau-
tui epéapateviksi. Ensimmaisena vaitteen todisti oikeaksi Lagrange vuonna
1769. |2, s. 336].

Lause 5.5. Jokaisella alkuluvulla on primitiivinen juuri.

Todistus. Vrt. |2, s. 343]. Olkoon p alkuluku. Koska p — 1 | p — 1, edellisen
lauseen (5.4) nojalla on olemassa ¢(p — 1) kappaletta sellaisia epdkongruent-
teja kokonaislukuja, joiden kertaluku modulo p on p — 1. Primitiivisen juuren
mééritelmén (4.2) mukaan (ja koska ¢(p) = p—1, kun p on alkuluku) jokainen
néistd luvuista on primitiivinen juuri, joten voidaan todeta, etté alkuluvulla

p on ¢(p — 1) primitiivistd juurta. O

5.2 Muut kokonaisluvut, joilla on primitiivisid juuria

Tamén luvun 5 alussa tarkasteltiin ensimmaistad kolmeakymmenta positiivis-
ta kokonaislukua, tutkittiin niiden primitiivisten juurten mahdollista olemas-

saoloa ja piiteltiin, ettd kaikilla muotoa p2, p* tai 2p* (missd p on pariton
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alkuluku ja k positiivinen kokonaisluku) olevilla luvuilla on primitiivisié juu-
ria. Téssé alaluvussa osoitetaan tasmallisesti namé péaatelmat oikeiksi. Tie-
tenkin on muistettava aiemmin osoitettu tulos, ettéd jokaisella alkuluvulla p
on primitiivinen juuri.

Todistetaan ensin lause, jonka mukaan luvulla p? on primitiivinen juuri

aina, kun p on pariton alkuluku.

Lause 5.6. Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon r primitiivinen juuri modulo

p. Téllgin joko r tai r + p on primitiwinen juuri modulo p?.

Todistus. Vrt. [2, s. 347|. Olkoon p alkuluku ja olkoon r primitiivinen juuri

modulo p. Silloin méaritelmén 4.2 ja lauseen 3.1 mukaan

ord,r = ¢(p) =p — 1.

Merkitddn sitten symbolilla n luvun r kertalukua modulo p?, ts. n =ord,:r,
joten
=1 (mod p?).

Talloin kongruenssin mééritelmén 2.4 nojalla p? | 7 — 1. Néin ollen tietenkin
myos p | 7™ — 1, joten

r"=1 (mod p).

Lauseen 4.1 perusteella p — 1 | n, koska p — 1 =ord,r. Toisaalta lauseen 4.2
perusteella n | ¢(p?), joten p—1 | ¢(p*). Lauseen 3.2 mukaan ¢(p?) = p(p—1),
joten n | p(p — 1). Koska p— 1| njan | p(p—1), niin joko n = p — 1 tai
n=p(p—1). Josn=p(p—1), tAmé tarkoittaa, ettd r on primitiivinen juuri
modulo p?, koska

n = order = ¢(p*) = p(p — 1).

Mikali taas n = p — 1, niin
"' =1 (mod p?)

ja silloinhan r ei ole primitiivinen juuri modulo p?.

Merkitédan sitten, ettd s = r + p. Koska r on primitiivinen juuri modulo p
jas =r (mod p), myds s on primitiivinen juuri modulo p. Olkoon m =ord,s.
Silloin

s"=1 (mod p?).
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Talloin myos

s™=1 (mod p)
ja jélleen lauseen 4.1 mukaan p — 1 | m, koska ¢(p) =ord,s = p— 1. Toisaalta
lauseen 4.2 nojalla m | ¢(p*) = p(p — 1), joten voidaan péitelld, etti m =
p — 1 tai m = p(p — 1). Osoitetaan seuraavaksi, ettd m =ord,zs = p(p — 1)
ndyttdmalla toinen tapaus ordy,.s = p — 1 mahdottomaksi. Halutaan siis

osoittaa, ettd sP~! # 1 (mod p?). Kiytetiin yleistd binomikaavaa ja saadaan

—1
S =(r P = (p = 1) (p 5 )Tp‘3p2 +o

=r" 4 (p—1prP~?  (mod p?).
Aiemmin todettiin, ettd r»~! =1 (mod p?), joten
ST=14+(p-Dp?2=1—prP? (mod p?).

Jotta kongruenssi sP~' = 1 (mod p*) pitisi, pitiisi pited myds se, etti
pr’=2 = 0 (mod p?). Téméi kuitenkin vaatisi, etté olisi 7772 = 0 (mod p),

miké ei voi pitdd paikkaansa, silla p { r. Néin ollen
121 (mod p?).

Nyt on néytetty, ettd ord,es # p— 1. On siis selvéd, ettd ord,es = p(p—1) =
#(p?), joten s = 7 + p on primitiivinen juuri modulo p®. Niin ollen aina joko

r tai r + p on primitiivinen juuri modulo p?. O

Seuraavaksi otetaan kiisittelyyn luvut, jotka ovat muotoa p*, missi p on
pariton alkuluku ja £ jokin positiivinen kokonaisluku. Todistetaan, ettd muo-
toa p”* olevalla luvulla on primitiivinen juuri. Sen todistamisen avuksi tarvi-

taan kaksi apulausetta, jotka todistetaan ensin.

Apulause 5.7. Olkoon p pariton alkuluku. Silloin on olemassa sellainen pri-

matiivinen juuri modulo p, ettd
rP 121 (mod p?).

Todistus. Vrt. |1, s. 170]. On osoitettu, ettd kun p on alkuluku, niin silla

on primitiivisid juuria. Olkoon r jokin primitiivinen juuri modulo p. Mikali
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rP~1 £ 1 (mod p?), niin viite pétee. Oletetaan, ettd niin ei ole, ts. ettd
rP~1 = 1 (mod p?). Korvataan r luvulla s = r + p, joka tietenkin myds
on primitiivinen juuri modulo p. Kaytetdan jalleen yleistd binomikaavaa ja

saadaan, etti
=+ pP =P+ (p—1)prP?  (mod p?).
Koska juuri oletettiin, ettd = =1 (mod p?), niin
L =1—prP? (mod p?).

Huomataan, ettii alkuperiinen viite pétee, jos prP~2 eroaa nollasta. Tiede-
tiddn, ettd p on pariton alkuluku (eli p > 3), joten prP=2 = 0 pitisi vain,
jos 7772 = 0. Koska r on primitiivinen juuri modulo p, niin (r,p) = 1, jo-
ten p 4 rP72. Taten myoskadn P2 ei voi olla yhtéd kuin 0 ja viite r?~1 # 1

(mod p?) pétee. O

Apulause 5.8. Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon r primititvinen juuri
modulo p. Olkoon lisiksi P~1 # 1 (mod p?). Silloin

PP £ (mod p*)
katkilla positiivisilla kokonaisluvuilla k > 2.

Todistus. Vrt. |1, s. 170]. Todistetaan tamé apulause induktiolla luvun k
suhteen.

Aloitetaan perusaskeleesta, eli olkoon k = 2. Tallsin r?" “(P—1) = pp=1 £ 1
(mod p?), joten oletuksen perusteella viite pitee, kun k = 2.

Tehdaén induktio-oletus, ettd viite pétee jollekin luvulla k& > 2. Suorite-
taan sitten induktioaskel ja osoitetaan, ettd viite péatee myos luvulla k + 1.
Lauseen 3.2 mukaan p*2(p —1) = pF~1 —p*=2 = ¢(p*~1). Tdmin ja Eulerin-

Fermat'n lauseen (lause 3.6) nojalla

kfl)

PP e

1 (mod p").

Induktio-oletuksen r?"*®*=1) #£ 1 (mod p¥) perusteella on olemassa sellainen

kokonaisluku a, ettd p 1 a ja
Tpk72(p_1) =1+ apk:—l'
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Korotetaan molemmat puolet potenssiin p. Tarvitaan jalleen yleistd binomi-

kaavaa:
Tpk—l(pfl) _ (1 + apkfl)p

=1+p(ap"™) + (g) (ap™ )2 4 (@t

=1+ap® (mod p*™).

Koska p 1 a, niin
PO £ 1 (mod pMtY,

joten viite patee myos luvulla k£ 4+ 1. Néain ollen induktioperiaatteen nojalla

vaite on voimassa. ]

Nyt voidaan todistaa, ettd muotoa p* olevalla luvulla on primitiivinen

juuri kayttamalla apuna kahta edellistd apulausetta.

Lause 5.9. Olkoon p pariton alkuluku ja k mikd tahansa postiivinen koko-
naisluku. Silloin luvulla p* on primitiivinen juuri. Jos r on primitiwvinen

Juuri modulo p?, niin se on myds primitisvinen juuri modulo p*.

Todistus. Vrt. [1, s. 171]. Olkoon r primitiivinen juuri modulo p ja olkoon
7?01 £ 1 (mod p*). Primitiivinen juuri r voidaan valita télli tavalla
apulauseen 5.8 nojalla. Osoitetaan, ettd r on mydskin primitiivinen juuri mo-
dulo p* kaikilla kokonaisluvuilla k. Olkoon n =ord.r eli r* = 1 (mod p*).
Lauseen 4.1 mukaan n | ¢(p*) ja lauseen 3.2 mukaan ¢(p*) = p* — pF~1 =
pF1(p — 1). Koska ™ = 1 (mod p*), niin tiedetdiin myds, ettd r" = 1
(mod p), joten p — 1 | n. Tilanne on siis sellainen, ettid n | p*~1(p — 1) ja
p— 1| n. Tamé tarkoittaa, ettd n = p™(p — 1), missd 0 < m < k — 1. Mikali
olisi niin, ettd n # p*~1(p — 1), niin téytyisi luvun p*~2(p — 1) olla jaollinen
luvulla n. Se siis voitaisiin kirjoittaa muodossa p*~2(p — 1) = In, missi [ on

jokin kokonaisluku. Siitad seuraisi, etta
Tpk72(p71) _ Tln _ (T’n)l =1 (mod pk>,

koska " = 1 (mod p*). Témé on ristiriita oletuksen r#"*®=1) % 1 (mod p¥)
kanssa, joten ainoa mahdollisuus on, etti n = p*~1(p — 1) = ¢(p*), joten r

on my6s primitiivinen juuri modulo p*. 0
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Osoitetaan vield, ettd kaikilla muotoa 2p*, missd p on pariton alkuluku

ja k positiivinen kokonaisluku, olevilla luvuilla on primitiivinen juuri.

Lause 5.10. Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon k posititvinen kokonaisluku.
Silloin luvulla 2p* on primitiivinen juuri. Jos r on primitiivinen juuri modulo
p ja jos T on pariton, niin v on myds primitiwvinen juuri modulo 2p*. Jos taas
r on parillinen primitiivinen juurt modulo p, nitn r—+p on primitiivinen juurs

modulo 2p”.

Todistus. Vrt. [1, s. 171]. Olkoon 7 primitiivinen juuri modulo p*. Edellisen
lauseen 5.9 mukaan sellainen on olemassa. Voidaan olettaa, ettd r on pariton,
koska jos se olisi parillinen, niin silloin r+p*, joka myds on primitiivinen juuri
modulo p*, olisi pariton. Niin ollen (r,2p*) = 1. Merkit#in, ettd n =ord,xr.
Lauseen 4.2 perusteella

n | ¢(2p").

Koska ™ = 1 (mod 2p*), niin myds r® = 1 (mod p*). Téten ¢(p*) | n.

Eulerin funktion multiplikatiivisuuden (lause 3.3) nojalla

$(20%) = 6(2)0(p") = o(p"),

joten ei ole muuta mahdollisuutta kuin se, etti n = ¢(2p*). Siispid r on

primitiivinen juuri modulo 2p*. O

5.3 Kokonaisluvut, joilla ei ole primitiivisia juuria

Edellisessa luvussa méaritettiin kaikki ne kokonaisluvut, joilla on primitii-
visid juuria. Taytyy kuitenkin vield osoittaa, ettd milladn muilla kokonais-
luvuilla ei ole primitiivisia juuria. Téméan paaluvun 5 alussa todettiin, etté
ensimmaisistd positiivisista kokonaisluvuista esimerkiksi luvuille 8 ja 16 ei
16ydy primitiivisid juuria. Ne ovat kumpikin luvun 2 potensseja muotoa 2F,
missid k& > 2. Osoitetaan nyt, ettd 2! = 2 ja 22 = 4 ovat ainoat luvun 2

potensseista, joilla on primitiivisid juuria.

Lause 5.11. Luwvulla 2 ei ole primitiivisid juuria, kun k > 2.
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Todistus. Vrt. [1, s. 168]. Osoitetaan ensin, ettd jos a on pariton alkuluku,
niin

2k—2

a® =1 (mod 2%),

kun k£ > 2. Tdma on erddnlainen aputulos, jonka avulla saadaan todistetuksi
itse lause. Kiytetiin induktiomenetelméé. Olkoon ensin k = 3. Télloin a? =
1 (mod 8), miké pitdéd paikkaansa kaikilla mahdollisilla kokonaisluvuilla a,
silli 12 = 32 = 5% = 72 = 1 (mod 8). Tehd&én sitten induktio-oletus, etté
kongruenssiyht&ld on voimassa kokonaisluvulla k, ts. 2~ = 1 (mod 2%).
Téama tarkoittaa, etté

a® " =1+ b2%,

missé b on jokin kokonaisluku. Korotetaan yhtélon molemmat puolet toiseen

potenssiin, jolloin saadaan

ok—1

a® = (0¥ =14 2(02%) + (b2F)?
=1+ 25 (b + 72
=1 (mod 2F),

joten kongruenssiyhtalo patee myos arvolla £+ 1. Induktioperiaatteen nojalla
ko. kongruenssi on siis voimassa aina, kun k£ > 2.

Nyt voidaan siirtys todistamaan itse lausetta. Mikli luvulla 2% olisi pri-
mitiivinen juuri, sen pitéisi olla pariton luku, silld vain pariton luku voi olla
suhteellinen alkuluku luvun 2* kanssa. Lauseen 3.2 mukaan ¢(2%) = 271

joten juuri todistetun apuvéitteen perusteella

@ =T =TT =a%@2 =1 (mod 2F),
kun a on pariton kokonaisluku ja k£ > 2. Koska siis kaikkien parittomien
lukujen kertaluku modulo 2% on pienempi kuin ¢(2%), niin voidaan piitelli,

etté ei ole olemassa primitiivisii juuria modulo 2*. O]

Myéskidn luvuilla, jotka ovat muotoa 2p¥, missid p on pariton alkuluku

ja k positiivinen kokonaisluku, ei ole primitiivisia juuria.

Lause 5.12. Jos luku n on sellainen posititvinen kokonaisluku, ettd n #
p¥ eiki n # 2%, kun p on mikd tahansa alkuluku ja k on mikd tahansa

posititvinen kokonaisluku, niin luvulla n ei ole primititvisid juuria.
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Todistus. Vrt. |2, s. 352]. Olkoon luku n siis positiivinen kokonaisluku, joka

_ k1 k2 k
n=Dpy P2 pmm

Tehdééan vastaoletus, ettd luvulla n on primitiivinen juuri r. Téalloinhan
ord,r = ¢(n) ja (r,n) = 1, joten on selviidi, ettd myos (r,p*) = 1. Tés-
sd p¥ on jokin luvun n alkutekijdesityksessé esiintyvi alkuluvun potenssi.

Eulerin-Fermat'n lauseen 3.6 perusteella voidaan sanoa, etta
) =1 (mod p*).

Olkoon sitten U lukujen o(pi'), o(p5?), ..., ¢(pkm) pienin yhteinen moni-

kerta, ts. pienin sellainen kokonaisluku, joka on jaollinen kaikilla luvuista
S(P)"), d(p5?), - - d(pyy). Merkitiidin, ettd

U =[o(7"), ¢(05), - -, d(om)]-
Siis ¢(pl") | U aina, kun i = 1,2,...,m, joten
r’ =1 (mod p*),

kun 7 = 1,2,...,m. Kéytetdédn sitten kiinalaista jadnnoslausetta 2.5. Sen
mukaan

Y =1 (mod n),

misté seuraa, ettd ord,r = ¢(n) < U. Koska Eulerin funktio on multiplika-

tiivinen (ks. lause 3.3), niin

o(n) = d(piph? ... Pl ) = () o (p52) .. d(pi).

Koska lisiiksi osoitettiin, ettd ¢(n) < U, seuraa, etté

PPy )d(P5?) - .. (i) < [p(ph), d(05), ..., d(pf)].

Niin ollen téytyisi lukujen ¢(pf), p(ph?), ..., ¢(pkm) olla pareittain keske-
niiéin suhteellisia alkulukuja. Niin ei kuitenkaan aina ole, silli ¢(p*) = p*~*(p—
1). Tamihin tarkoittaa, ettd ¢(p*) on parillinen, kun p on pariton tai kun
p=2jak > 2 Luvut ¢(pf"), ¢(ph?),..., d(pkm) ovat siis pareitain keskeniin
suhteellisia alkulukuja vain, kun m = 1 ja n on jonkin alkuluvun potenssi
tai kun m = 2 ja n = 2p*, missd p on pariton alkuluku ja %k positiivinen

kokonaisluku. O
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5.4 Yhteenveto

Nyt kun on kahlattu ldpi suuri joukko monimutkaisia lauseita primitiivisten
lukujen olemassaoloon liittyen, voidaan ne koota yhteen ja huipentaa tdméan
tutkielman padluku lauseeseen, joka kertoo, millé kaikilla kokonaisluvuilla on
primitiivisia juuria.
Lause 5.13. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja olkoon n > 1. Luvulla n
on primitiivisid juuria jos ja vain jos

n=2,4,p" tai 2p",
missd p on pariton alkuluku ja k on posititvinen kokonaisluku.

Todistus. Lauseiden 5.5, 5.6, 5.9, 5.10, 5.11 ja 5.12 nojalla tama vaite patee.
m

6 Diskreetti logaritmi, potenssinjaannokset ja
nelionjaannokset

Téssé luvussa késitelladn primitiivisten juurten ja niihin perustuvien késittei-
den, diskreetin logaritmin, potenssinjidnnosten seka nelionjdainnaosten, kiyt-

toa ratkaistaessa kongruenssiyhtalGita.

6.1 Diskreetti logaritmi

Jos kokonaisluvulla on primitiivisia juuria, sille voidaan mééritella diskree-
tit logaritmit. Diskreettien logaritmien avulla kongruenssiyhtiloiden ratkai-
seminen usein yksinkertaistuu. Seuraava méiritelmé esittelee tasmallisesti

diskreetin logaritmin késitteen.

Maaritelma 6.1. Olkoon m positiivinen kokonaisluku, jolla on primitiivinen
juuri 7. Olkoon liséksi a sellainen positiivinen kokonaisluku, etté (a,m) = 1.
Silloin sellaista yksikésitteistd kokonaislukua z, jolle pitee 1 < x < ¢(m)
ja r® = a (mod m), sanotaan luvun a r-kantaiseksi diskreetiksi logaritmiksi

(ts. indeksiksi) modulo m. Téata merkitdén ind,a.
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Esimerkki 6.1. Aiemmin on osoitettu, ettd 3 on primitiivinen juuri modulo
10. Etsitdan luvun 7 3-kantainen diskreetti logaritmi modulo 10. Téssa esi-
merkissi siis 7 = 3, a = 7 ja m = 10. Koska 3% = 27 = 7 (mod 10), niin

luvun 7 3-kantainen diskreetti logaritmi on 3. Siispé ind37 = 3.

Esimerkki 6.2. Luku 2 on primitiivinen juuri modulo 5, kuten esimerkki
4.6 osoittaa. Koska 5 on alkuluku, niin aina kun a = 1,2, 3 tai 4, (a,5) = 1.
Tiedetéddin (my6s esimerkin 4.6 perusteella), ettd 2! = 2 (mod 5), 2% = 4
(mod 5), 23 =3 (mod 5) ja2* =1 (mod 5). Niin ollen 2-kantaiset diskreetit
logaritmit modulo 5 ovat inds1 = 4, ind,2 = 1, indy3 = 3 ja indy4 = 2.

Esimerkki 6.3. Luku 3 on my6s primitiivinen juuri modulo 5 (ks. esimerkki
4.7). Koska 3' = 3 (mod 5), 3> = 9 = 4 (mod 5), 43> = 27 = 2 (mod 5) ja
3% = 81 = 1 (mod 5), niin 3-kantaiset diskreetit logaritmit modulo 5 ovat
indsl =4, ind32 = 3, ind33 = 1 ja inds4 = 2.

Edellisista esimerkeistd huomataan, ettd kahdella eri primitiivisella juu-

rella modulo 5 saadaan eri indeksit.

Esimerkki 6.4. Esimerkissd 4.9 osoitettiin, ettd 2 on primitiivinen juuri
modulo 13. Lasketaan nyt kaikki 2-kantaiset diskreetit logaritmit modulo 13.
Koska

2! =2 (mod 13), 22 =4 (mod 13), 2> =8 (mod 13), 2* =3 (mod 13),
25 =6 (mod 13), 26 =12 (mod 13),2" = 11 (mod 13), 28 =9 (mod 13),
29 =5 (mod 13), 2! =10 (mod 13), 2" =7 (mod 13) ja 22 =1
(mod 13),

niin 2-kantaiset diskreetit logaritmit modulo 13 ovat:

indy1 = 12, inds2 = 1, indy3 = 4, indyd = 2, indy5 = 9, indy6 = 5,
indy7 = 11, inds8 = 3, indy9 = 8, indy10 = 10, indy11 = 7 ja indy12 = 6.

Seuraava lause osoittaa, etta diskreetilld logaritmilla on paljon samankal-
taisia ominaisuuksia kuin tavallisella logaritmilla. Kuten arvata saattaa, sen
perusteella diskreetti logaritmi on myos saanut nimenséa. Tavallisesta logarit-
mista eroten diskreetin logaritmin tapauksessa ei késitella yhtdsuuruuksia,

vaan kongruensseja modulo ¢(m).
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Lause 6.1. Olkoon m posititvinen kokonaisluku ja olkoon r primitiivinen
Juuri modulo m. Olkoot lisiksi a ja b suhteellisia alkulukuja luvun m kanssa.
Silloin

1. ind,1 =0 (mod ¢(m)),
2. ind,(ab) = ind,a+ind,b (mod ¢(m)),

3. ind,a* = k- ind,a (mod ¢(m)), kun k on positiivinen kokonaisluku.

Todistus. Vrt. |2, s. 356]. 1. Lauseen 3.6 (Eulerin-Fermat’n lause) mukaan
tiedetdsin, ettd r*™ = 1 (mod m). Koska 7 on primitiivinen juuri modulo
m, ¢(m) on pienin mahdollinen sellainen positiivinen potenssi k& luvulle r,
ettdi r* =1 (mod m). Siispd ind,1 = ¢(m) =0 (mod ¢(m)).

2. Diskreetin logaritmin méaritelmén, kongruenssiyhtéldiden yleisten las-

kusaantojen ja potenssien laskusadntojen mukaan saadaan, etta
pindr(ab) = qp) (mod m)

ja

Tlndra—s—mdrb = dera . rlndrb = ab (mod m)

Taten

ind, (ab) ind,a+ind,b

r =r (mod m).

Kayttamalla sitten lausetta 4.3, saadaan, etta
ind,(ab) = ind,a + ind,.b  (mod ¢(m)).

3. Jalleen huomataan, etta diskreetin logaritmin méaéritelmén ja yleisten

laskulakien perusteella

rindrat = gk (mod m)
ja
Tk"indra — (Tindra)k = ak (mod m)
Siispa
pindea = kinda(0d )

Kun taas otetaan avuksi lause 4.3, saadaan

ind,a” = k-ind,a (mod ¢(m)).
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Esimerkki 6.5. Esimerkissd 6.2 todettiin, ettd ind,2 = 1 ja indy3 = 3.

Kéyttamalla edellisen lauseen 6.1 kohtaa 2, saadaan
inds6 = indy(2-3) =inde2 +indy3=1+3=4=4 (mod 5).
Lisdaksi saman lauseen kohdan 3 perusteella
ind,2° =5-indy2=5-1=5 (mod 5).
Esimerkki 6.6. Ratkaistaan diskreetin logritmin avulla kongruenssiyht&lo
4* =2 (mod 7)

Osoitetaan ensin, ettd 5 on primitiivinen juuri modulo 7: Koska (5,7) = 1
ja ¢(7) = 6 seki lisiksi 5' = 5 (mod 7), 52 = 4 (mod 7), 5> = 6 (mod 7),
5 =2 (mod 7), 5> = 3 (mod 7) ja 5° = 1 (mod 7), niin 5 on primitiivinen
juuri modulo 7.

5-kantaiset diskreetit logaritmit modulo 7 ovat siis ind51 = 6, inds2 = 4,
inds3 = 5, indz4 = 2, inds5 = 1 ja ind56 = 3.

Nyt voidaan ratkaista kongruenssi kdyttamalla apuna lausetta 6.1. Ote-
taan ensin kongruenssiyhtalosté puolittain 5-kantainen diskreetti logaritmi.

Saadaan
ind;(4%) = inds2 (mod ¢(7)).

Koska ind52 = 4, kongruenssiyhtalo saadaan muotoon
ind;(4°) =4 (mod 6).
Kaytetaan sitten lauseen 6.1 kohtaa 3 pelkéstadan yhtalon vasempaan puoleen:
ind;(4°) =z -indsd =x -2 (mod 6).
Talloin koko kongruenssiyhtalé saadaan muotoon
2r =4 (mod 6),
jolloin kongruenssiyhtéldiden laskulakien perusteella

B 6
r=2 (mod @)
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ja lopulta
r=2 (mod 3).

Kun tdma muutetaan sellaiseen muotoon, jossa moduluksena on 6, saadaan
ratkaisuksi, ettd = 2 (mod 6) taiz =5 (mod 6). Koska kongruenssiyht&lo-
ketju péatee myos toiseen suuntaan, ndmé ovat kongruenssin 4% = 2 (mod 7)

ratkaisut.

Esimerkki 6.7. Ratkaistaan kongruenssiyhtalo
7r* =3 (mod 11).

Voidaan osoittaa, ettd 2 on primitiivinen juuri modulo 11. Lasketaan kaikki

2-kantaiset diskreetit logaritmit modulo 11. Ne ovat

il’ldQl = 10, il’ld22 = 1, iIldQ?) = 8, ind24 = 2, il’ld25 = 4,
indy6 = 9, indy7 = 7, indy8 = 3, indy9 = 6 ja indy10 = 5.

Otetaan ensin kongruenssiyhtélosta puolittain 2-kantainen diskreetti logarit-
mi:

indy(72°) = indy3  (mod 11).

Lauseen 6.1 ja laskettujen 2-kantaisten diskreettien logaritmien mukaan yh-

télo saadaan ensin muotoon
indy7 + indy(2%) =8  (mod 10)
ja vield edelleen muotoon
7+ 3 indyz =8 (mod 10).

Kongruenssiyhtalon laskulakien perusteella

3indr =1 (mod 10).
Koska 1 =21 (mod 10), niin yht&lo voidaan kirjoittaa muodossa

3indr =21 (mod 10),

josta saadaan, etta 10
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Na&in ollen
indyz =7 (mod 10)

Koska inds7 = 7, niin kongruenssiyhtalon ratkaisu on
r=7 (mod 11).

Yhtaloketju on voimassa myos toiseen suuntaan, joten ratkaisu on péateva.

6.2 Potenssinjaannokset

k= q

Diskreetin logartimin avulla voidaan tutkia myos sellaisia muotoa x
(mod m) olevia kongruenssiyht&l6ita, missé a on jokin sellainen positiivinen
kokonaisluku, milld on primitiivinen juuri, ja (a,m) = 1. Liséksi tarvitaan

potenssin jaannoksen késite, mikd maéadritelladn seuraavaksi.

Maaritelma 6.2. Olkoot m ja k positiivisia kokonaislukuja ja olkoon (a, m)

1. Luvun a sanotaan olevan luvun m k. potenssinjddnnds, jos kongruenssiyh-

tilolla ¥ = a (mod m) on ratkaisu.

Kun halutaan tietdd, onko luku a k. potenssinjadnnos modulo m, tar-
vitsee siis ainoastaan médrittii, onko kongruenssiyhtilolla ¥ = a (mod m)

ratkaisua. Seuraava lause kertoo, milloin ko. kongruenssiyht&lolla on ratkaisu.

Lause 6.2. Olkoon m sellainen positiivinen kokonaisluku, jolla on primitii-
vinen juuri. Olkoot myds k ja a positivisia kokonaislukuja ja lisiksi olkoon
(a,m) = 1. Silloin kongruenssiyhtildlli z* = a (mod m) on ratkaisu, jos ja

VaIn jos
a®™/? =1 (mod m),

missi d = (k,¢(m)). Jos kongruenssiyhtililli x* = a (mod m) on ratkai-
suja, niitd (epdkongruentteja ratkaisuja) on tasmdlleen d kappaletta modulo

m.

Todistus. Vrt. [2, s. 359]. Olkoon r primitiivinen juuri modulo m. Otetaan
kongruenssiyhtalosta

" =a (mod m)
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puolittain r-kantainen diskreetti logaritmi. Saadaan
k-ind,x = ind,a (mod ¢(m)).

Olkoon d = (k,¢(m)) ja y = ind,z, joten x = r¥ (mod m). Lauseen 2.4

mukaan voidaan padtelld, ettd kongruenssiyhtalolla
ky =ind,a (mod ¢(m))

ei ole ratkaisua, jos d t ind,a. Jos taas d | ind,a, on olemassa tésmélleen
d kappaletta sellaisia kokonaislukuja y, jotka ovat epdkongruentteja modulo
¢»(m) ja jotka toteuttavat kongruenssiyhtdlon ky = ind,a (mod ¢(m)). Siis
on olemassa tasmélleen d kappaletta sellaisia kokonaislukuja x, jotka toteut-
tavat kongruenssiyhtélon k- ind,z = ind,a (mod ¢(m)). Koska d | ind,a, jos
ja vain jos

(¢(m)/d) ind,a =0 (mod ¢(m)),

ja koska tdmé& on voimassa, jos ja vain jos
a®™/d =1 (mod m),
niin lause pétee. O

Huomautus. Edellisen lauseen 6.2 perusteella voidaan sanoa, ettd jos p on
alkuluku, £ on jokin positiivinen kokonaisluku ja a on suhteellinen alkuluku
luvun p kanssa, niin talléin a on k. potenssinjaannos modulo p, jos ja vain
jos

a? V4 =1 (mod p).
Tassa d = (k,p—1).

Esimerkki 6.8. Tutkitaan, onko luku 3 neljas potenssinjaannos modulo 17

eli onko kongruenssiyhtalolla
7* =3 (mod 17)

ratkaisua. Voidaan kiyttdd lausetta 6.2 (tai edellistd huomautusta) apuna.
Koska
3IO/(416) = 316/t =31 =81 =13 (mod 17),

14—

niin tiedetdan, ettd kongruenssiyhtélolla x (mod 17) ei ole ratkaisua,

joten luku 3 ei ole 4. potenssinjaannés modulo 17.
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Esimerkki 6.9. Aikaisemmin (esimerkissi 4.9) on todettu, ettd 2 on primi-

tiivinen juuri modulo 13. Tutkitaan kongruenssia
' =2 (mod 13).
Téssd siis d = (4, ¢(13)) = (4, 12) = 4. Koska
912/(412) — 912/4 — 93 = 8 (mod 13),

niin kongruenssiyhtilélli ¢ = 2 (mod 13) ei ole ratkaisua eli luku 2 ei ole 4.

potenssinjadnnos modulo 13. Sen sijaan kongruenssiyhtalolla
7' =9 (mod 13)

on ratkaisu, silla
9% =1 (mod 13).
Koska my6s nyt d = 4, lauseen 4.9 nojalla talla kongruenssiyhtalolla on
tasmalleen 4 kappaletta epédkongruentteja ratkaisuja.
Namé nelja ratkaisua voidaan etsid kdyttdmalld apuna esimerkissa 6.4
laskettuja 2-kantaisia diskreetteja logaritmeja modulo 13. Otetaan aluksi

kongruenssiyhtalosta 2-kantainen logaritmi puolittain. Saadaan
indy(2*) = indy9  (mod 13).
Kéytetdan sitten esimerkin 6.4 tuloksia sekd lauseen 6.1 laskusdantoja:
4-indyz =8 (mod 12).

Sitten voidaan kiyttdd kongruenssiyhtéloiden yleisid laskusdantoja ja saa-
daan

: 2
indox =2 (mod m)

ja lopulta
indgz =2 (mod 3).

Kongruenssiyhtalon nelja epakongruenttia ratkaisua modulo 12 ovat siis indsz =
2,5,8 ja 11. Ne kokonaisluvut, jotka vastaavat néitd 2-kantaisen diskreetin
logaritmin arvoja, ovat 4,6,9 ja 7. Niin ollen kongruenssiyhtilon z* =

(mod 13) ratkaisut ovat

r=4,6,7ja9 (mod 13).
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6.3 Nelionjaannokset

Nelionjaannokset ovat ikddn kuin potenssinjadnndsten erityistapauksia. Nii-
den avulla voidaan selvittdi, onko muotoa x> = a (mod m) olevalla kongruens-

siyhtalolla ratkaisua.

Maaritelma 6.3. Olkoon m positiivinen kokonaisluku. Kokonaislukua a sa-
notaan luvun m nelionjidnnikseksi, jos (a,m) = 1 ja kongruenssiyhtalolla
r? = a (mod m) on ratkaisu. Jos kongruenssiyhtalolld z2 = a (mod m) ei

ole ratkaisua, a on luvun m neliénepdjddannos.

Esimerkki 6.10. Etsitddn luvun 11 nelionjaannokset ja nelionepajadnnok-
set. Lasketaan ensin lukujen 1,2, ..., 10 neliot. Koska 12 = 102 = 1 (mod 11),
22 =92 =4 (mod 11), 3> = 82 = 9 (mod 11), 4> = 72 = 5 (mod 11) ja
5?2 = 6 = 3 (mod 11), niin neliénjaénnékset modulo 11 ovat 1,3,4,5 ja 9 ja

nelionepajaannokset 2,6,7,8 ja 10.

Huomautus. Esimerkissa 6.10 saadut tulokset siis tarkoittavat, ettd kongruens-

siyhtilot
=1 (mod 11)
r*=3 (mod 11)
r*=4 (mod 11)
72 =5 (mod 11)
*=9 (mod 11)

ovat ratkeavia. Sen sijaan kongruessiyhtaloilla
r*=2 (mod 11)
=6 (mod 11)
22 =7 (mod 11)
7> =8 (mod 11)
72 =10 (mod 11)

ei ole ratkaisuja.

Eulerin kriteerin avulla voidaan magrittad, onko luku a jonkin alkuluvun

neliénjaannos.
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Lause 6.3 (Eulerin kriteeri). Olkoon p pariton alkuluku (ts. alkuluku, joka
on suurempi kuin 2). Olkoot a jokin positiivinen kokonaisluku ja (a,p) = 1.

Télldin luku a on luvun p nelionjiinnds, jos ja vain jos a®=/? = 1 (mod p).

Todistus. Vrt. [1, s. 181]. Oletetaan ensin, ettd a on luvun p nelidnjédénnos eli
kongruenssilla 22 = a (mod p) on ratkaisu. Olkoon tdmé ratkaisu z;. Koska
(a,p) = 1, niin tietenkin my6s (x1,p) = 1. Télloin Fermat’'n pienen lauseen
3.7 nojalla

aP V2 = (pHPD/2 = 271 =1 (mod p).

Oletetaan sitten, ettd a’?~1/2 = 1 (mod p). Olkoon liséiksi 7 primitiivinen

k

juuri modulo p. Silloin @ = 7* (mod p), kun £ on jokin sellainen kokonaisluku,

ettd 1 < k < p— 1. Tasta seuraa, etta
rRe=1/2 = =D/2 = 1 (mod p).

Lauseen 4.1 mukaan luvun r kertaluvun, joka tdsséd tapauksessa on p — 1,
pitdd jakaa eksponentti k(p — 1)/2. Luku £ on siis parillinen kokonaisluku,

joten voidaan merkita sitd k = 2j. Nain ollen
(r)?=r¥ =r*=a (mod p),

joten r7 on kongruenssiyhtilon 22 = a (mod p) ratkaisu. Téten on osoitettu,

ettd a on alkuluvun p neliénjadnnos. O

Voidaan my6s miettié, onko olemassa Eulerin kriteerin kaltaista menetel-
méd, milla saataisiin selville jonkin alkuluvun nelionepéjaannokset. Aiemmin
osoitettiin, ettd jos a on kokonaisluku, p on pariton alkuluku, (a,p) =1 jaa
ei ole nelionjadnnos modulo p, niin se on silloin nelidnepajasannos modulo p.

Tulon binomikaavan ja Fermat’n pienen lauseen 3.7 perusteella
(P V2 _1)(a?P V2L 1) =P —1=0 (mod p),
kun a on kokonaisluku, p on pariton alkuluku ja (a,p) = 1. Siis joko
a?=/2 =1 (mod p) tai a®®V/2 = —1 (mod p).

Molemmat eivit voi olla samaan aikaan voimassa, silla muutoinhan olisi

1 = —1 (mod p). Tamé& ei voi péted, koska p ei voi jakaa lukua 2, silld
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se on pariton alkuluku. Koska alkuluvun p nelionepajaannokset eivit toteuta
kongruenssiyhtaloa
a? Y2 =1 (mod p),

niiden on pakko toteuttaa kongruenssiyhtélo

a? V2 = _1 (mod p).
Huomautus. Nain on saatu kriteeri myos nelionepéajaannoksille: Luku a on
neliénep#jaannos modulo p, jos ja vain jos a?~Y/2 = —1 (mod p).

Esimerkki 6.11. Onko luku 8 nelionjaénnds vai nelionepéjasannoés modulo

137 Kéytetdan apuna lausetta 6.3: Koska
gU3=1/2 — 86 — 962144 = —1  (mod 13),

niin 8 on nelibnepédjaannos modulo 13. Entd onko 4 nelionjadnnos vai nelio-

nepajadnnos modulo 137 Koska
43072 — 46 — 4096 =1 (mod 13),
niin 4 on neliénjadnnos modulo 13.

Alkulukujen nelionjaannoksié ja nelionepédjaannoksid voidaan merkité Le-
gendren symbolilla. Legendren symboli tekee niilla operoimisen sujuvammak-
si.

Maaritelma 6.4 (Legendren symboli). Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon

(a,p) = 1. Legendren symboli maaritelldén seuraavasti:

1,
(a/p) =

—1, kun a on nelidepajaannos modulo p

kun a on neliénjaénnos modulo p

Legendren symbolia merkitdan usein myos <%> tai (a | p).

Esimerkki 6.12. Esimerkissa 6.10 laskettiin nelionjaannokset ja nelionepé-
jaannokset modulo 11. Koska nelionjadnnokset ovat 1,3,4,5 ja 9 ja nelion-

epajaannokset 2,6,7,8 ja 10, Legendren symboleina ne merkitaan

(1/11) = (3/11) = (4/11) = (5/11) = (9/11) =1
ja

(2/11) = (6/11)

(7/11) = (8/11) = (10/11) = —1.
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Legendren symboliin liityvid ominaisuuksia ja laskulakeja esitellaén seu-

raavassa lauseessa.

Lause 6.4. Olkoon p pariton alkuluku ja olkoot a ja b sellaisia kokonaislukuja,

etti (a,p) = 1 ja (b,p) = 1. Silloin Legendren symbolille pitee:
1. Josa=b (mod p), niin (a/p) = (b/p).

. (a?/p) = 1.

(a/p) = a®V/? (mod p).

4. (ab/p) = (a/p)(b/p).

- (1/p) =1 ja (=1/p) = (-1)P- 172,

(ab®/p) = (a/p)(b*/p) = (a/p).
Todistus. Vrt.[1, s. 186].
1. Jos a = b (mod p), kongruenssiyhtilsilld 22 = a (mod p) ja 2 = b

\S)

o

O

S

(mod p) tdytyy olla tdsmélleen samat ratkaisut. Ne siis ovat joko kumpikin
ratkeavia tai sitten kummallakaan ei ole ratkaisua. N&in ollen luvut a ja b
ovat joko molemmat nelionjadnnoksia modulo p tai molemmat neliGnepa-
jadnnoksia modulo p. Siispa (a/p) = (b/p).

2. On osoitettava, ettd a® on nelionjiinnos modulo p eli ettd kongruens-
siyhtélo 22 = a® (mod p) on ratkeava. On selviid, ettd a on tdmin kongrues-
siyhtilon ratkaisu, joten a? on neliénjainnos modulo p ja Legendren symbolin
arvo on (a?/p) = 1.

3. Taméa kohta pétee suoraan Legendren symbolin méadritelmén (méaa-
ritelmé 6.4), Eulerin kriteerin (lause 6.3) seké sen jélkeisen huomautuksen
seurauksena.

4. Kohdan 3 ja tulon potenssin laskusdannon perusteella
(ab/p) = (ab)P~D/2 = (P~ D212 = (a/p)(b/p) (mod p).

5. Yhtilo (1/p) = 1 pétee kohdan 2 perusteella, koska 1! = 1. Kun kohtaa
3 sovelletaan lukuun @ = —1, saadaan (—1/p) = (—1)®~Y/2 (mod p). Koska
luvut (—1/p) ja (—1)®~1/2 ovat kumpikin yht# kuin —1 tai 1, tésté seuraa,
ettd (—1/p) = (=1)P=1/2,

6. Téma kohtaa seuraa suoraan kohdista 2 ja 4. O
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Edellisessa lauseessa esitetyt Legendren symbolin ominaisuudet ja las-
kusaannot auttavat selvittdméaan jopa hieman monimutkaisimmissa tapauk-

sissa, onko toisen asteen kongruenssiyhtalolla ratkaisua.

Esimerkki 6.13. Otetaan selvii, onko kongruenssiyhtélolld 22 = —26 (mod 11)
ratkaisua. Tehdéén se laskemalla Legendren symbolin (—26/11) arvo. Lauseen

6.4 kohdan 4 perusteella
(—26/11) = (—1/11)(26/11).
Koska 26 = 4 (mod 11), niin
(26/11) = (4/11),
ja koska esimerkissé 6.12 todettiin, ettd (4/11) = 1, niin tiedetdén, ettd myos
(26/11) = 1.
Lauseen 6.4 kohdan 5 mukaan
(—1/11) = (~1)02 = (1 = 1,
joten lopulta paadytaéan siihen, etté
(—26/11) = (—1/11)(26/11) = (=1) - 1 = —1.

Niin ollen kongruenssiyhtélolld 2 = —26 (mod 11) ei ole ratkaisua, koska
Legendren symboli (—26/11) = —1.

7 Alkulukutesteja

Alkuluvut ovat jatkuvasti matemaatikoiden kiinnostuksen ja matemaattisen
tutkimuksen kohteena. Téassé luvussa késitelladn erilaisia alkulukutestejé, joi-
den avulla voidaan nayttda onko jokin kokonaisluku alkuluku vai ei kaytta-
maéllda apuna kokonaislukujen kertaluvun késitetta sekd primitiivisia juuria.
Fermat'n pienen lauseen 3.7 kddnteinen lause ei ole voimassa, ts. vaikka
olisi a”' = 1 (mod n), missid a on positiivinen kokonaisluku, n ei viltté-

maéttéa ole alkuluku. Kun télle Fermat'n pienen lauseen kddnteiselle lauseelle

42



asetetaan oikeita lisdoletuksia, voidaan saada lause pateméadn. Seuraavaksi
esitelladn kolme tallaisilla lisdoletuksilla saatua péatevaa lausetta: Fermatn
pienen lauseen kdadnteinen lause Lucas’n mukaan, Pocklingtonin alkulukutesti
seka siitd seuraava Prothin alkulukutest.

Ranskalainen matemaatikko Edouard Lucas todisti seuraavan lauseen

vuonna 1876.

Lause 7.1 (Fermat’n pienen lauseen kddnteinen lause Lucas'n mukaan). OI-
koon n posititvinen kokonaisluku. Jos on olemassa sellainen kokonaisluku x,
ettd kongruenssit
" =1 (mod n)
ja
2D/ £ 1 (mod n)

patevdt kaikilla luvun n — 1 alkutekijoilla q, niin silloin n on alkuluku.

Todistus. Vrt. |2, s. 366]. Oletetaan, ettd on olemassa sellainen kokonaisluku
r,etti 2" =1 (mod n)jaz™ /7% 1 (mod n). Lauseen 4.1 nojalla tilloin
ord,z | (n — 1). Osoitetaan sitten, ettd ord,z = n — 1. Tehdédén vasta-
oletus, ettd ord,x # n — 1. Koska ord,z | (n — 1), niin on olemassa sellainen
kokonaisluku k, ettd n — 1 = k- ord,x. Koska liséksi ord,x # n — 1, niin

voidaan sanoa, ettd k£ > 1. Olkoon ¢ jokin luvun £ alkutekijoista. Talloin

x(nfl)/q — x(k-ordnm)/q — x(ordn:p)(k/q) — (xordnm)(k/q) =1 (H’lOd n)’

mutta tdma on ristiriidassa alkuperaisen oletuksen kanssa, joten voidaan paa-
telld, ettd vastaoletus on vadra. Siis ord,r = n — 1. Nyt tiedetddn, etti
n —1 =ord,z < ¢(n) ja ¢(n) < n — 1, koska Eulerin funktion ¢(n) arvo
on aina korkeintaan n — 1. Néin ollen ei ole muuta mahdollisuutta kuin se,
ettd ¢(n) = n — 1. Lauseen 3.1 perusteella voidaan nyt sanoa, ettd n on
alkuluku. ]

Esimerkki 7.1. Kéytetdan edellistd lausetta ja osoitetaan, ettd 17 on alku-
luku. Nyt siis n = 17, joten n — 1 = 16. Luvun 16 ainoa alkutekija on 2,
koska 16 = 2*. Olkoon z = 3. Koska

316 =43046721 =1 (mod 17)
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ja
316/2 = 38 = 6561 = —1 (mod 17),
niin luku 17 on alkuluku.

Jonkin verran helpommin kiytettéva lause saadaan lauseen 7.1 seurauk-

sena.

Lause 7.2. Olkoon n pariton positiivinen kokonaisluku ja olkoon x sellainen

positiivinen kokonaisluku, ettd
2" V2 =_1 (mod n)
ja
D/ £ 1 (mod n)
kaikilla luvun n — 1 parittomilla alkutekijoilld q. Silloin n on alkuluku.

Todistus. Vrt. [2, s. 366]. Oletuksen mukaan z("~1/2 = —1 (mod n), joten
gl = (V)2 = (—1)2 =1 (mod n).
Koska télloin lauseen 7.1 oletukset patevat, luku n on alkuluku. O

Edellisissa lauseissa kaytettiin hyvéaksi lukua n — 1, ja etenkin sen jakoa

alkutekijoihinsé, kun haluttiin osoittaa, ettd luku n on alkuluku. Luvun n —

tunnetaan, kaksi edellisté lausetta, kuten myos seuraavat kaksi alkulukutestié
(lauseet 7.3 ja 7.4), ovat erittdin kitevid ja hyodyllisia.
Henry Pocklington keksi jakaa luvun n — 1 osiin. Merkitdan n — 1 = F'R,

missé F' tarkoittaa luvun n — 1 jotain osaa (tekijid), mikd on jaettu alkute-

netelméaé.

Lause 7.3 (Pocklingtonin alkulukutesti). Olkoon n positiivinen kokonaisluku
ja olkoonn—1 = FR, missd (F,R) =1 ja F > R. Talloin n on alkuluku jos
on olemassa sellainen kokonaisluku a, etti (a"~V/7 — 1, n) = 1 aina, kun q

on sellainen alkuluku, etti q | F, ja a® ' =1 (mod n).
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Tamén todistuksen rakenne on varsin monimutkainen, joten sen lukemi-
nen vaatii erityistd tarkkuutta. Menetelméné kiytetadn epasuoraa todistus-

ta, jonka sisélle tulee vield toinen epéasuora osatuloksen todistus.

Todistus. Vrt. |2, s. 368|. Olkoot oletukset kuten lauseessa sanotaan. Tehd&én
vastaoletus, ettd n ei ole alkuluku, ts. oletetaan, ettd alkuluku p on luvun n
alkutekija. Talloin p < y/n. Koska "' = 1 (mod n) ja p | n, niin myoskin
a®' = 1 (mod p). Niin ollen lauseen 4.1 mukaan ord,a | n — 1. On siis
olemassa sellainen kokonaisluku ¢, ettd n — 1 = t-ord,a.

Oletetaan sitten, ettd g on jokin sellainen alkuluku, ettd ¢ | F' ja etté ¢°
tarkoittaa sitd luvun ¢ potenssia, miké esiintyy luvun F' alkutekijaesityksessa.
Osoitetaan, ettd g 1 t. Tehdadn tdménkin asian osoittamiseksi vastaoletus,
etté ¢ | t. Silloin

amD/a — gordpa(t/a) = 1 (mod p).

Niin ollen p | a™1/7 — 1, ja koska lisiiksi p | n, niin voidaan sanoa, ett#
p | (a"V/2 — 1 n). Témi on ristiriita alkuperiisen oletuksen kanssa, joten
vastaoletus ¢ | t on vadrd eli ¢ 1 t. Koska ¢ | F, t- ordyja =n —1 = FR ja
q 1 t, niin tiedetdén, ettd ¢° | ordya. Koska tdmé pétee kaikille mahdollisille
luvun F' alkutekijoille ¢, huomataan, ettda F' | ordya. Lauseen 4.2 perusteella,
koska p on alkuluku, ord,a | p — 1. Siispd F' | p — 1, josta voidaan paétella,
ettd F' < p.

Oletuksen mukaan F' > R jan—1 = FR. Niin ollen tietenkin n—1 < F?2,
Tiedetésn, ettd sekd luku n — 1 ettéd luku F? ovat kokonaislukuja, joten siiti
ettd n — 1 < F? seuraa, ettd n < F?. Téten p > F > y/n, miki on ristiriita
sen kanssa, ettd p < y/n. Vastaoletus on siis vadrd ja voidaan paatelld, etta

n on alkuluku. O

Pocklingtonin alkulukutestia, kuten myos aiemmin esiteltyad Fermat'n pie-
nen lauseen kiddnteista lausetta Lucas’'n mukaan, on hankala kiyttaa hyvak-
jaon takia, koska luvut kasvavat tavallisille laskumenetelmille (paperi, ky-
né ja taskulaskin) liian suuriksi tutkittaessa suuria alkulukuja. Naytetdan
Pocklingtonin alkulukutestin periaate kuitenkin seuraavan erittain yksinker-

taisen esimerkin avulla, vaikka onkin selvéa, etta luku 13 on alkuluku.
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Esimerkki 7.2. Olkoon n = 13. Téll6in siis n — 1 = 12. Koska 12 =4 - 3,
voidaan merkité, etti F = 4 = 2% ja R = 3. Pocklingtonin alkulukutestin
oletukset péatevit, silld (4,3) = 1 ja 4 > 3. Olkoon a = 2. Koska luku 2 on

luvun F' = 4 ainoa alkulukutekijé, niin tassé esimerkissd ¢ = 2. Nain ollen
a" ' =22 =4096=1 (mod 13)

ja
amVe 1 =212 _1=920_1=64—-1=63.
Pitaa viela tutkia, mikd on lukujen 13 ja 63 suurin yhteinen tekija. Euklei-

deen algoritmin ja esimerkin 2.2 mukaan (13,63) = 1, joten Pocklingtonin
alkulukutestin (7.3) nojalla luku 13 on alkuluku.

Pocklingtonin alkulukutestin perusteella voidaan kehittaé toinen hieman
yksinkertaisempi alkulukutesti, jonka ensimmaisena todisti . Proth vuonna
1878. Pocklingtonin testi on vuodelta 1914, joten todellisuudessa Prothin

alkulukutesti keksittiin néista testeistd aiemmin.

Lause 7.4 (Prothin alkulukutesti). Olkoon n muotoa n = k2™ + 1 oleva
positiwvinen kokonaisluku. Tdssd k on pariton kokonaisluku ja m sellainen
kokonaisluku, joka toteuttaa epayhtalon k < 2™. Jos on olemassa sellainen

kokonaisluku a, ettd

a™ V2 =_1 (mod n),

niin n on alkuluku.

Todistus. Vrt. [2, s. 369]. Oletetaan, etté
a™ V2 =_1 (mod n).

Osoitetaan viite todeksi nayttamailld, ettd (a"/2 — 1, n) = 1. Se, miksi
tehddédn néin, selvidd myohemmin tésséd todistuksessa. Oletetaan, ettd luku
d jakaa sekd luvun a"~9/2 — 1 etté luvun n. Talléin oletuksen a®1/2 = —1
(mod n) perusteella d jakaa myds luvun a(™~1/241. Niin ollen d jakaa lukujen
a™1/2 41 ja a™Y/2 1 erotuksen, eli luvun (o 1/241)— (a""V/2-1) = 2.
Koska n on pariton, ei ole muuta mahdollisuutta kuin, ettd d = 1. Téten

kaikki Pocklingtonin alkulukutestin oletukset tayttyvat: n = k2™ +1,n—1 =
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k2™, (2™ k) = 1,2™ > k, kaikilla kokonaisluvuilla a pitee (a(®1/2—1,n) = 1
(2 on ainoa alkuluku, joka jakaa luvun 2™) ja 1"~' =1 (mod n). Siispa luku

n on alkuluku. O

Sovelletaan myo6s Prothin alkulukutestia hyvin yksinkertaisessa esimer-

kissa.

Esimerkki 7.3. Osoitetaan, etti n = 3-2%2 4+ 1 = 13 on alkuluku. Nyt siis
k = 3 jam = 2, joten k on pariton kokonaisluku ja myos ehto k& < 2™ on

voimassa. Kun a = 5, niin
a2 = 56 = 15625 = —1 (mod 13),

joten Prothin alkulukutestin nojalla 13 on alkuluku.
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