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Robottien reitinsuunnittelun tarkoituksena on löytää robotille sellainen reitti kah-
den annetun päätepisteen välille, että robotti ei reitillä kulkiessaan törmää esteisiin.
Reitinsuunnittelu on erittäin tärkeä osa esimerkiksi itsenäisesti toimivien robottien
toimintaa, mutta sillä on monia muitakin sovelluskohteita. Reitinsuunnitteluongelma
on kuitenkin laskennallisesti erittäin vaativa tehtävä ja siksi sen ratkaisemiseksi on
kehitetty useita likimääräisiä algoritmeja.

Tässä tutkielmassa esitellään aluksi reitinsuunnitteluun liittyviä peruskäsitteitä,
ja perehdytään sen jälkeen erityisesti probabilistisiin reittikartta-algoritmeihin. Ne
ovat likimääräisiä algoritmeja, joiden avulla reitinsuunnitteluongelma on yleensä
mahdollista ratkaista nopeasti. Tutkielmassa esitellään myös kokonaan uusi menetel-
mä, jolla probabilististen reittikartta-algoritmien toimintaa on mahdollista tehostaa
entisestään.

Tutkielmassa kuvataan lisäksi kokeita, joiden avulla vertailtiin erilaisia probabilis-
tisten reittikartta-algoritmien toteutuksia keskenään. Tarkoituksena oli saada selville,
onko erilaisten algoritmien välillä merkittävää eroa, ja millaiset algoritmit sopivat
mihinkin tilanteeseen. Tulosten mukaan reittikartta-algoritmien eri osien toteutus-
menetelmien valinta kannattaa tehdä huolellisesti, sillä sopivasti valitut menetelmät
voivat tehostaa algoritmin toimintaa huomattavasti. Esimerkiksi tässä tutkielmassa
esitelty deaktivointimenetelmä osoittautui erittäin käyttökelpoiseksi.

Avainsanat ja -sanonnat: reittikartta-algoritmit, reitinsuunnittelu, robotit
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1 Johdanto
Tässä tutkielmassa käsitellään robottien reitinsuunnitteluongelmaa. Reitinsuunnitte-
luongelman tarkoituksena on löytää esteiden joukossa liikkuvalle robotille sellainen
reitti annetun alkuaseman ja annetun pääteaseman välille, että robotti ei reitillä liik-
kuessaan törmää esteisiin. Erityisesti tutkielmassa tarkastellaan erilaisia reitinsuun-
nitteluongelman ratkaisemiseksi kehitettyjä probabilistisia reittikartta-algoritmeja
(probabilistic roadmap) ja menetelmiä, joilla näiden algoritmien tuottamaa reittiä
voidaan parantaa. Tutkielmassa myös esitellään reitinsuunnitteluongelmaan liittyviä
peruskäsitteitä.

Ensimmäiset varsinaiset reitinsuunnitteluun liittyvät tutkimukset 1970-luvulla
koskivat pianonsiirtäjän ongelmaa [Schwartz et al., 1986]. Yksinkertaistettuna pia-
nonsiirtäjän ongelmassa on tarkoituksena löytää reitti, jolla huoneessa oleva piano
voidaan siirtää uuteen paikkaan niin, että piano ei siirrettäessä törmää muihin huo-
nekaluihin. Seuraava merkittävä edistysaskel reitinsuunnittelun tutkimuksessa oli
ajatus konfiguraatioavaruudesta (configuration space), jonka Lozano-Pérez [1983]
esitteli 1980-luvun alussa. Vuonna 1991 Latombe [1991] julkaisi kirjan, joka kokosi
sen aikaisen tietämyksen reitinsuunnittelusta yhteen.

Reitinsuunnitteluongelman tutkiminen on kuitenkin edistynyt myös Latomben kir-
jan julkaisemisen jälkeen. Sen jälkeen on erityisesti tutkittu likimääräisiä algoritmeja.
1990-luvulla Kavraki ja muut [1996] esittelivät probabilistiset reittikartta-algoritmit.
Niiden avulla oli mahdollista ratkaista nopeasti ja helposti monimutkaisiakin rei-
tinsuunnitteluongelmia likimääräisesti. Myöhemmin on julkaistu useita erilaisia
muunnelmia probabilistisista reittikartta-algoritmeista.

Robotin reitinsuunnitteluongelmaa voi pitää puhtaasti geometrisena ongelmana.
Robotti voi siis olla esimerkiksi piano, teollisuusrobotti, joka koostuu useista käsi-
varsista, tai vaikkapa Marsia tutkiva mönkijä. Yksinkertaisuudestaan huolimatta
reitinsuunnitteluongelma on laskennallisesti erittäin hankalasti ratkaistavissa. Vaikka
tutkielmassa tarkastellaankin robotteja pelkästään geometrisina kappaleina, voidaan
tutkittuja menetelmiä kuitenkin helposti soveltaa myös oikeisiin robotteihin.

Tämän tutkielman luvussa 2 käsitellään reitinsuunnitteluun liittyviä peruskäsit-
teitä ja teoriaa. Luvussa esitellään myös erilaisia keinoja, joiden avulla reitinsuunnit-
teluongelmaa voi yrittää ratkoa.

Luvussa 3 esitellään probabilistiset reittikartta-algoritmit. Luvussa käsitellään
algoritmeille tyypillisiä osia ja tutkitaan tarkemmin, miten eräs yksinkertainen algo-
ritmi voitaisiin käytännössä toteuttaa. Luvun lopussa pohditaan, millaisia ongelmia
probabilististen reittikartta-algoritmien käyttöön liittyy.

Luvussa 4 käsitellään kirjallisuudessa esitettyjä menetelmiä, joilla probabilistisia
reitinsuunnittelualgoritmeja on pyritty parantamaan. Lisäksi tässä luvussa esitel-
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lään uusi menetelmä, jonka avulla on mahdollista tehostaa erilaisia probabilistisia
reitinsuunnittelualgoritmeja huomattavastikin.

Luvuissa 5 ja 6 käsitellään kokeellista tutkimusta, jossa tutkittiin erilaisten proba-
bilististen reittikartta-algoritmien toimintaa käytännössä. Luvussa 5 esitellään, miten
kokeet on suoritettu ja minkälainen ohjelma kokeiden suorittamiseksi ohjelmoitiin.
Luvussa kerrotaan myös, mitä algoritmeja on testattu ja minkälaisten reitinsuunnit-
teluongelmien kanssa niitä testattiin. Luvussa 6 esitellään kokeellisesta tutkimuksesta
saatuja tuloksia. Lopuksi luvussa 7 on yhteenveto tutkielman tärkeimmistä kohdista
ja tuloksista.



2 Reitinsuunnittelun perusteet
Itsenäisesti toimivien robottien suunnittelussa eräs suurimmista haasteista on saada
robotti liikkumaan automaattisesti ilman ulkopuolista ohjausta. Tämän reitinsuun-
nitteluongelman ratkaiseminen on edellytys sille, että robotti voisi toimia itsenäisesti
ja siksi se onkin eräs robotiikan tutkituimmista alueista.

Tässä luvussa tarkastellaan lähemmin reitinsuunnittelua ja esitellään siihen liit-
tyviä peruskäsitteitä. Luvussa tarkastellaan myös erilaisia keinoja, joilla reitinsuun-
nitteluongelmaa voi yrittää ratkaista.

2.1 Reitinsuunnitteluongelma

Tarkastellaan nyt tarkemmin reitinsuunnitteluongelmaa. Tässä tutkielmassa robotilla
A tarkoitetaan joko yhdestä tai useammasta toistensa suhteen liikkuvasta jäykästä
kappaleesta muodostuvaa rakennelmaa. Tutkielmassa oletetaan myös, että robotti
liikkuu kaksi- tai kolmiulotteisessa maailmassa eli työavaruudessa (work space) W ,
jolloin W = R2 tai W = R3. Työavaruudessa on robotin lisäksi myös joukko esteitä
(obstacle) B.

Reitinsuunnitteluongelmassa on robotin ja esteiden lisäksi määritelty robotin
lähtöasema s ja pääteasema g. Tavoitteena on nyt löytää robotille sellainen jatkuva
reitti τ asemasta s asemaan g, että robotti ei reitillä liikkuessaan törmää esteisiin.

Reitinsuunnitteluongelman ratkaiseminen eksaktisti on laskennallisesti erittäin
vaativaa. Reif [1979] osoitti, että yleinen reitinsuunnitteluongelma on PSPACE-kova,
ja myöhemmin Canny [1988] osoitti, että se myös kuuluu luokkaan PSPACE. Tästä
seuraa, että yleinen reitinsuunnitteluongelma on PSPACE-täydellinen.

Reitinsuunnittelulla on nykyään useita sovelluskohteita myös robotiikan ulkopuo-
lella. Yksi sovelluskohde on tietokonepeleissä ja elokuvissa olevien virtuaalihahmojen
animointi ja itsenäisen liikkumisen toteuttaminen. Eräs mielenkiintoinen sovellus-
kohde on myös laskennallinen biologia. Reitinsuunnittelualgoritmeja on käytetty
esimerkiksi tutkittaessa proteiinien laskostumista, ja tulokset ovat olleet lupaavia
[Thomas et al., 2005].

2.2 Konfiguraatioavaruus

Jotta reitinsuunnittelu robotille olisi mahdollista, pitää olla olemassa jokin keino
robotin ja esteiden aseman määrittelemiseen. Lozano-Pérez [1983] esitteli 1980-luvun
alussa konfiguraatioavaruuden idean.

Robotin konfiguraatio (configuration) q on lukumäärältään pienin joukko para-
metreja, joiden avulla robotin sijainti ja asento voidaan määritellä yksikäsitteisesti.
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Konfiguraatioavaruus C on avaruus, joka sisältää kaikki robotin mahdolliset konfi-
guraatiot. Jos robotin konfiguraatio siis käsittää d parametria, sitä voidaan pitää
d-ulotteisen konfiguraatioavaruuden yhtenä pisteenä. Jokainen robotin konfiguraation
parametri vastaa yhtä vapausastetta (degree of freedom).

Latomben [1999] mukaan konfiguraatioavaruus on vaikuttanut reitinsuunnitte-
luongelman tutkimukseen enemmän kuin mikään muu idea. Valtaosa reitinsuunnitte-
luongelman ratkaisemiseksi kehitetyistä algoritmeista hyödyntääkin konfiguraatioava-
ruutta. Konfiguraatioavaruus ei muuta alkuperäistä ongelmaa millään tavalla, mutta
tekee ongelman tutkimisen helpommaksi. Usein on nimittäin helpompaa tarkastella
konfiguraatioavaruudessa liikkuvan pisteen kuin muodoltaan monimutkaisen robotin
liikettä.

2.2.1 Konfiguraatioavaruuden topologia

Monet reitinsuunnittelussa esiin tulevat konfiguraatioavaruudet ovat monistoja ja esi-
merkiksi tässä tutkielmassa kaikki konfiguraatioavaruudet ovat sellaisia. Tarkemmin
topologiaa ja monistoja on käsitelty esimerkiksi Hatcherin kirjassa [Hatcher, 2002] ja
erityisesti reitinsuunnitteluongelman näkökulmasta LaVallen kirjassa [LaValle, 2006,
luku 4]. Näitä kirjoja on käytetty myös tämän alakohdan pääasiallisina lähteinä.

Tarkastellaan nyt hieman reitinsuunnittelussa usein esiintyviä monistoja. Reaa-
lilukujen joukko R on yksinkertaisin esimerkki yksiulotteisesta monistosta. Lisäksi
mikä tahansa reaalilukujen avoin väli on monisto, koska ne ovat joukon R kans-
sa homeomorfisia eli niiden välille voidaan muodostaa sellainen kuvaus f , joka on
jatkuva bijektio, ja jonka käänteisfunktio f−1 on myös jatkuva. Toinen esimerkki
yksiulotteisesta monistosta on ympyrä S1 = { (x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1 }. Ympyrä ei
kuitenkaan ole homeomorfinen joukon R kanssa, sillä reaalilukujen joukko R vastaa
silmukatonta suoraa, kun taas ympyrässä S on silmukka.

Monet kaksiulotteisista monistoista voidaan muodostaa karteesisen tulon avulla
jo olemassa olevista yksiulotteisista monistoista. Tämä on mahdollista, sillä jos X
ja Y ovat monistoja, on myös niiden karteesinen tulo X × Y monisto. Esimerkiksi
kaksiulotteinen monisto R2 on muodostettu karteesisena tulona R× R. Karteesista
tuloa R× S1 vastaa ääretön sylinteri. Kahden ympyrän karteesinen tulo S1 × S1 on
torus T2. Kannattaa erityisesti huomata, että S1 × S1 6= S2.

Useampiulotteisia monistoja voidaan muodostaa vastaavalla tavalla karteesisen
tulon avulla. Esimerkiksi Rn ja Tn ovat n-ulotteisia monistoja. Karteesisen tulon
avulla ei kuitenkaan ole mahdollista muodostaa esimerkiksi n-ulotteista palloa Sn =
{x ∈ Rn+1 | ||x|| = 1 }, joka kuitenkin on myös monisto.
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2.2.2 Robotin konfiguraatio

Tarkastellaan aluksi yksinkertaista ympyrän muotoista robottia, joka liikkuu kaksiu-
lotteisessa työavaruudessa W = R2. Voimme esittää robotin konfiguraation esimer-
kiksi määrittelemällä sen keskipisteen (x, y) sijainnin suhteessa johonkin kiinteään
koordinaatistoon. Käytetään tästä konfiguraatiosta merkintää q = (x, y). Jos tiedäm-
me robotin säteen r, voimme selvittää kaikki ne pisteet, jotka kuuluvat robottiin.
Olkoon näiden pisteiden muodostama joukko A(q). Ympyrän määritelmän perusteella
saadaan siis

A(q) = A(x, y) = { (x′, y′) | (x− x′)2 + (y − y′)2 ≤ r2 }.

Tästä huomataan, että parametrit x ja y riittävät robotin sijainnin täydelliseen
esittämiseen. Konfiguraatioavaruus on siis tässä tapauksessa C = R2 ja robotilla on
kaksi vapausastetta. Kannattaa kuitenkin huomata, että konfiguraatioavaruus ei aina
ole näin yksinkertainen edes kahden vapausasteen roboteille.

A1

A2

θ1

θ2

Kuva 2.1 Kahden vapausasteen robottikäsivarsi.

Kuvassa 2.1 on esimerkki eräästä toisesta robotista, jolla on myös kaksi vapausas-
tetta. Kyseessä on pieni robottikäsivarsi, jossa on kaksi akselia A1 ja A2 ja kaksi
niveltä. Robotin konfiguraatio voidaan esittää kahden kulman θ1 ja θ2 avulla.

Kuvan 2.1 tapauksessa konfiguraatioavaruus ei kuitenkaan ole C = R2. Jos
oletetaan, että robotin molemmat akselit voivat pyöriä nivelien ympäri vapaasti,
saisivat molemmat kulmat θ1 ja θ2 arvoja välillä [0, 2π). Tämä vastaa yksikköympyrää
S1. Kun otetaan huomioon molemmat nivelet, saadaan karteesisen tulon avulla
konfiguraatioavaruudeksi C = S1 × S1 = T2.

Yleisesti merkitsemme siis, että työavaruudessa W liikkuvan robotin A kaikki
mahdolliset sijainnit voidaan määritellä yksikäsitteisesti konfiguraatiolla q. Merkin-
nällä A(q) tarkoitetaan tällöin robotin A asemaa työavaruudessa W , kun se sijaitsee
konfiguraatiossa q.
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Tässä tutkielmassa konfiguraation vapausasteet ovat joko siirtovapausasteita tai
kiertovapausasteita. Siirtovapausasteet määrittelevät robotin sijainnin työavaruudessa.
Vapaasti liikkuvan robotin sijainti kaksiulotteisessa työavaruudessa voidaan mää-
ritellä kahden parametrin x, y ∈ R ja vastaavasti kolmiulotteisessa työavaruudessa
kolmen parametrin x, y, z ∈ R avulla. Sijainti voidaan siis määritellä yksinkertaisesti
reaalilukujen avulla. Parametrien arvojoukon ei välttämättä kuitenkaan tarvitse olla
koko reaalilukujen joukko R, vaan tarvittaessa se voidaan vaikkapa rajoittaa vain
jollekin reaalilukuvälille.

Kiertovapausasteet määrittelevät robotin asennon työavaruudessa. Nämä vapaus-
asteet voidaan jakaa kahteen osaan eli niihin, jotka määrittelevät rotaation yhden
akselin ympäri, ja niihin, jotka määrittelevät rotaation kolmiulotteisessa avaruudessa.
Yhden akselin ympäri tapahtuva kierto voidaan esittää yhden parametrin, kulman
θ ∈ [0, 2π), avulla. Tätä vastaa yksikköympyrä S1. Kolmiulotteisessa avaruudessa
tapahtuvan rotaation määrittämiseen tarvitaan kolme parametria. Tämä voidaan
esittää pallon S3 avulla. Tarkemmin kolmiulotteisen avaruuden rotaatioita on käsitelty
alakohdassa 2.2.3.

Jäykällä robotilla, joka voi vapaasti siirtyä ja kiertyä kaksiulotteisessa työavaruu-
dessa, on siis kolme vapausastetta: kaksi siirtovapausastetta ja yksi kiertovapausaste.
Tällöin konfiguraatioavaruus on

C = R2 × S1.

Vastaavanlaisella robotilla kolmiulotteisessa työavaruudessa on vapausasteita sen
sijaan kuusi: kolme siirtovapausastetta ja kolme kiertovapausastetta. Tällöin konfigu-
raatioavaruus on

C = R3 × S3.

Tämän tutkielman myöhemmissä luvuissa keskitytään lähinnä sellaisiin ongelmiin,
joiden konfiguraatioavaruus vastaa jälkimmäistä.

2.2.3 Kvaterniot

Kvaterniot ovat kompleksilukujen yleistyksiä ja ne ovat hyödyllisiä reitinsuunnitte-
luongelman kannalta erityisesti kappaleiden rotaatioita käsiteltäessä. Kvaternioiden
joukkoa merkitään useimmiten H:lla niiden kehittäjän Hamiltonin kunniaksi. Tässä
luvussa esitellään kvaternioiden tärkeimmät ja reitinsuunnitteluongelman kannalta
hyödyllisimmät ominaisuudet. Kattavammin kvaterniota ja erityisesti niiden käyttöä
rotaatioiden esittämisessä on esitelty esimerkiksi Kuipersin kirjassa [Kuipers, 2002].
Kyseistä kirjaa on käytetty myös tämän alakohdan lähteenä pääasiassa.

Kvaterniot voidaan esittää muodossa

h = w + xi+ yj + zk, w, x, y, z ∈ R,
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mutta usein kvaternioille kuitenkin käytetään lyhennysmerkintää, joka selkeyttää
kvaternioiden esitystä:

h = (s,~v) = s+ v1i+ v2j + v3k, s ∈ R, ~v ∈ R3.

Tällöin skalaaria s kutsutaan kvaternion skalaariosaksi ja vektoria ~v vektoriosaksi.
Imaginääriyksiköille i, j ja k on määritelty seuraavat laskusäännöt:

−1 = i2 = j2 = k2,

i = jk = −kj,
j = ki = −ik ja
k = ij = −ji.

Kvaternioiden yhteen- ja vähennyslasku onnistuu laskemalla yhteen tai vähen-
tämällä kvaterniot komponenteittain. Kun kvaternio kerrotaan reaaliluvulla, sen
jokainen termi kerrotaan erikseen. Myös kahden kvaternion kertolaskun määrittä-
minen on helppoa, kun otetaan huomioon aiemmin esitetyt imaginääriyksikköjen
laskusäännöt.

Olkoot h = (s,~v), h1 = (s1, ~v1) ja h2 = (s2, ~v2) kolme kvaterniota ja olkoon a

reaaliluku. Nyt kvaternioiden yhteen-, vähennys- ja kertolaskuille saadaan lausekkeet

ah = (as, a~v),
h1 + h2 = (s1 + s2, ~v1 + ~v2),
h1 − h2 = (s1 − s2, ~v1 − ~v2) ja
h1h2 = (s1s2 − ~v1 · ~v2, s1~v2 + s2~v1 + ~v1 × ~v2).

Tästä kannattaa huomata, että kahden kvaternion tulo on kvaternio. Koska tulokaa-
vassa esiintyy ristitulo, kvaternioiden kertolasku ei kommutoi eli yleensä h1h2 6= h2h1.
Kvaternioiden tulolle on kuitenkin voimassa (h1h2)h3 = h1(h2h3).

Jokaiselle kvaterniolle h voidaan myös märitellä liittokvaternio eli konjugaatti h̄
negatoimalla sen vektoriosan kertoimet:

h = (s,~v),
h̄ = (s,−~v).

Kvaternion h normin neliö saadaan kertomalla se liittokvaterniollaan, joten normi on

||h|| =
√
hh̄ =

√
s2 + ||~v||2 ∈ R.

Yksikkökvaternioksi sanotaan sellaista kvaterniota, jolle ||h|| = 1. Kvaternion h
käänteiskvaternio on

h−1 = h̄

||h||2
.
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Kahden yksikkökvaternion välinen kulma θ saadaan laskettua samalla tavalla
kuin kolmiulotteisen avaruuden vektorien välinen kulmakin. Jos h1 = (w1, x1, y1, z1)
ja h2 = (w2, x2, y2, z2) ovat yksikkökvaternioita, on niiden pistetulo

h1 · h2 = w1w2 + x1x2 + y1y2 + z1z2.

Tällöin kvaternioiden h1 ja h2 välinen kulma on

θ = arccos(h1 · h2) = arccos(w1w2 + x1x2 + y1y2 + z1z2).

Rotaatiot kvaternioilla

Mikä tahansa kolmiulotteisen avaruuden rotaatio R3 voidaan esittää sopivasti va-
litun rotaatiokulman ja rotaatioakselin avulla. Tällöin yksittäisen pisteen rotaatio
tarkoittaa pisteen kiertämistä rotaatiokulman verran tasossa, joka on kohtisuorassa
rotaatioakselia ~n vastaan. Seuraavaksi tarkastellaan, miten tällainen rotaatio voidaan
esittää kvaternioiden avulla.

Olkoon ~v kolmiulotteisen avaruuden R3 vektori, jota halutaan kiertää kulman
θ verran akselin ~n = (nx, ny, nz) ympäri. Määritellään lisäksi, että v′ = (0, ~v) on
vektoria ~v vastaava vektorikvaternio. Nyt tällainen kierto voidaan toteuttaa yksikkö-
kvaternion

h = (cos θ2 , ~n sin θ2) = (cos θ2 , nx sin θ2 , ny sin θ2 , nz sin θ2) (2.1)

ja sen käänteiskvaternion h−1 avulla seuraavasti:

u′ = hv′h−1 = (0, ~u),

jossa ~u on haluttu vektori. Tällaista kvaternioa h kutsutaan usein rotaatiokvaternioksi.
Kannattaa huomata, että vaikka kvaternio h muodostuukin neljästä reaaliluvusta,
on sillä vain kolme vapausastetta. Tämä johtuu yksikkökvaternion rajoituksesta
||h|| = 1.

Rotaatioita voidaan kvaternioiden lisäksi esittää myös muilla tavoilla. Yksi yleinen
tapa on käyttää Eulerin kulmia, jolloin rotaatio ilmaistaan kolmen kulman ψ, θ
ja φ avulla. Kukin kulma vastaa rotaatiota yhden koordinaattiakselin ympäri ja
lopullinen rotaatio saadaan suorittamalla nämä kolme rotaatiota peräkkäin jossakin
tietyssä järjestyksessä. Tarkastellaan seuraavaksi, miten Eulerin kulmien avulla
esitetty rotaatio voidaan muuttaa vastaavaksi rotaatiokvaternioksi.

Valitaan sellainen rotaatioiden suoritusjärjestys, että ensin kierretään z-akselin
ympäri kulman φ verran, sitten y-akselin ympäri kulman θ verran ja lopuksi x-akselin
ympäri kulman ψ verran. Muodostetaan nyt erikseen jokaiselle Eulerin kulmalle sitä
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vastaava rotaatiokvaternio. Kaavan (2.1) perusteella saadaan kvaterniot

hx = (cos ψ2 , sin
ψ

2 , 0, 0),

hy = (cos θ2 , 0, sin
θ

2 , 0) ja

hz = (cos φ2 , 0, 0, sin
φ

2 ).

Kun nämä kerrotaan oikeassa järjestyksessä, saadaan haluttu rotaatiokvaternio
h = hzhyhx = (w, x, y, z), jossa

w = cos ψ2 cos θ2 cos φ2 + sin ψ2 sin θ2 sin φ2 ,

x = sin ψ2 cos θ2 cos φ2 − cos ψ2 sin θ2 sin φ2 ,

y = cos ψ2 sin θ2 cos φ2 + sin ψ2 cos θ2 sin φ2 ja

z = cos ψ2 cos θ2 sin φ2 − sin ψ2 sin θ2 cos φ2 .

Robottien reitinsuunnitteluongelmaa ratkottaessa on usein tarpeellista muodostaa
satunnaisia asentoja roboteille. Asentoa ei kuitenkaan voida muodostaa kolmen satun-
naisesti valitun Eulerin kulman perusteella, koska tällöin kaikki mahdolliset asennot
eivät olisi yhtä yleisiä [Kuffner, 2004]. Shoemaken [1992] esittelemän menetelmän
avulla on kuitenkin mahdollista muodostaa tasaisesti jakautuneita satunnaisia asen-
toja tehokkaasti ja yksinkertaisesti. Satunnaisen asennon määräävä rotaatiokvaternio
h saadaan seuraavasti:

h = (
√

1− u1 sin 2πu2,
√

1− u1 cos 2πu2,
√
u1 sin 2πu3,

√
u1 cos 2πu3),

jossa kolme muuttujaa u1, u2, u3 on valittu satunnaisesti väliltä [0, 1].

Yksikkökvaternioiden interpolointi

Reitinsuunnitteluongelman ratkaisualgoritmit tarvitsevat usein keinon interpoloida
lineaarisesti kahden eri konfiguraation välille uusia välivaiheita eli välikonfiguraatioita.
Kolmiulotteisen kiinteän kappaleen ollessa kyseessä konfiguraatioiden interpolointi
voidaan käytännössä suorittaa interpoloimalla erikseen kappaleen sijaintia ja asentoa.
Sijainnin interpolointi on yksinkertaista ja se voidaan tehdä yksinkertaisesti interpo-
loimalla jokaista sijainnin määräävää koordinaattia erikseen. Asennon interpolointi
on kuitenkin huomattavasti monimutkaisempaa.

Tavoitteena on, että interpoloinnin tulos olisi mahdollisimman sulava. Tämä ei
onnistu, jos asentoa interpoloitaisiin samalla tavalla kuin sijaintia eli interpoloitaisiin
jokaista kolmea Eulerin kulmaa erikseen [Kuffner, 2004]. Kvaterniot sen sijaan
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soveltuvat erinomaisesti asentojen interpolointiin, ja juuri siksi konfiguraatioiden
asennot onkin hyödyllistä esittää juuri kvaternioina eikä esimerkiksi Eulerin kulmina.

Kahden asennon välinen interpolointi ei kvaternioidenkaan avulla onnistu inter-
poloimalla erikseen jokaista kvaternion komponenttia. Sen sijaan on mahdollista
käyttää Shoemaken [1985] esittelemää menetelmää. Siinä kahta rotaatiokvaternioita
interpoloidaan neliulotteisen yksikköpallon pinnalla lineaarisesti lyhintä reittiä eli
geodeettista viivaa pitkin. Geodeettisen viivan pituus on verrannollinen kvaternioiden
välisen kulman θ kanssa.

Shoemaken menetelmästä käytetään usein nimitystä slerp, joka on lyhenne sa-
noista spherical linear interpolation. Interpolointi kahden rotaatiokvaternion h1 ja h2

välillä onnistuu siis funktiolla

slerp(h1, h2, t) = h1 sin (1− t)θ + h2 sin tθ
sin θ ,

jossa t ∈ [0, 1] ja θ = arccosh1 · h2. Näin saadut välivaiheet ovat rotaatiokvaternioita,
joiden avulla robotin asento saadaan laskettua. Robotin liike on lisäksi sulavaa.

2.2.4 Esteet konfiguraatioavaruudessa

Robotin lisäksi reitinsuunnitteluongelmaan kuuluvat oleellisena osana esteet, joihin
robotti ei saa törmätä. Olkoon Bi jokin työavaruuden esteistä. Nyt konfiguraatioava-
ruuden esteeksi (configuration space obstacle) CBi kutsutaan kaikkien niiden konfigu-
raatioiden joukkoa, joissa robotti törmäisi esteeseen Bi työavaruudessa. Tarkemmin
sanottuna

CBi = { q ∈ C | A(q) ∩ Bi 6= ∅ } .

Nyt kaikkien konfiguraatioavaruuden esteiden muodostama joukko on

Cobs =
⋃
i

CBi

ja sitä konfiguraatioavaruuden osaa, jossa ei ole esteitä, kutsutaan vapaaksi konfigu-
raatioavaruudeksi (free configuration space)

Cfree = C \ Cobs.

Vapaaksi konfiguraatioksi (free configuration) taas kutsutaan jokaista konfiguraatiota,
joka kuuluu vapaaseen konfiguraatioavaruuteen.

Koska sekä robotti A että kaikki työavaruuden esteet Bi ovat suljettuja joukkoja
työavaruudessa W, on myös konfiguraatioavaruuden esteiden muodostama joukko
Cobs suljettu konfiguraatioavaruudessa C. Näin ollen Cfree on avoin joukko.

Aina ei ole kuitenkaan riittävää tutkia törmääkö robotti esteisiin. On nimittäin,
mahdollista, että robotti törmää tietyissä konfiguraatiossa myös itseensä. Näin voi
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käydä, jos robotti koostuu useasta osasta. Kuvassa 2.2 on esimerkki robottikäsivarres-
ta, jossa akselit A1 ja A7 törmäävät. Konfiguraatioavaruuden esteiden muodostamaan
joukkoon Cobs on siis tällaisessa tilanteessa lisättävä myös ne konfiguraatiot, joissa
robotti törmää itseensä.

A2

A4

A6

A1

A3

A5

A7

Kuva 2.2 Esimerkki robottikäsivarresta. Robotin akseli A1 törmää kuvassa akselin
A7 kanssa.

Tarkastellaan nyt esimerkkiä konfiguraatioavaruuden esteistä. Kuvassa 2.3(a) on
kaksiulotteinen työavaruus W ja kuvassa 2.3(b) sitä vastaava konfiguraatioavaruus C.
Olkoon työavaruudessa olevalla kolmion muotoisella robotilla A kaksi vapausastetta.
Se voi liikkua kaksiulotteisessa koordinaatistossa vapaasti, mutta se ei voi kiertyä.
Näin ollen konfiguraatioavaruus on kaksiulotteinen eli C = R2.

Robotin sijainti työavaruudessa voidaan määritellä jonkin siihen liitetyn refe-
renssipisteen (reference point) avulla. Kuvan 2.3(a) esimerkissä referenssipisteeksi
on valittu yksi robotin A kärkipisteistä ja se on merkitty mustalla pisteellä. Refe-
renssipisteen koordinaatit x ja y työavaruudessa määrittävät nyt robotin sijainnin
yksikäsitteisesti, joten robotin konfiguraatio on q = (x, y). Kuvan (a) robottia A
vastaa siis kuvan (b) konfiguraatioavaruuteen merkitty konfiguraatio q.

Kuvan 2.3(a) työavaruudessa on robotin lisäksi myös kolme estettä B1, B2 ja
B3. Näitä esteitä vastaa kuvan (b) konfiguraatioavaruudessa esteet CB1, CB2 ja CB3.
Este konfiguraatioavaruudessa tarkoittaa siis sitä, että jos robotin konfiguraatio
sijaitsee konfiguraatioavaruudessa esteen sisäpuolella, törmäisi tähän konfiguraatioon
asetettu robotti esteeseen työavaruudessa. Tässä esimerkissä konfiguraatioavaruuden
esteet on helppo löytää. Se onnistuu ”liu’uttamalla” robottia A kunkin esteen reunaa
pitkin työavaruudessa. Tällöin referenssipisteen muodostama ura osoittaa vastaavan
konfiguraatioavaruuden esteen reunan. Kuvassa (b) on esimerkin vuoksi esteen
CB1 päälle piirretty katkoviivalla sitä vastaava työavaruuden este B1 ja robotti A
liukumassa eri kohdissa sen reunalla.
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A

B1

B2

B3

(a)

q

CB1

CB2

CB3

(b)

Kuva 2.3 Esimerkki esteistä konfiguraatioavaruudessa. Kuvassa (a) on kuvattuna
työavaruus, jossa on robotti ja kolme estettä. Kuvassa (b) on työavaruutta vastaava
konfiguraatioavaruus.

Kuvan (b) harmaa osa tarkoittaa siis konfiguraatioavaruuden esteitä ja valkoinen
osa vastaavasti vapaata konfiguraatioavaruutta eli aluetta, jolla ei esteitä ole. Nyt
kuvasta (b) näkee helposti, että esteitä CB1 ja CB3 erottaa vapaa konfiguraatioavaruus,
mutta esteiden CB2 ja CB3 välillä vapaata konfiguraatioavaruutta ei ole. Tämä
tarkoittaa sitä, että robotti A mahtuu työavaruudessa kulkemaan esteiden B1 ja B3

välistä, mutta ei esteiden B2 ja B3 välistä.
Reitinsuunnitteluongelman tekee vaikeaksi erityisesti se, että vapaan konfiguraa-

tioavaruuden laskeminen on työlästä. Edellisessä esimerkissä se oli helppoa, mutta
monimutkaisemmissa konfiguraatioavaruuksissa laskemisesta tulee liian hankalaa,
jotta se olisi mahdollista käytännön sovelluksissa.

2.2.5 Reitit konfiguraatioavaruudessa

Konfiguraatioavaruudessa C määritelty polku (path) on jatkuva funktio τ : [0, 1]→ C.
Polku on kuitenkin matemaattinen termi ja usein robottien liikkeestä puhuttaessa
käytetään polun sijasta termejä liikerata tai reitti. Tässä tutkielmassa käytetään
termiä reitti.

Reitinsuunnitteluongelmassa reitillä tarkoitetaan siis polkua konfiguraatioavaruu-
dessa kahden konfiguraation q1 ja q2 välillä. Tavoitteena on, että reitillä kulkiessaan
robotti ei törmäisi esteisiin. Tämä onnistuu, kun reitin sallitaan kulkevan vain va-
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paassa konfiguraatioavaruudessa. Reitinsuunnitteluongelmassa siis etsitään sellaista
reittiä

τ : [0, 1]→ Cfree,

että τ(0) = q1 ja τ(1) = q2.
Konfiguraatioavaruutta hyödyntämällä robotin reitinsuunnitteluongelma saadaan

esitettyä huomattavasti yksinkertaisemmin kuin ilman sitä. Robotin reitin etsiminen
nimittäin yksinkertaistuu reitin löytämiseksi pistemäiselle robotille riippumatta siitä,
millainen robotti on kyseessä ja millaisessa ympäristössä se liikkuu.

2.2.6 Konfiguraatioiden välinen etäisyys

Reitinsuunnitteluongelmaa ratkottaessa pitää usein laskea konfiguraatioiden välisiä
etäisyyksiä. Etäisyyden laskemiseen käytetään etäisyysfunktiota (distance function),
joka on myös metriikkaa (metric). Konfiguraatioavaruus C on metrinen avaruus, joten
konfiguraatioavaruuden pisteiden välinen etäisyys on määritelty. Konfiguraatioava-
ruuden funktio dist : C × C → R+ ∪ {0} on metriikka, jos se toteuttaa ehdot

• dist(q1, q2) = 0 jos ja vain jos q1 = q2,

• dist(q1, q2) = dist(q2, q1) ja

• dist(q1, q2) ≤ dist(q1, q
′) + dist(q′, q2),

kun q1, q2, q
′ ∈ C [LaValle, 2006].

Tarkastellaan nyt, miten etäisyys voidaan laskea avaruudessa Rn. Tavallisin
tapa on käyttää euklidista metriikkaa (Euclidean metric). Jos A = (a1, a2, . . . , an)
ja B = (b1, b2, . . . , bn) ovat avaruuden Rn pisteitä, niin niiden välinen euklidinen
etäisyys on

dist(A,B) =
√

(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2 + . . .+ (an − bn)2 =
√√√√ n∑
i=1

(ai − bi)2.

Eräs toinen vaihtoehto olisi niin sanottu Manhattan-metriikka (Manhattan metric),
jolloin pisteiden A ja B välinen etäisyys olisi

dist(A,B) = |a1 − b1|+ |a2 − b2|+ · · ·+ |an − bn| =
n∑
i=1
|ai − bi|.

Etäisyyden laskeminen rotaatioille on kuitenkin hieman hankalampaa. Kahden
rotaatiokvaternion h1 ja h2 välisenä etäisyytenä voidaan pitää niiden välisen geodeet-
tisen viivan pituutta neliulotteisen yksikköpallon pinnalla. Geodeettisen viivan pituus
taas on verrannollinen kvaternioiden välisen kulman θ = arccos(h1 · h2) kanssa. Kun
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otetaan huomioon, että rotaatiokvaterniot h = (w, x, y, z) ja −h = (−w,−x,−y,−z)
esittävät saman rotaation, saadaan kahden rotaatiokvaternion väliseksi etäisyydeksi

dist(h1, h2) = min { arccos(h1 · h2), arccos(h1 · −h2) } .

Kuten huomataan, edellä oleva tapa laskea rotaatiokvaternioiden välinen etäisyys
muistuttaa alakohdassa 2.2.3 esitettyä kvaternioiden interpolointia.

Amato ja muut [1998b] ovat vertailleet erilaisia tapoja laskea etäisyyksiä kolmiulot-
teisessa avaruudessa reitinsuunnitteluongelman näkökulmasta. Koska etäisyyksiä pi-
tää laskea usein, tulisi laskennan olla nopeaa, mutta silti mahdollisimman tarkkaa. He
suosittelevat, että etäisyys lasketaan ensin erikseen robotin sijainnin ja rotaation muu-
toksille, jonka jälkeen näiden tulokset yhdistetään niin, että sijainnin muutosta paino-
tetaan enemmän kuin rotaation muutosta. Tämä on heidän mukaansa reitinsuunnit-
teluongelmaan hyvin soveltuva metriikka. Sijainnin muutos kannattaa laskea euklidi-
sella metriikalla ja kvaternioiden etäisyys edellä esitetyllä tavalla [Amato et al., 1998b;
Kuffner, 2004]. Kahden konfiguraation q1 = (A, h1) ja q2 = (B, h2) etäisyys on siis

dist(q1, q2) = wt dist(A,B) + wr dist(h1, h2),

jossa wt on siirron muutosta painottava kerroin ja wr vastaavasti rotaation muutosta
painottava kerroin.

2.3 Ratkaisumenetelmiä

Reitinsuunnitteluongelman ratkaisemiseksi on kehitetty monenlaisia menetelmiä, jot-
ka poikkeavat hyvinkin paljon toisistaan. Latombe [1991] esimerkiksi jakaa erilaiset
ratkaisumenetelmät niiden toimintaperiaatteen mukaan kolmeen eri ryhmään: po-
tentiaalikenttämenetelmiin, solumenetelmiin ja reittikarttamenetelmiin. Menetelmät
voivat lisäksi olla eksakteja tai likimääräisiä. Jotkin menetelmät on suunniteltu niin,
että ne löytävät nopeasti vain yhden reitin kerrallaan. Toiset menetelmät saattavat
tehdä esilaskentaa, jonka jälkeen ne pystyvät huomattavan nopeasti löytämään useita
reittejä. Seuraavissa alakohdissa esitellään erilaisia ratkaisumenetelmiä.

2.3.1 Eksaktit ja likimääräiset menetelmät

Reitinsuunnitteluongelman ratkaisemiseksi kehitetyt erilaiset algoritmit voidaan ja-
kaa esimerkiksi eksakteihin ja likimääräisiin algoritmeihin. Eksaktit algoritmit ovat
täydellisiä (complete), sillä ne toimivat äärellisessä ajassa ja löytävät varmasti kysy-
tyn reitin, jos sellainen on olemassa, ja ilmoittavat muussa tapauksessa, että reittiä ei
ole olemassa. Eksaktit algoritmit joutuvat siis laskemaan ja tutkimaan koko vapaan
konfiguraatioavaruuden täydellisesti. Tämän vuoksi ne ovat myös epäkäytännöllisiä
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vähänkään monimutkaisemmissa ongelmissa, sillä niiden aikavaativuus kasvaa no-
peasti liian suureksi. Lisäksi eksaktien algoritmien toteuttaminen käytännössä on
usein hyvin monimutkaista ja vaikeaa.

Likimääräiset algoritmit sen sijaan eivät yritä laskea koko vapaata konfiguraa-
tioavaruutta täydellisesti, vaan toimivat likimääräisesti. Eksakteista algoritmeista
poiketen likimääräinen algoritmi ei pystykään koskaan täysin varmasti ilmoittamaan,
onko kysyttyä reittiä ollenkaan olemassa. Likimääräisten algoritmien toteuttaminen
on kuitenkin usein huomattavasti helpompaa kuin eksaktien algoritmien.

Likimääräinen algoritmi toimii yleensä jollain ennalta määrätyllä tarkkuudella.
Tällainen algoritmi toimii eksaktin algoritmin tavoin äärellisessä ajassa ja se löytää
reitin, jos tarkkuus on määritelty tarpeeksi suureksi ja reitti on olemassa. On kuitenkin
mahdollista, että algoritmi ei löydä reittiä, vaikka sellainen olisikin olemassa. Tällöin
algoritmin tarkkuus on liian pieni.

Likimääräinen algoritmi voi toimia myös probabilistisesti. Tällöin algoritmi toimii
satunnaisesti, ja jos kysytty reitti on olemassa, todennäköisyys löytää se kasvaa
samalla kun laskenta-aika kasvaa. Algoritmi siis varmasti löytäisi reitin, jos aikaa olisi
käytettävissä loputtomasti. Tällaista algoritmia sanotaan probabilistisesti täydelliseksi.
Algoritmin toiminta päättyy vasta, kun reitti on löytynyt. Käytännön toteutuksissa
algoritmin suoritus pitää kuitenkin keskeyttää jossakin vaiheessa, vaikka reittiä ei
vielä olisikaan löytynyt.

2.3.2 Potentiaalikentät

Reitinsuunnitteluongelmaa voidaan yrittää ratkaista esimerkiksi potentiaalikenttiin
(potential field) perustuvien menetelmien avulla. Ensimmäisenä potentiaalikent-
tiä hyödynsi Khatib [1986] ja sen jälkeen niitä on käytetty useissa menetelmissä.
Yhteistä niille kaikille on se, että robotti liikkuu keinotekoisessa potentiaaliken-
tässä, joka on määritelty differentoituvan potentiaalifunktion (potential function)
U : Cfree → R avulla. Potentiaalifunktio on usein määritelty kahdesta osasta koos-
tuvaksi eli U(q) = Uatt(q) + Urep(q), jossa Uatt(q) vastaa potentiaalia, jolla pääte-
konfiguraatio vetää robottia puoleensa konfiguraatiossa q, ja Urep potentiaalia, jolla
esteet työntävät robottia poispäin [Latombe, 1991, p. 295]. Uatt saa pienimmän ar-
vonsa päätekonfiguraatiossa ja Urep saa sitä pienemmän arvon, mitä kauempana q
on esteistä.

Oletetaan, että q = (q1, q2, . . . , qn) on jokin vapaan konfiguraatioavaruuden konfi-
guraatio. Nyt potentiaalifunktion U(q) gradientti voidaan määritellä vektorikenttänä
~∇U(q) = ( ∂U

∂q1
(q), ∂U

∂q2
(q), . . . , ∂U

∂qn
(q)). Gradientti ~∇U(q) osoittaa siis siihen suuntaan,

jossa U kasvaa paikallisesti konfiguraation q ympäristössä eniten. Potentiaalifunktio
voidaan kuvitella mäkiseksi maastoksi, jossa robotin pitää kulkea mäen huipulta alas



16

eli lähtökonfiguraatiosta päätekonfiguraatioon. Tällöin robotti kulkee reittiä, joka
saadaan seuraamalla negatiivisen gradientin ~F (q) = −~∇U(q) osoittamaa suuntaa.
Tarkemmin gradientteja on käsitelty esimerkiksi Salaksen ja muiden [2002, chapter
15] kirjassa.

Potentiaalikenttiin perustuvissa menetelmissä on kuitenkin monia puutteita. Ko-
ren ja muut [1991] ovat tutkineet näitä puutteita ja heidän mielestään suurimmat
ongelmat ovat robotin mahdollinen juuttuminen paikalliseen minimiin, robotin hei-
lahtelu esteiden lähellä ja käytävissä sekä se, että menetelmä ei löydä reittiä kahden
lähekkäin olevan esteen välistä. Näitä puutteita on kuitenkin pyritty korjaamaan.
Etenkin keinoja, joilla voitaisiin estää paikalliseen minimiin juuttuminen, on tutkittu
paljon (esimerkiksi [Mabrouk & McInnes, 2008; Rimon & Koditschek, 1992]).

2.3.3 Soluihin jako

Soluihin jako (cell decomposition) on potentiaalikenttien lisäksi toinen yleinen tapa
ratkaista reitinsuunnitteluongelma. Menetelmä on vanha ja esimerkiksi jo Lozano-
Pérez [1983] esitteli erään sellaisen menetelmän samassa artikkelissa konfiguraatioava-
ruuden kanssa. Soluihin jako tarkoittaa konfiguraatioavaruuden jakamista erillisiin
alueisiin. Koko vapaa konfiguraatioavaruus jaetaan jollakin tietyllä menetelmällä
geometrisesti yksinkertaisiin osiin, joita kutsutaan soluiksi (cell). Jos kyseessä on
eksakti algoritmi, vastaa näiden solujen unioni täydellisesti vapaata konfiguraatio-
avaruutta. Likimääräisessä tapauksessa solujen unioni sen sijaan on vain karkea
osajoukko vapaasta konfiguraatioavaruudesta.

Kun vapaa konfiguraatioavaruus on jaettu soluihin, voidaan niistä muodostaa
vierekkäisyysgraafi (adjacency graph). Graafissa on yksi solmu jokaista solua koh-
ti ja jos solut ovat konfiguraatioavaruudessa vierekkäin, on graafissa kaari niitä
vastaavien solmujen välillä. Nyt vierekkäisyysgraafin avulla voidaan ratkaista rei-
tinsuunnitteluongelma helposti. Aluksi etsitään ne solut, joissa lähtökonfiguraatio
ja päätekonfiguraatio sijaitsevat. Sen jälkeen suoritetaan haku vierekkäisyysgraa-
fissa näitä soluja vastaavien solmujen välillä. Näin saadaan selville solut, joiden
kautta robotti pääsee lähtökonfiguraatiosta päätekonfiguraatioon. Koska jokainen
solu kuuluu kokonaisuudessaan vapaaseen konfiguraatioavaruuteen ja niiden muoto
pyritään pitämään geometrisesti yksinkertaisena, on varsinainen reitinsuunnittelu
solujen sisällä helppoa.

Kuvassa 2.4(a) on kaksiulotteinen konfiguraatioavaruus, jossa esteet on merkitty
harmaalla ja vapaa avaruus jaettu puolisuunnikkaan muotoisiin soluihin (katso
esimerkiksi [Choset et al., 2005, pp. 162–168]). Kuvassa 2.4(b) on soluja vastaava
vierekkäisyysgraafi. Kyseessä on eksakti algoritmi, sillä kuten kuvasta (a) voi havaita,
puolisuunnikkaat kattavat koko vapaan avaruuden täydellisesti.
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Kuva 2.4 Eksakti soluihin jako. Kuvassa (a) konfiguraatioavaruus on jaettu nume-
roituihin soluihin. Kuvassa (b) on näitä soluja vastaava vierekkäisyysgraafi.

Kuvassa 2.5 on esitetty sama konfiguraatioavaruus kuin kuvassa 2.4, mutta siinä
on käytetty erästä yksinkertaista likimääräistä algoritmia. Se jakaa konfiguraatio-
avaruuden yhtä suuriin, ennalta määrätyn kokoisiin neliöihin. Jos neliö sijaitsee
kokonaan vapaalla alueella, siitä muodostetaan solu ja se lisätään vierekkäisyysgraa-
fiin (kuvassa valkoiset neliöt), muussa tapauksessa neliöstä ei tehdä solua (kuvassa
harmaat neliöt). Tällaisten likimääräisten algoritmien toimintaan vaikuttaa suuresti
valittu tarkkuus eli tässä esimerkissä neliöiden koko. Neliöt siis kattavat vapaan
konfiguraatioavaruuden sitä paremmin, mitä pienempiä ne ovat.

Kuva 2.5 Likimääräinen soluihin jako.

Edellä olleet esimerkit toimivat kaksiulotteisessa konfiguraatioavaruudessa. On
kuitenkin kehitetty useita menetelmiä, jotka soveltuvat myös moniulotteisiin konfigu-
raatioavaruuksiin. Esimerkiksi Acar ja muut [2002] ovat tutkineet tällaista eksaktia
menetelmää. Kuitenkin ulottuvuuksien määrän kasvaessa tulee etenkin eksaktien
algoritmien tapauksessa solujen muodostamisesta niin hidasta, että käytännön to-
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teutuksissa niitä ei useinkaan voi hyödyntää. Siksi ainoiksi vaihtoehdoiksi jäävät
likimääräiset algoritmit.

2.3.4 Reittikartat

Tässä alakohdassa käsitellään reittikarttoja (roadmap), joita monet reitinsuunnitte-
lualgoritmit hyödyntävät. Edellä käsitellyt algoritmit eivät kuitenkaan varsinaisesti
käyttäneet reittikarttoja. Reittikarttaa voisi verrata vaikkapa kaupungin metroverk-
koon. Jos joku haluaa päästä kaupungissa paikasta A paikkaan B käyttäen metroa,
pitää hänen ensin kävellä metroasemalle, joka on lähinnä paikkaa A. Sen jälkeen
hänen pitää tutkia metrolinjakarttaa ja etsiä metroasema, joka on lähinnä paikkaa
B ja sen jälkeen yksinkertaisesti kuljettava metrolla näiden kahden metroaseman vä-
linen reitti. Lopuksi metroasemalta pitää vielä kävellä paikkaan B. Metroasemia voi
pitää reittikartan solmuina ja metrolinjoja kaarina, jotka yhdistävät näitä solmuja.

Reittikartta on siis eräänlainen opas, jonka avulla robotti voi suunnistaa esteiden
joukossa ilman pelkoa siitä, että se törmäisi niihin. Kun valmiin reittikartan avulla
halutaan ratkaista robotin reitinsuunnitteluongelma, pitää ensimmäiseksi etsiä vapaa
reitti robotin lähtöasemasta johonkin reittikartassa olevaan konfiguraatioon ja vas-
taavasti myös robotin pääteasemasta johonkin reittikartan konfiguraatioon. Tämän
jälkeen onkin helppoa löytää reitti näiden kahden reittikartassa olevan konfiguraation
välille ja näin reitinsuunnitteluongelma on ratkaistu.

Reittikartta pitää kuitenkin olla muodostettu ennen kuin sitä voidaan hyödyntää
reittikyselyissä. Algoritmista riippuen reittikartta on voitu rakentaa joko niin, että
se soveltuu vain yhden tietyn reittikyselyn ratkaisemiseen, tai niin, että sitä voidaan
käyttää usean eri kyselyn ratkaisemiseen. Erityisen hyödyllinen reittikartta onkin
juuri silloin, kun halutaan löytää useita eri reittejä samassa ympäristössä. Tällöin
riittää, että reittikartta muodostetaan yhden kerran, ja sen jälkeen samaa reittikart-
taa voidaan käyttää reittien suunnittelussa, vaikka robotin lähtö- ja pääteasemat
muuttuisivatkin joka kyselyssä.

Tässä tutkielmassa reittikartaksi kutsutaan sellaista graafia G = (V,E), jonka
solmut V ovat robotin vapaita konfiguraatioita konfiguraatioavaruudessa C ja joukon
E kaaret ovat niitä yhdistäviä vapaita reittejä. Graafissa oleva kaari siis osoittaa,
että on olemassa jokin tunnettu keino, jolla kahden konfiguraation välinen vapaa
reitti on löydettävissä.

Täydelliseksi reittikartaksi kutsutaan sellaista reittikarttaa, joka kattaa koko va-
paan konfiguraatioavaruuden. Se tarkoittaa sitä, että reittikartan tulisi ulottua niin
laajalle alueelle vapaassa konfiguraatioavaruudessa, että jokaisesta vapaasta konfigu-
raatiosta olisi mahdollista löytää helposti reitti johonkin sellaiseen konfiguraatioon,
joka kuuluu reittikarttaan. Täydelliselle reittikartalle on siis voimassa seuraavat
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vaatimukset kaikille qstart ∈ Cfree ja qgoal ∈ Cfree:

1. On olemassa vapaa ja helposti löydettävä reitti konfiguraatiosta qstart ∈ Cfree

johonkin reittikartassa olevaan konfiguraatioon q′start ∈ V .

2. On olemassa vapaa ja helposti löydettävä reitti konfiguraatiosta qgoal ∈ Cfree

johonkin reittikartassa olevaan konfiguraatioon q′goal ∈ V .

3. Graafissa G on polku solmujen q′start ja q′goal välillä.

Jotta samaa reittikarttaa voisi käyttää mahdollisimman monen eri reitin ratkaisemi-
seen, tulisi reittikartan tietenkin olla mahdollisimman kattava.

Sanalle reittikartta ei kuitenkaan näyttäisi olevan täsmällistä määritelmää kirjal-
lisuudessa. Varhaisimmissa reittikartta-algoritmeja käsittelevissä teoksissa sanalla
reittikartta tarkoitettiin täydellistä reittikarttaa, joka kattoi koko vapaan konfi-
guraatioavaruuden (esimerkiksi [Canny, 1988]). Myöhemmin sanaa reittikartta on
kuitenkin käytetty myös epätäydellisistä reittikartoista (esimerkiksi [Kavraki et al.,
1996]). Lisäksi esimerkiksi LaValle [2006] kutsuu reittikartaksi ainoastaan sellaisia
graafeja, jotka on tarkoitettu useiden eri reittikyselyiden ratkaisemiseen. Sellaisia
reittikarttoja, jotka on tarkoitettu vain yhden reittikyselyn ratkaisemiseksi, hän
kutsuu yksinkertaisesti graafeiksi.

Täydellisen reittikartan muodostaminen on kuitenkin käytännössä erittäin vaikeaa
ja hidasta etenkin silloin, kun konfiguraatioavaruus on moniulotteinen ja monimutkai-
nen. Siksi monet käytännölliset reittikartta-algoritmit tyytyvätkin epätäydellisiin reit-
tikarttoihin. Ne muodostetaan usein näytteistämällä vapaata konfiguraatioavaruutta
ja ottamalla ainoastaan nämä näytteistetyt konfiguraatiot mukaan reittikarttaan.
Seuraavassa luvussa esitellään eräs tällainen algoritmi.



3 Probabilistiset reittikartta-algoritmit
Edellisessä luvussa esiteltiin lyhyesti erilaisia algoritmeja reitinsuunnitteluongel-
man ratkaisemiseksi. Useat niistä olivat eksakteja. Ne siis löysivät varmasti rei-
tin, jos sellainen on olemassa, ja ilmoittivat, jos sellaista ei ole. Tällaiset algorit-
mit vaativat kuitenkin jonkin keinon, jonka avulla konfiguraatioavaruus pystyt-
tiin esittämään täydellisesti. Sen vuoksi eksaktit algoritmit ovat käytännöllisiä
yleensä vain silloin, kun konfiguraatioavaruudella on vähän ulottuvuuksia. Kun
ulottuvuuksia on useampia, ovat nämä algoritmit epäkäytännöllisiä [Canny, 1988;
Reif, 1979].

Kavraki ja muut [1996] esittelivät reitinsuunnitteluongelman ratkaisemiseksi uu-
denlaisen, likimääräisen menetelmän, joka perustui konfiguraatioavaruuden näytteis-
tämiseen. Tässä luvussa keskitytään näihin probabilistisiin reittikartta-algoritmeihin.
Luvun lopussa tarkastellaan reittikartta-algoritmeille tyypillisiä ongelmia, ja luvussa
4 esitellään tärkeimpiä kirjallisuudessa esitettyjä tapoja, joilla perusalgoritmia on
pyritty parantamaan, ja näitä ongelmakohtia korjaamaan.

Seuraavaksi esitellään algoritmin yksinkertaisin muoto, perusalgoritmi, ja kuva-
taan sen avulla algoritmin toimintaa tarkemmin.

3.1 Perusalgoritmi

Tässä esiteltyä perusalgoritmia ei ole sellaisenaan käsitelty kirjallisuudessa. Se kui-
tenkin pohjautuu Kavrakin ja muiden alkuperäiseen algoritmiin [Kavraki et al., 1996;
Choset et al., 2005] ja on eräänlainen yleistys probabilistisesta reittikartta-algorit-
mista. Se sisältää yksinkertaisessa muodossa kaikki osat, joita lähes jokainen kirjalli-
suudessa esitelty probabilistisen reittikartta-algoritmin muunnos käyttää. Siksi sen
avulla on helppo havainnollistaa näiden kaikkien algoritmien perustoiminnallisuutta.

Probabilistinen reittikartta-algoritmi on kaksiosainen. Aluksi rakennetaan satun-
nainen reittikartta. Tätä vaihetta kutsutaan oppimisvaiheeksi (learning phase). Kun
reittikartta on rakennettu, voidaan sitä käyttää ratkaisemaan yksittäisiä reitinsuun-
nitteluongelmia. Tätä vaihetta kutsutaan kyselyvaiheeksi (query phase).

3.1.1 Oppimisvaihe

Oppimisvaiheessa rakennetaan algoritmin tarvitsema reittikartta. Se esitetään suun-
taamattomana graafina G = (V,E). Joukon V solmut ovat robotin vapaita kon-
figuraatioita, jotka on satunnaisesti valittu konfiguraatioavaruudesta C. Jokainen
joukon E kaari kuvaa yhtä robotin mahdollista vapaata reittiä kahden eri konfigu-
raation välillä. Kaari (q1, q2) tarkoittaa siis sitä, että on olemassa sellainen reitti
τ : [0, 1]→ Cfree, jossa τ(0) = q1 ja τ(1) = q2.
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Reittien laskemiseen käytetään paikallista suunnittelijaa (local planner). Täs-
sä tutkielmassa funktio ∆ tarkoittaa paikallista suunnittelijaa, joka saa syötteenä
kaksi konfiguraatiota q1 ja q2, ja palauttaa sellaisen vapaan reitin, joka yhdistää
nämä konfiguraatiot. Jos tällainen reitti löytyy, sanotaan, että ∆(q1, q2) yhdistää
konfiguraation q1 konfiguraatioon q2. Yksinkertaisin paikallinen suunnittelija yrittää
yhdistää konfiguraatiot toisiinsa suorinta reittiä pitkin vapaassa konfiguraatioavaruu-
dessa Cfree. Jos tällaista reittiä ei ole olemassa, paikallinen suunnittelija epäonnistuu
eikä löydä vapaata reittiä konfiguraatioiden välille.

Oppimisvaihe on esitetty tarkemmin algoritmissa 3.1. On tärkeää huomata, että
algoritmissa tällaisenaan on useita epätarkkoja ja avoimia kohtia. Siksi algoritmia
ei voi suoraan toteuttaa käytännössä. Kohdassa 3.2 esitellään eräs yksinkertainen
toteutus algoritmille ja luvussa 4 useita kehittyneempiä tapoja, joilla algoritmin eri
osat on mahdollista toteuttaa paremmin.

Roadmap
Tulos:

Reittikartta G = (V,E).

1: V ← ∅
2: E ← ∅
3: repeat
4: repeat
5: q ← satunnainen konfiguraatio konfiguraatioavaruudesta C
6: until q ∈ Cfree

7: V ← V ∪ {q}
8: until joukossa V on riittävä määrä konfiguraatioita
9: for all q ∈ V do

10: Nq ← konfiguraation q naapurikonfiguraatiot joukosta V
11: for all q′ ∈ Nq do
12: if q ja q′ eivät kuulu reittikartassa samaan komponenttiin then
13: if ∆ löytää reitin konfiguraatioiden q ja q′ välillä then
14: E ← E ∪ {(q, q′)}
15: end if
16: end if
17: end for
18: end for
19: return G

Algoritmi 3.1 Yksinkertainen algoritmi, jolla rakennetaan reittikartta oppimisvai-
heessa.
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Algoritmin alussa reittikarttaa esittävä graafi G = (V,E) on tyhjä. Algoritmin
riveillä 3–8 konfiguraatioavaruutta näytteistetään satunnaisesti ja reittikarttaan
valitaan joukko vapaita konfiguraatioita.

Riveillä 9–18 käydään jokainen reittikarttaan valittu konfiguraatio q ∈ V läpi
yksitellen ja jokaiselle konfiguraatiolle valitaan joukko naapurikonfiguraatioita Nq.
Paikallisen suunnittelijan ∆ avulla pyritään löytämään reitti konfiguraation q ja
jokaisen naapurikonfiguraation q′ ∈ Nq välille. Jos reitti on olemassa, lisätään kaari
(q, q′) reittikarttaan. Kun kaikki konfiguraatiot on näin käyty läpi, on reittikartta
valmis.

Algoritmissa on kuitenkin monia kohtia, joita ei vielä ole määritelty tarpeeksi
tarkasti. Nämä ovat samalla niitä kohtia, joita muuttamalla on mahdollista muokata
probabilistisia reittikartta-algoritmeja paremmiksi ja tiettyihin ongelmiin paremmin
soveltuviksi. Seuraavaksi käydään lyhyesti läpi nämä kohdat.

Rivillä 5 valitaan satunnainen konfiguraatio konfiguraatioavaruudesta. Reittikart-
taan tulevat konfiguraatiot on mahdollista valita täysin satunnaisesti koko konfi-
guraatioavaruudesta, mutta useimmissa algoritmeissa käytetään jotain heuristista
menetelmää [Amato et al., 1998b; Wilmarth et al., 1999; Boor et al., 1999]. Nä-
mä menetelmät pyrkivät useimmiten suosimaan konfiguraatioavaruuden ”vaikeita”
alueita, jolloin näiltä alueilta valitaan enemmän konfiguraatioita reittikarttaan kuin
muilta alueilta. On lisäksi mahdollista käyttää täysin deterministisiä menetelmiä
konfiguraatioiden valitsemiseksi [Branicky et al., 2001].

Rivillä 6 tutkitaan, sijaitseeko valittu satunnainen konfiguraatio vapaassa konfigu-
raatioavaruudessa. Koska probabilistiset reittikartta-algoritmit eivät yritä selvittää
konfiguraatioavaruuden kaikkien esteiden tarkkoja rajoja, ei myöskään vapaata konfi-
guraatioavaruutta Cfree voida esittää täydellisesti. Siksi algoritmi hyödyntää erillistä
algoritmia törmäysten havaitsemiseksi. Sen avulla voidaan tarkistaa, törmäisikö tie-
tyssä konfiguraatiossa oleva robotti esteisiin vai ei. Erilaisia törmäysalgoritmeja on
olemassa monia, ja sopivan valinta riippuu esimerkiksi siitä, millaisesta robotista on
kyse ja minkälaisessa ympäristössä se liikkuu [Jiménez et al., 1998].

Rivillä 8 tarkistetaan, onko reittikarttaan valittu tarpeeksi satunnaisia konfigu-
raatioita. Tavoitteena on, että valitut konfiguraatiot riittävät kattamaan koko vapaan
konfiguraatioavaruuden, mutta tämän tarkistaminen on kuitenkin vaikeaa. Vaarana
on myös se, että reittikarttaan valitaan liian paljon konfiguraatioita, sillä silloin
koko algoritmin toiminta voi hidastua liian paljon. Yksinkertaisin tapa on kiinnittää
valittavien satunnaisten konfiguraatioiden lukumäärä etukäteen.

Rivillä 10 valitaan konfiguraatiolle naapurikonfiguraatioita. Lähes aina naapuri-
konfiguraatiot on järkevää valita etäisyyden perusteella. Voidaan esimerkiksi valita
kaikki tietyllä etäisyydellä olevat konfiguraatiot tai ennalta määritelty määrä lähim-
pänä olevia konfiguraatioita. Lähimpien konfiguraatioiden suosiminen on useimmiten
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kannattavaa, koska lähekkäin olevien konfiguraatioiden välille on helpompi muodostaa
reitti paikallisella suunnittelijalla kuin kaukana toisistaan olevien konfiguraatioiden
välille.

Jotta naapurikonfiguraatioita voidaan valita etäisyyden perusteella, pitää olla
käytettävissä algoritmille ja konfiguraatioavaruudelle sopiva etäisyysfunktio, jolla
kahden konfiguraation välinen etäisyys voidaan laskea. Konfiguraatioavaruuden
pisteiden etäisyyden laskemiseen ei useinkaan voi käyttää euklidista metriikkaa.
Toisaalta etäisyyden liian tarkka määrittely voi olla hankalaa, jos kyseessä on
kovin monimutkainen konfiguraatioavaruus. Usein on kuitenkin riittävää käyttää
etäisyysfunktiota, joka antaa tarpeeksi hyvän arvion etäisyydestä [Amato et al., 1998a;
Kuffner, 2004].

Rivillä 13 käytetään paikallista suunnittelijaa ∆ etsimään reitti kahden konfigu-
raation välille. Paikallinen suunnittelija on oleellisen tärkeä osa jokaista probabilistisia
reittikartta-algoritmia, ja siksi sen toteutuksella on suuri merkitys koko algoritmin
toimivuuteen ja tehokkuuteen. Koska paikallinen suunnittelija vie suuren osan algo-
ritmin käyttämästä ajasta, pitää sen toimia nopeasti [Amato et al., 1998a]. Tämän
vuoksi reitti tulisi löytää mahdollisimman tehokkaalla tavalla, ja todennäköisyys
suunnittelijan epäonnistumiselle tulisi olla mahdollisimman pieni.

3.1.2 Kyselyvaihe

Kyselyvaiheessa etsitään robotille reitti kahden konfiguraation qstart ja qgoal välille
käyttäen apuna oppimisvaiheessa rakennettua reittikarttaa G. Kyselyvaiheen toteutus
ei yleensä poikkea eri probabilististen reittikartta-algoritmien välillä oleellisesti, vaan
on pääpiirteittäin samanlainen niille kaikille. Kyselyvaihe on myös yksinkertainen.
Aluksi konfiguraatiot qstart ja qgoal yhdistetään reittikarttaan, jos ne eivät siellä jo ole.
Sen jälkeen etsitään jokin reitti näiden konfiguraatioiden välillä. Koska reittikartta
on tavallinen graafi, onnistuu halutun reitin etsiminen jollakin graafeille tarkoitetulla
polunetsintäalgoritmilla.

Kyselyvaihe on esitetty tarkemmin algoritmissa 3.2. Kannattaa huomata, että
algoritmi ei palauta varsinaista reittiä τ , vaan pelkästään järjestetyn listan graafin G
solmuista, joiden kautta kulkemalla robotti pääsee lähtökonfiguraatiosta päätekonfi-
guraatioon. Yksi solmu siis vastaa yhtä robotin konfiguraatiota. Varsinaisen reitin
laskemiseen tarvitaan tämän jälkeen vielä paikallista suunnittelijaa, jota käytetään
reitin laskemiseen kahden listassa peräkkäin olevan konfiguraation välille.

Algoritmin rivillä 1 etsitään konfiguraation qstart ja rivillä 2 konfiguraation qgoal

naapurikonfiguraatiot. Riveillä 4–10 ja riveillä 11–17 yritetään yhdistää konfiguraa-
tiot qstart ja qgoal omiin naapurikonfiguraatioihinsa paikallisen suunnittelijan avulla.
Kyselyvaiheessa naapurien valinta ja paikallinen suunnittelija kannattaa useimmiten
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RoadmapQuery(qinit, qgoal, G)
Syöte:

qinit: etsittävän reitin lähtökonfiguraatio
qgoal: etsittävän reitin päätekonfiguraatio
G = (V,E): aiemmin muodostettu reittikartta

Tulos:
Polku konfiguraatiosta qstart konfiguraatioon qgoal.

1: Nqstart ← konfiguraation qstart naapurikonfiguraatiot joukosta V
2: Nqgoal ← konfiguraation qgoal naapurikonfiguraatiot joukosta V
3: V ← {qstart} ∪ {qgoal} ∪ V
4: repeat
5: q′ ← lähimpänä konfiguraatiota qstart oleva konfiguraatio joukosta Nqstart

6: Nqstart ← Nqstart \ q′

7: if reitti konfiguraatioiden qstart ja q′ välille löytyy then
8: E ← (qstart, q

′) ∪ E
9: end if

10: until reitti konfiguraatioiden qstart ja q′ välillä löytyy or joukko Nqstart = ∅
11: repeat
12: q′ ← lähimpänä konfiguraatiota qgoal oleva konfiguraatio joukosta Nqgoal

13: Nqgoal ← Nqgoal \ q′

14: if reitti konfiguraatioiden qgoal ja q′ välille löytyy then
15: E ← (qgoal, q

′) ∪ E
16: end if
17: until reitti konfiguraatioiden qgoal ja q′ välillä löytyy or joukko Nqgoal = ∅
18: P ← polku solmujen qstart ja qgoal välillä graafissa G
19: return P

Algoritmi 3.2 Reittikarttakyselyn toteutus kyselyvaiheessa.

suorittaa samalla tavalla kuin oppimisvaiheessakin.
Rivillä 18 etsitään reittikartasta eli graafista G polku solmujen qstart ja qgoal välille.

On mahdollista, että polkua ei löydy ollenkaan. Näin voi käydä, jos solmuja qstart

ja qgoal ei saatu yhdistettyä reittikarttaan, tai jos solmut yhdistettiin reittikartassa
kahteen eri komponenttiin.

Usein reittikartasta halutaan etsiä solmujen välinen lyhin polku. Sen etsimiseen
voi käyttää esimerkiksi Dijkstran algoritmia, jonka toiminta on kuvattu tarkemmin
algoritmissa 3.3. Dijkstran algoritmin tehokkuus riippuu sen toteutuksesta. Jos rivillä
8 tapahtuva operaatio on toteutettu yksinkertaisesti listan lineaarisella läpikäymisel-
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Dijkstra(qinit, qgoal, G)
Syöte:

qinit: etsittävän reitin lähtökonfiguraatio
qgoal: etsittävän reitin päätekonfiguraatio
G = (V,E): aiemmin muodostettu reittikartta

Tulos:
Polku konfiguraatiosta qinit konfiguraatioon qgoal.

1: for all q ∈ V do
2: dist[q]←∞
3: previous[q]← nil
4: end for
5: dist[qstart]← 0
6: Q← V

7: repeat
8: q ← joukon Q konfiguraatio, jolla on pienin arvo dist
9: Q← Q \ q

10: for all p ∈ Adj[q] do
11: if dist[p] > dist[q] + 1 then
12: dist[p]← dist[q] + 1
13: previous[p]← q

14: end if
15: end for
16: until Q = ∅ or q = qgoal

17: P ← tyhjä sekvenssi
18: q ← qgoal

19: while q 6= nil do
20: Lisää q sekvenssin P alkuun.
21: q ← previous[q]
22: end while
23: return P

Algoritmi 3.3 Dijkstran algoritmin toteutus.

lä, on algoritmin vaativuus O(V 2). Jos operaatio on toteutettu prioriteettijonona
tavallista kekoa käyttäen, on algoritmin vaativuus O((E+V ) log V ). Fibonacci-kekoa
käyttämällä tasoitettu vaativuus olisi O(E + V log V ). [Cormen et al., 2001]

Joka tapauksessa kyselyvaiheen tehokkuus riippuu merkittävästi reittikartasta,
joka on rakennettu jo oppimisvaiheessa. Jos reittikartassa on paljon konfiguraatioita
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ja kaaria niiden välillä, on reitin etsintä hankalaa. Jos reittikartta on pieni, on reitin
etsintä vastaavasti nopeaa

3.2 Perusalgoritmin käytännön toteutus

Seuraavaksi esitellään eräs mahdollinen tapa toteuttaa perusalgoritmi käytännössä.
Valitut menetelmät eri osien toteuttamiseksi ovat yksinkertaisia ja helposti toteutet-
tavissa ja siksi myös melko tehottomia. Luvussa 4 pohditaankin, miten algoritmia
voisi tehostaa käyttämällä parempia menetelmiä ja heuristiikkoja.

3.2.1 Konfiguraatioiden näytteistäminen

Perusalgoritmissa reittikarttaan valittavien konfiguraatioiden näytteistäminen tapah-
tuu valitsemalla täysin satunnaisesti konfiguraatioita konfiguraatioavaruudesta Cfree.
Konfiguraatioavaruuden monimutkaisuudesta riippuen satunnaisten konfiguraatioi-
den muodostaminen ei kuitenkaan välttämättä onnistu aivan yksinkertaisesti.

Perusalgoritmissa oletetaan, että robotti liikkuu kolmiulotteisessa maailmassa,
joten sen sijainti voidaan määritellä kolmen koordinaatin avulla suorakulmaisessa
koordinaatistossa. Jokaiselle koordinaatille voidaan lisäksi määritellä tarvittaessa
pienin ja suurin sallittu arvo. Koska jokainen koordinaatti on muista koordinaateista
riippumaton, voidaan jokaisen arvo valita satunnaisesti sallitulta väliltä riippumatta
muista koordinaateista.

Robottia on myös mahdollista kiertää kolmen akselin ympäri, minkä vuoksi robo-
tin asennon määrittelemiseen tarvitaan kolme rotaatiokulmaa. Satunnainen asento
yhden akselin ympäri voidaan muodostaa samalla periaatteella kuin satunnainen
sijainti yhdellä koordinaattiakselilla. Robotin asentoa muodostettaessa on kuitenkin
pidettävä erityisesti huoli siitä, että kaikki asennot ovat yhtä yleisiä. Tämä voi olla
ongelma riippuen siitä, millä tavalla konfiguraation asennot on esitetty [LaValle,
2006].

Kun konfiguraation asennot esitetään rotaatiokvaternioina, on robotin asento
mahdollista muodostaa helposti alakohdassa 2.2.3 esitetyllä tavalla. Asento saadaan
siis muodostettua kolmen toisistaan riippumattoman satunnaisluvun avulla. Tällä
tavalla muodostetut asennot noudattavat tasaista jakaumaa, ja kaikki asennot ovat
siis yhtä yleisiä.

Kun satunnainen konfiguraatio on muodostettu, tarkistetaan, sijaitseeko se va-
paassa konfiguraatioavaruudessa Cfree. Tämä voidaan toteuttaa jollakin törmäysten
havaitsemiseen tarkoitetulla menetelmällä, joista kerrotaan tarkemmin alakohdassa
3.2.4. Jos konfiguraatio sijaitsee avaruudessa Cfree, lisätään se reittikarttaan. Muussa
tapauksessa konfiguraatio hylätään.
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Konfiguraatioiden valitseminen reittikarttaan täysin satunnaisesti on erittäin
yksinkertainen tapa, ja siksi myös muita menetelmiä on kehitetty. Käytännössä
satunnainen näytteistäminen on kuitenkin yllättävän tehokas menetelmä, ja sen
avulla onnistuu etenkin helppojen reitinsuunnitteluongelmien ratkaiseminen [Kavraki,
1995].

3.2.2 Naapurikonfiguraatiot ja etäisyyden laskenta

Naapurikonfiguraatioiden valinta on eräs tärkeä osa perusalgoritmin toimintaa. Kun
uutta konfiguraatiota ollaan lisäämässä reittikarttaan, yritetään se myös yhdistää
reittikartassa jo oleviin konfiguraatioihin. Käytännössä reittikartassa on yleensä
niin paljon konfiguraatioita, että ei ole järkevää pyrkiä yhdistämään uutta konfi-
guraatiota niihin kaikkiin. Siksi kaikista konfiguraatioista pitää valita muutama
naapurikonfiguraatio.

Perusalgoritmissa naapurikonfiguraatioiden valinnassa käytetään hyväksi konfi-
guraatioiden välistä etäisyyttä. Kun q1 = (x1, y1, z1, h1) ja q2 = (x2, y2, z2, h2) ovat
konfiguraatioita, saadaan niiden etäisyys laskettua alakohdassa 2.2.6 etäisyysfunktion

dist(q1, q2) = wt

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2

+ wr min { arccos(h1 · h2), arccos(h1 · −h2) }

avulla. Siirron ja rotaation aiheuttamat muutokset etäisyydessä siis lasketaan erikseen,
ja lopuksi ne lasketaan yhteen painotettuina vakioilla wt ja wr. Sopiva painotus
vaihtelee erilaisten reitinsuunnitteluongelmien välillä, mutta Amato ja muut [1998b]
suosittelevat, että siirron aiheuttamaa etäisyyden muutosta painotettaisiin enemmän
kuin rotaation aiheuttamaa muutosta.

Perusalgoritmissa uuden konfiguraation naapureiksi valitaan k lähintä reitti-
kartassa jo olevaa konfiguraatiota, kun k on jokin ennalta valittu kokonaisluku.
Konfiguraatiot valitaan yksinkertaisesti järjestämällä kaikki reittikartassa olevat kon-
figuraatiot ensin etäisyyden mukaiseen nousevaan järjestykseen, ja valitsemalla niistä
sen jälkeen k ensimmäistä. Jos reittikartassa on vähemmän kuin k konfiguraatiota,
valitaan tietenkin kaikki.

Kun naapurikonfiguraatiot on valittu, voidaan uusi konfiguraatio yrittää yhdistää
niihin paikallisen suunnittelijan avulla. Kannattaa kuitenkin huomata, että jotkut
valituista naapurikonfiguraatioista saattavat jo valmiiksi sijaita reittikartalla samassa
komponentissa. Tämä tarkoittaa sitä, että uuden konfiguraation q ja jonkin naapu-
rikonfiguraation q′ välillä on jo olemassa reitti reittikartassa. Näin voi olla, vaikka
kaarta (q, q′) ei välttämättä reittikartassa olekaan. Tällaisessa tilanteessa ei yleen-
sä ole järkevää yrittää yhdistää näitä konfiguraatioita uudelleen, sillä se kuluttaisi
laskenta-aikaa turhaan.
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Union-find -tietorakenne

Union-find -tietorakennetta on mahdollista soveltaa reittikartta-algoritmien kanssa
käytettäväksi sen tutkimiseen, sijaitsevatko tietyt konfiguraatiot samassa komponen-
tissa. Seuraavaksi esitellään lyhyesti, miten tietorakenne ja siihen liittyvät operaatiot
toimivat. Kattavampi esitys tietorakenteesta on esimerkiksi Cormenin ja muiden
[2001] kirjassa.

Perusperiaate on, että jokainen reittikarttaan lisätty konfiguraatio kuuluu johon-
kin joukkoon. Kun konfiguraatio q aluksi lisätään reittikarttaan, kutsutaan lisäksi
algoritmia 3.4, jolloin luodaan uusi joukko {q}. Tätä algoritmia kutsutaan vain yh-
den kerran kullekin reittikartan konfiguraatiolle. Kun kahden reittikartassa olevan
konfiguraation p ja q välille löydetään reitti paikallisella suunnittelijalla, kutsutaan
algoritmia 3.5, joka yhdistää konfiguraation q ja konfiguraation p sisältävät jou-
kot keskenään. Tästä seuraa, että konfiguraatiot kuuluvat samaan joukkoon silloin,
kun niiden välillä on olemassa reitti reittikartassa, eli kun ne kuuluvat samaan
komponenttiin.

MakeSet(a)
Syöte:

a: jokin konfiguraatio
Tulos:

Luo uuden joukon ja lisää konfiguraation a sinne.

1: parent[a]← a

2: rank[a]← 0
Algoritmi 3.4 Luo uuden joukon ja lisää siihen konfiguraation a.

Algoritmi 3.6 palauttaa edustajan (representative) siitä joukosta, johon konfigu-
raatio q kuuluu. Edustaja on jokin kyseisen joukon konfiguraatioista, ja se on kaikille
samaan joukkoon kuuluville konfiguraatioille sama. Nyt havaitaan, että konfiguraa-
tiot q ja p kuuluvat samaan joukkoon eli reittikartassa on olemassa reitti niiden
välillä vain silloin, kun Find(q) = Find(p). Vastaavasti konfiguraatioiden välillä ei
ole olemassa reittiä, jos Find(q) 6= Find(p).

3.2.3 Paikallinen suunnittelija

Perusalgoritmin toteutuksessa käytetään determinististä ja symmetristä paikallis-
ta suunnittelijaa. Tämä tarkoittaa, että paikallisen suunnittelijan ∆ palauttama
reitti ∆(q1, q2) konfiguraatioiden q1 ja q2 välille on aina sama, ja että ∆(q2, q1) on
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Union(a, b)
Syöte:

a: jokin konfiguraatio
b: jokin konfiguraatio

Tulos:
Yhdistää ne joukot, joihin konfiguraatiot a ja b kuuluvat.

1: A← Find(a)
2: B ← Find(b)
3: if A 6= B then
4: if rank[A] > rank[B] then
5: parent[B]← A

6: else
7: parent[A]← B

8: if rank[A] = rank[B] then
9: rank[B]← rank[B] + 1

10: end if
11: end if
12: end if
Algoritmi 3.5 Yhdistää ne joukot, joihin konfiguraatiot a ja b kuuluvat.

Find(a)
Syöte:

a: jokin konfiguraatio
Tulos:

Palauttaa edustajan siitä joukosta, johon konfiguraatio a kuuluu.

1: if a 6= parent[x] then
2: parent[x]← Find(parent[x])
3: end if
4: return parent[x]

Algoritmi 3.6 Etsii edustajan siitä joukosta, johon konfiguraatio a kuuluu.

täsmälleen sama reitti vastakkaiseen suuntaan. Tällöin reittikartan G = (V,E) ra-
kennusvaiheessa kahden konfiguraation välille löydettyä reittiä ei tarvitse erikseen
tallentaa minnekään. Riittää, että joukkoon E lisätään kaari (q1, q2) osoittamaan,
että paikallinen suunnittelija pystyy tarvittaessa muodostamaan uudelleen reitin
kyseisten konfiguraatioiden välille. Jos paikallinen suunnittelija ei olisi symmetrinen,
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pitäisi reittikartan kaarien olla suunnattuja. Kirjallisuudessa olevissa algoritmeissa
paikallinen suunnittelija on lähes poikkeuksetta symmetrinen.

Perusalgoritmissa käytetään yksinkertaisinta paikallista suunnittelijaa. Se yh-
distää kaksi konfiguraatiota suoraviivaisesti konfiguraatioavaruudessa ja tarkistaa,
törmääkö robotti esteisiin tällä välillä. Törmäysten havaitsemiseksi konfiguraatioiden
välille jäävältä suoralta janalta valitaan n konfiguraatiota, jotka sijaitsevat yhtä
kaukana toisistaan. Tämän jälkeen robotti sijoitetaan vuorotellen kaikkiin näihin
konfiguraatioihin q1, . . . , qn konfiguraatiosta q1 alkaen. Jokaisen sijoituksen jälkeen
tarkistetaan, tapahtuuko törmäys. Kuvassa 3.1 on esimerkki tällaisesta paikallises-
ta suunnittelijasta kaksiulotteisessa konfiguraatioavaruudessa. Siinä konfiguraatiot
q1 ja q2 pyritään yhdistämään suoraviivaisesti, mutta törmäys kuitenkin tapahtuu
viidennessä askeleessa.

q1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 q2

Kuva 3.1 Esimerkki paikallisesta suunnittelijasta.

Tällä tavalla toteutettu paikallinen suunnittelija on likimääräinen ja on jopa
mahdollista, että menetelmä ei havaitse törmäystä reitillä, vaikka sellainen oikeasti
tapahtuisikin. Menetelmä nimittäin toimii tarkkuudella d, joka vastaa kahden peräk-
käisen janalta valitun konfiguraation qi ja qi+1 välistä etäisyyttä. Vaikka nämä kaksi
konfiguraatiota sijaitsisivatkin vapaassa konfiguraatioavaruudessa, on mahdollista
että niiden välissä on konfiguraatioita, jotka eivät sijaitse. Nämä konfiguraatiot löy-
dettäisiin, jos d olisi mielivaltaisen pieni. Käytännössä d on kuitenkin jokin ennalta
valittu reaaliluku.

Kavraki ja muut [1996] ovat esittäneet erään keinon niiden törmäysten havait-
semiseen. Menetelmässä robotin mahdollinen törmäys tarkistetaan jokaisessa kon-
figuraatiossa q1, . . . , qn kuten aiemminkin. Ainoa ero on, että robotin kokoa on
kasvatettu väliaikaisesti arvon d verran. Jos tällainen suurempi robotti ei törmää
konfiguraatioissa qi ja qi+1 esteisiin, mahtuu normaalikokoinenkin robotti varmasti
liikkumaan kaikissa konfiguraatioiden qi ja qi+1 välillä olevissa konfiguraatioissa va-
paasti. Menetelmän ongelmana on se, että vaikka suurempi robotti törmäisi esteisiin
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konfiguraatioissa qi tai qi+1, ei normaalikokoinen robotti näiden konfiguraatioiden
välillä liikkuessaan välttämättä silti törmäisi mihinkään.

3.2.4 Törmäysten havaitseminen

Törmäysten havaitseminen on tärkeä osa jokaista probabilistista reitinsuunnitte-
lualgoritmia. Esimerkiksi perusalgoritmissa törmäyksiä täytyy havaita sekä konfi-
guraatioita näytteistettäessä että paikallisen suunnittelijan etsiessä vapaata reittiä.
Tärkeydestään huolimatta probabilistisissa reitinsuunnittelualgoritmeissa oletetaan,
että törmäykset havaitaan niin sanottua mustaa laatikkoa käyttäen. Se tarkoittaa,
että reitinsuunnittelualgoritmi ei tiedä varsinaisen törmäysalgoritmin sisäisestä toi-
minnasta mitään. Törmäysalgoritmi ainoastaan kertoo, törmääkö robotti esteeseen
jossakin konfiguraatiossa vai ei.

Törmäysalgoritmi onkin lähes aina reitinsuunnittelualgoritmin toteutuksesta ir-
rallinen komponentti. Onneksi kappaleiden törmäämistä on tutkittu paljon, joten
reitinsuunnittelualgoritmien kanssa käytettäväksi soveltuvia algoritmeja on olemas-
sa runsaasti. Jopa valmiita ohjelmistokomponentteja on olemassa lukuisia etenkin
perusalgoritmin tapauksessa. Perusalgoritmissahan robotti on kolmiulotteisessa maa-
ilmassa liikkuva jäykkä kappale.

Valmiita komponentteja, joita perusalgoritmin kanssa voi käyttää, ovat esimer-
kiksi PQP [Larsen et al., 2000], SWIFT++ [Ehmann & Lin, 2001], SOLID [van den
Bergen, 1997; van den Bergen, 1999], V-Clip [Mirtich, 1998] ja V-COLLIDE [Hudson
et al., 1997]. Kaikkia näitä on käytetty myös kirjallisuudessa olleiden reitinsuunnitte-
lualgoritmien toteutuksissa.

Kaikilla valmiilla komponenteilla on omat hyvät ja huonot puolensa. Kannattaa
huomata, että mitään edellä mainituista komponenteista ei ole toteutettu erityises-
ti reitinsuunnitteluongelmaa varten. Ne ovat yleiskäyttöisiä komponentteja, jotka
vaihtelevasti soveltuvat reitinsuunnitteluongelman tarpeisiin. Törmäysalgoritmeja
on kuitenkin käsitelty ja vertailtu laajasti kirjallisuudessa. Esimerkiksi Jiménez ja
muut [1998] ovat pohtineet asiaa reitinsuunnittelun näkökulmasta ja Caselli ja muut
[2002] ovat tehneet vertailevaa tutkimusta useiden valmiiden komponenttien välillä.

3.3 Reittikartta-algoritmien ongelmia

Edellä esitetty perusalgoritmi on täysin toimiva. Se on probabilistisesti täydellinen,
minkä vuoksi se varmasti löytää reitin, jos sellainen on olemassa, ja jos aikaa on
käytössä tarpeeksi. Käytännössä perusalgoritmi onnistuu kuitenkin kohtuullisessa
ajassa ratkaisemaan vain helppoja ongelmia. Vaikeampien ongelmien kanssa laskenta-
aika on liian pitkä ja muistinkulutus liian suurta kuten havaitaan kokeellisissa
tutkimuksissa, joita esitellään luvussa 5.
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Seuraavaksi tarkastellaan tarkemmin joitain probabilistisiin reittikartta-algorit-
meihin liittyviä ongelmia. Luvussa 4 esitellään kirjallisuudessa esille tulleita menetel-
miä, joiden avulla ongelmia on pyritty korjaamaan.

3.3.1 Kapea käytävä

Vapaa konfiguraatioavaruus voidaan jakaa vaikeisiin ja helppoihin alueisiin. Helpot
alueet ovat sellaisia, joita on helppo näytteistää eli käytännössä sellaiset suuret alueet
konfiguraatioavaruudessa, joiden lähellä ei ole esteitä Vastaavasti vaikeita alueita on
hankalampi näytteistää ja ne ovat yleensä lähellä esteitä. Vaikeista alueista käytetään
usein nimitystä kapea käytävä (narrow passage), sillä vaikeat alueet usein yhdistävät
helppoja alueita keskenään.

Kapeita käytäviä pidetään yleisesti yhtenä suurimmista ongelmista, joita reitin-
suunnitteluongelmaan liittyy. Reitinsuunnittelualgoritmin on nimittäin tarvittaessa
löydettävä reitti myös kapean käytävän läpi, sillä muutoin se ei toimisi luotettavasti
vaikeissa konfiguraatioavaruuksissa. Jo Kavraki ja muut [1996] pohtivat kapeiden
käytävien aiheuttamaa ongelmaa esitellessään ajatuksensa probabilistisista reittikar-
toista.

Kuvassa 3.2 on esimerkki kapean käytävän ongelmasta kaksiulotteisessa konfi-
guraatioavaruudessa. Avaruuden esteet on merkitty harmaalla ja probabilistisella
reittikartta-algoritmilla saadut konfiguraatiot mustilla pisteillä. Molemmissa kuvissa
on samanlainen kapea käytävä, joka erottaa kaksi suurta vapaata aluetta toisistaan.
Molempiin kuviin on näytteistetty sata konfiguraatiota. Kuvassa 3.2(a) on konfigu-
raatioavaruutta on näytteistetty perusalgoritmin tavalla eli jokainen konfiguraatio on
valittu vapaasta avaruudesta täysin sattumanvaraisesti. Kuvan 3.2(b) tapauksessa
konfiguraatioavaruuden näytteistämiseen on sen sijaan käytetty algoritmia, joka
pyrkii suosimaan alueita esteiden lähellä.

Tarkastellaan kuvia tarkemmin ja oletetaan, että reittikartta pyritään muodos-
tamaan käyttämällä yksinkertaisinta paikallista suunnittelijaa eli konfiguraatiot
yhdistetään toisiinsa suoralla viivalla. Nyt huomataan, että ensimmäisen kuvan
tapauksessa ei ole mahdollista muodostaa sellaista reittikarttaa, joka yhdistäisi kon-
figuraatioavaruuden vapaan tilan kokonaan. Kapeaa käytävää ei ole näytteistetty
tarpeeksi, ja siksi sen läpi ei ole mahdollista muodostaa reittiä. Toisaalta toisen kuvan
tapauksessa kapeaa käytävää on näytteistetty tarpeeksi, ja reitti on mahdollista
muodostaa käytävän läpi.

Vaikka edellisessä esimerkissä kuvattu ratkaisu vaikuttaa yksinkertaiselta, ei se
kuitenkaan sellainen ole. Suurin ongelma on tietenkin kapeiden käytävien paikallis-
taminen konfiguraatioavaruudesta. Kun kapea käytävä on löydetty, on sitä helppo
näytteistää enemmän kuin muuta konfiguraatioavaruutta. Tällöin kasvaa mahdol-
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(a) (b)

Kuva 3.2 Esimerkki kapean käytävän ongelmasta.

lisuus, että reitti kapean käytävän läpi löytyisi [Hsu et al., 2003; Sun et al., 2005].
Kapeiden käytävien etsiminen on kuitenkin yleensä hidasta ja hankalaa. Usein voikin
olla järkevämpää keskittyä näytteistämään yleisesti sellaisia alueita, joilla kapeat käy-
tävät todennäköisesti ovat [Amato & Dale, 1998; Hsu et al., 1998; Boor et al., 1999;
Saha et al., 2005].

Kapean käytävän ongelmaan liittyy olennaisesti reittikarttaan näytteistettyjen
konfiguraatioiden lukumäärä. Lisäksi nämä konfiguraatiot pitäisi saada myös yhdis-
tettyä paikallisella suunnittelijalla.

3.3.2 Reittikartan koko

Reittikartan sopivan koon määritteleminen on eräs probabilististen reitinsuunnit-
telualgoritmien ongelma, sillä koolla on suuri vaikutus algoritmin tehokkuuteen
[Geraerts & Overmars, 2005]. Reittikartan koolla tarkoitetaan tässä yhteydessä paitsi
reittikartassa olevien konfiguraatioiden lukumäärää myös niitä yhdistävien kaarien
lukumäärää.

Jos reittikartta on liian suuri, on sen näytteistämiseen ja konfiguraatioiden yhdis-
tämiseen kulunut todennäköisesti turhaan ylimääräistä aikaa. Toisaalta liian pieni
reittikartta ei välttämättä kata vapaata konfiguraatioavaruutta yhtä hyvin kuin suuri
reittikartta. Reittikartan kokoon voi vaikuttaa esimerkiksi sopivan näytteistysmene-
telmän valinnalla.
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Näytteistysmenetelmät

Reittikartan konfiguraatioiden näytteistämiseen kuluva aika riippuu oleellisesti käyte-
tystä näytteistysmenetelmästä. Jos konfiguraatiot näytteistetään täysin satunnaisesti,
on mahdollista näytteistää suuri määrä konfiguraatioita nopeasti. Pitää kuitenkin
muistaa, että konfiguraatioavaruudessa saattaa olla vaikeita alueita kuten kapeita
käytäviä. Täysin satunnaisesti toimiva näytteistäminen joutuu useimmiten näytteis-
tämään huomattavan paljon konfiguraatioita ennen kuin reittikartta kattaa vapaan
konfiguraatioavaruuden tarpeeksi hyvin.

Jos sen sijaan käytetään näytteistysmenetelmää, joka pyrkii kohdistamaan näyt-
teistyksen nimenomaan vaikeisiin alueisiin, on yksittäisten konfiguraatioiden näyt-
teistäminen usein hidasta. Yleensä tällaiset menetelmät kuitenkin näytteistävät
vaikeat alueet nopeammin kuin täysin satunnaisesti toimivat menetelmät, jolloin
näytteistämiseen kuluu lopulta vähemmän aikaa.

Paikallinen suunnittelija ja naapurien valinta

Reittikartan kokoon liittyi myös konfiguraatioita yhdistävien kaarien lukumäärä.
Kuten muistetaan, jokainen kahta konfiguraatiota yhdistävä kaari vastaa näiden kon-
figuraatioiden välillä olevaa vapaata reittiä konfiguraatioavaruudessa. Tämän reitin
etsimiseen käytetään paikallista suunnittelijaa, ja se on lähes aina reittikartta-algo-
ritmien hitain osa. Hitaus johtuu pääasiassa paikallisen suunnittelijan käyttämästä
törmäysalgoritmista. Paikallisen suunnittelijan pitää nimittäin tarkistaa, törmääkö
robotti esteisiin kahden konfiguraation välisellä reitillä, ja se vaatii huomattavan
paljon törmäysalgoritmin käyttöä.

Siksi paikallista suunnittelijaa olisi yleensä hyvä käyttää mahdollisimman vä-
hän. On kehitetty menetelmiä, joissa paikallista suunnittelijaa käytetään vain silloin,
kun se on ehdottomasti tarpeellista [Bohlin & Kavraki, 2000]. Yleensä reittikartta-
algoritmeissa paikallista suunnittelijaa kuitenkin käytetään silloin, kun juuri näyt-
teistetty konfiguraatio yritetään yhdistää reittikartan konfiguraatioihin. Tällöin
yhdistämistä ei useimmiten yritetäkään kaikkiin konfiguraatioihin, vaan ainoastaan
tietyyn määrään ennalta valittuja naapurikonfiguraatioita.

Ongelmaksi muodostuu tällöin sopivien naapurikonfiguraatioiden valinta. Usein
halutaan valita tietty määrä mahdollisimman lähellä olevia konfiguraatioita, mutta
jos reittikartassa on konfiguraatioita paljon, on niiden valinta hidasta. Toisaalta, jos
konfiguraatioita olisikin reittikartassa vähän, olisi mahdollista yrittää yhdistää uusi
konfiguraatio niihin kaikkiin [Siméon et al., 2000].

Kirjallisuudessa suositellaan usein, että reitti, jonka paikallinen suunnittelija
yrittää löytää konfiguraatioiden välille, olisi mahdollisimman yksinkertainen. Mitä
enemmän konfiguraatioita reittikartassa on, sitä todennäköisemmin yksinkertainen-
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kin suunnittelija pystyy löytämään reitin kahden konfiguraation välille. On kuitenkin
mahdollista tehdä paikallisesta suunnittelijasta monimutkaisempi [Amato et al.,
1998a]. Tällöin paikallinen suunnittelija saattaa löytää sellaisiakin reittejä, joita yk-
sinkertainen suunnittelija ei löytäisi. Tämä taas mahdollistaisi sen, että reittikartassa
olisi vähemmän konfiguraatioita.

Reittikartan koko aiheuttaa ongelmia myös kyselyvaiheessa. Silloin aikaa kuluu
eniten kun reittikarttaa esittävästä graafista etsitään polkua lähtö- ja päätekonfigu-
ratioiden välillä. Jos graafissa on runsaasti solmuja ja kaaria, voi polun hakeminen
olla hyvin hidasta. Toisaalta pieni reittikartta voi tuottaa rumia reittejä.

3.3.3 Ruma reitti

Yleensä halutaan, että reitinsuunnittelualgoritmi löytäisi sellaisen reitin kahden
konfiguraation välille, että robotti ei reitillä liikkuessaan tekisi turhia liikkeitä. Reitin
tulisi lisäksi olla mahdollisimman lyhyt ja usein on myös toivottavaa, että robotti ei
kulkisi liian lähellä esteitä [Geraerts & Overmars, 2007]. Probabilistisilla reittikartta-
algoritmeilla tuotetut reitit ovat kuitenkin usein rumia, mikä tarkoittaa, että reitti
on pitkä, ja robotti tekee sillä kulkiessaan turhia liikkeitä. Reittien rumuus johtuu
pääasiassa tarpeesta pitää laskenta-aika kohtuullisena. On paljon nopeampaa löytää
reitti konfiguraatioiden välille, jos mikä tahansa reitti kelpaa.

Probabilistiset reittikartta-algoritmit pyrkivät yleensä optimoimaan ajankäyt-
töään pitämällä paikallisen suunnittelijan käytön mahdollisimman vähäisenä. Esi-
merkiksi aiemmin esitetyssä perusalgoritmissa jokainen näytteistetty konfiguraatio
pyrittiin yhdistämään vain sellaisiin naapurikonfiguraatioihin, joiden kanssa se ei
vielä ollut samassa komponentissa. Tästä seuraa, että reittikartassa ei ole syklejä.
Reittikartta on siis syklitön graafi eli se koostuu yhdestä tai useammasta puusta. Täs-
tä taas seuraa, että reittikartassa voi kahden konfiguraation välillä olla korkeintaan
yksi reitti. Tämä reitti on yleensä satunnaisesti muodostettu, joten ei ole yllättävää,
että reitti on usein ruma.

Onneksi probabilistisilla reittikartta-algoritmeilla muodostettuja reittejä pysty-
tään usein helposti parantamaan jälkikäteen. Monet reittien parantamiseen suunnitel-
lut algoritmit hyödyntävät sitä, että reitillä ja reittikartassa on paljon konfiguraatioita.
Osa näistä voidaan nimittäin jättää kokonaan pois reitiltä, ja osa mahdollisesti ottaa
reittiin mukaan. Kuvassa 3.3 on esimerkki reittikartasta, jota on jälkikäsittelyllä muo-
kattu lyhyemmäksi. On olemassa monia erilaisia menetelmiä, joilla reittejä voidaan
parantaa. Esimerkiksi Geraerts ja Overmars [2007] ovat tutkineet, miten reittejä
voidaan muokata lyhyemmiksi, miten robottien turhia liikkeitä, kuten rotaatioita,
voidaan poistaa ja miten robotti voidaan pitää tietyn välimatkan päässä esteistä.

Reittien parantaminen on vaikeampaa, jos reittikartta on muodostettu jotain
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q1

q2

Alkuperäinen reitti
Lyhyempi reitti

Kuva 3.3 Esimerkki reitistä, jota on muokattu lyhyemmäksi.

sellaista menetelmää käyttäen, joka pitää reittikarttaan tulevien konfiguraatioiden
määrän mahdollisimman pienenä. Tällöin parantaminen ei useinkaan onnistu pel-
kästään poistamalla reitistä turhia konfiguraatioita kuten kuvassa 3.3 tehtiin. Usein
tällaisissa tapauksissa joudutaan näytteistämään kokonaan uusia konfiguraatioita
reittikarttaan.



4 Perusalgoritmin parantaminen
Edellisessä luvussa esitelty perusalgoritmin toteutusesimerkki oli toiminnaltaan
hyvin yksinkertainen. Algoritmia on mahdollista parantaa huomattavasti erilaisilla
heuristisilla menetelmillä etenkin silloin, kun ratkaistavasta ongelmasta on saatavilla
jotain tietoa etukäteen. Tässä luvussa esitellään tärkeimpiä kirjallisuudessa esiteltyjä
menetelmiä, joilla perusalgoritmia on yritetty kehittää paremmaksi ja joiden avulla
edellisessä luvussa esiteltyjä ongelmakohtia on pyritty korjaamaan.

Luvussa 5 vertaillaan kokeellisesti joitakin kirjallisuudessa esiteltyjä probabilistisia
reittikartta-algoritmeja ja tutkitaan minkälaisiin ongelmiin kukin algoritmi parhaiten
sopii. Luvussa tutkitaan myös, miten erilaisia menetelmiä on mahdollista yhdistellä.

4.1 Heuristinen näytteistäminen

Kirjallisuudessa esitetyt probabilististen reittikartta-algoritmien parannusehdotuk-
set koskevat useimmiten reittikarttaan tulevien konfiguraatioiden näytteistämistä.
Erilaisia ehdotuksia onkin monia. Osa algoritmeista perustuu siihen, että näytteiste-
tyt konfiguraatiot sijaitsisivat lähellä esteitä. Toiset yrittävät näytteistää erityisen
paljon kapeiden käytävien läheisyydessä. Seuraavaksi esitellään näistä algoritmeista
tärkeimmät.

4.1.1 Esteisiin perustuva näytteistys

Esteisiin perustuva näytteistys (obstacle-based probabilistic method, OBPRM) oli yksi
ensimmäisistä probabilistisia reittikartta-algoritmeja varten kehitetyistä heuristisista
menetelmistä. Sen esittelivät Amato ja Wu vuonna 1996. Wu kirjoitti samana vuonna
menetelmästä opinnäytteensä [Wu, 1996].

Esteisiin perustuva näytteistys oli uudenlainen tapa näytteistää konfiguraatioava-
ruuden konfiguraatioita verrattuna täysin satunnaiseen näytteistykseen. Sen periaat-
teena on luoda sellaisia konfiguraatioita, jotka sijaitsevat esteiden pinnoilla. Jokaista
estettä kohti näytteistetään konfiguraatiota niin, että ne sijaitsevat kyseisen esteen
pinnalla tasaisesti jakautuneena [Amato & Wu, 1996].

Seuraavaksi esitellään Wun [1996] menetelmä, jolla konfiguraatioita näytteistetään.
Tämä poikkeaa hieman Amaton ja Wun [1996] menetelmästä, mutta perusperiaate
on sama.

Näytteistäminen

Olkoon B = {Bi | 1 ≤ i ≤ nobs } joukko, joka sisältää kaikki työavaruuden esteet.
Olkoon lisäksi CB = { CBi | 1 ≤ i ≤ nobs } joukko, joka sisältää vastaavat esteet
konfiguraatioavaruudessa.
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Tarkoituksena on nyt muodostaa joukko V , joka sisältää konfiguraatioavaruuden
konfiguraatioita ja joita myöhemmin käytetään reittikartan muodostamiseen. Tämä
onnistuu muodostamalla jokaista estettä Bi kohti oma joukko Vi, joka sisältää ne
konfiguraatiot, jotka sijaitsevat esteen CBi pinnalla ja jotka eivät sijaitse yhden-
kään esteen sisäpuolella. Joukko V on nyt jokaista estettä kohti näytteistettyjen
konfiguraatiojoukkojen unioni eli V = ∪iVi.

Amaton ja Wun [1996] menetelmässä esteiden pinnoille luodaan konfiguraatioita
välittämättä muista esteistä. Vasta, kun kaikki konfiguraatiot on näytteistetty, tarkis-
tetaan jokainen näistä konfiguraatioista erikseen, ja poistetaan ne, jotka ovat jonkin
muun esteen sisäpuolella. Tällainen tapa saattaa kuitenkin tietyissä tapauksissa
olla hyvin hidas, sillä poistettavia konfiguraatioita saattaa olla paljon. Olisikin ehkä
mahdollista kehittää parempi tapa, mutta kuten Amato ja Wu [1996] toteavat, on
tämä varmasti helpoin tapa luoda tarvittava konfiguraatiojoukko esteille CBi.

Näytteistäminen esteiden pinnoilla

Seuraavaksi esitellään miten Wu [1996] teki näytteistämisen esteiden pinnoilla. Me-
netelmä olettaa, että ennen näytteistämistä tiedetään, kuinka monta konfiguraatiota
esteen CBi pinnalta halutaan valita. Olkoon m tämä lukumäärä. Vaikka tavoitteena
on, että kaikki m konfiguraatiota ovat tasaisesti jakautuneet esteen pinnalle, ei se
ole läheskään aina mahdollista, jos laskeminen halutaan tehdä tehokkaasti. Siksi
konfiguraatiot valitaan satunnaista menetelmää käyttäen.

Aluksi valitaan satunnainen konfiguraatio q1, joka sijaitsee esteen CBi sisäpuolella
ja mieluiten mahdollisimman lähellä sen keskiosaa. Tämän jälkeen muodostetaan
m kappaletta puolisuoria säteitä, joiden alkupisteenä on valittu konfiguraatio q1, ja
joiden suunta on valittu satunnaisesti. Nyt jokaisen säteen varrelta yritetään löytää
sellainen konfiguraatio, joka sijaitsee esteen pinnalla. Tämän konfiguraatio voidaan
löytää esimerkiksi binaarihaun avulla. Menetelmä on kuvattu algoritmissa 4.1.

Tutkitaan tarkemmin erästä sädettä r. Säteen alkupiste on siis konfiguraatio q1,
joka sijaitsee esteen CBi sisäpuolella. Seuraavaksi pitää löytää sellainen säteellä r
sijaitseva konfiguraatio q2, joka sijaitsee esteen CBi ulkopuolella. Tällainen konfi-
guraatio voidaan löytää esimerkiksi kokeilemalla iteratiivisesti eri konfiguraatioita
konfiguraatiosta q1 lähtien ja tasaisesti kasvattamalla kokeiltavan konfiguraation
etäisyyttä konfiguraatiosta q1, kunnes sopiva konfiguraatio löytyy. On kuitenkin
mahdollista, että sopivaa konfiguraatiota ei ole olemassa, tai että sellaista ei löydy
tarpeeksi tehokkaasti, vaikka sellainen olisikin olemassa.

Kuvassa 4.1 on esimerkki näytteistyksestä kaksiulotteisessa konfiguraatioavaruu-
dessa. Konfiguraatio q1 on valittu esteen keskiosasta satunnaisesti, ja se on alkupiste
puolisuorille säteille, jotka osoittavat satunnaisiin suuntiin. Säteen r varrelta on löy-
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OBPRM(S)
Syöte:

Tutkittava konfiguraatioavaruuden este S.
Tulos:

Esteen pinnalla olevien konfiguraatioiden joukko V .

1: V ← ∅
2: repeat
3: repeat
4: q1 ← satunnainen konfiguraatio konfiguraatioavaruudesta C
5: until q1 sijaitsee esteen S sisäpuolella
6: R← m kappaletta satunnaisiin suuntiin osoittavia puolisuoria säteitä, joiden

alkupisteenä on q1

7: for all r ∈ R do
8: if säteeltä r löytyy vapaa konfiguraatio q2 then
9: Etsi esteen S pinnalla oleva konfiguraatio q3 binaarihaulla.

10: V ← V ∪ {q3}
11: end if
12: end for
13: until joukossa V on riittävä määrä konfiguraatioita
14: return V

Algoritmi 4.1 Yksinkertainen algoritmi, jolla näytteistetään konfiguraatioita esteen
pinnalta.

detty esteen ulkopuolella oleva konfiguraatio q2. Sen jälkeen puolitushaulla voidaan
askel askeleelta päästä lähemmäs esteen pintaa. Haku voidaan lopettaa, kun esteen
pinnalla oleva konfiguraatio q3 on löytynyt, eli käytännössä silloin, kun askeleen
pituus on tarpeeksi pieni.

Näytteistäminen monimutkaisissa konfiguraatioavaruuksissa

Edellä esitetty tapa on yksinkertainen ja toimii melko hyvin, jos konfiguraatioavaruus
on kaksiulotteinen. Monimutkaisemmissa konfiguraatioavaruuksissa on kuitenkin tar-
peellista käyttää jotain kehittyneenpää menetelmää, jotta saataisiin mahdollisimman
hyvä jakauma näytteistetyille konfiguraatiolle. Amato ja muut [1998b] kehittävät-
kin edellä esitettyä menetelmää artikkelissaan, jossa tutkitaan sen soveltuvuutta
kolmiulotteisiin työavaruuksiin.

Alkuperäisen Wun esittämän menetelmän suurin ongelma oli sen hyvin suuri
riippuvuus esteen muodosta ja satunnaisesti valitusta konfiguraatiosta, jota hyö-
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q1

q2

q3

Kuva 4.1 Näytteistys esteen pinnalla.

dynnettiin puolitushaun alkupisteenä. Yksi alkupiste voi tuottaa hyvän jakauman
muodostettaville konfiguraatioille vain silloin, kun esteen muoto on pallomainen ja
valittu alkupiste on esteen keskellä [Amato et al., 1998b].

Amato ja muut [1998b] esittävät uudenlaisen menetelmän konfiguraatioiden
näytteistämiseksi. Uudessa menetelmässä lähes jokaisella muodostetulla puolisuo-
ralla säteellä on oma alkupisteensä, joita siis valitaan satunnaisesti useita. Lisäksi
Amato ja muut jakavat konfiguraatiot kolmeen eri ryhmään: kontaktikonfiguraa-
tioihin (contact configurations), vapaisiin konfiguraatioihin (free configurations) ja
kuorikonfiguraatioihin (shell configurations).

Kontaktikonfiguraatiot ovat esteiden pinnalla olevia konfiguraatioita ja vastaa-
vat pitkälti Wun menetelmässä muodostettuja konfiguraatioita. Ne voidaan siis
myös muodostaa samalla tavalla puolitushaulla. Vapaat konfiguraatiot ovat esteiden
pinnan välittömässä läheisyydessä olevia konfiguraatioita, mutta jotka kuitenkin
sijaitsevat vapaassa konfiguraatioavaruudessa. Nämä voidaan helposti muodostaa
kontaktikonfiguraatioiden yhteydessä. Kuorikonfiguraatiot taas ovat konfiguraatioita,
jotka sijaitsevat kauempana esteestä, mutta muodostavat esteen ympärille eräänlai-
sen ”kuoren”. Kuorikonfiguraatioksi voidaan valita osa puolitushaussa löytyneistä
vapaista konfiguraatioista.

Kuten edellä olevasta kuvauksesta voi helposti havaita, eräs Amaton ja muiden
esittelemän menetelmän eduista on se, että se ei juurikaan lisää laskenta-aikaa Wun
menetelmään verrattuna. Silti reittikarttaan lisätään Amaton menetelmässä reitti-
karttaan enemmän konfiguraatioita kuin Wun menetelmässä. Toisaalta pitää muis-
taa, että ylimääräiset konfiguraatiot kuluttavat laskenta-aikaa sillon, kun varsinaista
reittiä konfiguraatioiden välille yritetään muodostaa.
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Menetelmän ongelmakohtia

Yksi menetelmän ongelmista on, että esteen pinnalle näytteistetyt konfiguraatiot eivät
useinkaan ole tasaisesti jakautuneita. Tällöin esteen pinnasta saattaa jäädä suuria
alueita kokonaan ilman näytteistettyjä konfiguraatioita. Satunnaisuus, jota edel-
lä käsitellyissä menetelmissä käytettiin, auttaa osaltaan ongelman ratkaisemisessa.
Lisäksi on mahdollista kehittää yksinkertaisia heuristisia menetelmiä, jotka pyrki-
vät lisäämään konfiguraatioita niille alueille, joille konfiguraatioita näytteistettiin
ensimmäisellä kerralla liian vähän [Amato & Wu, 1996].

q1

q2

q3

Kuva 4.2 Näytteistys koveran esteen pinnalla.

Suurimmat ongelmat kuitenkin syntyvät sellaisten esteiden kanssa, jotka eivät
ole muodoltaan kuperia. Kuvassa 4.2 on esimerkki tällaisesta tilanteesta. Siinä on
kuvattuna kovera este ja yksi konfiguraatiosta q1 lähtevä säde. Binaarihaulla on
löydetty konfiguraatio q3 esteen pinnalta. Kuvan tapauksessa konfiguraatioiden q1

ja q3 väliin jää kuitenkin neljä muutakin kohtaa, joissa säde lävistää esteen pinnan.
Amato ja Wu [1996] toteavatkin, että tällaisia kohtia on hyvin vaikea löytää heidän
esittämällään menetelmällä.

4.1.2 Gauss-näytteistys

Boor ja muut [1999] esittelivät Gauss-näytteistykseen (Gaussian sampling) perustuvan
reitinsuunnittelualgoritmin. Se hyödyntää kuvankäsittelystä tuttua Gauss-sumennus-
ta (Gaussian blur) sopivien konfiguraatioiden näytteistämisessä. Menetelmä pyrkii
näytteistämään vapaita konfiguraatioita läheltä esteiden reunoja, joten se muistuttaa
hieman edellisessä alakohdassa käsiteltyä menetelmää.

Gaussin funktio näytteistyksessä

Tarkastellaan nyt tarkemmin, miten Boorin ja muiden [1999] menetelmä toimii.
Menetelmä käyttää hyväkseen Gaussin funktiota, joka on tuttu myös todennäköisyys-
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laskennan normaalijakaumasta. Jos oletetaan, että robotin koko on pieni verrattuna
työavaruuteen, on useimmiten riittävää, että Gauss-näytteistystä käytetään vain
niihin vapausasteisiin, jotka siirtävät robottia. Robotin rotaatio voidaan valita sa-
tunnaisesti. Olkoon Ct konfiguraatioavaruus, joka sisältää vain nämä siirtämiseen
tarkoitetut vapausasteet.

Normaalijakauman tiheysfunktio d-ulotteisessa konfiguraatioavaruudessa Ct on

φ(p) = 1
√

2πσ2d
e−
‖p‖2

2σ2 ,

jossa p ∈ Ct ja σ on keskihajonta. Jakauman odotusarvo on konfiguraatioavaruu-
den Ct koordinaatiston nollapiste. Olkoon nyt

f(p) =
∫
p′∈Ctobs

φ (p− p′) dp′.

Funktio f(p) saa arvoja välillä [0, 1]. Arvo riippuu siitä, kuinka lähellä konfiguraa-
tio p on konfiguraatioavaruuden Ct esteitä. Jos lähimmät esteet ovat kaukana, arvo
on pieni, ja jos konfiguraation lähellä on paljon esteitä, arvo on suuri. Määritellään
nyt funktio g(p) seuraavasti:

g(p) =

f(p), kun p ∈ Ctfree,

0, muulloin.

Funktion g(p) arvo on sama kuin funktiolla f(p), jos konfiguraatio p sijaitsee
konfiguraatioavaruuden Ct vapaalla alueella. Jos p ei sijaitse vapaalla alueella, funktion
g(p) arvo on 0. Nyt reittikartan konfiguraatioiden näytteistys voidaan tehdä niin,
että se suosii niitä konfiguraatioita p, jotka antavat funktiolle g(p) mahdollisimman
suuren arvon.

Käytännöllinen algoritmi Gauss-näytteistykselle

Seuraavaksi tutustutaan Boorin ja muiden [1999] artikkelissa olleeseen käytännölliseen
algoritmiin, joka tuottaa joukon sellaisia konfiguraatioita, jotka ovat jakautuneet
edellisessä alakohdassa esitellyn todennäköisyysjakauman g(p) mukaisesti. Robotin
lopullinen konfiguraatio q muodostuu parista (p, qr), jossa p sisältää vapausasteet,
joita tarvitaan robotin siirtämiseen, ja qr vapausasteet, joita tarvitaan robotin
kiertämiseen. Luku p valitaan Gauss-näytteistyksellä kun taas qr voidaan valita
tasaisesti satunnaisesti näytteistämällä.

Algoritmissa 4.2 on esitetty Boorin ja muiden menetelmä robotin konfiguraa-
tioiden näytteistämiseen. Rivillä 3 valitaan satunnainen konfiguraatio q1, rivillä 4
satunnainen etäisyys d, joka on valittu normaalijakaumaa noudattaen ja rivillä 5
jokin konfiguraatio q2, jonka etäisyys konfiguraatiosta q1 on d. Nyt konfiguraatio q2
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Gauss
Tulos:

Joukko V , joka sisältää reittikarttaan tulevat konfiguraatiot.

1: V ← ∅
2: repeat
3: q1 ← satunnainen konfiguraatio (qt, qr) konfiguraatioavaruudesta C
4: d← normaalijakauman mukaan valittu satunnainen etäisyys
5: q2 ← jokin konfiguraatio (q′t, qr), jonka etäisyys konfiguraatiosta q1 on d
6: if q1 ∈ Cfree and q2 /∈ Cfree then
7: V ← V ∪ {q1}
8: else if q1 /∈ Cfree and q2 ∈ Cfree then
9: V ← V ∪ {q2}

10: end if
11: until joukossa V on riittävä määrä konfiguraatioita
12: return V

Algoritmi 4.2 Algoritmi Gauss-näytteistyksen toteuttamiseksi.

on valittu noudattaen jakaumaa φ(p). Koska konfiguraatio q1 on valittu satunnaisesti,
noudattaa konfiguraation q2 valinta myös jakaumaa f(p).

Riveillä 6–10 tarkistetaan, voiko toisen konfiguraatioista q1 ja q2 lisätä reitti-
karttaan. Jos toinen konfiguraatioista kuuluu vapaaseen konfiguraatioavaruuteen ja
toinen ei, lisätään vapaa konfiguraatio reittikarttaan. Muussa tapauksessa molem-
mat konfiguraatiot hylätään. Näin ollen kaikki reittikarttaan lisätyt konfiguraatiot
valitaan jakaumaa g(p) noudattaen.

On olemassa useita erilaisia menetelmiä, joilla voidaan laskea satunnainen etäisyys,
jota tarvitaan algoritmin rivillä 4. Esimerkiksi Thomas ja muut [2007] ovat vertailleet
kattavasti tällaisia menetelmiä, jotka muodostavat normaalijakaumaa noudattavia
satunnaislukuja. Yksi heidän suosittelemistaan menetelmistä on Wallacen [1996]
esittelemä, ja se soveltuu hyvin myös Gauss-näytteistykseen.

4.1.3 Siltanäytteistys

Siltanäytteistys (bridge test sampling) pyrkii näytteistämään nimenomaan kapeissa
käytävissä eli konfiguraatioavaruuden vaikeimmissa osissa [Hsu et al., 2003]. Erona
edellä olleisiin esteisiin perustuvaan näytteistykseen ja Gauss-näytteistykseen on
se, että siltanäytteistys ei pidä kaikkia esteiden reunoilla olevia konfiguraatioita
merkittävinä, vaan hyväksyy reittikarttaan vain konfiguraatioavaruuden vaikeilla
alueilla olevat konfiguraatiot.
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Menetelmän toiminta

Siltanäytteistys perustuu siltatestiin (bridge test), jonka toimintaperiaate on yk-
sinkertainen. Aluksi näytteistetään kaksi konfiguraatiota q1 ja q2, ja jos molemmat
näistä sijaitsevat esteen sisäpuolella, tutkitaan näiden kahden konfiguraation keski-
välissä oleva konfiguraatio q3. Jos tämä keskellä oleva konfiguraatio sijaitsee vapaalla
alueella, lisätään se reittikarttaan. Tätä kutsutaan siltatestiksi, koska kaksi aluksi
näytteistettyä esteen sisällä sijaitsevaa konfiguraatiota voidaan kuvitella sillan alku-
ja loppupääksi, jotka sijaitsevat joen penkereellä. Keskellä oleva konfiguraatio taas
voidaan kuvitella varsinaiseksi sillaksi, joka ylittää joen.

(a) (b) (c)

Kuva 4.3 Esimerkki siltanäytteistyksestä.

Kuva 4.3 havainnollistaa siltatestiä. Kuvassa 4.3(a) sillan alku- ja loppupäässä
olevat konfiguraatiot sijaitsevat esteen sisäpuolella ja keskellä oleva konfiguraatio
vapaassa konfiguraatioavaruudessa. Keskimmäinen konfiguraatio siis lisätään reit-
tikarttaan. Sen sijaan kuvassa 4.3(b) toinen sillan päätykonfiguraatioista sijaitsee
vapaassa konfiguraatioavaruudessa, joten keskellä olevaa konfiguraatiota ei lisätä reit-
tikarttaan, vaikka sekin sijaitsee vapaalla alueella. Myöskään kuvan 4.3(c) tilanteessa
ei reittikarttaan lisätä yhtään konfiguraatiota, vaikka kaikki kolme sijaitsevatkin
vapaassa konfiguraatioavaruudessa.

Jotta siltanäytteistys toimisi hyvin, eli se näytteistäisi pääasiassa kapeita käytäviä,
pitää sillan alku- ja loppupäiden valinta tehdä jollakin muulla tavalla kuin valitsemalla
ne täysin satunnaisesti. Kuten kuvasta 4.3 voi havaita, lyhyiden siltojen rakentaminen
on helpompaa kapeissa käytävissä kuin suurilla vapailla alueilla. Jos siis pyritään
muodostamaan pääasiassa lyhyitä siltoja, ovat reittikarttaan tulevat konfiguraatiot
myös pääasiassa kapeista käytävistä.

Sillan pituuden määrittämiseen käytetään jonkin todennäköisyysjakauman ti-
heysfunktiota [Hsu et al., 2003]. Se kertoo, kuinka usein tietty pituus ja asento
valitaan. Koska konfiguraatioavaruuden ja kapeiden käytävien muodosta ei ole etu-
käteen mitään tietoa, Hsu ja muut käyttävät todennäköisyysjakaumana normaalia
säteittäisesti symmetristä Gaussin funktiota. Näin ollen siltanäytteistys muistuttaa
hieman edellisessä aliluvussa käsiteltyä Gauss-näytteistystä.
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Bridge
Tulos:

Joukko V , joka sisältää reittikarttaan tulevat konfiguraatiot.

1: V ← ∅
2: repeat
3: q1 ← satunnainen konfiguraatio (qt, qr) konfiguraatioavaruudesta C
4: if q1 /∈ Cfree then
5: d← normaalijakauman mukaan valittu satunnainen etäisyys
6: q2 ← jokin konfiguraatio (q′t, qr), jonka etäisyys konfiguraatiosta q1 on d
7: if q2 /∈ Cfree then
8: q ← konfiguraatio konfiguraatioiden q1 ja q2 puolivälistä
9: if q ∈ Cfree then

10: V ← V ∪ {q}
11: end if
12: end if
13: end if
14: until joukossa V on riittävä määrä konfiguraatioita
15: return V

Algoritmi 4.3 Siltanäytteistyksen toteutus.

Algoritmi 4.3 esittää, miten siltanäytteistys voidaan toteuttaa. Rivillä 3 valitaan
satunnaisesti jokin konfiguraatioavaruuden konfiguraatio. Jos valittu konfiguraatio ei
sijaitse vapaalla alueella, valitaan rivillä 6 satunnaisesti sellainen toinen konfiguraatio,
että sen etäisyys ensimmäisestä konfiguraatiosta noudattaa normaalijakaumaa. Gauss-
näytteistyksen tapaan molempien konfiguraatioiden rotaatio on sama.

Jos kumpikaan konfiguraatio ei sijaitse vapaalla alueella, valitaan rivillä 8 kolmas
konfiguraatio, joka sijaitsee kahden aiemmin valitun puolivälissä. Jos tämä konfi-
guraatio sijaitsee vapaalla alueella, se lisätään reittikarttaan. Muussa tapauksessa
kaikki kolme konfiguraatiota hylätään ja konfiguraatioiden valinta aloitetaan alusta.

Ongelmakohtia

Siltanäytteistyksen vahvuus on samalla myös sen heikkous. Menetelmä näytteistää
konfiguraatioita kapeissa käytävissä, mutta jättää samalla laajat ja tyhjät alueet
huomiotta. Tämä aiheuttaa sen ongelman, että vaikka vaikeat alueet olisikin näytteis-
tetty hyvin, ei varsinaista reitinsuunnitteluongelmaa pystytä kuitenkaan välttämättä
ratkaisemaan. Paikallinen suunnittelija ei nimittäin pysty löytämään reittiä näiden
vaikeiden alueiden välille pelkästään siltanäytteistyksen tuottamien konfiguraatioiden
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perusteella. Eräs toimiva ratkaisu tähän ongelmaan on toteuttaa hybridi kahdesta
tai useammasta eri näytteistysmenetelmästä. Tällöin siltanäytteistys näytteistää
vaikeita alueita ja jokin yksinkertaisempi menetelmä muita alueita. Esimerkiksi Hsu
ja muut [2003] tutkivat menetelmää, jossa siltanäytteistyksellä saatuihin konfiguraa-
tioihin lisätään uusia konfiguraatioita näytteistämällä konfiguraatioavaruutta täysin
satunnaisesti.

Siltanäytteistys pyrkii lisäämään reittikarttaan vain sellaisia hyödyllisiä kon-
figuraatioita, jotka sijaitsevat konfiguraatioavaruuden vaikeilla alueilla. Joissain
tapauksissa siltanäytteistys kuitenkin epäonnistuu ja lisää myös turhia konfiguraa-
tioita, joista ei ole reittikartassa hyötyä. Tällainen on mahdollista etenkin silloin,
jos konfiguraatioavaruuden esteet muodostavat teräviä kulmia esimerkiksi joissakin
nurkkakohdissa [Hsu et al., 2003]. Näillä alueilla lyhyiden siltojen muodostaminen
on helppoa, mutta silti turhaa.

Ongelmana on myös sillan pituuden määräävän todennäköisyysjakauman valinta.
Normaalijakauma on yleensä hyvä valinta, mutta tällöinkin ongelmana on sopivan
keskihajonnan valitseminen. Liian pitkiä siltoja ei ole järkevää rakentaa, mutta
toisaalta liian lyhyiden siltojen rakentaminen voi olla hidasta, sillä silloin joudutaan
hylkäämään paljon näytteistettyjä konfiguraatioita.

4.1.4 Keskiakselinäytteistys

Wilmarthin ja muiden [1999] keskiakseleihin perustuva keskiakselinäytteistys (medial
axis sampling) poikkeaa edellä esitetyistä menetelmistä merkittävästi. Se nimittäin
ei pyri näytteistämään konfiguraatioita esteiden läheltä vaan päinvastoin niin kaukaa
kuin mahdollista. Tämä onnistuu hyödyntämällä keskiakseleita.

Keskiakselit

Kappaleen keskiakseli, jota joskus kutsutaan myös luurangoksi, voidaan määritel-
lä esimerkiksi maksimaalisten hyperpallojen avulla. Maksimaalinen hyperpallo on
sellainen pallo, joka sijaitsee kokonaan kappaleen sisäpuolella ja koskettaa kappa-
leen pintaa vähintään kahdesta kohdasta. Kappaleen keskiakseli on kaikkien näiden
pallojen keskipisteiden muodostama joukko.

Kuvassa 4.4(a) on esitetty kaksiulotteinen konfiguraatioavaruus, jossa este ympä-
röi vapaata aluetta. Este on merkitty harmaalla ja vapaa alue valkoisella. Vapaan
alueen keskiakseli on merkitty mustalla viivalla. Kuvassa 4.4(b) on esitetty sama
konfiguraatioavaruus, mutta siihen on lisäksi piirretty myös kolme ympyrää. Ympy-
rät, joiden keskipisteet ovat p1 ja p2, koskettavat molemmat esteen pintaa vähintään
kahdesta kohdasta. Siksi pisteet p1 ja p2 kuuluvat keskiakseliin. Sen sijaan ympyrä,
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(a)

p1

p2

q

(b)

Kuva 4.4 Esimerkki kaksiulotteisen kappaleen keskiakselista. Kuvaan (a) on merkitty
mustalla viivalla esteen ympäröimän vapaan alueen keskiakseli. Kuvassa (b) on
havainnollistettu, miten keskiakseli voidaan muodostaa ympyröiden avulla.

jonka keskipiste on q, koskettaa esteen pintaa vain yhdessä kohdassa. Piste q ei siis
kuulu keskiakseliin.

Menetelmän toiminta

Keskiakselinäytteistyksen toiminta perustuu siihen, että konfiguraatioita näytteiste-
tään vain vapaan konfiguraatioavaruuden keskiakselilta. Tällöin näytteistetyt konfi-
guraatiot sijaitsevat mahdollisimman kaukana esteistä ja se onkin eräs suurimmista
hyödyistä, joita keskiakselinäytteistys tarjoaa aiemmin esitettyihin näytteistysmene-
telmiin verrattuna.

Keskiakselin tarkka laskeminen on erittäin työlästä, joten ei ole järkevää laskea
aluksi koko keskiakselia ja sen jälkeen näytteistää siitä konfiguraatioita. Onneksi
on kuitenkin kehitetty erilaisia menetelmiä, joiden avulla konfiguraatioita voidaan
näytteistää keskiakselilta, vaikka keskiakselia ei etukäteen tunnettaisikaan [Wilmarth
et al., 1999; Holleman & Kavraki, 2000; Lien et al., 2003].

Algoritmissa 4.4 on kuvattu Wilmarthin ja muiden keskiakselinäytteistyksen toi-
mintaa. Rivillä 3 valitaan satunnaisesti konfiguraatio q konfiguraatioavaruudesta.
Rivillä 4 etsitään konfiguraatioavaruudessa olevien esteiden pinnalta sellainen kon-
figuraatio p, joka lähimpänä konfiguraatiota q, ja jolla on konfiguraation q kanssa
sama rotaatio. Jos tällaisia konfiguraatioita löytyy useampia, niistä voidaan valita
mielivaltaisesti yksi.

Riveillä 5–11 tutkitaan, sijaitseeko aluksi valittu konfiguraatio q vapaassa konfi-
guraatioavaruudessa vai ei. Tämän perusteella valitaan konfiguraatio s ja määrätään
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MAPRM
Tulos:

Joukko V , joka sisältää reittikarttaan tulevat konfiguraatiot.

1: V ← ∅
2: repeat
3: q ← satunnainen konfiguraatio (qt, r) konfiguraatioavaruudesta C
4: p ← jokin konfiguraatiota q lähimpänä oleva konfiguraatio (pt, r) esteiden

pinnalta
5: if q ∈ Cfree then
6: ~v ← −−→ptqt

7: s← (qt, r)
8: else
9: ~v ← −−→qtpt

10: s← (pt, r)
11: end if
12: while konfiguraatiota s lähimpänä oleva konfiguraatio esteiden pinnalla on

yksikäsitteinen do
13: Siirrä konfiguraatiota s vektorin ~v osoittamaan suuntaan.
14: end while
15: V ← V ∪ {s}
16: until joukossa V on riittävä määrä konfiguraatioita
17: return V

Algoritmi 4.4 Keskiakselinäytteistyksen toteutus.

vektorin ~v suunta. Konfiguraatioksi s valitaan konfiguraatio q, jos se sijaitsee va-
paalla alueella. Muussa tapauksessa konfiguraatioksi s valitaan esteen pinnalla oleva
konfiguraatio p. Vektori ~v taas valitaan niin, että konfiguraatiosta s katsottuna se
osoittaa pois lähimmästä esteestä.

Riviltä 12 alkaa silmukka, jossa konfiguraatiota s siirretään vektorin v osoittamaan
suuntaan. Silmukka päättyy, kun konfiguraatio s sijaitsee keskiakselilla eli kun on
olemassa vähintään kaksi sellaista esteiden pinnalla olevaa konfiguraatiota, jotka ovat
yhtä kaukana konfiguraatiosta s. Rivillä 15 konfiguraatio s lisätään reittikarttaan
tulevien konfiguraatioiden joukkoon V .

Menetelmän ongelmakohtia

Keskiakselinäytteistyksen suurin ongelmakohta on hitaus. Keskiakselien tarkka laske-
minen konfiguraatioavaruudessa on yleensä erittäin hidasta ja vaikka edellä esitetty
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algoritmi onkin huomattavasti nopeampi, on keskiakselinäytteistys silti kokeellisten
tutkimusten mukaan huomattavasti hitaampi kuin useimmat muut näytteistysmene-
telmät [Geraerts & Overmars, 2006]. Kannattaa kuitenkin huomata, että keskiakseli-
näytteistys pitää huolen siitä, että kaikki reittikarttaan näytteistetyt konfiguraatiot
sijaitsevat mahdollisimman kaukana esteistä. Tämä on yleensä hyödyllinen ja tärkeä
ominaisuus.

Toinen algoritmin ongelmakohta liittyy robotin ja esteiden välisen etäisyyden
laskemiseen. Se on oleellinen osa algoritmin toimintaa, mutta sitä käsitellään niin
sanottuna mustana laatikkona aivan kuten törmäysten havaitsemistakin. Useimmat
törmäysten havaitsemiseen tarkoitetut valmiit komponentit osaavat kyllä laskea
kappaleiden välisiä etäisyyksiä etenkin silloin, kun kyse on kiinteistä kolmiulottei-
sista kappaleista. Monimutkaisempien robottien kanssa etäisyyden laskeminen voi
kuitenkin olla huomattavasti haastavampaa.

4.2 Valesatunnainen näytteistys

Valesatunnainen (quasi random) näytteistys poikkeaa huomattavasti edellä esite-
tyistä heuristiikoista. Kaikki tähän mennessä esitetyt menetelmät konfiguraatioiden
näytteistämiseen ovat perustuneet aitoon satunnaisuuteen tai käytännön tapauksissa
ainakin näennäissatunnaisuuteen (pseudo random), joka tarkoittaa, että satunnai-
suutta pyritään jäljittelemään jonkin matemaattisen algoritmin avulla. Valesatunnai-
suus sen sijaan ei edes pyri tuottamaan satunnaisia lukuja. Kirjallisuudessa valesa-
tunnaisuuteen perustuvaa näytteistystä kutsutaankin välillä myös deterministiseksi
näytteistykseksi (deterministic sampling) (esim. [LaValle et al., 2004]).

Valesatunnaisuuslukugeneraattorien tuottamat luvut ovat paljon säännönmukai-
sempia kuin näennäissatunnaislukugeneraattorien tuottamat luvut. Valesatunnaislu-
vut jakautuvatkin halutulle alueelle tasaisemmin kuin aidot satunnaisluvut tai pseu-
dosatunnaisluvut. Tämä on erittäin hyödyllinen ominaisuus sellaisissa sovelluksissa,
joissa satunnaisuutta tärkeämpää on juuri lukujen tasainen jakautuminen.

Valesatunnaislukujen hyödyntämistä reitinsuunnitteluongelman ratkaisemiseksi
on tutkittu kirjallisuudessa yllättävän vähän. Suurin osa probabilistisista reittikart-
ta-algoritmeista käyttää näennäissatunnaislukuja näytteistämiseen, mutta mitään
varsinaista tarvetta tähän ei kuitenkaan ole [Hsu et al., 2006]. Päinvastoin, LaVal-
le ja muut [2004] ovat todenneet, että valesatunnaislukujen käyttö voi tehostaa
näytteistystä etenkin sellaisissa konfiguraatioavaruuksissa, joissa ulottuvuuksia on
vähän.
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4.2.1 Van der Corputin lukujono

Van der Corputin lukujono on hollantilaisen matemaatikon van der Corputin mukaan
nimetty lukujono. Sitä käytetään yleisesti tuottamaan valesatunnaisia lukuja, sillä
lukujonon luvut saavat arvoja välillä [0, 1), ja ne ovat jakautuneet mahdollisimman
tasaisesti tälle välille. Lisäksi lukujen muodostaminen on yksinkertaista.

Tarkastellaan van der Corputin lukujonon muodostamista tarkemmin. Aluksi
valitaan jokin kokonaisluku ja ilmaistaan se jossain tietyssä kantajärjestelmässä. Tä-
män jälkeen luvun numerot käännetään päinvastaiseen järjestykseen, eteen pannaan
desimaalipilkku, ja tulos palautetaan alkuperäiseen kantajärjestelmään. Olkoon nyt
lukujonon muodostamisessa käytetty kantaluku b ja olkoon ai ∈ {0, 1, . . . , b − 1}.
Näin ollen jokainen kokonaisluku n voidaan esittää muodossa

n =
∑
i

aib
i = a0 + a1b+ a2b

2 + · · · .

Nyt lukua n vastaava luku Van der Corputin lukujonossa voidaan esittää muodossa

Φ(n)b =
∑
i

aib
−(i+1) = a0b

−1 + a1b
−2 + a2b

−3 + · · · .

Esimerkiksi kymmenjärjestelmän lukua 13 vastaava luku binaarijärjestelmäs-
sä on 11012. Jos tämän luvun numeroiden järjestys käännetään ja eteen lisätään
desimaalipilkku, saadaan luku 0, 10112. Tämä vastaa kymmenjärjestelmän lukua
1 · 2−1 + 0 · 2−2 + 1 · 2−3 + 1 · 2−4 = 11

16 = 0, 6875.
Yleensä van der Corputin lukujonoa käsittelevässä kirjallisuudessa kantalukuna

voi olla mikä tahansa kokonaisluku ja tätä käytäntöä noudatetaan myös tässä
tutkielmassa. Kuitenkin esimerkiksi LaValle [2006] pitää van der Corputin lukujonoa
vain kaksikantaisena.

Taulukossa 4.1 on esitelty 16 ensimmäistä kaksi- ja kolmikantaisen van der
Corputin lukujonon lukua. Taulukosta huomaa hyvin sen, että van der Corputin
luvut jakautuvat välille [0, 1) tasaisesti lukujonon alusta lähtien.

4.2.2 Haltonin jono

Haltonin jono [Halton, 1960] on d-ulotteinen yleistys yksiulotteisesta van der Corputin
lukujonosta. Haltonin jonon alkiot ovat järjestettyjä d-monikkoja, joiden alkiot
vastaavat kutakin ulottuvuutta. Haltonin jonossa jokaiselle ulottuvuudelle valitaan
eri kantaluku niin, että kantaluvut ovat jaottomia keskenään.

Tarkastellaan Haltonin jonon muodostamista tarkemmin. Valitaan aluksi d kap-
paletta keskenään jaottomia kokonaislukuja p1, p2, . . . , pd. Yleensä helpointa on valita
d ensimmäistä alkulukua, jolloin p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, . . . . Nyt lukua n vastaava
Haltonin jonon alkio on järjestetty monikko (Φp1(n),Φp2(n), . . . ,Φpd(n)).
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Kantaluku 2 Kantaluku 3

n n2 Φ2(n) Φ(n) n3 Φ3(n) Φ(n)

0 02 0, 02 0 03 0, 03 0
1 12 0, 12 0, 5 13 0, 13 0, 3 . . .
2 102 0, 012 0, 25 23 0, 23 0, 6 . . .
3 112 0, 112 0, 75 103 0, 013 0, 1 . . .
4 1002 0, 0012 0, 125 113 0, 113 0, 4 . . .
5 1012 0, 1012 0, 625 123 0, 213 0, 7 . . .
6 1102 0, 0112 0, 375 203 0, 023 0, 2 . . .
7 1112 0, 1112 0, 875 213 0, 123 0, 5 . . .
8 10002 0, 00012 0, 0625 223 0, 223 0, 8 . . .
9 10012 0, 10012 0, 5625 1003 0, 0013 0, 037 . . .
10 10102 0, 01012 0, 3125 1013 0, 1013 0, 370 . . .
11 10112 0, 11012 0, 8125 1023 0, 2013 0, 703 . . .
12 11002 0, 00112 0, 1875 1103 0, 0113 0, 148 . . .
13 11012 0, 10112 0, 6875 1113 0, 1113 0, 481 . . .
14 11102 0, 01112 0, 4375 1123 0, 2113 0, 814 . . .
15 11112 0, 11112 0, 9375 1203 0, 0213 0, 259 . . .
Taulukko 4.1 Kuusitoista ensimmäistä lukua van der Corputin lukujonosta kahdella
eri kantaluvulla.

Kuvassa 4.5(a) on esimerkki näytteistyksestä Haltonin menetelmällä ja viereisessä
kuvassa 4.5(b) esimerkki näytteistyksestä normaalilla satunnaislukugeneraattorilla.
Molemmissa kuvissa konfiguraatioita on näytteistetty 1000 kappaletta. Haltonin
menetelmässä on käytetty kantalukuja 2 ja 3. Kuvia vertailemalla näkee helposti
eron näiden kahden menetelmän välillä. Haltonin menetelmä on näytteistänyt aluetta
säännönmukaisesti ja konfiguraatiot ovat jakautuneet alueelle tasaisesti. Satunnaisme-
netelmä sen sijaan on näytteistänyt joiltakin pieniltä alueilta useita konfiguraatioita
ja toisaalta jättänyt jotkin alueet kokonaan näytteistämättä.

4.3 Naapurien valinta

Naapurikonfiguraatioiden valinta on oleellinen osa probabilistisia reittikartta-algorit-
meja. Sitä tarvitaan, kun pitää valita konfiguraatioita, joihin näytteistetty konfigu-
raatio pyritään yhdistämään. Tarkoituksena on valita sellaiset konfiguraatiot, joihin
todennäköisesti on mahdollista yhdistyä ja joihin yhdistyminen auttaa tekemään
reittikartasta entistä kattavamman. Yleensä valitaan sellaisia konfiguraatioita, joiden
etäisyys näytteistetystä konfiguraatioista on mahdollisimman pieni.
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(a) (b)

Kuva 4.5 Esimerkki näytteistyksestä kaksiulotteisessa konfiguraatioavaruudessa (a)
Haltonin menetelmää ja (b) normaalia satunnaislukugeneraattoria käyttäen.

Naapurikonfiguraatioiden valintaan kuluu kuitenkin helposti paljon laskenta-aikaa
[Yershova & LaValle, 2007]. Perusalgoritmissa käytettiin raa’an voiman menetelmää,
jolloin näytteistetystä konfiguraatiosta laskettiin etäisyys kaikkiin muihin konfigu-
raatioihin ja valittiin näistä tietty määrä tarpeeksi lähellä olevia konfiguraatioita
naapureiksi. Käytännön sovelluksissa se on kuitenkin aivan liian hidas menetel-
mä, ja siksi onkin tärkeää käyttää sellaisia tietorakenteita ja algoritmeja, joiden
avulla naapurikonfiguraatiot voidaan valita tehokkaasti. Kannattaa myös huomata,
että läheskään aina ei ole tarvetta löytää eksaktia ratkaisua, vaan jonkinlaisten
likimääräisalgoritmien käyttö voi olla paras ratkaisu.

Eräs tietorakenne, jota voidaan käyttää naapurikonfiguraatioiden etsimiseen, on
kd-puu [Bentley, 1975]. Se on melko tehokas sekä ajan- että tilankäytön suhteen. Uu-
den konfiguraation lisäämisen aikavaativuus on O(log n) ja naapurikonfiguraatioiden
etsimisen aikavaativuus O(n1− 1

d +m), kun n on kd-puussa olevien konfiguraatioiden
lukumäärä, d ulottuvuuksien lukumäärä jam haettavien konfiguraatioiden lukumäärä
[de Berg et al., 2000].

Kd-puu muistuttaa tavallista binaaripuuta, mutta kd-puussa jokainen solmu
on d-ulotteisen avaruuden piste. Jokainen kd-puun solmu, lehtiä lukuunottamatta,
määrittelee samalla hypertason, joka jakaa avaruuden kahteen osaan. Solmut, jotka
sijaitsevat hypertason vasemmalla puolella, sijaitsevat solmun vasemmassa alipuussa,
ja solmut, jotka sijaitsevat oikealla, sijaitsevat solmun oikeassa alipuussa. Jakavan
hypertason suunta on aina kohtisuorassa jotakin avaruuden koordinaattiakselia
vastaan. Yleensä käytetty koordinaattiakseli vaihtuu jokaisen jakokerran jälkeen.

Kuvassa 4.6 on esimerkki kaksiulotteisesta kd-puusta. Kuvassa 4.6(a) on kak-
siulotteinen taso, jolla on kymmenen pistettä. Kuvaan on lisäksi piirretty suoria,
jotka jakavat avaruutta pisteiden kohdalta. Kuvassa 4.6(b) on kuvan (a) tilannetta
vastaava kd-puu.
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Kuva 4.6 Kuvassa (a) on kymmenen tason pistettä, jotka on jaettu kd-puuta varten.
Kuvassa (b) on varsinainen kd-puu.

Yershova ja LaValle [2007] ovat tutkineet naapurikonfiguraatioiden valintaa ja sen
vaikutusta reitinsuunnittelualgoritmien tehokkuuteen. He myös esittävät, miten kd-
puuta voidaan käyttää monimutkaistenkin konfiguraatioavaruuksien kanssa. Mutta
kuten edellä olleesta kd-puun aikavaativuudesta voi päätellä, kd-puu toimii melko
huonosti, kun konfiguraatioavaruudessa on paljon ulottuvuuksia. LaValle [2006]
toteaa, että kd-puu on hyvä menetelmä, jos konfiguraatioavaruudessa on korkeintaan
kaksikymmentä ulottuvuutta.

Lähimpien naapurien ongelmaa on tutkittu paljon, sillä reitinsuunnitteluongelman
lisäksi sillä on paljon muitakin hyödyllisiä käyttökohteita. Eksaktien menetelmien
lisäksi on tutkittu myös likimääräisiä algoritmeja, joiden avulla naapurien etsintä
onnistuu usein huomattavasti eksakteja menetelmiä nopeammin [Indyk, 2004]. Kui-
tenkaan vielä tällä hetkellä ei ole olemassa mitään ylivertaista menetelmää, jolla
naapureita voisi valita. Sopivan menetelmän valinta kannattaa tehdä aina tapaus-
kohtaisesti.

4.4 Paikallisen suunnittelijan valinta

Perusalgoritmin yhteydessä esiteltiin iteratiivinen menetelmä [Kavraki et al., 1996]
paikallisen suunnittelijan toteuttamiseksi. Toinen yleinen tapa toteuttaa paikallinen
suunnittelija on puolitusmenetelmä. Molemmat menetelmät yrittävät yhdistää kaksi
konfiguraatiota q1 ja q2 toisiinsa suoraviivaisesti. Menetelmien ero on järjestyksessä,
jossa reitin varrella olevat konfiguraatiot tutkitaan.

Iteratiivisessa menetelmässä paikallinen suunnittelija aloittaa konfiguraatiosta q1

ja etenee pienin askelin kohti konfiguraatiota q2. Jokaisen askeleen kohdalla tarkiste-
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taan, törmäisikö robotti kyseisessä konfiguraatiossa esteisiin. Jos törmäys tapahtuu,
paikallinen suunnittelija ei hyväksy reittiä. Puolitusmenetelmä sen sijaan ei etene
reitillä pienin askelin vaan aloittaa tarkistamisen reitin keskikohdalta. Tämän jälkeen
mahdollinen törmäys tarkistetaan reitin alkupuoliskon keskikohdalta ja reitin loppu-
puoliskon keskikohdalta. Tätä jatketaan rekursiivisesti niin kauan, että törmäyksen
aiheuttava konfiguraatio löydetään tai kunnes kahden tutkitun konfiguraation välinen
etäisyys on tarpeeksi pieni.

q1
1 2 3 4 5 6 7 q2

(a)

q1
4 2 6 1 5 3 7 q2

(b)

Kuva 4.7 Yksinkertainen paikallinen suunnittelija toteutettuna kahdella tavalla.
Kuvassa (a) konfiguraatiot tutkitaan iteratiivisella menetelmällä ja kuvassa (b)
puolitusmenetelmällä.

Kuvassa 4.7 on esimerkki iteratiivisesta menetelmästä ja puolitusmenetelmästä.
Kuviin on merkitty konfiguraatiot q1, q2 ja niiden välinen suoraviivainen reitti. Rei-
tille on merkitty ympyrällä konfiguraatiot, joiden kohdalla tarkistetaan törmäisikö
robotti kyseisessä konfiguraatiossa esteisiin. Konfiguraatioiden yläpuolella oleva nu-
mero osoittaa missä järjestyksessä menetelmä konfiguraatiot tutkii. Mielenkiintoinen
havainto on, että jos reitin pituudeksi valitaan 1, vastaavat puolitusmenetelmän
kohtien sijainnit kaksikantaisen van der Corputin lukujonon määrittelemiä arvoja
(katso taulukko 4.1).

Puolitusmenetelmä on usein iteratiivista menetelmää tehokkaampi tapa toteuttaa
paikallinen suunnittelija. Tämä johtuu siitä, että puolitusmenetelmällä mahdollinen
este reitin varrella löytyy todennäköisesti nopeammin.

Kolmas menetelmä paikallisen suunnittelijan toteuttamiseksi on niin sanottu
rotaatio-kohdassa-s -menetelmä (rotate-at-s) [Amato et al., 1998a]. Tämä menetelmä
muistuttaa iteratiivista menetelmää, joten robotti liikkuu askel askeleelta suoravii-
vaisesti konfiguraatiosta q1 konfiguraatioon q2. Askelten aikana robotin rotaatiota
ei kuitenkaan muuteta. Se pysyy samana kuin konfiguraatiossa q1 kunnes reitillä
ollaan edetty ennalta määrättyyn kohtaan s asti. Tässä kohdassa robotin rotaatio
muutetaan vastaamaan konfiguraation q2 rotaatiota. Tämän jälkeen reitti kuljetaan
askel askeleelta loppuun.

Kirjallisuudessa on ristiriitaisia tuloksia rotaatio-kohdassa-s -menetelmän tehok-
kuudesta. Amaton ja muiden [1998a] mukaan rotaatio-kohdassa-s -menetelmä on
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nopeampi kuin tavallinen iteratiivisesti toimiva paikallinen suunnittelija. Kuitenkaan
Geraerts ja Overmars [2006] eivät kokeellisessa tutkimuksessaan havainneet tämän
väitteen pitävän paikkaansa. Geraerts ja Overmars tosin myöntävät, että heidän
käyttämänsä komponentti törmäysten havaitsemiseksi saattoi vääristää tuloksia.

Näiden menetelmien lisäksi paikallinen suunnittelija voi olla huomattavasti moni-
mutkaisempikin ja tehdä tarvittaessa erikoisiakin liikkeitä. Oleellista kuitenkin on se,
että paikallinen suunnittelija on deterministinen ja yleensä symmetrinen, jolloin sen
löytämää reittiä ei tarvitse erikseen tallentaa minnekään. Tällöin riittää tallentaa
tieto siitä, että reitti kahden konfiguraation välille on tarvittaessa mahdollista löytää
uudelleen.

4.5 Näkyvyysalueisiin perustuva menetelmä

Siméonin ja muiden [2000] kehittämä näkyvyysalueisiin (visibility domain) perustuva
menetelmä on eräs hyödyllinen tapa tehostaa probabilistisia reittikartta-algoritmeja.
Menetelmä pyrkii pitämään reittikarttaan tulevien konfiguraatioiden määrän mah-
dollisimman pienenä ja samalla pitämään huolen siitä, että reittikartta kuitenkin
kattaa vapaan konfiguraatioavaruuden Cfree hyvin.

Konfiguraation q näkyvyysalue Vq määritellään paikallisen suunnittelijan ∆ avulla
seuraavasti:

Vq = { q′ ∈ Cfree | ∆(q, q′) ⊂ Cfree } .

Konfiguraatiota q kutsutaan tällöin näkyvyysalueen Vq vartijaksi (guard). Näkyvyy-
salue on siis kaikkien niiden vapaiden konfiguraatioiden muodostama joukko, joihin
paikallinen suunnittelija löytää reitin konfiguraatiosta q. Sanotaan myös, että vartija
näkee kaikki oman näkyvyysalueensa konfiguraatiot.

Kuvassa 4.8 on esimerkki konfiguraatioavaruudesta, jossa on este CB. Kuvassa (a)
on esteen lisäksi yksi vartija q1, jonka näkemä alue Vq1 on merkitty kuvan vapaaseen
konfiguraatioavaruuteen harmaalla. Kuvassa (b) on vartijan q1 lisäksi toinen vartija q2,
jonka näkemä alue Vq2 on myös merkitty harmaalla. Kuten kuvasta voi havaita, nämä
kaksi vartijaa näkevät osittain samat konfiguraatiot. Tämä yhteinen näkyvyysalue
Vq1 ∩ Vq2 on merkitty kuvaan tummemmalla harmaalla. Sekä kuvassa (a) että (b)
oletetaan, että paikallinen suunnittelija etsii yksinkertaisesti suoran reitin kahden
konfiguraation välille. Paikallinen suunnittelija voisi kuitenkin toimia jollakin muulla
tavallakin, jolloin myös vartijoiden näkemä näkyvyysalue olisi erilainen.

Siméonin ja muiden [2000] menetelmässä reittikarttaan tulevat konfiguraatiot
jaetaan vartijoihin ja yhdistäjiin (connector). Näytteistetty konfiguraatio valitaan
vartijaksi, jos paikallinen suunnittelija ei löydä reittiä sen ja minkään reittikartassa
jo olevan vartijan välille. Konfiguraatio valitaan yhdistäjäksi, jos paikallinen suun-
nittelija löytää reitin sen ja vähintään kahden eri komponenteissa olevan vartijan
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q1 CB

Vq1

(a)

g1

g2

CB

Vq1

Vq2Vq1 ∩ Vq2
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Kuva 4.8 Esimerkki näkyvyysalueista konfiguraatioavaruudessa. Molemmissa kuvis-
sa on konfiguraatioavaruuden este ja lisäksi kuvassa (a) on yksi ja kuvassa (b) kaksi
vartijaa. Kuviin on myös merkitty vartijoiden näkemä näkyvyysalue.

välille. Konfiguraatiota ei lisätä ollenkaan reittikarttaan, jos paikallinen suunnittelija
onnistuu yhdistämään konfiguraation vain yhteen vartijaan.

Kuvan 4.8(b) tapauksessa reittikartassa on kaksi eri komponenteissa sijaitsevaa
vartijaa eikä yhtään yhdistäjää. Jos nyt näytteistettäisiin konfiguraatio, joka sijaitsisi
kuvan valkoisella alueella eli vapaassa konfiguraatioavaruudessa, joka ei ole yhdenkään
vartijan näkyvyysalueella, tulisi siitä vartija. Jos konfiguraatio sijaitsisi alueella
molempien vartijoiden näkyvyysalueella Vq1 ∩ Vq2 , tulisi konfiguraatiosta yhdistäjä,
joka yhdistäisi kaksi vartijaa. Konfiguraatiota ei sen sijaan liitettäisi reittikarttaan
ollenkaan, jos se sijaitsisi vain toisen vartijan näkyvyysalueella eli alueella Vq1 \ Vq2
tai Vq2 \ Vq1 .

Algoritmissa 4.5 on esitetty tarkemmin, miten menetelmä voidaan toteuttaa.
Aluksi rivillä 5 valitaan jokin vapaassa konfiguraatioavaruudessa sijaitseva konfigu-
raatio ja lisätään se reittikarttaan. Tämän jälkeen riveillä 7–13 käydään läpi kaikki
reittikartassa jo olevat vartijat erikseen. Jos näytteistetty konfiguraatio ja vartija
sijaitsevat eri komponentissa, tutkitaan löytääkö paikallinen suunnittelija niiden
välille reitin. Jos reitti on olemassa, lisätään reittikarttaan kaari näytteistetyn kon-
figuraation ja vartijan välille. Samalla molempien konfiguraatioiden komponentit
yhdistyvät.

Riveillä 14–18 tarkistetaan, kuinka monta kaarta juuri lisätystä konfiguraatiosta
lähtee. Jos kaaria ei ole yhtään, konfiguraatio lisätään vartijoiden joukkoon. Jos
kaaria on tasan yksi, konfiguraatio ja siihen liitetyt kaaret poistetaan reittikartasta.
Muussa tapauksessa konfiguraatio jätetään reittikarttaan ja näytteistetään seuraava
konfiguraatio.

Edellä esitetyssä algoritmissa on yksi merkittävä ero useimpiin muihin probabi-
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Visibility
Tulos:

Reittikartta G = (V,E).

1: V ← ∅
2: E ← ∅
3: Guards← ∅
4: repeat
5: q ← satunnainen konfiguraatio vapaasta konfiguraatioavaruudesta Cfree

6: V ← V ∪ {q}
7: for all q′ ∈ Guards do
8: if konfiguraatiot q ja q′ eivät kuulu samaan komponenttiin then
9: if ∆ löytää reitin konfiguraatioiden q ja q′ välillä then

10: E ← E ∪ {(q, q′)}
11: end if
12: end if
13: end for
14: if konfiguraatiosta q ei lähde yhtään kaarta then
15: Guards← Guards ∪ {q}
16: else if konfiguraatiosta q lähtee tasan yksi kaari then
17: Poista konfiguraatio q ja siihen liittyvä kaari reittikartasta G.
18: end if
19: until reittikartta G on tarpeeksi kattava
20: return G

Algoritmi 4.5 Näkyvyysalueisiin perustuva probabilistinen reittikartta-algoritmi.

listisiin reittikartta-algoritmeihin verrattuna. Algoritmi ei nimittäin valitse uusille
näytteistetyille konfiguraatioille erikseen naapurikonfiguraatioita. Sen sijaan algoritmi
yrittää yhdistää uudet konfiguraatiot kaikkiin aiemmin valittuihin vartijoihin. Tämä
toimii yleensä hyvin, sillä algoritmin tarkoitus on nimenomaan pitää reittikartassa
olevien konfiguraatioiden lukumäärä pienenä. Tällöin myös vartijoiden määrä pysyy
kohtuullisen pienenä.

Jo Siméon ja muut [2000] pitivät menetelmän suurimpana ongelmakohtana sitä,
että vartijat eivät voi liikkua. Vartijat voivat sijaita huonoissa paikoissa, jolloin uusien
vartijoiden ja yhdistäjien lisääminen reittikarttaan muuttuu vaikeaksi. Siméonin ja
muiden mukaan tällainen tilanne kuitenkin syntyy harvoin.

Kuvassa 4.9 on esimerkki tällaisesta tilanteesta. Siinä kaksi vartijaa q1 ja q2

sijaitsevat esteen CB molemmin puolin ja kattavat jo tällä hetkellä koko konfiguraa-
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tioavaruuden täydellisesti. Uusia vartijoita ei siis reittikarttaan enää voi lisätä. Ainoa
mahdollisuus olisi lisätä yhdistäjä, mutta sellaisen voi lisätä vain alueelle Vq1 ∩ Vq2 ,
joka on hyvin pieni konfiguraatioavaruuden kokoon verrattuna. Siksipä algoritmi
joutuu todennäköisesti näytteistämään huomattavan paljon turhia konfiguraatioita
ennen kuin sellainen konfiguraatio löytyy, joka yhdistäisi vartijat keskenään. Tämä
taas lisää laskenta-aikaa huomattavasti.

q1 q2CB

Vq1 Vq2

Vq1 ∩ Vq2

Kuva 4.9 Esimerkki vartijoista, joiden sijainti on huono.

Toinen ongelmakohta on seurausta algoritmin pääasiallisesta tavoitteesta eli siitä,
että reittikartta pyritään pitämään mahdollisimman pienenä. Menetelmä nimittäin
tuottaa useimpien muiden probabilististen reittikartta-algoritmien tavoin robotil-
le ruman reitin. Alakohdassa 3.3.3 ollut esimerkki yksinkertaisesta keinosta, jolla
reittikarttaa voisi parantaa, ei kuitenkaan nyt toimi suoraan, koska reittikartassa
ei ole ylimääräisiä konfiguraatioita. Jos saatua reittiä halutaan parantaa, vaatii se
huomattavasti lisää laskentaa.

4.6 Deaktivointiin perustuva menetelmä

Tässä kohdassa esittelen menetelmän, jolla useiden probabilististen reittikartta-algo-
ritmien toimintaa voidaan tehostaa huomattavastikin. Se pyrkii paitsi nopeuttamaan
näytteistystä, myös pienentämään reittikartan kokoa tarvittaessa. Ilmeisesti tätä
menetelmää ei ole aiemmin käsitelty kirjallisuudessa. Menetelmän tehokkuutta on
testattu kokeellisesti luvussa 5 kerrotulla tavalla ja luvussa 6 on tarkempia testitu-
loksia.

Probabilistiset reittikartta-algoritmit käyttävät yleisesti union-find -tietorakennet-
ta selvittämään, mitkä reittikartan konfiguraatiot kuuluvat samaan komponenttiin.
Jos konfiguraatiot kuuluvat samaan komponenttiin, on niiden välillä reitti reittikar-
tassa. Tästä tiedosta on hyötyä, kun reittikarttaan lisätään uusi konfiguraatio, ja
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sitä yritetään paikallisen suunnittelijan avulla yhdistää naapurikonfiguraatioihin.
Paikallinen suunnittelija kuluttaa paljon laskenta-aikaa, joten ei ole järkevää yrittää
yhdistää konfiguraatiota sellaiseen konfiguraatioon, johon on jo olemassa reitti. Union-
find -tietorakenteen avulla on siis mahdollista vähentää paikallisen suunnittelijan
käyttöä merkittävästi. Kirjallisuudessa olleissa probabilistisissa reittikartta-algorit-
meissa union-find -tietorakennetta ei kuitenkaan ole juuri muulla tavoin hyödynnetty
edellisessä kohdassa esiteltyä näkyvyyteen perustuvaa menetelmää lukuun ottamatta.

4.6.1 Menetelmän kuvaus

Esitän nyt menetelmän, jolla union-find -tietorakennetta voidaan käyttää probabilis-
tisten reittikartta-algoritmien tehostamiseen. Se perustuu konfiguraatioiden aktivoin-
tiin ja deaktivointiin. Uuden menetelmän oppimisvaihe on esitetty algoritmissa 4.6.
Kyselyvaihe on samanlainen kuin muissakin reittikartta-algoritmeissa, joten sitä ei
käsitellä tässä.

Uusi menetelmä on perusperiaatteiltaan samanlainen kuin muutkin probabilisti-
set reittikartta-algoritmit. Rivillä 4 valitaan jollakin tavalla konfiguraatio vapaasta
konfiguraatioavaruudesta ja rivillä 5 se aktivoidaan. Jokainen uusi konfiguraatio on
siis aluksi aktiivinen. Rivillä 7 valitaan jollakin tavalla uudelle konfiguraatiolle naa-
purikonfiguraatiot, jotka pitää valita vain reittikartan aktiivisista konfiguraatioista.
Lisäksi rivillä 8 nollataan laskuri.

Rivillä 9 alkaa silmukka, jossa jokainen naapurikonfiguraatio käydään yksitellen
läpi. Rivillä 10 tarkistetaan, kuuluuko uusi konfiguraatio ja naapurikonfiguraatio
samaan komponenttiin reittikartassa union-find -tietorakenteen avulla. Jos ne eivät
kuulu, siirrytään riville 11 ja tutkitaan, löytääkö paikallinen suunnittelija niiden välille
reitin. Jos reitti löytyy, lisätään reittikarttaan näiden konfiguraatioiden välille kaari
osoittamaan, että reitti on olemassa. Samalla uusi konfiguraatio myös liitetään samaan
komponenttiin naapurikonfiguraation kanssa. Kannattaa huomata, että mikään uusi
konfiguraatio ei aluksi kuulu yhteenkään reittikartassa olevaan komponenttiin.

Jos rivillä 10 huomataan, että uusi konfiguraatio ja naapurikonfiguraatio ovat
jo samassa komponentissa, ei näiden välille yritetä turhaan löytää uutta reittiä pai-
kallisella suunnittelijalla. Yleensä probabilistiset reittikartta-algoritmit eivät tässä
tapauksessa tee mitään. Ne yksinkertaisesti siirtyvät tarkastelemaan seuraavaa naapu-
rikonfiguraatiota. Tässä esiteltävä uusi menetelmä kuitenkin mahdollisesti deaktivoi
uuden konfiguraation.

Rivillä 15 kasvatetaan rivillä 8 nollattua laskuria yhdellä. Laskuri siis laskee,
kuinka moni naapurikonfiguraatioista kuuluu samaan komponenttiin uuden kon-
figuraation kanssa. Rivillä 16 tarkistetaan, onko samaan komponenttiin kuuluvia
konfiguraatioita liian monta. Jos on, siirrytään riville 17 ja deaktivoidaan uusi kon-
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DeactPRM
Tulos:

Reittikartta G = (V,E).

1: V ← ∅
2: E ← ∅
3: repeat
4: q ← näytteistetty konfiguraatio konfiguraatioavaruudesta Cfree

5: Merkitse konfiguraatio q aktiiviseksi.
6: V ← V ∪ {q}
7: Nq ← konfiguraation q aktiiviset naapurikonfiguraatiot joukosta V
8: c← 0
9: for all q′ ∈ Nq do

10: if konfiguraatiot q ja q′ eivät kuulu samaan komponenttiin then
11: if konfiguraatioiden q ja q′ välille löytyy reitti then
12: E ← E ∪ {(q, q′)}
13: end if
14: else
15: c← c+ 1
16: if c > cmax then
17: Deaktivoi konfiguraatio q.
18: Keskeytä for-lauseen suoritus. Siirry riville 22.
19: end if
20: end if
21: end for
22: until reittikartta G on riittävän kattava
23: return G

Algoritmi 4.6 Union-find-tietorakenteen avulla tehostettu reittikartta-algoritmi.

figuraatio. Samalla lopetetaan naapurikonfiguraatioiden läpikäynti. Ideana on siis
yksinkertaisesti karsia konfiguraatioita pois sellaisilta alueilta, joilla on jo valmiiksi
useita konfiguraatioita.

Konfiguraation deaktivointi tarkoittaa, että kyseistä konfiguraatiota ei enää käyte-
tä reittikartan oppimisvaiheessa. Käytännössä rivillä 7 valittavien naapurikonfiguraa-
tioiden joukossa ei siis ole deaktivoituja konfiguraatioita. Deaktivointi ei kuitenkaan
tarkoita konfiguraation poistamista reittikartasta. Deaktivoitavan konfiguraation
kautta mahdollisesti jo kulkevia reittejä ei siis myöskään poisteta, eikä niitä siksi
tarvitse laskea uudelleen. Usein saattaa kuitenkin olla järkevää poistaa kokonaan
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sellaiset deaktivoidut konfiguraatiot, joista lähtee korkeintaan yksi kaari johonkin
toiseen reittikartan konfiguraatioon. Tällaiset konfiguraatiot ovat nimittäin melko
turhia, sillä deaktivoituihin konfiguraatioihin ei enää lisätä uusia kaaria. Poistamalla
nämä konfiguraatiot, pysyy reittikartan koko pienenä.

Deaktivointi vaikuttaa vain oppimisvaiheessa. Kyselyvaiheessa kaikkia deakti-
voituja konfiguraatioita käsitellään taas aktiivisina. Siksi lopullinen reitti lähtö- ja
päätekonfiguraatioiden välillä saattaa kulkea myös niiden konfiguraatioiden kautta,
jotka oppimisvaiheessa deaktivoitiin.

4.6.2 Pohdintaa

Deaktivointimenetelmän taustalla on ajatus siitä, että kun oppimisvaiheessa näyt-
teistetään konfiguraatioita, kertyy niitä ennen pitkää toistensa lähelle paljon. Nämä
lähellä olevat konfiguraatiot taas todennäköisesti kuuluvat joko yhteen ainoaan tai
korkeintaan muutamaan erilliseen komponenttiin. Tästä taas on seurauksena se, että
kun naapurikonfiguraatioita valitaan, tulee valituksi lähinnä sellaisia konfiguraatioita,
jotka jo valmiiksi kuuluvat samaan komponenttiin. Tästä taas seuraa, että uuden kon-
figuraation näytteistämisestä ei ole useinkaan juuri mitään hyötyä, sillä tavoitteena
on nimenomaan yhdistää mahdollisimman monia eri komponentteja toisiinsa.

Deaktivointimenetelmä pyrkiikin estämään tällaisen tilanteen syntymisen merkit-
semällä eli deaktivoimalla turhat konfiguraatioit niin, että niitä ei oppimisvaiheessa
enää myöhemmin valita naapurikonfiguraatioiden joukkoon. Turhalla konfiguraatiolla
tarkoitetaan sellaista konfiguraatiota, joka sijaitsee useiden muiden reittikartassa
olevien konfiguraatioiden lähistöllä ja lisäksi kuuluu niiden kanssa samaan kompo-
nenttiin. Koska naapurikonfiguraatioita ei valita deaktivoitujen konfiguraatioiden
joukosta ollenkaan, on todennäköistä, että naapurikonfiguraatioiden joukossa on
konfiguraatioita useista eri komponenteista.

Deaktivointimenetelmä siis pyrkii nopeuttamaan reittikartan muodostamista
vähentämällä turhaa laskentaa. Sen sijaan menetelmä ei pyri minimoimaan reitti-
karttaan tulevien konfiguraatioiden määrää kuten näkyvyysmenetelmä tekee. Tosin
deaktivointimenetelmänkin voi muuttaa sellaiseksi, että se poistaa deaktivoidut konfi-
guraatiot lopullisesti reittikartasta silloin, kun poistaminen ei vaikuttaisi reittikartan
komponenttien määrään. Tämä on mahdollista silloin, kun deaktivoitua konfiguraa-
tioita ei ole ollenkaan yhdistetty mihinkään reittikartan konfiguraatioon, tai silloin,
kun se on yhdistetty vain yhteen konfiguraatioon. Tällaisissa tilanteissa konfiguraatio
ei voi yhdistää kahta komponenttia toisiinsa.

Luvuissa 5 ja 6 käsitellään kokeellista tutkimusta, jossa tutkittiin deaktivointi-
menetelmän toimintaa erilaisten ongelmien ratkaisemisessa neljää eri näytteistysme-
netelmää käyttäen. Tulosten perusteella deaktivointimenetelmä näyttäisi monissa
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tapauksissa nopeuttavan reitinsuunnittelua huomattavasti.

4.7 Tehostaminen rinnakkaisalgoritmeilla

Edellä esitetyt menetelmät probabilististen reitinsuunnittelualgoritmien parantami-
seksi tehostavat algoritmien toimintaa useissa käytännön tilanteissa. Todella vaikeiden
ongelmien ratkaisemiseksi pelkästään niiden käyttö voi kuitenkin olla riittämätöntä.
Tehokkuutta voikin yrittää parantaa myös rinnakkaisalgoritmeilla.

Lozano-Pérez ja O’Donnell [1991] hyödynsivät ensimmäisen kerran rinnakkai-
salgoritmeja reitinsuunnittelussa. Heidän menetelmässään jokaiselle prosessorille
annettiin tehtäväksi selvittää pieni osa konfiguraatioavaruuden vapaasta alueesta
tietyllä tarkkuudella. Lopuksi nämä tiedot yhdistettiin ja saatiin selville minkälainen
vapaa konfiguraatioavaruus on.

Amaton ja Dalen [1998] mielestä rinnakkaisalgoritmit soveltuvat erinomaisesti
reitinsuunnitteluongelman ratkaisemiseen erityisesti probabilistisia reittikarttoja
käyttäen. Heidän tutkimassaan menetelmässä jokainen prosessori tuotti aluksi tietyn
määrän konfiguraatioita reittikarttaan. Sen jälkeen reittikartassa olevat konfiguraatiot
jaettiin tasan eri prosessoreille, ja jokainen prosessori pyrki yhdistämään jokaisen
saamansa konfiguraation kaikkiin reittikartassa oleviin konfiguraatioihin paikallisen
suunnittelijan avulla. Jos yhdistäminen kahden konfiguraation välillä onnistui, lisäsi
prosessori kyseisten konfiguraatioiden välille kaaren reittikarttaan.

Muunkinlaisia rinnakkaisalgoritmeja on esitetty. Esimerkiksi Plakun ja muiden
[2005] algoritmissa prosessoreille jaetaan suurempia kokonaisuuksia laskettavaksi kuin
vain pelkästään yksittäisiä konfiguraatioita. Siinä jokainen prosessori muodostaa
reittikartan tietylle konfiguraatioavaruuden vapaalle alueelle. Lopuksi nämä eri
prosessorien laskemat reittikartat yhdistetään toisiinsa ja lopullinen reittikartta on
valmis.



5 Kokeellinen tutkimus
Tässä luvussa esittelen kokeellista tutkimusta, jossa vertailin edellisessä luvussa käsi-
teltyjä probabilistisia reitinsuunnittelualgoritmeja. Kohdassa 5.1 esittelen tutkimusta
varten toteuttamiani tietokoneohjelmia ja kohdassa 5.2 varsinaisia testejä. Luvussa
6 esittelen ja analysoin testeissä saatuja tuloksia ja pohdin, antavatko ne aihetta
joihinkin jatkotutkimuksiin.

5.1 Toteutetut tietokoneohjelmat

Kokeellista tutkimusta varten toteutin kaksi tietokoneohjelmaa. Näistä ensimmäi-
nen on komentorivipohjainen ohjelma, joka suorittaa varsinaisen reitinsuunnittelun
annettujen syötteiden perusteella. Se myös kerää erilaisia tietoja käytetyn algorit-
min toiminnasta ja lopuksi palauttaa löydetyn reitin. Toinen ohjelma puolestaan on
tarkoitettu reitinsuunnittelun tulosten havainnollistamiseen graafisessa muodossa.
Esimerkiksi tässä luvussa olevat kuvakaappaukset on otettu juuri tästä ohjelmasta.

5.1.1 Ohjelmien toteutus ja testausympäristö

Molemmat ohjelmat toteutin käyttäen C++-ohjelmointikieltä. Ohjelmointityön tein
Windowsissa käyttäen apuna Visual C++ -ohjelmistoa. Ohjelmien koodi noudattaa
kuitenkin standardeja, joten niiden toiminta ei ole riippuvainen mistään tietystä
käyttöjärjestelmästä tai kääntäjästä. Varsinaiset testit ajoinkin Debian GNU/Linux
-käyttöjärjestelmässä ja ohjelman kääntämiseen käytin GCC:tä (GNU Compiler
Collection).

Testit ajoin AMD Athlon 64 3500+ -suorittimella varustetussa tietokoneessa,
jossa oli käytössä 1 gigatavu keskusmuistia. Testien aikana tietokoneessa ei ajettu
ylimääräisiä ohjelmia, eikä myöskään virtuaalimuistia ollut käytössä. Näin ollen
ohjelman ajoympäristö pysyi kaikkien ajojen aikana mahdollisimman vakiona.

Kaikki algoritmit toteutin mahdollisimman yhdenmukaisesti. Ne toimivat samassa
ohjelmassa, ja lisäksi ajoin kaikki testit samalla tietokoneella. Tämän vuoksi testeistä
saadut tulokset ovat vertailukelpoisia keskenään.

5.1.2 Ohjelmien toiminta

Tärkein toteuttamistani ohjelmista on tietenkin varsinainen testiohjelma, joka rat-
kaisee reitinsuunnitteluongelman. Ohjelma saa kaksi parametria. Ensimmäinen on
tekstitiedosto, joka sisältää ongelman kuvauksen. Tämän tiedoston rakenne on ku-
vattu alakohdassa 5.1.3. Toinen parametri on lukumäärä, joka ilmoittaa, kuinka
monta kertaa ongelma ratkaistaan. Koska testattavat algoritmit ovat probabilistisia,
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on tärkeää, että ongelma ratkaistaan useita kertoja. Näin saadaan mahdollisimman
luotettavasti selville, miten algoritmi toimii erilaisilla satunnaisluvuilla.

Ohjelma lukee aluksi ongelman kuvauksen, minkä jälkeen se luo ja alustaa tarvit-
tavat tietorakenteet ja algoritmit. Tämän jälkeen ohjelma yrittää ratkaista annetun
ongelman. Ohjelma sai parametrina ratkaisukertojen lukumäärän, joten tarvittaessa
ongelma ratkaistaan useasti. Joka kerta, kun ohjelma on löytänyt yhden ratkai-
sun, se tallentaa algoritmin suorituksen aikana kertyneitä tietoja tulostiedostoihin.
Tallennettavia tietoja ovat esimerkiksi ratkaisuun kulunut kokonaisaika, näytteistyk-
seen kulunut aika, paikallisen suunnittelijan käyttämä aika ja reittikartassa olevien
konfiguraatioiden lukumäärä.

Kun ohjelma on ratkaissut ongelman tarpeeksi monta kertaa, se muodostaa tulos-
tiedostoista yhden yhteenvetotiedoston. Yhteenvetotiedostoa varten ohjelma laskee
tulostiedostoihin tallennetuista tiedoista tunnuslukuja, eli minimin, alakvartiilin,
mediaanin, yläkvartiilin, maksimin ja keskiarvon. Nämä tunnusluvut tallennetaan
yhteenvetotiedostoon.

Toinen ohjelmista on tarkoitettu havainnollistamaan reitinsuunnitteluongelmaa ja
löydettyä reittiä graafisesti. Ohjelma käyttää OpenGL:ää ongelman kolmiulotteiseen
esittämiseen. Ohjelma saa syötteenään reitinsuunnitteluongelman kuvauksen eli
robotin ja esteiden monikulmioverkot, robotin lähtö- ja pääteaseman ja valmiiksi
lasketun reitin, jolla robotti pääsee kulkemaan näiden asemien välillä törmäämättä
esteisiin.

Ohjelman käyttö on yksinkertaista. Ohjelma avautuu omaan ikkunaansa ja näyt-
tää esteet ja robotin lähtöasemassa. Ohjelman käyttäjä voi tämän jälkeen liikuttaa
robottia reittiä pitkin eteen- ja taaksepäin joko askel askeleelta tai antaa ohjelman
liikuttaa robottia automaattisesti. Käyttäjä voi lisäksi vaihtaa katselukulmaa vapaas-
ti ja tarkentaa näkymää lähemmäs ja kauemmas. Myös kuvakaappausten ottaminen
onnistuu.

5.1.3 Tiedostoformaatit

Reitinsuunnitteluongelman käytännön toteutuksissa robotti ja esteet ovat yleensä
monitahokkaita, jotka on esitetty kolmioverkkojen (triangular mesh) avulla. Omassa
ohjelmassani käytetään samaa tapaa. Robotti ja jokainen este tallennetaan omaan
tiedostoonsa TRI-tiedostoformaatissa, joka on yksinkertainen ja yleisesti käytetty
tapa esittää kolmiverkkoja. Kuvassa 5.1 on esimerkki suorakulmaisesta särmiöstä
TRI-formaatissa esitettynä. Aluksi on teksti TRI. Sen jälkeen on kaksi kokonaislukua,
jotka kertovat kappaleen kärkien ja kolmioiden lukumäärän. Sen jälkeen on listattuna
kaikki kärjet. Jokainen kärki on esitetty kolmen reaaliluvun avulla ja ne vastaavat
kärjen koordinaatteja. Kärkien jälkeen on listattu kaikki kolmiot, jotka on esitetty
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TRI

8
12

4.0 1.0 2.5 4.0 1.0 -2.5 4.0 -1.0 2.5 4.0 -1.0 -2.5
-4.0 1.0 2.5 -4.0 1.0 -2.5 -4.0 -1.0 2.5 -4.0 -1.0 -2.5

4 2 0 6 2 4 1 0 2 3 1 2 6 4 7 7 4 5
4 0 1 5 4 1 5 1 3 7 5 3 6 3 2 7 3 6

Kuva 5.1 Esimerkki suorakulmaisesta särmiöstä, joka on esitetty TRI-
tiedostoformaatissa.

kolmen järjestysluvun avulla. Luvut viittaavat aiemmin listattuihin kärkiin. Kolmion
kärjet listataan vastapäiväisessä järjestyksessä.

Ohjelmassani jokainen reitinsuunnitteluongelma on määritelty omassa tiedostos-
saan. Kuvassa 5.2 on esitetty eräs tällainen määrittelytiedosto. Se on tekstimuotoinen
ja sen riveillä 1–5 on määritelty tiedostot, jotka sisältävät robotin ja esteet TRI-
formaatissa. Riveillä 6 ja 7 on määritelty robotin minimi- ja maksimikoordinaatit,
joiden sisällä robotti voi liikkua. Rivillä 8 on määritelty tiedosto, jonne löydetty reitti
tallennetaan. Riveillä 9 ja 10 on määritelty robotin lähtö- ja pääteasemat. Aseman
kolme ensimmäistä lukua osoittavat koordinaatit, joissa robotti sijaitsee, ja neljä
viimeistä lukua kuvaavat kvaterniota, joka määrittelee robotin rotaation.

Riveillä 11–18 määritellään ongelman ratkaisemiseen käytettävät algoritmit ja nii-
den mahdolliset parametrit. Kuvan tapauksessa törmäysten havaitsemiseen käytetään
PQP-kirjastoa, etäisyys lasketaan ohjelman oletusmetriikkaa käyttäen, paikallinen
suunnittelija käyttää puolitusmenetelmää, naapurikonfiguraatiot valitaan kd-puuta
käyttäen, konfiguraatioita näytteistetään siltanäytteistyksellä ja näytteistystä ei te-
hosteta millään muulla menetelmällä. Lisäksi naapurikonfiguraation valintaan ja
näytteistämiseen annetaan ylimääräisiä parametreja.

5.1.4 Ohjelmassa toteutetut algoritmit

Jokainen probabilistinen reittikartta-algoritmi muodostuu useista pienemmistä al-
goritmeista, joiden toteuttamiseen on monia vaihtoehtoisia tapoja. Suunnittelin
kokeiden ajamiseen tekemäni ohjelman niin, että näitä eri osa-algoritmeja on help-
po yhdistellä keskenään. Tässä aliluvussa esittelen ne algoritmit, jotka toteutin
ohjelmaani, ja joista lopullinen reittikartta-algoritmi voidaan muodostaa.



66

1: robot.tri
2: 3
3: obstacle1.tri
4: obstacle2.tri
5: obstacle3.tri
6: 0 0 0
7: 100 100 100
8: path.txt
9: 2.5 50 50 0.707106 0 0 0.707106

10: 97.5 50 50 0.707106 0 0 0.707106
11: PQP
12: NORMAL
13: VANDERCORPUT
14: KDTREE
15: 75 -1
16: BRIDGE
17: -1 -1 15
18: NORMAL
Kuva 5.2 Esimerkki erään reitinsuunnitteluongelman määrittelytiedostosta.

Naapurien valinta

Naapurikonfiguraatioiden valinta tarkoitti sitä, että konfiguraatiolle q haetaan joukko
naapurikonfiguraatioita. Ohjelmaan toteutin vertailun vuoksi kaksi erilaista me-
netelmää: helpon ja yksinkertaisen listatoteutuksen sekä kd-puuhun perustuvan
menetelmän. Näistä listatoteutus on käytännössä raa’an voiman menetelmä, sillä
se laskee etäisyyden konfiguraatiosta q kaikkiin muihin konfiguraatioihin ja valitsee
niistä joko k lähintä konfiguraatiota tai kaikki konfiguraatiot, jotka ovat etäisyyttä r
lähempänä.

Kd-puihin perustuva menetelmä sen sijaan jakaa konfiguraatioavaruutta rekur-
siivisesti kahteen osaan kuten luvussa 4.3 esitettiin. Toteutetussa algoritmissa jako
tehdään vuorotellen jokaisen konfiguraation määrittelevän parametrin perusteella, ja
viimeisen parametrin jälkeen aloitetaan uudelleen ensimmäisestä parametrista.

Kd-puusta on helppo hakea konfiguraatio, joka on lähimpänä jotain tiettyä toista
konfiguraatiota. Samalla on mahdollista hakea useita lähimpänä olevia konfiguraa-
tioita tai tietyllä etäisyydellä olevia konfiguraatioita. Tällöin löydetyt konfiguraatiot
täytyy tietenkin tallentaa johonkin tietorakenteeseen.

Toteutetussa ohjelmassa käytetään C++:n STL:n (Standard Template Library)
vector-säiliötä löydettyjen konfiguraatioiden säilyttämiseen. Jos halutaan esimerkiksi
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etsiä k kappaletta lähimpiä konfiguraatioita, lisätään säiliöön aluksi jokainen puusta
löydetty konfiguraatio. Kun säiliössä on yhteensä k konfiguraatioita, järjestetään
säiliön alkiot STL:n lajittelualgoritmilla etäisyyden mukaiseen laskevaan järjestyk-
seen. Nyt säiliön ensimmäisen alkion etäisyys dmax on suurin. Tämän jälkeen puusta
etsitään vain sellaisia konfiguraatioita, joiden etäisyys on pienempi kuin dmax. Kun
tällainen alkio löytyy, poistetaan säiliöstä ensimmäinen alkio ja sijoitetaan uusi al-
kio etäisyyden mukaisesti oikeaan paikkaansa. Mielenkiintoinen yksityiskohta on,
että tällainen ratkaisu osoittautui tehokkaammaksi kuin STL:n valmis kekototeutus.
Tämä luultavasti johtuu siitä, että etsittävien konfiguraatioiden lukumäärä on suori-
tettavissa testeissä yleensä melko pieni, minkä vuoksi keon hyödyt eivät vielä tule
esille.

Konfiguraatioiden etäisyyden mittaamiseen käytetään samaa metriikkaa kuin
perusalgoritmin esimerkkitoteutuksessa alakohdassa 3.2.2. Tätä metriikkaa käytetään
kaikkien testattujen ongelmien kanssa.

Ohjelmaan on lisäksi toteutettu union-find -tietorakenne. Sitä käytetään yllä-
pitämään tietoa siitä, mitkä konfiguraatiot kuuluvat samaan komponenttiin reitti-
kartassa. Tätä tietoa voidaan hyödyntää naapurien valinnassa etenkin silloin, kun
juuri näytteistettyä konfiguraatiota pyritään yhdistämään naapurikonfiguraatioihin.
Jos konfiguraatiot kuuluvat samaan komponenttiin, ei konfiguraatioita tarvitse enää
yrittää yhdistää paikallisella suunnittelijalla.

Paikallinen suunnittelija

Toteutin ohjelmaan kaksi erilaista paikallista suunnittelijaa. Toinen on perusalgo-
ritmista tuttu menetelmä, jota käsiteltiin alakohdassa 3.2.3, ja toinen kohdassa 4.4
käsitelty puolitusmenetelmä.

Molemmat toteutetut menetelmät pyrkivät yhdistämään kaksi konfiguraatiota
toisiinsa suoraviivaisesti. Törmäysten havaitsemiseksi konfiguraatioiden väliseltä
suoralta janalta valitaan tietty määrä konfiguraatiota, jotka sijaitsevat yhtä kaukana
toisistaan. Näiden konfiguraatioiden kohdalla tarkistetaan, tapahtuuko törmäys.
Menetelmät laskevat tutkittavien konfiguraatioiden määrän sen perusteella, kuinka
kaukana yhdistettävät konfiguraatiot sijaitsevat toisistaan ja kuinka paljon niiden
rotaatiot eroavat toisistaan.

Näytteistäminen

Toteutin ohjelmaan neljä erilaista näytteistysalgoritmia. Yksinkertaisin toteutettu
algoritmi on perusalgoritmissa käytetty satunnainen näytteistys, jossa konfiguraa-
tioavaruutta näytteistetään täysin satunnaisesti. Näytteistyksessä tarvitaan paljon
satunnaislukuja. Ohjelmassa käytetään tasaisesti jakautuneiden näennäissatunnaislu-
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kujen muodostamiseen Mersenne twister -generaattoria [Matsumoto & Nishimura,
1998]. Se tuottaa erittäin hyviä näennäissatunnaislukuja ja on lisäksi melko nopea.

Toinen algoritmi on Halton-näytteistys, joka muistuttaa huomattavasti perus-
algoritmin näytteistystä. Ero on siinä, että Halton-näytteistyksessä käytetään vain
Halton-jonon avulla muodostettuja valesatunnaislukuja, joten algoritmin toimin-
ta on determinististä. Halton-näytteistys myös näytteistää konfiguraatioavaruutta
tasaisemmin. Halton-näytteistyksestä on kerrottu enemmän kohdassa 4.2.

Kolmas toteutettu näytteistysalgoritmi on Gauss-näytteistys, josta on kerrottu
kohdassa 4.1.2. Gauss-näytteistys käyttää normaalijakaumaa, jonka perusteella se
näytteistää konfiguraatioita esteiden läheltä. Ohjelmassa normaalijakaumaa noudat-
tavien satunnaislukujen muodostamiseen käytetään Wallacen menetelmää [Wallace,
1996].

Neljäs toteutettu algoritmi oli siltanäytteistys, josta on kerrottu kohdassa 4.1.3.
Se muistuttaa Gauss-näytteistystä esimerkiksi siinä, että myös siltanäytteistys tar-
vitsee satunnaislukuja, jotka noudattavat normaalijakaumaa. Ohjelmaan toteutettu
siltanäytteistys on itse asiassa hybridi, sillä tavallisen siltanäytteistyksen lisäksi se
tuottaa pienen osan konfiguraatioista perusalgoritmin satunnaisnäytteistyksellä.

Ohjelmaan on lisäksi toteutettu kaksi muuta menetelmää, joiden avulla näyt-
teistystä on mahdollista parantaa. Toinen on näkyvyyteen perustuva menetelmä ja
toinen kehittämäni deaktivointiin perustuva menetelmä. Näistä on kerrottu tarkem-
min kohdissa 4.5 ja 4.6. Kannattaa huomata, että näkyvyysmenetelmää käsittelevässä
artikkelissa näytteistykseen käytettiin vain normaalia satunnaisnäytteistystä [Siméon
et al., 2000]. Tässä tutkielmassa näkyvyysmenetelmän toimintaa kuitenkin tutkitaan
myös muiden näytteistysmenetelmien yhteydessä.

Törmäysten havaitseminen

Ohjelmaan on toteutettu tuki törmäysten havaitsemiseksi PQP-kirjastoa [Larsen
et al., 2000] hyödyntäen. PQP on monipuolinen ja nopea, ja siksi sitä käytetään
nykyään myös monissa kirjallisuudessa esiintyneissä reitinsuunnittelualgoritmeissa.
Sen avulla on mahdollista

• tutkia, törmääkö kaksi kappaletta toisiinsa,

• laskea kahden kappaleen välinen etäisyys ja

• tutkia, ovatko kaksi kappaletta annettua etäisyyttä lähempänä toisiaan.

Ohjelman suorittamissa testeissä ei näistä ominaisuuksista kuitenkaan hyödynnetä
muita kuin törmäysten havaitsemista. Ominaisuuksista voisi kuitenkin olla hyötyä,
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jos ohjelmaa laajentaisi, ja siihen toteuttaisi esimerkiksi joitain uusia näytteistysal-
goritmeja.

PQP:n lisäksi kokeilin käyttää myös SWIFT++-kirjastoa. Se on hieman PQP:ta
monipuolisempi, sillä se tarjoaa PQP:n ominaisuuksien lisäksi myös likimääräisiä ja
oletettavasti samalla nopeampia menetelmiä törmäysten havaitsemiseksi [Ehmann &
Lin, 2001]. Huomasin kuitenkin, että SWIFT++ toimi joissakin testeissä virheellisesti,
eikä se siis aina havainnut törmäyksiä luotettavasti.

Lisäksi SWIFT++:n käyttö on hieman PQP:ta hankalampaa. SWIFT++ ni-
mittäin vaatii, että koverat monitahokkaat muunnetaan etukäteen kuperiksi. Tämä
muunnos onnistuu SWIFT++:n mukana tulevalla pienellä apuohjelmalla, joka yksin-
kertaistettuna paloittelee koverat kappaleet pienemmiksi kuperiksi monitahokkaiksi.
PQP ei kuitenkaan vaadi tällaista muunnosta. Se käsittelee kaikkia kappaleita pelk-
kinä kolmioverkkoina, ja siksi kappaleet voivat olla muodoltaan millaisia tahansa.

Kuten muutkin ohjelman osat, myös törmäysten havaitsemiseen käytetty mene-
telmä, on helposti vaihdettavissa. Siksi ohjelman avulla olisi helppoa tutkia myös eri
törmäysalgoritmien tehokkuutta reitinsuunnittelun yhteydessä. Tässä tutkielmassa
keskityttiin kuitenkin reittikartta-algoritmien muihin osiin, ja törmäysten havaitse-
miseen käytettiin kaikissa testeissä pelkästään PQP-kirjastoa. Muita mahdollisia
törmäysalgoritmeja on käsitelty alakohdassa 3.2.4.

5.2 Suoritetut testit

Tässä kohdassa tarkastellaan reitinsuunnitteluongelmia, joita yritetään kokeellisesti
ratkaista. Lisäksi esitellään varsinaiset algoritmit, joita ongelmien ratkaisemiseen
käytetään.

5.2.1 Testeissä käytetyt ongelmat

Reitinsuunnittelualgoritmien toimintaa testattiin erilaisilla ongelmilla. Kaikki ongel-
mat ovat hieman erilaisia, sillä tavoitteena on testata algoritmeja mahdollisimman
kattavasti. Seuraavaksi esitellään kaikki neljä käytettyä ongelmaa.

Huoneongelma

Huoneongelmassa (kuva 5.3) työavaruus on jaettu kahdeksaan yhtä suureen huonee-
seen seinillä, jotka ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa asennossa. Lisäksi joissakin
huoneita erottavissa seinissä on aukkoja, joiden kautta robotti voi kulkea huoneesta
toiseen. Ongelmassa robotin on tarkoitus liikkua yhdestä huoneesta toiseen niin, että
se kulkee kaikkien muiden huoneiden läpi, eikä törmää matkallaan seiniin.
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(a) (b)

Kuva 5.3 Huoneongelma. Kuvassa (a) robotti on alkuasemassa ja kuvassa (b)
pääteasemassa.

(a) (b)

Kuva 5.4 Pyramidiongelma. Kuvassa (a) robotti on alkuasemassa ja kuvassa (b)
pääteasemassa.

Robotti on muodoltaan kuutio. Seinissä olevat reiät ovat neliön muotoisia ja
robotti mahtuu helposti kulkemaan niiden läpi. Ongelma on melko helppo ratkaista,
sillä siinä ei ole kovin vaikeita kapeita käytäviä ja robotti pystyy liikkumaan vapaasti
koko työavaruudessa. Robotissa on 12 kolmiota ja esteissä yhteensä 216 kolmiota.

Pyramidiongelma

Pyramidiongelmassa (kuva 5.4) työavaruuteen on sijoitettu satunnaisesti viisisataa
pientä pyramidia. Jokaisen pyramidin pohja ja sivutahkot ovat kolmion muotoisia, ja
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(a) (b)

Kuva 5.5 Seinäongelma. Kuvassa (a) robotti on alkuasemassa ja kuvassa (b) pää-
teasemassa.

pyramidien koko vaihtelee. Ongelmassa robotin tarkoituksena on liikkua työavaruuden
yhdestä reunasta vastakkaiseen reunaan törmäämättä yhteenkään pyramidiin.

Ongelmassa robottina on pieni torus. Ongelma ei ole kovin vaikea, vaikka työava-
ruudessa onkin paljon esteitä. Ongelmaan on nimittäin olemassa monia ratkaisuja,
sillä robotti mahtuu kulkemaan pyramidien välistä monella eri tavalla. Robotissa on
1 200 kolmiota ja esteissä yhteensä 2 000 kolmiota.

Seinäongelma

Seinäongelmassa (kuva 5.5) työavaruus on jaettu kahteen yhtä suureen osaan seinällä,
jonka keskellä on pieni aukko. Tarkoituksena on saada robotti liikkumaan aukon läpi
seinän toiselta puolelta toiselle niin, että robotti ei törmää seinään.

Robotti koostuu viidestä yhtä pitkästä suorakulmaisesta särmiöstä, jotka on
yhdistetty toisiinsa (katso kuva 5.5(a)). Koska seinässä oleva aukko on pieni, ei
robotti mahdu kulkemaan sen läpi helposti. Jotta robotti pääsisi aukon läpi, pitää
sen hyödyntää rotaatioita. Robotti pystyy kulkemaan vapaasti koko työavaruudessa,
mutta käytännössä robotin ei tarvitsisi liikkua juuri muualla kuin avaruuden keskio-
sassa olevan aukon kohdalla. Tämä voi aiheuttaa ongelmia näytteistysalgoritmille.
Robotissa on 72 kolmiota ja esteissä yhteensä 48 kolmiota.

Rengasongelma

Rengasongelmassa (kuva 5.6) työavaruudessa on viisi taivutettua putkea. Putket
on sijoitettu niin, että jokaisen putken alku- ja loppupää on kiinni työavaruuden
reunalla olevassa seinässä. Robottina on rengas, jonka läpi yksi putkista kulkee.
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(a) (b)

Kuva 5.6 Rengasongelma. Kuvassa (a) robotti on alkuasemassa ja kuvassa (b)
pääteasemassa.

Tarkoituksena on saada robotti liikkumaan putken toisesta päästä toiseen niin, että
robotti ei törmää yhteenkään putkeen tai seinään.

Koska robotti on rengas, jonka läpi kulkee molemmista päistään seinässä kiin-
ni oleva putki, ei robotti pysty kulkemaan työavaruudessa vapaasti. Ongelma on
hankalasti ratkaistavissa, sillä robotin rajattu liikkuvuus tuottaa ongelmia konfigu-
raatioiden näytteistykselle. Lisäksi ylimääräiset putket saattavat haitata joitakin
näytteistysalgoritmeja. Robotissa on 600 kolmiota ja esteissä yhteensä 10 024 kolmio-
ta.

5.2.2 Testatut algoritmit

Edellä mainittuja ongelmia yritettiin ratkaista erilaisilla reittikartta-algoritmeilla.
Testien avulla pyrittiin saamaan selville, onko eri algoritmien välillä merkittävää
eroa, ja millaiset algoritmit sopivat mihinkin tilanteeseen.

Testien avulla tutkittiin menetelmiä, joilla perusalgoritmia pystyttäisiin paranta-
maan. Tutkitut menetelmät pyrkivät parantamaan naapurikonfiguraatioiden valintaa,
paikallista suunnittelijaa ja konfiguraatioiden näytteistämistä. Naapurikonfiguraa-
tioiden valintaa parannettiin kd-puiden avulla, paikallista suunnittelijaa puolitusme-
netelmällä ja konfiguraatioiden näytteistämistä Halton-, Gauss- ja siltanäytteistyk-
sellä. Näiden lisäksi algoritmia pyrittiin parantamaan näkyvyysalueisiin perustuvalla
menetelmällä sekä uudella, kohdassa 4.6 esitellyllä deaktivointiin perustuvalla mene-
telmällä.

Probabilististen reittikartta-algoritmien testaaminen on haastavaa. Ensinnäkään
ei ole olemassa yhtä ainoaa mittaria, joka suoraan osoittaisi, kuinka hyvä algoritmi
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on kyseessä. Toiseksi algoritmeihin liittyvä satunnaisuus hankaloittaa mittaamista
entisestään. Tässä tutkielmassa päädyttiin mittaamaan aikaa, joka algoritmilta kuluu
tietyn, ennalta määrätyn reittikarttakyselyn ratkaisemiseen. Lisäksi mitattiin, kuinka
monta konfiguraatiota reittikartassa on sen jälkeen, kun ratkaisu on löytynyt. Kaikki
epädeterministiset testit ajettiin sata kertaa, jotta satunnaisuuden aiheuttamat erot
eri ajokertojen välillä eivät vaikuttaisi lopputulokseen merkittävästi. Myös kirjalli-
suudessa käytetään usein edellä kuvatun kaltaisia keinoja reittikartta-algoritmien
mittaamiseen.

Ongelmia aiheuttavat myös parametrit, joita jotkin algoritmit tarvitsevat toi-
miakseen. Tällaisia parametreja ovat esimerkiksi Gauss- ja siltanäytteistyksessä
käytettävien normaalijakaumien keskihajonta. Tämä ongelma ratkaistiin tässä tut-
kielmassa niin, että ennen varsinaisten testien suorittamista kullekin algoritmille
haettiin jokaista ongelmaa kohti kokeellisesti sellaiset parametrit, jotka näyttäisivät
ratkaisevan kyseisen ongelman nopeimmin. Kaikkien tutkittujen algoritmien pitäisi
siis toimia mahdollisimman nopeasti.



6 Tulokset ja pohdintaa
Edellisessä luvussa esiteltiin testejä ja ongelmia, joiden avulla tässä tutkielmassa
käsiteltyjä algoritmeja testattiin käytännössä. Tässä luvussa esitellään ja analysoidaan
noista testeistä saatuja tuloksia ja pohditaan mahdollisia jatkotutkimuskohteita.

6.1 Tulokset

Tässä kohdassa käydään läpi testituloksia. Aluksi tarkastellaan tuloksia, joita saatiin,
kun naapurikonfiguraatioiden valintaan ja paikalliseen suunnitteluun käytettyjä
algoritmeja testattiin. Lopuksi tarkastellaan näytteistysalgoritmien testeistä saatuja
tuloksia.

6.1.1 Naapurikonfiguraatiot ja paikallinen suunnittelija

Aluksi tutkin, miten naapurikonfiguraatioiden valintaan käytetty menetelmä vaikut-
taa probabilististen reitinsuunnittelualgoritmien nopeuteen. Samalla tutkin myös
paikalliseen suunnitteluun käytetyn menetelmän vaikutusta.

Kaikissa testeissä käytin lähtökohtana luvussa 3 esitettyä perusalgoritmia. Siinä
näytteistys tapahtui näytteistämällä konfiguraatiota täysin satunnaisesti. Naapuri-
konfiguraatiot valittiin laskemalla näytteistetystä konfiguraatioista etäisyys kaikkiin
reittikartassa oleviin konfiguraatioihin ja valitsemalla sen jälkeen lähimmät. Paikal-
linen suunnittelu tapahtui iteratiivista menetelmää käyttämällä. Testeissä perusal-
goritmia yritettiin parantaa kolmella tavalla: käyttämällä naapurikonfiguraatioiden
valintaan kd-puuta, käyttämällä paikallisessa suunnittelussa puolitusmenetelmää ja
käyttämällä molempia menetelmiä samanaikaisesti. Jokainen testi ajettiin yhteensä
sata kertaa.

Taulukossa 6.1 on esitetty huoneongelman ja taulukossa 6.2 pyramidiongelman
ratkaisuun kulunut aika eri menetelmillä. Taulukoihin on merkitty ratkaisuun kulu-
neen kokonaisajan lisäksi myös naapurikonfiguraatioiden valintaan ja paikalliseen
suunnitteluun kulunut aika. Koska jokainen testi ajettiin sata kertaa, on taulukoihin
merkitty tulosten keskiarvot.

Kuvissa 6.1 ja 6.2 on ajojen kokonaisajan perusteella muodostetut laatikko-jana
-kuviot, jotka havainnollistavat tarkemmin, miten suoritusaika on vaihdellut eri
ajokerroilla. Laatikko-jana -kuvioiden avulla on siis mahdollista hahmottaa tulosten
hajontaa graafisesti. Kuvioissa tulokset on jaettu neljään yhtä suureen osaan viiden
tunnusluvun perusteella. Tunnusluvut ovat minimi, alakvartiili, mediaani, yläkvartiili
ja maksimi. Kuviossa laatikon keskellä oleva viiva osoittaa mediaania, laatikon
alareuna alakvartiilia ja yläreuna yläkvartiilia. Lisäksi kuvioon on merkitty kaksi
janaa, joiden päät osoittavat minimin ja maksimin.
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Kuva 6.1 Laatikko-jana -kuvio huoneongelman ratkaisuajoista.

Kokonaisaika
Naapurien
valinta

Paikallinen
suunnittelija

Perusalgoritmi 86,9 55,3 31,0
Puolitusmenetelmä 63,0 53,4 9,0
Kd-puu 39,1 5,9 32,7
Puolitusmenetelmä ja kd-puu 14,9 5,3 9,1
Taulukko 6.1 Eri menetelmien vaikutus huoneongelman ratkaisuaikaan.

Sekä huone- että pyramidiongelmassa tavallinen perusalgoritmi osoittautui kaik-
kein hitaimmaksi algoritmiksi. Naapurien valintaan käytetty kd-puu ja paikalliseen
suunnitteluun käytetty puolitusmenetelmä tehostivat algoritmia paitsi yksinään,
myös yhdessä käytettynä. Toisaalta erityisesti kd-puun osalta tulos oli jo ennalta
lähes itsestään selvä, sillä perusalgoritmissa käytetty listamenetelmä hidastuu mer-
kittävästi, kun reittikarttaan lisätään konfiguraatioita. Suurempi yllätys sen sijaan
oli havaita, kuinka paljon puolitusmenetelmä tehosti perusalgoritmia. Erityisesti py-
ramidiongelman ratkaisuun kulunut aika pieneni huomattavasti puolitusmenetelmän
ansiosta.

Huoneongelmassa kd-puun nopeus verrattuna perusalgoritmin listamenetelmään
tuli esille parhaiten. Perusalgoritmia käytettäessä naapurikonfiguraatioiden valintaan
kului keskimäärin 55,3 sekuntia. Kun naapurit valittiin kd-puun avulla, kului niiden
valintaan enää keskimäärin 5,9 sekuntia. Nopeusero on siis huomattava. Mutta
kuten kuviosta 6.1 voidaan havaita, on suoritusaikojen mediaani lähes sama sekä
perusalgoritmia ja kd-puuta käytettäessä. Perusalgoritmi on kuitenkin joissakin
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Kuva 6.2 Laatikko-jana -kuvio pyramidiongelman ratkaisuajoista.

Kokonaisaika
Naapurien
valinta

Paikallinen
suunnittelija

Perusalgoritmi 129,8 4,1 120,3
Puolitusmenetelmä 25,9 3,4 17,4
Kd-puu 124,7 1,2 118,4
Puolitusmenetelmä ja kd-puu 23,8 1,1 17,5
Taulukko 6.2 Eri menetelmien vaikutus pyramidiongelman ratkaisuaikaan.

tapauksissa huomattavasti kd-puuta käyttävää menetelmää hitaampi.
Perusalgoritmin ja kd-puun nopeusero johtuu konfiguraatioiden määrästä. Niissä

tapauksissa, joissa perusalgoritmi oli huomattavasti kd-puuta hitaampi, oli konfigu-
raatioitakin näytteistetty reittikarttaan keskimääräistä enemmän. Perusalgoritmin
listamenetelmä hidastuu siis selvästi nopeammin kuin kd-puuhun perustuva menetel-
mä konfiguraatioiden määrän kasvaessa.

Testeissä kd-puu osoittautui myös pyramidiongelmassa selvästi perusalgoritmin
menetelmää nopeammaksi. Naapurien valintaan kuluvan ajan osuus algoritmin vaa-
timasta kokonaisajasta on kuitenkin niin pieni, että käytännössä sekä kd-puu että
perusalgoritmin menetelmä ovat lähes yhtä nopeita pyramidiongelman tapaukses-
sa. Paikallinen suunnittelija vaikuttaa pyramidiongelmassa ratkaisuaikaan selvästi
naapurien valintaan käytettyä menetelmää enemmän.

Pyramidiongelman tapauksessa työavaruudessa ei ole suuria vapaita alueita ollen-
kaan, sillä esteitä on paljon ja ne ovat jakautuneet tasaisesti kaikkialle. Tällaisessa
työavaruudessa on hyvin todennäköistä, että yksinkertainen paikallinen suunnittelija
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ei löydä vapaata reittiä. Siksi onkin erityisen tärkeää, että paikallinen suunnitteli-
ja havaitsee reitillä mahdollisesti olevat esteet mahdollisimman nopeasti tai osaa
kiertää ne kokonaan. Puolitusmenetelmään perustuva paikallinen suunnittelija osoit-
tautuikin huomattavasti nopeammaksi kuin perusalgoritmin paikallinen suunnittelija.
Perusalgoritmi käyttää ongelman ratkaisemiseen keskimäärin 129,8 sekuntia. Kun pai-
kalliseen suunnitteluun käytetään puolitusmenetelmää, kuluu ratkaisun löytymiseen
enää vain keskimäärin 25,9 sekuntia.

Kuten edellä mainituista taulukoista ja kuvioista voi havaita, on naapurikonfi-
guraatioiden valintaan ja paikalliseen suunnitteluun käytetyillä menetelmillä suuri
vaikutus ratkaisuaikoihin. Näiden kahden ongelman perusteella näyttäisi siltä, että
puolitusmenetelmä ja kd-puu ovat perusalgoritmissa olleita yksinkertaisia menetel-
miä nopeampia. Lisäksi kuvioista nähdään, että ongelman ratkaisunopeus vaihtelee
huomattavasti vähemmän, kun käytetään perusalgoritmin sijaan kd-puuta ja puoli-
tusmenetelmää yhdessä.

6.1.2 Näytteistäminen

Paikallisen suunnittelijan ja naapurikonfiguraatioiden valintaan käytettyjen mene-
telmien tarkastelun jälkeen tutkin, miten eri näytteistysmenetelmät vaikuttavat
probabilististen reitinsuunnittelualgoritmien toimintaan. Erityisesti tutkin, miten
näytteistysmenetelmät vaikuttavat algoritmien nopeuteen. Kaikissa testeissä käytin
edellisessä luvussa esiteltyjen tulosten perusteella kd-puuta naapurikonfiguraatioiden
valintaan ja puolitusmenetelmää paikalliseen suunnitteluun.

Jokainen ongelma ratkaistiin neljällä eri näytteistysmenetelmällä. Ensin käytin
perusalgoritmista tuttua satunnaismenetelmää, jossa konfiguraatioita näytteistetään
valitsemalla täysin satunnaisesti jokin vapaa konfiguraatio. Tämä menetelmä on
myöhemmin esitettävissä kuvioissa ja taulukoissa lyhennetty sanalla satunnainen.
Toiseksi käytin Haltonin menetelmää, joka näytteisti konfiguraatioavaruutta deter-
ministisesti. Tämä menetelmä on lyhennetty sanalla Halton. Kolmas käyttämäni
menetelmä oli Gauss-näytteistys, jossa konfiguraatioita näytteistettiin pääasiassa
esteiden läheltä. Tämä menetelmä on lyhennetty sanalla Gauss. Neljänneksi käytin
siltanäytteistystä, joka pyrkii näytteistämään konfiguraatioita erityisesti kapeissa
käytävissä. Tämä menetelmä on lyhennetty sanalla silta.

Näytteistysmenetelmien toimintaa pyrin lisäksi tehostamaan käyttämällä näky-
vyyteen perustuvaa menetelmää, jota käsiteltiin kohdassa 4.5, ja uutta, konfiguraa-
tioiden deaktivointiin perustuvaa menetelmää, jonka esittelin kohdassa 4.6. Kuvioissa
ja taulukoissa menetelmä, jossa mitään ylimääräistä tehostusta ei ole käytetty, on ly-
hennetty sanalla normaali. Näkyvyyteen perustuva menetelmä on lyhennetty sanalla
näkyvyys ja deaktivointiin perustuva menetelmä sanalla deaktivointi.
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Jokainen ongelma siis ratkaistiin yhteensä kahdellatoista erilaisella algoritmilla.
Koska kaikki näytteistysmenetelmät toimivat satunnaisesti Haltonin menetelmää
lukuun ottamatta, ratkaistiin jokainen ongelma yhteensä sata kertaa jokaisella
algoritmilla. Haltonin menetelmää käytettäessä ongelma ratkaistiin vain yhden
kerran.

Seuraavaksi käydään kaikki neljä ongelmaa läpi ja tarkastellaan, miten eri algo-
ritmit suoriutuivat niiden ratkaisemisesta. Lisäksi alakohdassa 6.1.2 näitä tuloksia
analysoidaan kokonaisuutena.

Huoneongelma

Huoneongelmassa työavaruus oli jaettu kahdeksaan yhtä suureen huoneeseen. Tar-
koituksena oli saada pieni kuutio liikkumaan yhdestä huoneesta toiseen niin, että
kuutio kulkee matkallaan kaikkien huoneiden kautta. Huoneiden välissä oli ohuet
seinät ja huoneita yhdisti seinissä olevat neliön muotoiset reiät, joista kuutio mahtui
kulkemaan hyvin. Testeissä tämä ongelma osoittautui helpoksi.

Kuvassa 6.3 on laatikko-jana -kuvio, jossa on esitetty huoneongelman ratkaisuun
kulunut aika eri menetelmillä. Taulukossa 6.3 on ongelman ratkaisemiseen kulunut
keskimääräinen aika eri menetelmiä käytettäessä. Kuten kuviosta voi nähdä, nopein
näytteistysmenetelmä oli siltatesti, joka käytti keskimäärin 4,7 sekuntia ongelman
ratkaisemiseen normaalitapauksessa ilman näkyvyyteen tai deaktivointiin perustu-
vaa tehostusmenetelmää. Tosin myös Gauss-näytteistys toimi lähes yhtä nopeasti,
sillä se käytti 6,1 sekuntia. Halton-näytteistys käytti 9,2 sekuntia, mutta kaikkein
hitaimmaksi osoittautui satunnainen näytteistys. Se kulutti aikaa keskimärin 14,9
sekuntia.

Satunnaisen menetelmän hitaus johtuu pääasiassa reittikarttaan tulevien konfi-
guraatioiden suuresta määrästä. Huoneongelmassa on nimittäin suuria tyhjiä alueita,
joka tarkoittaa sitä, että myös konfiguraatioavaruudessa on paljon vapaita alueita.
Koska satunnainen menetelmä näytteistää konfiguraatioavaruutta tasaisesti, tulee
reittikarttaan näytteistettyä hyvin todennäköisesti paljon ongelman ratkaisemisen
kannalta turhia konfiguraatioita. Taulukkoon 6.3 on merkitty reittikartan konfigu-
raatioiden keskimääräinen lukumäärä, kun ongelma on ratkaistu eri menetelmillä.
Satunnaista menetelmää käytettäessä reittikartassa on keskimäärin 11 665,2 kon-
figuraatiota. Tätä voi verrata esimerkiksi siltanäytteistykseen, jota käytettäessä
konfiguraatioiden lukumäärä on vain 894,9. Siltanäytteistyksessä turhia konfiguraa-
tioita näytteistetään selvästi vähemmän kuin satunnaisessa näytteistyksessä, sillä
siltanäytteistys osaa jättää suurten, tyhjien alueiden näytteistämisen vähälle huo-
miolle.

Kun vertaillaan deaktivointiin ja näkyvyyteen perustuvia menetelmiä normaaliin
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Kuva 6.3 Laatikko-jana -kuvio huoneongelman ratkaisuajoista eri menetelmillä.
Kannattaa huomata, että kuviossa ei ole näytetty yli 60 sekunnin menneitä ratkai-
suaikoja.

Kokonaisaika
Konfiguraatioiden

lukumäärä reittikartassa

Satunnainen, normaali 14,9 11 665,2
Satunnainen, deaktivointi 7,3 1 422,9
Satunnainen, näkyvyys 26,9 31,7

Halton, normaali 9,2 7 506,0
Halton, deaktivointi 2,3 786,0
Halton, näkyvyys 27,4 29,0

Gauss, normaali 6,1 3 527,3
Gauss, deaktivointi 5,5 1 563,1
Gauss, näkyvyys 17,0 68,2

Silta, normaali 4,7 894,9
Silta, deaktivointi 4,5 573,6
Silta, näkyvyys 10,7 48,4
Taulukko 6.3 Eri menetelmien vaikutus huoneongelman keskimääräiseen ratkai-
suaikaan ja reittikartan konfiguraatioiden keskimääräiseen lukumäärään.
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menetelmään, huomataan, että sekä ratkaisuajoissa että reittikartassa olevien konfi-
guraatioiden lukumäärässä on suuria eroja. Kuten kuvasta 6.3 ja taulukosta 6.3 voi
havaita, on deaktivointiin perustuva menetelmä nopein ja näkyvyyteen perustuva
menetelmä hitain kaikkien näytteistysmenetelmien tapauksessa. Selvin nopeusero
deaktivointimenetelmän ja normaalin menetelmän välillä on satunnaisessa näytteis-
tyksessä ja Halton-näytteistyksessä. Sen sijaan Gauss- ja siltanäytteistyksessä ero on
pienempi.

Taulukkoa 6.3 tarkastelemalla huomataan myös, että reittikartan konfiguraatioi-
den lukumäärä on huomattavasti pienempi, kun käytetään deaktivointimenetelmää
tai näkyvyyteen perustuvaa menetelmää normaalin menetelmän sijaan. Suurin ero on
satunnaisessa näytteistyksessä, jossa normaali menetelmä tuotti keskimäärin 11 665,2,
deaktivointimenetelmä 1 422,9 ja näkyvyysmenetelmä vain 31,7 konfiguraatiota. Erot
johtuvat siitä, että deaktivointimenetelmä ja näkyvyysmenetelmä karsivat turhia kon-
figuraatioita pois. Erityisesti näkyvyysmenetelmä pyrkii pitämään reittikartan koon
mahdollisimman pienenä ja testin perusteella siinä myös erittäin hyvin onnistuu.

Pyramidiongelma

Pyramidiongelmassa työavaruudessa oli satoja pieniä pyramidin muotoisia esteitä ja
tarkoituksena oli saada rengas liikkumaan avaruuden yhdestä reunasta vastakkaiseen
reunaan. Ongelma poikkeaa huoneongelmasta erityisesti siinä, että työavaruudessa ei
ole suuria tyhjiä alueita. Siitä huolimatta myös pyramidiongelma osoittautui testeissä
huoneongelman tavoin helpoksi.

Kuvassa 6.4 on laatikko-jana -kuvio ongelman ratkaisuajoista eri menetelmillä.
Taulukkoon 6.4 on merkitty keskimääräiset ratkaisuajat ja reittikartan konfiguraatioi-
den lukumäärät eri menetelmillä. Kuviota ja taulukkoa tutkimalla voi havaita, että
pyramidiongelman tapauksessa näytteistysmenetelmien välillä ei ollut kovin suurta
eroa. Normaalitapauksessa kaikki näytteistysmenetelmät kuluttivat ratkaisuun noin
20 sekuntia. Tämä ei ollut suuri yllätys, sillä Gauss-näytteistys ja siltanäytteistys
näytteistävät konfiguraatioita esteiden lähellä, ja juuri pyramidiongelmassa esteitä
on paljon ja ne ovat vieläpä jakautuneet tasaisesti työavaruuteen. Tällaisessa ta-
pauksessa ne näytteistävät konfiguraatioita siis lähestulkoon samalla tavalla kuin
tavallinen satunnaisnäytteistyskin.

Näytteistysmenetelmien välille syntyi hieman nopeuseroa silloin, kun käytettiin
näkyvyysmenetelmää. Hitaimmillaan näkyvyysmenetelmä toimi satunnaisnäytteis-
tyksen kanssa. Aikaa kului silloin keskimäärin 187,3 sekuntia. Nopeimmillaan näky-
vyysmenetelmä toimi siltanäytteistyksen kanssa, jolloin aikaa kului 73,4 sekuntia.
Kannattaa kuitenkin huomata, että näkyvyysmenetelmä oli joka tapauksessa huo-
mattavasti sekä normaalimenetelmää että deaktivointimenetelmää hitaampi kaikkien
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Kuva 6.4 Laatikko-jana -kuvio pyramidiongelman ratkaisuajoista eri menetelmil-
lä. Kannattaa huomata, että kuviossa ei ole näytetty yli 250 sekunnin menneitä
ratkaisuaikoja.

Kokonaisaika
Konfiguraatioiden

lukumäärä reittikartassa

Satunnainen, normaali 23,8 4 534,1
Satunnainen, deaktivointi 23,8 2 574,0
Satunnainen, näkyvyys 187,3 1 163,1

Halton, normaali 17,6 3 239,0
Halton, deaktivointi 13,4 1 577,0
Halton, näkyvyys 164,0 1 115,0

Gauss, normaali 18,7 2 966,3
Gauss, deaktivointi 18,8 2 080,7
Gauss, näkyvyys 128,9 1 039,5

Silta, normaali 22,2 1 716,6
Silta, deaktivointi 19,5 1 323,3
Silta, näkyvyys 73,4 811,4
Taulukko 6.4 Eri menetelmien vaikutus pyramidiongelman keskimääräiseen ratkai-
suaikaan ja reittikartan konfiguraatioiden keskimääräiseen lukumäärään.
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näytteistysmenetelmien yhteydessä.
Deaktivointimenetelmä toimi hieman normaalimenetelmää nopeammin kaikkien

näytteistysmenetelmien tapauksessa Gauss-menetelmää lukuun ottamatta. Erot olivat
kuitenkin hyvin pieniä. Mutta vaikka deaktivointimenetelmä ei oleellisesti nopeutta-
nut algoritmien toimintaa, vaikutti se kuitenkin selvästi reittikartan konfiguraatioiden
lukumäärään. Konfiguraatioita oli vähemmän kuin normaalimenetelmän tapauksessa.
Näkyvyyteen perustuva menetelmä tosin pienentää reittikartan kokoa eniten, mutta
ero ei pyramidiongelman tapauksessa ole niin merkittävä kuin huoneongelmassa.

Rengasongelma

Rengasongelmassa oli viisi taivutettua putkea, joista yhden ympärillä oli pieni rengas.
Tarkotuksena oli saada rengas liikkumaan putken alaosasta putken yläosaan. Putket
oli sijoitettu niin, että rengasta ja putkea ei ole mahdollista erottaa toisistaan.
Tästä seuraa, että näytteistetty reittikartta hyvin todennäköisesti koostuu useista
komponenteista, joita ei mitenkään pysty yhdistämään toisiinsa. Rengasongelma
osoittautui vaikeaksi.

Kuvan 6.5 laatikko-jana -kuviossa on esitetty eri menetelmillä saadut suoritusajat
graafisessa muodossa ja taulukossa 6.5 keskimääräiset suoritusajat ja reittikartan
konfiguraatioiden lukumäärät. Näytteistysmenetelmistä satunnainen näytteistys on
jälleen selvästi hitain. Normaalimenetelmän kanssa se kuluttaa aikaa keskimäärin
2 333,1 sekuntia ja näkyvyysmenetelmän kanssa 3 338,5 sekuntia. Deaktivointime-
netelmä on nopeampi, sillä se kuluttaa vain 498,8 sekuntia. Satunnaisessa näytteis-
tyksessä on myös suurimmat erot reittikartan konfiguraatioiden lukumäärän välillä
eri tehostusmenetelmiä käytettäessä. Normaalimenetelmällä konfiguraatioita on kes-
kimäärin 569 778,5 ja näkyvyysmenetelmällä vain 945,8. Deaktivointimenetelmällä
konfiguraatioita on keskimäärin 1 730,2.

Gauss-näytteistys, jota on tehostettu deaktivointimenetelmällä, ratkaisee renga-
songelman nopeimmin. Aikaa kuluu silloin keskimäärin vain 178,9 sekuntia. Tosin
siltanäytteistys on lähes yhtä nopea deaktivointimenetelmää käytettäessä, sillä aikaa
kuluu silloin 188,6 sekuntia.

Mielenkiintoinen havainto on myös se, että Halton-näytteistystä käytettäessä
näkyvyysmenetelmä on nopeampi kuin normaalimenetelmä. Aiemmissa ongelmissa
näkyvyysmenetelmä on nimittäin aina ollut selvästi normaalimenetelmää hitaampi.
Deaktivointimenetelmä on kuitenkin myös Halton-näytteistyksessä nopein.

Seinäongelma

Seinäongelmassa työavaruus on jaettu kahteen yhtä suureen osaan ohuella seinällä.
Seinän keskiosassa on pieni reikä, ja tarkoituksena on liikuttaa robotti reiän läpi
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Kuva 6.5 Laatikko-jana -kuvio rengasongelman ratkaisuajoista eri menetelmillä.
Kannattaa huomata, että kuviossa ei ole näytetty yli 3000 sekunnin menneitä
ratkaisuaikoja.

Kokonaisaika
Konfiguraatioiden

lukumäärä reittikartassa

Satunnainen, normaali 2 333,1 569 778,5
Satunnainen, deaktivointi 498,8 1 730,2
Satunnainen, näkyvyys 3 338,5 945,8

Halton, normaali 683,5 282 506,0
Halton, deaktivointi 214,5 1 143,0
Halton, näkyvyys 641,3 612,0

Gauss, normaali 286,7 67 490,0
Gauss, deaktivointi 178,9 1 897,7
Gauss, näkyvyys 665,5 1 031,5

Silta, normaali 227,1 26 356,3
Silta, deaktivointi 188,6 1 924,1
Silta, näkyvyys 400,5 660,0
Taulukko 6.5 Eri menetelmien vaikutus rengasongelman keskimääräiseen ratkai-
suaikaan ja reittikartan konfiguraatioiden keskimääräiseen lukumäärään.
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seinän toiselta puolelta toiselle. Robotti on niin suuri ja hankalan muotoinen, että
rotaatioita tarvitaan paljon. Toisaalta robotin ei juurikaan tarvitse muutoin liikkua
työavaruudessa ja siksi avaruudessa onkin erittäin suuria tyhjiä alueita, joihin robotin
ei tarvitsisi koskaan mennä. Tämän vuoksi seinäongelma osoittautui erittäin vaikeaksi
ongelmaksi, jos käytettiin satunnaista näytteistystä tai Halton-näytteistystä.

Kuvassa 6.6 on laatikko-jana -kuvio, jossa on esitetty huoneongelman ratkaisuun
kulunut aika eri menetelmiä käytettäessä. Taulukossa 6.6 on ratkaisuun kulunut
keskimääräinen aika ja muodostetun reittikartan konfiguraatioiden keskimääräinen
lukumäärä eri menetelmiä käytettäessä.

Seinäongelma oli ainoa ongelma, jota kaikki ratkaisumenetelmät eivät pystyneet
ratkaisemaan kohtuullisessa ajassa. Satunnaisnäytteistyksellä vain deaktivoinnilla
tehostettu algoritmi pystyi löytämään ratkaisun ja siihenkin kului aikaa 882,9 sekun-
tia. Normaalimenetelmää ja näkyvyysmenetelmää käytettäessä satunnaisnäytteistys
olisi kuluttanut keskimäärin useita tunteja yhden ratkaisun löytämiseen. Halton-
näytteistystä käytettäessä normaalimenetelmä kulutti 8 791,9 sekuntia eli lähes kaksi
ja puoli tuntia ongelman ratkaisemiseen. Näkyvyysmenetelmä oli nopeampi ja se
kulutti vain 5 175,6 sekuntia eli noin puolitoista tuntia. Deaktivointimenetelmä oli
kuitenkin selvästi nopein myös Halton-näytteistyksessä, sillä se löysi ratkaisun 720,0
sekunnissa.

Satunnais- ja Halton-näytteistyksen hitaus verrattuna Gauss- ja siltanäytteis-
tykseen on seinäongelmassa erittäin merkittävä. Gauss-näytteistys kulutti normaa-
limenetelmällä keskimäärin 147,1 sekuntia ja siltanäytteistys vain 88,3 sekuntia.
Nopeimmin seinäongelman ratkaisi siltanäytteistys yhdessä deaktivointimenetelmän
kanssa, jolloin aikaa kului keskimäärin vain 75,9 sekuntia.

Satunnais- ja Halton-näytteistykset eroavat erittäin selvästi Gauss- ja siltanäyt-
teistyksistä myös reittikartan koon perusteella. Normaalimenetelmällä Halton-näyt-
teistys tuotti reittikartan, jossa oli huimat 1 665 516 konfiguraatiota. Se on suuri
luku verrattuna siltanäytteistykseen, joka tuotti normaalimenetelmällä keskimäärin
22 928,7 konfiguraatiota sisältävän reittikartan.

Konfiguraatioiden lukumäärä kuitenkin pienenee huomattavasti, jos käytetään
deaktivointi- tai näkyvyysmenetelmää. Deaktivointimenetelmää käytettäessä Hal-
ton-näytteistyksen tuottamassa reittikartassa oli 1 575 konfiguraatiota ja siltanäyt-
teistyksen tuottamassa reittikartassa 699,3 konfiguraatiota. Näkyvyysmenetelmää
käytettäessä konfiguraatioiden määrät olivat vielä pienemmät. Halton-näytteistyk-
sessä 260 ja siltanäytteistyksessä vain 143,1 konfiguraatiota, joka on huomattavan
pieni määrä verrattuna esimerkiksi edellä mainittuun 1 665 516 konfiguraatioon.
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Kuva 6.6 Laatikko-jana -kuvio seinäongelman ratkaisuajoista eri menetelmillä.
Kannattaa huomata, että kuviossa ei ole näytetty yli 1300 sekunnin menneitä
ratkaisuaikoja.

Kokonaisaika
Konfiguraatioiden

lukumäärä reittikartassa

Satunnainen, normaali − −
Satunnainen, deaktivointi 882,9 1 599,5
Satunnainen, näkyvyys − −

Halton, normaali 8 791,9 1 665 516,0
Halton, deaktivointi 720,0 1 575,0
Halton, näkyvyys 5 175,6 260,0

Gauss, normaali 147,1 60 294,3
Gauss, deaktivointi 108,9 1 345,5
Gauss, näkyvyys 374,4 250,2

Silta, normaali 88,3 22 928,7
Silta, deaktivointi 75,9 699,3
Silta, näkyvyys 197,3 143,1
Taulukko 6.6 Eri menetelmien vaikutus seinäongelman keskimääräiseen ratkaisuai-
kaan ja reittikartan konfiguraatioiden keskimääräiseen lukumäärään.
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Tulosten analysointia

Edellä esiteltiin, miten näytteistysmenetelmät vaikuttavat erilaisten ongelmien rat-
kaisuaikoihin ja reittikartan kokoon. Kaikki neljä ongelmaa olivat erityyppisiä, mutta
siitä huolimatta testeissä paljastui piirteitä, jotka toistuivat kaikissa ongelmissa.

Ratkaisuaikoja tarkastelemalla huomataan, että Gauss- ja siltanäytteistys ratkai-
sivat kaikki ongelmat nopeasti. Tavallinen satunnaisnäytteistys sen sijaan oli hitain
kaikissa ongelmissa. Erityisen selvästi näiden menetelmien nopeusero tuli esille rengas-
ja seinäongelmassa. Seinäongelma oli niin vaikea, että satunnainen näytteistys ei sitä
pystynyt kohtuullisessa ajassa edes ratkaisemaan ilman deaktivointiin perustuvaa
tehostusmenetelmää.

Eri näytteistysmenetelmien välinen nopeusero oli pienintä pyramidiongelmassa.
On kuitenkin mielenkiintoista, että myös tässä ongelmassa Gauss- ja siltanäytteistys
olivat nopeampia kuin satunnaisnäytteistys. Pyramidiongelmassa nimittäin esteet
ovat jakautuneet työavaruuteen satunnaisesti, ja tällaisessa tilanteessa etenkin silta-
näytteistys toimii huonosti, kun taas satunnaisnäytteistys ja Halton-näytteistys ovat
parhaimmillaan. Toisaalta Halton-näytteistys deaktivointimenetelmällä tehostettuna
ratkaisi pyramidiongelman kaikkein nopeimmin.

Testeissä vertailtiin myös näkyvyyteen ja deaktivointiin perustuvia tehostus-
menetelmiä. Näkyvyysmenetelmän käyttö tuotti jokaisessa ongelmassa ja jokaisen
näytteistysmenetelmän tapauksessa kaikkein pienimmän reittikartan. Näkyvyysmene-
telmä kuitenkin oli myös erittäin hidas etenkin deaktivointimenetelmään verrattuna.
Deaktivointimenetelmä näyttääkin nopeuttavan algoritmien toimintaa käytännössä
aina, riippumatta siitä, mitä näytteistysmenetelmää käytetään. Samalla deaktivoin-
timenetelmä myös tarvittaessa vähentää reittikarttaan tulevien konfiguraatioiden
määrää selvästi, vaikkakaan ei yhtä paljon kuin näkyvyysmenetelmä.

Testeissä kävi myös ilmi, että probabilististen reittikartta-algoritmien ratkaisuajat
vaihtelevat suurestikin eri ratkaisukertojen välillä. Tämä johtuu tietenkin siitä, että
algoritmit toimivat satunnaisesti Halton-näytteistystä lukuun ottamatta. Halton-
näytteistyksellä vaihtelua ei siis ole. Muiden näytteistysalgoritmien kohdalla vaihtelu
oli pienintä Gauss- ja siltanäytteistyksessä. Tavallisella satunnaisnäytteistyksellä
vaihtelu oli suurinta. Eroja oli myös eri tehostusmenetelmien välillä. Ratkaisuaikojen
vaihtelu oli suurinta näkyvyysmenetelmää käytettäessä ja pienintä, kun käytettiin
deaktivointimenetelmää. Vaihtelu oli pientä myös silloin, kun näytteistämistä ei
tehostettu ollenkaan.

Halton-näytteistys on mielenkiintoinen menetelmä. Se toimii muista näytteis-
tysmenetelmistä poiketen determinisesti, mikä on monissa käytännön sovelluksissa
toivottavaa. Testien perusteella se toimi selvästi paremmin kuin tavallinen satun-
naisnäytteistys ja joissakin testeissä jopa paremmin kuin Gauss- tai siltanäytteistys.



87

Toisaalta tässä tutkielmassa ei Halton-näytteistystä tutkittu riittävästi, jotta voisi
kovin suurella varmuudella sanoa, kuinka hyvä se oikeasti on. Saattaa nimittäin olla
mahdollista, että tutkitut ongelmat ovat sattumalta sellaisia, jotka ratkesivat Halton-
näytteistyksellä hyvin. Muiden näytteistysmenetelmien kohdalla tätä ongelmaa ei
ollut, koska ne satunnaisen toimintatapansa vuoksi näytteistivät konfiguraatioava-
ruutta jokaisella ajokerralla eri kohdista.

Halton-näytteistystä pitäisi testata niin, että ongelmista tehdään jokaisella ajo-
kerralla hieman erilaisia vaikkapa muuttamalla esteiden sijaintia hieman. Toinen
vaihtoehto olisi muuttaa Halton-näytteistystä satunnaisemmaksi. Tämä onnistuisi
mielestäni esimerkiksi valitsemalla valesatunnaislukujen muodostamiseen tarvittavat
kantaluvut satunnaisesti. Tällä tavalla menetelmä tuottaisi edelleen valesatunnais-
lukuja, mutta luvut olisivat kuitenkin erilaisia jokaisella ajokerralla. Tietääkseni
Halton-näytteistystä ei ole kirjallisuudessa testattu tällä tavalla ainakaan probabilis-
tisten reittikartta-algoritmien yhteydessä.

Testattujen näytteistys- ja tehostusmenetelmien toteuttaminen käytännössä on
jonkin verran hankalampaa kuin yksinkertaisen satunnaisnäytteistyksen toteuttami-
nen. Kuitenkaan se ei ole niin vaikeaa, että pelkästään sen vuoksi kannattaisi suosia
tavallista satunnaisnäytteistystä. Testien tulosten perusteella konfiguraatioavaruuden
näytteistykseen kannattaakin käyttää jotain muuta menetelmää kuin satunnaisnäyt-
teistystä. Gauss- ja siltanäytteistys osoittautuivat hyviksi vaihtoehdoiksi.

Näytteistystä kannattaa lisäksi aina tehostaa jollakin tehostusmenetelmällä. Jos
tavoitteena on tehdä reittikartasta mahdollisimman pieni konfiguraatioiden luku-
määrällä mitattuna, on näkyvyysmenetelmä hyvä valinta. Jos tavoitteena on saada
ongelma ratkaistua mahdollisimman nopeasti, on testien mukaan deaktivointiin pe-
rustuva menetelmä paras valinta. Nopeutensa lisäksi deaktivointimenetelmä pitää
tarvittaessa myös reittikartan koon selvästi normaalimenetelmää pienempänä.

6.2 Jatkotutkimuskohteet

Reitinsuunnitteluongelmaa tutkitaan paljon. Sille onkin löydetty monia käyttötarkoi-
tuksia robotiikan lisäksi tietokoneanimoinnista aina laskennalliseen biologiaan asti.
Reitinsuunnitteluongelmaan liittyviä jatkotutkimuskohteita onkin esitetty kirjallisuu-
dessa paljon. Tutkielmaa kirjoittaessani mieleeni tuli kuitenkin muutamia erityisen
mielenkiintoisia jatkotutkimuskohteita. Tässä luvussa pohditaan niitä.

6.2.1 Deaktivointimenetelmän tarkempi tutkiminen

Deaktivointimenetelmän tarkempi tutkiminen ja analysointi olisi erittäin mielenkiin-
toinen aihe jatkotutkimukselle. Kokeellisessa tutkimuksessani se osoittautui erittäin
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hyväksi tavaksi tehostaa probabilistisia reittikartta-algoritmeja. Olisi kiinnostavaa
tutkia, voisiko menetelmää parantaa entisestään jotenkin.

Deaktivointimenetelmä tarvitsee toimiakseen parametrin, joka määrittelee mil-
loin konfiguraatio deaktivoidaan. Tällä hetkellä menetelmä olettaa, että parametri
on annettu etukäteen valmiina, ja että se pysyy koko ajan samana. Olisikin eri-
tyisen kiinnostavaa tutkia, miten tämä parametri voitaisiin valita automaattisesti,
ja voisiko sitä muuttaa kesken reitinsuunnittelualgoritmin toiminnan. Tällä tavalla
menetelmästä voisi tulla nykyistä tehokkaampi.

6.2.2 Törmäysalgoritmin suhde reittikartta-algoritmiin

Toinen mielenkiintoinen jatkotutkimuskohde on törmäysten havaitsemiseen käytetyn
algoritmin ja varsinaisen reitinsuunnittelualgoritmin suhde toisiinsa. Kaikessa tutki-
massani kirjallisuudessa, joka liittyi probabilistisiin reitinsuunnittelualgoritmeihin,
törmäysten havaitsemista käsiteltiin niin sanottuna mustana laatikkona. Se tarkoit-
taa, että reitinsuunnittelualgoritmi ei tiedä törmäysalgoritmin sisäisestä toiminnasta
mitään.

Olisi kuitenkin hyödyllistä, jos reitinsuunnittelualgoritmi voisi käyttää hyväkseen
kaikkea sitä tietoa, jota jokainen yksittäinen törmäysalgoritmin kutsu joutuu konfigu-
raatioavaruuden rakenteesta selvittämään. Nykyiset reitinsuunnittelualgoritmit eivät
tätä tietoa pysty kuitenkaan millään tavalla hyödyntämään, sillä ne saavat selville
ainoastaan sen, onko tietty konfiguraatio vapaa vai ei. Toisaalta jotkin reitinsuun-
nittelualgoritmit tarvitsevat konfiguraatioavaruuden rakenteesta muutakin tietoa.
Esimerkiksi aiemmin käsitelty keskiakselinäytteistys tarvitsi pelkän törmäysten ha-
vaitsemisen lisäksi tietoa robotin ja esteiden välisistä etäisyyksistä [Wilmarth, 1999].
Tämäkin tosin selvitettiin mustan laatikon avulla, eikä reitinsuunnittelualgoritmi
siksi pystynyt käyttämään myöskään etäisyyden laskennan sivutuotteena saatuja
tietoja mitenkään hyödykseen.

Olisikin mielenkiintoista tutkia ja kehittää sellaisia reitinsuunnittelualgoritmeja,
jotka saisivat enemmän tietoa käyttämistään mustista laatikoista, vaikka eivät juuri
sillä hetkellä näitä tietoja välttämättä tarvitsisikaan. Algoritmit voisivat näiden
tietojen avulla esimerkiksi muodostaa konfiguraatioavaruuden rakenteesta entistä
paremman kuvan ja tästä taas olisi hyötyä vaikkapa näytteistämisessä. Lisäksi
tällöin voisi olla helpompaa kehittää sellaisia algoritmeja, jotka hyödyntävät pelkän
törmäysten havaitsemisen lisäksi myös muita tietoja konfiguraatioavaruudesta. On
nimittäin yllättävää, että kirjallisuudessa on esitelty hyvin vähän algoritmeja, jotka
hyödyntäisivät edes robotin ja esteiden etäisyyden laskentaa keskiakselinäytteistyksen
tavoin.

On kuitenkin olemassa myös erittäin hyvä syy, jonka vuoksi törmäysalgoritmin
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tulisi toimia nimenomaan mustana laatikkona. Reitinsuunnittelualgoritmit eivät
nimittäin olisi muutoin yhtä yleispäteviä kuin nyt. Probabilististen reitinsuunnitte-
lualgoritmien eräs vahvuus on juuri siinä, että ne toimivat erittäin hyvin riippumatta
siitä, millainen robotti ja konfiguraatioavaruus on kyseessä. Sama algoritmi siis toimii
suoraan, tai ainakin pienin muutoksin, esimerkiksi sekä kiinteälle kolmiulotteiselle
kappaleelle että monimutkaiselle robottikäsivarrelle. Törmäysalgoritmi on kuitenkin
aivan erilainen kummallekin robotille. Jos siis törmäysalgoritmia hyödynnettäisiin
jossain reitinsuunnittelualgoritmissa enemmän, ei kyseinen reitinsuunnittelualgoritmi
todennäköisesti enää toimisi kuin tietyntyyppisten robottien kanssa.

Mielestäni yleispätevyydestä voisi kuitenkin olla järkevää tinkiä, jos sen avulla
voitaisiin kehittää entistä tehokkaampia ja parempia algoritmeja reitinsuunnitteluon-
gelman ratkaisemiseksi. Kokeellisen tutkimukseni mukaan törmäysalgoritmi kaiken
lisäksi kuluttaa erittäin suuren osan reitinsuunnittelun vaatimasta ajasta, joten
jo pelkästään siksi olisi järkevää hyödyntää törmäysalgoritmista saatavaa tietoa
enemmän.

6.2.3 Ohjelman jatkokehittäminen

Tutkielman ohessa syntyneen ohjelman jatkokehittäminen olisi myös mielenkiintoista.
Sitä voisi esimerkiksi laajentaa monipuolisemmaksi ympäristöksi, jossa erilaisia
robottien reitinsuunnitteluun liittyviä algoritmeja voisi kokeilla, tutkia ja analysoida.
Ohjelma on jo tällä hetkellä melko helposti laajennettavissa, joten uusien algoritmien
ja robottityyppien lisääminen ei olisi edes vaikeaa. Ohjelmaan voisi lisäksi tehdä
graafisen käyttöliittymän, jolloin sen käytöstä tulisi entistä kätevämpää.

Ohjelmaa voisi myös muokata niin, että se soveltuisi paremmin erilaisten käy-
tännön ongelmien ratkaisemiseen. Jo tällaisenaan ohjelma olisi melko helposti sovi-
tettavissa esimerkiksi erilaisten virtuaalitodellisuussovellusten tai kolmiulotteisten
tietokonepelien käyttöön. Ohjelman algoritmien avulla tällaisiin sovelluksiin saatai-
siin itsenäisesti ja sulavasti liikkuvia hahmoja. Ohjelmasta voisi kuitenkin toteuttaa
myös yleisemmän kirjaston, jonka käyttö erilaisissa reitinsuunnittelua vaativissa
tietokoneohjelmissa olisi suoraviivaisempaa ja helpompaa.



7 Yhteenveto
Käsittelin tässä tutkielmassa robottien reitinsuunnitteluongelmaa ja erityisesti pro-
babilistisia reittikartta-algoritmeja, joiden avulla ongelma on mahdollista ratkaista.
Aluksi esittelin reitinsuunnitteluun liittyviä peruskäsitteitä kuten konfiguraatio-
avaruuden. Lisäksi esittelin lyhyesti, miten kvaternioita on mahdollista hyödyntää
reitinsuunnittelussa.

Robottien reitinsuunnittelu on vaativa ongelma, ja siksi sille ei olekaan olemas-
sa tehokasta eksaktia ratkaisumenetelmää. Useita erilaisia menetelmiä ongelman
ratkaisemiseksi likimääräisesti on kuitenkin ehdotettu, ja viime aikoina etenkin
probabilistisia reittikartta-algoritmeja on tutkittu paljon. Vaikka probabilistisista
reittikartta-algoritmeista on olemassa monenlaisia muunnelmia, on niissä kaikissa
tiettyjä yhteisiä piirteitä.

Kaikkien probabilististen reittikartta-algoritmien toiminta perustuu pohjimmil-
taan reittikarttaan tulevien konfiguraatioiden näytteistämiseen konfiguraatioavaruu-
desta. Näytteistämiseen onkin kehitetty monia heuristisia menetelmiä. Lisäksi eri
reittikartta-algoritmit voivat käsitellä näytteistettyjä konfiguraatioita useilla erilaisil-
la tavoilla. Näytteistämisen ohella naapurikonfiguraatioiden valinta ja paikallinen
suunnittelija ovat probabilististen reittikartta-algoritmien oleellisia osia.

Tutkielman kokeellisessa osuudessa tutkinkin aluksi hieman sitä, miten naapuri-
konfiguraatioiden valinta ja paikallinen suunnittelija kannatta toteuttaa. Kd-puuhun
perustuva menetelmä naapurikonfiguraatioiden valitsemiseksi osoittautui selvästi
yksinkertaista listatoteutusta tehokkaammaksi. Lisäksi paikallinen suunnittelija
kannattaa toteuttaa ennemmin puolitusmenetelmää kuin askel askeleelta etenevää
iteratiivista menetelmää käyttäen. Parhaaksi vaihtoehdoksi osoittautui odotetusti
kd-puun ja puolitusmenetelmän käyttö yhdessä.

Tutkin myös neljää kirjallisuudessa esitettyä näytteistysalgoritmia kokeellises-
ti. Tutkitut algoritmit olivat täysin satunnainen näytteistys, Halton-näytteistys,
Gauss-näytteistys ja siltanäytteistys. Näistä Halton-näytteistys on deterministinen
menetelmä, kun taas muut menetelmät ovat epädeterministisiä. Lisäksi pyrin tehos-
tamaan jokaisen näytteistysalgoritmin normaalia toimintaa kahdella menetelmällä,
joista ensimmäinen on kirjallisuudessa esitetty näkyvyysalueisiin perustuva mene-
telmä. Toisen menetelmän kehitin itse, ja se perustuu reittikartassa olevien turhien
konfiguraatioiden deaktivointiin tai poistamiseen kokonaan.

Testien perusteella havaitsin, että näytteistysmenetelmiä kannattaa aina tehos-
taa joko näkyvyyteen perustuvalla menetelmällä tai kehittämälläni deaktivointiin
perustuvalla menetelmällä. Jos tavoitteena on mahdollisimman pieni reittikartta ja
algoritmin toiminnan nopeudella ei ole suurta merkitystä, kannattaa käyttää näky-
vyyteen perustuvaa menetelmää. Se on testien perusteella hidas, mutta sen avulla
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reittikartan koko pysyy pienenä. Deaktivointiin perustuva menetelmä taas nopeutti
algoritmin toimintaa lähes kaikissa tapauksissa huomattavasti. Nopeuden lisäksi
deaktivointimenetelmä myös pienentää reittikartan kokoa tarvittaessa merkittävästi,
vaikkakaan ei yhtä paljon kuin näkyvyysmenetelmä.

Kaiken kaikkiaan robottien reitinsuunnittelu on erittäin kiehtova ongelma. Rei-
tinsuunnittelulla on varsinaisen robotiikan lisäksi runsaasti sovelluskohteita myös
monilla muilla aloilla. Probabilistisissa reittikartta-algoritmeissa riittääkin vielä
paljon tutkimista.
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