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Tiivistelma

Residylause on kompleksianalyysiin kuuluva tulos, jonka avulla voimme las-
kea tehokkaasti médréttyja integraaleja annetusta funktiosta. Perusideana
residylauseessa on laskea annetun funktion residyjen summa erikoispisteissé
ja kertoa se 2mi:ll4, jolloin integraalin arvo saadaan selville.

Tutkielman toisessa luvussa kisittelemme erikoispisteité, jotka ovat pe-
rustana myohemmin esitettaville residylauseelle. Jaamme tutkielmassa eri-
koispisteet kahteen osaan: nollakohtaan ja eristettyihin erikoispisteisiin. Aluk-
si esitimme nollakohtaan liittyvié tuloksia ja esimerkkejé. Témén jalkeen kes-
kitymme eristettyihin erikoispisteisiin, jotka jaetaan kolmeen alaluokkaan:
poistuva erikoispiste, oleellinen erikoispiste ja napa. Namé erotellaan toi-
sistaan Laurentin sarjakehitelmén kertoimien luonteen mukaan. Viimeisené
asiana toisessa luvussa esitdmme residyn méaaritelmén ja sen maérittdmiseen
liittyvié lauseita.

Kolmannessa luvussa todistamme ensimmaéiseksi residylauseen, jonka jal-
keen todistamme residylausetta apuna kiyttden integrointilauseita ja tar-
kedn argumentin periaatteen. Taman jalkeen siirrymme tutkielmassa kasit-
telemédan argumentin periaatteen sovelluksia. Néisté sovelluksista tunnetuim-
mat ovat: algebran peruslause, Rouchén lause ja Hurwitzin lause. Viimeises-
sé alaluvussa todistamme Riemannnin funktionaaliyhtdlon, joka kuuluu ana-
lyyttisen lukuteorian piiriin ja samalla saamme residylauseelle ja Riemannin
(-funktion vilille yhteyden.

Viimeisessa luvussa kasittelemme residylauseen historiaa. Historiaosuu-
dessa keskitymme kahteen kuuluisaan matemaatikkoon, Augustin-Louis Cauc-
hyyn ja Ernst Lindel6fiin, joiden saavutukset residylauseen historiassa ovat
kiistatta merkittavimmat. Tésséa luvussa kiiymme lapi yksityiskohtaisesti hei-
dén kehittamia tuloksia ja télld tavoin annamme lukijalle laajan ndkemyksen
residylauseen historiallisesta kehityksesté.

Asiasanat: residylause, kompleksianalyysi
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1 Johdanto

Residylause kuuluu kompleksianalyysin mielenkiintoisimpiin tuloksiin ja sen
soveltamismahdollisuudet ovat erittiin laajat. Erityisesti vaikeiden integroin-
tien sekd paattyméattomien sarjojen summien méaarittdmisessa residylause on
tehokas véline. Lisdksi se on monen keskeisen kompleksianalyysin tuloksen
todistamisessa vaadittu apuvéline. Naita tuloksia késittelemme téassa tutkiel-
massa.

Toisessa luvussa kiymme lapi erikoispisteisiin liittyvid asioita. Aloitam-
me luvun ldhtemalld tutusta nollakohdan méaéritelmésta ja nollakohtiin liit-
tyvista perustuloksista, joista tarkeimpid ovat mm. L’Hospitalin sdanto ja
diskreetti kuvauslause. Toisessa alaluvussa siirrymme tutkimaan eristettyjé
erikoispisteita. Eristetyt erikoispisteet jakautuvat kolmeen alaluokkaan. N&-
mé luokat ovat: napa, oleellinen erikoispiste ja poistuva erikoispiste. Niiden
erottelu perustuu Laurentin sarjakehitelmén kertoimien ominaisuuksiin. En-
simmaisena naista kasittelemme poistuvan erikoispisteen, johon liittyy mie-
lenkiintoinen Riemannin laajennuslause. Toisena erikoispisteené esittelemme
navan, jolla on keskeinen rooli toisessa luvussa esittettavissa residylauseen
sovelluksissa. Viimeisend eristettyna erikoispisteend kdymme lapi oleellisen
erikoispisteen kasitteen, johon liittyy kiinnostavia ja syvallisid tuloksia. Na-
istd tuloksista ensimmaiseksi esittelemme Casoratin-Weierstrassin lauseen,
jonka jélkeen esitdmme sille vahvemman tuloksen, joka tunnetaan nimella
Picardin suuri lause. Tamén seuraus on Picardin pieni lause, jota apuna
kiyttdaen todistamme algebran peruslauseen. Ensimmaisen luvun viimeisené
asiana kilymme lépi residyn késitteen ja sen méaarittamiseen liittyvia lauseita.

Kolmas luku késittelee residylausetta ja sen sovelluksia, joka on tut-
kielman keskeisin osa. Ensimmaéisessé alaluvussa todistamme aluksi residy-
lauseen, jonka jilkeen osoitamme kaksi mielenkiintoista integrointilausetta,
joiden avulla pystytaan laskemaan tehokkaasti ja helposti vaikeita maarattyja
integraaleja. Néiden lauseiden soveltamisesta on useita esimerkkeja. Viimei-
send asiana ensimmaéisessa alaluvussa todistamme argumentin periaatteen,
joka on tarkeéd residylauseen sovellus. Toinen alaluku késitteleekin argumen-
tin periaatteen sovelluksia. Ensimméisenéd sovelluksena esitdimme todistuk-
sen algebran peruslauseelle. Téman jéalkeen todistetuista sovelluksista kuu-
luisimmat ovat: Rouchén lause, joka on tehokas véline nollakohtien sijainnin,
olemassaolon ja lukumaéran selvittdmisessd, ja Hurwitzin lause. Viimeises-
sé alaluvussa késittelemme Riemannin funktionaaliyhtéloa. Ennen funktio-
naaliyhtalon todistamista johdamme funktiolle 7 cot 7z osamurtokehitelmén.
Funktio 7 cot w2 on tarkea funktio kompleksianalyysissa, sillé se tulee vastaan
monissa yllattavissikin tilanteissa. Lisdksi johdamme funktioille 7 tan 7z ja

T— osamurtokehitelméat. Viimeisené asiana kolmannessa luvussa todistam-

sinmz

me Riemannin funktionaaliyhtélon

C(s) = 2(27)* L sin %Sm —8)¢(1—s),



missa ( tarkoittaa Riemannin (-funktiota ja I tilastotieteestikin tuttua gam-
mafunktiota.

Viimeisessa luvussa keskitymme residylauseen historiaan. Historiaosuu-
dessa tutustumme kahteen merkittdvadn matemaatikkoon, Augustin-Louis
Cauchyyn ja Ernst Lindel6fiin, jotka ovat vaikuttaneet residylauseen syn-
tyyn ja kehitykseen merkittavalld tavalla. Tarkastelemme heidén tieteellisté
tuotantoa yksityiskohtaisesti ja jaitdmme henkil6historian vihemmaélle huo-
miolle.

Tutkielman esimerkit ovat osin kirjoittajan keksimia ja osin ldhdekirjojen
harjoitustehtavia. Ratkaisut kaikkiin esimerkkeihin ovat kirjoittajan laatimia.
Lukijalta oletamme kompleksianalyysin perustietojen vahvaa hallintaa seka
topologian alkeiden tuntemista. Esitiedoiksi kelpaavat esimerkiksi Tampereen
yliopiston kurssit Kompleksianalyysi A+B tai kirjan |9] kappaleet 1-17.



2 Erikoispisteet

2.1 Nollakohdat

Téassd luvussa kasittelemme holomorfisen funktion nollakohtia koskevia tulok-
sia. Nollakohdat ovat ensimmaisié erikoispisteisiin lukeutuvia asioita. Aloi-
tamme maéadrittelemaélla nollakohdan kertaluvun kisitteen.

Maaritelma 2.1. Oletetaan, ettd funktio f on holomorfinen pisteessa zj ja
on olemassa sellainen r € R, ettd f on holomorfinen kiekossa B(zg, ). Piste
zo on funktion f m-kertainen nollakohta, jos

0=f(z0) = f'(z0) == f" D(z) ja f™(z)#0.

Lause 2.1. Jos funktio f on holomorfinen alueessa G ja on olemassa sellai-
nen piste (o € G, etti f(¢y) = 0 kaikilla n € Z,., niin f on vakio alueessa
G.

Todistus (Vrt. [8, s. 301]). Maérittelemme ensin joukot U ja V siten, etté
U={2€G| f"(z)=0kaikillan € Z,} # 0 jaV = G\ U. Nyt selvisti
G=UUV jaUNV = 0 Oletuksen perusteella (, € U, joten meidin tulee
osoittaa, ettd U = (. Tamén todistamiseen riittda, ettd osoitamme joukot
U ja V avoimiksi, jolloin G:n yhtenéaisyyden nojalla V' = ().

Osoitamme ensin, ettd U on avoin. Valitsemme mielivaltaisen zy € U.
Télloin on olemassa sellainen r > 0, ettd avoin kiekko B(zp,7) € G. Nyt
voimme esittaé tissa kiekossa funktion f Taylor-kehitelmén avulla

> f(n)

1= P = )
n=0

kaikilla 2 € B(zg, 7). Néin ollen f™(z) = 0 jokaisella n € Z, ja z € B(z0,7).

Téten B(zp,7) C U, joten U on avoin.

Todistamme seuraavaksi, ettd joukko V' on avoin. Valitsemme mielival-
taisen zy € V. Joukon V méarittelyn nojalla on olemassa sellainen n € Z,
ettd f(™(z) # 0. Koska f™ on jatkuva alueessa G, on olemassa sellainen
B(zy,7) C G, ettid f™(z) # 0 kaikilla z € B(z,7). Siis B(zy,7) C V, joten
joukko V' on avoin.

Lause 2.2. Oletetaan, ettd funktio f on holomorfinen ja vakiofunktiosta
eroava alueessa G. Olkoon piste zy € G, jolla f(z9) = 0. Talldin funktio
f voidaan esittid yksikdsitteisesti muodossa

f(z) = (z = 20)"g(2),

missim € Z, ja funktio g : G — C on holomorfinen funktio, jolla g(zy) # 0.



Todistus (Vrt. |8, s. 301-302]). Koska f on vakiofunktiosta eroava, lauseen
2.1 perusteella on olemassa vihintéin yksi n € Z,, jolla f™(zy) # 0. Olkoon
m pienin téllainen kokonaisluku. Valitsemme nyt avoimen kiekon B(zg,r) C
G. Talloin voimme esittda funktion f Taylor-kehitelméan avulla

o < F) (2
f(z) = Zan(z —z)" = Z Dl )(z —2z)".

n!
n=0

Koska f(™(zy) # 0, niin f™(zy) = 0, kun 0 < n < m — 1. Siis a,, # 0, joten
voimme esittdd funktion f muodossa

f(z) = Z an(z —20)" = (2 — 20)™ Z an(z — 29)" ™,

kun z € B(zg,7). Néin ollen méérittelemme funktion g : G — C siten, etté

f(2) :
2) = (z—z0)™" Jos 2 7é 20,
9(2) { Qs jos z = zp.

Talloin funktio g on holomorfinen, kun z # z;. Funktion g Taylor-kehitel-
méstd huomaamme, ettd g on derivoituva myos pisteessa z = zy. Téaten g on
holomorfinen ja g(zp) # 0. Lisdksi f(z) = (2 — 20)"¢g(2).

Todistamme vield funktion g yksikésitteisyyden. Teemme vastaoletuksen,
ettd alueessa G funktiolle f on olemassa toinen esitysmuoto. Olkoon se f(z) =
(z — 20)'h(z2), missd | € Z; ja h : G — C on holomorfinen funktio, jolla
h(zo) # 0. Nyt kaikilla kompleksiluvuilla z € G on voimassa (z — z0)"g(z) =
(2 — 20)'h(2). Tallsin, jos m > I, niin

0= lim (2 — 2)™ "g(2) = lim h(z) = h(z) # 0,

z—20 z—20

mikd on mahdotonta. Vastaavasti menee tapaus [ > m. Niin ollen m = [. Siis
g(z) = h(z) kaikilla z € G\{20}. Edelleen jatkuvuuden nojalla g(zo) = h(z0),
joten funktion f esitysmuoto on yksikésitteinen.

Seurauslause 2.1.1. Oletetaan, etti funktio f on holomorfinen ja vakio-
funktiosta eroava alueessa G ja piste zy € G. Tdlloin f voidaan esittdia yksi-
kdsitteisesti muodossa

f(2) = f(z0) + (2 — 20)"g(2),
missi m € Zy ja funktio g : G — C on holomorfinen, jolla g(zo) # 0.

Todistus. Sovellamme lausetta 2.2 funktioon h(z) = f(z) — f(20), joka on
maédritelty alueessa G.



Esimerkki 2.1 [8, s. 362, teht. 5.1.(iii)|. Maritd funktion f(z) = log®(cos z)
nollakohdan zy = 27 kertaluku. Logaritmin monifunktioluonteen vuoksi va-
litsemme argumentin padhaaran 0 < 0 < 27. Koska

0=f'(2m) = f'(2m) = fP(2r) £ fY(2m) = 6,
nollakohta on nelinkertainen.

Esimerkki 2.2 [8; s. 362, teht. 5.1.(iv)]. Maéritd funktion f(z) = tan?(1 +
222 + z*) nollakohdan zy = i kertaluku. Koska

0= f(i) = f"(i) = fP) # fP(i) = 384,
nollakohta on nelinkertainen.

Reaalifunktioille tuttu L’Hospitalin sdanté pétee myos kompleksifunk-
tioille.

Lause 2.3 (L’Hospitalin sdédnto). Olkoot funktiot f ja g holomorfisia ja va-
kiofunktiosta eroavia avoimessa kiekossa B(zo,r). Jos f(z0) = g(z) = 0,
nun

(2.1) lim 1) _ iy £2)

=20 g(2) == g'(2)
Todistus. Ks. [8, s. 304-305].

Esimerkki 2.3 [8, s. 362, teht. 5.3.(i)]. Méérité raja-arvo lim,_g :=522.
L’Hospitalin sdannolla saamme

Esimerkki 2.4 [8, s. 362, teht. 5.3.(iv)]. Miiritéi raja-arvo lim, . PE<25.
Logaritmin monifunktioluonteen takia valitsemme argumentin padhaaran 0 <
0 < 2m.

L’Hospitalin sddnnolld saamme

log(cos 2) _ —tan z . —1l—tan®z 1
lim ———— = lim . — = lim ——— = —.
P (1 _ 612)2 PRIy 2(1 _ ezz)(_lezz) z—2n etz — Ae2iz 2
Esimerkki 2.5 [8, s. 362, teht. 5.3.(vi)|. Méérité raja-arvo lim,_o(=— —1).
L’Hospitalin sdannoélla saamme
. 1 1 z—e*+1 . 1 — ¢ . —e*
lim — ) =lim——=lm—— =lim —— = ——.
=0 \e*—1 z =0 z(e* —1)  ==0e*+ze* —1  2-02e* + ze? 2

Maaritelma 2.2. Avoimen joukon U osajoukko E on diskreetti osajoukko,
jos sillé ei ole joukossa U kasautumispistetta.



Maaritelma 2.3. Olkoon f kompleksifunktio, jonka méarittelyjoukko siséal-
taa avoimen joukon U. Funktio f kuvaa joukon U diskreetisti, jos jokaisella
kompleksiluvulla w joukko E,, = {z € U | f(z) = w} on joukon U diskreetti
osajoukko.

Lause 2.4 (Diskreetti kuvauslause). Jos funktio f on holomorfinen ja va-
kiofunktiosta eroava alueessa G, niin se kuvaa joukon G diskreetisti.

Todistus (Vrt. 8, s. 306]). Kiinnitdmme aluksi kompleksiluvun w € C. Ol-
koon E = E,, = {z € G | f(2) = w} ja % joukon E kasautumispiste. Osoi-
tamme, ettd E on alueen G diskreetti osajoukko. Toisin sanoen osoitamme,
ettd zg ¢ G. Teemme vastaoletuksen, ettd zg € G. Olkoon (z,)22; sellainen
joukossa E'\ {z} suppeneva lukujono, etté z, — zo. Funktion f jatkuvuuden
nojalla saamme

lim f(z,) = f(z) = lim w = w,

joten zp € E. Nyt seurauslauseen 2.1.1 nojalla voimme esittdd funktion f
muodossa f(z) = w + (2 — 29)™g(z), missd g(z9) # 0. Koska funktio g on
jatkuva, voimme valita sellaisen avoimen kiekon B(zg,7) C G, etté jokaisella
z € B(z,r) patee g(z) # 0. Siis f(z) # w aina, kun z € B’(zy,r). Néin
ollen E N B'(z,7) = 0. Tamé on ristiriidassa joukon F kasautumispisteen
madritelmén kanssa.

Seurauslause 2.1.2 (Analyyttisen jatkamisen periaate). Olkoot funktiot f
ja g holomorfisia alueessa G. Olkoon f(z) = g(2) kaikilla kompleksiluvuilla
z, jotka kuuluvat johonkin alueen G osajoukkoon A, jolla on kasautumispiste

alueessa G. Tdlloin f(z) = g(2) kaikilla z € G.
Todistus (Vrt. [8, s. 307]). Funktio h(z) = g(z) — f(z) on holomorfinen alu-

eessa (G. Koska funktiolla A on nollakohta jokaisessa osajoukon A pisteessé,
nollakohtien joukko ei ole G:n diskreetti osajoukko. Nain ollen lauseen 2.4
perusteella funktio i on identtisesti nolla. Toisin sanoen f(z) = g(z) kaikilla

z e (.

Seurauslause 2.1.3. Jos funktiot f ja g ovat holomorfisia alueessa G ja
f(2)g(z) = 0 kaikilla z € G, niin f tai g on identtisesti nolla.

Todistus (Vrt. [8, s. 308]). Oletetaan, ettd on olemassa piste zy € G, jolla
f(20) # 0. Todistamme, ettéd télléin g(z) = 0 kaikilla z € G. Koska f on
jatkuva, valitsemme sellaisen avoimen kiekon B(zp,r) C G, ettd f(z) # 0
kaikilla z € B(z,7). Mutta nyt g(z) = 0 kaikilla z € B(zp, ). Néin ollen
alueessa G funktion g nollakohdat eivit ole eristettyja pisteitd eli pisteité,
jotka eivit ole G:n kasautumispisteitd. Siis lauseen 2.4 nojalla g on vakio
alueessa (G, jolloin sen tulee olla identtisesti nolla.

Lause 2.5. Olkoot U avoin joukko ja funktio f : U — C holomorfinen.
Olkoon g funktion f=! haara alueessa G. Télléin funktio g on holomorfinen.

6



Todistus (Vrt. |8, s. 308-309]). Oletuksen perusteella funktio g : G — U on
jatkuva funktio, jolla f[g(2)] = z kaikilla z € G. Néin ollen osoitamme, etté
funktio g on holomorfinen alueen GG jokaisessa pisteessa.

Oletamme, ettd H on joukon U sellainen alue, joka sisédltdéd yhtendisen
joukon ¢g(G). Jos w1 = g(z1) ja wy = g(z2), missé 21,22 € G ovat erillisid
pisteitd, niin f(wy) = 21 # 29 = f(wy). Siis funktio f ei ole vakio alueessa
H, joten f’ ei ole identtisesti nolla siella. Kun sovellamme diskrettia kuvaus-
lausetta funktioon f’, saamme, ettd £ = {w € H | f'(w) = 0} on joukon H
diskreetti osajoukko.

Valitsemme mielivaltaisen pisteen zy € G ja merkitsemme, ettd wy =
9(20). Jos wy ¢ E, niin funktio g on derivoituva pisteessé zj, koska

9(2) —g(z0)  g(z) —g(z)  w—wp 1

—

2=z flg(2) = flg(z0))  flw)— flwo) — f'(wo)’

kun z — zg. Jos wy € E, niin valitsemme sellaisen r > 0, ettd E N B(wg,r) =
{wo}. Koska funktio g on jatkuva pisteessé zp, voimme valita sellaisen avoi-
men kiekon B(zp,s) C G, ettd g[B(z0,s)] € B(wp,r). Koska funktio g on
univalentti (eli injektio) ja g(z0) = wy, kaikilla z € B'(2y, s), funktion g kuva
g(z) € B'(wp,r). Téten funktion g kuva ei ole joukon E piste. Néin ollen
funktio g on holomorfinen joukossa B’(zy, s). Koska funktio g on lisdksi jat-
kuva joukossa B(z, $), se on my6s derivoituva pisteessi zp. Siis funktio g on
derivoituva alueessa G

2.2 FEristetyt erikoispisteet

Maaritelma 2.4. Funktiolla f on eristetty erikoispiste zy, jos on olemassa
sellainen r € R, , ettd f on holomorfinen punkteeratussa kiekossa B’(zg,r),
mutta ei pisteessa zg.

Maaritelma 2.5. Funktio f on holomorfinen paitsi eristetyissa erikoispis-
teissd avoimessa joukossa U, jos sen erikoispisteiden joukko E on diskreetti
ja jos f on holomorfinen joukossa U \ E.

Madritelméssé (2.5) el suljeta pois mahdollisuutta, ettéd joukko E olisi
tyhja joukko. Talloin funktio f yksinkertaisesti olisi holomorfinen koko jou-
kossa U.

Eristetyn erikoispisteen késitteeseen sisdltyy olennaisesti Laurentin sar-
jakehitelma. Siis, jos funktiolla f on eristetty erikoispiste pisteessi 2y, niin
funktiolle f voidaan muodostaa Laurentin sarjakehitelmé kyseisen pisteen
suhteen. Talloin funktio f voidaan ilmoittaa muodossa

o0

f) =3 aulz— o)

n=—oo

7



missé kertoimet

ap, = L —f(w) dw
2mi J, (w — 2o)" 1
ja v on positiivisesti suunnistettu ympyrakaari. Kutsumme jatkossa Lauren-
tin sarjakehitelmén y 7 a_,(z —z) " osaa funktion f singulaariosaksi pis-
teessd zg. Tata kisitetta tarvitsemme erityisesti taméan luvun lopussa olevissa
esimerkeissé sekd toisessa luvussa esitettavissa residylauseen todistuksessa.
Kertoimilla a,, on erityinen rooli puhuttaessa eristetystéa erikoispisteesté; nii-
den ominaisuuksien mukaan voimme jakaa eristetyt erikoispisteet kolmeen
alaluokkaan. Nédmaéa alaluokat ovat: poistuva erikoispiste, oleellinen erikois-
piste ja napa. Esittelemme ensimméiseksi poistuvan erikoispisteen késitteen.

Maaritelma 2.6. Olkoon zy € C funktion f eristetty erikoispiste. Olkoon
f(z) =277 an(z — 2)" funktion f Laurentin sarjakehitelmé punkteera-
tussa kiekossa B'(zg,r). Talloin zg on funktion f poistuva erikoispiste, jos
a_, = 0 kaikillan € Z,..

Seurauslause 2.2.1. Olkoon funktiolla f eristetty erikoispiste zo. Tdlloin
Zo on poistuva erikoispiste, jos ja vain jos voimme madrittda tai uudelleen
madrittaa arvon f(z) siten, ettd voimme tehdd funktion f deriwoituvaksi
pisteessa zg.

Todistus. Jatdmme todistuksen lukijalle harjoitustehtavéksi.

Lause 2.6 (Riemannin laajennuslause). Olkoon funktiolla f eristetty erikois-
piste pisteessd zy. Tdlloin erikoispiste on poistuva, jos ja vain jos funktio f
on rajoitettu punkteeratussa kiekossa B'(zo,T).

Todistus (Vrt. |8, s. 311]). Teemme todistuksen kahdessa osassa. Oletamme
ensin, ettd funktio f on rajoitettu punkteeratussa kiekossa B’(zg, 7). Siis on
olemassa sellainen m € R, ettd |f(2)| < m jokaisella z € B'(2g,r). Olkoot
r € R, riittdvan pieni, jolloin funktio f on holomorfinen punkteeratussa kie-
kossa B'(zg,7) ja 7 on zo-keskisen ja s-sdteisen ympyran kaari. Muodostam-
me seuraavaksi funktion f Laurentin sarjakehitelmén punkteeratussa kiekos-
sa B'(zg,r). Télloin kerroin

_ 1 /()
an_%[(z—z@"““

kaikilla 0 < s < 7. Koska (t) = 2y + se', missé ¢ € [0, 27], niin /() = ise™.

Talloin
1 1 2m i\, o ptt
|a,| = —./Lz)nﬂdz‘ — | f (20 —|—itsen+)lzse "
2mi /., (2 — 2) 27 J, (sett)
. i 2 |f(zo—i~_seit)|\dt| < i27rm _ @.
27 Jo |(sett )| 2 sn sn



Kunn < 0ja s — 0, niin |a,| = 0. Néin ollen a_,, = 0 kaikilla n € Z, jolloin
2o on poistuva erikoispiste.

Oletamme seuraavaksi, ettd funktiolla f on poistuva erikoispiste zy. Seu-
rauslauseen 2.2.1 nojalla voimme tehdd funktion f derivoituvaksi pisteessa
2. Talloin raja-arvo lim, ., |f(z)| = | f(20)| on olemassa. Tdten voimme va-
lita sellaisen r € Ry, ettd |f(z)] < |f(z0)| + 1 kaikilla z € B'(29,7). Mutta
nyt funktio f on rajoitettu punkteeratussa kiekossa B’(zg, 7).

Lause 2.7. Olkoon zy funktion f eristetty erikoispiste. Tidlloin erikoispiste
on poistuva, jos ja vain jos lim,_, |f(2)| on olemassa.

Todistus. Jatdmme todistuksen harjoitustehtéaviksi lukijalle.
Toisena erikoispisteend esitdamme navan kasitteen.

Maaritelma 2.7. Olkoon zy € C funktion f eristetty erikoispiste. Olkoon
f(z) =>0" _ an(z — 2)" funktion f Laurentin sarjakehitelmé punkteera-
tussa kiekossa B’(zp, r). Télloin zy on funktion f napa, jos a_, # 0 vahint&dén
yhdelld, mutta korkeintaan déarellisen monella n € Z, .

Lause 2.8. Olkoon m positiivinen kokonaisluku. Holomorfisella funktiolla f
punkteeratussa kiekossa B'(zy,r) on m-kertainen napa pisteessi z, jos ja
vain jos [ voidaan esittia punkteeratussa kiekossa B'(zg, 1) muodossa

foy= 2

(z — 2z9)™
missd g on holomorfinen funktio kiekossa B(zy,r) ja g(zo) # 0.

Todistus (Vrt. |8, s. 311-312]). Todistamme vain suunnan ” = 7, silld toinen
suunta on varsin suoraviivainen todistus.

Olkoon m € Z,. Olkoon punkteeratussa kiekossa B’(zg,r) holomorfisel-
la funktiolla f m-kertainen napa pisteessd zy. Téten funktion f Laurentin
sarjakehitelmé on

(2.2) f) = e S (- 2

(z — z9)™ z—z2

missé a_,, # 0. Kerromme yhtélon (2.2) puolittain termilld (z — z9)™, jolloin

(2.3)  (z—20)"f(2) = a—m + a—mi1(z — 20) Z (2 — 20)"

n=0

Yhtéalon (2.3) oikeanpuoleisin lauseke on Taylor-kehitelmé, joka suppenee kai-

killa z € B(z,r). Merkitsemme g(z) = > o @n_m(z — 2)". Téll6in funktio
9(2)

(z—zp)™

g on holomorfinen kiekossa B(zy, ) ja g(z0) = a_,,, # 0. Téten f(z) =
kaikilla z € B'(2, 7).



Lause 2.9. Olkoon funktiolla f eristetty erikoispiste pisteessd zy. Talloin
erikoispiste on napa, jos ja vain jos lim,_,, |f(z)| = oco. Lisdksi erikoispis-
te on m-kertainen napa, jos ja vain jos m on yksikdsitteinen positiivinen
eksponentti, jolla lim,_, |z — zo|™| f(2)| on positiivinen reaaliluku.

Todistus (Vrt. |8, s. 317]). Todistamme ensimmaéiseksi kummankin véiitteen
7 = 7 suunnan. Oletamme ensin, ettd funktiolla f on m-kertainen napa
pisteessi zg. Talloin lauseen 2.8 perusteella punkteeratussa kiekossa B'(zg, )
voimme esittdd funktion f muodossa f(z) = (z — z0) "™g(z), missé funktio g
on holomorfinen kiekossa B(zy,7) ja g(z9) # 0. Néin ollen

T [ ()] = Tim lg(2)]]2 — 20| ™" = oc.

Olkoon | € R, mielivaltainen. T&ll6in meidan pitdéd tarkastella kolmea eri
tapausta, kun haluamme selvittdd milloin lim, ., |z — 20|™|f(z)| on positii-
vinen. Siis késiteltdvina tapauksina ovat [ < m, [ =m jal > m. Nyt

l9(2)]]z — =o'

2.4 lim |z — 2| = 1i

(24) Jim |2 = 21/ (z)] = lim =2

Yhtilésti (2.4) ndemme, ettd jos | = m, niin lim, .., |z — 20|'| f(2)| = |9(20)].
Muutoin, jos I < m, niin lim,_. |z — z['|f(2)| = oo tai jos { > m, niin

lim, |2 — 20| f(2)| = 0. Siis ainoa tapaus, jossa yhtélén (2.4) puolet ovat
positiivisia, on [ = m. Néin ollen m on yksikésitteinen eksponentti.

Todistamme nyt viitteiden ” < 7 suunnan. Oletamme ensimméaisek-
si, ettd |f(z)] — oo, kun z — 2. Valitsemme sellaisen punkteeratun kie-
kon B'(zp,r), ettd funktio f on holomorfinen siinéd ja |f(z)| > 1 kaikilla
z € B'(zp,r). Muodostamme apufunktion h(z) = ﬁ, jolla on eristetty eri-
koispiste pisteessa zy. Koska |h(z)| < 1 kaikilla z € B’(z, ), Riemannin laa-
jennuslauseen perusteella funktion h erikoispiste on poistuva. Télléin voim-
me poistaa erikoispisteen zy médrittelemalld h(z) = lim,_,., h(z) = 0. Koska
funktio h ei ole identtisesti nolla punkteeratussa kiekossa B’(zg, r), funktiol-
la h taytyy olla jotain kertalukua m oleva nollakohta laajennuksen myo6ta.
Néin ollen saamme, ettd funktiolla f puolestaan téytyy olla samaa kertalu-
kua oleva napa pisteessd zy. Koska jollakin m > 0 lauseke |z — zo|™|f(2)| saa
positiivisen arvon, kun z — 2y, talloin myos

m
lim|f(2)] = lim F(2)llz = | =00

z—20 z—20 |z — 20 |m

Téten funktiolla f on napa pisteessé zy ja sen kertaluku on m.
Viimeisené erikoispisteend esittelemme oleellisen erikoispisteen.

Maaritelma 2.8. Olkoon 2, € C funktion f eristetty erikoispiste. Olkoon
f(z) =>20" _ an(z — z)" funktion f Laurentin sarjakehitelmé punkteera-

tussa kiekossa B’(zg,r). Télloin 2o on funktion f oleellinen erikoispiste, jos
a_, # 0 on voimassa darettémén monella n € Z.
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Lause 2.10 (Casoratin-Weierstrassin lause). Jos funktio f on holomorfinen
punkteeratussa kiekossa U = B'(zg,r) ja lisiksi silld on oleellinen erikoispiste
pisteessd zy, niin f(U) on tihed kompleksitasossa C. Toisin sanoen joukolla
C\ f(U) ei ole sisdspisteiti.

Todistus (Vrt. [8, s. 321]). Teemme vastaoletuksen, ettéd joukolla C\ f(U) on
sisépisteitd. Olkoot wy joukon C\ f(U) sisdpiste ja s € R, sellainen, etta
B(wg, s) € (C\ f(U)). Télloin kaikilla z € U pétee, ettd |f(z) — wo| > s.
Néin ollen funktio g : U — C : g(2) = [f(2) — wo]™" on holomorfinen ja
|9(2)] < s7! kaikilla z € U. Riemannin laajennuslauseen perusteella funktion
g erikoispiste on poistuva pisteessd zy. Koska funktiolla g ei ole nollakoh-
tia joukossa U, sen kdanteisfunktiolla é on eristetty erikoispiste pisteessé zg.
Se on joko napa tai poistuva erikoispiste, riippuen siita, ettd onko raja-arvo
lim, .., |g(z)| nolla vai siitd eroava. Téten funktiolla f(z) = wo+ (ﬁ) on pis-
teessd zg joko napa tai poistuva erikoispiste. Taméa on ristiriidassa oletuksen
kanssa, joten joukolla C\ f(U) ei ole sisépisteité.

[talialainen matemaatikko Felice Casorati (1835-1890) esitti edellisen lau-
seen todistuksen vuonna 1868 ja samaan tulokseen paatyi myos Karl Weier-
strass (1815-1897) riippumattomana Casoratista vuonna 1876. Kolme vuotta
myGhemmin, eli vuonna 1879, ranskalainen matemaatikko Emile Picard esitti
syvéllisen tuloksen, joka kantaa nimed Picardin suuri lause. Se on vahvennus
Casoratin-Weierstrassin lauseeseen, joka takaa ainoastaan sen, ettd funktion
f kuvajoukko on tiheé. Picardin suuresta lauseesta saadaan suorana seurauk-
sena Picardin pieni lause, joka on perustana algebran peruslauseen todistuk-
selle. Algebran peruslauseelle esitimme myo0s toisen todistuksen, joka no-
jaa residylauseeseen. Jalkimmaéainen todistus esitetddn luvussa kolme. Ennen
Picardin lauseiden esittdmistd tulee meiddn mééritelld kokonaisen funktion
késite.

Maaritelma 2.9. Kokonainen funktio on funktio, joka on holomorfinen ja
maédritelty koko kompleksitasossa

Lause 2.11 (Picardin suuri lause). Jos funktio f on holomorfinen punkteera-
tussa kiekossa U = B'(z9,1) ja silld zo on oleellinen erikoispiste, niin joukko
C\ f(U) sisdltia korkeintaan yhden pisteen.

Todistus. Ks. |4, s. 300-301].

Seurauslause 2.2.2 (Picardin pieni lause). Jos f on kokonainen funktio,
joka et saa kahta arvoa, niin se on vakio.

Todistus. Ks. |4, s. 297].

Lause 2.12 (Algebran peruslause). Polynomifunktiolla p(z) = 2" +a12" '+
coeFap_12 + ap, missa n > 0, on vihintadn yksi nollakohta.
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Todistus (Vrt. |3, s. 501-502]). Todistus perustuu Picardin pieneen lausee-
seen. Teemme vastaoletuksen, ettd polynomifunktiolla p(z), joka on kokonai-
nen funktio, ei ole nollakohtia. Lisdksi vaitdmme, ettd polynomifunktio p(z)
ei saa jotain arvoa 1/k, missd k = 1,2, . ... Oletamme, ettd on olemassa sellai-
set pisteet z, ettd p(z;) = 1/k, kun k = 1,2,.... Koska polynomifunktiolla
p(z) on napa adrettomyydessé, jonkin ympyran K ulkopuolella |p(z)| > 1.
Nain ollen kaikki pisteet zj sijaitsevat ympyrédn K sisdlla tai sen kaarella.
Téaten ympyran K sisilld tai sen reunalla on vahintaan yksi kasautumispiste
Z. Koska polynomifunktio p(z) on jatkuva, niin
p(Z) = lim p(z) = 0.

2p—Z

Néin ollen on olemassa sellainen kokonaisluku k, ettd p(z) ei saa arvoa %
Lisdksi p(z) el saa arvoa 0, joten Picardin pienen lauseen perusteella p(z) on

vakio, miké on ristiriidassa oletuksen kanssa.

Maaritelma 2.10. Olkoon 2y € C funktion f eristetty erikoispiste. Olkoon
f(z)=> " an(z — 2)" funktion f Laurentin sarjakehitelmé punkteera-

n=—oo

tussa kiekossa B’(zg, r). Télloin funktion f residy pisteessé zo on Res(zo, f) =
a_q.

Lause 2.13. Jos zy on funktion [ yksinkertainen napa, niin Res(zg, f) =
lim, .. (z — 20) f(2).

Todistus (Vrt. 6, s. 172-173]). Koska 2y on funktion f napa, on olemassa
sellainen r € Ry, ettd f(2) = a_1(z — 20) "t + Dooeyan(z — 2)" kaikilla
z € B'(zp,r). Télloin

(z—20)f(2) =a_1+ Z an(z — 29)"
n=0
kaikilla z € B'(29,7), joten

lim (z — 2z0) f(2) = ,}H? {a_l + i an(z — Zo)"“} = a_; = Res(zo, f).

zZ—20
n=0

Lause 2.14. Olkoon funktiolla f m-kertainen napa (m > 1) pisteessd z.

Olkoon f(z) = (Zf(Tzo))m, missd funktio g on holomorfinen pisteessd zy ja
g(z0) # 0. Talldin Res(zo, f) = %.

Todistus (Vrt. |6, s. 173-174]). Koska funktio g on holomorfinen pisteessa zj,
sen Taylor-kehitelmé avoimessa kiekossa B(zg,7) on

9(2) = am +a i (z = 20) + - Faa(z—2)"" + Zan(z — 20)"™"™,

n=0
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missé a_,, # 0. Néin ollen

?) = g<z> = d-m d-m+1 T S N an(z—20)"
Je= (z = z0)™  (2— Zo)m+ (z —2zp)m~! A (z — zo)+n2=; (2™

Koska a_; = Res(zo, f), funktion g Taylor-kehitelmén perusteella a_; =

(m—=1)(, . . (m—=1)(,
g(m—_l()!o), jolloin Res(z, f) = g(m—_l()!o).

Lause 2.15. Jos funktiolla f on m-kertainen napa pisteessd zy, niin
Res(z0.f) = lim —— (o m(o)
es(2o, f) = lim zZ—z 2)].
0 z—z0 (m — 1)1 dzm=1 0
Todistus. Jatdmme todistuksen lukijalle harjoitustehtavéksi.
Esimerkki 2.6. Olkoon f(z) = ‘EZS_(T)Z?,) Maéarita funktion f erikoispisteen
zp = 1 laatu ja laske Res(1, f).
Funktiolla f on selvisti kolminkertainen napa z; = 1 Néin ollen laskemme
seuraavaksi funktion f residyn arvon pisteessi zg = 1. Merkitsemme, etté

m = 3 ja g(z) = cos(mwz). Talléin ¢”(1) = 72, joten lauseen 2.14 perusteella
Res(1, f) = %2

Esimerkki 2.7 [8, s. 364, teht. 5.17.(ii)]. Olkoon f(z) = T2 Misrita

funktion f erikoispisteen zy = 1 laatu ja laske Res(1, f).

Merkitsemme ensin, ettd h(z) = cos(rz/2) ja k(z) = (z — 1)3. Koska
funktiolla h on yksinkertainen nollakohta pisteessé zg ja funktiolla k& on kol-
minkertainen nollakohta pisteessé zy, funktiolla f = h/k on kaksinkertainen
napa pisteessa zy. Laskemme seuraavaksi residyn arvon pisteessd zp = 1.
Lauseen 2.15 ja L’Hospitalin séddnnon perusteella

Res(1, ) = lim =2 [(z — 12£(2)] = = lim - {M}

z—12dz 2 2—1dz z—1
_ llim Z(1 — z)sin(%7) — cos(%)
2 -1 (z—1)2

Esimerkki 2.8 8, s. 364, teht. 5.17.(iv)]. Olkoon f(z) = z%e~"/*". Madriti
funktion f erikoispisteen zy = 0 laatu ja laske Res(0, f).
Koska

f =2y By CE

n=

0 ) =0
R G T B S N G O
o Z Z3n—2n! =< = ; + Z Z3n—2n!’




ndemme, ettd erikoispiste on oleellinen ja Res(0, f) = —1.

Esimerkki 2.9 [8, s. 364, teht. 5.17.(iv)]. Olkoon f(z) = z2e~1/**. Marita
funktion f erikoispisteen zy = 0 laatu ja laske Res(0, f).

Koska
.2 - z_31 2 S (=277
— nl - Zo n!
S 1) 1, o« (="
- P - Z 3n—2p’
n=0 n=2
nidemme, ettd erikoispiste on oleellinen ja Res(0, f) = —1.
Esimerkki 2.10. Olkoon f(z) = z7%(z—1)~2. Laske funktion f singulaariosa
pisteessd zp = 1 ja sen avulla Res( f).
Koska
11 1 1 - [y (s 1yt
1222 (2 _1)2 — T (2 _1)2 Zn -1
(z—=1)222 (z=-1)2(1+(z 1)) (2 —1)? &
1 [e.9]
=——— ) (=) D(z—1)"
e S e )

:(2—1)2_z—1+(2_12; D2 (n+ 1) (z — 1)"

:(2—1)2_2 —1—2 )" (n+3)(z = 1)",

yhtéloketjun viimeisestd muodosta ndemme, ettd funktion f singulaariosa on

ﬁ — 27 ja niin ollen Res(1, f) = a_y = —2.

Seuraavassa esimerkissa kidytdmme “ordo”-merkintéané kirjainta O.

Esimerkki 2.11 [8, s. 364, teht. 5.18.(iii)]. Olkoon f(z) = sinz’)  Laske

(1—cos z)
funktion f singulaariosa pisteessi zg = 0 ja sen avulla Res(0, f).

Sinin sarjakehitelmén nojalla

s yronts 9 18 o2
sin 2° ;% 2n—|—1 —z—€+m+ (z7%).

Kosinin sarjakehitelmén perusteella

> (_1)n22n 22 Z4 2’6 g
]_ - = _—  — —_— — R O
o8 = n; ool ~ 2 a1 T T O
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josta saamme

22 b S 546 22 T
1— R 8 =2 (1 - 4+ = 6y ).
(1 — cos 2) (2 24+720—|—O(z)) 8( 4+24O+O(z))

Soveltamalla geometrista sarjaa saamme

18 1
(I—cos2)® 20 1—(% - % + 0O(29))
8 22 7 6 22 72 o) 6
—E{+(Z—%+O(z)>+(z—%+0(2’)) +O(Z)}
8 2 4

mistd ndemme, ettd funktion f singulaariosa on Z% + % ja Res(0, f) = 2.
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3 Residylause ja sen sovelluksia

3.1 Residylause

Maaritelma 3.1. Olkoon U avoin joukko. Silmukka o on nollahomologinen
joukossa U, jos silmukan kierrosluku n(o, z) = 0 kaikilla z ¢ U.

Jatkossa merkinnélla |o| tarkoitamme kompaktia joukkoa |y;|U|ye|U- - -U
|l

Maaritelma 3.2. Olkoot U avoin joukko ja s, = fi1 + fo +-- -+ f,, funktio-
jonosta (f,)5°; muodostettu osasumma. Sarja y | f, suppenee normaalisti
joukossa U, jos funktiojono (s,)%°; suppenee tasaisesti jokaisessa joukon U
kompaktissa osajoukossa.

Lause 3.1 (Residylause). Olkoon funktio f holomorfinen avoimessa joukossa
U paitsi eristetyissi erikoispisteissd. Olkoot o silmukka joukossa U \ E ja
nollahomologinen joukossa U. Tdlloin

/f(z)dz = QWiZn(a, z)Res(z, f).

zelR

Todistus (Vrt. [8, s. 323-325]). Ensimmaéiseksi todistamme, ettéd joukossa E
ehto n(o, z) # 0 voi pitei vain aarellisella maaralla pisteité, vaikka joukossa
F olisi ddreton mééré pisteitd. Teemme vastaoletuksen, ettd ehto n(o, z) # 0
patee ddrettomén monella kompleksiluvulla z joukossa F.

Talloin voimme muodostaa sellaisen lukujonon (z;)7, joukossa E, et-
td n(o, zx) # 0 kaikilla & € Z,. Talloin mikdén pisteistd z ei voi olla ra-
joittamattomassa joukossa C \ ||, joten (zx)72; on rajoitettu lukujono. Siis
lukujonolla (z)%2, pitdd olla vahintddn yksi kasautumispiste kompleksita-
sossa. Olkoon se piste zg, joka on myos joukon E kasautumispiste. Koska
E on joukon U diskreetti osajoukko, niin zy € C\ U. Koska o on nollaho-
mologinen joukossa U saamme, ettd n(o, z9) = 0. Valitsemme nyt avoimen
kiekon B(z, ), joka ei leikkaa joukkoa |o|. Talléin n(e, z) = n(o, 29) kaikilla
z € B(zp, ). Toisaalta, koska lukujonon (zj)%2; kasautumispiste on zq, voim-
me valita sellaisen N € N, ettd zy € B(z,r). Talloin n(o, zy) # 0, joka on
ristiriidassa oletuksen kanssa.

Olkoot (i, Ca, . - ., (p joukon E pisteitd, joilla n(o, () # 0. Olkoon V' avoin
joukko, joka on saatu joukosta U poistamalla siitd kaikki joukon FE pis-
teet, jotka eroavat pisteistd (i, (o, ..., (,. Téten o on silmukka joukossa V' '\
{1, Gy, G} Koska C\V = (C\U)U{z € E| z # (1,(,...,(p}, niin
n(o, z) = 0 kaikilla z ¢ V. Siis o on nollahomologinen joukossa V.

Olkoon S}, funktion f singulaariosaa pisteessé (j. Funktio Sy on holomor-
finen joukossa C\ {(x} ja funktiolla f — Sk on poistuva erikoispiste pisteessa
(k. Néin ollen funktio g = f — 51 — S5 —--- — .5, on holomorfinen joukossa V'
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paitsi poistuvissa erikoispisteissa (1, (2, . . ., (p. Voimme poistaa ndma erikois-
pisteet, jolloin funktio g on holomorfinen koko joukossa V. Téaten Cauchyn
lauseen nojalla

= [ g(2)dz = f(z)dz—i Sk(z)dz,
= ey

josta

(3.1) / f£()dz = g: /0 Si(2)dz.

Jos S(z) => 07 a_n(z — (o)™ on funktion f singulaariosa mielivaltaisessa
pisteessi (o € F, niin sarja S suppenee normaalisti joukossa C \ {(y}. Lisék-
si se suppenee tasaisesti joukossa |o|, jolloin voimme vaihtaa integraali- ja
summamerkin paikkaa. Siis

oo

[son- [ (Setep)e Lo [t

n=1

— a1 [ 5= = 2mino, GoRes(Go ).

Kaavojen (3.1) ja (3.2) perusteella

(3.2)

/f(z)dz = 2mi Zn(o, Ce)Res(Cr, f) = ZWiZn(a, z)Res(z, f).

k= zeE

Seurauslause 3.1.1. Olkoon funktio f holomorfinen avoimessa joukossa U
paitsi eristetyissd erikoispisteissa. Olkoon ~ sellainen Jordanin kaarimoni-
kulmio joukossa U \ E, etti Jordanin kayrdn |y| rajoittama alue G C U.
Tdlloin

P
/f(z)dz = QWiZRes(zn, 1),
Y n=1
Missa z1, %2, . - ., 2p ovat joukon E alkioita, jotka kuuluvat alueeseen G.

Seuraavaksi todistamme Jordanin epéyhtéalon. Taméa epéyhtalé on tar-
peellinen apuvéline mm. seuraavassa esimerkissé. Jordanin epayhtélon todis-
tus on yksinkertainen ja taten sivuutamme sen.

Lause 3.2 (Jordanin epéyhtéld). Jos 0 < 0 < 7, niin % < Sige <1.

Todistus. Ks. |9, s. 224-225].
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Esimerkki 3.1 [7, s. 200, teht. 4]. Todista Fresnelin integraaleille

o0 o0 1
/ cos dr = / sin 2dx = - E_
0 0 2V 2

Laskemme integraalit integroimalla funktiota e~ pitkin sulkeutuvaa tieti v,

jonka muodostavat origosta pisteisiin R ja Re’t piirretyt janat sekd néiden
pisteiden villinen ympyrén |z| = R kaari. Koska integrointipolku on suljettu,
Cauchyn lauseen ja parametrisoinnin perusteella

(3.3) /e_zzdz = / e d +/ iR e 4 +/ eTe e dt = 0.
o 0 0 R

Koska
> 2 R 2
/ e dr= lim e ¥dxr =
0

R—o00 0

g . . -2 27,9 2,210 g 2 (s e
/ ZRewezR e ‘ / iR%e dd = R / ’eR (4 cos 20 —sin 20) |d9
0 0

/ —R? sm29d9 < R/7r 6747}3
0

:l 1—e R)—>0, kun R — oo,

R

saamme kaavan (3.3) muotoon

|5

ja

(lause 3.2)

Edelleen
1+4 [ .
ﬁ — j e_Zt2dt’
2 V2

josta saamme Eulerin kaavaa soveltamalla

VT —(1—1) = / cos t*dt — z/ sin t%dt,
2\/_ 0 0

mista vaite seuraa.
Merkinnalld K (zg,r) tarkoitamme joukkoa {z : |z — 29| = r}.

Lause 3.3. Olkoon R muuttujien x ja y rationaalifunktio, jonka mddarittely-
jJoukko sisaltad ympyran K(0,1). Talloin

27 P
/ R(cosf,sin0)do = QWZReS(zn, ),
0 n=1

missi f(z) = z7'R[(z + 271)/2,(z — 271)/2i] ja pisteet 21, 22,...,2, ovat
funktion f napoja avoimessa kiekossa B(0,1).
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Todistus (Vrt. [8, s. 329-330]). Funktio f on rationaalifunktio, jonka muut-
tujana on z. Funktiolla f on &arellinen mé&ara napoja tai poistuvia erikois-
pisteité ja oletuksen perusteella silld ei ole erikoispisteitd ympyrélla K(0,1).
Oletamme, etté zi, 2o, . . ., 2, ovat funktion f napoja kickossa B(0, 1). Koska
funktion f jokaisella poistuvalla erikoispisteelld residy on nolla, seurauslau-
seen 3.1.1 nojalla saamme, etté

f(z)dz = 2mi ZRes(zn, 1)

|Z|:1 n=1

Parametrisoimalla funktion f saamme, etté
2
(2)dz = / e IR[(e” + e /2, (" — ™) /2i]ie df
|z|=1 0

2m
:i/ R(cos 6, sin 0)do.
0
Siis

2w p
f(z)dz = z/ R(cosf,sin0)dl = 2mi Z Res(zn, f),
0

j2l=1 n—1

mista vaite seuraa.

Esimerkki 3.2 [6, s. 178, teht. 7.1.3.2]. Todista, etté

/2” do 27
o l4csing 1—¢2
jos 0 < c? < 1.

Koska sin § = (2% — 1)/2iz, lauseen 3.3 nojalla

1 1 21

f<Z>:;'1+Cz2_1 -

: cz?2+2iz—c
21z

Funktion f nimittdjan nollakohdat ovat
—i+iVI— 2 -

z1 = ja 2o =
c c

Niistd zo ¢ B(0,1), jolloin lauseen 3.3 perusteella

2w
/ _ 4 2mRes(z1, f).
0

1+ ecsinf
Koska
‘ . 2i(z — 21)
R = lim (2 — = e .
es(21, f) = lim (2 — 21)f(2) = lim — +2iz — ¢
2i i 1

I - -
220 2z 1 2i () T T

C
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niin

/2” o  2r
o l+esing  1—¢2
Esimerkki 3.3 [8, s. 367, teht. 5.49.i]. Todista, ettd

T cosh
-9 b—l 1— 2 b? —1/2
/0 at+bcosd 1= ale "

jos 0 < b < a.
Koska cosf = (2% +1)/2z, niin

1 2241

1) = 2 b2 +2az+b

Nimittdjan nollakohdat ovat:

—a+ (a2 _ b2)1/2

—a— (az - b2)1/2

21=0, 2= ja 23 =

b b

Niista z3 ¢ B(0,1), joten lauseen 3.3 perusteella

27
/ _ 80 o~ 9nRes(z1, f) + Res(za, £)].
0

a -+ bcost
Koska
. 2(2* +1)
Res(z1, f) = ZILn; fz) = bz3 4 2a2? + bz
| 322 +1 1
= lim = -
z—z 3022 +4az + b b
ja
' . (2= 22+ 1)
Res(zy, f) = Zh_{rzlz(z —2)f(z) = zhl?g bz3 + 2az2 + bz
y 322 — 222+ 1 —a
= lim =
iz 3022 +daz + b by/aZ — b2
niin

/27T cosf d9_27r 1 a
o a-+bcosh b Vaz — 2|
Esimerkki 3.4 [8, s. 268, teht. 5.49.v|. Todista, etta

/271' de B 2_,]_(.
o a2cos?f+b2sin’0  ab’

josa>0jab>0.
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Funktio

1] ,(2+1\ ,/22-1\"" 4z
— b — :
/() z {a ( 2z ) * 2iz (a® — b?)z* + 2(a® + b2)22 + a? — b?

Nimittajan nollakohdat ovat:

, +b +0b
21 = —1 —b’ ZQ—Z b,
b—a b—a
i Vi R

Néista 21, 20 ¢ B(0, 1), joten lauseen 3.3 perusteella

2 de
= 2m|Ri R .
/o a2 cos? ) + b2 sin® 0 m{Res(zs, f) + Res(z4)
Koska
, _ 4z(z — z3)
Restes /) = o= =)/ = I e s a@ v et @ = 2
~ lim 8z — 423 B 23
oz d(a® — b2+ 4(a? +02)z (a2 —b2)28 4 (a? + b2) 2
1
= 5qp = Res(es, f),

niin

/2” df 1 1 2
— - = 2T |t | = —.
o a?cos?f + b%sin” 0 2ab  2ab ab

Lause 3.4. Jos f(z) = (ag + a1z + -+ + a,2")/(bg + b1z + - -+ + by 2™) on
rationaalifunktio, missi m > n+2 ja nimittdjdalla ev ole reaalisia nollakohtia,
nitn vakion ¢ > 0 arvoilla

00 p
(3.4) / f(z)e™ dx = 2mi Z Res|zi, f(2)e],
T k=1
missd 21, Za, - - ., zp ovat funktion f napoja puolitasossa H = {z | Sz > 0}.

Lisdksi, jos funktion f kaikki kertoimet ovat reaalisia, niin

(3.5) /_ Z F(x) cos(cx)dz — 8%{2m’ i Res[2, f(z)em]}

(3.6) /_ h f(x)sin(cz)dxr = %{m g Res|z, f(z)eicz]}.

o0
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Todistus (Vrt. [8, s. 331-333]). Koska m > n + 2, itseisarvo |22 f(z)| saa &i-
rellisen raja-arvon L, kun |z| — oco. Néin ollen voimme valita sellaiset luvut
M > |L| jarg >0, ettd

(5.7) ) < =

|2?
kaikilla kompleksiluvuilla z, joilla |z| > ro. Koska oletuksen perusteella funk-
tiolla f ei ole nollakohtia reaaliakselilla ja itseisarvo |f(z)| on &é&rellinen
epéayhtalon (3.7) nojalla, epdoleellinen integraali

00 0 b
/ f(x)e"*dr = lim f(z)e™ dx + blim f(z)e dx
oo a——oo [, —o0 /g

on suppeneva.

Oletamme, ettd r > ry. Talloin epayhtélon (3.7) perusteella avoimessa
kiekossa B(0,r) on funktion f kaikki navat. Madrittelemme seuraavaksi kaa-
rimonikulmion v = a+ 3, missi a(t) = ¢, kun —r <t < r ja B(t) = re’, kun
0 <t < m. Nyt seurauslauseen 3.1.1 perusteella funktion f integraali pitkin
kaarimonikulmiota ~ on

(3.8) /f(z)emdz = 2mi Z Res[zy, f(2)e™].
v k=1

Voimme esittééd kaavan (3.8) muodossa

/f(z)eiczdz:/ f(t)emdt—i-/f(z)eiczdz.
v —r B
Kun r» — o0, niin
f()etdt — / f(t)edt.
Tutkimme seuraavaksi, miten integraali [ s f(2)e"*dz kiyttiytyy. Jaamme

tarkastelun kahteen osaan: ¢ > 0 ja ¢ = 0. Tarkastelemme ensin tapauksen
¢ > 0. Talloin

‘ /ﬂ F(2)e*dz

. M .
S/WMWWMS/—ﬁWWM| (3.7)
B B |Z\

™

s
i 2M [z .
— _26—07‘ smt,r,dt — e e smtdt
o T rJo

2M % —2crt
< e wdt (lause 3.2)

r Jo
_ Mn(1l—e )_) 0
cr?

22



kun r — oo. Jos ¢ = 0, niin

‘Aﬂ@@

kun r — oo. Néin ollen saamme, etta

M
< / F@)lldel < X7,
,6 T

/oo f(t)ewtdt = 271 Z Res[z,ﬁ f(z)eicz}.
> n=1

Ottamalla reaali- ja imaginaariosat erilleen saamme kaavat (3.5) ja (3.6)
todistetuksi.

Esimerkki 3.5 [8, s. 368, teht. 5.50.i]. Mé&éarita epéoleellinen integraali
< cosx
————dx.
ngtmﬂ2$

1
(22 + 72)?

Merkitsemme

f(z) = ja c=1

Funktiolla f on kaksinkertainen napa pisteessi z = mi. Néin ollen

Res[ri, f(2)e”’] = lim i[(z — mi)? f(2)e”] = lim ! [M}

2= 42 comi dz (2’2 + 71'2)2
. d % i€ (z + mi) — 2e*
=lim —|——| = ,
z—midz | (2 + 7i)? Z—mi (z +mi)3
(m+1)e T
o dim
joten lauseen 3.4 perusteella
/°° cosz 2mi(m 4+ 1)e™™ (m41)e "
T = = :
oo (% 4 72)2 4im3 272

Esimerkki 3.6. Maarita epaoleellinen integraali

* sinmx
/ 5 dz.
o X+ 1
Integraalin voi méarittaa yksinkertaisella arvoinnilla ja sinin parittomuu-

teen vetoamalla, mutta ratkaisemme nyt tdman integroinnin lauseen 3.4 avul-
la. Merkitsemme siis




Funktiolla f on yksinkertaiset navat pisteissi z = i ja z = —i. Koska —i ¢ H,

tarvitsee meidén laskea vain Res[i, f(2)e"™]. Néin ollen
. iz s . Tz 1: (Z B Z‘)eiwz
Resfi, £(2)e"™] = lim(= — )7(2)e"™ = lim "0
— lim (m+imz + 1)e™ _ —ieT
z—1 2z 2

Nyt lauseen 3.4 perusteella

241
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Esimerkki 3.7 [8, s. 368, teht. 5.50.v|. Madrita epéoleellinen integraali

/°° COSTTT J
oo (224 1) (22 + 4)2 o

1
e
/() (224 1)(2%2 4 4)?
Funktiolla f on yksinkertainen napa pisteessi z = ¢ ja kaksinkertainen napa
pisteesséd z = 2¢. Néin ollen

Merkitsemme

ja c=m.

Res|i, f(2)e™] = 1212%(2’ —i)f(2)e™ = lim (Zz(j 1_)(22 T 4)2
. (7 + wiz + 1)e™* —1e”"
= lim -
ja
. itz] __ 1: d -\ 2 Tz 12 d eiﬂz
Res[2i, f(2)e™] = lig (2 = 20/ (2)e™ = I o o 7 202
@™ [mi(2% 4 1)(2 + 20) — 2(2% + 2z + 1)]
= lim -
2—2i (224 1)2%(z 4 21)3
_ie*(11 + 6m)
B 288 '
Téten lauseen 3.4 nojalla
*  cosw —ie™™  ie ?"(11 + 67)
P e = 2w
N R
e 2 (=11 + 16e™ — 67)

144

Maaritelma 3.3. Funktio f on meromorfinen avoimessa joukossa U, jos
silld on napoja tai poistuvia erikoispisteitd joukossa U.
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Lause 3.5 (Argumentin periaate). Oletetaan, ettd funktio f on meromor-
finen avoimessa joukossa U. Olkoon ~ sellainen Jordanin kaarimonikulmio
joukossa U, etti Jordanin kéiyrd || ei kulje funktion f minkddn nollakohdan
tai navan kautta. Olkoon |v| sellainen Jordanin kayrd, etti sen rajoittama
alue G C U. Tdlloin

1 fl(z)d=

2mi J, f(2)
missi Z ja P tarkoittavat funktion f nollakohtien ja napojen lukumddrad
alueessa G (kun kertaluvut on otettu huomioon).

=7-P

Todistus (Vrt. |8, s. 340-341]). Oletuksien perusteella funktio f ei ole ident-
tisesti nolla alueessa H, jolla G € H C U. Niin ollen funktio f7/ on me-
romorfinen alueessa H ja sen erikoispisteitd ovat funktion f mnollakohdat
ja navat. Oletamme ensin, ettd 2y € H on funktion f m-kertainen nolla-
kohta. Talléin avoimessa kiekossa B(zp,r) voimme esittdd funktion f muo-
dossa f(z) = (2 — 20)"g(z), missé funktio g : B(zp,7) — C on holo-
morfinen ja jolla ei ole nollakohtia. Nain ollen avoimessa kiekossa B(zg, )
f'(z) = m(z = 20)"'g(2) + (z = 20)™ (), jolloin
!/ /
PE_m g

f(z) Cz—2 9(2)’

kun z € B'(z9,7). Koska funktio %l on holomorfinen kiekossa B(zg, r), funk-

tiolla £ on yksinkertainen napa pisteessi zy ja Res(zo, f'/f) = m. Vastaavas-
ti, jos funktiolla f on m-kertainen napa pisteessé zy € H, niin voimme esittaé
funktion f muodossa f(z) = (z — z9) ™h(z), missé funktio. h : B(zg,7) — C
on holomorfinen ja jolla ei ole nollakohtia. T&ll6in

fe) WE m
f(2) h(z)  z—2z’

kun z € B'(zp,r). Nyt funktiolla f on yksinkertainen napa pisteessi zy ja

Res(zo, f'/f) = —m. Téten seurauslauseen 3.1.1 nojalla
THONRS :
— = Res(zn, f'/f),
2mi J., f(2) ;
missé 21, 22, . . ., 2, ovat funktion f’/f navat alueessa G. Siis, jos funktion f

nollakohdat ja navat ovat funktion f’/f napoja, niin funktion f’/f erikois-
pisteiden mééra alueessa G on Z — P =3 " _ Res(z,, f'/f).

3.2 Argumentin periaatteen sovelluksia

Esitimme aikaisemmin algebran peruslauseelle todistuksen nojautuen Picar-
din pieneen lauseeseen. Nyt esitdmme algebran peruslauseelle toisen todis-
tuksen kiyttden apuna argumentin periaatetta.
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Lause 3.6 (Algebran peruslause). Polynomifunktion p(z) = ag+ajz+---+
an2™, missi m > 1 ja ag # 0, nollakohtien kertalukujen summa on m.

Todistus (Vrt. |7, s. 195-196]). Esitdmme polynomin p(z) = ag+ a1z +---+
an 2™ muodossa

(3.9) p(z) = apz™{1+ f(2)},
missa a a a
apz agz agz

Niin ollen f(z) — 0, kun z — oco. Téten on olemassa sellainen R > 0,
ettd |f(z)] < 1 kun |z] > R. Koska p(z) # 0 ympyréilla K = K(0, R) ja
sen ulkopuolella, on polynomifunktion p(z) kaikki mahdolliset nollakohdat
ympyran K sisdlld. Argumentin periaatteen perusteella polynomifunktion
p(z) nollakohtien kertalukujen summa 27114 kerrottuna = Ag argp(z), eli
se lisdys, jonka argp(z) saa, kun kompleksiluku z tekee kierroksen pitkin
ympyrad K. Koska ympyran K kierrosluku jokaisen nollakohdan suhteen on
1, yhtélon (3.9) perusteella

Agargp(z) = Agarg 2™ + A arg{1 + f(2)}
=2mm + Ag arg{1 + f(2)}.

Koska |f(z)| < 1, kun |z| > R, on olemassa piste ( = 1 + f(z) ympyréssa
|¢ — 1] < 1. Kompleksiluvun z kuljettua kierroksen pitkin ympyraa K, kuvaa
¢ sulkeutuvan kiyran ympyréssa | — 1] < 1, jonka argumentin lisdys on 2m:n
monikerta. Toisaalta arg ¢ voidaan sulkea rajojen =" ja 7 vilille. Télldin sen
lisdys on nolla, jolloin Axarg{l + f(z2)} = 0 ja Agargp(z) = 2mm, josta
vaite seuraa.

Eugene Rouché (1832-1910) esitti seuraavan lauseen, joka tunnetaan kir-
jallisuudessa nimelld Rouchén lause. Sen avulla voimme saada tietoa holo-
morfisen funktion nollakohtien lukumé&arasta, sijainnista ja olemassaolosta.
Témén pystymme tekemédn vertailemalla funktioita |f — g| ja | f| + |g], mis-
sé funktio ¢ on testifunktio, jonka nollakohtien sijainnit tieddmme sopivasti
valitulla Jordanin kéyréalla.

Lause 3.7 (Rouchén lause). Olkoot G Jordanin kaarimonikulmion rajoit-
tama alue ja funktiot f ja g holomorfisia jossain avoimessa joukossa, joka
sisdltid alueen G. Olkoon epdyhtdld

(3.10) 1F(z) = g(2)] < |F(2)] + 9(2)]

voimassa kaikilla z € 0G. Tdlldin funktioilla f ja g on yhtd monta nollakoh-
taa alueessa G (kun kukin nollakohta lasketaan niin monta kertaa kuin sen
kertaluku osoittaa).
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Todistus (Vrt. [8, s. 342]). Epéyhtélon (3.10) perusteella funktioilla f ja g ei
voi olla nollakohtia Jordanin kyralld J = 0G. Muodostamme uuden funktion
= 5. Funktio h on meromorfinen jossain avoimessa joukossa, joka sisaltai

G ja Jordanin kiyrd J ei kily funktion A minkiin nollakohdan tai navan
kautta. Jakamalla epéyhtélon (3.10) puolittain termilld |g(z)| saamme

(3.11) 11— h(2)] < 1+ |h()]

kaikilla z € J. Koska |1 — h(z)| = 1 4 |h(2)| patee selvisti kaikilla z € C,
joilla h(z) € R_ U {0}, epayhtélon (3.11) nojalla h(J) € C\ (—o0, 0]. Koska
%’ = f7/ — % ja polku 8 = h oy, missd v on mika tahansa Jordanin kayra J,
saamme

312 g [0 - wm [N [~ =0

2mi ), g(z)  2mi ), h(z)

Argumentin periaatteen ja oletusten nojalla yhtéloketjun (3.12) ensimmaéinen
lauseke on Z; — Z,, misséd Z; ja Z, ovat funktioiden f ja g nollakohtien
lukumaéara alueessa G. Nain ollen saamme Z; = Z,.

Seuraavasta lauseesta Palka [8] kiyttaa nimitysta Branched Covering Prin-
ciple. Tama nimitys ei ole vakiintunut matemaattisessa kirjallisuudessa, joten
jatamme sen nimeamatta.

Lause 3.8. Oletetaan, ettd funktio f on holomorfinen avoimessa joukossa
U ja zyg € U. Oletetaan lisiksi, ettd funktio f saa arvon wy m-kertaisena
pisteessd zy. Olkoon r > 0 riittdvin pient luku, joka tdyttdd seuraavat ehdot:

1. Suljettu kiekko B(z,7) C U.
2. Kaikilla z € B(zo,7) \ {20} pitee f(2) # wy ja f'(2) # 0.

Olkoon s = s(r) > 0, missi s = min{|f(z) —wo| : z € K(zp,7)}. Tdlloin
H ={z € B(z,7) | f(2) € B(wog, s)} on alue ja kaikilla w € B'(wy, s) joukko
E, ={z € B(z,7) | f(2) = w} sisdltid alueen H m pistettd, joilla jokaisella
funktio f saa arvon w yksinkertaisena.

Todistus (Vrt. 8, s. 344-346]). Oletuksen perusteella funktio f ei ole vakio
alueessa G C U, jossa zg € (G. Taten [’ ei ole identtisesti nolla alueessa G.
Néin ollen diskreetin kuvauslauseen perusteella joukot {z € G | f(2) = wo}
ja {z € G| f'(z) = 0} ovat alueen G diskreetteja osajoukkoja. Valitsemme
sellaisen 7 > 0, ettd B(z0,7) C G ja ehdot f(z) # wo ja f'(2) # 0 tiyttyviit
kaikilla z € B(zo,7) \ {20}. Funktio f on jatkuva kiekossa B(z,r) ja niin
ollen joukko H on avoin.

Valitsemme mielivaltaisen kompleksiluvun w € B’(wy, s). Sovellamme
Rouchén lausetta funktioihin g(z) = f(z) — wo ja h(z) = f(z) — w avoi-
messa kiekossa B(zp, r). Talloin

9(2) = h(2)| = |f(2) = wo = (f(2) —w)| = Jw —wo| < s <|g(2)|
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kaikilla z € K(zp,r). Néin ollen funktioilla ¢ ja h on yhtd monta nolla-
kohtaa kiekossa B(zy,r) kertaluvut huomioonotettuina. Téaten funktiolla g
on m-kertainen nollakohta pisteessa z,. Funktiolla A puolestaan on m kap-
paletta nollakohtia punkteeratussa kiekossa B'(zp,r), kun w # wy. Koska
R (z) = f'(z) # 0, kun z € B'(29,7), funktion h nollakohdat ovat yksinker-
taisia avoimessa kiekossa B(zp, r). Toisin sanoen joukko E,, = {z € B(z,r) |
f(z) = w} siséltdd m pistettd, joilla jokaisella funktio f saa arvon w yksin-
kertaisena. Néin ollen £, C H.

Todistamme seuraavaksi, ettd avoin joukko H on yhtenéinen. Valitsemme
mielivaltaisen osa-alueen V' C H. Nain ollen meidén tulee osoittaa, ettd zo €
V. Teemme vastaoletuksen, ettd zo ¢ V. Midrittelemme funktion k : V' — C
siten, ettd k(z) = [f(z) —wp|/s. Funktio k on jatkuva ja holomorfinen V:ssé.
Lisiiksi koska 2y ¢ V ja V' C B(z,r), funktiolla k ei ole nollakohtia V:ssi.
Néin ollen joukon H maééarittelyn perusteella |k(z)| < 1 kaikilla z € V ja
funktion & jatkuvuuden nojalla |k(2)| < 1 kaikilla z € V. Koska V' C H, niin
k(z)| = 1 kaikilla z € V. Téten funktio 1 on jatkuva V:ssd, holomorfinen
V:ssé ja |ﬁ\ = 1 kaikilla z € 9V. Néin ollen maksimiperiaatteen nojalla

‘k(—lz)' < 1 kaikilla z € V. Siis |k(2)|] > 1 kaikilla z € V, miki on ristiriidassa
oletuksen kanssa.

Lause 3.9 (Avoin kuvauslause). Jos funktio f on holomorfinen ja vakiofunk-
tiosta eroava alueessa G, niin f(G) on avoin ja se on alue.

Todistus (Vrt. [8, s. 347]). Olkoon U alueen G avoin osajoukko. T&ll6in mei-
dén tulee todistaa, ettd joukko f(U) on avoin.

Valitsemme mielivaltaisen pisteen wy € f(U). Siis f(z9) = wp, missé z, €
U. Lisiksi valitsemme sellaisen 7 > 0, ettd B(zp,7) C U. Oletusten nojalla
f(2) # wo ja f'(2) # 0 kaikilla z € B(z0,7) \ {20}. Lauseen 3.8 perusteella
jokaisella w € B(wy,s), missd s = min{|f(z) — wo| : z € K(29,7)}, pétee
w € f[B(zp,7)] € f(U). Téten f(U) on avoin joukko, mistd seuraa myds,
ettd f(G) on avoin joukko. Koska f(G) on myos yhtenéinen, on se alue.

Lause 3.10. Olkoon funktio f holomorfinen alueessa G. Jos funktio f on
univalentti alueessa G, niin f'(z) # 0 kaikilla z € G.

Todistus (Vrt. [8, s. 347-348]). Oletamme, ettd f'(z) = 0 jollain zp € G
Koska funktio f on univalentti, se on vakiofunktiosta eroava. Néin ollen funk-
tio f saa arvon wy m-kertaisena pisteessi zo. Koska f'(z9) = 0, kun m > 2,
lauseen 3.8 perusteella milla tahansa riittavan ldhellda olevalla kompleksilu-
vulla w # wy on vahintaéan kaksi alkukuvaa alueessa G. Taémé on ristiriidassa
funktion f univalenttisuuden kanssa, joten f’(z) # 0 kaikilla z € G.

Lause 3.11. Olkoon funktio f holomorfinen alueessa G. Jos piste zg € G on
sellainen, ettd f'(z0) # 0, niin on olemassa G:n osa-alue H, missd funktio f
on uniwalentti ja zp € H.
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Todistus (Vrt. [8, s. 348]). Koska f'(zy) # 0, funktio f saa arvon wy = f(zo)
yksinkertaisena pisteessid zo. Néin ollen lauseen 3.8 perusteella, kun U = G,
niin zp € H ja f(H) on univalentti kuvaus kiekolle B(wy, s).

Lause 3.12 (Kéénteisfunktiolause). Oletetaan, ettd G on alue ja funktio
f : G — C on univalentti holomorfinen funktio. Tdlldin kidnteisfunktio f=1

f(G) — G on holomorfinen.

Todistus (Vrt. 8, s. 348|). Avoimen kuvauslauseen nojalla G = f(G) on
alue. Todistamme ensimmaéiseksi, ettd f~! on jatkuva funktio. Oletamme,
ettd zg € G’ ja wy = f'(z9). Nyt jokaiselle ¢ > 0 muodostamme sellaisen
§ > 0, ettd f~[B(20,0)] C B(wo,€). Merkitsemme, ettd U = G N B(wy, €).
Talloin joukko U on avoin ja wy € U. Néin ollen avoimen kuvauslauseen no-
jalla U' = f(U) on G":n avoin osajoukko ja zy € U’. Titen f~1(U’) = U. Va-
litsemme sellaisen § > 0, ettd B(zq,d) C U’. Tallsin f~'[B(z,d)] C U. Siis
F71B(20,9)] € B(wp,€). Néin ollen funktio f~! on jatkuva G’n jokaisessa
pisteessi ja lauseen 2.5 perusteella f~! on holomorfinen funktio.

Maaritelma 3.4. Funktiojono (f,)22 , suppenee normaalisti joukossa U koh-
ti rajafunktiota f, jos (f,)>2, on pisteittdin suppeneva kohti funktiota f
joukossa U ja suppeneminen on tasaista jokaisessa joukon U kompaktissa
osajoukossa.

Lause 3.13 (Hurwitzin lause). Oletetaan, ettd funktiojonossa (f,)2, jokai-
nen funktio on holomorfinen ja ei sisilld nollakohtia alueessa G. Oletetaan
lisiksi, ettd funktiojono (f,)5, suppenee normaalisti kohti rajafunktiota f
alueessa G. Tdlloin funktiolla f ei ole nollakohtia tai se on identtisesti nolla
alueessa G.

Todistus (Vrt. |8, s. 348-349]). Oletuksen nojalla funktio f on holomorfinen
alueessa G. Jos f(z9) = 0 jollain zy € G, niin identtisyyslauseen perusteella
f(z) = 0 kaikilla z € G. Oletamme nyt, ettd zo on funktion f eristetty
nollakohta (eli on olemassa sellainen pisteen z, e-ympéristo, ettd B’(zo, €)
ei sisdlld funktion f nollakohtaa). T&lloin voimme valita sellaisen r > 0,
ettdi B(z,7) C G ja f(2) # 0 kaikilla 2 € K(zo,7). Nyt |f(z)| saavuttaa
miniminsé ympyralla K (zo, ). Merkitsemme, ettd ¢ = min|f(z)|. Koska f,, —
f suppenee tasaisesti ympyriakehalla K(zg,7), on olemassa n € Z., jolla
|fn(2) — f(2)| < € < |f(2)] kaikilla z € K (z9,r). Rouchén lauseen perusteella
funktioilla f,, ja f on yhtd monta nollakohtaa kiekossa B(zp,r). Néin ollen
funktiolla f,, on vahintaén yksi nollakohta kiekossa B(zy, ), joka ristiriidassa
oletuksen kanssa.

Lause 3.14. Oletetaan, ettd (f,)52, on jono holomorfisia ja univalentteja
funktioita alueessa G. Oletetaan lisiksi, ettd funktiojono (f,)0, suppenee
normaalisti kohti rajafunktiota f alueessa G. Talloin funktio f on univalentti
tai se on vakio alueessa G.

29



Todistus (Vrt. [8, s. 349]). Oletuksen perusteella funktio f : G — C on ho-
lomorfinen. Oletamme nyt, ettd funktio f ei ole vakio. Valitsemme mieli-
valtaisen pisteen z; € G. Méérittelemme funktiojonon (g,)%, siten, etta
gn(2) = fu(2) — fu(20) kaikilla z € Gy = G\ {#0}. Koska funktio f,, on univa-
lentti alueessa G, funktiolla g, ei ole nollakohtia alueessa Gy. Koska g, — ¢
suppenee normaalisti alueessa Gy, niin g(z) = f(z) — f(20). Koska funktio g
ei ole identtisesti nolla alueessa G, Hurwitzin lauseen perusteella funktiolla
g ei ole nollakohtia aluessa Gy. Siis f(z) # f(z0), kun z # z,. Néin ollen
funktio f on univalentti.

3.3 Riemannin funktionaaliyhtilo

Lause 3.15. Olkoon f(z) = mwcotmz. Tdlloin funktion f osamurtokehitelma
on muotoa

1 = 2
(3.13) f&) =+ rznz
n=1

Todistus (Vrt. |8, s. 484-486]). Yhtélon (3.13) puolet ovat meromofisia funk-
tioita, joiden napoina ovat kaikki kokonaisluvut. Tarkastelemme nyt yhtaloa
(3.13) kokonaisluvuista eroavilla kompleksiluvuilla. Valitsemme mielivaltai-
sen téllaisen kompleksiluvun z. Maédrittelemme funktion

_ meot(n() 1
1 "= T

Funktio A on meromorfinen, koska silld on yksinkertainen napa pisteessé z.
Néin ollen lauseen 2.13 perusteella

1
Res(z, h) = meot(mz) 1

z 22’

Liséksi funktiolla h on yksinkertainen napa kaikilla n € Z \ {0}. T4lloin

— lim ((—n)mcotm((—n) (—n }
¢—n ¢(¢—2) (¢ —2)

BRSNS SR VA B
S an(n—2) nn—2)  z\z-n n)

Origossa funktiolla h on poistuva erikoispiste. Olkoon N € N sellainen,
ettd N > |z] ja alue

Qnv ={z: [z < N+ (1/2), ly| = N +(1/2)}.
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Néin ollen residylausetta soveltamalla saamme, etté

(3.15) = h(¢)d¢ = meotlmz) % —% > < L 1).

270 Jagu z z

Osoitamme seuraavaksi, ettéa faQN h(¢)d¢ — 0, kun N — oo. Téll6in

meot(mz) 1 1 1 1
A e Z)=o
z 22 zz(z—n+n>

Todistamme ensin, etta

1+ e 37

(3.16) [cot(mO)] < m = — =7

kaikilla ¢ € 0Qy. Koska ( = N + % +1t, missé ¢t on mielivaltainen reaaliluku,
niin

lcot(7¢)| = |cot (7N 4 27 7 +int)| = [tan(27 7 — (7N + 271 +int))|

= |tan(—7 N — int)| = |—tan(n N + int)| = |tan(int)]
e—ﬂ't . eﬂ't e—mt + 67rt . _

= == m
€—7rt + 67rt - e—ﬂ't + ewt

Vastaavasti, kun ¢ = N + % + t, niin

eifr( + e’iﬂ'< 6i27r§ +1 1+ |ei27r<|
|cot(7C)| = |- | T | gizr = 2
eimC — eims ei2mC — 1 1 — |e?? |
1 +€—(2N+1)7r 1 +€—37r
T 1 _ e @Nthr — 1 _ g1
Koska |cot(m()| = |cot(—n()|, vastaavat rajat ovat voimassa alueen @)y kah-

della muulla sivulla. Néin ollen epéyht&lé (3.16) patee. Koska [¢| > N, kun
¢ € dQn, epayhtalon (3.16) nojalla

mi 1 ~ maN+1
Ih(Q)] < NN—]2) T NAN—[2)) _ NN —|7))

kaikilla halutunlaisilla kompleksiluvuilla . Koska alueen @)y piiri on 8N +4,
niin

(8N +4)(mnmN + 1)
[ o] < [ moac < SRR D o,
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kun N — oo. Néin ollen saamme yhtélén (3.15) muotoon

1 1 1
meot(mz) = s . +—

—n n
1<[n|
R — 1 1 > 1 1
Y ()2 ()
- 1 1 > 1 1
() 2 )

Todistettuamme funktiolle 7 cot 7z osamurtokehitelmén tulee luonnol-
lisesti mieleemme, voisimmeko saada muillekin trigonometrisille funktiolle
osamurtokehitelmén. Vastaus tdhian on myonteinen, ja kahdessa seuraavassa
lauseessa muodostamme funktioille 7 tan 7z ja =— osamurtokehitelmét.

sinmz

Lause 3.16. Olkoon f(z) = wtanmz. Tallgin funktion f osamurtokehitelma
on muotoa

= 2z
f(Z)ZZm

n=0

Todistus (Vrt. [6, s. 216-217]). Koska wtanmz = —mwcotm(z + 3), voimme
kiyttad apuna lausetta 3.15 ja erityisesti sen todistuksen loppuosaa. Maérit-
telemme ensin lukujonon (a,)2, siten, ettd ag = 0 ja a, = %, kun n > 0.
Néin ollen

mtanmz = —wcot w(z + 5)

1 = 1 1 1 1
il e D Bl G g el G s
2 n= 2 2
1 = 1 1 = 1 1
= — — _— — -+
Z+ 5 ;(z—l—n—l—% n> ;(Z—n—l n+1)




Koska

Z(an n+1>:—1+;(5—n+1>:—1+1=0,

n=0

saamime
2z

Ttanmzy = ———.
(n+3)2—22

Lause 3.17. Olkoon f(z) = Talloin funktion f osamurtokehitelmd on

sinmz ”

muotoa
1 & (—1)"22
fle)=——+ ;:0: poppR

Todistus (Vrt. [6, s. 217]). Sinin yhteenlaskukaavan nojalla sin7z + sin0 =

2sin 7F cos 7. Koska cos? = =+ sin? & = 1, saamme lauseiden 3.15 ja 3.16
perusteella
T 7T _ m(cos® ZF 4 sin® F)
sinmz  2sin 5 cos T  2sinZ2 5 COs *
1 ; mZ 4ot mZ
= —| mcot — + mtan —
2 2 2
1 2 o0 o0
_§;+Z 2n Jr;z? 2n+ 1)
1 2 & 2z 2z
_;_;—i_;z?—@n)? +;z2—(2n—|—1)2
1 = (—1)"22
Tz + nz:% 22 —n?

Maaritelma 3.5. Eulerin gammafunktio I'(z) on meromorfinen funktio, jon-

ka yksinkertaiset navat ovat pisteissd z = 0, —1,.... Méarittelemme gamma-
funktion kaavalla
e AN /
['(z) = 1+ — e,
A=)

missi 7 = lim, .oo(1 + 3 + 35 + -+ + £ —logn) on Eulerin vakio. Liséksi
ra) =1.

Lause 3.18. Jos Rz > 0, nuin



Todistus. Ks. [4, s. 180-181].

Maaritelma 3.6. Maarittelemme Riemannin (-funktio méaaritelladn sarjan

o0

(=3

n=1
summana niilla arvoilla z, joilla sarja suppenee. Néin on, kun Rz > 1.

Lause 3.19. Olkoon Rz > 1. Tdlloin

1 00 ‘,Ezfl
=—— dz.
() ['(2) /0 w1
Todistus. Ks. |7, s. 317-319].

Lause 3.20 (Riemannin funktionaaliyhtéls). Kaikilla Rs < 0
(3.17) ((s) = 2(2m)* 'sin 71“(1 —5)((1 = s).

Todistus (Vrt. |7, s. 322-327]). Olkoon s > 1 mielivaltainen reaaliluku. Ol-
koon alue G, = {z € C | |2] < n+ 35,2 =Rz > a}, missi 0 < a < 1.
Merkitsemme alueen GG, reunaa merkinnalla ,,. Olkoon 7f(z) = %t” Va-
litsemme funktion f haaran, joka on reaalinen positiivisella reaaliakselilla; se
on yksikésitteinen alueella G,,. Funktiolla f on alueella G,, navat pisteissa
1,2,...,n. Taten Res(v, f) = Vis ja residylauseen perusteella

1 n
3.18 — dz = —
(3.18) 5 | 1e=3"
n v=1
Yhtélon 3.18 vasemman puolen voimme esittda muodossa
1 a—1Yn
(3.19) —,/ f(2)dz = —/ f(2)dz —|— — f(z)dz,
27’ Tn a+iyn

missé a — iy, ja a + iy, ovat ympyrén |z| =n + % ja suoran x = a leikkaus-
pisteet. Lisdksi K, on v,:n ympyrinkaari. Osoitamme seuraavaksi, etta

1

% f( )dz — 0, kun n — oo.
i

Koska |cot 72| < m jokaisella ympyréllé |z| = n + 3, saamme

1 cotmz
5 [ s <5 [ e =5 [ |2 e
1 [z m ™n
— _— 1/2)d) = ———
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kun n — oo. Yhtdlon (3.19) viimeisen integraalin voimme esittdd muodossa

a—1iyn 1 a+iyn 1 a—1iYn
3.20 — dz = —— d — dz.
(3.20) % ). f(z)dz % /. f(2) Z+22 f(z)dz
Koska
cotmz 1 . . cotmz 1
lim — = —— ja lim — =,
y——+oo 21 2 y——oo 2 2

sijoitamme yhtdlon (3.20) oikean puolen ensimmaéiseen integraaliin

cotmz 1 1
2i 2 ez
ja toiseen integraaliin
cotmz 1 1

5 3 1
Tallsin

1 a+iyn a+iyn
_ = = d
N f(Z) ( —27rzz _ ]_> <

o a +(a+zyn - /“*”’" L
S 2(s—1) s) e~2miz — 17

Kun n — oo, jolloin ¥, — oo, niin (a;“(lly—f?; — 0, koska s > 1. Téten

1 a+iyn al—s a+iyn P 1
~3 f(z)dz = =1 —i—/a pr— 1dz o

missé % — 0 kun n — oo. Vastaavalla tavalla saamme yhtdlon (3.20) vii-
meiselle integraalille lausekkeen

1 a—1Yn al—s a—1Yn o 1
= do= -2 S S
2i J(2)dz 2(5—1)+/a T

Saadut lausekkeet yhdistdmaélld saamme yhtélolle (3.18) esityksen

n

1 al—s a+1yn 5= a—1iYn 5=
3.21 — = ——d —dz.
( ) vs s—1 +\/a‘ e—27rzz -1 Z+ /a e27rzz -1 <

v=1

Yhtélossé (3.21) molemmat integraalit suppenevat, koska

275 |Z|7S

e—2miz _ 1‘ — e2my _ ] kun y = O’
Zfs |Z|fs

e2miz _ 1’ — e—2my 1 kun y < O’




joten integraalit

a-+1i00 —s a—1i00 —s
/ JL|dZ| ja / L|alz|
“ el —1 a e ?m —1

suppenevat. Koska n — oo, voimme esittda yhtélon (3.21) muodossa

al—s a+ioco S a—100 >S5
3.22 = —d ——dz.
( ) C(S) s—1 + L e—2miz _ | < +/(; e2miz _ ] <

Johdimme kaavan (3.22) oletuksella, ettd s > 1, mutta se patee myos koko
tasossa. Kaavan (3.22) oikean puolen ensimméinen termi on funktio, jonka
ainoa napa on s = 1, ja molemmat integraalit ovat sdadnndllisid eli holo-
morfisia lukuunottamatta erdité erikoispisteitd G,,:ssé. Néin ollen kaava on
voimassa kaikilla muuttujan s arvoilla.

Oletamme seuraavaksi, ettd —1 < s < 0 ja a — 0. Talldin 2=

S
— — 0.

Osoitamme nyt, ettd integraali faaﬂoo %dz suppenee tasaisesti valilla
0 <a < g missd 0 < ¢ < 1. Arvioimalla riittédvin pienilld |z|:n arvoilla
saamme

2 iz 1+ 2)

e—2miz 1 2 ’

jolloin on olemassa sellainen ympyré |z| < 2¢, missé |1 + z| < 27. Néin ollen

—S

z
e—27riz -1

‘ < ‘Z|7571 < ‘ylfsfl.
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Koska integraali fol y~*~ldy suppenee, suppenee integraali faaﬂm —F—dz
tasaisesti ainakin, kun 0 < a < ¢. Téaten

. atico  y-s [Py te 2
lim ——dz =1 ———dy
a—0 " 6727rzz -1 0 627Ty -1

ja vastaavasti
_ _ _ _ iTs
) a—100 z S ) oo |y| 5672
lim —dz =1 ——dy.
a—0 “ 6271'12 -1 0 e—277y -1

Nyt saamme kaavan (3.22) muotoon

s [0y T s
(323) C(S) =1e 2 /0 mdy + e 2 ; mdy
Kaavassa (3.23) jalkimmaéiseen integraaliin sijoitusta y = —u soveltamalla,

voimme yhdistad integraalit ja tdten

C(s)zQsinW—S Y

. —
2 Jy e 1"

36



Kirjoittamalla 27y = £ saamme

(3.24) Cls) = 202ny—tsin ™ [

dzx.
2 Jo eﬂﬂ—laj

Johdimme kaavan (3.24) oletuksella —1 < s < 0, mutta voimme johtaa
sen koko puolitasoon s < 0, silld molemmat puolet ovat téssé puolitasossa
saannollisia holomorfisia funktioita.

Olkoon s puolitasossa Rs < 0. Talloin R(1 — s) > 1, joten lauseen 3.19
perusteella

—S

T
e —1

dzx.

(3.25) C(1—=s)(1—3s)= /000

Sijoittamalla kaavan (3.25) vasemman puoleisen lausekkeen kaavan (3.24)
integraalin paikalle saamme

™8

((s) = 2(27)* 'sin 7c(1 —5)[(1 — s).

Jos Js > 1, niin Riemannin (-funktio voidaan esittdd muodossa

s) = ﬁ (1 —1pns)’

n=1

missé (p,)22; on jono alkulukuja. Tétd tulosta sanotaan Fulerin lauseek-
si. Sen todistus on yksinkertainen ja se 10ytyy esimerkiksi Nevanlinnan |7]
kirjasta.

Eulerin lauseen seurauksena (-funktiolla ei ole nollakohtia puolitasossa
Rs > 1. Riemannin funktionaaliyhtélon perusteella (-funktion nollakohdat
puolitasossa Rs < 0 (eli parilliset negatiiviset kokonaisluvut) ovat trivi-
aaleja. Taten kaikki (-funktion epatriviaalit nollakohdat sijaitsevat vyossa
0 < Rs < 1. Tastd padasemmekin kuuluisaan Riemannin hypoteesiin, jon-
ka mukaan kaikki (-funktion epétriviaalit nollakohdat sijaitsevat suoralla
Rs = % Riemannin hypoteesia ei ole pystytty todistamaan oikeaksi tai via-
riksi. Sitd on laskennallisesti tutkittu ja kaikki tdhdn mennessé 10ydetyt epé-
triviaalit nollakohdat ovat olleet kyseisella suoralla. Riemannin hypoteesi on
yksi niisté ongelmista, joiden ratkaisemisesta amerikkalainen Clay-instituutti
on luvannut maksaa miljoona dollaria.
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4 Historiaa

Téassé luvussa keskitymme kahteen kuuluisaan matemaatikkoon Augustin-
Louis Cauchyyn ja Ernst Lindel6fiin. Seuraamme Cauchyn henkil6historian
osalta Bellin [2] teosta ja matemaattisessa osuudessa Bellhosten [1] kirjaa.
Ernst Lindelofin tapauksessa seuraamme puolestaan Elfvingin [5] kirjaa.

4.1 Augustin-Louis Cauchy

1800-luvulla matematiikan luonne muuttui merkittavilla tavalla. Yksi aika-
kauden suurimmista nimisté oli Augustin-Louis Cauchy, joka syntyi Pariisis-
sa 21.8.1789. Héanen iséansd Louis-Francois avioitui kaksi vuotta ennen val-
lankumousta Marie Madeleine Desestren kanssa. Louis-Francois oli varsin
sivistynyt ja ammatiltaan tuomari. Lisdksi kumpikin vanhemmista oli har-
taita katolisia. He saivat kuusi lasta, joista Augustin oli vanhin. Augustinin
lapsuus oli rankka, silla tuolloin oli meneilld&én Ranskan vallankumouksen ve-
risin vaihe. Vallankumouksen takia perhe paitti muuttaa Arcueil’n kylédén,
missé heilld oli oma maapaikka. Sielld ollessaan isd huolehti lasten koulu-
tuksesta. Héan kirjoitti jopa itse oppikirjat lapsilleen, joista useimmat olivat
runomuodossa, minki hén taitoi erinomaisesti.

Arcueil’n kyldn vieressd olivat markiisi Laplacen ja kreivi Claude-Louis
Bertholler'n maatilat. Matemaatikko Laplace oli seurallinen ja vieraili usein
Cauchyn mokissa. Sen sijaan kemisti Bertholler pysytteli tiiviisti omalla maa-
tilallaan. Maatilalla Laplace tapasi Augustinin, kirjojen ja papereiden paris-
sa viihtyvan pojan, jossa han naki ilmiémaisen matemaattisen lahjakkuuden.
Augustinin ollessa yhdentoista vuoden ikdinen Louis-Frangois valittiin senaa-
tin sihteeriksi. Isdn tyohuone sijaitsi Luxembourgin palatsissa Pariisissa, jos-
ta Augustinkin sai nurkkauksen omaksi tyohuoneekseen. Tuolloin hén tapasi
usein kuuluisan matemaatikon Lagrangen, joka toimi Ecole Polytechniquen
professorina. Lagrange kiinnostui pojasta ja Laplacen tavoin ennusti hinesté
tulevan vield suuri matemaatikko. Kaksi vuotta myohemmin Augustin siirtyi
Panthéonin oppikouluun, jossa hén menestyi erinomaisesti saaden palkinto-
ja useissa aineissa, kuten kreikassa ja latinassa. Vuonna 1804 oppikoulusta
padstydan Augustin opiskeli matematiikkaa hyvian opettajan johdolla kym-
menen kuukauden ajan, jonka jidlkeen hin péési opiskelemaan Ecole Poly-
technique’iin.

Polytechniquesta hén siirtyi kahden vuoden opiskelun jélkeen insinGori-
kouluun. Sielld han uurasti kolme vuotta saaden opintonsa paatdkseen, jon-
ka jalkeen hén lahti suorittamaan ensimmaista tyotehtavadnsd Cherbourgiin.
Hénen matkatavaroidensa joukossa oli muun muassa Lagrangen kirja Traité
des fonctions analytiques, joka oli kiddnteentekeva teos Cauchylle, sillé sen si-
saltama puutteellinen kompleksianalyysi oli juuri se sykéys, mika ajoi Cauc-
hyn kompleksianalyysin saralla merkittaviin tuloksiin. Cauchy vietti kolme
vuotta Cherbourgissa, misséd kaiken tyon ohella hénelta liikeni aikaa myos
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tutkimustychon. Han kévi lapi kaikki matematiikan osa-alueet aina lukuteo-
riasta tahtitieteeseen keksien uusia tuloksia ja paikaten vanhoja. Vuoteen
1824 mennessd Cauchy oli herdttdnyt huomiota Ranskan matematiikkapii-
reissd monitahokkaita ja symmetrisia funktioita koskevilla tutkimuksillaan.
Esimerkiksi Cauchy ratkaisi Poinsot’n esittdmén ongelman: onko muita séén-
nollisida monitahokkaita olemassa kuin tunnetut 4, 6, 8, 12 ja 20-sivuiset mo-
nitahokkaat. Hanen vastauksensa tdh&n ongelmaan oli, ettd ei ole olemassa.
Liséksi héan yleisti Eulerin kaavan, jossa annetaan monitahokkaan sédrmien
lukuméaaran a, sivujen lukuméaran b ja kirkien lukumaérén c vélille yhteys:
a+2=b+c.

Cauchy aloitti tdhén aikaan my6s permutaatioiden teorian jarjestelmél-
lisen tutkimisen, joka myohemmin johti darellisten ryhmien teoriaan. Cauc-
hyn kehittaméaa permutaatioryhmien teoriaa on mychemmin pystytty hyo-
dyntédmaéan esimerkiksi modernissa atomiteoriassa ja erds kvanttimekaniikan
koulukunta uskoo, ettd permutaatioryhmien teoria muodostaa péatevin pe-
rustan spektriviivojen teorialle. Vuoden 1814 jilkeen Cauchyn tutkimusten
painopiste siirtyi kompleksianalyysin saralle, jota kisittelemme mychemmin
yksityiskohtaisesti. Nelja vuotta myShemmin kddntyi Cauchyn elaméssa uusi
sivu, silla hdn meni naimisiin Aloise de Buren kanssa. He elivit yhdesséa mil-
tei 40 vuotta ja saivat kaksi tytartda. Kolme vuotta naimisiin menonsa jalkeen
Cauchy kirjoitti Ecole Polytechnique’issé pitdménsa analyysia koskevat luen-
not julkaisemista varten. Néiden luentojen sisalto oli varsin merkittéava, silld
niissé Cauchy formalisoi médritelmét raja-arvosta, jatkuvuudesta seké pal-
jon siitéd, mita han kirjoitti padttymattomien sarjojen suppenemisesta. Nama
méadritelmét esiintyvét vieldkin hyvin kirjoitetuissa differentiaali- ja integraa-
lilaskennan oppikirjoissa.

Koska Cauchy oli erittdin tuottelias tutkimusten saralla, perusti han oman
aikakauskirjan Ezercises de Mathématiques, joka ilmestyi ajanjaksona 1826-
1830. Téaté seurasi vield uusi sarja, joka kantoi nimed FExercises d’Analyse
Mathématique et de Physique. Naissa sarjoissa han julkaisi selittavia ja al-
kuperaisia toitddn puhtaan ja sovelletun matematiikan saralta. Vuoden 1830
vallankumous syoksi silloisen vallanpitdjan Kaarle X pois valtaistuimelta.
Taméa tapahtuma ajoi Cauchyn vapaaehtoiseen maanpakoon, koska héan oli
vannonut Kaarlelle uskollisuudenvalan, jota han ei jarkahtamattoman luon-
teensa takia voinut rikkoa. Néin ollen hén jatti perheensa Pariisiin ja suun-
tasi kohti Sveitsid, missd hidnen ajankulunaan olivat tieteelliset kokoukset ja
tutkimustyo. Sveitsissd han ei ehtinyt olla kauaa, vaan hénet kutsuttiin Tori-
noon matemaattisen fysiikan professoriksi. Han ei ehtinyt tyoskennelld kauaa,
silla vallasta syosty Kaarle, palkitsi uskollisen kannattajansa uskomalla hé-
nen huomaansa perillisensa, 13-vuotiaan Bordeaux'n herttuan kasvatuksen.
Hammasta kiristellen Cauchy lupautui ottamaan vastuun kasvatuksesta ja
seuraavat vuodet, aina vuoteen 1838 asti, hanen padhuolenaihensa oli Bor-
deaux’n herttua. Cauchyn Pariisiin jadneet ystavéit olivat yrittdneet saada
hénta palaamaan takaisin Pariisiin jo pitkdn aikaa. Nyt se onnistui ja Cauchy
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palasi juurilleen padsten heti takaisin Tiedeakatemiaan téihin. Cauchy pys-
tyi jalleen keskittymédn puhtaasti matematiikkaan. Téméan huomasi selvésti
hénen tutkimustensa méarastéa, silla Cauchy kirjoitti viimeisten 19 vuoden
aikana yhteensa yli 500 tutkimusta kaikilta matematiikan aloilta, mekanii-
kasta, fysiikasta ja téhtitieteesta.

Augustin-Louis Cauchyn matemaattinen tuotanto siséltda kaikkiaan 789
tutkimusta, joista hyvin monet olivat erittdin laajoja. Hanta kritisoitiin pit-
kdan ja ankarasti kuoleman jalkeen, mutta kritiikki kohdistui 1ahinn& hénen
suureen tuotantoonsa ja esitystavan huolimattomuuteen. Negatiivisista kom-
menteista huolimatta, ei Cauchyn suurta osuutta modernin matematiikan ke-
hityksessa voida sivuuttaa. Hanen kehittdménsd menetelmét eri matematii-
kan osa-alueilla ovat jattdneet lahteméttoman jaljen. Cauchy kuoli 23.5.1857
69-vuoden ikdisend kuumeeseen, joka oli seuraus saamastaan keuhkokatarris-
ta. Viimeisind tunteina Cauchy keskusteli maatilallaan Pariisin arkkipiispan
kanssa hyvéntekevaisyystoiminnasta, joka oli ollut Cauchyn sydénta lahel-
14 1dpi koko elamén. Cauchyn viimeiset sanat olivat osoitettu arkkipiispalle:
"Thmiset haviavat, mutta heiddan tekonsa sailyvat”.

Vuodesta 1814 ldhtien Cauchy keskittyi tdysin analyysin ja erityisesti
kompleksianalyysin tutkimiseen, joiden parissa hén saavutti merkittévia tu-
loksia. Ensimmaisené kiinnostuksen kohteena Cauchylla oli kompleksinen in-
tegrointi pitkin umpinaista polkua. Cauchyn tavoitteena oli kehittdd uusia
keinoja méaadrattyjen integraalien laskemiseen, algebrallisten ja transsenden-
tisten yhtaloiden nollakohtien méarittdmiseen sekéd tavallisten lineaaristen
ettd osittaisdifferentiaaliyhtéloiden ratkaisemiseen.

Ensimmaisen kompleksianalyysid koskevan artikkelin Sur les intégrales
définies Cauchy esitti vuonna 1814. Cauchy lahti liikkeelle artikkelissaan re-
aalifunktiosta f(u), missd u oli jo itsessiéin kahden reaalimuuttujan z ja y
funktio. Néin ollen Cauchy muodosti yhtéalon

(1) S fwse] = o gy

Téaten Cauchy oletti, ettd f ja w olivat kompleksifunktioita, jotka voitiin
kirjoittaa muodossa u = M(x,y) + iN(x,y) ja f(u) = P'(z,y) +iP"(z,y).
Sijoittamalla ndmé esitysmuodot yhtdloon (4.1) ja asettamalla

oM ON ON oM

. /_ o //_ — /_ //_
S_Pax P@x’ r P8x+P oz’
oM ON ON oM

— P/_ _ P//_ — P/_ P//_
v oy oy’ v oy + oy

Cauchy muodosti kompleksisen differentiaaliyhtalon

o5 T _ou o
oy Yor ~ ox ' oz’
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josta saatiin johdettua Cauchyn-Riemannin yhtélot erikoistapauksessa, kun
M(z,y) =z ja N(z,y) = y. Muodostettuaan integraaliyhtalot

//—dxdy—/ —dxdy ja // dmdy—/ —d:vdy

pitkin suorakulmiota R = [zg, X| X [y, Y] Cauchy sai integrointijarjestysta
vaihtamalla kaksi tarkeaa yhtéaloa

(4.3) / 1S(2,Y) — S(z, yo)dr = / U(X.y) — Ulzo.y)ldy ja

Zo Yo

(4.4) / T(e,Y) — T(e, yo)lde = / VX, ) — V(z0,m)ldy.

Zo Yo

Yhtalot vastaavat Cauchyn integraalilausetta, jota sovelletaan erilaisiin um-
pinaisiin polkuihin, jotka riippuivat u:n kuvauksesta. Cauchy oli olettanut
tahén saakka, ettd integroidut funktiot olivat sddnnollisia integrointivélilla.
Téastd oletuksesta hén nyt luopui ja néin ollen keskittyi tapauksiin, mis-
sé saannollisyysoletus ei pade joissain tietyissa eristetyissé pisteissa. Talloin
yhtélossé (4.2) el voi vaihtaa integrointijarjestystd. Néin ollen Cauchy esitti
yleisen ongelman kaksoisintegraalin

méadrittamisestd, kun K = ¢(z, z) saa méiritteleméattoméan arvon pisteessi
(X, Z) € [d,ad"] x [b/,b"]. Integroinnin lopputulos riippui siis integrointijar-
jestyksestéd. Lopputulosten vélille Cauchy maéaéritti eron A, joka pystyttiin
laskemaan erikoisintegraalin (Cauchy kutsui residylaskentaa ensin erikoisin-
tegraalien teoriaksi) muodossa:

hm/ O(X £ &7+ )dC.

e—0

¢—0

Téallaiset integraalit olivat aivan uudenlaisia tuon ajan analyysissi. Seuraa-
vaksi Cauchy jatkoi yhtdlon (4.2) integraalien tutkimista tapauksessa, kun
f = g/h. Cauchy Kisitteli sellaisia funktioita f, ettd se saa reaaliarvoja reaa-
liakselilla ja silld on yksinkertaisia napoja w; = u(x;, ;) alueen u(R) reunalla
tai sisalla. Télloin (4.3) integrointiyhtélot eivét olleet voimassa. Néin ollen
laskeakseen arvot A ja A" Cauchy vaihtoi funktioiden M (x,y) ja N(z,y) en-
simmaisen asteen kehitelmét kahteen erikoisintegraaliin:

€

lim | S(x; £ &y £n)dE
=00
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ja
lim | T(z; £&,y; +n)d.

e—0
n—0"0

Talla tavalla hén sai arvot A = 2um ja A’ = 27, missé

o~ g(u;) . . g(us)
D3 IR Dot

jos kaikki u;:t olivat alueen u(R) sisdlld. Saatu tulos oli ekvivalentti residy-
lauseen kanssa, jota sovellettiin u:n kuvauksesta riippuviin umpinaisiin pol-
kuihin. Jos jokin napa oli alueen u(R) reunalla, niin A:n ja A":n arvot olivat
téalloin prm ja Am. Artikkelin loppuosassa Cauchy késitteli erikoisintegraalien
sovelluksia. Cauchy muun muassa laski epéoleellisia integraaleja funktioista,
joilla oli yksinkertaisia napoja puolitasossa &z > 0.

Seuraavien vuosien aikana Cauchy kehitti erikoisintegraalien teorian so-

velluksia. Han kaytti sitd 1815 ilmestyneessé artikkelissa Sur la théorie des
ondes muodostaessaan kdanteiskaavat Fourier muunnoksille

Fi(a) = \/>/ o1(m) cosam dm ja Fy(a f/ ¢o(m) sinam dm,

kun a > 0. Kdanteiskaavoiksi tulivat

\/7/ cosmuFy () dp ja ¢o(m \/>/ sinmuFy(p) dp.

Vuosina 1817-1821 Cauchyn tuotteliaisuus viheni merkittavasti, jolloin
hén kirjoitti ainoastaan kuusi artikkelia. Vuonna 1819 Cauchy esitti Akate-
mialle artikkelin algebrallisten tai transsendenttisten yhtéléiden nollakohti-
en madrittamisestd integraalimuodossa. Hanen keinonsa perustui erikoisin-
tegraalien teoriaan. Hén tutki funktiota f(u)/uF(u), jolla on reaaliset yk-
sinkertaiset navat pisteissi 0, a, @/, a” jne. valilld [—1, 1] ja kompleksiset yk-
sinkertaiset navat pisteissi a 4+ i3, o/ + i3’ jne. yksikkbympyrian ylemméssi
puoliskossa. Integroimalla funktiota pitkin puoliympyran kaarta ja soveltaen
residylausetta Cauchy sai

™ f(cosp + isinp) _; Lofr)
F(Cosp—l—isinp)dp ) rE(r)
SO S S
i {F'<o> ") " aF@) }
por[ L Ho D flof +if))
(a+iB)F'(a+ifB) (o +if)F'(a/ + i)

dr

Tamén tyon siivittdmana Cauchy kirjoitti tarkedn artikkelin Recherches sur
les intégrales définies qui renferment des exponentielles imaginaires. Siiné
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Cauchy systemaattisesti sovelsi residylausetta integrointeihin pitkin kaari-
polkuja. Samassa artikkelissa han esitti n. derivaatalle integraaliesityksen

l/ﬂ e~ f(b+ eP)dp = idnf(b)

2 n! dbn

Cauchyn integraalikaavan yksikkdympyréan erikoistapauksessa

1 / " { fle?) | fe™™)

2 1—ae? 1—ae

]dp —rf(a) (a<)

—T
ja "keskiarvotuloksen”

1

5 | e + £ o = 50).

Seuraavan tarkedn artikkelin Calcul Infinitésimal Cauchy aloitti tutkimal-
la reaalifunktiota f(x), jolla on navat xg,z1, ..., x,_1 valilla [2/, 2”]. Sitten

. e s .. . z
hén méaéritteli integraalin [, f(x)dz arvon summana

x//

flx)dx + -+ / f(x)dz.

Tm—1+€

To—€

lim f(x)dx + /

=0 x/ To+e€

r1—e€

Jos kyseessé oli integrointi —oo:sté oo:ddn, niin integraalin arvo méariteltiin
summana

To—€

lim f(x)dx + /

e—0 —1/e o€

T1—€

1/e
fx)dz + -+ / f(z)dx.

Tm—1+€

Laskeakseen integraalin arvon, joka on usein maarittelematon, on valttamé-
tonta lisatd erikoisintegraaleja, kuten

—1/ep Ti—€p; z;+e 1/e€
lim f(x)dx, lim {(/ f(x)dx+/ f(m)da:)} ja lim f(x)dz,
—1/e To+e T;+ev; 1/ev

missa p, (;, v; ja v ovat mielivaltaisia positiivisia vakioita. Jos

f- = lim xf(2), f; = lim (x — 2;) f(z) ja ft = lim = 2f(x)

r——00 T—Ty r—00

(Cauchy kéytti residysté aluksi merkintéé f yksinkertaisen navan tapaukses-
sa) ovat olemassa ja ddrellisid, niin Cauchy johti kaavat

T;—€l; Tit+e L
lim {(/ f(x)dm—l—/ f(x)dx)} =flog— ja
e—0 Ti—€ Ti+ev; Vi

—1/ev 1/e 1
lim flx)de =f logp ja lim f(x)dx = £ log ~
€ 1%

=0 —1/e —0 1/ev
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kiayttamalld integraalilaskennan véliarvolausetta

/ o) x(x)dz = 6(€) / @)dz (zg<E< X, 6> 0),

Zo

(z) = 1. Esimerkiksi

—en
([ %) ()
T 20 e w T v

ja integraali f ldx on méadrittaméaton silld se riippuu vakioista p ja v. Té-
maén jalkeen Cauchy tutki kahta kahden muuttujan reaalifunktiota ¢(z,y) ja

x(z,y), joilla

kun y(z) = x_lz

Op(z,y) _ x(@,y)

4.
(45) ox oy

Télloin yhtalosta

[, e [

hén johti yhtélon

Y

(4.6) / (62, Y) — b( yo))de = / (WX, ) — x(z0,9))dy.

Zo Yo

jonka voi samaistaa yhtéloiden (4.3) kanssa silla oletuksella, ettd ¢(x,y) ja
x(z,y) ovat dérellisié ja jatkuvia suorakulmiossa R. Jos funktioilla ¢(z,y) ja
X(z,y) on yksi napa (a,b) € R, niin

Yy

(47) / (O Y) — ola, yo))da = / (WX, ) — x(ao9))dy — A,

] Yo

missé,

(4.8) A = lim (x(a+Fk,y)— x(a—k,y))dy.

k—0 Y

Cauchy sovelsi saatuja kaavoja kompleksifunktioihin ja hén esittikin seuraa-
vanlaisen huomion: olkoon f kompleksifunktio ja u kahden reaalimuuttujan
kompleksifunktio. Télloin yhtélo (4.5) on voimassa, kun ¢(x,y) = f(u ) ja
x(z,y) = f(u) 8; Téamén johdosta yhtélo (4.6) pétee, jos funktiot ovat ra-
joitettuja ja jatkuvia. Yhtalo (4.7) pédtee puolestaan, jos funktioilla on yksi
napa uy = a + ib alueen u(R) sisilla.

Esimerkiksi, jos funktio f = { on sellainen, ettd g on jatkuva ja rajoitettu

ja funktiolla h on yksinkertaisia napoja alueen u(R) sisillld, niin kaavan (4.8)
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nojalla A = 2mi(\ + ip), miké vastaa residylauseen johdossa saatuja A:mn ja
A’ arvoja. Erikoistapauksessa u(zx,y) = = + iy saadaan, etta

/ (x4 i) — flo+ iyo))de = i / (F(X +iy) — f(xo +iy))dy — A,
(4.9) A=ilim | (fla+k+1iy)— fla—Fk+iy))dy.

k—0

Yo

Laskeakseen erikoisintegraalin A, Cauchy kaytti sijoitusta y = kz + b ja in-
tegraalilaskennan véliarvolausetta apunaan, jolloin hén sai johdettua kaavan

(4.10) A = 2mif,
missé,
(4.11) lelgin%kf(uo—kk).

Néin ollen residylause voitiin esittda muodossa

X Y
[ G ay) = saimde =i [ (74 i) = S+ i)y
xo Yo
- 27TZ(f0 + f1 + -+ fm_l),
missa fy, £, -, f,_1 ovat yksinkertaisten napojen ug, uy, -+ ,u;,_1 residyt

alueen R sisalla.

Tahén mennessd Cauchy oli tutkinut residylausetta vain yksinkertaisten
napojen tapauksessa, mutta vuonna 1823 tekemaissddn alahuomautuksessa
artikkeliinsa, Cauchy esitti funktion f residylle kaavan moninkertaisten na-
pojen tapauksessa. Siis

Cd kP f(u A+ k)
(4.12) Res(u;, f) = lim 2o (p—1) "

missé u; on p-kertainen napa. Tamé tulos yleisti kaavan (4.11). Cauchy ei an-
tanut talle kaavalle todistusta, mutta myohemmista artikkeleista 1oydettiin
seuraavat padtelmét. Ensinnékin kaavassa (4.9) hén teki muuttujan vaihdok-
sen y = b+ kz erikoisintegraaliin A ja sitten kehitti yhtalosta

flug + k(1 4 i2)] = kP (1 4 i2)? flug + k(1 + i2)]

(p — 1). asteen k:n suhteen, jolloin hén sai muodon

kp—l(l + Z.Z)p_l f(P—l)
(p— 1!
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Sijoittamalla tdmén erikoisintegraaliin A j&& jéaljelle vain

fP D (ug) [~/ 1 1
(p—1)! /_oo (Hzi i —1+Z")dz

Néin ollen hén sai todistettua residykaavan A = 2mif, mutta silla erolla, etté

. P D(u)  dP kP f(ug+ k)

p—1)!  rSodkrt (p—1)

Cauchy keskittyi nyt lineaaristen differentiaaliyhtéléiden ratkaisemiseen.
Hén kehitti keinon, jossa hén sovelsi erikoisintegraalien teoriaa. Se sisélsi
mm. residylauseen soveltamista funktioon %, missi F'(#) on karakte-
ristinen yhtalo. Juuri téssé yhteydessia Cauchy laajensi residylauseen koske-
maan myos funktioita, joilla on moninkertaisia napoja. Vuoden 1823 lopus-
sa Cauchyn kymmenen vuotta kestdnyt erikoisintegraaleihin liittyvé teoria
naytti olevan lopullisesti valmis, mutta kaksi vuotta myohemmin hén keksi
uusia, tarkeitéd tuloksia residylauseeseen liittyen. Tuona vuonna tammikuun
lopun ja helmikuun alun vélissa hén kirjoitti kolme artikkelia, joissa han tutki
residylaskentaa ja kompleksifunktioiden kdyraviivaista integrointia.

Ensimmaéinen néistd kolmesta artikkelista oli Sur un nouveau genre de
calcul analogue au calcul infinitesimal. Tassa tutkimuksessa Cauchy ilmoitti
uudesta matemaattisen analyysin osa-alueesta, jota han kutsui residylasken-
naksi. Ensimmaiseksi han késitteli funktion f derivoituvaa vakiotermia saén-
nollisessa pisteessd ug, joka voidaan kasittad termin u — ug kertoimeksi pis-
teen ug ymparistossid muodostetussa sarjakehitelméssa. Toiseksi héin késitteli
funktion f residyd m-kertaisessa navassa ug, jonka hdn mééritteli funktion
f(u) = (u — ug)™f(u) sarjakehitelmiin termin (u —ug)™ ! kertoimena. Nimé

~Y (uo)

asiat yhdistamalla hén sai residyksi f(ZLT

D tal asettamalla k = u — ug

_d™ B flug +K) £ ()
lim .
k—0 dkm=t  (m—1)!  (m—1)

Residylaskenta ei kuitenkaan ollut puhdas uutuus, vaikka Cauchy sita
siksi julistikin, silld han oli jo vuonna 1823 kehittanyt tarpeelliset tyckalut
residyn laskemiseen. Kuitenkin tdhan saakka residyja oli laskettu erikoisin-
tegraalien avulla, joten Cauchylla ei ollut tarvetta kehittdd omaa erityista
terminologiaa ja merkintdtapaa residyille. Toisessa tutkimuksessa Nouveau
mémoire sur le calcul des résidues et sur les intégrales définies Cauchy pyrki
laajentamaan residylaskentaa siten, ettd navan kertaluku olisi korvattu mur-
toluvulla. Loppujen lopuksi Cauchy luopui tésta ajatuksesta. Kolmannessa
tutkimuksessaan Sur les intégrales définies prises entre des limites imagi-
naires Cauchy tutki maarattyja integraaleja imaginaaristen rajojen kanssa.
Tama tutkimus oli tarkeé askel siirryttéiessa erikoisintegraalien teoriasta pit-
kélle vietyihin meromorfisia funktioita koskeviin artikkeleihin 1850-luvulla.
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Keskeinen keksinté Cauchylla oli siis kompleksisen integraalin maaritte-
ly ja kéytto. Aivan kuten Calcul Infinitésimal artikkelissaan vuonna 1823,
Cauchy madritteli ensin integraalin

/x ) du

0+iyo

raja-arvona, kun véleilld [zg, X] ja [yo, Y] on mielivaltainen jako:

(1 — o) + i(y1 — vo)f (w0 + iyo) + [(x2 — 1) +i(y2 — y1)| f (21 +iy1)+
ot [(X - mn—l) + i(Y - yn—l)]f(wn—l + iyn—l)a

missd xg <21 < --- < Xjay <y <---<Y.Tamain jalkeen Cauchy esitti
parametriesityksen ¢(t) 4 ix(t) kaikille kéyrille pisteestd xo + 1y pisteeseen
X +1Y. Tapauksessa, jossa funktio f on déarellinen ja jatkuva, Cauchy todisti
integraalin arvon olevan riippumaton integrointipolusta pisteiden xg + 7yo
ja X + 1Y valilla. Téata seuraten Cauchy tutki tapausta, missd funktiolla
f oli napoja kahden annetun polun rajoittamalla alueella. Tutkimuksensa
alussa Cauchy kéytti kehittdméaéansa erikoisintegraalien teoriaa todistaakseen
residylauseen kahdelle ldhekkdin olevalle kayralle. Mychemmin hén yleisti
tamén tuloksen kahdelle mielivaltaiselle kayralle. Yleisestéd residylauseesta
Cauchy johti helposti aiemmat tuloksensa.

Vuonna 1826 Cauchy esitti ensimmaiset tuotoksensa Fxercises de Mathé-
matiques julkaisussa. Tata varten Cauchy esitti erityisen merkintéatavan resi-
dylle. Lisdksi Cauchy kutsui integraaliresidyksi funktion f(u) residyjen sum-
maa. Tétd han sovelsi funktion f singulaariosan esitystavassa. Térkeimpié
sovellusalueita residylauseelle olivat algebrallisten ja transsendentisten yhté-
l6iden ratkaiseminen seké tavallisten differentiaaliyhtéloiden ja osittaisdiffe-
rentiaaliyhtaloiden ratkaiseminen. Téstd esimerkkind on lineaarisen homo-
geenisen differentiaaliyhtalon

dny dn—ly
don + aq

g Tt an_1g—i +apy =0

ratkaiseminen. Yleisesti ottaen muut matemaatikot, lukuunottamatta vena-
laistd Mikhail Ostrogradskia, eivét olleet kiinnostuneita Cauchyn kehittédmis-
té teorioista hdnen omana aikanaan. Tdma ei suinkaan johtunut Cauchysta
itsestddn, vaan siitd, ettd muut matemaatikot pitivat hdnen kehittdmiaén kei-
nojaan turhan monimutkaisina. Vasta vuoden 1840 jilkeen Cauchyn teoria
sai hyviksyntad Ranskan, Saksan ja Italian matemaatikkojen keskuudessa.
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4.2 Ernst Lindelof

Suomalaisten matemaatikkojen saavutukset kompleksianalyysin saralla ovat
kiistatta suuria. Yksi merkittdvimmistd suomalaisista matemaatikoista oli
Ernst Lindelof, joka syntyi vuonna 1870 Helsingissd. Hénen isénsé Lorenz
Lindel6f toimi tuolloin matematiikan professorina Suomen Keisarillisessa Alek-
santerin Yliopistossa (joka vuodesta 1919 ldhtien tunnetaan Helsingin yli-
opistona). Ernst Lindel6f pédési 17-vuotiaana ylioppilaaksi, jonka jélkeen han
siirtyi yliopistoon opiskelemaan matematiikkaa. Han valmistui filosofian kan-
didaatiksi vuonna 1891 ja kaksi vuotta mychemmin hén viitteli tohtoriksi.

Vuonna 1895 Ernst Lindelof nimitettiin dosentiksi ja seitsemén vuotta
myOhemmin apulaisprofessoriksi. Seuraavana vuonna hén péési professorin
virkaan. Hanen tuloksekas tyouransa kesti nelja vuosikymmenta ja héan siir-
tyi eldkkeelle vuonna 1938. Kahdeksan vuotta myShemmin hin menehtyi.
Ernst Lindelof ei koskaan mennyt naimisiin ja suuren osan elaméstdan hén
asui veljensd Uno Lindelofin luona, joka toimi englannin kielen professorina
samaisessa yliopistossa. Voidaan kiistiméatta sanoa, ettd Ernst Lindelof oli
etupédssé tiedemies ja opettaja. Hénen tieteellisesti tuotteliaimmat vuoten-
sa olivat 1890-1915, jonka jalkeen héan keskittyi opettamiseen ja oppikirjojen
laatimiseen. Ernst Lindel6f toimi yhdessa Rolf Nevanlinnan kanssa ohjaajana
maineikkaalle suomalaiselle matemaatikolle Lars Ahlforsille. Ahlfors todisti
kauan ratkaisemattomana olleen Denjoyn otaksuman kokonaisille funktioille
ja tasta saavutuksesta hén sai Fieldsin mitalin vuonna 1936 yhdessa amerik-
kalaisen Jesse Douglasin kanssa, joka puolestaan ratkaisi Plateaun ongelman.
Fieldsin mitali jaettiin vuonna 1936 ensimmaéisen kerran ja Lars Ahlfors on
ainoa suomalainen tdhdn mennesséd, joka on saanut kyseisen mitalin.

Tieteellisesti tuotteliaimpina vuosinaan Ernst Lindelof vietti viisi pidem-
paa ajanjaksoa ulkomailla: Tukholmassa 1890-91, Pariisissa 1893-94 ja 1898-
99 sekd Gottingenissd vuosina 1901 ja 1905. Tukholmassa hénen yhdyshen-
kilondan oli Gosta Mittag-Leffler, joka seurasi Lorenz Lindelofia professo-
rin virassa. Lindelof kirjoitti ensimméisen artikkelinsa Sur ['intégration de
l’équation différentielle de Kummer vuonna 1890. Kummerin differentiaali-
yhtélo on

z(1—2)y" + (v = (a+ B+ 1))y —afy =0,

jonka Gaussin esittdmaéa hypergeometrinen sarja

v, @B ale+ BB+ 5
F(Oé,ﬁ,%w)—1+1_7w+ oD Jzl < 1,

toteuttaa.

Kolme vuotta ensimmaéisen artikkelinsa jalkeen Ernst esitti viitoskirjansa
Sur les systemes et le calcul des invariants différentiels des groupes continus
finis. Se kasittelee transformaatioryhmien teoriaa, missd on mukana aérelli-
nen magra jatkuvia ryhméaparametreja. Téma teoria yleisesti pohjautuu nor-
jalaisen Sophus Lien (1842-1899) tuloksiin, jotka hén esitti kirjassaan Theo-
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rie der Transformationsgruppen (1888). Keskeisin késite Lien teoriassa on
inwvariantti, johon Lindelofkin tarttui véitoskirjassaan. Vaitokirjassa Lindelof
ldhinné yksinkertaistaa keinoja, miten 16ytdd annetun transformaatioryhmén
differentoituvat invariantit.

Ensimmiéisen Pariisin matkan aikana Lindelf kiinostui Emile Picardin
esittamistd olemassaolotodistuksista, jotka liittyivéat differentiaaliyhtél6ihin.
Picardin tulokset perustuivat perdkkaisiin approksimointeihin, joiden avulla
saatiin selville differentiaaliyhtélon ja -yhtaloryhmien ratkaisu. Lindelof pys-
tyi vahentdamaéén todistuksissa vaadittavia sdannollisyysehtoja seké laajenta-
maan ratkaisun maérittelyjoukkoa. Ensimmaéisen tuloksen hén esitti Comp-
tes Rendus (1894) julkaisussa, jota seurasi vield samana vuonna laajennettu
versio Journal de Liouville lehdessa.

Ernst Lindel6filld oli ainutlaatuinen ominaisuus loytaa periaatteita ja me-
todeja, jotka olivat yksinkertaisia ja tehokkaita. Nain tapahtui analyyttisen
jatkamisen kohdalla. Tésta hyvina esimerkkinéd on hanen tutkimuksensa Re-
marques sur un principe général de la théorie des fonctions analytiques vuo-
delta 1898. Oletetaan, etté funktiolla f(z) on tunnettu Taylor-kehitelma ori-
gossa ja ympyra C', missd tamé kehitelmé suppenee. Télloin, jos haluamme
laskea funktion f arvoja tehokkaasti ldhelld ympyrankehédd tai ympyran ul-
kopuolella, niin pitédé valita sellainen yhdesti yhtenédinen alue 7', joka tayttas
seuraavat ehdot: ensinnékin alueen T tulee siséltaé origo, toiseksi f(z) pi-
taa olla sddnnollinen T:sséd ja kolmanneksi alue T' pitda pystyd kuvaamaan
konformisesti yksikkokiekolle.

Kokonaisten funktioiden teoria oli jo ollut ranskalaisten matemaatikko-
jen, kuten Picard, Poincaré, Hadamard ja Borel, keskuudessa suosittu aihe.
Suomessa tdmé osa-alue ei ollut nostanut paatdan ennen Lindel6fin panos-
tusta. Vuonna 1902 tehdyssé laajassa tutkimuksessa Mémoire sur la théorie
des fonctions entieres de genre fini Lindelof teki perusteellisen tarkastelun
em. matemaatikkojen teorioihin. Han yksinkertaisti useita todistuksia ja li-
sdsi mukaan myos joitakin omia tuloksia. Esimerkiksi Poincaré, Hadamard ja
Borel olivat saaneet tulokset, ettd on olemassa luku p = inf{o | Z!i\" < o0},
kun p < p < p-+1, jolla log M(r) ~ r°, |é| ~n7Y ja ¥/|c,| ~nV/P. Tissi
p tarkoittaa pieninté lukua, jolla Weierstrassin tuloesitys

Fa =1 (1 2 ey
n=1 n

suppenee. Néista tuloksista ensimmaéistd Lindelof paransi siten, ettd termin
7 asemesta oli 7 (log 7)*" - - - (log®) r)* . Lindeldfin ty6 kokonaisten funktioi-
den saralla aloitti Suomessa uuden tutkimuskohteen: holomorfisten funktioi-
den arvojenjakautumisopin. Rolf Nevanlinna jatkoi Lindel6fin tyotéa ja hdnen
saavutuksensa talla alueella kuuluvatkin kiistatta kansainvélisesti tunnetuim-
piin, mitéd suomalaiset matemaatikot ovat tehneet kautta aikojen.

Pariisissa ollessaan Ernst Lindelof tutki ahkerasti kompleksianalyysia ja
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erityisesti Cauchyn alkuperéisia tuotoksia, jotka olivat pirstoutuneet yli 700
pieneen muistiinpanoon. Erityisesti Lindeltfia kiinnosti Cauchyn yleiset te-
hokkaat tyokalut, joilla voitiin laskea mm. sarjoja ja integraaleja. Naista tyo-
kaluista kaikista tédrkein oli residylause. Lindel6fin ensimméinen kirjoitus tés-
td aihepiiristd oli Quelques applications d’une formule sommatoire general
vuodelta 1902. Téssa kirjoituksessa Lindeldf johti puolisuunnikassddnnon

W+ £ 4ot 30 = [ fla)da+ R,

jaannostermin residylauseen avulla. Residylauseen sovelluksina Lindelof johti
uusia esitysmuotoja Bernoullin polynomeille ja Eulerin summakaavan jadn-
ndstermille. Eras kiinnostava sovellus oli Taylor-kehitelméan avulla méaritel-
lyn funktion analyyttinen jatkaminen. Toinen merkittéva sovellus liittyi Rie-
mannin (-funktioon, jonka summakaava mahdollistaa sen nollakohtien eris-
tamisen vychon 0 < Rz < 1.

Vuoden 1902 tutkimusten my6téd Lindelof tunnustettiin maailmanlaajui-
sesti Cauchyn kompleksianalyysin asiantuntijaksi. Téstd johtuen Emile Bo-
rel pyysi hantéd kirjoittamaan aiheesta monografian kokoelmaan Collection
de monographies sur la théorie des fonctions, missé hénen itsenséa lisdksi mu-
kana oli maineikkaita matemaatikkoja, kuten Lebesque, Baire, Denjoy, Fréc-
het, Painlevé ym. Tdma monografia tunnetaan erinomaisena kirjana nimelté
Calcul des résidus, joka ilmestyi 1905.

Kirjassaan Lindelof pyrki jaljittdméadan lukuisten kirjoitusten alkuperén
ja nain ollen antamaan arvon tuloksista niiden keksijoille. Kirjan alussa Lin-
delof esittelee perustuloksia kompleksianalyysistd ja residylauseen. Toinen
luku késittelee valikoiman residylauseen sovelluksia, kuten uuden todistuk-
sen Jensenin lauseelle, analyyttiset kaavat Bernoullin ja Eulerin luvuille ja
lukuisten integraalien maérittdmisen, joista esimerkkina fooo (110 fgd =z
Kolmas luku on laajennettu versio tutkimuksesta Quelques applications d’une
formulae sommatoire general. Neljinnessa luvussa Lindelof esittdd yhteyden
Eulerin gammafunktiolle ja Riemannin (-funktiolle, ja viimeinen luku koskee
analyyttista jatkamista.

Bernhard Riemann (1826-1866) esitti viitoskirjassaan kuuluisan kuvaus-
lauseensa: Olkoon G laajennetun kompleksitason yhdesti yhtenéinen alue,
jolla on ainakin kaksi reunapistetti. Télloin G on konformisesti ekvivalentti
yksikkokiekon kanssa. Vuoden 1908 tienoilla kiinnostus kuvauslausetta koh-
taan oli suuri Poincarén ja Koeben toiden myo6téa. Heiddan tyonsa keskittyivat
osittain kuvauksen reunakiyttaytymisen tutkimiseen ja uusien keinojen ke-
hittdmiseen, joita tarvittaisiin Riemannin kuvauslauseen todistamisessa uu-
denlaisella tavalla. Kuvauksen reunakéyttdytyminen on erikoistapaus saan-
nollisen funktion kiyttaytymisestéd alueen reunalla, joka puolestaan on ldhellé
holomorfisten funktioiden kdyttaytymisen tutkimista oleellisten erikoispistei-
den ympaéristossa sekd kokonaisten funktioiden teoriaa ja niiden arvojenja-
kautumisoppia, ja loppujen lopuksi Picardin lausetta. Nama olivat Lindelofin
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tutkimuskohteita vuodesta 1907 eteenpéin ja niistd han kirjoitti monia tutki-
muksia, joista esimerkkeind Mémoire sur certaines inégalités dans le théorie
des fonctions monogénes et sur quelques propriétés nouvelles de ces fonc-
tions dans le voisinage d’un point singulier essentiel (1908) ja Sur un princi-
pe général de I’Analyse et ses applications a la théorie de la représentation
conforme (1915).

Lindelof kehitti teoriaa lukuisien parannusten ja lisdysten kautta. Hanen
suurin mielenkiintonsa keskittyi kuitenkin elegantteihin ja yhdenmukaisiin
metodeihin. Néin ollen ei ole mitenkdén erikoista, ettd hanen tutkimuksien-
sa otsikoissa ilmenee sana periaate hyvin usein. Esitimme seuraavaksi neljé
Lindelofin kehittaméa periaatetta.

Vuonna 1908 kirjoitetun tutkimuksen ldhtokohtana oli Lindeldfin periaa-
te. Se on Schwarzin lemman yleistys, jonka mukaan jos f(¢) on sdénndllinen
ja |f(t)] <1 pétee yksikkdympyrassa ja jos f(0) = 0, niin |f(t)| < |¢| yksik-
koympyralla. Lindelofin yleistetty versio Schwarzin lemmasta on seuraavan-
lainen: Olkoot X ja Z yhdesti yhtenéisié alueita x ja z-tasoilla. Olkoot ¢ ja
v Greenin funktioiden sama-arvokéyria alueilla X ja Z sekd zy ja zg ovat
niiden mielivaltaisesti valittuja napoja. Liséksi olkoot z = f(z) sddnnollinen
X:ssd, f(z) € Z ja f(xg) = 2. Téll6in f(x) kuvaa sama-arvokiyrén c, ra-
joittaman alueen ~,:n rajoittamalle alueelle kaikilla kertaluvuilla A\. Greenin
funktio tarkoittaa funktiota, joka tdyttdd ehdot: Funktio g(z,a) on harmo-
ninen alueessa G' lukuunottamatta pistettd z = a, jossa silla on logaritminen
napa: ¢g(z,a) = log ﬁ +u(z, a), missé funktio u(z, a) on G:ssi harmoninen.
Liséiksi G:n reunalla I" funktio g(z,a) on jatkuva ja yhtésuuri kuin 0.

Maksimiperiaatteen mukaan holomorfisen funktion itseisarvo |f(z)| saa-
vuttaa maksiminsa suljetun alueen reunalla. Avoimen alueen T tapauksessa
funktion f(z) ei vélttaméatta tarvitse olla méadritelty reunalla C'. Néin ollen
témé periaate voidaan esittéé muodossa: Olkoon f(§) = limsup ey ,_¢|f ()],
kun ¢ € C. T#lloin, jos kaikilla ¢ € C pitee |f(&)| < M, niin |f(z)] < M
kaikilla z € T

Edellisesta periaattesta saadaan hyodyllinen tulos heikentdmalla sen ole-
tuksia. Oletetaan |f(¢€)] < M, kun ¢ € C'\ E, missd E on reunalla olevien
erikoispisteiden joukko. Oletetaan lisdksi, ettd sdannollinen "vaimennusfunk-
tio” w(x) on T:ssé olemassa ja 0 < |w(x)| < 1. Lisdksi oletamme, etté

Vo > 0:limsuplw?(z)f(z)| < M  kaikilla{ € E.

z€T ,x—E

Talloin |f(x)] < M kaikilla x € T. Tamé periaate tunnetaan kirjallisuudes-
sa nimelld Phragménin-Lindelofin periaate, ja se esitettiin artikkelissa Sur
Pextension d’un principe classic de I’Analyse et sur quelques propriétés des
fonctions monogénés dans le voisinage d’un point singulier, joka on vuo-
delta 1908. Lindelof kehitti sen yhteistydssa ruotsalaisen matemaatikon E.
Phragménin kanssa.

ol



Oletetaan, ettid |f(¢)] < M on voimassa koko reunalla C, kun f(£) <
o < M pétee reunan osalla 7. Liséksi v peittdd reunasta korkeintaan 1/n
sisépisteests zy € T katsottuna. Talléin |f(zo)| < M®™=D/ngt/n,

Lindelof pystyi todistamaan tydkalujensa avulla lukuisia tarkeita tulok-
sia, jotka koskivat konformikuvauksia ja holomorfisen funktion kdyttaytymis-
ta krittisten pisteiden ymparistossa. Han esitti yksinkertaisten menetelmien
avulla todistuksen Picardin lauseelle. Lisdksi kolmen viimeisen periaatteen
avulla Lindelof osoitti, ettd yhdesti yhtendisen alueen T' kuvaus yksikkdym-
pyralle pysyy bijektiivisend ja jatkuvana reunalla C', kun se sisdltda yhte-
naisen polun. Tulos, joka kantaa nimed Phragménin-Lindeldfin lause, késit-
telee holomorfisen funktion kiyttaytymista kriittisten pisteiden lahettyvilla.
Se juontaa em. artikkelista ja perustuu kolmantena esitettyyn periaatteeseen.
Siiné oletetaan, ettéd alueella 7' on reunapisteend oo ja alue on kulman 7/«
levyinen. Lisiksi funktiolla f(z) pétee |f(¢)] < C T:n reunalla paitsi mah-
dollisesti dédrettomyydessd. Talloin joko |f(x)| < C koko T:ssd tai f(z) on
vahintdan astetta a, missid « vastaa aikaisemmin maériteltya lukua p.

Analyyttisen lukuteorian alueella Lindelof teki mielenkiintoisen artikke-
lin Quelques remarques sur la croissance de la fonction ((s), joka perustui
Phragmeénin-Lindel6fin lauseeseen. Osoittaakseen Riemannin (-funktion kas-
vua imaginaariakselin suunnassa Lindelof esitti reaalifunktion

: (o +it)]
(o) = limsup ———
)P g

Lindeldf osoitti, ettéd pu(o) = 5 —o, kun o < 0 ja (o) = 0, kun o > 1. Liséksi
hén osoitti, ettd u(o) on jatkuva ja alaspéin konveksi vyossd 0 < Rz < 1.
Edelleen Lindeldf otaksui, ettd p(3) = 0 eli kiyrd ¢ = p(o) on itse asias-
sa murtoviiva. Matemaatikko Littlewood osoitti vuonna 1912, ettd Lindelo-
fin otaksuma on seuraus kuuluisasta Riemannin hypoteesista, jonka mukaan
kaikki (-funktion triviaaleista nollakohdista (eli parillisista negatiivisista ko-

konaisluvuista) eroavat nollakohdat sijaitsevat suoralla o = %
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