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Tiivistelma

Tutkimusta tehtédessa saatetaan padtyé tilanteeseen, jossa analysoitavaa aineis-
toa ei voida tyydyttavasti mallintaa parametristen mallien, kuten parametrisen
regression avulla. Tall6in aineiston mallinnusta voidaan ldhestyé epaparamet-
risten menetelmien kautta. Epaparametrisia aineiston mallinnusmenetelmia on
olemassa useita, joista téssa tutkielmassa kasitellaan regressiosplinia ja tasoit-
tavaa splinié. Tyossa osoitetaan, kuinka splinien avulla voidaan joustavasti mal-
lintaa seké aineiston odotusarvokéyraa ettd kovarianssimatriisia.

Odotusarvon estimointi niin poikittais-, kuin pitkittaisaineiston tapaukses-
sa on perinteinen sovellusala, johon splineja on kaytetty. Tassé tutkielmassa
esitetaan, kuinka regressiosplini ja tasoittava splini voidaan muodostaa riip-
pumattomien havaintojen aineistosta. Kyseisten spliniestimaattorien kaytan-
non toimivuutta havainnollistetaan puun runkokayran esimerkkiaineiston avul-
la. Tutkielmassa osoitetaan myos, kuinka tasoittavalla kuutiosplinilla voidaan
poikittaisaineiston lisdksi mallintaa myo6s pitkittaisaineiston odotusarvokayraé.
Koska tasoittavan kuutiosplinin ja lineaarisen sekamallin vélilla on 16ydettavis-
sd yhteys, myos lineaarinen sekamalli esitelldan lyhyesti tyossa ja osoitetaan,
kuinka kyseinen yhteys muodostuu.

Pitkittéaisaineiston ominaispiirteena on havaintojen sisédinen korreloitunei-
suus, minké johdosta kovarianssimatriisin onnistunut mallinnus on olennainen
osa kédyran sovitusta. Perinteisesti kovarianssimatriisia on mallinnettu esimer-
kiksi erilaisten kovarianssirakenteiden avulla, jotka kuitenkin kaytannon so-
velluksissa osoittautuvat usein liian rajoittuneiksi. Téassa tutkielmassa osoite-
taan, kuinka tasoittavia kuutiosplineja voidaan odotusarvon mallinnuksen li-
saksi hyodyntaa myos kovarianssimatriisin parametrien estimoimisessa. Lah-
tokohtana toimii modifioitu Choleskyn hajotelma, jonka termien alkioita voi-
daan estimoida tasoittavilla kuutiosplineilla ja saavuttaa nain aineistoon hy-
vin sopiva kovarianssimatriisi. Menetelmén toimivuutta havainnollistetaan 40
Suomenkarja-rotuisen sonnin painon kasvukéyraaineiston avulla.

Asiasanat regressiosplini, luonnollinen tasoittava kuutiosplini, kasvukayra-
malli, lineaarinen sekamalli, modifioitu Choleskyn hajotelma
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1 Johdanto

1.1 Tutkielman lihtokohta: epaparametrinen
regressiomalli

Parametrinen regressiomalli on klassinen ja laajalti kaytetty tilastollinen mal-
linnusmenetelma. Siinéd oletuksena on, etta regressiofunktion muoto on taysin
tunnettu lukuun ottamatta aarellistd madraéd tuntemattomia parametreja. Na-
mé tuntemattomat parametrit voidaan estimoida sopivan tilastollisen mene-
telman, kuten pienimman neliGsumman menetelméan avulla ja saavuttaa néin
mallin odotusarvoestimaatit. (Eubank 1999.)

Kuitenkin monissa sovelluksissa parametrinen regressio saattaa osoittautua
litan rajoittuneeksi ja usein ongelmaksi muodostuu tarpeeksi vihaparametri-
sen mallin loytaminen, joka kuitenkin estimoi aineiston odotusarvokéyran riit-
tavan hyvin. Mikali aineistoon sovitetaan epésopiva regressiomalli, paadytadn
helposti harhaanjohtaviin johtopaatoksiin. (Miiller, 1980.) Téllainen tilanne on
néhtévissa kuviossa[l.1] jossa alaluvussa 2.1 esiteltéavin Puu-aineiston esimerk-
kipuulle on sovitettu kolmannen asteen polynomi. Kuviosta on helppo havaita,
ettei estimoitu kayra mallinna aineistoa tyydyttavésti.
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Kuvio 1.1. Kolmannen asteen polynomin sovitus esimerkkipuulle.



Epéaparametrinen regressiomalli tarjoaa vaihtoehtoisen lahestymistavan, kun
tavoitteena on mallintaa kuvion kaltaista aineistoa, johon parametrinen
regressiomalli sopii heikosti. Epdparametrisessa regressiossa funktion muotoa
ei ole rajoitettu parametrien kautta, vaan ainoana oletuksena on, etta regres-
siokéyra kuuluu johonkin funktioavaruuteen. Télloin esimerkiksi oletetaan, etta
funktio on k kertaa jatkuvasti differentioituva (Miiller 1980.) Kyseinen léhes-
tymistapa on aineistopohjainen, jolloin estimoitava aineisto méarittelee téay-
sin odotusarvofunktion muodon. Tavallisesti mallin monimutkaisuutta voidaan
saadelld yhden tai kahden niin kutsutun tasoitusparametrin avulla. (Wu &
Zhang 2006.)

On olemassa monia epaparametrisia regressiomenetelmié, joista suosittuja
ovat muun muassa kernel-tasoitus, paikalliset polynomisovitteet (local poly-
nomial fitting), regressiosplinit ja tasoittavat splinit. Téssé tyossa késitellaan
menetelmista regressiosplinia ja tasoittavaa splinia.

1.2 Splinimenetelmien sovelluksia

Kirjallisuudessa on laaja valikoima teoksia, joissa poikittaisaineiston odotusar-
von estimointia splinitasoitusmenetelmin on kasitelty. Regressiosplineista esi-
tyksen antaa esimerkiksi Eubank (1998, 1999) ja tasoittavia splineja ovat ké-
sitelleet muun muassa Wahba (1990) seké Green ja Silverman (1994). Kuiten-
kin vasta viime vuosina on havaittu epaparametristen mallinnusmenetelmien
kayttokelpoisuus myos pitkittaisaineiston tapauksessa ja menetelmien kehittely
onkin ollut kasvavan kiinnostuksen kohteena. Miller (1988) oli ensimmaéinen,
joka sovelsi epaparametrisia menetelmia pitkittaisaineistoon. Kuitenkin hanen
teoksessaan jokaisen yksilon odotusarvokayrad on mallinnettu erikseen, min-
ké johdosta menetelma on yhteneva poikittaisaineiston mallinnusmenetelmien
kanssa. Myohemmin pitkittaisaineiston regressiosplinitasoitusta ovat kasitelleet
muun muassa Shi, Weiss ja Taylor (1996), Rice ja Wu (2001) sekd Huang, Wu
ja Zhou (2002). Tasoittavia splinejé puolestaan ovat kdyneet lapi muun muassa
Brumback ja Rice (1998), Wang (1998a,b) seké Lin ja Zhang (1999). Viimeisim-
mista julkaisuista kattavan esityksen eri menetelmistéa tarjoavat muun muassa
Wu ja Zhang (2006).

Odotusarvokéyran mallintaminen on perinteinen, muttei ainoa sovellus jo-
hon splinejé on kaytetty. Viime vuosina splinipohjaisia menetelmia on sovellet-
tu tuloksekkaasti muun muassa puun runkokayrin ennustamisessa. Ensimmai-
sena tasoittaviin kuutiosplineihin perustuvan puun runkokédyran ennustamis-
menetelmén esittivit Mottonen ja Nummi (2002) ja mydhemmin menetelméé
ovat késitelleet ja kehittaneet eteenpédin muun muassa Nummi ja Mottonen
(2004a) seké Koskela, Nummi, Wenzel ja Kivinen (2006).

Tassa tyossa esitelladn viela erds tutkimuksen alla oleva sovellusala, jossa ta-
soittava kuutiosplini osoittautuu kayttokelpoiseksi véalineeksi. Kovarianssimat-
riisin mallinnus on perinteisesti pohjautunut erilaisiin rakenteellisiin malleihin,
jotka kuitenkin kaytannon tilanteissa osoittautuvat usein liian rajoittuneiksi.



Tassa tutkielmassa esitelladn aineistopohjainen menetelmé, jossa modifioitua
Choleskyn hajotelmaa ja tasoittavia kuutiosplinejé hyodyntamalla saavutetaan
aineistoon hyvin sopiva kovarianssimatriisi.

1.3 Tutkielman tavoitteet ja rakenne

Tutkielman tavoitteena on osoittaa, kuinka splinien avulla voidaan joustavas-
ti ja tehokkaasti mallintaa samanaikaisesti sekd odotusarvokayraa etta kova-
rianssimatriisia. Késiteltaviat menetelmat ovat regressiosplini ja tasoittava spli-
ni ja padhuomion tyosséa saa erityisesti tasoittava kuutiosplini. Teorian ja kéy-
tdnnon esimerkkien avulla lukija perehdytetdan splinifunktioiden tarkeimpiin
ominaisuuksiin ja osoitetaan, kuinka tasoittavan kuutiosplinin avulla voidaan
saavuttaa paitsi tehokkaat odotusarvoestimaatit, myos joustavasti estimoida
kovarianssimatriisin parametreja.

Johdannon ja loppupéaatelmien lisédksi tyo rakentuu kolmesta paaluvusta.
Luvussa 2 esitelldan aluksi aineistot, joiden avulla odotusarvon ja kovarianssi-
matriisin mallinnusta on kaytdnnossé pyritty havainnollistamaan. Alaluvussa
2.1 esitelldadn odotusarvon estimoimisessa kaytetty Puu-aineisto ja alaluvussa
2.2 kovarianssimatriisin mallinnusta havainnollistava Sonni-aineisto.

Luku 3 kasittelee odotusarvon mallintamista splinifunktioden avulla ja ka-
sittelyyn on otettu sekéd poikittais- etta pitkittdisaineiston odotusarvokéyré.
Alaluvussa 3.1 esitellaén aluksi regressiosplini, kun mallinnettava aineisto koos-
tuu riippumattomista havainnoista. Pitkittaisaineiston regressiosplinié ei tyossa
kasitelld, silla regressiosplinin tarkoituksena on toimia ainoastaan johdatteluna
tyon varsinaiseen kiinnostuksen kohteeseen, tasoittavaan spliniin. Poikittaisai-
neiston tasoittava splini esitelladn alaluvussa 3.2, jonka jalkeen alaluvussa 3.3
kaydaan lapi tasoittava splini pitkittédisaineistolle. Koska tasoittavan kuutio-
splinin ja lineaarisen sekamallin vélilla on l6ydettavissa yhteys, myos lineaari-
nen sekamalli esitelladn alaluvussa 3.4 ja osoitetaan, kuinka kyseinen yhteys
muodostuu.

Luvussa 4 kdydéaan lapi kovarianssimatriisin mallinnusta. Alaluvussa 4.1 lu-
kija perehdytetadn aluksi pitkittaisaineistossa kaytettaviin klassisiin kovarians-
simatriisin mallinnuskeinoihin, jonka jalkeen alaluvussa 4.2 esitellaédn uusi, mo-
difioituun Choleskyn hajotelmaan perustuva menetelméa mallintaa kovarianssi-
matriisia splinien avulla. Alaluvussa 4.3 menetelméa havainnollistetaan kay-
tannon aineistolla ja osoitetaan kolmea eri mallia vertailemalla menetelmén
toimivuus. Alaluvun 4.3 tuloksia on kiytetty myos julkaisussa Nummi, Kéaria
ja Pan (2007).



2 Esimerkkiaineistot

2.1 Puu-aineisto

Odotusarvon mallintamista on havainnollistettu esimerkkiaineistolla, jossa met-
sdménnyn rungon halkaisija on mitattu 83 eri runkopisteesséi. Alkuperiinen ai-
neisto, josta esimerkkipuu on poimittu, koostuu yhteensa 25 metsamannysta.
Jokaisesta mannysta mitattiin rungon halkaisija manuaalisesti 10 cm vélein ty-
vestéd latvaan pain, jonka jalkeen mittaukset tasoitettiin eksponentiaalisesti ja
otettiin mukaan vain 30 cm vélein tehdyt mittaukset. Myos tyvimittaukset vé-
liltd 0-140 cm jatettiin aineistosta pois. Lopullinen aineisto koostuu siis 25:sté,
tasavalein mitatusta rungosta. Mittauksia rungoilla on eri maéra, joka vaihtelee
valilla 13-83. (Nummi & Mottonen 2004b.)

Tassa tutkielmassa 25 puun datasta on poimittu esimerkkiaineistoksi puu
numero 6, jolla on yhteensd 83 tasavélein tehtya runkomittausta. Tyossa esi-
merkkipuun avulla on pyritty havainnollistamaan riippumattomien havainto-
jen odotusarvokayran mallintamista. Riippumattomuusoletus ei tietenkaan voi
taysin pitda paikkaansa aineistossa, jossa samalle puulle on tehty toistuvia mit-
tauksia. Koska esimerkin tarkoituksena on kuitenkin ainoastaan antaa graafi-
nen esitys splinin sopivuudesta aineistoon, ei korrelaatiorakenteen poisjattoa
voida pitda ongelmana.

2.2 Sonni-aineisto

Luvussa 4 havainnollistetaan kovarianssimatriisin mallinnusta 40 sonnin esi-
merkkiaineiston avulla, joka on osa suurempaa, 2712 sonnin aineistoa. Al-
kuperdinen aineisto koostuu 2136 Ayshire-, 338 Suomenkarja- ja 238 Frisian-
rotuisesta sonnista, joiden painon kehitysta on seurattu vuosien 1965-1977 vé-
lisené aikana Suomessa. Vuosina 1965-1969 mittaukset sonneille suoritettiin
30-365 paivén idssa 30 péivan vélein (yhteensa 12 aikapistettda). Vuosien 1970
1974 valisena aikana testausajanjakso oli 60-365 paivéia ja elainten painot mi-
tattiin ensin 60 ja 80 paivan idssa, jonka jalkeen loput mittaukset tehtiin 30
péivan vélein 365 paivan ikdén asti (yhteensd 8 mittauspistettd). Lopuksi vuo-
sina 1975-1977 sonnit mitattiin ainoastaan 4 aikapisteessa: ikapaivina 60, 180,
270 ja 365. (Liski 1987.)

Alkuperéinen aineisto ei ole taydellinen, vaan erityisesti suuri maara 30 pai-
véan iassa tehtyja mittauksia vuosien 1966-1969 valisené aikana puuttuu. Usei-
ta puuttuvia mittauksia esiintyy myos vuosien 1970-1974 ikapéaivina 90, 120 ja



150. Vuosien 1965-1967 vélisené aikana aineisto siséltda ainoastaan Ayshire- ja
Suomenkarja-rotuisia sonneja ja vuonna 1968 ainoastaan 4 Frisian-rotuista son-
nia. Yksityiskohtaisempaa tietoa aineistosta on saatavilla julkaisuista Linstrom
ja Maijala (1970) seka Liski (1987).

Tamén tyon esimerkkiaineistoon on otettu mukaan vuonna 1966 syntyneet
Suomenkarja-rotuiset sonnit, joita on yhteensa 40 kappaletta. Mittauspistei-
td on yhteensa 12 ja ne on tehty tasaisin vélein ja kaikille yksiloille samoina
ajanhetkind. Myoskadn puuttuvia havaintoja ei esiinny, joten aineisto on tasa-
painoinen ja téydellinen. Kyseessé on siis niin kutsuttu kasvukayraaineisto (ks.
alaluku 3.3.4).



3 Odotusarvon estimointi

Oletetaan aluksi poikkileikkausaineiston tilanne, jossa satunnaisotannalla poi-
mituista yksiloistd on saatu kustakin yksi mittaus. Aineistossa on siis n riip-
pumatonta havaintoa ja tavoitteena on estimoida mallin

odotusarvokayra f(t). Mikali kayraéd f(¢) ei voida tyydyttavésti mallintaa pa-
rametrisen regressiomallin avulla, voidaan ongelmaa lahestya epaparametristen
menetelmien kautta. Malli on nyt niin kutsuttu yksinkertainen epépara-
metrinen regressiomalli (simple nonparametric regression model), missi vas-
temuuttujan y;, j = 1,...,n arvot on mitattu erillisissé mittauspisteissa ¢;,
J = 1,...,n. Lisaksi virhetermien ¢;, 7 = 1,...,n oletetaan olevan riippumatto-
mia ja normaalisti jakautuneita e; ~ N (0, o%). Matemaattisesti funktio f(¢) on
vastemuuttujan y; ehdollinen odotusarvo, kun ¢; oletetaan tunnetuksi

(Wu & Zhang 2006.)

Pitkittéisaineisto puolestaan koostuu usean yksilon toistuvista mittauksis-
ta, joiden sijainti ja méara saattavat vaihdella eri yksiloiden vélilla. Lisédksi
pitkittiisaineiston ominaispiirteenéd on, ettd yksiloiden valiset mittaukset ole-
tetaan toisistaan riippumattomiksi, mutta sisdisten mittausten ei voida olettaa
olevan riippumattomia. Nyt epédparametrinen regressiomalli voidaan maéritella
seuraavasti

(32) Yij = f(t”) + €i<tij)7 j = 1, 2, ceey NG5 1= 1, o n,

missa y;; on 4. yksilon j. vastemuuttujan arvo, kun ¢ = 1,...,n, j = 1,...,n,;
ja t;; on vastaava mittausajankohta seka €;(¢;;) vastaava virhetermi. Liséksi n;
ilmaisee 7. yksilon mittausten maaran. Kuten mallissa (3.1)), nyt myds f(¢) on
kiinted, mutta tuntematon populaation odotusarvofunktio, joka voidaan esti-
moida aineiston perusteella. Wu ja Zang (2006) kutsuvat mallia epapa-
rametriseksi populaation odotusarvomalliksi (nonparametric population mean
model). Malli on verrattavissa yksinkertaiseen epaparametriseen regres-
siomalliin silld erotuksella, ettd mallin mittausvirheet eivit ole riip-
pumattomia, vaan Cov(e;) = 0?R;, missi €; = (€1, ..., €n.) ja 0> R; on yksilon
i kovarianssimatriisi. (Wu & Zhang 2006.)
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Tassa luvussa esitelladn kaksi epaparametrista ldhestymistapaa mallintaa
odotusarvofunktiota f(t). Késiteltavit menetelmét ovat alaluvussa 3.1 esitet-
tava regressiosplini seké alaluvuissa 3.2 ja 3.3 kéasiteltava tasoittava splini. Eri-
tyisen mielenkiinnon kohteena on tasoittava kuutiosplini. Koska tasoittavan
kuutiosplinin ja lineaarisen sekamallin valilla on loydettavissa yhteys, myos li-
neaarinen sekamalli esitellaédn alaluvussa 3.4.

3.1 Regressiosplini

Regressiosplini on eras tasoitusmenetelmé, jolla voidaan estimoida aineiston
odotusarvokayraa. Téssa alaluvussa osoitetaan, kuinka odotusarvokayraa voi-
daan mallintaa regressiosplinin avulla aineiston koostuessa riippumattomis-
ta havainnoista. Padhuomion saa erityisesti kuutiollinen regressiosplini, jonka
muodostus kaydaan luvussa lapi yksityiskohtaisesti. Koska regressiosplinissa
solmukohtien maérén ja sijainnin maarittaminen osoittautuu keskeiseksi tehtéa-
véksi, esitelladn luvussa myos joitakin yleisesti tunnettuja menetelmié, joiden
avulla solmuongelma voidaan ratkaista.

Pitkittéisaineiston regressiosplinia ei tassa tyossa késitella, mutta kattavan
esityksen kyseisestéd aiheesta tarjoavat muun muassa Wu ja Zhang (2006).

3.1.1 Regressiosplinin muodostus

Oletetaan siis riippumattomien havaintojen aineisto, jolloin pdaméaréna on
estimoida mallin (3.1)) odotusarvokéyra f(t). Olkoot pisteet

Tos T1, T2y ooy TKy TK+1

madariteltyja valilla [a, b] siten, ettd a = 790 < 71 < ... < T < Txy1 = b. Naita
pisteita on tapana kutsua solmuiksi. Solmut jakavat vélin [a, b] osavéleihin

[Ty Tri1) 5 r=0,1,.., K,

siten, etta jokaisen vierekkaisen solmukohdan 7, ja 7,.1, r = 0,1, ..., K, valis-
sé kulkee p-asteinen polynomi. Solmukohdissa kéyra ja sen p — 1 derivaattaa
ovat jatkuvia, mutta viimeinen derivaatta voi olla epajatkuva. Astetta p oleva
regressiosplini solmukohdilla 7., » = 0, 1, ..., K on siis p-asteinen paloittain maa-
ritelty polynomi, jonka polynomisegmentit liittyvit yhteen solmuissa 1, ..., K.
(Wu & Zhang 2006.)

Regressiosplini voidaan muodostaa niin kutsutun p asteisen typistetyn po-
tenssikannan (truncated power basis)

(3.3) Lttt (t—1)h, (t— )%, ., (= TR

avulla, missid wy = max(0,w) sekd w = [w;]F on w:mn positiivinen osa. Voi-
daan havaita, ettd kannan (3.3)) ensimmaéiset (p+ 1) funktiota ovat polynomeja
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asteeseen p asti ja loput kantafunktiot ovat p asteen typistettyja potenssifunk-
tioita. Nyt p asteinen regressiosplini voidaan lausua muodossa

P K
(34) f(t) = Z ﬁsts + Z ﬁp-‘r’l‘(t - Tr)ﬁa
s=0 r=1

missa 7, ..., Tx ovat regressiosplinin solmukohdat ja 5y, 31, ..., Bp+x vastaavat
kertoimet. Tavallisesti valitaan p = 1,2, tai 3, jolloin tuloksena saadaan line-
aarinen, neli6llinen tai kuutiollinen regressiosplini. (Wu & Zhang 2006.)

Kantafunktiota kutsutaan myo6s ”+”-funktioksi (Smith 1979) ja sen
avulla regressiosplini on helppo muodostaa. Toinen suosittu kantafunktio on
B-splinikanta (de Boor 1978) ja my6s esimerkiksi kopioivan ytimen Hilbertin
avaruutta (reproducing kernel Hilbert space) voidaan kdyttéé regressiosplinin
kantana (Wahba 1990). Monimutkaisemmat kannat ovat usein laskennallises-
ti kantaa tehokkaampia, mutta kannan etuna on sen antama selvi
tilastollinen tulkinta regressiosplinille: regressiosplini voidaan sovittaa aineis-
toon kayttaméalla pienimmén nelidsumman menetelmééd (Smith 1979). Téhan
palataan tarkemmin seuraavassa alaluvussa.

3.1.2 Kuutiollinen regressiosplini

Kuutiollisten splinien on vaitetty olevan matala-asteisimpia splinifunktioita,
joissa solmukohtien epajatkuvuutta ei voida silmin havaita. Toisaalta tuskin
koskaan on syyté kayttaa yli kolmannen asteen splineja, minké johdosta kuu-
tiolliset splinit ovatkin kdytdnnon sovelluksissa suosittuja valintoja. (Hastie,
Tibshirani & Friedman 2001.) Jatkossa keskitytaankin kuutiolliseen regressio-
spliniin, jolloin saa muodon

3 K

(35) f(t) = Z ﬁsts + Z 63+7"<t - Tr)ju
s=0 r=1
Olkoon kannalla (3.3) nyt vektoriesitys

/
O(t) = Lt 285, (t—m)h, o (E = 7i)3 ]

missd k = K + p+ 1 = K + 4 on kantafunktioiden lukuméaré. Vastaavasti
merkitaan malliin liittyvia kertoimia

/8 = [507 "'7ﬁ37ﬁ47 "'7ﬁ3+K]/ .

Kuutiollinen regressiosplini (3.5 voidaan nyt lausua muodossa

f(t) = 2u(t)B,
jolloin mallille (3.1)) saadaan lineaarisen mallin matriisiesitys

(3.6) y=Xp0+e,

12



missa

Oletetaan, ettd n > k ja ettd X:lla on tédysi sarakeaste. Télloin myos X'X
on taysiasteinen ja siis ei-singulaarinen. Luonnollinen estimaattori lineaarisen
mallin kertoimille 3 on tavallinen pienimmén nelibsumman (ordinary least
squares, OLS) estimaattori

B=(X'X)"'Xy.
Vastaava funktion f(t) sovite on
(3.7) filt) = 24() (X' X) ' Xy,

jota tavallisesti kutsutaan f:n regressiosplinitasoittimeksi (regression spline
smoother). Erityisesti mittauspisteissa t;, j = 1, ..., n saadaan

9 = X(X'X) ' X'y = Ay,
missé G, = (01, ..., %), kun 9; = fi(t;), j =1, ..., n ja matriisia
(3.8) A, = X(X'X)'X'

kutsutaan regressiosplinin tasoittajamatriisiksi (regression spline smoother mat-
rix). Matriisi on idempotentti ja symmetrinen, eli se toteuttaa ehdot
A} = Ay ja A} = Ay Lisiksi df = tr(Ay) = k, eli matriisin Ay jalki kertoo
seka regressiosplinin kantafunktioiden, ettd vapausasteiden lukumééaran.
(Wu & Zhang 2006.)

3.1.3 Solmukohtien valinta

Solmukohtien méaarén ja sijainnin oikeanlainen méarittdminen on térkein osa
onnistunutta regressiosplinin sovitusta. Mikéli solmut sijoitetaan huonosti, saa-
tetaan menettda joitakin yksityiskohtia kayrastd. Liian monen solmukohdan
valinta taas johtaa sovitetun splinin suureen paikalliseen vaihteluun. (Smith &
Kohn 1996.)

Erilaisia menetelmié solmukohtien méaran ja sijainnin méarittdmiseksi on
kehitetty useita. Wun ja Zhangin (2006) esitystd seuraten, téassi alaluvussa
esitelladn lyhyesti kolme laajalti kédytettyd menetelméd méarittaa solmukoh-
tien sijainti. Enemmaéan solmujen valintamenetelmistd ovat kirjoittaneet muun
muassa Friedman ja Silverman (1989), Friedman (1991) sekd Smith ja Kohn
(1996).
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Solmut tasavalein. Tamé menetelméa ottaa solmukohdiksi K tasavéilein
méadriteltyé pistettéd kiinnostuksen kohteena olevalta vélilta [a, b]. Solmut maa-
ritelladn seuraavasti:

r=a+ (b—a)r/(K +1), r=12..,K.

Menetelméa on riippumaton mittauspisteista t;, j = 1,...,n ja toimii yleensa
hyvin silloin, kun mittauspisteet ovat tasaisesti jakautuneita valilla [a, b].

Solmuina otoskvantiilit. Tamé menetelma kayttad tasaisin vilein méaa-
riteltyja, mittauspisteiden ¢;, j = 1,2,...,n otoskvantiileja solmuina. Olkoot
tay, ..., t(n) mittauspisteiden jarjestystunnusluvut. Talloin K solmut maéritel-
laan kaavalla:

Tr = L4 frn/(K+1)])s r=12..,K.

Oheinen menetelméa on mukautuva, silld se asettaa enemmén solmuja sinne,
missé mittauspisteita sijaitsee enemmaéan. Mikali mittauspisteet ovat tasaisesti
jakautuneita, antaa menetelmé suurin piirtein samat solmukohdat kuin tasa-
valinen menetelma.

Mallinvalintapohjainen menetelma. Taméa menetelmé kayttaa kaikkia
mittauspisteitd solmuehdokkaina. Kun regressiosplinin muodostuksessa kéyte-
taén typistettyd potenssikantaa (3.3), tarkoittaa yhden solmun poisjatto sa-
malla solmukohtaan liittyvin typistetyn potenssikannan funktion poisjattoa,
miké taas on yhtapitavaa lineaarisen mallin yhden kovariaatin poistami-
sen kanssa. Tasta syysta solmujen valinta voidaan tehda kayttamalla mallin-
valinnan menetelmié, kuten askeltavaa regressiota, taaksepéin eliminointia tai
eteenpéin valintaa.

Yleisesti voidaan sanoa, ettd solmujen lukumaaran K tulisi olla pienempi
kuin otoskoon n. Jos kédytetdan esitetyistd menetelmistd viimeistéa, tulee sol-
mujen maara valituksi samalla kertaa, kun maéaritellaén solmukohtien sijainti.
Kaksi edellista menetelmaé vaativat kuitenkin solmujen maéarian K paattamis-
ta erikseen. Tama voidaan tehda erilaisten tasoitusparametrin valintamene-
telmien, kuten ristiinvalidoinnin avulla, joihin palataan tarkemmin alaluvussa
3.2.3. (Wu & Zhang 2006.)

Kuviossa 3.1 on esimerkkipuulla havainnollistettu, kuinka kuutiollinen reg-
ressiosplini kdytannossa estimoi aineistoa. Koska esimerkkiaineistossa runko-
kayrdn mittauspisteet ovat tasaisesti jakautuneita, on solmukohtien sijainti
madritelty tasavéliselld menetelmélld. Solmujen lukumaééra on puolestaan va-
littu ristiinvalidointia kayttaen. Solmujen maaraksi on talloin saatu K = 18
otoskoon ollessa n = 83. Voidaan havaita, etta kyseisilla menetelmilla saadaan
melko hyvin aineistoon sopiva kéyra.
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Kuvio 3.1. Esimerkkipuulle sovitettu regressiosplini kun K=18.

3.2 Tasoittava splini

Kuten alaluvun 3.1.3 perusteella voidaan todeta, regressiosplinin solmukohtien
maaran ja sijainnin méarittdminen ei aina ole yksiselitteinen ja helppo tehtava.
Ongelma kuitenkin ratkeaa, kun siirrytdan kayttaméan tasoittavaa splinié, sillé
tasoittavassa splinissa kaikki aineiston mittauspisteet toimivat solmuina. Sovi-
tetun kayran tasaisuutta kontrolloidaan nyt sakkotermin avulla ja ainoa para-
metri, joka taytyy erikseen maaritelld, on tasoitusparametri A. (Wu & Zhang
2006.)

Tassa luvussa keskitytaan erityisesti luonnolliseen tasoittavaan kutiospliniin
ja osoitetaan, kuinka kyseinen splini voidaan muodostaa aineiston koostuessa
riippumattomista havainnoista. Liséksi kaydéaan lapi menetelmié, joiden avulla
tasoitusparametri voidaan helposti méaaritella.

3.2.1 Sakotettu pienimméin nelisumman kriteeri

Tarkastellaan edelleen yksinkertaista epédparametrista regressiomallia (3.1]). Ol-
koot t1, ..., t, vélin [a, b] nousevaan jarjestykseen asetetut mittauspisteet siten,
ettd a < t; < ... < t, < b. Olkoon lisdksi f mallin funktio, joka on p
kertaa derivoituva ja maaritelty valilla [a,b]. Nyt kdyran f estimaattori f (t)
minimoi niin kutsutun sakotetun pienimmén nelibsumman kriteerin (penalized
least square (PLS) criterion)

b

(39) S =2l — )P+ [ [0 a

Jj=1 a
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yli p asteisen Sobolevin avaruuden W¥[a, b]:
b
{f : fMon absoluuttisesti jatkuva kun 0 < r < p — 1, /{fp(t)}2 dt < oo} )

Mittauspisteet 1, ..., 1, ovat nyt kaikki kriteerin (3.9)) minimoivan kayran f (t)
solmuja 7y, ..., Tk siten, ettd t; = 7, ..., t, = 7. (Wu & Zhang 2006.)
PLS-kriteerin (3.9) ensimmaéinen termi

ly; — f(E;)]?,

1

n

J

on jadnnosneliosumman termi, joka minimoimalla saataisiin aineiston interpo-
loiva kayra. Tilastollisesti tallainen malli ei kuitenkaan ole erityisen jarkeva
kayran nopean heilahtelun vuoksi. Nopeaa paikallista vaihtelua voidaan tasoit-
taa rosoisuuden sakkotermilla (roughness penalty term)

(3.10) A / [1P)] at,

a
soitusparametri, joka sdatelee rosoisuuden méarada. Kun A saa pienen arvon,

kulkee sovitettu kayra tarkasti havaintopisteiden kautta. Vastaavasti suurilla
A:n arvoilla painoarvon saa rosoisuuden termi, jolloin kayréd lahenee lineaaris-
ta regressiota. Tasoitusparametrin arvoa saatelemalla voidaan 10ytaé tasapaino
ndiden kahden daripaan valilta. (Silverman 1985; Green & Silverman 1994.)

2
missé integraali [ { f(p)(t)} dt edustaa kédyran rosoisuutta ja A > 0 on ta-

450
|
450
I

400
|
400

350
|
350

Halkaisija (cm)
300
1
Halkaisija (cm)
300
1

250
|
250
I

200
|
200
1
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|
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I

Runko (%) Runko (%)

Kuvio 3.2. Esimerkkipuulle sovitettu kéyra tasoitusparametrin
arvoilla A = 0.1 ja A = 1500.
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Kuviossa[3.2]on havainnollistettu tasoitusparametrin vaikutusta sovitettuun
kayraan. Voidaan havaita, kuinka pienella tasoitusparametrin arvolla kayra kul-
kee tarkasti mittauspisteiden kautta, kun taas suurella tasoitusparametrin ar-
volla estimoitu kayra lahestyy suoraa.

3.2.2 Luonnollinen tasoittava kuutiosplini

PLS-kriteerin minimointia ei voida pitaa laskennallisesti kovinkaan help-
pona tehtdvané, silla se edellyttaa rosoisuuden sakkotermin integraalin
laskemista seké parametrien estimointia. Green ja Silverman (1994) ovat kui-
tenkin osoittaneet, ettd mikali p = 2, helpottuu kayréan estimointi huomatta-
vasti. Palataan tahdn myohemmin ja tarkastellaan ensin hieman estimaattorin
f(t) ominaisuuksia.

Oletetaan siis, etta p = 2, jolloin saa muodon

(3.11) S(f) = Z s — 1)+ [ [F0)]

Reinsch (1967) on osoittanut, etté kriteerin (3.11)) minimoivalla estimaattorilla
f(t) on seuraavat ominaisuudet:

1. Funktio on kullakin valilla (¢;,¢;41), 7 = 1,...,n — 1 kolmannen asteen
polynomi.
2. Mittauspisteissa ¢; kayra itse ja sen ensimmaiset kaksi derivaattaa ovat

jatkuvia, mutta kolmas derivaatta voi olla epajatkuva.

3. Valilld (—o0,t1) ja (t,, 00) toinen derivaatta on nolla, joten f(¢) on line-
aarinen maarittelyalueensa ulkopuolella.

Jokaista kayria, joka toteuttaa ehdot 1 ja 2 kutsutaan kuutiospliniksi solmu-
kohdilla ¢;, j = 1, ..., n. Lisaksi kdyraa, joka toteuttaa myos ehdon 3, kutsutaan
luonnolliseksi kuutiospliniksi. Saavutettu estimaattori f(t) on siis luonnollinen
tasoittava kuutiosplini (natural cubic smoothing spline). Jatkossa kéytetédén
usein lyhyempéa muotoa tasoittava kuutiosplini, jolla kuitenkin aina tarkoite-
taan nimenomaan luonnollista tasoittavaa kuutiosplinié.

Osoitetaan nyt Greenin ja Silvermanin (1994) esitysté seuraten, kuinka ta-
soittava kuutiosplini voidaan saavuttaa yksinkertaisin matriisioperaatioin. Ol-
koot t; < ty < ... < t,, aineiston nousevaan jarjestykseen asetetut mittauspis-
teet, jotka samalla toimivat tasoittavan kuutiosplinin f (t) solmukohtina. Mer-
kitaan

fi=f) ja v=1"), Jj=1..n
Luonnollisen kuutiosplinin méaaritelmésta seuraa, ettd f:n toinen derivaatta
pisteissa t; ja t, on nolla, joten v, = v, = 0. Maaritellaan nyt vektorit f =
(fiy ooy fn) ja v = (72, .oy Tu—1)" ja olkoot liséksi

hy =trg1 —te,  r=12...n—1.



Olkoon nyt @ n x (n — 2) matriisi, jonka kaikki alkiot saavat arvon 0 lukuun
ottamatta alkioita
Qrr = hr_la r+1,r = _(h'r_l + h;—il% Ar+2,r = _hT_—i{h

kunr=1,2,...,n — 2.
Olkoon B vastaavasti symmetrinen (n — 2) x (n — 2) matriisi, jonka kaikki
alkiot saavat arvon 0 lukuun ottamatta alkioita

bir = (h1 + h2)/3, bo1 = h2 /6,
ja
bn73,n72 = h(n—2)/67 bn72,n72 = (h(n—Q) + h(n—l))/37

sekd r:n arvoilla r =1,2,...,n — 4

br,r+1 = h(r+1)/67 br—l—l,r—l—l = (h(r+1) + h(r+2))/37 br+2,r+1 - (h(r+2)/6)-

Lineaarialgebran avulla voidaan osoittaa (esim. Todd 1962, kappale 8.19), etta
matriisi B on positiivisesti definiitti. Tamén vuoksi voidaan méaritella n x n
niin kutsuttu rosoisuusmatriisi (roughness matrix) G siten, etté

(3.12) G=QB'Q.
Edella esitetyt tulokset johtavat nyt hyvin kayttokelpoiseen lauseeseen.

Lause 3.1. Vektorit f ja ~v madrittelevit luonnollisen kuutiosplinin f jos ja
vain jos yhtdilé

(3.13) Q'f = By

patee. Mikdli yhtalo pdtee, niin
b

| 1@t = v'By = £Gf.

a

Lauseen todistuksen ovat esittédneet Green ja Silverman (2004, s. 24-25).
On selvad, ettéa jadnnosneliosumma voidaan kirjoittaa muodossa

n

Sl = f&) = -y - )
j=1
jolloin PLS-kriteeri saa matriisiesityksen
S =w—-y-f)+ArAfGf
=f

(3.14) (I+2G)f -2y f+4'y.
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Matriisi AG on ei-negatiivisesti definiitti, mista seuraa, ettd matriisi (I + \G)
on positiivisesti definiitti. Nain ollen lauseke (3.14]) saavuttaa yksikasitteisen
miniminsé, kun asetetaan

(3.15) f=I+)G)y.

Nyt siis f on solmukohdissa ¢;, j = 1,...,n estimoitu tasoittava kuutiosplini.
Edelleen sovitettu vastevektori kaikissa mittauspisteissé on

g = Ay,
missa
(3.16) A=(I+ )\G)_l

tunnetaan nimella tasoittavan kuutiosplinin tasoittajamatriisi (cupic smoot-
hing spline smoother matrix). (Green & Silverman 1994; Wu & Zhang 2006.)

Kuten regressiosplinin tapauksessa, myos nyt pétee df = tr(A). Tasoitus-
parametri méarittelee nyt tasoittavan kuutiosplinin asteen ja samalla mallin
monimutkaisuuden siten, etta

kuan A — 0, df—n,

kun A — oo, df — 2.

(Hastie ym. 2001). Huomattakoon viela, ettd toisin kuin regressiosplinin, ta-
soittavan splinin aste ei yleenséa ole kokonaisluku.

3.2.3 Tasoitusparametrin valinta

Tasoitusparametri A kontrolloi tasapainoa kayréan tasaisuuden ja yhteensopi-
vuuden valilla, minkd vuoksi sen oikeanlainen valinta on luonnollisesti olen-
nainen osa onnistunutta kayrén sovitusta. Monissa kéyténnon sovelluksissa voi
riittéa, etta tasoitusparametri valitaan subjektiivisesti piirtamalla joitakin kéay-
ria ja valitsemalla kayrista se, joka "nayttaa parhaalta”. Myo6s tutkimuksellises-
ta nakokulmasta tama lahestymistapa saattaa osoittautua hyodylliseksi, silla
se suuntaa huomion sellaisiin kiinnostaviin piirteisiin, jotka paljastuvat vain
tietyilld tasoitusparametrien arvoilla. (Silverman 1985.)

Kuitenkin 16ytyy my6s lukuisia syita, miksi tasoitusparametrin valinta on
hyodyllistéd suorittaa automaattisin menetelmin. Automaattiset menetelmat
muun muassa helpottavat kokemattoman kayttajan tyota ja antavat lahtopis-
teen silloinkin, kun myohemmét arviot tehdaan subjektiivisesti. Tulosten ra-
portoinnin ja vertailtavuuden kannalta standardoidut menetelmét ovat myos
tarkeita. Lisaksi mikali tasoitusmenetelméa kaytetaan rutiininomaisesti moniin
aineistoihin tai osana suurempaa proseduuria, ovat automaattiset menetelmét
jopa valttdmattomia. (Silverman 1985.)

Tassa alaluvussa késitelldan kahta suosittua tasoitusparametrin valintame-
netelmééd, jotka ovat ristiinvalidointi (cross-validation) ja yleistetty ristiinva-
lidointi (generalized cross-validation). Muita menetelmia ovat muun muassa
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Akaiken informaatiokriteeri (AIC) ja Bayesin informaatiokriteeri (BIC) joiden
kayton tasoitusparametrin valinnassa esittelevat muun muassa Wu ja Zhang

(2006).

Ristitnvalidointi

Olkoon A jokin kiinteé tasmtusparametrm arvo ja olkoon f I(t;; \) sovitettu
arvo mittauspisteessé ¢;, kun kayran f I(t; \) estimoinnissa on kiytetty kaikkea

muuta aineistoa, paitsi (¢;,y;), kun j = 1,...,n. Nyt ristiinvalidoinnin avulla
valittu tasoitusparametri on se \:n arvo, Joka minimoi funktion

(3.17) Z v — F (5 A)]

Funktion (3.17)) suora laskeminen on melko tydlésta, sillé jokaiselle jm arvolle
on erikseen maéariteltéava lokaali sovite f I(t;; \). Nain ollen ‘D maaritta-
minen jokaiselle A:n arvolle vaatii yhteensa n lokaalia sovitetta. Voidaan kui-

tenkin osoittaa (Green & Silverman 1994, s. 31-33), etté (3.17]) on mahdollista
kirjoittaa muodossa

(3.18) CV(A) = 7112”: (M) B 7112”: (%) ’

missd A;; on tasoittajamatriisin l} j. diagonaalielementti ja f on koko ha-
vaintoaineistosta estimoitu splinitasoittaja tasoitusparametrin arvolla A. Téaten
(3.17) voidaan maéritella jokaiselle A:n arvolle ainoastaan yhden lokaalin so-
vitteen avulla. (Green & Silverman 1994.)

Yieistetty ristiinvalidointi

Yleistetty ristiinvalidointi on ristiinvalidoinnin approksimaatio, jonka ensim-
méisiné esittivit Wahba (1977) seké Craven ja Wahba (1979). Yleistetyn ris-
tiinvalidoinnin esitys saadaan ristiinvalidoinnin lausekkeesta ((3.18)) korvaamalla
jokainen tasoittajamatriisin elementti A;; keskiarvolla

" 1 o df

Y oajy = Etr(A) = —

j=1 "
Saadaan siis

1 Z] 1y — gj]2
n[1 - te(A)/n]”

Voidaan havaita, etta lausekkeen osoittaja edustaa kayran yhteensopi-
vuutta, kun taas nimittaja ilmaisee kdyran monimutkaisuuden. Téasta seuraa,
etta valitsemalla A siten, etté lauseke (3.19) minimoituu, saavutetaan tasapaino
kéyran yhteensopivuuden ja tasaisuuden vélilla. (Wu & Zhang 2006.)

(3.19) GCV(\) =
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3.3 Tasoittava kuutiosplini pitkittiisaineistolle

Oletetaan nyt malli ([3.2)), jossa usealle yksilolle on tehty toistuvia mittauksia,
jolloin yksilon sisdiset mittaukset ovat keskendéan korreloituneita. Tasoittavan
kuutiosplinin estimaattori korreloituneille havainnoille voidaan johtaa kahden
eri menetelmén kautta. Muun muassa Wu ja Zhang (2006) esittelevit sako-
tettuun yleistettyyn pienimmén neliGsumman kriteeriin (penalized generalized
least squares criterion) perustuvan ldhestymistavan. Verbyla, Cullis, Kenward
ja Welham (1999) sekd Nummi ja Koskela (2007) kayttaviat puolestaan sako-
tettua logaritmoitua uskottavuusfunktiota (penalized log-likelihood function)
spliniestimaattorin saavuttamiseksi.

Tassa alaluvussa kaydaan lapi molemmat menetelmét ja osoitetaan lisdaksi,
kuinka pitkittaisaineiston tasoitusparametri voidaan valita. Lisaksi esitellaan
eras pitkittaisaineiston erikoistapaus, kasvukédyramalli ja johdetaan sille spli-
niestimaattori.

3.3.1 Sakotettu yleistetty pienimmaéan neliosumman kriteeri

Oletetaan mallin (3.2) mukaisesti, ettd n on aineiston riippumattomien yksi-
l6iden lukumaara ja olkoon y; = (yi1, ..., Yin,)" 7. yksilon vastearvojen vektori,
kun ¢ = 1,...,n. Oletetaan lisaksi, ettd mittauspisteet ¢;1,...,%;,, on méaritel-
ty valilla [a,b] siten, ettd a < t;1 < ... < ti, < b. Mallin funktio f(t)
on tasoitettu, kahdesti derivoituva kéyra, jonka satunnaisvirheet ¢;; oletetaan
normaalijakautuneiksi odotusarvolla nolla ja kovarianssimatriisilla o2 R;. Vek-
toriesityksend malli (3.2]) voidaan lausua muodossa

(320) yi=fit+ €,

missd f; = [f(tia), .., f(tin,)] ja € = (€1, ... €m;)" ~ N(0,02R;). (Nummi &
Koskela 2007.)

Nyt kiyrén f(¢) estimaattori f(¢) minimoi sakotetun yleistetyn pienimmaén
nelibsumman kriteerin (penalized generalized least squares criterion)

b

(3:21) (v~ FV R (= )+ A [ [f

a

1

()] dt

yli toisen asteen Sobolevin avaruuden W 3[a, b]. Kriteerissi A on (kuten
alaluvussa 3.2.1) kdyran yhteensopivuutta (ensimméinen termi) ja tasaisuutta
(toinen termi) kontrolloiva tasoitusparametri ja estimaattori f(¢) on tasoitta-
va kuutiosplini solmukohdilla ¢;1, ..., ¢;,,. Edelleen voidaan sakotettu yleistetty
pienimman neliosumman kriteeri kaikille pitkittaisaineiston yksiloille 1,...,n
esittad muodossa

n b

(3.22) Sy~ £V Ry~ £+ [ |1

1=1 a

"

0] d.
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A

missé kriteerin ((3.22)) minimoiva, funktion f(¢) estimaattori f(¢) on tasoittava
kuutiosplini, jossa solmuina toimivat kaikkien yksiléiden erilliset mittauspisteet
T1, To, -y Tar- (Wu & Zhang 2006.)

Kuten alaluvussa 3.2.2 osoitettiin, sakotetun pienimmaéan neliGsumman kri-
teerin rosoisuustermi voidaan kirjoittaa muodossa

b

[lro) a=rey,

a

missé nyt [f(71), ..., f(7ar)] = F on vektori, joka saavutetaan estimoimalla odo-
tusarvofunktio f(¢) kaikissa solmukohdissa 7, ..., 7)s ja G on vastaava identi-
teetilla madritelty rosoisuusmatriisi. Kayran f(t) arvo f(t;;) jokaisessa
mittauspisteessa t;; voidaan ilmaista f:n avulla siten, etta

f(tiy) =z, f, T = (Tij1, - Tijnr) s

Tijr = 1, jos t; = 7, ja 0 muuten kaikilla r =1,..., M.
Toisin sanoen x;; on indikaattorivektori, joka ilmaisee kulloistakin mittauspis-
tettd t;; vastaavan solmukohdan 7,. Asettamalla

X = (mil,...,wmi)/, X = (Xi7"‘7X7/1>/7
Yi = (Wi, Yini)s Yy = (YY),
voidaan kriteeri (3.22)) lausua muodossa

Y (yi— Xif) R (yi — Xif) + A\f'GY,
=1

tai yhtapitavasti

(3.23) (y—Xf)R'(y—Xf)+ fGF,

missd R = diag(Ry, ..., R,,). Estimaattori, joka minimoi lausekkeen (3.23)), on
. -1
(3.24) fae= (X’R'X +)G) X'R'y,
ja erityisesti mittauspisteissa t;;,7 = 1,2,...,n;;7 = 1,2, ..., n saadaan
~ -1 1 i1
ose = X (X'R'X +)G) X'R'y= Ay

(Wu & Zhang 2006.)

Wu & Zhang (2006) kutsuvat ylld kuvattua menetelméé yleistetyksi spli-
nitasoitusmenetelméksi (generalized smoothing spline (GSS) method) ja es-
timaattoria kuutiolliseksi GSS-estimaattoriksi (cupic GSS estimator).
Matriisia Ags voidaan vastaavasti kutsua GSS-estimaattorimatriisiksi (GSS
estimator matrix).
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Wang (1998b) esitti ensimmaisend ylla kuvatun GSS-menetelmén, mutta jo
ennen tata Rice ja Silverman (1991) sekd Hoover, Rice, Wu & Yang (1998) osoit-
tivat, kuinka pitkittaisaineistoa voidaan mallintaa tasoittavalla kuutiosplinilla,
kun aineiston korreloituneisuutta ei oteta huomioon. Wu ja Zhang (2006) kut-
suvat tatéd yksinkertaiseksi splinitasoitusmenetelméksi (naive smoothing spline
(NSS) method). Voidaan olettaa, ettd NSS-menetelmé toimii tilanteissa, joissa
pitkittéisaineisto ei ole vahvasti korreloitunut. Talloin saamme niin kutsutun
kuutiollisen NSS-estimaattorin (cupic NSS estimator)

(3.25) Frss = (X'X +0G) "' X'y,
ja erityisesti mittauspisteissa t;;,7 = 1,2,...,n;; ¢ = 1,2, ..., n saadaan
Unss = X (X' X +0Q) ' X'y = A,y

Matriisia A,ss voidaan nyt kutsua NSS-tasoittajamatriisiksi (NSS smoother
matrix).

Rice ja Silverman (1991) toteavat, ettd mikali jokaisella yksilolld on samat
mittauspisteet t;; = 7;,j = 1,..., M jan;, = M,i = 1,...,n (kasvukayraaineis-
to), on kuutiollinen NSS-estimaattori f () yhtéapitéva tasoittavan kuutiosplinin
kanssa, joka saavutetaan, kun tasoitettavana aineistona toimivat mittauspis-
teissa 7, ..., Ty lasketut vasteiden y; keskiarvot, kun ¢ = 1, ..., n. Téma voidaan
osoittaa, kun huomioidaan, etta kyseiselle aineistolle X; = I;. Télloin NSS es-

timaattori (3.25)) sievenee muotoon

X{yi

%
1

n -1
Foss = (Z X; X, + AG)

n
=1 =

= (TLIM + )\G>_1 Zyi
i=1
(3.26) = Iy +n'AG) 'y,

missd gy =n"' YLy, kun i = 1,2,...,n. (Wu & Zhang 2006.)

3.3.2 Tasoitusparametrin valinta

Alaluvussa 3.2.3 osoitettiin, kuinka tasoitusparametri A voidaan valita yleiste-
tyn ristiinvalidoinnin avulla havaintojen ollessa riippumattomia. Vastaava me-
netelma voidaan laajentaa myos pitkittaisaineistolle. Téassa alaluvussa esitel-
ldan menetelman paépiirteet. Yksityiskohtaisemman esityksen todistuksineen
antavat Wu ja Zhang (2006, s. 153154, 158).

GSS-estimaattorille (3.24) voidaan yleistetyn ristiinvalidoinnin lauseke kir-
joittaa muodossa

(Y — Xifyss) R PWIR P (yy — X, foss)
[1 - tr<A958)/N]2

(327)  GCV,u(\) =

I
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missa W = diag(W1, ..., W,,) on painomatriisi ja N = YI' | n;. Vastaavasti
NSS-estimaattorille (3.25]) saadaan

Z?:l (yz - Xzfnss>/m(yz - Xifnss)

(3.28) GCV,ss(A) = (1 — tr(Apss)/N)

Painomatriisi W voidaan spesifioida kolmen erilaisen mallin mukaan.

1. Asetetaan W; = N1, , jolloin kaikki mittaukset ovat samoin painotet-
tuja.
2. Asetetaan W, = (nn;)'I,,,, jolloin yksiloiden sisdiset mittaukset ovat sa-

moin painotettuja, mutta yksiloiden valilla on painotuseroja sen mukaan,
montako mittausta kullakin yksilolla on.

3. Asetetaan W; = R;', missi R; = Cov(y;), jolloin ryhmien sisiinen

korrelaatio otetaan huomioon.

NSS-estimaattorin ([3.25)) tapauksessa on luonnollista mééritella W mallien (1)
tai (2) mukaan. GSS-estimaattorille ([3.24)) malli (3) on paras vaihtoehto. (Wu
& Zhang 2006.)

3.3.3 Sakotettu logaritmoitu uskottavuusfunktio

Esitetdén seuraavaksi sakotettuun logaritmoituun uskottavuusfunktioon (pe-
nalized log-likelihood) pohjautuva korreloituneen aineiston splinitasoitusmene-
telmé. Oletetaan edelleen alaluvussa 3.3.1 maééaritelty malli vastaavin
oletuksin. Nyt tavoitteena on valita f; siten, ettd (vakiota vaille) sakotettu
logaritmoitu uskottavuusfunktio

2l = —log {det(a2Ri)} — 012 l:(yz — VR (y; — i) + )\/ {fz'”(t)}Q dt}

maksimoituu. My6s nyt A on kdiyran rosoisuutta kontrolloiva tasoitusparametri.
Kiinteilld X ja 0?R; arvoilla maksimoinnin tuloksena saavutettu estimaattori
ﬁ on tasoittava kuutiosplini solmukohdissa 1, ...,%,, ja se voidaan maéaritella
lausekkeena

(3.29) fi = (R7' + \G,) 'Ry ;.

Edelleen G; on identiteetilld (3.12) madritelty rosoisuusmatriisi G; = Q;B; ' Q)
kun solmukohdat ovat t1, ..., ¢,,. (Verbyla ym. 1999.)
Helposti ndhdéén, etta lauseke (3.29) voidaan esittdd muodossa

(3.30) fi=I+\R,Q;B'Q)'y.
Nyt, mikéli R; tayttda ehdon
(3.31) R.Q; = Q;,
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lauseke (3.30]) sievenee muotoon
(3.32) fi= (I +)G) 'y

Tasta seuraa, etta mikali satunnaisvirheiden kovarianssimatriisilla on tietty, yh-
talon toteuttava rakenne, voidaan painotettu estimaattori korva-
ta yksinkertaisemmalla, painottamattomalla estimaattorilla ([3.32). Nummi ja
Koskela (2007) ovat osoittaneet, etté téllaisia yhtalon toteuttavia raken-
teita ovat riippumaton-, tasa- ja lineaarinen rakenne, eli R; = I, R; = I +0311’
ja R; = I + X;D; X, missda X; on n; X 2 matriisi, jossa ensimméinen sarake
koostuu ykkosisté ja toinen yksilon mittauspisteista.

3.3.4 Kasvukayramallin spliniestimaattori

Eras pitkittédisaineiston erikoistapaus on taydellinen ja tasapainoinen aineisto,
jolloin puuttuvia tietoja ei esiinny ja mittaukset on tehty kaikille yksiloille
samoina perattiisind ajanhetkinid. Kyseessa on niin kutsuttu kasvukayramalli
(generalized multivariate analysis of variance, GMANOVA), jonka alkujaan
esittivit Potthoff ja Roy (1964). Malli voidaan kirjoittaa muodossa

(3.33) Y =TBA'+E,

missi Y = (y1,...,Yn) on ¢ X n havaintojen matriisi, T' on ¢ X p yksiloiden
sisdinen suunnittelumatriisi (p < ¢, rank(T") = p), A n x m yksiloiden vélinen
suunnittelumatriisi (rank(A) = m) ja B on p X m tuntemattomien parametrien
matriisi. Lisdksi E on g X n satunnaisvirheiden matriisi, jossa sarakkeet ole-
tetaan riippumattomiksi odotusarvovektorilla 0 ja kovarianssimatriisilla 02 R.
Usein matriisi A muodostuu m indikaattorivektorista, jotka jakavat yksilon
johonkin m ryhmaésta (esim. tytot ja pojat). Kuitenkin A voi lisiksi sisaltaa
my0s kovariaatteja, kuten tupakointi tai ika. (Nummi & Koskela 2007.)

Mallin yksiléiden odotusarvokayraé on perinteisesti mallinnettu mata-
la-asteisilla polynomeilla. Kuitenkin, kuten jo aiemmin todettiin, ei polynomien
avulla saavuteta aina tyydyttavia estimaattiarvoja. Télloin on syyta korvata
yksiloiden sisdinen osa mallissa tasoittavilla kuutiosplineilld. Téallainen
malli voidaan esittdd muodossa

Y =FA +E,

missa F' = (f1, ..., fin) on ¢xm odotusarvosplinien matriisi. (Nummi & Koskela
2007.)

Matriisin F' odotusarvosplinit voidaan estimoida maksimoimalla (vakiota
vaille) sakotettu logaritmoitu uskottavuusfunktio

m:—iuRYuﬁuwR*o”—AFW+AWAAFX%AFH—4MQ¥R

o2

1
= —Str [(Y' = F)R™NY' = Fl) + X\gem(F)G(F)'| — nlog|o”R),

o2 *
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missi G = QB Q' on jilleen identiteetilla (3.12)) méaritelty rosoisuusmatriisi
ja F., = FA’. Nummi ja Koskela (2007) ovat osoittaneet, ettd kiinteilld o2, Ayem
ja R arvoilla maksimi saavutetaan, kun

(3.34) G=(R "'+ )\emG) 'R'YAA A,
ja mikili RQ = Q, lauseke (3.34) sievenee muotoon
(3.35) G =T+ X\enG)'YAA A

Kuten edellisessa alaluvussa todettiin, toteutuu yhtalo RQ = @Q, kun kova-
rianssimatriisilla R on riippumaton-, tasa- tai lineaarinen rakenne. (Nummi &
Koskela 2007.)

Mikali aineisto koostuu ainoastaan yhdesta ryhmaésta, eli A on nx1 matriisi,

lauseke (3.35) on yhtépitavé alaluvussa 3.3.1 madritellyn NSS-estimaattorin
(3:26

lausekkeen (3.26|) kanssa, kun Ager, = %)\.

3.4 Lineaarinen sekamalli

Lineaarinen sekamalli (linear mixed effects (LME) model) on tavallisen lineaa-
risen mallin laajennus, joka sisaltaéd seka kiinteitd- etta satunnaisvaikutuksia.
Satunnaisvaikutusten avulla on mahdollista mallintaa yksiloiden sisaista korre-
laatiorakennetta, minkéd vuoksi LME-malli tarjoaakin joustavan ja tehokkaan
tyokalun pitkittaisaineiston kasittelyssa.

Lineaarisen sekamallin ja tasoittavan splinin véalilla on l6ydettavissd yh-
teys, jonka ensimmaéisend esitti Speed (1991) ja jota myohemmissé analyyseis-
sdan hyodynsivat muun muassa Brumback ja Rice (1998) sekda Wang (1998a,b).
Tassa kappaleessa esitelldan aluksi sekamallin tdrkeimmaéat ominaisuudet, jon-
ka jalkeen osoitetaan, kuinka tasoittava kuutiosplini voidaan lausua lineaarisen
sekamallin avulla.

3.4.1 Lineaarisen sekamallin maarittely

Harville (1976, 1977) seké Laird ja Ware (1982) esittivéit ensimmaéisiné lineaa-
risen sekamallin yleisen muodon

(336) Yy, = Xzﬂ—i—Ziui—l—ei, 1= 1,...,n,

missé y; on . yksilon n; x 1 vastevektori, X; on kiinteiden vaikutusten suunnit-
telumatriisi ja 3 vastaava m x 1 kiinteiden vaikutusten vektori. Vastaavasti Z;
on satunnaisvaikutusten suunnittelumatriisi ja w; satunnaisvaikutusten k& x 1
vektori. Liséksi €; on n; X 1 satunnaisvirheiden vektori. Satunnaisvirheet ja sa-
tunnaisvaikutukset ovat keskendan riippumattomia ja lisdksi niiden oletetaan
olevan normaalisti jakautuneita

UZNN(()?D), EZNN<0,RZ)
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Oletuksista seuraa, ettd y; noudattaa moniulotteista normaalijakaumaa odo-
tusarvolla E(y;) = X3 ja kovarianssimatriisilla Cov(y,;) = Z;,DZ; + R, =V,
eli

3.4.2 Kiinteiden- ja satunnaisvaikutusten estimointi

Normaalijakaumaoletuksen tapauksessa, estimaattorit mallin kiinteille vaiku-
tuksille 3 ja kovarianssimatriisin V; parametreille saadaan minimoimalla (va-
kiota vaille) logaritmoitu uskottavuusfunktio

n

(3.37) 208,D,R;) =) _ {(yz - X:8)'V, (y; — XiB) + 1H|Vz‘” -

=1

Mikali matriisit D ja R; oletetaan tunnetuiksi, funktion (3.37) minimointi
on yhtépitavaa niin kutsutun sekamalliyhtélon ratkaisemisen kanssa (Harville
1976, Robinson 1991)

vrox wie o (0 Ry

ZR'X Z'R'Z+D" Z'R Ty
missa
_ !
v o= W), Z = ding(Z...Z,)
Y 5
- o D diag(D, ..., D),
€ = €1yeny n ) i
1 R = dlag(R17-~-7Rn)’

X = (X,.,X),

Sekamalliyhtilosta saadaan ratkaistua yleisesti tunnetut estimaattorit 3:lle
ja w;:lle, jotka ovat paras lineaarinen ja harhaton estimaattori (best linear
unbiased estimator, BLUE)

(3.38) B=(XVIXHX'Vly,

missd V' = diag(Vi, ..., V,,), sekd paras lineaarinen ja harhaton ennuste (best
linear unbiased predictor, BLUP)

(3.39) 0, =DZ'V '\(y;— X;8), i=1,..n

(Wu & Zhang 2006.)

Tavallisesti matriisit D ja R,; eivat ole tunnettuja, vaan ne on estimoitava
ja korvattava BLUE:n ja BLUP:n lausekkeiden D ja R; vastaa-
villa estimaattiarvoilla D ja R;. Kaksi suosittua menetelmaé joilla estimaatit
D ja R, voidaan maaritelld, ovat suurimman uskottavuuden -menetelméa seka
REML-menetelma, joista esityksen antavat muun muassa Davidian ja Giltinan
(1993) sekd Wu ja Zhang (2006).
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3.4.3 Sekamallin ja tasoittavan kuutiosplinin yhteys

Kuten aiemmin todettiin, tasoittavan splinin ja lineaarisen sekamallin valilla
on loydettavissa yhteys. Tdman alaluvun esitys pohjautuu Verbylan ym. (1999)
esittdmadn todistukseen, jossa tasoittavan kuutiosplinin estimaattori esi-
tetdan lineaarisen sekamallin BLUP-estimaatteina. Yhteys voidaan kuitenkin
johtaa myts muuta kautta ja esimerkiksi Wu ja Zhang (2006) ovat esittaneet
rosoisuusmatriisin singulaariarvohajotelmaan pohjautuvan todistuksen.
Nummi ja Koskela (2007) ovat puolestaan osoittaneet, kuinka kyseinen yhteys
voidaan loytad kasvukayréaineiston tapauksessa.

Olkoon matriisi X; = (1,¢;), missé ensimmainen sarake koostuu ykkosisté
ja toinen yksilon ¢ mittauspisteista t; = (t1, ..., t,,)". Maaritelldan lisaksi matrii-
sit Z; = Q;(Q\Q;) ' jaV; = 0*(R;+)\"'Z;B; Z!), missi Q; ja B; saadaan iden-
titeetiteetilla madritellystd rosoisuusmatriisista G; = Q;B; ' Q!. Voi-
daan osoittaa (Verbyla ym. 1999, s. 297-298), ettd spliniestimaattori
voidaan esittda muodossa

(3.40) fi = X + Zsa,

missa

(3.41) Bi=(X(V, X)) ' X[V 'y,

ja

(3.42) @, = (ZR;'Z;+ A\B; ") ' ZR;\(y; — X.3:).

Estimaatit (3.41]) ja (3.42)) voidaan ndhda lineaarisen sekamallin
(3.43) yi = XiBi + Ziu; + €,

BLUP-ratkaisuina, missé u; ~ N(0,05 B;) ja € ~ N(0,0°R;). Liséksi tasoi-
tusparametri voidaan mairitelld varianssisuhteena \ = o2/ aii ja logaritmoitu
uskottavuusfunktio on y;:n ehdollinen logaritmoitu uskottavuusfunktio, kun w;
on annettu. (Verbyla ym. 1999.)

Mikali yhtilo R;Q; = Q; toteutuu, sievenee estimaattori muotoon

fi = Xi/éi + Z4,,

missa
Bi = (X{ X)) X[y
ja
jolloin u; ~ N(0,02 B;) ja € ~ N(0,0°I). Huomattakoon vield, ettd yhté-

16 (3.43]) voidaan aina kirjoittaa muodossa

(3.44) yi = Xifi + Ziwuix + €,
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missi Z;, = Zl-Bil/2 ja Uiy = B;l/Zui, kun ug, ~ N(0,02 I) ja € ~ N(0,0°I).
(Nummi ym. 2007.)

Ylla kuvattu idea, jossa tasoittava kuutiosplini esitetdan LME-mallin BLUP-
ratkaisuina, on monellakin tapaa kiinnostava. Nyt estimaattorin (3.40) en-
simméinen osa (kiinted osa) XiBi on regressiosuora ja toinen osa (satunnais-
osa) Z;u; tuo splinipiirteen mukaan kdyraan. Liséksi tasoitusparametrin va-
lintaongelma vaihtuu nyt ongelmaksi méirittdi varianssikomponentit o? ja
o2 = o?/X, miké onnistuu helposti esimerkiksi EM-algoritmin avulla (esim.
Laird ja Ware 1982). Kun mallina toimii , on varianssikomponentit li-
sdksi helppo estimoida tilastollisten ohjelmistojen funktioilla. S-PLUS:ssa ja
R:ssé tdmé onnistuu esimerkiksi funktiolla Ime ja SAS:ssa proseduurilla PROC

MIXED. (Nummi & Koskela 2007, Wu & Zhang 2006.)
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4 Kovarianssirakenteen
mallintaminen

Pitkittéisaineiston erityispiirteené on, etta samalle yksilolle on tehty toistuvia
mittauksia, minkéd johdosta yksilon sisdiset mittaukset ovat keskenédan korre-
loituneita. Usein tdmé korrelaatio on positiivista. Lisédksi korrelaatio vaime-
nee ajan kuluessa, eli kahden lahekkain tehdyn mittauksen valinen korrelaatio
on voimakkaampaa kuin mittausten, joiden vélilla aikaa on kulunut enemmén.
Kaytannon tarkastelut ovat myos osoittaneet, etta pitkittédisaineistossa varians-
si tavallisesti kasvaa ajan kuluessa. (Fizmaurice, Laird & Ware 2004.)

Edella kuvatut pitkittaisaineiston erityispiirteet johtavat siihen, ettd vaik-
ka korrelaatiorakenne harvoin itsessadn on varsinaisena kiinnostuksen kohtee-
na, on se kuitenkin otettava huomioon aineistoa mallinnettaessa. Korrelaation
sisallyttaminen malliin tavallisesti parantaa estimoitavien parametrien tehok-
kuutta tai tarkkuutta ja mikali aineisto sisdltda puuttuvia havaintoja, korre-
laation oikeanlainen mallinnus on usein edellytys validien estimaattien saavut-
tamiseksi. Toisaalta vaarin méaaritelty kovarianssirakenne voi niin ikdan johtaa
virheellisiin estimaattiarvoihin seké véériin tilastollisiin johtopaatoksiin. (Fitz-
maurice ym. 2004.) Myos epdparametrisia menetelmia kaytettéessa kovarianssi-
matriisin valinnalla on vaikutusta estimoitaviin odotusarvoestimaatteihin, silla
tasoitusparametrin valintamenetelmét aliestimoivat tasoitusparametrin, mikéli
kovarianssirakennetta ei oteta huomioon (Wang 1998b).

Tassa luvussa esitellaan tapoja mallintaa pitkittdisaineiston kovarianssira-
kennetta. Alaluvussa 4.1 kdydéaan aluksi lépi joitakin perinteisesti kaytettyja
kovarianssimatriisin mallinnusmenetelmia. Kappaleen varsinaisena tavoitteena
on kuitenkin osoittaa, kuinka tasoittavia kuutiosplineja voidaan odotusarvon
estimoinnin lisdksi hyodyntad myos kovarianssimatriisin mallinnuksessa. Téassa
ldhtokohdan tarjoaa modifioitu Choleskyn hajotelma, joka esitelladn alaluvussa
4.2. Alaluvussa 4.3 menetelméaé havainnollistetaan kiyténnon aineistolla.

4.1 Kovarianssimatriisin klassiset mallit

Kovarianssimatriisin mallinnusmenetelmia on kirjallisuudessa esitetty lukuisia
ja téssa alaluvussa kasitelldan niistd kolmea perinteista ja laajalti sovellettua
mallia. Luku perustuu Fitzmaurice ym. (2004) kirjan esitykseen.
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4.1.1 Rakenteeton kovarianssimatriisi

Mikali mittauspisteiden mééara on suhteellisen pieni ja kaikki yksilot on mitattu
samoina ajanhetkiné, on kenties perusteltua antaa kovarianssimatriisin raken-
tua mielivaltaisesti siten, ettd matriisin kaikki elementit ovat rajoittamattomia.
Ainoa rajoite téalloin on vaatimus kovarianssimatriisin symmetrisyydesté ja po-
sitiivisdefiniittisyydesta. Tallaista kovarianssimatriisia kutsutaan rakenteetto-
maksi (unstructured) ja se voidaan ilmaista matriisimuodossa

2
01 012 .. O1p,;
2
021 0y .o Oop,
Cov(y;) =
2
On;1 Op;2 - O'ni

Rakenteettoman kovarianssimatriisin etuna on, ettei varianssista ja kova-
rianssista tehda minkéanlaisia oletuksia. Tamé on tarkeaa etenkin kdytannon
aineistoissa, joissa varianssi harvoin pysyy vakiona ajan kuluessa.

Kuitenkin, mikali aineiston yksilolle 7 on tehty n; méara mittauksia, raken-
tuu kovarianssimatriisi yhteensé n; x (n; +1)/2 vapaasta parametrista. Talloin
estimoitavien parametrien méara kasvaa nopeasti mittauspisteiden lukumaaran
kasvaessa. Mikéli taas estimoitavien kovarianssiparametrien maara on otosko-
koon verrattuna suuri, tulee estimaatti usein epéaluotettavaksi. Nain ollen ra-
kenteeton kovarianssimatriisi on kéayttokelpoinen ainoastaan tilanteissa, joissa
yksiléiden méara suhteessa mittauspisteiden méaradn on suuri. Lisdksi raken-
teetonta kovarianssimatriisia voidaan soveltaa vain tilanteisiin, joissa aineisto
on tasapainoinen. Tama taas on harvoin kaytannossé realistinen oletus.

4.1.2 Kovarianssirakenteet

Kovarianssimatriisin rakennemallit johtavat usein vahaparametriseen kovarians-
sirakenteeseen, joka koostuu ainoastaan muutamasta vapaasta parametrista.
Pitkittaisaineistoissa kaytetyt kovarianssirakenteet on alun perin kehitetty aika-
sarja-aineistoille. Aikasarja- ja pitkittaisaineisto eroavat kuitenkin toisistaan,
silla aikasarja-analyysi keskittyy tavallisesti kasitteleméan yhden yksilon pitkia
sarjoja, joissa mittauspisteet ovat lisdksi samoin jakautuneita. Erilaiset kova-
rianssirakenteet olettavat myos, etta mittauspisteiden vélinen korrelaatio joko
pysyy vakiona tai vahenee nopeasti aikapisteiden valimatkan kasvaessa. Kum-
pikaan oletuksista ei kuitenkaan usein ole realistinen pitkittaisaineiston ta-
pauksessa. Myoskdan monen kovarianssirakenteen oletus vakiovarianssisuudes-
ta harvoin pitaa paikkansa.

Edellé esitettyjen syiden vuoksi pitkittédisaineistoon onkin usein joko mah-
dotonta tai tehotonta soveltaa kovarianssimatriisin rakennemalleja. Parhaiten
ne soveltuvatkin aineistoille, jotka ovat tasapainoisia ja joissa mittauspisteet
ovat tasaisesti jakautuneita.

Erilaisia kovarianssirakenteita on olemassa useita, joista téassd esitelldan
tasakorrelaatio- ja autoregressiivinen kovarianssirakenne. Muita mahdollisia ra-
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kenteita ovat muun muassa Toeplitzin kovarianssirakenne, nauhamainen (ban-
ded) kovarianssirakenne seké exponentiaalinen kovarianssirakenne. Néisté tar-
kemman esityksen antavat muun muassa Fizmaurice ym. (2004).

Tasakorrelaatiorakenne

Tasakorrelaatiorakenne on eras ensimmaisista kovarianssirakenteista, jota on
kaytetty toistomittausaineiston analysoimisessa. Tasakorrelaatiorakenne muo-
dostuu, kun oletetaan, etti varianssi 02 on vakio jokaisessa mittauspisteessi ja
Cor(Y;;,Yik) = p, p > 0 kaikilla j ja k arvoilla. Toisin sanoen

1 pp .. p
p 1 p .. p
Cov(y) =o*|p p 1 p
p p p ... 1

Vahaparametrinen tasakorrelaatiorakenne sisaltda vain kaksi estimoitavaa
parametria. Kuitenkin tasakorrelaatio tekee vahvan oletuksen siité, ettd mit-
tausten valinen korrelaatio pysyy vakiona ajan kuluessa. Kuten todettu, tama
taas on harvoin tilanne pitkittaisaineistossa, jossa korrelaatio tavallisesti vai-
menee kun mittaushetkien aikavali kasvaa. Lisaksi oletus vakiovarianssisuudes-
ta on myoOs usein epérealistinen. Tasakorrelaatiorakenteella pystytadnkin vain
harvoin mallintamaan tyydyttéavésti pitkittdisaineiston kovarianssimatriisia.

Autoregressiivinen rakenne

Autoregressiivinen (AR(1)) malli on suosittu ja usein sovellettu kovarianssira-
kenne. AR(1)-mallissa oletetaan, etté varianssi o2 pysyy vakiona ajan kuluessa
ja Cor(yj, yij+x) = p* kaikilla j ja k kun p > 0. Toisin sanoen

1 p 0 ..oophitd

p 1 p nophiT?

Cov(y;) = o? p? p 1 pri?
pn;—l pn;—2 pn;—?) . : 1

Kuten tasakorrelaatiorakenne, myts AR(1)-rakenne on hyvin vahaparamet-
rinen edellyttden vain kahden parametrin estimointia. Tama rakenne soveltuu
pitkittéisaineiston kovarianssimatriisille usein kuitenkin tasakorrelaatioraken-
netta paremmin, silld korrelaation oletetaan vaimenevan mittaushetkien aika-
valin kasvaessa. Kuitenkin monissa kdytannon aineistoissa korrelaatio saman
yksilon sisalla harvoin vaimenee yhté nopeasti kuin autoregressiivinen malli
olettaa. Myos varianssin vakioisuus on jalleen epéarealistinen oletus.
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4.1.3 Satunnaisvaikutusten kovarianssirakenne

Eras tirked kovarianssimatriisin malli saadaan alaluvussa 3.4 esitetysté lineaa-
risesta sekamallista . Koska LME-mallissa seké satunnaisvirheet €;, et-
ta satunnaisvaikutukset w; oletetaan riippumattomiksi satunnaismuuttujiksi,
saadaan kovarianssimatriisiksi

Cov(y;) = Cov(Z;u;) + Cov(e;)
= Z;Cov(u;)Z, + Cov(e;)
=2Z,DZ;,+ R;,

missé Z; on satunnaisvaikutusten suunnittelumatriisi sekd D ja R; ovat sa-
tunaisvaikutusten ja virhetermien kovarianssimatriiseja. Matriiseille D ja R;
voidaan nyt maarittaa jokin alaluvussa 4.1.2 esitetyisté kovarianssirakenteista.
Usein tehddén oletus, ettd matriisi R; on diagonaalimatriisi R; = 021,,.

Satunnaisvaikutusten mallin avulla voidaan kovarianssimatriisia mallintaa
joustavasti ja monipuolisesti. Toisin kuin kovarianssimatriisin rakenteelliset mal-
lit, satunnaisvaikutusten malli ei edellytéd tasapainoista aineistoa. Lisdksi siiné
missa kovarianssirakenteet usein olettavat varianssin pysyvéan vakiona ajan ku-
luessa, sallii satunnaisvaikutusten kovarianssirakenne varianssin ja kovarianssin
muuttuvan ajan funktiona.

4.2 Modifioitu Choleskyn hajotelma

Edellisessa alaluvussa kaytiin lapi joitakin yleisesti kaytettyja tapoja mallin-
taa kovarianssimatriisia. Kuitenkin, kuten todettiin, taysin rakenteeton kova-
rianssimatriisi on usein melko epéavakaa, kun taas virheellisesti méaaritelty ra-
kennemalli saattaa johtaa harhaisiin estimaattiarvoihin. Téssd luvussa esitel-
ld4n aineistopohjainen ldhestymistapa, joka mahdollistaa tasapainottelun néi-
den kahden daripaén valilla. Lahtokohtana toimii modifioitu Choleskyn hajotel-
ma, jonka kayton kovarianssimatriisin mallinnuksessa alkujaan esitti Pourah-
madi (1999, 2000) ja jota myohemmin ovat kehitelleet eteenpéin muun muassa
Pan ja von Rosen (2005) sekd Ye ja Pan (2006).

Tahanastiset sovellukset ovat hyodyntaneet parametrisia menetelmia modi-
fioidun Choleskyn hajotelman termien estimoimisessa ja mallina ovat toimineet
polynomit ajan suhteen. Téssé tyossa osoitetaan, kuinka polynomit on mah-
dollista korvata joustavammilla tasoittavilla kuutiosplineilla.

4.2.1 Modifioidun Choleskyn hajotelman muodostus

Selkeyden ja yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan Pourahmadin (1999, 2000) esi-
tysta seuraten pitkittaisaineiston yksildille homogeeniset kovarianssimatriisit,
jolloin Ry =,...,= R, = R. Olkoon nyt y = (y1, ..., ym)" aikajérjestetty sa-
tunnaisvektori, jolla on odotusarvovektori p ja positiivisesti definiitti m x m
kovarianssimatriisi R. Voidaan osoittaa (Newton 1988, s. 359), ettd symmetri-
nen matriisi R on positiivisesti definiitti, jos ja vain jos l0ytyy yksikésitteisesti
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maaritelty alakolmiomatriisi T', jonka diagonaalielementit koostuvat ykkosis-
té, seka yksikésitteinen, positiivisista diagonaalielementeisté koostuva sellainen
diagonaalimatriisi H, etta

(4.1) TRT =H, tai R'=T'H'T.

Hajotelma on niin kutsuttu modifioitu Choleskyn hajotelma (modified
Cholesky decomposition, MCD) ja matriisien T ja H elementeilld on nyt selva,
tilastollisesti mielekés tulkinta. Matriisin T' diagonaalin alapuoleiset elementit
koostuvat autoregressiivisten kertoimien ¢;, vastaluvuista, jotka saadaan au-
toregressiivisesta mallista

j—1
Gi = 1+ Y binyr — ).
=1

Matriisin H diagonaalielementit ovat puolestaan ennustevirheiden variansseja
07 = Var(e;) = Var(y; —§;), kun 1 < j < m. Nimitetéan jatkossa kertoimia ¢y,
vleistetyiksi autoregressiivisiksi parametreiksi ja ennustevirheiden variansseja
o3 virhevariansseiksi. (Pourahmadi 2000.)

4.2.2 Kovarianssimatriisin parametrien estimointi

Kovarianssimatriisin R ollessa rakenteeton, matriisien T ja log( H ) ei-redundan-
tit alkiot ¢ ja log(o ) ovat rajoittamattomia. Mikali naiden alkioiden sallitaan
riippuvan joistakin tunnetulsta kovariaateista, voidaan huomattavasti vihen-
taa estimoitavien parametrien maaraa. (Liu 2004.) Yksilon sisdinen kovarians-
simatriisi voidaan siis uudelleenparametrisoida modifioidun Choleskyn hajotel-
man termien avulla, jolloin tuloksena saadaan yleistetyt autoregressiiviset pa-
rametrit sekd virhevarianssit. Taman jalkeen voidaan saatuihin parametreihin
sovittaa tilastollinen malli, jolloin estimoitujen uusien parametrien tuloksena
saavutetaan vahdparametrisempi kovarianssirakenne. Menetelmén etuna on, et-
t4 estimoinnin tuloksena saatu kovarianssimatriisi R on positiivisesti definiitti.
Lisédksi menetelméa on aineistopohjainen, joten kovarianssimatriisin todellinen
rakenne on mahdollista saavuttaa. (Pan & von Rosen 2006.)

Pourahmadi (1999, 2000) mallinsi yleistettyjé autoregressiivisia parametreja
¢jr sekd virhevarianssin logaritmeja log(o ) lineaarisilla malleilla

log(UJ2> = Z}A, (b]k = z;k77

missé z; ja zj; ovat ¢ X 1 ja d x 1 kovariaattien vektoreita, sekéd XA = (A1, ..., A,)’
jay = (7,...,74)' vastaavia parametreja. Kovariaatit z; ja z;; voidaan ajatella
esimerkiksi polynomeiksi ajan suhteen
= (Lt;, 85, ...t
(

Jobjeeees
Zjk = ( ( tk)? t] ) XX (tj - t/f)q_l)la
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jolloin A ja ~ voidaan estimoida suurimman uskottavuuden menetelmén avulla
(Pourahmadi 1999, s. 687-689).

Tassa tyossd paamaarana on kuitenkin estimoida log(ajz) ja ¢ polynomien
sijasta tasoittavilla kuutiosplineilld. Olkoon ¢; = (¢, -1, ..., $;1)" yleistettyjen
autoregressiivisten parametrien vektori aikapisteessa j, kun 7 = 2, ..., m. Koska
®ji—k, k =1,..., j—1 tarkoittaa autoregressiivisen prosessin parametria viiveella
k, voidaan olettaa, etté ¢, ;_j on pieni j:n ollessa kiintea ja k:n saadessa suuren
arvon. Téstd seuraa, ettd vektori ¢p; on monotonisesti vihenevé. (Pourahmadi
1999.) Saadaan siis yhtéloryhma

2 = (¢21)
P3 = (P32, 03.1)

(,bm = (¢m,m717 ¢m,m727 ceey (,bm,l)/-

Matriisin H diagonaalilta saadaan vastaavasti ennustevirheiden varianssit 0]2,
kun 5 =1,...,m.

Nyt voidaan sovittaa tasoittava kuutiosplini seka yleistetyille autoregressii-
visille parametreille ¢ etté logaritmoiduille virhevariansseille log(o7) molem-
mille erikseen. Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, etta ¢, kun j = 1,...,m,
k = 1,....,7 — 1 ovat keskendin riippumattomia. Samoin oletetaan log(a?),
J = 1,...,m riippumattomuus. Yleistettyjen autoregressiivisten parametrien
ngﬁjk estimaatit saadaan nyt minimoimalla sakotettu yleistetty pienimman ne-
livsumman kriteeri (3.21), jolloin kriteeri saa muodon

m

(4.2) > (i = 50— £+ [ [F0)] at.

Jj=2

Lausekkeen (4.2) minimoiva, kéyran f estimaattori on NSS estimaattori (3.25]),
eli

(4.3) fass = (X' X +0G) ' X',
misséi ¢ = (¢}, ... @), 2

Virhevarianssin logaritmien log(c) estimaatit log(65) saadaan vastaavas-
ti, kun minimoidaan sakotettu pienimmén neliGsumman kriteeri (3.9)), jolloin

kriteeri saa muodon

2

b
s 2 " 2
(4.4) > [log(o?) — £(t)] +A / [7"(1)]" .
j=1 a
Vastaava kiyrén f estimaattori on tasoittava kuutiosplini (3.15)), joka nyt saa
muodon

(4.5) f =T, + AG) log(c?),

35



missi log(o?) = [log(o?), ..., log(c2)]'.

Myos tasoitusparametri A voidaan valita erikseen molemmille estimaatto-
reille ja (4.5)). Estimaattorin tasoitusparametri saadaan kiyttamalla
ristiinvalidointia tal yleistettya ristiinvalidointia (3.19)). Vastaavasti esti-
maattorin tasoitusparametri voidaan valita NSS-estimaattorin yleistetyn
ristiinvalidoinnin avulla.

4.3 Esimerkki kovarianssimatriisin mallintamisesta

4.3.1 Kovarianssimatriisin estimointi modifioidun Choleskyn
hajotelman avulla

Havainnollistetaan nyt edelld kuvattua menetelmaéd alaluvussa 2.2 kuvatun
Sonni-aineiston avulla. Tarkastellaan aluksi kuviota [£.1] johon on piirretty 40
Suomenkarja-rotuisen sonnin painon kehitys 12 aikapisteessé. Kuviosta voidaan
heti havaita kaksi Fitzmaurice ym. (2004) mainitsemaa tyypillista pitkittaisai-
neiston ominaispiirretta: painon ja mittausajankohdan valilla on vahva posi-
tiivinen riippuvuus ja varianssi kasvaa selvasti ajan kuluessa. Jo kuvion
perusteella on siis helppo paéitelld, etta stationaarinen kovarianssirakenne ei
sovellu aineistoon.

500
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Kuvio 4.1. Suomenkarja-rotuisten sonnien painon kehitys.

Oletetaan nyt aineiston jokaisella yksilolle 12 x 12 kovarianssimatriisi R ja
estimoidaan tatd matriisia tavallisella otoskovarianssimatriisilla

1
n—1

S = Zf:(’yz - 9)(yi —9),
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missa

Modifioitu Choleskyn hajotelma (4.1]) saadaan nyt helposti ratkaistua tavallisen
Choleskyn hajotelman avulla

(4.6) R=S8=cCC,

missé C' on alakolmiomatriisi, jonka diagonaalielementit ovat positiivisia. Edel-
leen maéaritellian matriisi L siten, etta

L = C(diag(C)™"),

milla L on sellainen alakolmiomatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat ykkosié.
Nyt jos Choleskyn hajotelmassa (4.6) C korvataan matriisilla L(diag(C')), niin
saadaan

R = L(diag(C))(diag(C))L’
=LHL
=T H(T)
missd H = (diag(C))(diag(C)).
Taulukko 4.1. Sonni-aineistosta lasketut otosvarianssit (paadiagonaa-

li), otoskorrelaatiot (péédiagonaalin ylapuoli), yleistetyt autoregressii-
viset parametrit (paadiagonaalin alapuoli) ja virhevarianssit (viimeinen

rivi).
t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
T | 48 064 066 058 061 059 054 047 038 034 0.33 0.31
2 | 058 41 0.88 0.83 077 076 071 071 070  0.69 0.65 0.66
3| 019 095 61 0.86 0.86 079 072 0.67 0.64  0.60 0.55 0.55
4 | 002 043 076 91 088 084 074 069 064 0.61 0.56 0.57
5 | 014 -020 062 0.76 154 091 087 081 077 072 0.67 0.65
6 | 009 042 -035 023 096 237 089 081 08l 077 0.71 0.68
7 | -0.06 060 -029 -056 0.76  0.74 332 0.94  0.90  0.86 0.82 0.79
8 | -020 095 -060 -0.04 036 -0.35 1.20 491 0.94  0.89 0.87 0.85
9 | -064 098 -0.11 -0.63 001 049 010 0.86 680 0.97 0.95 0.92
10 | -0.14 050 -0.20 0.0 -0.16 -0.07 0.16 -0.25 1.26 917 0.98 0.96
11| 035 -0.22 -017 0.18 000 -0.39 0.04 0.00 -0.01 1.23 1134 0.97
12 | -0.22 042 -0.09 0.22 -0.10 0.0 -0.26 030 -0.25 -0.16 1.32 1498

48 24 13 21 29 38 55 47 56 48 26 65

Taulukossa on annettu yhteenveto Sonni-aineistosta lasketuista kova-
rianssiparametreista. Paadiagonaalilla ovat aineistosta lasketut otosvarianssit,
paadiagonaalin ylapuolella otoskorrelaatiokertoimet ja alapuolella yleistetyt au-
toregressiiviset parametrit ¢;;,. Viimeisella rivilla ovat virhevarianssit 0]2. Tau-
lukko vahvistaa sen, mika oli paateltévissé jo kuvion (4.1)) perusteella: kor-
relaatiokertoimet ovat kaikki positiivisia ja otosvarianssi kasvaa ajan myota.
Liséksi voidaan havaita viela erds Fitzmaurice ym. (2004) mainitsema tyy-
pillinen pitkittaisaineiston ominaispiirre: korrelaatiokertoimet pienenevét, kun
havaintojen mittausvalimatka kasvaa.
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Estimaatit log(&?), kun j = 1,...,12 ja ngﬁjk, kun j =2,..,12, k =1,...,11
saadaan lausekkeista ja . Tasoitusparametri estimaattorille (4.3]) on
valittu kayttamalla NSS-estimaattorin yleistettyé ristiinvalidointia pai-
nomatriisilla W = N~'I,,,. Tasoitusparametrin arvoksi on talloin saatu A =
0.7. Estimaattorin tasoitusparametri on puolestaan valittu tavallisen ris-
tiinvalidoinnin avulla, jolloin tasoitusparametrin arvoksi on saatu A =
0.4.

Kuviosta [£.2] ndhdaan estimoidut tasoittavat kuutiosplinit. Nayttaisi silta,
etta tasoittava kuutiosplini mallintaa molempia aineistoja hyvin. Voidaan li-
saksi havaita, ettd seka aineistosta lasketut autoregressiiviset parametrit etta
vastaavat estimaatit saavat suurehkon arvon viiveilld 1 ja 2, minké perusteella
voidaan péaédtelld kyseessé olevan AR(2)-prosessi.
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Kuvio 4.2. Otosarvot (valkoiset pallot) ja sovitetut arvot (mustat pal-
lot) virhevarianssien logaritmeille ja yleistetyille autoregressiivisille pa-
rametreille.

Alkuperiinen kovarianssimatriisi R koostuu yhteensa n(n + 1)/2 = 78 va-
paasta parametrista. Koska tasoittavan kuutiosplinin aste on tasoittajamatrii-
sin jalki, saadaan tasoitusparametrin arvolla A = 0.7 yleistettyjen autoregres-
siivisten parametrien estimaattorin asteeksi 7.0. Vastaavasti tasoituspara-
metrin arvolla A = 0.4 saadaan virhevarianssin logaritmien estimaattorin (4.5))
asteeksi 6.2. Menetelméan avulla voidaan siis 78-parametrinen kovarianssimat-
riisi mallintaa kayttdmalla vain 13 vapaata parametria. Kuten alaluvussa 3.2.2
todettiin, tasoittavan kuutiosplinin aste voi liikkua valilla 2 < df < m, missé
m on mittauspisteiden lukumaéara. Nain ollen tasoitusparametrin arvoja saa-
telemalla saataisiin estimaattorin asteeksi 2 < dfy, < 11 ja vastaavasti
estimaattorin 1) asteeksi 2 < dfgjz < 12. Estimoidun kovarianssimatriisin
vapaiden parametrien lukumaéra voi siis liikkua vélilla 4 < df < 23.
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4.3.2 Mallien vertailu

Tassa alaluvussa vertaillaan kolmea sonni-aineistoon sovitettua mallia ja niissé
kéytettyja kovarianssimatriiseja. Sonni-aineisto on ollut tutkimuksen kohteena
useasti ennenkin ja ensimméisen tassa vertailuun otettavan mallin esitti alku-
jaan Liski (1987), jonka monista sovitetuista malleista parhaaksi osoittautui
malli

y = Bo+ it + Bot® + Baln(t) +e.

Mallissa ¢ on ajan kovariaatti ja satunnaisvirheiden kovarianssimatriisi olete-
taan rakenteettomaksi (malli A). Nummi (1997) osoitti edelleen, etté vahépa-
rametrisemmalla AR(1)-rakenteella voidaan tuloksekkaasti korvata mallin A
rakenteeton kovarianssimatriisi (malli B). Liski (1987) ja Nummi (1997) kéyt-
tiviat analyyseissdén vuonna 1966 syntyneiden sonnien koko aineistoa (yht. 208
sonnia). Tassd tyossd vastaavat mallit on sovitettu ainoastaan Suomenkarja-
rotuisille sonneille (yht. 40 sonnia).

Paaméariné on siis vertailla malleja A ja B malliin C, jossa aineistoon on so-
vellettu alaluvussa 3.3.1 esitettya GSS-menetelméaéd, jossa odotusarvokéyréan es-
timaattorina toimii kuutiollinen GSS-estimaattori . Estimaattorin (3.24])
kovarianssimatriisi on edellisessa alaluvussa saavutettu, modifioidun Choleskyn
hajotelman avulla muodostettu kovarianssimatriisi.

Kaytetaan mallien vertailussa aikapisteissa laskettuja residuaalien keskiar-
voja ja vastaavia RMSE-arvoja (root mean squared error). Residuaalien RMSE-
arvot kussakin aikapisteessa t;, j = 1, ..., 12 saadaan laskettua kaavalla

(4.7) RMSE; = J 711 i(ei )2 = J 410 S (e — &)

=1 i=1

Kun oletetaan, etta residuaalit ovat korreloimattomia odotusarvolla nolla, saa

lauseke muodon

1 40

RMSE; = | — Y (&)
40 =
Kuviossa on piirretty residuaalien keskiarvot kussakin aikapisteessa ja

vastaavat arvot on esitetty taulukossa Voidaan havaita, etté residuaalien
keskiarvo on selvasti pienin mallissa C. Mallissa A voidaan nahdé selvaa alies-
timointia periodin alussa ja yliestimointia loppupuolella periodia.

Taulukko 4.2. Residuaalien keskiarvot malleille A, B ja C.

Malli 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A -3.33 -2.32 -3.64 -449 -097 2.00 4.30 3.76 3.71 2.83 143 4.23
B 0.00 0.87 -1.24 -3.04 -0.50 1.52 2.93 1.60 0.86 -0.60 -2.46 0.00
C 0.17 -0.52 -0.05 -0.38 0.17 0.07 0.48 -0.03 0.18 0.19 -0.37 0.04
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Residuaalien keskiarvo

Kuvio 4.3. Residuaalien keskiarvot malleille A (kiintea viiva), B (kat-
koviiva) ja C (pisteviiva).

Taulukossa 4.3 on kuvattu vastaavat residuaalien aikapisteittdin lasketut
RMSE-arvot. Nyt ero mallin C hyvaksi ei ole enda yhté selked, vaan mallin C
RMSE-arvot ovat vain hieman mallin B RMSE-arvoja pienempia.

Taulukko 4.3. Residuaalien RMSE-arvot aikapisteissd malleille A, B
ja C.

Malli 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A 7.63 6.71 853 1044 1231 1534 1851 22.20 26.02 30.03 33.28 38.45
B 6.86 6.36 7.82 9.90 12.28 15.28 18.24 21.93 25.77 29.91 33.34 38.21
C 6.86 6.32 7.72 9.43 12.27 15.21 18.01 21.88 25.76 29.90 33.25 38.21

Obheisilla kriteereilla mitattuna malli C osoittautuu kolmesta vertailtavasta
mallista parhaaksi. Taman perusteella voidaan paatella, etta tasoittava kuu-
tiosplini tarjoaa tehokkaan valineen estimoitaessa seké odotusarvoa, etta kova-
rianssimatriisia. Téssé tyossa on kuitenkin tehty viela monia yksinkertaistuksia
estimoitaessa parametrien log(a?) ja ¢, arvoja tasoittavilla kuutiosplineilla ja
tasmallisemmét sovitteet saavutettaisiinkin maksimoimalla Liun (2004) tapaan
reunauskottavuusfunktio parametrien log(a?) ja ¢, suhteen. Pitkittaisaineis-
tolle tama vaatii kuitenkin vielé lisaa tutkimustyota.
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5 Loppusanat

Tutkielmassa osoitetaan, kuinka splinien avulla voidaan tehokkaasti estimoida
sellaisen aineiston odotusarvokéyréa, jonka mallintamiseen perinteinen para-
metrinen regressiomalli ei sovellu. Voidaan havaita, kuinka erityisesti tasoit-
tava kuutiosplini tarjoaa tahan tehokkaan tyokalun. Lisaksi osoitetaan, miten
tasoittavan kuutiosplinin kayttokelpoisuus ei rajoitu ainoastaan odotusarvon
estimointiin, vaan sen avulla voidaan joustavasti estimoida myo6s kovarianssi-
matriisin parametreja.

Vaikka odotusarvon estimointia splinien avulla voidaan pitaa suhteellisen
tuoreena tilastollisena menetelména, on siitd kuitenkin kirjallisuudessa ole-
massa jonkin verran materiaalia. Sen sijaan kovarianssimatriisin mallintami-
nen kayttdmalla apuna modifioitua Choleskyn hajotelmaa, jonka termit on
estimoitu tasoittavilla kuutiosplineilla, on vasta tutkimuksen alla oleva mene-
telmé. Téassa tyossa osoitetaan kyseisen menetelméan toimivan kdytannossa ja
tarjoavan taten potentiaalisen aihepiirin tuleville tutkimuksille.

Tutkielmassa modifioidun Choleskyn hajotelman termien parametrit on
saavutettu kayttamalla lahtokohtana otoskovarianssimatriisia. Seka yleistetty-
jen autoregressiivisten parametrien ettd logaritmoitujen virhevarianssien esti-
maatit on saavutettu estimoimalla molempia erikseen tasoittavilla kuutiospli-
neilla. Molempien spliniestimaattorien tasoitusparametrit on niin ikdan valittu
erikseen ristiinvalidoinnin avulla. Nain saavutettu kovarianssimatriisi on sijoi-
tettu GSS-estimaattorin lausekkeeseen ja saatu nain lopulta odotusar-
vokayran estimaatit.

Koska menetelméssa estimoidaan erikseen seka kovarianssimatriisin para-
metrit ettd odotusarvo, ei saavutettuja estimaattiarvoja voida pitda optimaa-
lisina. Pourahmadin (1999) esitysta seuraten, odotusarvon ja kovarianssimat-
riisin parametrit voitaisiin estimoida samanaikaisesti logaritmoidun uskotta-
vuusfunktion avulla, mikali mallina toimisivat polynomit ajan suhteen. Tut-
kielmassa kuitenkin sekéd odotusarvoa, ettd kovarianssimatriisin parametreja
estimoidaan tasoitetuilla kuutiosplineilla, jolloin lisda tutkimustyota tarvitaan
yhteisestimoinnin mahdollistavien algoritmien kehittamiseksi. Liun (2004) sa-
kotetun logaritmoidun uskottavuusfunktion maksimointiin perustuva menetel-
maé tarjoaa tdhén lahtokohdan.

Lopuksi haluaisin viel& lausua kiitoksen sanan ohjaajalleni dosentti Tapio
Nummelle, joka ehdotti minulle tatd haastavaa, mutta kiinnostavaa aihetta,
perehdytti minut ennestdan tuntemattomaan aihepiiriin ja tarjosi pitkin tyon
etenemisté arvokkaita neuvoja ja tukea.
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