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Tiivistelma

Riemannin (-funktio on yksi merkittdvimmisté funktioista matematiikan a-
lueella. Se esiteltiin kahdeksansivuisessa artikkelissa “Uber die Anzahl der
Primzahlen unter einer gegeben Grosse”, jonka Riemann kirjoitti kiitokseksi
Berliinin tiedeakatemialle. Tésta artikkelista on tullut analyyttisen lukuteo-
rian kulmakivi.

Johdannon ja esitietoluvun jilkeen kisittelemme kolmannessa luvussa
Eulerin I'-funktiota, mikd on keskeinen osa (-funktion teoriaa. Ensiksi to-
distamme I'- funktion perusominaisuuksia, kuten funktionaaliyhtaloita, I'-
funktion integraaliesityksen ja Legendren kahdentamiskaavan sekd Bohrin-
Mollerupin lauseen. Néiden tulosten jélkeen todistamme Stirlingin kaavan
aluksi reaalitapauksessa, jonka jialkeen laajennamme sen kompleksitasoon.
Lopuksi todistamme yhteyden betafunktion ja I'-funktion valille.

Neljés luku on tutkimuksen keskeisin osa. Aluksi todistamme (-funktion
perustuloksia, kuten Eulerin tulokaavan, integraaliesityksen (-funktiolle ja
analyyttisen jatkon koko kompleksitasoon. Tamén jalkeen kdiymme lapi viisi
todistusta Riemannin funktionaaliyhtélolle, jonka jélkeen esitimme yhteen-
vedon todistuksista.

Tutkimuksen vahiten tunnettu tulos on Vepséliisen todistama (-funktion
raja-arvoesitys. Se sisaltdd myos mielenkiintoisia avoimia kysymyksia. Raja-
arvoesityksen jalkeen keskitymme alkulukulauseen todistamiseen, mika oli
myoOs Riemannin tutkimusten pédkohde.

Viimeiset kaksi kokonaisuutta koskettavat (-funktion momentteja ja esit-
telemme hieman Lindel6fin vaikutusta (-funktion teoriaan. Aluksi esitdmme
muutaman seurauslauseen, jotka liittyvat toiseen, neljanteen ja 2k:teen mo-
menttiin. Loppuosiossa keskitymme laajentamaan naiden tulosten maaritte-
lyjoukkoa. Viimeiseksi esittelemme Lindeldfin lauseen ja hypoteesin, jotka
ovat kiintedsti yhteydessd Riemannin (-funktion teoriaan.
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Abstract

Riemann’s zeta function is one of the most remarkable functions in mathe-
matics. This function was introduced in an eight-page article called “Uber die
Anzahl der Primzahlen unter einer gegeben Grosse” which Riemann wrote as
an acknowledgement to Berlin Academy of Sciences and it has become the
basis of the analytic number theory.

After the introduction and preliminary knowledge chapters we focus on
Euler’s gamma function which is important part of the theory of Riemann’s
zeta function. First we prove some basic properties of Gamma function like
functional equations, integral representation of Gamma function, duplication
formula of Legendre and the Bohr-Mollerup theorem. After these properties
we concentrate on Stirling’s formula. We prove it first in a real case and
after that we expand it to the complex plane. Finally we prove a connection
between beta function and gamma function.

Fourth section is the main part of the thesis. First we prove basic proper-
ties of zeta function such as Euler’s product formula, integral presentation of
the zeta function and analytic continuation to the whole complex plane. An
interesting and essential result is Riemann’s functional equation which gives
a connection between the values of ((s) and (1 — s). We give five proofs for
it and a summary of the proofs.

The least known result in this thesis is Vepséldinen’s limit formula for
the zeta function which contains also some open questions. After this we
prove the famous prime number theorem which was Riemann’s aim in his
zeta function research.

Last two subsections are devoted to moment functions and Lindelof. In
the beginning of the subsection we give some corollaries concerning the 2nd,
4th and the 2kth moments. These corollaries are valid in the halfplane o > 1
and the rest of the subsection concerns expanding these results. The last
subsection contains a short presentation of Lindel6f’s theorem and hypothesis
which are closely related with the zeta function and Riemann hypothesis.
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1 Johdanto

Johdanto perustuu osittain Benjaminin ja Brownin kirjaan [4]. Matematiikan
historiasta voidaan nostaa esiin monia suuria nimid. Antiikin aikana Euklei-
des kokosi 13-osaisen Alkeet teoksensa, jonka osat 7-9 kisittelevit lukuteo-
riaa. Siind Fukleides esittdd muun muassa todistuksen sille, ettd alkulukuja
on adreton madrd. Renessanssin aikana Napier kehitti Neperin luvun, jo-
ka eksponenttifunktion myoté esiintyy (- ja [-funktioiden teoriassa useasti.
Differentiaali- ja integraalilaskennan alkuvaiheet tunnetusti sijoittuvat 1600-
luvulle, jolloin Newton ja Leibniz toisistaan riippumatta kehittivit oppejaan
ja matemaattisen analyysin notaatiota runsaasti. Heidan aikaansaannokset
olivatkin valttdmattomiéd analyysin kulta-ajan eli 1700-luvun tarpeille.

Euler oli 1700-luvun tuotteliaimpia matemaatikkoja. Erds hanen keksin-
noistaan oli integraali

F(z):/ e 7 1dt.
0

Lisdksi hian tutki summaa
o

1

ne’

n=1
kun s on reaalinen. Hén todisti, ettd sarjan n:nnen osasumman ja luvun Inn
erotus ldhenee raja-arvona tiettyd lukua, jota kutsutaan Eulerin vakioksi,
kun s = 1. Euler keksi my6s yhteyden tdmén sarjan ja alkulukujen vilille,

silla
=1 1
;E—gl—p—s’

missé tulo lasketaan kaikkien alkulukujen p yli.

1800-luvulle siirryttéessa Eulerin kiddenjalki nékyi erityisesti Riemannin
tuotannossa. Riemann laajensi Eulerin esittdmaa summafunktiota komplek-
sitasoon, missd s = o + it, ja sarjan suppenemisalueeksi saatiin puolitaso
o > 1. Funktiota ryhdyttiinkin kutsumaan Riemannin (-funktioksi eli

1
C(s)=2_ —
n=1

Riemann valittiin 1850-luvulla Berliinin tiedeakatemian jéseneksi. Kiittaak-
seen tiedeakatemiaa hin kirjoitti julkaisun "Uber die Anzahl der Primzah-
len unter einer gegeben Grosse”. Téssd kahdeksansivuisessa artikkelissaan,
joka oli my6s hénen ainoa lukuteorian julkaisunsa, Riemann muodosti yhtey-
den Eulerin tulokaavan avulla x:44 pienempien alkulukujen lukuméaran ja

(-funktion nollakohtien ominaisuuksien vélilla.
Riemannin ansiot eivét jadneet ainoastaan edelld mainitun yhteyden 16y-
tdmiseen, vaan tdrkein anti hénen toissdén oli kdytetyt metodit ja niiden



soveltaminen (-funktion teoriaan. Metodeista keskeisimpié olivat analyytti-
nen jatkaminen, kaarimonikulmiointegrointi seké (-funktion integraaliesityk-
sen johtaminen ja sen soveltaminen. Yleisesti ottaen Riemann 16ysi analyyt-
tisen jatkon (-funktiolle lukuun ottamatta pistettd s = 1 ja mielenkiintoisen
riippuvuuden ((s):n ja ((1 — s):n vélille. Tétd riippuvuutta kutsutaan Rie-
mannin funktionaaliyhtéloksi ja sen todistamiseksi tarvitaan muun muassa
Eulerin I'-funktion teoriaa.

Funktionaaliyhtélon ja ['-funktion tietojen perusteella pystytdan padtte-
leméén, miten (-funktio kdyttaytyy suoran o = 1 oikealla puolella ja suoran
o = 0 vasemmalla puolella. N&in ollen herdd kysymys, mitd tapahtuu ns.
kriittiselld alueella eli kun 0 < ¢ < 1. Riemann osoitti, ettd funktio ((s)
saa arvon nolla darettomén monta kertaa kritttisella alueella. Han otaksui,
ettd tdméan funktion nollakohdat sijaitsevat kriittiselld suoralla o = % Ta-
td otaksumaa sanotaan Riemannin hypoteesiksi. Se on ollut jo 150 vuotta
ratkaisemattomana ja se on asetettu myos yhdeksi Millennium-ongelmaksi,
jonka ratkaisemisesta amerikkalainen Clay-instituutti on luvannut miljoona
dollaria.

Riemannin tutkimusten péamaéaara oli alkulukulauseen todistaminen. Se
vaittad, ettd x:44 pienempien alkulukujen maéaéard lahenee asymptoottisesti
suhdetta bggcx. Riemann ei saanut titd todistettua, mutta 1896 alkuluku-
lauseen todistuksen viimeistelivit de la Vallée Poussin ja Hadamard toi-
sistaan riippumatta. Heiddn todistuksensa perustuivat osoitukseen, etta (-
funktiolla ei ole suoralla ¢ = 1 nollakohtia.

Suomalaisilla on my6s oma osuutensa (-funktiota koskevassa historiassa,
silléd Lindel6fin mukaan on nimetty kuuluisa téta funktiota koskeva olettamus.
Lindeldf esitti hypoteesinsa vuonna 1908, ja sen mukaan (3 + it) = O(t)
jokaisella ¢ € R, . Huolimatta hypoteesin yksinkertaisesta ulkoasusta se on
osoittautunut Riemannin hypoteesin tavoin haastavaksi ongelmaksi. Linde-
16fin hypoteesi ei ole yhtd voimakas kuin Riemannin hypoteesi eli Rieman-
nin hypoteesista seuraa Lindel6fin hypoteesi, mutta péinvastainen paéttely
ei ole voimassa. Lindel6fin hypoteesin tutkimus vei puolestaan (-funktion
tutkimuksen uusille urille, koska siitd lahtien ryhdyttiin tutkimaan témén
funktion momentteja.

Riemannin (-funktion yleiset 2k:nnet momenttifunktiot méaaritelldan yh-
talolla

T
W) = 7 [ G+ P

Lindel6fin hypoteesi on yhtépitiava sen kanssa, ettd I(7') = O(T°) jokaisel-
la k € N jae € R,. Tama puolestaan on innostanut tutkimaan yleisesti
momenttien tutkimista, ja nykyddn momenttien tutkiminen onkin arvostet-
tu tutkimushaara (-funktion saralla. Momentit kuvaavat taméan funktion "vé-
liarvoja” kriittisella suoralla déarellisella valilla, ja momenttien arviot kertovat
tietoa (-funktion nollakohdista.



Ensimmaiset tulokset momenteista julkaisivat Hardy ja Littlewood vuon-
na 1918. He todistivat, etta

1 [T ,
Il(T)_T/O |C(%+n€)]2dt~logT,

kun T" — oo. Nelja vuotta myohemmin he keksivéit yksinkertaisemman to-
distuksen kayttden siind apuna funktionaaliyhtéloa, joka esittaa zetafunktion
adrellisen summan ja virhetermin avulla. Se on nykyéaén laajalti kiytetty tu-
los momenttien tutkimisessa. Kun toisen momentin tapaus oli pitkalti selvi-
tetty, siirryttiin korkeampien momenttien pariin. Pian kuitenkin huomattiin,
ettd silloin asiat huomattavasti vaikeutuivat. Hardy ja Littlewood todistivat
vuonna 1922, etté I(T) = O((logT)*), mutta he eivit kyenneet todistamaan
asymptoottista kaavaa téalle. Nelja vuotta myohemmin Ingham ja Titchmarsh
julkaisivat omat tuloksensa koskien neljattd momettia. Tamén jalkeen on ol-
lut hiljaiseloa merkittdvien momentteja koskevien tulosten saralla.

Kukaan ei ole saavuttanut suurta lapimurtoa Lindel6fin hypoteesin to-
distamisessa. Noin yhdeksikymmenta vuotta sitten Hardy ja Littlewood jul-
kaisivat ensimmaiset tuloksena (-funktion momenteista. Nykytutkimuksessa
Conreyn, Farmerin, Keatingin, Rubinsteinin ja Snaithin julkaisun myo6ta ym-
marretddn paremmin (-funktion momenttien rakennetta, mutta onko tama
oikea tie korkeampien momenttien salojen selvittdmiseen? Diaconun, Gold-
fieldin ja Hoffsteinin tyot johtaisivat uusiin mielenkiintoisiin ja tarkkoihin tu-
loksiin, jos niitéd koskeviin Dirichlet’n sarjojen kysymyksiin 16ydettéisiin vas-
taukset. Viimeisin mielenkiintoinen tulos on peréisin Soundarajanilta, joka
osoitti, ettd Riemannin hypoteesin vallitessa momentit eivit voi kasvaa pal-
jon ennakoitua nopeammin. Han osoitti, ettd jokaisella ¢ € R, on voimassa
(log T)** < I(t) < (log T)**¢. Kuitenkin se viimeinen silaus Riemannin ja
Lindel6fin hypoteesin todistamisissa puuttuu ja nayttaa silta, etta se puuttuu
vield pitkédn aikaa.

Téssé tutkielmassa on viisi kokonaisuutta. Ensimméinen kokonaisuus kos-
kettaa I'-funktion perusominaisuuksia ja Stirlingin kaavaa, joka on kuuluisa
sovellus I'-funktiosta. Stirlingin kaava todistetaan aluksi reaalisessa tapauk-
sessa, jonka jilkeen se laajennetaan koko kompleksitasoon. Toisessa kokonai-
suudessa kdydaan lapi (-funktion perusominaisuuksia, kuten Eulerin tulo-
kaava, (-funktion analyyttinen jatko koko kompleksitasoon ja sen integraa-
liesitys.

Riemannin funktionaaliyhtdlo muodostaa kolmannen kokonaisuuden ja
sille esitetéan viisi todistusta ja lopuksi yhteenveto todistuksista. Neljannessé
kokonaisuudessa ensiksi esitetdin vahemmaéan tunnettu Vepséldisen todistama
raja-arvoesitys (-funktiolle ja toiseksi todistetaan alkulukulause.

Viimeisessa kokonaisuudessa esitetdéan tuloksia, jotka koskevat (-funktion
momentteja ja Lindel6fin hypoteesia. Aluksi kidydédan lapi toiseen moment-
tiin kuuluvia perustuloksia, jonka jalkeen siirrytaén neljinteen momenttiin ja
viimeiseksi esitetddn tulos yleisesté 2k:nnesta momentista. Toisen momentin



kohdalla todistetaan muun muassa aiemmin mainittu Hardyn ja Littlewoo-
din tulos. Loppuosiossa kiydédan lapi Lindelofin hypoteesia ja siihen liittyviéd
tuloksia.

Lukijalta edellytetdan vahvaa kompeksianalyysin perustuntemusta ja ana-
lyyttisen lukuteorian perustietoja. Kompleksianalyysin osalta sopiva perus-
teos on esimerkiksi Priestleyn teos [16]. Analyyttisen lukuteorian puolelta
perusteokseksi kiy Rademcherin teos [17].



2 Esitietoja

Téassé luvussa esittelemme muutamia tuloksia ja maaritelmid, joita tarvit-
semme jatkossa. Lauseiden todistukset ovat jatetty suurelta osin vain viit-
teiksi. Kaytdmme nimitysta tulo myos paattyméattomista tuloista.

Maaritelma 2.1. Maérittelemme kompleksilukujen tulon

oo
pip2 - = Hpn
n=1

ottamalla raja-arvon osatuloista P, = pips - - p,. Sanomme tulon suppene-
van kohti kompleksilukua P = lim,, . P,, jos tdméi raja-arvo on olemassa
ja eroaa nollasta.

Maiaritelmé 2.2. Olkoon U avoin joukko. Funktiotulo [[ 7, f. suppenee
normaalisti joukossa U, jos se suppenee tasaisesti jokaisessa U:n kompaktissa
osajoukossa.

Maaritelma 2.3. Olkoot U avoin joukko ja s, = f1 + fo + -+ f, funktio-
jonosta (f,)r>; muodostettu osasumma. Sarja y | f, suppenee normaalisti
joukossa U, jos funktiojono (s,)5, suppenee tasaisesti jokaisessa joukon U
kompaktissa osajoukossa.

Lause 2.1. Vilttamdaton ja riittavi ja ehto tulon [[°° (1 + a,) itseiselle
suppenemiselle on sarjan Y~ |a,| suppeneminen.

Todistus. Ks. [1, s. 192-193].

Lause 2.2. Tulo [[)2 (1 + a,(2)) suppenee tasaisesti jokaisessa sellaisessa
joukossa, jossa sarja Y |an(2)| suppenee tasaisesti.

Todistus. Ks. |20, s. 17-19].

Lause 2.3. Oletetaan, etti jokainen tulon [[ 2, f, tekija on madritelty jou-
kossa A. Jos on olemassa sellainen reaalilukujono (M,), ettd

|fu(2) = 1| < M, kaikilla z € A ja sarja Y -, M, suppenee, niin [[°, fn
suppenee itseisesti ja tasaisesti joukossa A.

Todistus. Ks. |15, s. 494-495].

Maaritelma 2.4. Funktiolla f on eristetty erikoispiste zy € C, jos on ole-
massa sellainen r € R, ettd f on holomorfinen punkteeratussa kiekossa
B'(zy, ), mutta ei pisteessi zo.

Maaritelma 2.5. Olkoon 2, € C funktion f eristetty erikoispiste. Olkoon
f(z) =>20" _ an(z — z)" funktion f Laurentin sarjakehitelmé punkteera-

tussa kiekossa B’(zg, 7). Télléin 2 on funktion f napa, jos a_,, # 0 vahintaan
yhdelld, mutta korkeintaan darellisen monella n € Z, .



Maaritelma 2.6. Olkoon U avoin joukko. Funktio f on meromorfinen jou-
kossa U, jos se on holomorfinen ja méaéritelty U:ssa lukuun ottamatta mah-
dollisia napoja U:ssa.

Lause 2.4. Oletetaan, ettd tulon [[°2, fn jokainen tekija on holomorfinen
avoimessa joukossa U. Oletetaan lisiksi, ettd tulo [],—, fn suppenee normaa-
listt U :ssa. Tdlloin f on holomorfinen U :ssa. Lisiksi, jos f ei ole identtiseséi
nolla missidn U:n alueessa, niin meromorfisten funktioiden sarja -, ;—:
suppenee normaalisti U :ssa, ja sen rajafunktio on f7’
Todistus. Ks. |15, s. 496-497].

Maaritelma 2.7. Funktio on kokonainen, jos se on méaritelty ja holomor-
finen koko kompleksitasossa.

Lause 2.5. Olkoon z € C. Talloin

Y ()

n=1

Todistus (vrt. [15, s. 497-498]). Olkoon f,(z) = 1—(£)? kaikilla n € Z,. Jos
K C C on kompakti joukko ja ¢ = max{|z|? : z € K}, niin

2] _

kaikilla z € K. Koska sarja Y >, # suppenee, lauseen 2.3 perusteella tulo
[1.2, fn suppenee tasaisesti joukossa K. Néin ollen tulo suppenee normaalisti
koko kompleksitasossa. Lauseen 2.4 perusteella funktio f(z) = z[[ ~[1 —
(£)?] on kokonainen ja silli on nollakohtina kaikki kokonaisluvut. Liséksi

lauseen 2.4 nojalla meromorfisella funktiolla f’/f on esitys

1 1 = 2
f((zz)) = + nz:l = _ZnQ = mcot(mz).

Olkoon ¢(z) = sin(nz). Funktio g on kokonainen funktio, jolla on koko-
naisluvut yksinkertaisina nollakohtina. Muodostamme uuden funktion h =
f/g. Funktiolla h on poistuvina erikoispisteiné funktion g nollakohdat. Téten
h on kokonainen. Nyt

L RENE) L f() de
e =T _%@ﬁﬂ@_g@

joten h on vakiofunktio. Koska

h(0) = tim 42 — 21l 1= G

2—0 g(2) sin(mz)

] = h(z)[r cot(mz) — weot(mz)] =0,

1
=



saamme h(z) = 7! kaikilla z € C. Néin ollen

g(2) = sin(nz) = 28 - mi[l (1 - TZTZ>

kaikilla z € C.

Maaritelma 2.8. Avoimen joukon U osajoukko E on diskreetti osajoukko,
jos silla ei ole joukossa U kasautumispistetta.

Lause 2.6 (Weierstrassin lause). Olkoot E = {z1, 22, 23, ...} avoimen joukon
U osajoukko ja m, € Zy, kun n € Z,. On olemassa holomorfinen funktio
f:U — C, jolla E on nollakohtien joukko ja jokaista nollakohtaa z, vastaava
kertaluku on m,,, kunn =1,2,3,.... Kahden tdllaisen funktion osamddrd on
holomorfinen ja nollakohdaton U :ssa.

Todistus. Ks. |15, s. 498-501].

Lause 2.7 (Weierstrassin M-testi). Oletetaan, ettd sarjan ) -, f, jokainen
termi on mdaritelty joukossa A. Jos on olemassa sellainen reaaliterminen jo-
no (M,), ettd |fn(z)| < M, patee kaikilla z € A ja sarja Y >, M, suppenee,

niin Yy ", fn suppenee itseisesti ja tasaisesti A:ssa.
Todistus. Ks. |15, s. 253-254].

Lause 2.8. Olkoot G alue ja f(t,z) t:n ja z:n jatkuva funktio, kun —oo <
a<t<b<oojazéeG. Okoon f:lld derivaatta f,(t,z), joka on t:n ja z:n
jatkuva funktio, kun —oo < a <t < b < oo ja z € G. Oletetaan lisiksi, ettd

integraali
b
/ f(t,z)dt

suppenee tasaisesti, kun z on mielivaltaisella G :n suljetulla osa-alueella. Tal-
loin funktio

w(z) = / 2t

on z:n holomorfinen funktio alueella G lukuun ottamatta erikoispisteitd.
Todistus. Ks. [14, s. 303-304].

Lause 2.9. Olkoon funktio g : D X [a,00) — C jatkuva, missi D C C on
alue ja a € R. Oletetaan, ettd on olemassa sellainen vililld [a, c0) mddri-
telty funktio M(t), ettd |g(t,z)| < M(t) kaikilla z € D ja t > a. Lisdksi
oletetaan, etti integraali [~ M(t)dt € R on olemassa. Télloin [ g(z,t)dt
suppenee itseisesti ja tasaisesti D:ssd. Jos g(z,t) on holomorfinen jokaisessa
D:n avoimessa osajoukossa kaikilla t > a, niin faoo g(z,t)dt on holomorfinen
D:ssa.



Todistus. Ks. [18, s. 49-50].

Maaritelma 2.9. Funktio f on holomorfinen paitsi eristetyissa erikoispis-
teissd avoimessa joukossa U, jos sen erikoispisteiden joukko E on diskreetti
ja jos f on holomorfinen joukossa U \ E.

Maaritelma 2.10. Olkoon U avoin joukko. Silmukka o on nollahomologinen
joukossa U, jos silmukan kierrosluku n(o, z) = 0 kaikilla z ¢ U.

Lause 2.10 (Residylause). Olkoon funktio f holomorfinen avoimessa jou-
kossa U paitsi eristetyissa erikoispisteissa. Olkoot o silmukka joukossa U \ E
ja nollahomologinen joukossa U. Talloin

/f(z)dz = 27T2'Zn(0', z)Res(z, f).

2€E
Todistus. Ks. [10, s. 16-17].

Maaritelméa 2.11. Merkintd f(x) = O(g(z)), kun z — oo, tarkoittaa, ettd
on olemassa sellainen vakio K > 0 ja arvo zg etté | f(z)| < K|g(z)| aina, kun
T > Xg.

Maaritelma 2.12. Merkintd f(z) = o(g(x)), kun x — oo, tarkoittaa, ettd
kaikilla € > 0 on olemassa sellainen arvo xy ettd |f(x)| < €|g(x)| aina, kun
T > X.



3 Eulerin I'-funktio

3.1 [I'-funktion perusominaisuuksia

Euler esitti I'-funktion jo 1750-luvulla. Se on yksi tarkeimmistéd matemaatti-
sista funktioista, jolla on erittdin laaja sovelluskenttéd. Téssd alaluvussa ké-
sittelemme I'-funktion perusominaisuuksia, joita tarvitsemme myohemmaéssé
vaiheessa, jolloin kiiymme keskeisimpia ['-funktion sovelluskohteita lavitse ja
tutkimme tarkemmin (-funktion ominaisuuksia ja sovelluksia.

Maéritelma 3.1. Mééarittelemme Fulerin gammafunktion I'(z) kaavalla

z

(3.1) P(z) = “ 10"_0[1 <1 + 2) Y

misséd vy = lim,, (1 + % + % +-+ % —logn) = 0.577 on Eulerin vakio.

[-funktio on meromorfinen funktio, jonka yksinkertaiset navat ovat pis-
teissd z = 0, —1, —2,.... Gammafunktiolle on olemassa useita keskendan yh-
tapitavia maaritelmia. Valitsemamme méaritelméa on Weierstrassin esittama.
Euler maéritteli, etta

F(z):/ e '*7tdt, kun Rz > 0.
0

Todistamme tdmén lauseena myohemmin (lause 3.3), mutta sitd varten tar-
vitsemme seuraavan tuloksen. Vaikka Euler maéritelméssaan rajoittui ta-
paukseen Rz > 0, on I'-funktio madriteltdvissd myos aluessa Rz < 0. Té-
méi saadaan kiyttamalla yhtalod (3.2), minké oikea puoli on méaéritelty, kun
Rz > —n.

Lause 3.1. Olkoon Rz > 0. Talloin

nln?

(3.2) F(Z):JEEO ) et

Todistus (vrt. [15, s. 504-505],[23, s. 202-204]). Olkoon
f(z):zewzﬁ 1+ 2 )e i,
n=1 n

Todistamme aluksi, ettd funktio f on kokonainen funktio. Téata varten tar-
kastelemme f:n lausekkeessa olevaa paattymattoméanta tuloa ja sen suppe-
nemista suljetussa alueessa |z| < %, missd N € N. Tata varten tutkimme
paattymattomén tulon logaritmia ja valitsemme sen paddhaaran. Olkoon

log S(z) = g:l [log (1 + %) - ﬂ
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Lisdksi mielivaltaisesti valitulle z € C valitsemme sellaisen N € N, ettéd
N > 2|z|. Nyt osasumma

N
z z
log Sy = ; [log (1 + E) - E}

on selvasti darellinen kaikilla darellisilla z:n arvoilla ja erityisesti niilla, joilla
12| < %, kunhan z ei ole negatiivinen kokonaisluku. Olkoon n € N tarpeeksi

suuri, jotta % < 1. Talloin

2 2 22 23 L (—1)kgk
og (1+2) 2| = |- =+ = -
o8 < * n) n ‘ 2n? * 3n3 * ’ kz:; knk
Ek 2
< — 1+|—]+ — |t
n n

Kun [z] < ¥ jan> N, on

log(l—l—i)—i
n n

Néin ollen jadnnostermille

Ry (2) =log S(z) — log Sn(z) = i [mg <1 n %) - i]

n
n=N+1
saamme arvion
= 1(/N\*_N
R < 1 —] < —.
mels Y 5(5) <3
n=N+1
Koska Y7 v 2(&)? suppenee, suppenee Ry(z)m lausekkeessa oleva sar-

ja itseisesti ja tasaisesti alueessa |z| < % Koska tarkastelemamme sarjojen
termit ovat holomorfisia funktioita ja sarjat suppenevat tasaisesti alueessa
2| < &, ovat Ry(2) ja fmn lausekkeessa oleva pédttymétén tulo holomorfisia
funktioita alueessa |z| < &, missi N € Z, on mielivaltainen. Koska eks-
ponenttifunktio on on holomorfinen, on €65 eli f:n pasttyméton tulo on
holomorfinen kaikilla z € C lukuun ottamatta negatiivisia kokonaislukuja.
Funktiot z ja €7* ovat holomorfisia koko kompleksitasossa, joten funktio f
holomorfinen koko kompleksitasossa ja nollakohtina silld on pisteet z = 0 ja
negatiiviset kokonaisluvut. Siis f on kokonainen funktio. Néin ollen funktio
I'= % on meromorfinen funktio napoinaan pisteet z € Z_ U {0}. Nollakohtia
[-funktiolla ei ole.

Funktion f lausekkeena oleva padttyméaton tulo suppenee normaalisti
kompleksitasossa. Se eroaa nollasta jokaisessa joukon U = C\{—1, -2, -3, - }
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kompaktissa osajoukossa. Néin ollen kaavan (3.1) pdattyméton tulo suppenee
normaalisti U:ssa. Nyt lauseen 2.4 nojalla saamme, etta

(3.3) Frlg)):”‘é_ni{zin_%]'

Jos z #0,—1,—2, ..., niin esitimme kaavan (3.1) muodossa

F(Z)z%exp {zglrgo(logn—; )}JE&H( %>

S 1

ok ) nln?

— I ~ zlogn =1 )
oo 2 kleH; e 2z 4 1) (2 1)

-1

?r\N

Seurauslause 3.1. Jos z #0,—1,—2,..., niin I'(z + 1) = 2I'(2).

Todistus. Lauseen 3.1 nojalla
n!nz—I—l
I'(z+1) = lim
( ) nsoo (z4+1)(z24+2)---(z+n+1)

z

= lim :
nooo | z4+mn+1 z(z+1)(z+2)-"(2+”)}
n n!n?
=z lim ——— . ] = zI['(2).

Seurauslause 3.2. ['-funktio toteuttaa yhtalot I'(1) =1 ja'(n+1) =
Todistus on triviaali.

Lause 3.2. FEulerin I'- funktiolle pdtee
T

F(z)I'(1—2) = n(r);

Todistus (vrt. [15, s. 504-505]). Olkoon

f(z) = ze'y‘zﬁ (1 + n)

n=1

Nyt lauseen 2.5 nojalla



Koska I' = 1/ f, saamme

™

—2l(z)I'(—=2) =

sin(7z)
Nyt viite seuraa seurauslausetta 3.1 soveltamalla. Siis

T(2)[(1 —z) = —2T(2)I(—2) = — _

Seurauslause 3.3. I'-funktio toteuttaa yhtilot T'(3) = /7 ja
F(n+3) = %ﬁ, kunn=12....

Todistus. Lauseen 3.2 perusteella

W2 ™
OB = gz =7

mistd ensimmaéinen viite seuraa suoraan. Toinen viite seuraa valittomésti,
kun asetamme z +1=n + % ja sovellamme seurauslausetta 3.1.

Lause 3.3. Jos Rz > 0, niin

F(z):/ e 7 tdt.
0

Todistus (vrt. [23, s. 208-209]). Méérittelemme aluksi apufunktion

n t n
g(z,n) = / (1 - —) t*~tdt.
0 n

Asettamalla ¢t = n7 saamme

1 n L
9(z,n) = / (1 — E) n* i indr = / (1 —7)"n*7° dr,
0 n 0

missd yhtalon viimeinen integraali suppenee, kun Rz > 0. Osittaisintegroi-
malla saamme

olen) = 7| /1 (1—rpiegl /O a1 - T)”lTZdTl

z z
-0

—nz_ nn—1)---2-1 1TZ+"*17

N _z(z—i—l)-~(z+n—1)/0 d]
n! R

:z(z+1)---(z+n)n'
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Lauseen 3.1 perusteella ja koska

n t n oo
lim (1 — —) t*tdt :/ e Pt
n—00 0 n 0

(ks. [24, s. 242-243]), on

!
lim g(z,n) = lim i ?

n—00 n—>ooz(z—|-1)(2+n)n

n t n e’}
= lim (1 - —) t*ldt = / e 't = T'(2).

Jatkossa tarvitsemme useasti tietoa siité, ettd sarja tai epéoleellinen in-
tegraali suppenee tasaisesti tai itseisesti. Todistamme esimerkiksi, ettd I'-
funktion integraaliesitys suppenee itseisesti ja tasaisesti. Jatkossa jatdmme
tarkat suppenemistarkastelut lukijalle tai viittaamme ldhdeteokseen, jossa
tarvittava tarkastelu on tehty tai sielld on tulos, johon voi vedota.

Lause 3.4. Integraali v(z) = floo t*~Le~tdt suppenee tasaisesti ja itseises-
ti alueessa Rz < r kaikilla r € R ja v(z) on holomorfinen C:n jokaisessa
avoimessa joukossa. Integraali u(z) = fol t*~le~tdt suppenee tasaisesti ja it-
seisesti alueessa Nz > r kaikilla v € Ry. Lisdksi u(z) on holomorfinen D:n
jokaisessa avoimessa joukossa, kun D = {z € C | Rz > 0}. Edelleen

= (-1)¥ 1
u(z):Z(V!) z+v

v=0

kaikilla z € D.

Todistus (vrt. [18, s. 50]). Merkitsemme aluksi, ettd S, = {z € C | Rz <
r}ja SH = {z € C| Rz > r}. Kaikille 2 € S, on voimassa |t*7!| <
t"—1. Koska lim;_, o tr=le=3 = 0, on olemassa sellainen vakio M > 0, etta
|t*~1e~!| < Me™2 kaikille z € Sy ja t > 1. Koska [ e 2dt = \/% jat=le™t
on holomorfinen C:n jokaisessa avoimessa joukossa kaikilla ¢ > 1, lauseen 2.9
perusteella integraali suppenee itseisesti ja tasaisesti alueessa S, .

Olkoon s = . Tallsin u(z) = [ e s s~ 'ds. Jos r > 0, niin [e"s 577} <
s kaikilla z € St ja [T s 'ds = r~'. Lauseen 2.9 perusteella u(z)m
integraali suppenee itseisesti ja tasaisesti D:ssd. Nyt

- — (—1)” [! 1
/ e tdt = Z / ==Ly
P v! 5

v=0

[e.e]

SN N

vl z4v v 24
v=0 v=0

mikéd on voimassa kaikilla 6 € (0,1), koska fz > 0. Néin ollen viimeinen
summa ldhenee nollaa, kun § — 0.
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Seurauslause 3.4. Integraali fooo t*~le~tdt suppenee itseisesti ja tasaisesti
kohti funktiota T'(z) jokaisessa kaistaleessa {z € C | a < Rz < b}, missd
0<a<b<oo.

Lause 3.5 (Legendren kahdentamiskaava). Jos z # 0, —%, -1, —%, ..., nin

(3.4) 2270 (2)T (2 + §) = V7L (22).

Todistus (vrt. [12, s. 4]). Oletamme aluksi, ettd z > 0. Lauseen 3.3 perus-
teella

22z IP( ) / / —(5+t) 2\/_)22 lt 1/2d8dt
Asetamme o = /5 ja 8 = /1, jolloin

27T ()l (24 %) = 4/ / (*+5%) (908)* L avdovd 5.

Lisdamalla tdhdn vastaavan kaavan, jossa a:n ja (:n paikat on vaihdettu,
saamime

27T ()l (2 + 4 —2/ / (*+5%) (208)** (. + B)dvd 3
=4 [[ @ 2ap o+ pydads,

[

missé viimeinen integraali integroidaan yli sektorin {o | 0 < a < 00,0 <
$ < a}. Muuttujien vaihdoilla u = a? 4+ 4% ja v = 2a8 saamme edelleen

222—11’\ r 1 :/00 2z—1d € d
(2)I(z+3) i v v N e u
= 2/ e‘”vzz_ldv/ e dw = /7T (22).
0 0

Analyyttisen jatkamisen periaatteen perusteella saatu tulos on voimassa kai-
killa z # 0, —%, -1,-3

SRR

Maéritelmé 3.2. Olkoon [a,b] reaalilukuvéli. Funktio f : [a,0] — R on
konveksi, jos kaikille xq,x9 € [a,b] on voimassa

[tz + (1 —t)z1) < tf(xa) + (1 — 1) f(z1),

kun 0 <t < 1. Joukko A C C on konveksi, jos kaikille z,w € A on voimassa
tz+(1—tiwe A, kun 0 <t < 1.

Seuraavassa lauseessa esitdmme mielenkiintoisen tuloksen, mité voidaan
pitdéd erdédnlaisena I'-funktion aksiomaattisena madarittelyna. Siind tehdaén
tietyt oletukset funktiosta f ja paadytadn tulokseen, ettd funktio f on I'-
funktio.
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Lause 3.6 (Bohrin-Mollerupin lause). Olkoon vdililli 0, co| madritelty reaa-
lifunktio f sellainen, ettd f(x) > 0 kaikilla x € R,. Oletetaan, ettd

(i) log f(z) on konveksi funktio,
(i) f(z+1) =xf(x) kaikilla x € Ry,
(ifi) f(1) = 1.
Télldin f(z) = D(z) kaikilla = € R,.
Todistus (vrt. [6, s. 179-180], [3, s. 14-15]). Oletuksen (ii) nojalla
(3.5) flx+n)=z(xz+1)---(z+n—-1)f(x)

kaikilla n» € N. Néin ollen, jos f(z) = I'(x), kun 0 < # < 1, niin funktiot f

ja I' ovat samat kaikkialla. Olkoot 0 < x <1 jan > 2. Nyt

(3.6)

log f(n —1) —log f(n) _ log f(z +n)—logf(n) _logf(n+1)—log f(n)
(n—1)—n - (x4+n)—mn - n+1)—n

(vrt. [6, s. 138-139]), missé epéyhtdlot ovat voimassa log f(z):m konveksisuu-
desta johtuen. Koska (3.5) on voimassa, saamme f(m) = (m — 1)! kaikilla
m > 1. Téten saamme epéyhtélot (3.6) muotoon

< logn!—log(n—1)!

1 —1 —1)!
X

eli
zlog(n — 1) <log f(x + n) — log(n — 1)! < zlogn.

Lisdamalld log(n—1)! epdyhtéloihin ja soveltamalla eksponenttifunktion omi-
naisuuksia saamme

(n—1%n—-1! < f(r+n) <n"(n—1),

josta yhtélon (3.5) nojalla

(n—1)%(n—1)! n®(n —1)!
z(x+1)---(x4+n—-1) Sf(x)éx(m—kl)---(m—i—n—l)
n“n! T+n

zlx+1)---(x+n) n

Koska f(x) ei riipu n:sté ja epéayhtélot ovat voimassa kaikilla n > 2, voimme
vaihtaa n: tilalle (n 4+ 1):n vasemmassa epayhtélossi, jolloin

n*n! n*n! T+n
z(x+1) - (x+n) < Jlo) < z(z+1)---(x+n) n

kaikilla n > 2 ja x € [0,1). Koska lim, ,o © = 1, saamme lauseen 3.1

S
perusteella I'(z) < f(z) < I'(x) eli f(z) = I'(z), kun 0 < = < 1. Viitos
seuraa tasta.
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3.2 Stirlingin kaava

Siirrymme I'-funktion perusominaisuuksien parista késitteleméan sovelluksia,
joista erityisenéd mielenkiinnon kohteena on Stirlingin kaava. Télla kaavalla
on paljon kiyttoa kompleksianalyysissa. Aluksi todistamme Stirlingin kaavan
positiivisille reaaliluvuille, jonka jélkeen laajennamme sen kompleksitasoon.

Lause 3.7 (Stirlingin kaava). Kaikilla © > 0 pditee
[(z+1) =z "V2mz(1+ 0(2)).

Todistus (vrt. [14, s. 306-311]). Olkoon x > 0. Tarkastelemme integraalia

o0 [e'e) t T
[(z+1)= / e "trdt = e”xx/ e~ (—) dt.
0 0 T

Tekemalld muuttujan vaihdon t — x = u saamme

(3.7) [(x+1)=e"a” /_OO e (1 + %) .

T

Arvioimme integraalia

(3.8) I(z) = /j e (1 + g)xdu

suurilla z:n arvoilla. Olkoon 0 < y < z. Kirjoitamme

—-y Yy T o0
I(a:):/ +/ +/ +/ =L+L+L+1
—T -y Yy x

Osoitamme ensiksi, ettd I, — 0, kun x — oco. Arvioimme integroitavan
logaritmia

(3.9) log {e“ (1 + %)T = —u+zlog (1 + %)
_ —u{l _ glog (1 n g) }

Sijoituksen log(1 + %) = s perusteella

x u s
3.10 -1 I+—-1]= .
(3.10) u og( +:c) es —1

Kun u kasvaa arvosta x arvoon oo, kasvaa samalla s arvosta log2 arvoon
0o. Kaavan (3.10) oikeanpuoleisen funktion derivaatta koko télla vélilla on
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negatiivinen, jolloin funktio saa suurimman arvonsa log 2 vélin alkupisteessé
s = log 2. Nain ollen

log [e“ <1 + E) } < —u(l—log2) = —ulogg,
x

joten kaavan (3.8) integroitavalle

x
e U (1 + E) S e—ulog%‘
xr

—zlog §

Taten
e

[ee]
0< 1, < / e U8 S fyy = -0,
T

€
log ¢
kun z — oo. Siis lim,_,., I, = 0.

Seuraavaksi arvioimme integraalia

7y T
I = / e“(l n 9) du.
o T

Helposti huomaamme, ettéd integroitava saavuttaa suurimman arvonsa pis-

teessd u = —y, jossa se on yhtasuuri kuin ey(l — %) Téaten
e (1_¥Y
(3.11) O<h<ée|l—=) (z—y)<ze’(1-—=) .
x x

Ylarajan logaritmi
AN y y Y
log |e¥(1— = =y+azlog(l—=)=y+a| —=—7= —--
x x x  2x?

joten

Helposti havaitsemme, etté integraalin

x U z
I; = / e“<1+—) du
y x
integroitava pienenee, kun u kasvaa vililla (y, z), ja néin ollen se saa suurim-
man arvonsa kun u = y. Siis

T

(3.12) 0<13<e_y<1+%) (x —vy) <xe‘y(1+g) ,
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josta saamme edelleen

x 2 3 2 3
- Y Y Y Y Y
og{e < +x) } 2sc+3:c2 2:c+3x2
2 2 2
R s
2x  3x 6x

Kaavan (3.12) perusteella

2
0<13< e 6s.

Nyt méaritamme y:n siten, ettd integraalit [; ja I3 ldhenevét nollaa kun
x — 0o. Siksi merkitsemme

(3.13) Yo 2", missi 0< A< L.
xr

Téaten

(3.14) y=a7.

>

x

Nain ollen saamme integraalille [; ylarajaksi ze™ 2 — 0, kun x — oo. Téalloin
myos I; — 0. Vastaavasti I3 — 0, kun x — oo.
Viimeiseksi arvioimme integraalia

v u\®
(3.15) I = / e " (1 + —> du.
y x

Koska |%| < 1 koko integroimisvililld, saamme integroitavan logaritmille ke-
hitelméan

2

—u u ¥ u2 u3 u
10g|:€ (1—0—5) :| ——%—l—@—'--——%[l—i-f(u)],

o232

missé,

Funktiolle f(u) on

ful |, (lalY’ y 1
< — -— e 2
o< Bl () 4ty
mistd kaavan (3.14) perusteella seuraa
_1-a 1
(3.16) [fW)] <™ ———x = a(a).
l—a 2



Koska o(z) — 0, kun x — oo, on

(3.17) tog [e (14} | = £ (1 1 0(0)).
. & x 2

Rittavan suurilla z:n arvoilla 0 < ¢ < 1, jolloin

(3.18) —(14+0)<—=(1+0(0)) <—(1—-0).

Niin ollen kaavojen (3.17) ja (3.18) perustella saamme

Yy 2 Yy w2
(3.19) / e~ =)y < I, < / e~ 217y,
~y ~y

Oikean puolen integraaliin otamme uuden muuttujan

l—0o
U =1,
2z

jolloin

Vo2 [ 2 b

/ e~ 217 dy = ’ / e tdt,

—y -0/

missa

B 1—0_% l1—0
_y\/ o0 ’

Vastaavasti voimme muokata kaavan (3.19) vasemman puoleista integraalia,

jolloin
[
—y 1+0
missa
l+o0 % 1 + o
Téaten

e Ml =

Kun x — oo, jolloin t; — oo ja to — 00, epayhtiléiden molemmat puolet

ldhenevit raja-arvoa
o
/ e dt = VT,

[e.o]

joten J?Tx — 1. Nain ollen
I, =V2rz(140(2)).
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2
Varmistamme vield, ettd [; = O(%) Saatu I;m yléraja on ze™ z . Tut-
kimalla %:n ja ylarajan osamadraa selvitdmme, kiyttaytyyko ylaraja asymp-
1

toottisessa tarkastelussa hyvin. Koska lim, .., —* = oo, ndemme, etta
re 2
yliraja on O(1). Vastaavasti I5 — 0 ja Iy — 0, kun 2 — oco.
Néin ollen

) =L+ L+ 1+ L=+v2rz(1+0(1)) + O(%) = v2rz(1 + O(1)).
Kaavan (3.7) perusteella

I'(z+1)=a"e"V2rz(14+0(2)).

Seuraavat kaksi lausetta muodostavat kokonaisuuden, jonka lopputulokse-
na on Stirlingin kaava laajennettuna kompleksitasoon. Kummassakin lausees-
sa esiintyva p(z):m sarjakehitelmé on mielenkiintoinen. Sen kehitti Christoph
Gudermann vuonna 1845 ja sarja kantaa hdnen nimedan. Talla sarjalla on
keskeinen yhteys myShemmin esitettévassa viidennessé Riemannin funktio-
naaliyhtélon todistuksessa, koska siind tarvitaan aputulosta, joka johdetaan
p(z)m sarjakehitelmésté.

Lause 3.8. Olkoon Cy ={z € C| 2z #0,|argz| < 7}. Jos z € Cy, niin
F(Z) — (27T)1/22z71/2€7z€,u(z)’

missa
o0

wz =% l(z—l—n— L) log (%) - 1}

n=1

ja z+n € Cy kaikilla n € N.

Todistus (vrt. [5, s. 45-46]). Todistamme aluksi, etti esitys

L (n—1)n?
F(z)_JEEOZ(zJFU---(ern—l)

on yhtapitava lauseen 3.1 kanssa. Koska

(n—1)n* 4
lim z(z+1)T-L-!-T(Lzz+nfl) — lim zZ+mn

z(z+1)-(z+n)

=1,

n—o0 n—00 n

on vaite todistettu. Niin ollen saadun tuloksen, seurauslauseen 3.2 ja lauseen
3.7 perusteella
(3.20)

. L(N)N o
S P vy g s ) Rl ML e po s woy ey g 1

N#HN-1/2,—N
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Nimittiji

1 . 241/2 a1 2+3/2
Z<Z“>'“<Z+N—1>:W(m) (z+2)

2+ N—1/2
% <Z+N_ 1) (Z+N)Z+N_1/2

z+ N
(Z+N)2+N71/2 N 24n—1 z+n—1/2

Meidén on valittava logaritmin péddhaara. Néin ollen

z4+n—1/2
z4+n—1 / — pulz4n—1/2)
z24n ’

missé
¢+
(-3

Nyt vaihtamalla saadun esityksen yhtéloon (3.20) saamme

MIH

u(¢) = Clog

N z+N-1/2 N
I'(z) = (27T)1/2Zz—1/2 1\}13100 (Z — N) e N H pu(z+n=1/2)

5 —z—N+1/2 N
_ 12 2-1/2 1; Z 1)
= (2m) /%2 Nhim<><> (1+N) exp{z_:l u(z+n 1]}
_ (27T)1/222_1/26_Z€N(Z),
missa
(3.21) Z z+n—3)—1].
n=1
Apulause 3.1. Olkoot a,b € C ja 0 < |a —b| < |a+b|. Tdlloin

a+0b loga—logb
2 a—>b

1 la — b|?
Sla b2 —Ja—bP’

- 1‘ <
kun logaritmeista valitaan pddhaara.

Todistus. Ks. |5, s. 22-23|.

Lause 3.9 (Stirlingin kaava kompleksitasossa). Olkoon 0 < € < 7. Oletetaan,
ettd z kasvaa rajatta sektorissa |arg z| < m —e. Tdlldin

lim T'(2)2"/27%e* = (2m)"/2

Z—00

21



Todistus (vrt. [5, s. 46-47]). Lauseen 3.8 perusteella riittdé todistaa, etté
p(z) — 0, kun z — co. Apulauseen 3.1 perusteella, kun a = z + n ja
b= z+n—1, saamme kaavan (3.21) sarjan yleisen termin itseisarvolle arvion

z+n
|u(z+n—%)—1|: (Z+n_%)logz—|—71——1_
1

3.22
(3.22) 312z +2n— 12— 1)’

missé oletamme, ettd |2z + 2n — 1| > 1. Koska sarjan yleinen termi liahenee
nollaa z:n kasvaessa rajatta, riittda todistaa, ettd voimme ottaa raja-arvon
sarjasta termeittédin. Tatd varten meidén tulee todistaa tasaisen suppenemi-
sen voimassaolo suurilla z:n arvoilla, kun |arg z| < 7 — €.

Jos z = |z]e? ja |6] < 7 — ¢, niin cos > — cose Téten jokaisella n € N

22420 — 1 =2z +2n—1)(2z+2n— 1) = (22 +2n — 1)(22 +2n — 1)
= |22 + (2n - 1)* +2(2n — 1) (2 + 2)
= |22]* +2(2n — 1)|22| cos 6 + (2n — 1)?
> |22]% — 2(2n — 1)[2z| cos € + (2n — 1)%.

Viimeisella esitykselld on muoto

2

a® —2abcose + b* = a’sin® € + (acose — b)? > a’sin’«,

missd a,b € R,. Téaten [2z4+2n—1| > 2|z|sine€ja|2z+2n—1| > (2n—1) sine >
nsine. Olkoon S = {z | |argz| < 7™ —¢,|z| > 1/sine}. Talloin, jos z € S,
niin
12z 4+2n — 1| > 2
ja
2z +2n — 1" =1 > 2[2z 4+ 2n — 1|* > 3n’sin’e.

Néin ollen saamme kaavan (3.22) muotoon

uls+n )~ 1] <

—,
In2sin’ e

kun z € S jan =1,2,.... Sarjaa (3.21) voimme arvioida ylospéin joukossa
S suppenevalla sarjalla vakiotermejé ja néin ollen sarja suppenee tasaisesti
S':ssé Weierstrassin M-testin perusteella.

3.3 Eulerin betafunktio

Maaritelma 3.3. Olkoot m,n € C. Maarittelemme [S-funktion kaavalla

1 w/2
B(m,n) = / 2" N1 - 2)" e = 2/ cos®™ 1 9 sin?" ! 0db.
0 0
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Lause 3.10. Betafunktiolla on ominaisuus

['(m)l'(n)

B(m,n) = Tmtn)

Todistus (vrt. [23, s. 210-211]). Todistamme aluksi véitteen rajoituksella
Rm > 1/2 ja ®n > 1/2. Nyt

tnr) = [ ([Tena).

Asettamalla © = o? ja y = 4% saamme Fubinin lausetta soveltamalla

L(m)l(n) = 41%1_{20 (/R e_a2a2m_1da> (/OR e_BQaQ"_ldﬂ)

=4 hm/ / 2+52 2m 1ﬁ2n 1d0&dﬁ

R—o0

ja edelleen asettamalla o = rcosf ja = rsinf

['(m)T(n) = lim 4/ / =2 0 2m=1 g 6in? =1 grdrde

R—o0

w/2
= 4/ e~ p2mtn) = 1dr/ cos?™ 1 0 sin®* 1 do
0 0
= QB(m,n)/ e p2mn) =1 gy
0
Sijoitamme 7? = ¢, jolloin

o 5 [e.e]

2/ e~ p2mAn) =Ly — / e~ ldt = T(m + n).

0 0

Nain ollen

L(m)C(n)
B(m,n) = Tmtn)

Todistimme lauseen rajoituksella ftm > 1/2 ja ®n > 1/2, mutta analyytti-
sen jatkamisen periaatteen perusteella pystymme laajentamaan méaarittely-
alueeksi 'rm > 0 ja Rn > 0.
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4 Riemannin (-funktio

4.1 (-funktion perusominaisuuksia

Téssé alaluvusssa késittelemme (-funktion perustuloksia, jotka ovat véltta-
méattomid pidemmaélle menevien tulosten ymmaértamisessa. Turhan toiston
valttdmiseksi sovimme, ettd kompleksiluvun s reaaliosa Rs = o ja imaginaa-
riosa &s = t, ellei toisin mainita.

Maaritelma 4.1. Madrittelemme Riemannin (-funktion sarjan
n=1 n?
summana niillé arvoilla s, joilla sarja suppenee. Néin on, kun o > 1.

Sarjan suppeneminen kyetédn perustelemaan yksinkertaisella laskulla.
Olkoon ¢ > 1. Télloin

1 1
% - |eslogn| - eo logn - F'
Koska sarja > >~ n(, suppenee, kun o > 1, suppenee sarja >~ = L jtseisesti.

Liséksi sarja suppenee tasaisesti puohtasossa o> oy > 1. Koska L <L
n n,

(e}
0
jasarja y nao suppenee, Weierstrassin M -testistd seuraa sarjan tasainen
suppeneminen.

Lause 4.1 (Eulerin tulokaava). Olkoon (p,,) kaikkien alkulukujen muodosta-

ma jono. Talloin
1 oo
- Tla-m

Todistus (vrt. [1, s. 213-214]). Olkoon o > ¢y > 1. Kaikilla n € Z, on
P =p," <n7 <%,

joten sarja Y >° |p,*| suppenee tasaisesti alueessa o > oy > 1. Lauseen 2.1
perusteella padttyméton tulo []°7, (1 — p;,®) suppenee siini tasaisesti.
Koska o > 1, saamme

C(s)(1—27° Zns—z n)_S:Zm_S,

n=1

missd m kay lapi kaikki parittomat positiiviset kokonaisluvut. Vastaavasti
((s)(1—27° =y m,
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missé m kiy 1api ne positiiviset kokonaisluvut, jotka eivét ole jaollisia luvuilla
2 tai 3. Voimme yleistda tamén prosessin, jolloin

()1 =27)(1=37%) - (L=py’) =) m™,

missd m kdy lapi positiiviset kokonaisluvut, joilla ei ole tekijoind lukuja
2,3,...,pn. Koska > m™=1+%" .. m™ja

m* < N m | < - m 7 —0
Y (<] >0 w7 )] 7

P1,D2;-,PNTM m=N+1 m=N+1

kun N — oo, saamme

N—oo

N
lim ((s Hl—pn

Lisdksi, koska (-funktiolla ei ole nollakohtia puolitasossa o > 1 (ks. |24,
s. 272|), vaitos seuraa vélittomaésti.

Lause 4.2. Jos o0 > 1, niin

(4.1) C(s) = ﬁ /OOO ;—_1d:c.

Todistus (vrt. [14, s. 317-319]). Oletamme ensin, ettd s on reaalinen ja s >
1. Lauseen 3.3 perusteella I'(s) = fooo e 't*71dt. Sijoittamalla t = vz saamme

I(s) = 1/8/ e s,
0

josta edelleen

(4.2) Z 1 F(l ) /Ooo(e”” +e 4 e M) e

— Vs S
1 o0 ,—x _ ,—nx
_ 1 / el —e™) oy,

00 s—1 oo ,—nx,.5—1
= ! {/ ‘ dx—/ Ldm}.
L) lJ, er—1 o er—1
Viimeisessa lausekkeessa integraalit suppenevat. Ensimmaéinen integraali sup-
penee tasaisesti alueessa {s € C | a < 0 < A}, missi 1 < a < A < oo (ks.
6, s. 188-189]). Toisen integraalin integroitavan itseisarvoa voidaan arvioida
ylospéin termilld £— ja suppeneminen seuraa vastaavasti kuin ensimméi-

er—1"
sessé integraalissa.
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Todistamme seuraavaksi, etté

o0 —nx,.s—1
lim —dr = 0.

xr __
n—oo J e 1

Valitsemme a > 0. Nyt

o0 —nx,.s—1 a ,—nz,.s—1 00 ,—nx ,.S—1
(4.3) / T = / S T / S
o e*—1 g e*—1 o €et—1

Olkoon € > 0 mielivaltainen. On olemassa sellainen ay > 0, etta

a —nx,.s—1 a s—1
(& Xz Xz €
/ —dx</ dr < =, kun a < ayp.

Arvioimme kaavan (4.3) viimeisté integraalia. Koska

00 ,—nx ,.S—1 oe) s—1
e T _ X
——dz<e ™ dl’,
o €7 —1 o €' —1

on tarpeeksi suurilla n:n arvoilla

00 e—n:rxs—l €
/ —dr < =
o €t —1 2
Téten lausekkeen (4.3) raja-arvo on 0, kun n — oo. Koska lausekkeen (4.2)
vasen puoli lahenee raja-arvonaan funktiota ((s), viitos seuraa. Olemme to-
distaneet kaavan (4.1), kun s on reaalinen ja s > 1, mutta saamme sen
todistetuksi koko puolitasossa ¢ > 1. Funktio 1/I'(s) on holomorfinen ko-
ko kompleksitasossa lukuun ottamatta pisteitda 0, —1,—2,.... Kaavan (4.1)
integraali on sdanndllinen puolitasossa o > 1, koska lauseen 2.8 oletukset
ovat voimassa puolitasossa o > oy > 1. Kaavan (4.1) oikea puoli on niin
ollen sdannollinen puolitasossa o > 1, kuten myd6s vasen puoli. Koska kaavan
molemmat puolet ovat yhtasuuria reaaliakselilla, ovat ne yhta suuria puoli-
tasossa o > 1.

Tahén mennessa olemme késitelleet Riemannin (-funktiota puolitasossa
o > 1. Seuraavaksi jatkamme (-funktion analyyttisesti koko kompleksita-
soon.

Lause 4.3. Funktio ((s) voidaan jatkaa analyyttisesti puolitasoon o < 1.

Todistus (vrt. [14, s. 319-321]). Olkoon

xs—l

et —1

151 0o s—1
dx = f1(s) + fa(s) :/o ’ dx—i—/l v dr.

et —1 et —1

i) S = [

Lauseen 2.8 perusteella fs(s) on kokonainen funktio, mutta sen sijaan fi(s)
ei suppene puolitasossa o < 1. Funktion fi(s) jatkamiseksi puolitasoon o <
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1 tulee meidén muuttaa se toiseen muotoon. Aluksi oletamme, ettd s on

reaalinen ja s > 1. Kehitdmme funktion ezl—l z:n potenssien mukaan. Siis

1 11
= —— s+ Az A+

4.5
( ) e —1 z 2

missa B
_(_q1\w-1 2w _
Aoy 1 =(-1) )l kan v =1,2,...

(ks. [11, s. 293]). Luvut B, ovat Bernoullin lukuja, joilla on lukuisia sovel-
luskohteita kompleksianalyysissa ja analyyttisessd lukuteoriassa. Tarkempaa
tietoa niistd 16ytyy muun muassa Rademacherin teoksesta [17].

Yhtalon 4.5 funktio on sddnnéllinen joukossa C \ {0, £27i, 473, ... }.
Néin ollen sarjan 4.5 suppenemisalue on avoin kiekko |z| < 27. Tdten saamme
kaavan (4.4) integraalin integroitavalle kehitelmén

.Z'S_l o9 513'5_1

= —
e —1

+A1$S+Agl’s+2+"',

joka suppenee tasaisesti integroimisvélilld ]0, 1[. Néin ollen voimme integroida
sarjan termeittéin, jolloin

1 1 > Agy_l
4. = S — ey
( 6) fl(s) s—1 28+28+2V—1

Saatu kehitelma on voimassa, kun s > 1.

Todistamme seuraavaksi, ettd kaavan (4.6) kehitelmé suppenee itseisesti
ja tasaisesti kiekossa |s| < R, missdé R € R, on mielivaltainen. Jos n on
pienin kokonaisluku, jolla 2n — 1 > R, pétee kiekossa |s| < R

s+2v—1>2n—1—R>0 kun v >n.

Sarjalla
= AQV—I
4.7 _—
(47) ; s+2v—1
on néin ollen majoranttisarja
(4.9 LS
' 2n—1- R4 vt

Koska sarjan (4.5) suppenemissidde on 27, suppenee se itseisesti, kun z = 1.
Téten sarja (4.8) suppenee. Néin ollen sarja (4.7) suppenee tasaisesti ja itsei-
sesti kiekossa |s| < R ja téten se médrittelee sadnnollisen holomorfisen funkti-
on. Sarja (4.6) siis jatkaa funktion f;(s) analyyttisesti koko kompleksitasoon.
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Funktio f1(s) on sddnnéllinen joukossa E' = C\{1,0, —1, —3,... }, ja pisteissi
{1,0,—1,-3,...} silld on yksinkertaiset navat. Funktio f(s) = fi(s) + fa(s)
on nyt sddnnollinen joukossa C\ E. Funktio 1/I'(s) on puolestaan kokonainen
funktio, joten kaavojen (4.1) ja (4.4) perusteella saamme

1

C(S):m

f(s),

joka on funktion ((s) analyyttinen jatko koko kompleksitasoon.

Lause 4.4. Jos 0 < 0 < 1, niin

(4.9) C(s) = %/Ooo (em 1_ - - i):ps_ldx.

Todistus. Lauseen 4.2 perusteella

1 s—1 1 1 00 s—1
C(s)D(s) :/ ~  dr+ S +/ A
0 1

er —1 s—1 s—

1 o0 -1
1 1 1 s
o \e*—1 =z s—1 1 et —1

kun o > 1. Analyyttisen jatkamisen periaatteen perusteella tulos on voimas-
sa, kun ¢ > 0. Lisdksi, kun 0 < 0 < 1, on

N4&in ollen

1 [e’s)
1 1 1 1
/ ( — —) 2 tdx +/ ( — —) A
o \e*—1 =z 1 e —1 =
o 1 1
:/ ( — —)xs_ldas.
0 e —1 =

4.2 Riemannin funktionaaliyhtalo

Riemannin funktionaaliyhtdlo on yksi perustavimmanlaatuisista tuloksista
(-funktion teoriassa. Titchmarsh [21] esittda sille kahdeksan todistusta. Tés-
sé alaluvussa kilymme niisté lavitse viisi. Kaksi ensimmaistd on Riemannin
alkuperaisia todistuksia.

Lause 4.5 (Riemannin funktionaaliyhtdld). Funktio ((s) on sddnnéllinen
kaikilla s € C lukuun ottamatta pistettd s = 1, missd silld on yksinkertainen
napa ja residy on 1. Se toteuttaa funktionaaliyhtdilon

(4.10) C(s) = 2°7° 'sin %Sm —8)¢(1— ).
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Ensimmdinen todistus (vrt. [21, s. 18-20]). Olkoon

s—1
I(s):/ S
C e —1

Polku C' alkaa positiivisesta dédrettomyydestd reaaliakselilta. Reaaliakselia
pitkin tullaan mielivaltaisen ldhelle origoa, jonka jéalkeen kierretdan origo ker-
ran positiiviseen kulkusuuntaan kiyméttd minkéén joukon {+2mi, £47i, ...}
pisteiden kautta. Lopuksi palataan takaisin reaaliakselilla positiiviseen aa-
rettomyyteen. Integraalissa kompleksiluvun z*~! méirittelemme logaritmin
avulla e(*~D1°8% kun logaritmi on reaalinen integrointipolun alussa. Téten
S(log z) on vélilla [0, 27]. Voimme valita C:n ulottumaan positiivisesta 44~
rettomyydestd p:hon, kun 0 < p < 2w, sekd ympyrankaareksi |z| = p ja
lopuksi reaaliakselilla palataan p:sta kohti darettomyytta. Siis

s—1 P s—1 s—1 00 s—1
/ j dz:/ f dx—l—/ j dz—i—/ f dz.
cer—1 o €8 —1 zj=p €& — 1 , € —1

Ympyralla

|Zs—1| _ 6(0—1)10g|z\—targz < |Z|0—1627r|t\'

Liséaksi, koska
z

[e.e] Bn
= Z an (ks. [17, 5. 19]),
n=0

62

on |e* — 1| > A|z|, missd A on positiivinen vakio ja sarjan suppenemissiade
on 27. Nain ollen

s—1 o—1
Ll
jol=p €* — 1 jol=p €% — 1]

27 o—1
2
SpJ_Q/ Pa="TL o,
0

A A

kun p — 0 ja o > 1. Siis

00 s—1 o0 271\ s—1
[(s):—/ - 1da:—|—/ de
0 0

et —1

(e~ 1)((5)
sinwsI'(1 — s)

= ("™ = DI(s)¢(s) =
_2mi(s) e -1

F(l _ S) eTrsi _ e—ﬂ'si

2mie™s
Téaten
_e"™T(1—s) 2571
(4.12) C(s) = 5 /C - 1dz,
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kun o > 1. Voimme siis esittad integraalin /(s) kahden epéoleellisen integraa-
lin summana. Tama esitys on tasaisesti suppeneva jokaisessa kompleksitason
ddrellisessi alueessa, joten kaava (4.12) jatkaa (-funktion analyyttisesti koko
kompleksitasoon. Ainoat erikoispisteet ovat funktion I'(1 — s) yksinkertaiset
navat, kun s = 1,2, 3,.... Koska ((s) on sdannollinen pisteissa s = 2,3, ...,
joissa I(s) = 0 Cauchyn integraalilauseen perusteella, ainoaksi erikoispisteek-
si jaa yksinkertainen napa pisteessd s = 1. Nyt

1(1):/ o
Cez—l

1
s—1

Téten kaavan (4.12) nojalla (-funktion residy pisteessd s = 1 on 1. Jos s € Z,
integraalin (s) integroitava on yksikésitteinen ja I(s) voidaan laskea residy-
lauseen perusteella.

Johtaaksemme funktionaaliyhtdlon kaavasta (4.12) tulee integraali in-
tegroida pitkin polkua C,,, joka kulkee positiivisesta darettomyydesta reaa-
liakselia pitkin pisteeseen (2n+ 1) ja kiertda janat (2n+ 1)7(£1+4), minka
jalkeen se palaa takaisin positiiviseen darettomyyteen pitkin reaaliakselia.
Kaarimonikulmioiden C' ja (), vilissd integroitavalla on navat pisteissa

ja

['1l—s)=-—

+ ...

+27mi, ..., £2nmi. Pisteissd 2mmi ja —2mme residyjen summa on
(277"L7reﬁ7i)5_1 + (2m7re%)8_1 = (2mm)* L™ (=D2 cos in(s—1)

= —2(2mm)* '™ 2sin i7s.

Néin ollen residylauseen perusteella

n

s—1
I(s) = / f — 1dz + 4mie™ sin T Y (2mr)*
Cn ©

m=1

Olkoot o < 0 jan — oo. Funktio =1+ on rajoitettu polun C,, sisélld ja z°~! =
O(|z]°71). Taten integraali pitkin C,,:44 lihenee nollaa, jolloin saamme

I(s) = 4mie™ sin 2 Z(2m7r)5_1
m=1

= 4mie™ sin 2 (2m)° ¢ (1 — ).

Nyt funktionaaliyhtélo seuraa valittomasti yhdistamaélla saatu tulos kaavan
(4.11) kanssa.

Seurauslause 4.1. (’(0) = —1 log 2.
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Todistus (vrt. [21, s. 20]). Otamme aluksi logaritmit puolittain funktionaa-
liyhtélosta ja valitsemme logaritmista padhaaran. Talloin

log ((s) = slog2+ (s — 1) log 7 + logsin %* + log I'(1 — s) +1og (1 — s).

Derivoimme yhtélon puolittain, jolloin

¢'(s) Fil-s) d=s)

= ]og2 +1 T cot X — _ _

(o) — BT TRy T )
Soveltamalla tietoa cot z = tan(§ — z) ja sijoittamalla (1 — s):n paikalle s
T ey '(s) | ()

— s s s
————— = —log2m — J tan % + + ==
¢(1—s) P2 Ts) (s

Pisteen s = 1 ldheisyydessa on voimassa arviot

1

Ttan 3 = —3-1 +O(]s —1]) (ks. [14,s. 168))

ja
D P (89) il
Liséksi
C’(S)_ —{1)(s =12 +k+--- B )
()  G-Ditrtks-—D+ s—1 77"

(ks. [11, s. 164-165]), missd k on vakio. Koska ((0) = —3 (ks. [11, s. 274-276])
jas—1,on
¢'(0)

¢(0)

= —log 2.

Toinen todistus (vrt. 21, s. 21-22]). Oletamme aluksi, ettd o > 0. T4ll6in

Tekemalld muuttujanvaihdon x — zn?m saamme

5 _ _ 2
/ 2 e ™ gy = — 25
0

nsmw

~—

N|w

Téaten, jos o > 1, niin

PEs) & [ =
—a— = x2 e Ty = x2” e ™ dx.
T2 Z 0 0 ;

31



Summa- ja integraalimerkin vaihdon voimme perustella itseisen suppenemi-
sen nojalla (ks. [20, s. 44-45]). Merkitsemme ¢ (z) = 3°°°  e~™*. Tillin

(113) R A

L'(5) Jo
kun o > 1. Seuraavissa tuloksissa Riemann viittaa Jacobin tutkimukseen
Fundamenta Nova Theoriae Functiorum Ellipticarum. Koska

—n2x

oo Cn2ra 1 [e.9] "
I I

n=—o0o n=-—00

ja
2¢(2) + 1= -{20(;) +1}
(ks. [9, s. 225-228]), kun x > 0, saamme yhtélon (4.13) perusteella

Viimeinen integraali suppenee kaikilla s:n arvoilla, silld 1 (z) l&hestyy koh-
ti nollaa nopeammin kuin mikdéan x:n potenssi. Nain ollen kaava pétee ana-
lyyttisen jatkamisen periaatteen perusteella kaikilla s:n arvoilla. Lisdksi oikea
puoli pysyy muuttumattomana, jos s korvataan termilla 1 — s. Téten

TAD(3)C(s) = 7 AT (- 5)¢(1 - s),

mikd on funktionaaliyhtdlon muoto. Téméan ndemme, kun lauseessa 3.5 ase-
tamme 2s:n tilalle 1 — s, jolloin

=2 =) - 3) = e )

Saadun lausekkeen sijoittamalla kaavaan (4.10) saamme halutun muodon
funktionaaliyht&alosta.

Kolmas todistus (vrt. [21, s. 22-24]). Lauseen 4.4 perusteella

(4.14) C(s)T(s) = /Ooo< L 1)x8—1dx,

et —1 =z
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missd 0 < o < 1. Funktion

f(@) = —— !
T) = —
erV2r _ T/ 2T

voimme esittdd Fourierin sinimuunnoksen avulla (ks. [20, s. 434-443]) eli muo-
dossa

(4.16) f(r) = @ | sty

Asettamalla x = £v/27 kaavaan (4.14) saamme

(4.15)

((s)T(s) = (2m)’ / T fee e

Z(QW)S\/E/O f“df/o f(y) sin Eydy.

Jos voimme vaihtaa integrointijarjestysta, niin

o0

—25tagie f(y)ysdy/ u®~ ! sin udu
0 0

— 2533 (2m) 3 T(1 — 5)C(1 — 9) il

2cos 2T(1 —s)’

mista vaitos seuraa.
Integrointijarjestyksen

/O Cedg /0 " f(y)sinydy = /0 )y /0 " e sin £y

vaihtamisen paikkansapitavyyden perusteleminen nojautuu Titchmarshin (ks.
[20, s. 54-57]) esittdmien tulosten soveltamiseen. Néin ollen, koska integraali

/0 £(y) sin Eydy

suppenee tasaisesti valilla 0 < 0 < & < A, riittda todistaa, ettd integraalit

0o )
/ £(v)dy / € sin £ydg — 0

0 0

ja [ee] o0
/ f)dy / & sin éyde — 0,

0 A

kun § — 0 ja A — oo.
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Nyt

5 5

[ e singude = [ o e = 067y
0 0

ja
s oy
/ & sin yde = y_s/ u' ™ sinudu = O(y 7).
0 0

Koska f(y) = O(1), kun y — 0, ja f(y) = O(y™') kun y — oo, saamme

00 )
d s=1gj d
/0 f(y) y/o §° " sin Eyd§

1 1/6 (9]
:/ O(5”+1y)dy+/ O((S"“)der/ O(y=)dy = O(67) — 0.
0 1 1/6

Vastaavasti osoitetaan, etta

/ f(y)dy/ & Lsin EydE — 0.
0 A

Neljis todistus (vrt. [21, s. 24]). Edellisessi todistuksessa muodostimme kaa-
van (4.14). Sitéd voidaan kehittdd yhé pidemmalle, silla

VA 11 1 1 1
r — s— ld . - s—ld
C(s)T(s) /0 <ef"’—1 x+2) g 23+/ <ef‘—1 x)x ‘

(ks. [6, s. 191-192]). Kaava on voimassa analyyttisen jatkamisen perusteella,

kun o > —1. Lisaksi
/OO xs—ld _ 1
L2 T Ty

missd —1 < o < 0. Néin ollen

1 1 1 >
x_1*5_5 Z4n27r2+x2
Taten
o0 o 1 _1 o o0 xs
r(s)cts) = | 20 eyt W= | gt
28_171'8
=9 2 = 1-—
Z n)’ 2cos = coS % N )

(vrt. [6, s. 192]). Koska sarja suppenee itseisesti, voidaan edellisessé yht&lo-
ketjussa vaihtaa summa- ja integraalimerkin paikkaa (ks. |20, s. 44-45]).
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Ennen kuin esitimme viidennen todistuksen funktionaaliyhtéalolle, tarvit-
semme perustietoja Mellin-muunnoksesta.

Maaritelma 4.2. Funktion f Mellin-muunnos

S(s) = /000 f(x)x* 'dx.

Sen kadnteismuunnos on

1 04100
= — “ds.
Fa) =5 [ Sl
Tarkempaa tietoa Mellin-muunnoksesta 16ytyy esimerkiksi Titchmarshin
teoksesta [19].

Esimerkki 4.1 (vrt. |21, s. 33]). Jos f(x) = ==, niin

er—17

mﬁzémxsﬁm=r@«»

et —1

Kaanteisesti on voimassa

1 o+100
fo) =5 [ D)),

kun o > 1.

Viides todistus (vrt. [21, s. 24-25]). Oletamme, ettd o > 1. Residylausetta
soveltamalla voimme todistaa kaavan

gims  petioo (v (1+2)
41 —UTE Sy —
(4.17) o /C_m { T(1 + 2) ng}z dz = ((s),

missd —1 < ¢ < 0. Koska

'l+2) I'(z) 1
I'l+2) TI'(z) =2

(ks. [18, s. 42]), on

I'(1+2) log s — I'(2) Clogs 4 1
['(1+2) 8%~ ['(z) SRR
Lisaksi, koska
I"(2) -1
—logz —
) ogz=0(z"")
(ks. [8, s. 258]), saamme
I'"1l+z
—logz=0(z"
Tt 82 =0G")



Néin ollen integroitava on suuruusluokaltaan O(]z|~7~!), joten integraali on
suppeneva. Analyyttisen jatkamisen periaatteen perusteella kaava on voimas-
sa, kun o > 0, silla kaavan kumpikin puoli on maéritelty puolitasossa o > 0.
Voimme muuntaa integraalin ensimmaéisen funktionaalitodistuksen tapaan,
jolloin

(4.18) C(s) = —Smﬁm /OOO {% - logx}x_sdx,

missa 0 < o < 1.
Johtaaksemme tésté esitysmuodosta funktionaaliyhtéalon tarvitsemme tie-
don, etta

IV (z) 1 > t
gz — — — 2 di
['(x) BT o /0 (12 + 22) (et — 1)

(ks. [18, s. 65]). Téten

(1 +x) Mz) 1 1 > t
— -1 = ——1 =——2 dt
I'(1+x) T T * s BT T /0 (t2 + 22)

(
& t 1 1
=2 — — |dt.
o 124 a2 (62” -1 27Tt>
Nyt kaavojen (4.18) ja (4.14) perusteella
2 sinws [ t 1 1
x%d — —— |dt
ol /0 x/o 12 4 22 (62’”—1 27Tt>
28111 TS 1 s
— | tdt —d
/ (ezﬂt 27rt) /0 22
sin s 1
= _ t°dt
cos /0 <627”f -1 27rt)
o 1 1
= 2sin E(27T)S_1 / ( - —) udu
2 0 et —1 wu

— 2sin g(zw)s—lru —8)C(1—s)

ja integraalijarjestyksen muuttaminen on sallittua itseisen suppenemisen pe-
rusteella kuten aiemmissakin todistuksissa.

4.3 Yhteenveto funktionaaliyhtilon todistuksista

Huolimatta funktionaaliyht&lon monimutkaisesta ulkoasusta on sen todista-
misessa selkeitd suuntaviivoja. Todistukset painottuvat lauseen 4.2 (-funktion
integraaliesityksen soveltamiseen suoraan tai valillisesti.

Titchmarsh esittad todistuksissaan, ettd summa- ja integraalimerkin jér-
jestyksen vaihtamiseen riittdéd oletus itseisestd suppenemisesta. Kuitenkin
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vaihtamiseen tarvitaan tasaisen suppenemisen oletus. Téaméa aiheuttaa lu-
kijalle hAmmennysta ja asian selvittamiseksi pitddkin tuntea Titchmarshin
kirjan [20] tietoja. Muutoinkin Titchmarsh ohittaa hyvin usein integraalien
ja sarjojen suppenemistarkastelut jattden néin lukijalle suuren tyon tulosten
tarkassa analysoinnissa.

Epéoleellisten integraalien madrittdminen perustuu usein residylasken-
taan ja niin on myo6s funktionaaliyhtélon todistuksissa. Erityisesti ensimmai-
sessd, ja viimeisessd todistuksessa tarvitaan residylausetta. Téastd alueesta
lukija 16ytéé perustiedot muun muassa liahteesté [10]. (-funktion integraalie-
sitysta voidaan kehittéda pidemmalle, ja analyyttisen jatkamisen periaatteella
se saadaan péteviksi laajemmassa alueessa. Tétéa tietoa kiytettiin apuna toi-
sessa ja neljannessa todistuksessa. Viimeisessa todistuksessa esiintyy Mellin-
muunnos, jonka kehitti suomalainen Hjalmar Mellin. Se on yleisesti kiytos-
sd, kompleksianalyysissa ja erityisesti Fourier-analyysissé silld on suuri rooli.
Tarkempaa tietoa siitd 10ytyy Titchmarshin kirjasta [19].

Titchmarsh esittda kirjassaan myos kolme muuta todistusta Riemannin
funktionaaliyhtéalolle. Niiden ldhtékohdat ovat huomattavasti erilaiset kuin
tassa tutkielmassa esitetyilla todistuksilla. Ensimméinen todistus perustuu
summakaavalle

w= [ o+ [t - o
+a = fa) - Dol - 0 ) - Do)

missé ¢(x) on mielivaltainen valilla [a, b] jatkuvasti derivoituva funktio, ja
merkinnélld [x] tarkoitetaan suurinta kokonaislukua, joka ei ylitd arvoa x.
Toinen todistus perustuu integraaliin

e 47r +aw
®(a) :/ dw,
L

ew —1

a<n<b

misséd L on suora, jonka vaihekulma on 7 ja joka leikkaa imaginaariakselin
origon ja 27i:n valilld. Tama todistus on hyvin erikoinen ja siind myos esiintyy
edellamainittua itseisen suppenemisen problematiikkaa.

Viimeinen todistus on mielenkiintoinen, silld se perustuu yleistettyyn (-
funktioon, joka on nimeltdén Hurwitzin (-funktio. Se maaritellddan kaavalla

> 1
C(Sva) :ZO (n+a)s’

missd 0 < a < 1 ja o > 1. Normaali (-funktion mééaritelmé saadaan, kun
asetetaan a = 1. Hurwitzin funktioon perustuva todistus yhdistelee aiempien
todistusten ideoita ja se on melko lyhyt. Yleisesti ottaen Hurwitzin funktio on
ollut laajemman tutkimuksen kohteena jo pitkddn, ja Whittaker ja Watson
[24] esittévit (-funktion tulokset kéyttéden sité.
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4.4 (-funktion raja-arvoesitys

Kéymme lapi Vepsilaisen [22] 1970-luvulla todistaman raja-arvoesityksen (-
funktiolle alueissa ¢ > 1 ja 0 < ¢ < 1. Lisdksi Vepséldinen mainitsee, etté
raja-arvoesitykselle on "helppo todistus” myos alueessa —1 < o < 0. Taméa
helppo todistus perustunee neljannessa funktionaaliyhtalon todistuksessa esi-
tettyyn (-funktion integraaliesitykseen

<7111\
F(S)C(S)Z/O (ex—1_5+§)l‘ dz,

missé —1 < o < 0. Avoimina ongelmina ovat tuloksen voimassaolo tapauk-
sissaoc < —1,0=0jao=1.

Lause 4.6 (Raja-arvoesitys (-funktiolle). Olkoon s = o +it. Jos o > 1 tai
0<o<1, nitn

i
L

(419)  ((s)=2"'T(1—s) lim Y (nsin ™) sin (T — (5 4 1)),

n—00 n 2
1

e
I

Todistus (vrt. [22, s. 1-9]). Perusideana todistuksessa on korvata eksponent-
tifunktio lauseissa 4.2 ja 4.4 funktiolla e, (x) = (14 £)", missé n € N. Selvésti
lim,, 00 €, (2) = €”. Sijoittamalla saamme integraalit

1 o0 s—1
(4.20) Cal(s) = ) /0 en(xx) — 1dx, missd 1 <o <n,

ja

(4.21) Ga(s) = F(ls) /000 <ﬁ—l>x51dm’, missé 0 <o <1<n.

Merkitsemme

(4.22) fuls) =T(s)Culs) Ja  f(s) =T(s)((s)
ja todistamme ensiksi, etti

(4.23) [fa(s) = f(s) = O(3).

jolloin lim,, o G (s) = ((s). Toiseksi esitdmme kaavojen (4.20) ja (4.21) inte-
graalit trigonometrisen sarjakehitelmén avulla, jolloin saamme kaavan (4.19)
todistetuksi.

Todistamme nyt kaavan (4.23) oletusten tapauksissa. Lukujono (e,(z))
on kasvava kaikilla x > 0, joten

(4.24) e —en(r) >0, kun x>0

38



ja

x2e”

(4.25) e’ —en(z) < , kun 0<z<n (vrt.[24,s. 242])
n

Nyt kaavojen (4.22), (4.21) ja (4.9) perusteella on voimassa, etta

(6) = )] = TG =T = | 7= = e

1
| (e® —ep())xs? [ (e —ep(x Yoot .
| lew- G 5= ), e ne
)

" (e —en(w))T7” . * (e® —ep(x))ao ! .

- [ emome e [ e
(4.26)

= Oén(U) + 571(0—)’

kun o > 1. Vastaava tarkastelu on voimassa myo6s, kun 0 < ¢ < 1. Arvioimme
a,(0):aa ja b, (0):aa epayhtaloiden (4.24) ja (4.25) avulla. Integraalille v, (o)
saamme arvion

(4.27) 0 < an(o) < ~ /0 ! (en(x)xil)e(; — 1)dx.

n

Integraali suppenee, kun o > 0 ja n > o + 2. Siis integraalit

[e'e] xo-{—lea:
40 = | o e

suppenevat, kun o > 0 ja n > o + 2. Lisdksi funktiot A, (o) muodostavat
vahenevén jonon, jonka alarajana on integraali

00 o+l
/ T
o (en—1)
Siis on olemassa vakio A(c), jolle [A,(0)] < A(o), kuno > 1tai0 <o < 1
jan > o+ 2. Néin ollen epdyhtdlon (4.27) perusteella

(4.28) 0 < an(0) < %A(a).

Termeille §,(0) saamme arvion

420 0<p) = [ S de< Bo)

missé

[P @ el
B0 = | e o
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Kaavan (4.29) ja B,(c):m integraalit suppenevat ainakin, kun o > 0 ja n >
o+ 1. Koska e, () on kasvava jono, on jono B, (¢) on vihenevé ja sen alaraja
on 0. Siis on olemassa vakio B(c), jolle |B,(c)| < B(c). Téten epéyhtéilon
(4.29) perusteella

(4.30) 0 < Bal0) < %B(J).

Yhdistamalla epéayhtalot (4.26), (4.28) ja (4.29) saamme

(4.31) £a(5) = 1(5)] < ~(A(0) + B(o)),

S

missd 0 < o0 < 1 tai o > 1, kun n > o + 2. Néin ollen olemme todistaneet
kaavan (4.23).

Seuraavaksi tutkimme kaavojen (4.20) ja (4.21) integraaleja. Oletetaan,
ettd n > 1 ja z # 1. Tall6in

z—1 ! Ck

4.32 = )
( ) 2n—1 1z—p’C

missd p = e~ ja kertoimet

_k _ k _
Cr = Tim (z —p")(z 1): imQZ—l—p 1

z—pk 2 —1 z—pk nzn—1
k
P =l L i knky L ke kng ok
= o ST =) = o (T (P — 1))
1
(4.33) =——p"(1-p").
n

Nyt kaavan (4.20) perusteella on

ajsfl

(4.34) [(s)Cu(s) = /000 de —ns /OOO ts—2ﬁdt,

kun 1 < o < n.
Oletamme aluksi, ettd 1 < 0 < 2 ja 2 < n. Asetamme z = 1 4 ¢ kaavassa
(4.32), jolloin kaavojen (4.33) ja (4.34) perusteella

g n—1

435) T =~ S [

n
k=1

ts_2

———dt,
t+1—pk
missa integraali on suppeneva, koska 1 < o < 2. Lisaksi

1— pF = |1 — pklee®) = 2gin Tk eialh),

n
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missi a(k) = arg(l — p*) = —m(1 — £). Niin ollen

(436) (1) / L

Soveltamalla residylausetta saamme

(e%e] ts_2 )
(4.37) / dt = —— " ¢ils=2a
0

t + eio sin s

(ks. |24, s. 118-119]), missd o € R, |a| < mja 1 < 0 < 2. Koska |a(k)| < 7 ja
a(k) € R, voimme kdyttaa kaavaa (4.37), kun o = a(k) jak =1,2,...,n—1.
Yhdistdmalla kaavat (4.35), (4.36) ja (4.37) saamme

n—1
o] t872
_ sl k k
n—1
_ T ok \5~ L i(s—1)a(k) k
(4.38) = kz (2nsin ZE)" e P
Téssa
2mi
(4.39) p=er jaalk)=—r(i-k),
jonka sijoittamalla kaavaan (4.38) saamme
T n—1
(4.40) L(s)6n(s) = sin s P (2n Sin %k)s_ sin (%s - Wk(iﬂ)')-
Edelleen lauseen 3.2 perusteella
n—1
(4.41) Gal(s) =T(1 = s) (2nsin %’“)571 sin (%2 — @),

=
Il

1

missd 1 < 0 < 2 < n. Olemme nyt muodostaneet kaavat (4.40) ja (4.41) alu-
eessa 1 < 0 < 2 < n. Kuitenkin kaavojen kummatkin puolet ovat holomorfi-
sia funktioita, kun 1 < ¢ < n ja kaikilla kokonaisluvuilla n > 2. Siis voimme
jatkaa analyyttisesti koko kompleksitasoon kaavojen molemmat puolet. Kaa-
vojen (4.23) ja (4.41) perusteella saamme véiteen todistettua tapauksessa
o> 1.

Seuraavaksi todistamme véitteen tapauksessa 0 < o < 1. Téll6in kaavan
(4.21) nojalla

(4.42) T()C0(s) = /0 h (ﬁ _ i)xs‘ldx,

n
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missd n > 1. Vastaavalla tavalla kuin tapauksessa ¢ > 1 kirjoitamme kaavan
(4.42) muodossa

(4.43) [(s)¢a(s) = n® /OOO (% — i)ts—ldt.

1+t -1 nt
Edelleen

n—1
1 1 1 k
(4.44) S S N A
(1+t)"—1 nt nkzlt—l—l—pk
2mi

missi t > 0 ja p= e n . Niin ollen kaavojen (4.43) ja (4.44) perusteella

00 tsfl

Y

(4.45) (sl = S [

t+1—pk

missé integraali on suppeneva, koska 0 < ¢ < 1. Residylauseen perusteella
saamme integraalin muotoon

4.46 BT T g mk )il a(h)
(4.46) / t - ( sin T ) gils=Da(k)
0o tH+1—pFk sin s n

missi p ja a(k) ovat samat kuin kaavassa (4.39). Yhdistdmalld kaavat (4.45)
ja (4.46) ndemme, ettéd kaava (4.38) on voimassa, kun 0 < ¢ < 1. Néin ollen
pystymme muodostamaan kaavat (4.40) ja (4.41) samassa alueessa. Koska
lim,, o0 Cn($) = ((s) patee myds kun 0 < o < 1, olemme todistaneet véitteen
todeksi my6s tapauksessa 0 < o < 1.

4.5 Alkulukulause

Esitamme (-funktion sovelluksena alkulukulauseen. Ensimmaisen sité koske-
van julkaisun esitti Legendre vuonna 1800. Tamén jilkeen alkulukulauseeseen
liittyvadn tutkimukseen ovat jattdneet oman kiddenjialkensd muun muassa Er-
dos, Gauss, Hadamard, de la Vallée Poussin, Riemann ja Selberg. Selberg
todisti alkulukulauseen "alkeellisesti” eli ilman Fourier-analyysin ja komplek-
sianalyysin keinoja. Hénen todistuksensa (ks. [7, s. 288-298]) todistus riippui
Erdosin alkeellisin menetelmin todistamasta alkulukulauseen heikennetysta
versiosta. Merkillista oli se, ettei Selberg julkaissut todistustaan kokonaisuu-
dessaan. Me emme keskity kuitenkaan tahén alkeellisin menetelmin tehtyyn
todistukseen, vaan kiymme lapi kompleksianalyyttisen todistuksen.
Kéaytdamme jatkossa merkintéda r):z j)a silld tarkoitamme asymptoottista yh-

tasuuruutta. Siis f(z) ~ g(x), jos 9 — L kun z — oo

Apulause 4.1. Olkoon f(x) positiivinen ja kasvava funktio.Olkoon lisiksi

/“Mdu%
1 u 7
xXr
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Todistus (vrt. [21, s. 54]). Jos § > 0, niin tarpeeksi suurilla z:n arvoilla
(1-9)z < / @du < (14 6).
1
Talloin kaikilla € > 0

z(1+4€) f(u) x(14¢€) f(u) z f(u)

<1401 +ex—(1-0
= (20 + € + de)z.

Koska f(z) on kasvava, saamme

(1+¢)z f(u) (1+e)x du (14€)x du €
/x du > f(x)/m —> f(@/x w9 Tre @

Naéin ollen

20
flx) < x(1+e)(1+5+?).
Valitsemme € = v/, jolloin
f(x)

T

< (1+V8)(1+ 6+ 2V0).

Koska epayhtalon oikean puolen saamme mielivaltaisen lahelle ykkosta, on

lim sup m <1
T—00 x
Vastaavasti integraalille
[ f,
(1—e)z U
on voimassa
lim inf M >1

)
T—00 X

joten vaitos seuraa.

Maaritelma 4.3. Alkulukujen kertymdfunktio 7(x) ilmaisee alkulukujen maa-
ran, jotka ovat < x.

Apulause 4.2. Jos o > 1, niin

log ((s) = 5/200 JJ(;TS(—i)l)dny

kun logaritmista valitaan padhaara.
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Todistus (vrt. [21, s. 2]). Lauseen 4.1 perusteella

10 5)

p

Naéin ollen

log¢(s) == log (1—%) ==> {x(n) —w(n—1)}log (1 - %)

_ —iw(n)log (1-21)+ éw(n —Dlog (1 - )
— —gw(n)log( - L)+ iﬂn) log (1 — )
_ —iﬂ(n) log (1 — L) + iﬂ(n) log (1 — trrye)
_ —gw(n){log (- 1) —log (1- 1))

_ im) /n"+1 (4 log(1 — L)) da

Tarkasteltavat sarjat suppenevat, koska m(n) < n kaikilla n € N ja

log(1 —n"%) =0(n"7).

Maédritelma 4.4 (vrt. |2, s. 471]). Funktio on absoluuttisesti integroituva
valilla [a, b] (a voi olla —oo ja b voi olla 00), jos on olemassa dérellinen méaara
pisteitd a = cop < ¢; < -+ < ¢, = b valilld [a, b], jotka toteuttavat seuraavat
kaksi ehtoa:

(i) f on Riemann-integroituva kaikilla [a, b]:n osavileilld, jotka eivit sisdlla
pisteita cg, c1, ..., Cp.

(ii) Jokaisella k = 1,...,n integraali f;’il f(t)dt on olemassa Riemann-
integraalina tai se on itseisesti suppeneva epéoleellinen Riemann-integraali.

Kun ehdot ovat voimassa, voidaan maéaritella, etta
b n Ck
/ f(t)dt = Z/ F(t)dt.
e k=1 " k=1
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Masritelma 4.5 (ks. |2, s. 163]). Olkoon f maédritelty valilla [a,b]. Jos
P = {xg,x1,...,2,} vilin [a,b] jako, kirjoitamme Af, = f(zx) — f(zgp_1),
kun £k =1,...,n. Jos on olemassa sellainen positiivinen luku M, etta

SOIAfI <M
k=1

kaikilla vélin [a, b] jaoilla, sanomme f:n olevan rajoitetusti heilahteleva valilla
[a,b].

Lause 4.7 (Alkulukulause). Kun z — oo, niin

T

()

~ logz

Todistus (vrt. [21, s. 51-53]). Jos o > 1, niin apulauseen 4.2 perusteella

log((s) = 3/200 %dm.

Tavoitteemme on selvittdd m(z):lle tdsmallinen kaava. Tamén saavuttami-
seksi haluamme yo. integraaliesityksesté ratkaista 7(z):n. Integraaliesityksen
palautamme Mellinin kd&nteismuunnokseksi seuraavasti. Merkitsemme aluk-
si

(4.47) w(s) = /2 T g

Kun
(4.48) o2

on

ol = | [ rmregye] < [ |
1

2
S/ _dxg/ _dr
o |os(as —1) o |lJas] =1

)y a(am 1) .

Siis integraali (4.47) suppenee tasaisesti (4.48) joukossa. Taten w(s) on séén-
nollinen ja rajoitettu (4.48) joukossa.Téll6in

(4.49) log¢(s) _ w(s) = /:O Lw)dx

S s+l :

dx
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Voimme derivoida (4.47) integraalin niin, ettd derivoimme suoraan in-
tegroitavan Néin ollen

W (s) = /°° —7(z)(2z* 1 logz — ¥ log x)
o ) (25t (25 — 1))2

o 1—2a°

Voisimme soveltaa nyt Mellinin kid&nteismuunnosta, mutta saatu lauseke ei
olisi helppo késitella. Néin ollen derivoimme yhtélon (4.49) puolittain. Talloin

) MG [P e loge
@ e W) / ()

> 1
- /2 —W(xx)sflgxdx = ¢(s).

g(x) = /Or Mdu ja h(z) = /Ox Mclu.

dx

Olkoot

u u
Osittaisintegroimme, jolloin

o(s) :/ 7T(x)#dx :/ g (x)x%dx = s/ g(x)xr™*tdx
2 x? 0 0
= s/ B (z)x™%dx = 32/ h(z)z™*'dr, kun o> 1.
0 0

Taten

o(l—s) _ OOMIS—II
(el s

Nyt h(z) on jatkuva ja rajoitetusti heilahteleva jokaisella dérelliselld valilla.
Liséksi, koska 7(z) < z, on voimassa

g(m)—/ozwdug/lxwdu

u u

S/ logudu=2xloge —x+1<zxloguz,
1

ja vastaavasti h(z) < xlogx, kun z > 1. Téten h(x)2z*=2 on absoluuttises-
ti integroituva yli avoimen vélin ]0, 00|, jos k& < 0. Niin ollen sovellamme
Mellinin kddnteismuunnosta, jolloin

hz) 1 /’f“’oow

N/ *Sd
o (=2t

T 211

missa k < 0. Toisin sanoen

h(z) = = /CHOO ﬁj)xsds,

21 Jolio S
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missa ¢ > 1.

Oikean puolen integraali on itseisesti suppeneva silld ¢(s) on rajoitettu
(ks. [21, s. 50-51]), kun ¢ > 1 lukuun ottamatta pisteen s = 1 ldheisyyt-
td. Pisteen s = 1 ldheisyydessd seurauslauseen 4.1 todistuksen ja tiedon
log ((s) ~log - (ks. [21, s. 46]) perusteella

1 1
— log ——
o(s) = ——7 tlog — +

Esityksen kirjoitamme muodossa

1
¢(s) = 17 ¥(s),
missé 1(s) on rajoitettu, kun o > 1ja |s—1| > 1. Liséksi funktio ¢ (s) kasvaa
rajatta, kun s — 1. Nyt

1 c+100 s 1 c+100
h(z) = —/ S - %/ Kj)xsds.

270 Jorino (8 —1)82 Lo S
Tarkastelemme aluksi integraalia ;- fcc:zo =) 32 —L—ds. Olkoot f(s) = o= 1)52
ja integrointipolku v = a+ 3, missé « on jana paateplstelnaan c+iT jac—iT

ja 3 on puoliympyri parametrointinaan 3 = c+7Te", kun 5 <t< 37” Talloin

27r2/f 2m/f 2m/f

Koska ‘2 [, f 8 ds‘ — 0, kun T" — oo, riittda laskea funktion f residyjen
summa pisteissd s = 0 ja s = 1. Siis

Res(1, f) = hm(—i =

s—1 (s — )52

ja
d s%a? d z?
Res(0 li ——— = lim —
es(0, f) = s20ds (s — 1)s?  ss0ds (s — 1)
—1)z°1 —f
= lim (s = Va*logz — o =—logz —1,
5—0 (3— 1)2

joten residylauseen perusteella

c+1i00 P
/‘ mds:x—logx—l

c+i00
Integraaliin 21” oo wSQ x°ds vastaavasti voimme integraalirajoihin aset-

taa ¢ = 1 ja soveltaa Cauchyn lausetta suorakulmioon (1 £ 7', ¢ & ¢T"). Suo-
rakulmiossa otamme e:n suuruisen etéisyyden kierron pisteen s = 1 yli. Néin
ollen asettamalla 7" — oo ja € — 0 saamme

h(z) =z —logz — 1+—/

1/) (1 +74t)
1—|—zt

xdt.
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Integraali 1&dhestyy nollaa (ks. [19, s. 11]), kun z — oco. Téten h(z) ~ =.
Nyt kiyttamalla apulausetta 4.1 saamme g(x) ~ z. Edelleen funktion g
kautta padsemme kiinni funktioon m(x) saman apulauseen perusteella. Siis
7(x)logx ~ z, mistd viite seuraa.

4.6 L [1|¢(o +it)]kdt

Integraali % f1T|C (o + it)|**dt variantteineen on ollut pitkiin tirkefissi ase-
massa (-funktion tutkimuksissa. Sen ominaisuudet ovat selvitetty tapaukses-
sa k = 1 hyvin pitkalti, mutta korkeampien potenssien tapauksissa on viela
runsaasti tutkimista. Yleinen potenssi 2k on erittdin haasteellinen ongelma,
ja sen parissa edelleen tutkiminen on aktiivista. Liséksi talla integraalilla on
yhteydet Lindelofin hypoteesiin, jota kisittelemme myohemmin.

Maaritelma 4.6. Dirichlet’n sarja on muotoa
o

Qp,

-
n=1 n
missa s, aq, as,... € C.

Jatkossa Dirichlet’n sarjojen yhteydessi tarvitsemme merkintja d(n) ja
di(n). Merkintd d(n) tarkoittaa luvun n tekijéiden lukumédrdd, kun luvut
1 ja n lasketaan myos mukaan. Merkinnélld dy(n) puolestaan tarkoitamme
mahdollisia esitystapoja esittda luku n k:n tekijin tulona. Téssd otetaan
huomioon erillisind tapauksina samojen tekijoiden eri jarjestyksessa esitetyt
tavat.

Lause 4.8. Olkoot sarjat

(e 9] o0
by

[ =3 ja gl ="

itseisesti suppenevia, kun o > oy ja 0 > o9. Talloin

o0

anbn
(4.50) %Eﬂoﬁ / fla+it)g(8 —it)dt =y natB’

n=1

kun a > o1 ja B > os.
Todistus (vrt. [21, s. 138]). Kun

f(Oé + Zt o Zt Z ma—l—zt Z nﬁ it
-S> s zzmanﬁ( ).

m#n
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sarjat suppenevat itseisesti, silla kahden itseisesti suppenevan sarjan tulo on
itseisesti suppeneva. Lisiksi sarjat suppenevat tasaisesti jokaisella darelliselld
t:n vililla. Néin ollen voimme integroida sarjat termeittéin, jolloin

it
/fa+zt B —it)d /Znaw /szanﬁ( >dt
Sy eSS [ e

Z na+6 Z Z manﬁ o / (cos(log(n/m)t) + isin(log(n/m)t))dt

m#n

sin (T log(n/m)) B Z,cos(Tlog(n/m)) B
Z na+5 Z Z manﬁ 2T < [ log(n/m) log(n/m)
[sm (—Tlog(n/m)) ,cos(—Tlog(n/m))])

log(n/ m) log(n/m)
by, sin(T logn/m)
Z na+5 zﬂ;ﬁ; menf  Tlogn/m

Parametrin T sisdltava tekija on rajoitettu kaikilla T n, m:n ja n:n arvoilla,
joten jalkimmaéinen sarja suppenee tasaisesti 7:n suhteen ja jokainen termi
lahenee nollaa, kun T' — oo. Talloin kaksoissumman arvo ldhenee nollaa,
mista vaite seuraa.

Seurauslause 4.2. Jos b, =@, ja o= [ =0, niin

lim - /T|f( + it)[dt EOO:|“"|2
11m — o 1 =
T—00 2T T n—1 nzo— ’

kun o > oy.

Seurauslause 4.3. Jos 0 > 1, niin

T
711350%/4'((0 +it)Pdt = ¢(20).

Seurauslause 4.4. Jos o, f > 1, niin
1 (7
lim — [ (W(a+it)¢W(B —it)dt = (P (a + B).

Todistus. (-funktion sarjakehitelmé voidaan derivoida termeittéin oletuksen
a, > 1 vallitessa, silld puolitasossa (-funktion sarjakehitelmé suppenee it-
seisesti ja tasaisesti. N&in ollen (-funktion p:nnen derivaatan sarjakehitel-
méksi saamme

CW(a+it) = (-1)" Z 2§+:

n=1
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(vrt. [11, s. 152-153]). Vastaavat laskut suoritetaan vmnnen derivaatan ta-
pauksessa. Nyt viitos seuraa vélittomaésti.

Seurauslause 4.5. Olkoon o > 1. Tdlloin valitsemalla a,, = di(n) saamme

lim L /T|C(0 +it) [P dt = i di(n)

T—o0 2 _r n2e

n=1
Erityisesti, jos k = 2, niin

¢*(20)
((40)
Todistus. Yleinen tulos seuraa valittomasti lauseesta 4.8. Johdamme seuraa-

vaksi erityistapauksen esitysmuodon. Olkoon n = p{"'py?---p luvun n
alkutekijaesitys. Koska

LT e
Tlggoﬁ/TK(a%-ztﬂ dt = :

d(n) =d(py"py? - p) = (mi + 1) (m, + 1)
ja
(k+m; =1  (k+m, —1)!

) =S H = itk = 1)

(ks. [21, s. 4-5]), saamme
24+m—1)!  (24m,—1)!

= iz =)
(my + 1)1 (my +1)!
N m1! mr!

— (1) e+ 1) = d(n),
joten d3(n) = (d(n))?. Lisiksi, koska

¢'(s) _ -~ (d(n)?
¢(2s) 2

(ks. [21, s. 5-6]), missd o > 1, on

¢'(20) _ -~ (d(n)? _ -~ d3(n)
((4o) :Z n2o :; n2o

n=1

n=1

Nyt viitos seuraa vélittomaésti.

Tavoitteemme on laajentaa naitd seurauslauseita siten, ettd ne péatevat
my6s alueessa o < 1. Erityinen kiinnostuksen kohteemme on kaistale 0 <
o < 1. Néiden tulosten laajentaminen ei kuitenkaan ole niin helppo tehtéava,
vaan ensinndkin tarvitsemme muutamia aputuloksia ennen kuin pystymme
laajentamaan ensimmaéisenkddn seurauslauseen tulosta.
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Apulause 4.3. Sarja

1 _ 2—20
ZZ monlogn/m O™ log T)

0<m<n<T
1 : : ; 1
suppenee, kun 5 < o <1, ja suppenee tasaisesti, kun 5 < o < o9 < 1.
Todistus. Ks. |21, s. 139].

Apulause 4.4. Sarja

e—(m+n)6

1
ZZ mn?logn/m 20(62 QIOgS)’

0<m<n<oo

- .. . l
missa 6 = 7

Todistus. Ks. |21, s. 140].

Apulause 4.5. Olkoon reaalifunktiolla f(x) jatkuva ja vihenevd derivaatta
f'(x) vdlilld |a, b] ja olkoot f'(b) = « ja f'(a) = 5. Olkoon lisiksi g(x) positii-
vinen ja vihenevd funktio, jolla on jatkuva derivaatta ¢'(x) ja, olkoon |¢' ()]
vahenevd. Tdalloin

b
Z g(n)€27rif(n) _ Z / g(x)e%ri{f(:r:)—ux}dx

a<n<b a—n<v<pBn”®

+ O(g(a) log (8 — a +2)) + O(l¢'(a)]),
missa 0 < n < 1.
Todistus. Ks. |21, s. 76].
Lause 4.9. Olkoon x > 0. Tdlldin

1 xl—s .
o) =3 5 = 15 + 06,

kun o > oo > 0 ja |t| < 2mx/C, missid C > 1 on annettu vakio.

Todistus (vrt. [21, s. 77]). Voimme esittad Riemannin (-funktion muodossa

k- u+d o N N L
(ks. [21, s. 49]). Téaten
N
1 N s Y
C(s) =) — 1_S+o<%> +O(N™).
n=1

ol



Koska

1 n~H X "o
D Dl D
z<n<N rz<n<N z<n<N

__tlogu

voimme soveltaa apulausetta 4.5 valitsemalla g(u) = u™7, f(u) = ot

jolloin f'(u) = —5& ja edelleen |f'(u)] < 5= < &. Témén apulauseen
mukaan
1 N du Y
> = /x 7 T0E™)
z<n<N
Nl—s_xl—s
— Oz~
joten
1zt |s| + 1
Y Oy +o( 1),
=3 = 5 o) + oI

Kun N — oo, viite seuraa.

Lause 4.10. Jos 0 > %, nin

T
Tlggo%/l IC(o + it)2dt = ¢(20).

Todistus (vrt. [21, s. 140]). Olemme todistaneet seurauslauseessa 4.3 viit-
teen tapauksessa o > 1. Nain ollen oletamme, etta % <o <1 Koskat>1,
lauseen 4.9 perusteella, kun x = ¢ ja valitsemalla C' €]1, 27[, on

((s) =) n*+0(t™)=Z+0(t™).

n<t

Olkoon T; = max (m,n). Nyt

T T T
/|Z|2dt:/ 7Zdt:/ {Zm—"—“zn—”“]dt
1 1 1

m<t n<t

2.2 m” _U/T(n)itdt
= m n —

m<T n<T Ty m

20 o, o (n/m)" — (n/m)™"

:Zn i (T—n)—l-zzm noTes milogn/cbnm

n<T m#n

o s 1
SO ML WIS DB Wry
n<T n<T 0<m<n<T

=T{((20) + O(T* )} + O ( /T t1—2f’dt) +O(T* * 1ogT)
=T{¢(20) + O(T"" )} + O(T* %) + O(T* * log T),
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kun ¢ < 1. Jos ¢ = 1, voimme korvata o:n kahdessa viimeisessd termissé
arvolla %. Kummassakin tapauksessa

T
/ | Z|2dt ~ T¢(20).
1

Taten

T T T T
[ cora= [Nzeaso [fizia) co [Mra)
1 1 1 L
T T T
:/ |Z|2dt+0</ |Zl2dt/ t‘z”dt) +0(log T)
1 1 1

T
= / | Z|2dt + O{(Tlog T)2 } + O(log T).
1

N[

Yhtaloketjussa termin flT t=2dt arviointi olisi voitu suorittaa suoraan in-
tegroimallakin, jolloin olisi saavutettu parempi ylaraja, mutta téssé tapauk-
sessa on noudatettu lahteen esitysmuotoa. Lisaksi merkinta

T T T 3
o(/ |Z|t“’>dt:0(/ |Z|2dt/ r?%hs)
1 1 1

on luvallinen, koska Cauchyn-Schwarzin epéayhtélon perusteella

T T T 3
/ |Z|t~7dt < (/ |Z|2dt/ t‘Z"dt) :
1 1 1

Yhtaloketjun viimeisesta lausekkeesta véite seuraa vélittomaésti.

Lause 4.11. Jos % <o <2, niin

T 1
/ IC(o + it)[dt < ATmin(logT, —),
1

1
g3
missa A on vakio.

Todistus (vrt. [21, s. 141]). Oletamme aluksi, ettd £ < o < 3. Talloin edel-
lisen lauseen todistuksen nojalla on voimassa

T
/ |Z|dt < T n™ + O(T* > log T).
1

n<T

Nyt

Zn’% < Zn’l < AlogT

n<T n<T
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ja

o0 A
E n"% < 1+/ w2 du < <.
1 0—3

n<T 2

Vastaavasti 72727 log T < T'log T', joten asettamalla z = (20 —1) log T’ saam-
me

Txe ™ T
T2720’10gT: xe i S |
20 —3) " 2(c—3)
Siis viite on todistettu, kun o < 2. Termin O(t™7) késittely suoritetaan

vastaavalla tavalla kuin edellisessé lauseessa.
Jos % < o0 < 2, niin

T
/ ZPdt <TY 02 +O(T2 log 7).
1

n<T

Tekemalld samanlaiset arvioinnit kuten tapauksessa % < g < % tulee viite

todistetuksi.

Seurauslause 4.6. Jos 0 = %, nn

/1T ¢(% +it)|*dt = O(Tlog T).

Téata arviota pystymme parantamaan, mutta silloin tarvitsemme erilaista
funktionaaliyhtélod, joka on keskeinen tyokalu (-funktion momenttien tutki-
misessa.

Lause 4.12. Jos 0 < o < 1, nuin

@51 Gl = 3 o+ x(s) Y i + 0l + Ol 7y ),

missi x,y € Ry ovat mielivaltaisia ja x(s) = 2°7'n%sec 2 /T (s).
Todistus. Ks. |21, s. 78-T9).

Seuraava lause on merkittéva, silld siind todistetaan jo johdannossakin
mainittu Hardyn ja Littlewoodin osoittama asymptottinen ylaraja (-funktion
toiselle momentille.

Lause 4.13. Kun T — oo, nitn
T 2
/ ¢(3+it)|"dt ~ TlogT.
0
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Todistus (vrt. [21, s. 141-142]). Sijoitamme ensin kaavaan (4.51) arvot o =

%, t>2 z=1t/(2r/logt) jay = y/logt. Tarkastelemme aluksi kaavan (4.51)
summalausekkeisssa olevat tapaukset n = x ja n = y. Siis

=27 = o727 = ((2m) Mtlog 2 )72 = O(t % log 1 t)

ja
[ =y ="t = (log? )% = O(log ¥1).
Koska x(5 +it)=0(1) (ks. [21, s. 89]), saamme

1 +it) Zn‘?‘”%—O(Zn §)+Ot 210g4t)—|—0(10g 4t)

n<x n<y

= Z nTe 4 O(log% t)
n<x

=7+ O(log% t).

Lisaksi T
/ (logi t)2dt = O(Tlog% T)=o(TlogT),
2

joten riittad todistaa kuten lauseen 4.10 todistuksessa, etta
T
/ |Z|?dt ~ TlogT.
0

Nyt

/|Z| dt = /ZZdt/ S mTE Y ey,

m<x n<x

Integraali ja summamerkin jarjestyksen vaihtamisessa tulee muistaa, ettd x
on t:n funktio. Termi, jossa esiintyy m:&a ja n:aa, kun

x > max(m,n) = T1/(2n/log T1),

missé T = T1(m,n). Néin ollen merkitsemalld
X =T/(2n/logT) saamme

/|Z] dt = ZZ m_%_“n_%”tdt

_MZXT Ty(n,n) Zm¢;r ()
=73 o SR ) o( S )
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Ensimmainen termi on
Tlog X +O(T) =TlogT + o(Tlog T).

Toinen termi puolestaan on

o( > \/@) = O(X/log X) = O(T).

n<X

Apulauseen 4.3 perusteella viimeinen termi on
O(Xlog X) = O(T/logT).
Yhdistamaélla saadut arviot véite seuraa.

Saatua tulosta voidaan tarkentaa huomattavasti ja seuraavaksi esitdm-
mekin yksityiskohtaisemman version edellisesta lauseesta.

Lause 4.14. Riemannin C-funktiolla on voimassa yhtdlo
T ) 1
(4.52) / ¢(3+it)|"dt = Tlog T + (27 — 1 — log 2m)T + O(T=").
0

Todistus (vrt. [21, s. 143-146]). Todistamme ensin seuraavat aputulokset. Jos
n < T/27, niin

1 [T 1 log T
(4.53) —/ x(l—s)nsds:2+0( : >+O(Og >
21 J1 nz log(T'/2mn) n

Jos n > T/2m ja ¢ > 3, niin

15 [ g o — T Yo
(4:54) 21 o i x(1—s)nds = n¢log(2mn/T) * ne )’

N

Funktionaaliyhtalon ja lauseen 3.2 perusteella

1-s,.1—s
2%

T 2sinZl(1—s)

x(1—s)=2""7""cos ZI(s)

Télla funktiolla on navat pisteissd s = —2v, missda v = 0,1,2.... Lisdksi

(_1)1/21—!—21/7.[_21/

Res(x, —2v) = o]

Stirlingin kaavan perusteella

21 R e * 1
X““*Z(——s) asm%s{”o(m)}’
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kun —7 4§ < arg(—s) < m — J. Residylausetta soveltamalla saamme

1 = —lTl 5 +ZT1 oco+111
( / / ) 1 —s)n"%ds
27” oco— le = 71T1 +iTh

> ( 1)1/21+2y 2v

= = 2cos2mn = 2,
(2v)!
v=0

missé T} on apuparametri, joka riippuu 7T:stéd. Koska e?28(=s) = O(e%t), on

—oo+111 27T 50
/ X(1 —s)n"%ds = O{ / (—) e‘”n‘”da}
%+’L'T1 —00 |0- + /LT1|

:o{n—%/2 ( 4 ) Qda}
oo \ 2mEN

=0 (né 1og(711/27ren)>'

N[
D=

Vastaavasti menee tapaus f e ZT X(1 — s)n~*ds. Nyt

)

(vrt. |21, s. 78]), missd ¢ > 1. Téten
2+1Tl 1 i T . 1
/ X(1 —s)n ®ds =n"2e" 1 / eFOdt + O(n~2logTh),
L4iT T

missé
F(t) =tlogt — t(log2m + 1 + logn).

Edelleen
F'(t) = logt — log 27n.

Viimeisen integraalin saamme muotoon

O(m)

(ks. [21,s. T1]), joka on voimassa T} :n arvoilla. Valitsemalla 77 = 2eT" > 4men,
seuraa ensimmainen aputulos. Liséksi

il i (Tt =3 T s
/ X(1—=s)n"%ds =n"‘e+ / (—) eFOdt +0 (n_c/ GC_Zdt),
cti 1 2m 1

mistéd yhtalo (4.54) seuraa (ks. [21, s. 71]).
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Todistettaessa yhtdlod (4.52) voimme olettaa, ettd 7'/2m on puolet pa-
rittomasta kokonaisluvusta.Télloin O(1):n suuruinen muutos 7":sséd muuttaa
kaavan vasenta puolta O(T'2) suuruusluokalla, koska ¢ (3 +1it) = O(t1) (ks.

[21, s. 96]). Nyt myos johtavat termit yhtdlon oikealla puolella muuttuvat
O(log T') kokoluokalla. Kaavan vasen puoli on

/|C +it)dt = /g +it)( (L —it)dt

—HT 1 —HT )
1-— 1—
22 - C(s)C(L = s)ds = o L X(1 = s)C(s)ds
1 [2HiT d(n) 1 [+ , d(n)
-5/ X(1=s) > s+ o L (1—s)<g() > > )ds
2 n<T/2m 2 n<T/2m
=L +1

ja kaavan (4.53) perusteella

L=2 Y d(n)+0( Y o~ d(n) )—i—(logT 3 d(”)>.

n<T/2r n<T/2x V? log(T'/2mn) n<T/2x

Ensimmainen termi on
T T T
21 —log — + (2y — 1)— + O(T'2)
2T 21 27
= TlogT + (2y — 1 — log 2m)T + O(T’2)

(ks. [21, s. 312]). Koska d(n) = O(n), toinen termi on

o( o )+O{Té+e > m}:O<T%+€)'

n2"¢
n<T/4m T/4n<n<T /27

Viimeinen termi on myos samaa suuruusluokkaa kuin keskimméinen, joten
I =TlogT+ (2y —1—log2m)T + O(T27).

Jos ¢ > 1, niin

(/_ZT <[ hasafeo- 2 52

c+iT

Z d(n / x(1 —s)n~%ds — A,

n>T/27r —ir

missé A on funktion mx (1 — s)¢%(s) residy pisteessi s = 1. Koska x(1 —s) =
O(t° 2) ja ¢2(o+iT) seki > n<r/ox A(n)n~° ovat kummatkin O(T'7%¢), kun
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o < 1jaO(T9), kun ¢ > 1, ensimméinen termi on O(T%JFE) + O(Tc_%+€).
Kaavan (4.54) perusteella toinen termi on

O{Tc_é > (log<271m/T> ’ 1)}

n>T/2m
1 1 1
_ o1t . Vtofr
(1 X ) ol )
T/2n<n<T/m n>T/m
= O(T=").

Koska ¢ voi olla mielivaltaisen lahella 1:sta, todistaa se véitteen.

Lause 4.15. Jos 0 > —, nn

¢*(20)
((40)

lim —/ IC(o +it)|*dt =

T—o0 1’

Todistus (vrt. [21, s. 146-147]). Olkoot x = y = /(¢/27) ja o > 4. Téllsin
lauseen 4.12 perusteella saamme

(455) ¢(s)= Y. i+x(s> > 1_ FO(t71) = Zi4+ Zo+O(t4)

ns nl s
(t/2m) n<y/(t/2m)

Nyt

|Zl| _lelzlzl__ZmUJrth o— ztzna+ztzyo it
_Z (mnuv)e ( ) ’

missé kukin muuttuja kiy vélin [1, /(¢/27)]. Téten

[iata= 'S gt ()

mnur)° mn
mon,u,v<+/T/27 ( a ) hi

missd T = 27 max(m?, n?, u?, v?). Niin ollen

[rta= 3 TR S O G i)

mn=puv mn#uv
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Yhtélon mn = pv = r ratkaisujen lukuméiréd on {d(r)}?, josr < /(T /27).
Missééin tapauksessa ratkaisujen lukumééra ei ylitd {d(r)}? arvoa. Téten

Y %W(T > oy )}2)
mn= ,uu T<\/m \/WST<T/27T

(4.56) ~TY {dgz} = TCC (f:))'

Asymptoottinen yhtdsuuruus on voimassa, koska d(r) = O(r¢), missd ¢ > 0
ja

{d(r)}? {d(r)}?
T Z7“<\/T/271' r2o +0 <T Z\/T/271'§1"<T/271' r2o )

lim
00 ¢*(20)
- T i)
. {d(r)}?
=1+ lim O ( >

VT/2n<r<T/2m

. . 2¢—20
=1+ jlgilo O( Z r )
\T/2n<r<T/2m
=1+ lim O(T - T %)
T—o0
=1+ lim (T*2772%) = 1.

T—o00

kun € < 0 — % Liséksi viimeinen yhtdsuuruus on voimassa seurauslauseen
4.5 perusteella.
Nyt

Z ( T1)2 < Z 27T(m2+n2+/i2+1/2)
mn)2c o

mn=pv mn=pv (mn’uy)

ja epayhtalon oikea puoli on symmetrian perusteella

d € a 70'
SWngW ()7 < 87 menn;f o(T Zm2 2 Zn 2

= O{T(T2% %) + 1)1log T} = O(T277) + O(T*).

Jaljelle jaaville summalle saamme apulauseen 4.3 ja tiedon d(n) = O(n)
nojalla arvion

O( 2 %) N O<T€Z (qr)"lig(r/q)) = O(T**™).

0<q<r<T /27
T 4
¢*(20)
ZiAdt ~ T .
|12 ((4o)
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Olkoon

n<q/t/2m

Tekemalla vastaavat laskutoimitukset kuin edelld, mutta sijoittamalla o:n
paikalle termi 1 — o saamme kaavan (4.56) lausekkeeksi

T Z 2 2 — T20’+€)’

r<AT

missi A on positiivinen vakio. Kaksi muuta termii ovat vastaavasti O(T27+¢)
ja O(T20+¢). Siis j(T) = O(T**). Koska x(s) = O(t2~), niin

T T
/ | Z | dt < A/ 27475 () dt
1 1 i .
— Al (0] + Aldo —2) / P45 (1t
1

T
— O(T2—2U+e) 4 O (/ tl—?a—l—edt) — O<T2_20+E),
1

mista vaite seuraa.

Lause 4.16. Jokaisella kokonaisluvulla k > 2 on voimassa

dj(n)
_ 2k k
qll_r)nT/|§a+lt| dt = E e

n=1

missc’ia>1—%.

Todistus (vrt. [21, s. 148]). Todistamme témén laajentamalla lauseen 4.15
todistusta. Olkoon

o 1 nyoeeomg \
|Zl, _Z )
(ml...mknl...nk)o' my -« Mg

missa kukin muuttuja kiy valin [1, 1/t/27]. Nyt johtavan termin késittely me-
nee kuten lauseen 4.15 todistuksessa. Ainoastaan d(r) korvataan nyt termilla
di(r). Padtermi on suuruusluokkaa

(TE ZZ (qr)” logr/q):O(Tk(l_gHe)'

0<q<r<AT2

T
: s—1|2k o+e
j(T)—/ > Tt =0T,
! n<a/t/2m
Koska |x(s)|?* = O(tF=%k7) saamme O(T*(1=9)+). Koska ndmi termit ovat
suuruudeltaan o(T"), jos o > 1 — 1/k, viite seuraa kuten edell.
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Nykyisin ollaan perinteisestd momenttien tutkimisesta siirrytty tutki-
maan myos niiden Laplace- ja Mellin-muunnoksia. Lukkarinen tutkii vaitos-
kirjassaan [13] toisen momentin muokattua Mellin-muunnosta

2i(s) = [ 13+ in)Pade
1
ja erityisesti sen yhteyttd virhetermiin £(7") asymptoottisessa yhtalossa

/0 |C(% +ix)|*dx = T(log(T/27) + 2y — 1) + E(T).

Atkinson todisti vuonna 1949 kuuluisan kaavansa
E(T) = A(T) + B(T) + O(log® T)

missa T' > 2,

A(T) =27 Z d<n)<_1)n”_% (= + i)f‘l* (arsinh M)*l

n<N

- COS (\/ m2n? + 2mnT" + 2T arsinh, / 57 — %),

B(T) = -2 Z d(n)n_%(log =)t cos (Tlog o= = T+ T),

n<N’

CT<N<CTO0<C<C)jaN=ZL+5_ /24 T Atkinsonin
kaavalle Lukkarinen esittdd uuden todistuksen, jossa han kayttaa apuna Mel-

linin kdénteismuunnosta saaden seuraavan riippuvuuden funktioiden E(T) ja
Z,(s) vélille:

E(T) 1 /C+Oo Zl(s)gds — T(log(T/2m) + 2y — 1),

= om

—100

missa ¢ > 1.

4.7 Lindelofin hypoteesi

Maiiritelmé 4.7. Olkoon U C R? avoin. Funktio f : U — R on harmoninen,
jos silla on jatkuvat toisen kertaluvun osittaisderivaatat U:ssa ja se toteuttaa
Laplacen yhtdlon
0? o?
o
ox?  Oy?

Lause 4.17 (Lindel6fin lause). Olkoon f(s) mddritelty ja holomorfinen kais-
taleessa D = {s | 01 < 0 < g9,t >ty > 0}. Jos |f(s)| < M, kun s € 0D,
ja jos on olemassa sellainen vakio A, ettd |f(s)|t=" on rajoitettu D :ssd, niin

|f(s)| < M kaikilla s € D.

0.
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Todistus (vrt. |7, s. 184]). Tarkastelemme reaalista harmonista funktiota
log| f(s)|, joka on mééaritelty koko D:ssé lukuun ottamatta f(s):n nollakohtia.
Nyt f:n oletuksen perusteella log|f(s)| < Alogt+C, missd C on vakio. Tésta
seuraa, ettd jokaisella € > 0 harmoninen funktio log|f(s)| — et on pienempi
kuin miké tahansa |s|, kun s € {t = T,0; < 0 < 09}. Parametrin 7' tulee
olla tarpeeksi suuri tekeméén €7:n suuremmaksi kuin A log T:n, jolloin edell&
oleva paattely on voimassa.

Tarpeeksi suurella 7T:n arvolla on voimassa log|f(s)| — et < log M, kun
s on suorakulmion {0y < 0 < 09,9 < t < T} reunalla. Sama epéyhtilo
pétee koko suorakulmiossa maksimiperiaatteen perusteella ja néin ollen koko
kaistaleessa. Siis |f(s)| < e*M, kun s € D. Koska € > 0 oli mielivaltainen,
todistaa se Lindelofin lauseen todeksi.

Seurauslause 4.7. Lauseke |((s)|/logt on rajoitettu, kun o > 1 ja t > 2.

Todistus (vrt. |7, s. 184]). Itseisarvo |((s)| on rajoitettu, kun o > 144. Néin
ollen |((s)| < {(o) < {(1+ 6), joten riittdd tarkastella kaistaletta {1 < o <
144,t > 2}. Téssé kaistaleessa log s eroaa log t:sté rajoitetusti eli [log s—log t|
on rajoitettu. Lisiksi kaistaleessa pitee |((s)| < Ct* (ks. |7, s. 132-134]),
missé C' on vakio. My6s |((1 + it)| < logt + D (ks. |7, s. 183]), missd D
on vakio. Néin ollen voimme soveltaa Lindeltfin lausetta termiin ((s)/log s
kaistaleessa, josta viite seuraa.

Seurauslause 4.8. |((s)| on rajoittamaton jokaisella suoralla Rs = o, kun
o <1.

Todistus (vrt. |7, s. 184]). Jos |((s)| olisi rajoitettu, niin Lindel6fin lauseen
perusteella |((s)] olisi rajoitettu myos kaistaleessa, joka sisaltaé joukon {1 <
o < 2,t > 1}. Tamé on ristiriidassa sen kanssa, ettd |((s)| on rajoittamaton
joukossa {o > 1,t > 1}.

Lause 4.18 (Muunneltu Lindeldfin lause). Olkoon f(s) mdadritelty ja ho-
lomorfinen kaistaleessa D = {s | o9 < o < o9,t > to > 0}. Olkoot p
ja q sellaisia, etti |f(s)] < Ct? suoralla o = oy ja |f(s)| < Dt? suoralla
o = oy. Olkoon lisiksi sellainen vakio A, etti |f(s)|t=4 on rajoitettu joukos-
sa D. Tillgin on olemassa sellainen vakio K, etti |f(s)] < Kt missd

k(o) =g =p)/(o2 = a)](0 — 1) +p.
Todistus. Ks. |7, s. 186].

Otaksuma 1 (Riemannin hypoteesi). Kaikki (-funktion ei-triviaalit nolla-
kohdat sijaitsevat suoralla o = %

Otaksuma 2 (Lindelofin hypoteesi). Kaikilla € > 0 on voimassa {(3 +it) =
O(t9).
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Lindelofin hypoteesille on olemassa monia yhtéapitavia esitysmuotoja. Erais-
sé niistd kdytetaan p-funktion késitettd. Lindelof tarkoittaa p(o):1la lukujen
A pieninté ylarajaa, jolla

1)

t—oo 1A

<(s)

th(o)+e

on rajoitettu.Toisin sanoen on rajoitettu, kun ¢ — oo ja € > 0, ja
rajoittamaton kun e < 0.
1

Néin ollen pu(o) =0, kun 0 > 1 ja pu(o) = 5 — 0 kun ¢ < 0. Tuloksen

2
£z
(2
2me

(ks. |7, s. 185]) perusteella u-funktio toteuttaa funktionaaliyhtdlon u(o) =
1(1 — o) + 3 — 0. Muunnellun Lindelfin lauseen nojalla p(o) < 3 — £, kun
0 <o <1, joten pu(c) on alaspéin konveksi. Néin ollen pu(e) > 0, kun o < 1
ja jos jollain oy < 1 on voimassa p(0g) = 0, niin valttdmatta p(o) = 0, kun
o9 <o <1.

Lindel6fin hypoteesi on, ettéd pu(o) on yksinkertaisin funktio, jolla on edel-
lamainitut ominaisuudet. p-funktion konveksisuudesta seuraa, ettd Lindeld-
fin hypoteesi on ekvivalentti otaksuman z(3) = 0 kanssa.

Backlund osoitti vuonna 1918, ettd Lindeltfin hypoteesi on ekvivalentti
sen kanssa, ettd jokaisella o > % (-funktion nollakohtien lukumaééra suora-
kulmiossa {T' <t < T+ 1, 0 < Rs < 1} kasvaa hitaammin kuin log 7", kun
T — oo (ks. todistus |7, s. 188-190]). Toisin sanoen jokaisella € > 0 on olemas-
sa sellainen Tj, ettd nollakohtien lukumééra on pienempi kuin elogT’, kun
T > Ty. Témén tuloksen perusteella Riemannin hypoteesista seuraa Lindelo-
fin hypoteesi. Jos ndet Riemannin hypoteesi on tosi niin em. suorakulmiossa
ei ole yhtaan nollakohtaa.

C(o +1it) ‘
C(1—o+it)

Lause 4.19. Ehdoista

(4.57) %ZT‘C(%nLit)‘%dt:O(TE),
1 T
(4.58) 7 /1 IC(o +it)|* dt = O(T)
ja
e N2k - djy(n)
(4.59) T/l C(o +it)[*hdt ~ et

n=1

missa o > %, kukin on yhtdpitdva Lindeldfin hypoteesin kanssa.
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Todistus (vrt. [21, s. 328-329]). Jokaiselle k € N ja o € R olkoon py (o) sel-
laisten positiivisten lukujen & alaraja, joilla

T
%/ IC(o +it)|**dt = O(T*).
1

i (o)-funktioilla on samat yleiset ominaisuudet kuin p-funktiolla. Lisdksi
pre(0) = 0, kun o > 1. py-funktiot ovat jatkuvia, vihenevia ja alaspéin kon-
vekseja (ks. [21, s. 149-150]). Kaavojen (4.57) ja (4.58) ekvivalenttisuus seu-
raa p(o)-funktioiden konveksisuudesta. Puolestaan kaavojen (4.58) ja (4.59)
yhtépitavyys seuraa py(o)-funktion ominaisuuksista (ks. [21, s. 151-154]).

Néin ollen riittdéd tarkastella kaavaa (4.57). Tamén kaavan valttamétto-
myys on triviaali, joten todistamme, ettd se on riittava ehto. Riittdvyyden
todistamiseksi teemme vastaoletuksen. Siis oletamme, etté ((3 +it) # O(t°).
Télloin on olemassa sellainen A > 0 ja lukujono %—I—z’ty, ettd t, — oo, ¥ = o0
ja

¢(3+it,)| > O],

missd C' > 0. Toisaalta derivoimalla (-funktion esityksen

—z+3 1

(ks. [21, s. 13-14]) saamme |('(5 + it)| < Et, missé ¢t > 1 ja E > 0 on vakio.
Taten

A

Ct
< 2FE|t —t,|t, < —£,

C(3 +it) —C(3 +it)| = ‘/t (L + iu)du X

jos [t —t,| < ;! ja v on tarpeeksi suuri. Niin ollen

A

(i > T,

kun |t —t,| <ttt
Valitsemme T' = 2 jolloin véli (¢, —t,',t, +¢, ') siséltyy véliin (7, 2T),
jos v tarpeeksi suuri. Talloin

2T ottt oA 2 o\ 2
/ }g(%+z‘t)|2kdt>/ ( ”) dt:2(—) A
T ty—t; ! 2 2

miké on vastoin oletusta (4.57), jos k on tarpeeksi suuri.
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