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Tiivistelmä

Riemannin ζ-funktio on yksi merkittävimmistä funktioista matematiikan a-
lueella. Se esiteltiin kahdeksansivuisessa artikkelissa ”Über die Anzahl der
Primzahlen unter einer gegeben Grösse”, jonka Riemann kirjoitti kiitokseksi
Berliinin tiedeakatemialle. Tästä artikkelista on tullut analyyttisen lukuteo-
rian kulmakivi.

Johdannon ja esitietoluvun jälkeen käsittelemme kolmannessa luvussa
Eulerin Γ-funktiota, mikä on keskeinen osa ζ-funktion teoriaa. Ensiksi to-
distamme Γ- funktion perusominaisuuksia, kuten funktionaaliyhtälöitä, Γ-
funktion integraaliesityksen ja Legendren kahdentamiskaavan sekä Bohrin-
Mollerupin lauseen. Näiden tulosten jälkeen todistamme Stirlingin kaavan
aluksi reaalitapauksessa, jonka jälkeen laajennamme sen kompleksitasoon.
Lopuksi todistamme yhteyden betafunktion ja Γ-funktion välille.

Neljäs luku on tutkimuksen keskeisin osa. Aluksi todistamme ζ-funktion
perustuloksia, kuten Eulerin tulokaavan, integraaliesityksen ζ-funktiolle ja
analyyttisen jatkon koko kompleksitasoon. Tämän jälkeen käymme läpi viisi
todistusta Riemannin funktionaaliyhtälölle, jonka jälkeen esitämme yhteen-
vedon todistuksista.

Tutkimuksen vähiten tunnettu tulos on Vepsäläisen todistama ζ-funktion
raja-arvoesitys. Se sisältää myös mielenkiintoisia avoimia kysymyksiä. Raja-
arvoesityksen jälkeen keskitymme alkulukulauseen todistamiseen, mikä oli
myös Riemannin tutkimusten pääkohde.

Viimeiset kaksi kokonaisuutta koskettavat ζ-funktion momentteja ja esit-
telemme hieman Lindelöfin vaikutusta ζ-funktion teoriaan. Aluksi esitämme
muutaman seurauslauseen, jotka liittyvät toiseen, neljänteen ja 2k:teen mo-
menttiin. Loppuosiossa keskitymme laajentamaan näiden tulosten määritte-
lyjoukkoa. Viimeiseksi esittelemme Lindelöfin lauseen ja hypoteesin, jotka
ovat kiinteästi yhteydessä Riemannin ζ-funktion teoriaan.
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Abstract

Riemann’s zeta function is one of the most remarkable functions in mathe-
matics. This function was introduced in an eight-page article called ”Über die
Anzahl der Primzahlen unter einer gegeben Grösse” which Riemann wrote as
an acknowledgement to Berlin Academy of Sciences and it has become the
basis of the analytic number theory.

After the introduction and preliminary knowledge chapters we focus on
Euler’s gamma function which is important part of the theory of Riemann’s
zeta function. First we prove some basic properties of Gamma function like
functional equations, integral representation of Gamma function, duplication
formula of Legendre and the Bohr-Mollerup theorem. After these properties
we concentrate on Stirling’s formula. We prove it first in a real case and
after that we expand it to the complex plane. Finally we prove a connection
between beta function and gamma function.

Fourth section is the main part of the thesis. First we prove basic proper-
ties of zeta function such as Euler’s product formula, integral presentation of
the zeta function and analytic continuation to the whole complex plane. An
interesting and essential result is Riemann’s functional equation which gives
a connection between the values of ζ(s) and ζ(1− s). We give five proofs for
it and a summary of the proofs.

The least known result in this thesis is Vepsäläinen’s limit formula for
the zeta function which contains also some open questions. After this we
prove the famous prime number theorem which was Riemann’s aim in his
zeta function research.

Last two subsections are devoted to moment functions and Lindelöf. In
the beginning of the subsection we give some corollaries concerning the 2nd,
4th and the 2kth moments. These corollaries are valid in the halfplane σ > 1
and the rest of the subsection concerns expanding these results. The last
subsection contains a short presentation of Lindelöf’s theorem and hypothesis
which are closely related with the zeta function and Riemann hypothesis.
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1 Johdanto

Johdanto perustuu osittain Benjaminin ja Brownin kirjaan [4]. Matematiikan
historiasta voidaan nostaa esiin monia suuria nimiä. Antiikin aikana Euklei-
des kokosi 13-osaisen Alkeet teoksensa, jonka osat 7-9 käsittelevät lukuteo-
riaa. Siinä Eukleides esittää muun muassa todistuksen sille, että alkulukuja
on ääretön määrä. Renessanssin aikana Napier kehitti Neperin luvun, jo-
ka eksponenttifunktion myötä esiintyy ζ- ja Γ-funktioiden teoriassa useasti.
Differentiaali- ja integraalilaskennan alkuvaiheet tunnetusti sijoittuvat 1600-
luvulle, jolloin Newton ja Leibniz toisistaan riippumatta kehittivät oppejaan
ja matemaattisen analyysin notaatiota runsaasti. Heidän aikaansaannokset
olivatkin välttämättömiä analyysin kulta-ajan eli 1700-luvun tarpeille.

Euler oli 1700-luvun tuotteliaimpia matemaatikkoja. Eräs hänen keksin-
nöistään oli integraali

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt.

Lisäksi hän tutki summaa
∞∑
n=1

1

ns
,

kun s on reaalinen. Hän todisti, että sarjan n:nnen osasumman ja luvun lnn
erotus lähenee raja-arvona tiettyä lukua, jota kutsutaan Eulerin vakioksi,
kun s = 1. Euler keksi myös yhteyden tämän sarjan ja alkulukujen välille,
sillä

∞∑
n=1

1

ns
=
∏
p

1

1− p−s
,

missä tulo lasketaan kaikkien alkulukujen p yli.
1800-luvulle siirryttäessä Eulerin kädenjälki näkyi erityisesti Riemannin

tuotannossa. Riemann laajensi Eulerin esittämää summafunktiota komplek-
sitasoon, missä s = σ + it, ja sarjan suppenemisalueeksi saatiin puolitaso
σ > 1. Funktiota ryhdyttiinkin kutsumaan Riemannin ζ-funktioksi eli

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
.

Riemann valittiin 1850-luvulla Berliinin tiedeakatemian jäseneksi. Kiittääk-
seen tiedeakatemiaa hän kirjoitti julkaisun ”Über die Anzahl der Primzah-
len unter einer gegeben Grösse”. Tässä kahdeksansivuisessa artikkelissaan,
joka oli myös hänen ainoa lukuteorian julkaisunsa, Riemann muodosti yhtey-
den Eulerin tulokaavan avulla x:ää pienempien alkulukujen lukumäärän ja
ζ-funktion nollakohtien ominaisuuksien välillä.

Riemannin ansiot eivät jääneet ainoastaan edellä mainitun yhteyden löy-
tämiseen, vaan tärkein anti hänen töissään oli käytetyt metodit ja niiden
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soveltaminen ζ-funktion teoriaan. Metodeista keskeisimpiä olivat analyytti-
nen jatkaminen, kaarimonikulmiointegrointi sekä ζ-funktion integraaliesityk-
sen johtaminen ja sen soveltaminen. Yleisesti ottaen Riemann löysi analyyt-
tisen jatkon ζ-funktiolle lukuun ottamatta pistettä s = 1 ja mielenkiintoisen
riippuvuuden ζ(s):n ja ζ(1 − s):n välille. Tätä riippuvuutta kutsutaan Rie-
mannin funktionaaliyhtälöksi ja sen todistamiseksi tarvitaan muun muassa
Eulerin Γ-funktion teoriaa.

Funktionaaliyhtälön ja Γ-funktion tietojen perusteella pystytään päätte-
lemään, miten ζ-funktio käyttäytyy suoran σ = 1 oikealla puolella ja suoran
σ = 0 vasemmalla puolella. Näin ollen herää kysymys, mitä tapahtuu ns.
kriittisellä alueella eli kun 0 ≤ σ ≤ 1. Riemann osoitti, että funktio ζ(s)
saa arvon nolla äärettömän monta kertaa kritttisellä alueella. Hän otaksui,
että tämän funktion nollakohdat sijaitsevat kriittisellä suoralla σ = 1

2
. Tä-

tä otaksumaa sanotaan Riemannin hypoteesiksi. Se on ollut jo 150 vuotta
ratkaisemattomana ja se on asetettu myös yhdeksi Millennium-ongelmaksi,
jonka ratkaisemisesta amerikkalainen Clay-instituutti on luvannut miljoona
dollaria.

Riemannin tutkimusten päämäärä oli alkulukulauseen todistaminen. Se
väittää, että x:ää pienempien alkulukujen määrä lähenee asymptoottisesti
suhdetta x

log x
. Riemann ei saanut tätä todistettua, mutta 1896 alkuluku-

lauseen todistuksen viimeistelivät de la Vallée Poussin ja Hadamard toi-
sistaan riippumatta. Heidän todistuksensa perustuivat osoitukseen, että ζ-
funktiolla ei ole suoralla σ = 1 nollakohtia.

Suomalaisilla on myös oma osuutensa ζ-funktiota koskevassa historiassa,
sillä Lindelöfin mukaan on nimetty kuuluisa tätä funktiota koskeva olettamus.
Lindelöf esitti hypoteesinsa vuonna 1908, ja sen mukaan ζ(1

2
+ it) = O(tε)

jokaisella ε ∈ R+. Huolimatta hypoteesin yksinkertaisesta ulkoasusta se on
osoittautunut Riemannin hypoteesin tavoin haastavaksi ongelmaksi. Linde-
löfin hypoteesi ei ole yhtä voimakas kuin Riemannin hypoteesi eli Rieman-
nin hypoteesista seuraa Lindelöfin hypoteesi, mutta päinvastainen päättely
ei ole voimassa. Lindelöfin hypoteesin tutkimus vei puolestaan ζ-funktion
tutkimuksen uusille urille, koska siitä lähtien ryhdyttiin tutkimaan tämän
funktion momentteja.

Riemannin ζ-funktion yleiset 2k:nnet momenttifunktiot määritellään yh-
tälöllä

Ik(T ) =
1

T

∫ T

0

|ζ(1
2

+ it)|2kdt.

Lindelöfin hypoteesi on yhtäpitävä sen kanssa, että Ik(T ) = O(T ε) jokaisel-
la k ∈ N ja ε ∈ R+. Tämä puolestaan on innostanut tutkimaan yleisesti
momenttien tutkimista, ja nykyään momenttien tutkiminen onkin arvostet-
tu tutkimushaara ζ-funktion saralla. Momentit kuvaavat tämän funktion ”vä-
liarvoja” kriittisellä suoralla äärellisellä välillä, ja momenttien arviot kertovat
tietoa ζ-funktion nollakohdista.
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Ensimmäiset tulokset momenteista julkaisivat Hardy ja Littlewood vuon-
na 1918. He todistivat, että

I1(T ) =
1

T

∫ T

0

|ζ(1
2

+ it)|2dt ∼ log T,

kun T → ∞. Neljä vuotta myöhemmin he keksivät yksinkertaisemman to-
distuksen käyttäen siinä apuna funktionaaliyhtälöä, joka esittää zetafunktion
äärellisen summan ja virhetermin avulla. Se on nykyään laajalti käytetty tu-
los momenttien tutkimisessa. Kun toisen momentin tapaus oli pitkälti selvi-
tetty, siirryttiin korkeampien momenttien pariin. Pian kuitenkin huomattiin,
että silloin asiat huomattavasti vaikeutuivat. Hardy ja Littlewood todistivat
vuonna 1922, että I2(T ) = O((log T )4), mutta he eivät kyenneet todistamaan
asymptoottista kaavaa tälle. Neljä vuotta myöhemmin Ingham ja Titchmarsh
julkaisivat omat tuloksensa koskien neljättä momettia. Tämän jälkeen on ol-
lut hiljaiseloa merkittävien momentteja koskevien tulosten saralla.

Kukaan ei ole saavuttanut suurta läpimurtoa Lindelöfin hypoteesin to-
distamisessa. Noin yhdeksäkymmentä vuotta sitten Hardy ja Littlewood jul-
kaisivat ensimmäiset tuloksena ζ-funktion momenteista. Nykytutkimuksessa
Conreyn, Farmerin, Keatingin, Rubinsteinin ja Snaithin julkaisun myötä ym-
märretään paremmin ζ-funktion momenttien rakennetta, mutta onko tämä
oikea tie korkeampien momenttien salojen selvittämiseen? Diaconun, Gold-
fieldin ja Hoffsteinin työt johtaisivat uusiin mielenkiintoisiin ja tarkkoihin tu-
loksiin, jos niitä koskeviin Dirichlet’n sarjojen kysymyksiin löydettäisiin vas-
taukset. Viimeisin mielenkiintoinen tulos on peräisin Soundarajanilta, joka
osoitti, että Riemannin hypoteesin vallitessa momentit eivät voi kasvaa pal-
jon ennakoitua nopeammin. Hän osoitti, että jokaisella ε ∈ R+ on voimassa
(log T )k

2 � Ik(t)� (log T )k
2+ε. Kuitenkin se viimeinen silaus Riemannin ja

Lindelöfin hypoteesin todistamisissa puuttuu ja näyttää siltä, että se puuttuu
vielä pitkän aikaa.

Tässä tutkielmassa on viisi kokonaisuutta. Ensimmäinen kokonaisuus kos-
kettaa Γ-funktion perusominaisuuksia ja Stirlingin kaavaa, joka on kuuluisa
sovellus Γ-funktiosta. Stirlingin kaava todistetaan aluksi reaalisessa tapauk-
sessa, jonka jälkeen se laajennetaan koko kompleksitasoon. Toisessa kokonai-
suudessa käydään läpi ζ-funktion perusominaisuuksia, kuten Eulerin tulo-
kaava, ζ-funktion analyyttinen jatko koko kompleksitasoon ja sen integraa-
liesitys.

Riemannin funktionaaliyhtälö muodostaa kolmannen kokonaisuuden ja
sille esitetään viisi todistusta ja lopuksi yhteenveto todistuksista. Neljännessä
kokonaisuudessa ensiksi esitetään vähemmän tunnettu Vepsäläisen todistama
raja-arvoesitys ζ-funktiolle ja toiseksi todistetaan alkulukulause.

Viimeisessä kokonaisuudessa esitetään tuloksia, jotka koskevat ζ-funktion
momentteja ja Lindelöfin hypoteesia. Aluksi käydään läpi toiseen moment-
tiin kuuluvia perustuloksia, jonka jälkeen siirrytään neljänteen momenttiin ja
viimeiseksi esitetään tulos yleisestä 2k:nnesta momentista. Toisen momentin
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kohdalla todistetaan muun muassa aiemmin mainittu Hardyn ja Littlewoo-
din tulos. Loppuosiossa käydään läpi Lindelöfin hypoteesia ja siihen liittyviä
tuloksia.

Lukijalta edellytetään vahvaa kompeksianalyysin perustuntemusta ja ana-
lyyttisen lukuteorian perustietoja. Kompleksianalyysin osalta sopiva perus-
teos on esimerkiksi Priestleyn teos [16]. Analyyttisen lukuteorian puolelta
perusteokseksi käy Rademcherin teos [17].
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2 Esitietoja
Tässä luvussa esittelemme muutamia tuloksia ja määritelmiä, joita tarvit-
semme jatkossa. Lauseiden todistukset ovat jätetty suurelta osin vain viit-
teiksi. Käytämme nimitystä tulo myös päättymättömistä tuloista.

Määritelmä 2.1. Määrittelemme kompleksilukujen tulon

p1p2 · · · =
∞∏
n=1

pn

ottamalla raja-arvon osatuloista Pn = p1p2 · · · pn. Sanomme tulon suppene-
van kohti kompleksilukua P = limn→∞ Pn, jos tämä raja-arvo on olemassa
ja eroaa nollasta.

Määritelmä 2.2. Olkoon U avoin joukko. Funktiotulo
∏∞

n=1 fn suppenee
normaalisti joukossa U , jos se suppenee tasaisesti jokaisessa U :n kompaktissa
osajoukossa.

Määritelmä 2.3. Olkoot U avoin joukko ja sn = f1 + f2 + · · ·+ fn funktio-
jonosta (fn)∞n=1 muodostettu osasumma. Sarja

∑∞
n=1 fn suppenee normaalisti

joukossa U , jos funktiojono (sn)∞n=1 suppenee tasaisesti jokaisessa joukon U
kompaktissa osajoukossa.

Lause 2.1. Välttämätön ja riittävä ja ehto tulon
∏∞

n=1(1 + an) itseiselle
suppenemiselle on sarjan

∑∞
n=1|an| suppeneminen.

Todistus. Ks. [1, s. 192-193].

Lause 2.2. Tulo
∏∞

n=1(1 + an(z)) suppenee tasaisesti jokaisessa sellaisessa
joukossa, jossa sarja

∑∞
n=1|an(z)| suppenee tasaisesti.

Todistus. Ks. [20, s. 17-19].

Lause 2.3. Oletetaan, että jokainen tulon
∏∞

n=1 fn tekijä on määritelty jou-
kossa A. Jos on olemassa sellainen reaalilukujono (Mn), että
|fn(z) − 1| ≤ Mn kaikilla z ∈ A ja sarja

∑∞
n=1Mn suppenee, niin

∏∞
n=1 fn

suppenee itseisesti ja tasaisesti joukossa A.

Todistus. Ks. [15, s. 494-495].

Määritelmä 2.4. Funktiolla f on eristetty erikoispiste z0 ∈ C, jos on ole-
massa sellainen r ∈ R+, että f on holomorfinen punkteeratussa kiekossa
B′(z0, r), mutta ei pisteessä z0.

Määritelmä 2.5. Olkoon z0 ∈ C funktion f eristetty erikoispiste. Olkoon
f(z) =

∑∞
n=−∞ an(z − z0)n funktion f Laurentin sarjakehitelmä punkteera-

tussa kiekossa B′(z0, r). Tällöin z0 on funktion f napa, jos a−n 6= 0 vähintään
yhdellä, mutta korkeintaan äärellisen monella n ∈ Z+.
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Määritelmä 2.6. Olkoon U avoin joukko. Funktio f on meromorfinen jou-
kossa U , jos se on holomorfinen ja määritelty U :ssa lukuun ottamatta mah-
dollisia napoja U :ssa.

Lause 2.4. Oletetaan, että tulon
∏∞

n=1 fn jokainen tekijä on holomorfinen
avoimessa joukossa U . Oletetaan lisäksi, että tulo

∏∞
n=1 fn suppenee normaa-

listi U :ssa. Tällöin f on holomorfinen U :ssa. Lisäksi, jos f ei ole identtisesti
nolla missään U :n alueessa, niin meromorfisten funktioiden sarja

∑∞
n=1

f ′n
fn

suppenee normaalisti U :ssa, ja sen rajafunktio on f ′

f
.

Todistus. Ks. [15, s. 496-497].

Määritelmä 2.7. Funktio on kokonainen, jos se on määritelty ja holomor-
finen koko kompleksitasossa.

Lause 2.5. Olkoon z ∈ C. Tällöin

sin(πz) = πz
∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
.

Todistus (vrt. [15, s. 497-498]). Olkoon fn(z) = 1− ( z
n
)2 kaikilla n ∈ Z+. Jos

K ⊆ C on kompakti joukko ja c = max{|z|2 : z ∈ K}, niin

|fn(z)− 1| = |z|
2

n2
≤ c

n2

kaikilla z ∈ K. Koska sarja
∑∞

n=1
1
n2 suppenee, lauseen 2.3 perusteella tulo∏∞

n=1 fn suppenee tasaisesti joukossaK. Näin ollen tulo suppenee normaalisti
koko kompleksitasossa. Lauseen 2.4 perusteella funktio f(z) = z

∏∞
n=1[1 −

( z
n
)2] on kokonainen ja sillä on nollakohtina kaikki kokonaisluvut. Lisäksi

lauseen 2.4 nojalla meromorfisella funktiolla f ′/f on esitys

f ′(z)

f(z)
=

1

z
+
∞∑
n=1

2z

z2 − n2
= π cot(πz).

Olkoon g(z) = sin(πz). Funktio g on kokonainen funktio, jolla on koko-
naisluvut yksinkertaisina nollakohtina. Muodostamme uuden funktion h =
f/g. Funktiolla h on poistuvina erikoispisteinä funktion g nollakohdat. Täten
h on kokonainen. Nyt

h′(z) =
h′(z)h(z)

h(z)
= h(z)

[
f ′(z)

f(z)
− g′z

g(z)

]
= h(z)[π cot(πz)− π cot(πz)] = 0,

joten h on vakiofunktio. Koska

h(0) = lim
z→0

f(z)

g(z)
=
z
∏∞

n=1(1− ( z
n
)2)

sin(πz)
=

1

π
,
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saamme h(z) = π−1 kaikilla z ∈ C. Näin ollen

g(z) = sin(πz) =
f(z)

h(z)
= πz

∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
kaikilla z ∈ C.

Määritelmä 2.8. Avoimen joukon U osajoukko E on diskreetti osajoukko,
jos sillä ei ole joukossa U kasautumispistettä.

Lause 2.6 (Weierstrassin lause). Olkoot E = {z1, z2, z3, . . .} avoimen joukon
U osajoukko ja mn ∈ Z+, kun n ∈ Z+. On olemassa holomorfinen funktio
f : U → C, jolla E on nollakohtien joukko ja jokaista nollakohtaa zn vastaava
kertaluku on mn, kun n = 1, 2, 3, . . .. Kahden tällaisen funktion osamäärä on
holomorfinen ja nollakohdaton U :ssa.

Todistus. Ks. [15, s. 498-501].

Lause 2.7 (Weierstrassin M-testi). Oletetaan, että sarjan
∑∞

n=1 fn jokainen
termi on määritelty joukossa A. Jos on olemassa sellainen reaaliterminen jo-
no (Mn), että |fn(z)| ≤Mn pätee kaikilla z ∈ A ja sarja

∑∞
n=1Mn suppenee,

niin
∑∞

n=1 fn suppenee itseisesti ja tasaisesti A:ssa.

Todistus. Ks. [15, s. 253-254].

Lause 2.8. Olkoot G alue ja f(t, z) t:n ja z:n jatkuva funktio, kun −∞ ≤
a < t < b ≤ ∞ ja z ∈ G. Olkoon f :llä derivaatta fz(t, z), joka on t:n ja z:n
jatkuva funktio, kun −∞ ≤ a < t < b ≤ ∞ ja z ∈ G. Oletetaan lisäksi, että
integraali ∫ b

a

f(t, z)dt

suppenee tasaisesti, kun z on mielivaltaisella G:n suljetulla osa-alueella. Täl-
löin funktio

w(z) =

∫ b

a

f(t, z)dt

on z:n holomorfinen funktio alueella G lukuun ottamatta erikoispisteitä.

Todistus. Ks. [14, s. 303-304].

Lause 2.9. Olkoon funktio g : D × [a,∞) → C jatkuva, missä D ⊂ C on
alue ja a ∈ R. Oletetaan, että on olemassa sellainen välillä [a,∞) määri-
telty funktio M(t), että |g(t, z)| ≤ M(t) kaikilla z ∈ D ja t ≥ a. Lisäksi
oletetaan, että integraali

∫∞
a
M(t)dt ∈ R on olemassa. Tällöin

∫∞
a
g(z, t)dt

suppenee itseisesti ja tasaisesti D:ssä. Jos g(z, t) on holomorfinen jokaisessa
D:n avoimessa osajoukossa kaikilla t ≥ a, niin

∫∞
a
g(z, t)dt on holomorfinen

D:ssä.
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Todistus. Ks. [18, s. 49-50].

Määritelmä 2.9. Funktio f on holomorfinen paitsi eristetyissä erikoispis-
teissä avoimessa joukossa U , jos sen erikoispisteiden joukko E on diskreetti
ja jos f on holomorfinen joukossa U \ E.

Määritelmä 2.10. Olkoon U avoin joukko. Silmukka σ on nollahomologinen
joukossa U , jos silmukan kierrosluku n(σ, z) = 0 kaikilla z /∈ U .

Lause 2.10 (Residylause). Olkoon funktio f holomorfinen avoimessa jou-
kossa U paitsi eristetyissä erikoispisteissä. Olkoot σ silmukka joukossa U \E
ja nollahomologinen joukossa U . Tällöin∫

σ

f(z)dz = 2πi
∑
z∈E

n(σ, z)Res(z, f).

Todistus. Ks. [10, s. 16-17].

Määritelmä 2.11. Merkintä f(x) = O(g(x)), kun x→∞, tarkoittaa, että
on olemassa sellainen vakio K > 0 ja arvo x0 että |f(x)| < K|g(x)| aina, kun
x ≥ x0.

Määritelmä 2.12. Merkintä f(x) = o(g(x)), kun x → ∞, tarkoittaa, että
kaikilla ε > 0 on olemassa sellainen arvo x0 että |f(x)| < ε|g(x)| aina, kun
x ≥ x0.
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3 Eulerin Γ-funktio

3.1 Γ-funktion perusominaisuuksia

Euler esitti Γ-funktion jo 1750-luvulla. Se on yksi tärkeimmistä matemaatti-
sista funktioista, jolla on erittäin laaja sovelluskenttä. Tässä alaluvussa kä-
sittelemme Γ-funktion perusominaisuuksia, joita tarvitsemme myöhemmässä
vaiheessa, jolloin käymme keskeisimpiä Γ-funktion sovelluskohteita lävitse ja
tutkimme tarkemmin ζ-funktion ominaisuuksia ja sovelluksia.

Määritelmä 3.1. Määrittelemme Eulerin gammafunktion Γ(z) kaavalla

(3.1) Γ(z) =
e−γz

z

∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)−1

e
z
n ,

missä γ = limn→∞(1 + 1
2

+ 1
3

+ · · ·+ 1
n
− log n) ≈ 0.577 on Eulerin vakio.

Γ-funktio on meromorfinen funktio, jonka yksinkertaiset navat ovat pis-
teissä z = 0,−1,−2, . . .. Gammafunktiolle on olemassa useita keskenään yh-
täpitäviä määritelmiä. Valitsemamme määritelmä on Weierstrassin esittämä.
Euler määritteli, että

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt, kun <z > 0.

Todistamme tämän lauseena myöhemmin (lause 3.3), mutta sitä varten tar-
vitsemme seuraavan tuloksen. Vaikka Euler määritelmässään rajoittui ta-
paukseen <z > 0, on Γ-funktio määriteltävissä myös aluessa <z ≤ 0. Tä-
mä saadaan käyttämällä yhtälöä (3.2), minkä oikea puoli on määritelty, kun
<z > −n.

Lause 3.1. Olkoon <z > 0. Tällöin

(3.2) Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + 1) · · · (z + n)
.

Todistus (vrt. [15, s. 504-505],[23, s. 202-204]). Olkoon

f(z) = zeγz
∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e−

z
n .

Todistamme aluksi, että funktio f on kokonainen funktio. Tätä varten tar-
kastelemme f :n lausekkeessa olevaa päättymättömäntä tuloa ja sen suppe-
nemista suljetussa alueessa |z| ≤ N

2
, missä N ∈ N. Tätä varten tutkimme

päättymättömän tulon logaritmia ja valitsemme sen päähaaran. Olkoon

logS(z) =
∞∑
n=1

[
log

(
1 +

z

n

)
− z

n

]
9



Lisäksi mielivaltaisesti valitulle z ∈ C valitsemme sellaisen N ∈ N, että
N ≥ 2|z|. Nyt osasumma

logSN =
N∑
n=1

[
log

(
1 +

z

n

)
− z

n

]
on selvästi äärellinen kaikilla äärellisillä z:n arvoilla ja erityisesti niillä, joilla
|z| ≤ N

2
, kunhan z ei ole negatiivinen kokonaisluku. Olkoon n ∈ N tarpeeksi

suuri, jotta |z|
n
< 1. Tällöin∣∣∣∣ log

(
1 +

z

n

)
− z

n

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣− z2

2n2
+

z3

3n3
+ · · ·

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∞∑
k=2

(−1)k−1zk

knk

∣∣∣∣
≤ |z|

2

n2

(
1 +

∣∣∣∣ zn
∣∣∣∣+

∣∣∣∣ z2

n2

∣∣∣∣+ · · ·
)
.

Kun |z| ≤ N
2
ja n > N , on∣∣∣∣ log

(
1 +

z

n

)
− z

n

∣∣∣∣ ≤ N2

4n2

∞∑
k=0

1

2k
=

1

2
·
(
N

n

)2

.

Näin ollen jäännöstermille

RN(z) = log S(z)− logSN(z) =
∞∑

n=N+1

[
log

(
1 +

z

n

)
− z

n

]
saamme arvion

|RN(z)| ≤
∞∑

n=N+1

1

2

(
N

n

)2

≤ N

2
.

Koska
∑∞

n=N+1
1
2
(N
n

)2 suppenee, suppenee RN(z):n lausekkeessa oleva sar-
ja itseisesti ja tasaisesti alueessa |z| ≤ N

2
. Koska tarkastelemamme sarjojen

termit ovat holomorfisia funktioita ja sarjat suppenevat tasaisesti alueessa
|z| ≤ N

2
, ovat RN(z) ja f :n lausekkeessa oleva päättymätön tulo holomorfisia

funktioita alueessa |z| ≤ N
2
, missä N ∈ Z+ on mielivaltainen. Koska eks-

ponenttifunktio on on holomorfinen, on elogS(z) eli f :n päättymätön tulo on
holomorfinen kaikilla z ∈ C lukuun ottamatta negatiivisia kokonaislukuja.
Funktiot z ja eγz ovat holomorfisia koko kompleksitasossa, joten funktio f
holomorfinen koko kompleksitasossa ja nollakohtina sillä on pisteet z = 0 ja
negatiiviset kokonaisluvut. Siis f on kokonainen funktio. Näin ollen funktio
Γ = 1

f
on meromorfinen funktio napoinaan pisteet z ∈ Z− ∪{0}. Nollakohtia

Γ-funktiolla ei ole.
Funktion f lausekkeena oleva päättymätön tulo suppenee normaalisti

kompleksitasossa. Se eroaa nollasta jokaisessa joukon U = C\{−1,−2,−3, · · · }

10



kompaktissa osajoukossa. Näin ollen kaavan (3.1) päättymätön tulo suppenee
normaalisti U :ssa. Nyt lauseen 2.4 nojalla saamme, että

(3.3)
Γ′(z)

Γ(z)
= −γ − 1

z
−
∞∑
n=1

[
1

z + n
− 1

n

]
.

Jos z 6= 0,−1,−2, . . ., niin esitämme kaavan (3.1) muodossa

Γ(z) =
1

z
exp

[
z lim
n→∞

(
log n−

n∑
k=1

1

k

)]
lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 +

z

k

)−1

e
z
k

= lim
n→∞

{
1

z
exp

[
z

(
log n−

n∑
k=1

1

k

)] n∏
k=1

(
k

z + k

)
e
z
k

}
= lim

n→∞

1

z
ez logn

n∏
k=1

k

z + k
= lim

n→∞

n!nz

z(z + 1) · · · (z + n)
.

Seurauslause 3.1. Jos z 6= 0,−1,−2, . . ., niin Γ(z + 1) = zΓ(z).

Todistus. Lauseen 3.1 nojalla

Γ(z + 1) = lim
n→∞

n!nz+1

(z + 1)(z + 2) · · · (z + n+ 1)

= lim
n→∞

[
nz

z + n+ 1
· n!nz

z(z + 1)(z + 2) · · · (z + n)

]
= z lim

n→∞

n

z + n+ 1
· lim
n→∞

[
n!nz

z(z + 1)(z + 2) · · · (z + n)

]
= zΓ(z).

Seurauslause 3.2. Γ-funktio toteuttaa yhtälöt Γ(1) = 1 ja Γ(n+ 1) = n!.

Todistus on triviaali.

Lause 3.2. Eulerin Γ- funktiolle pätee

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
.

Todistus (vrt. [15, s. 504-505]). Olkoon

f(z) = zeγz
∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e
−z
n .

Nyt lauseen 2.5 nojalla

f(z)f(−z) =

[
zeγz

∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e
−z
n

][
(−z)e−γz

∞∏
n=1

(
1− z

n

)
e
z
n

]
= −z2

∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
= −z sin(πz)

π
.
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Koska Γ = 1/f , saamme

−zΓ(z)Γ(−z) =
π

sin(πz)
.

Nyt väite seuraa seurauslausetta 3.1 soveltamalla. Siis

Γ(z)Γ(1− z) = −zΓ(z)Γ(−z) = − z

f(z)f(−z)
=

π

sin(πz)
.

Seurauslause 3.3. Γ-funktio toteuttaa yhtälöt Γ(1
2
) =
√
π ja

Γ(n+ 1
2
) = 1·3·5···(2n−1)

2n

√
π, kun n = 1, 2, . . . .

Todistus. Lauseen 3.2 perusteella(
Γ
(

1
2

))2
=

π

sin π
2

= π,

mistä ensimmäinen väite seuraa suoraan. Toinen väite seuraa välittömästi,
kun asetamme z + 1 = n+ 1

2
ja sovellamme seurauslausetta 3.1.

Lause 3.3. Jos <z > 0, niin

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt.

Todistus (vrt. [23, s. 208-209]). Määrittelemme aluksi apufunktion

g(z, n) =

∫ n

0

(
1− t

n

)n
tz−1dt.

Asettamalla t = nτ saamme

g(z, n) =

∫ 1

0

(
1− nτ

n

)n
nz−1τ z−1ndτ =

∫ 1

0

(1− τ)nnzτ z−1dτ,

missä yhtälön viimeinen integraali suppenee, kun <z > 0. Osittaisintegroi-
malla saamme

g(z, n) = nz
[ 1/

0

(1− τ)n
1

z
τ z +

1

z

∫ 1

0

n(1− τ)n−1τ zdτ

]
= nz

[
n(n− 1)

z(z + 1)

∫ 1

0

(1− τ)n−2τ z+1dτ

]
= nz

[
n(n− 1) · · · 2 · 1

z(z + 1) · · · (z + n− 1)

∫ 1

0

τ z+n−1dτ

]
=

n!

z(z + 1) · · · (z + n)
nz.
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Lauseen 3.1 perusteella ja koska

lim
n→∞

∫ n

0

(
1− t

n

)n
tz−1dt =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt

(ks. [24, s. 242-243]), on

lim
n→∞

g(z, n) = lim
n→∞

n!

z(z + 1) · · · (z + n)
nz

= lim
n→∞

∫ n

0

(
1− t

n

)n
tz−1dt =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt = Γ(z).

Jatkossa tarvitsemme useasti tietoa siitä, että sarja tai epäoleellinen in-
tegraali suppenee tasaisesti tai itseisesti. Todistamme esimerkiksi, että Γ-
funktion integraaliesitys suppenee itseisesti ja tasaisesti. Jatkossa jätämme
tarkat suppenemistarkastelut lukijalle tai viittaamme lähdeteokseen, jossa
tarvittava tarkastelu on tehty tai siellä on tulos, johon voi vedota.

Lause 3.4. Integraali v(z) =
∫∞

1
tz−1e−tdt suppenee tasaisesti ja itseises-

ti alueessa <z ≤ r kaikilla r ∈ R ja v(z) on holomorfinen C:n jokaisessa
avoimessa joukossa. Integraali u(z) =

∫ 1

0
tz−1e−tdt suppenee tasaisesti ja it-

seisesti alueessa <z ≥ r kaikilla r ∈ R+. Lisäksi u(z) on holomorfinen D:n
jokaisessa avoimessa joukossa, kun D = {z ∈ C | <z > 0}. Edelleen

u(z) =
∞∑
ν=0

(−1)ν

ν!

1

z + ν

kaikilla z ∈ D.

Todistus (vrt. [18, s. 50]). Merkitsemme aluksi, että S−r = {z ∈ C | <z ≤
r} ja S+

r = {z ∈ C | <z ≥ r}. Kaikille z ∈ S−r on voimassa |tz−1| ≤
tr−1. Koska limt→∞ t

r−1e−
t
2 = 0, on olemassa sellainen vakio M > 0, että

|tz−1e−t| ≤ Me−
t
2 kaikille z ∈ S−r ja t ≥ 1. Koska

∫∞
1
e−

t
2dt = 2√

e
ja tz−1e−t

on holomorfinen C:n jokaisessa avoimessa joukossa kaikilla t ≥ 1, lauseen 2.9
perusteella integraali suppenee itseisesti ja tasaisesti alueessa S−r .

Olkoon s = 1
t
. Tällöin u(z) =

∫∞
1
e−

1
s s−z−1ds. Jos r > 0, niin |e− 1

s s−z−1| ≤
s−r−1 kaikilla z ∈ S+

r ja
∫∞

1
s−r−1ds = r−1. Lauseen 2.9 perusteella u(z):n

integraali suppenee itseisesti ja tasaisesti D:ssä. Nyt∫ 1

δ

tz−1e−tdt =
∞∑
ν=0

(−1)ν

ν!

∫ 1

δ

tz+ν−1dt

=
∞∑
ν=0

(−1)ν

ν!

1

z + ν
− δz

∞∑
ν=0

(−1)ν

ν!

δν

z + ν
,

mikä on voimassa kaikilla δ ∈ (0, 1), koska <z > 0. Näin ollen viimeinen
summa lähenee nollaa, kun δ → 0.
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Seurauslause 3.4. Integraali
∫∞

0
tz−1e−tdt suppenee itseisesti ja tasaisesti

kohti funktiota Γ(z) jokaisessa kaistaleessa {z ∈ C | a ≤ <z ≤ b}, missä
0 < a < b <∞.

Lause 3.5 (Legendren kahdentamiskaava). Jos z 6= 0,−1
2
,−1,−3

2
, . . ., niin

(3.4) 22z−1Γ(z)Γ
(
z + 1

2

)
=
√
πΓ(2z).

Todistus (vrt. [12, s. 4]). Oletamme aluksi, että <z > 0. Lauseen 3.3 perus-
teella

22z−1Γ(z)Γ
(
z + 1

2

)
=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−(s+t)(2
√
st)2z−1t−1/2dsdt.

Asetamme α =
√
s ja β =

√
t, jolloin

22z−1Γ(z)Γ
(
z + 1

2

)
= 4

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−(α2+β2)(2αβ)2z−1αdαdβ.

Lisäämällä tähän vastaavan kaavan, jossa α:n ja β:n paikat on vaihdettu,
saamme

22z−1Γ(z)Γ
(
z + 1

2

)
= 2

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−(α2+β2)(2αβ)2z−1(α + β)dαdβ

= 4

∫∫
σ

e−(α2+β2)(2αβ)2z−1(α + β)dαdβ,

missä viimeinen integraali integroidaan yli sektorin {σ | 0 ≤ α < ∞, 0 ≤
β ≤ α}. Muuttujien vaihdoilla u = α2 + β2 ja v = 2αβ saamme edelleen

22z−1Γ(z)Γ
(
z + 1

2

)
=

∫ ∞
0

v2z−1dv

∫ ∞
0

e−u√
u− v

du

= 2

∫ ∞
0

e−vv2z−1dv

∫ ∞
0

e−w
2

dw =
√
πΓ(2z).

Analyyttisen jatkamisen periaatteen perusteella saatu tulos on voimassa kai-
killa z 6= 0,−1

2
,−1,−3

2
, . . ..

Määritelmä 3.2. Olkoon [a, b] reaalilukuväli. Funktio f : [a, b] → R on
konveksi, jos kaikille x1, x2 ∈ [a, b] on voimassa

f(tx2 + (1− t)x1) ≤ tf(x2) + (1− t)f(x1),

kun 0 ≤ t ≤ 1. Joukko A ⊆ C on konveksi, jos kaikille z, w ∈ A on voimassa
tz + (1− t)w ∈ A, kun 0 ≤ t ≤ 1.

Seuraavassa lauseessa esitämme mielenkiintoisen tuloksen, mitä voidaan
pitää eräänlaisena Γ-funktion aksiomaattisena määrittelynä. Siinä tehdään
tietyt oletukset funktiosta f ja päädytään tulokseen, että funktio f on Γ-
funktio.
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Lause 3.6 (Bohrin-Mollerupin lause). Olkoon välillä ]0,∞[ määritelty reaa-
lifunktio f sellainen, että f(x) > 0 kaikilla x ∈ R+. Oletetaan, että

(i) log f(x) on konveksi funktio,

(ii) f(x+ 1) = xf(x) kaikilla x ∈ R+,

(iii) f(1) = 1.

Tällöin f(x) = Γ(x) kaikilla x ∈ R+.

Todistus (vrt. [6, s. 179-180], [3, s. 14-15]). Oletuksen (ii) nojalla

(3.5) f(x+ n) = x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)f(x)

kaikilla n ∈ N. Näin ollen, jos f(x) = Γ(x), kun 0 < x ≤ 1, niin funktiot f
ja Γ ovat samat kaikkialla. Olkoot 0 < x ≤ 1 ja n ≥ 2. Nyt
(3.6)
log f(n− 1)− log f(n)

(n− 1)− n
≤ log f(x+ n)− log f(n)

(x+ n)− n
≤ log f(n+ 1)− log f(n)

(n+ 1)− n

(vrt. [6, s. 138-139]), missä epäyhtälöt ovat voimassa log f(x):n konveksisuu-
desta johtuen. Koska (3.5) on voimassa, saamme f(m) = (m − 1)! kaikilla
m ≥ 1. Täten saamme epäyhtälöt (3.6) muotoon

− log(n−2)! + log(n−1)! ≤ log f(x+ n)− log(n− 1)!

x
≤ log n!− log(n−1)!

eli
x log(n− 1) ≤ log f(x+ n)− log(n− 1)! ≤ x log n.

Lisäämällä log(n−1)! epäyhtälöihin ja soveltamalla eksponenttifunktion omi-
naisuuksia saamme

(n− 1)x(n− 1)! ≤ f(x+ n) ≤ nx(n− 1)!,

josta yhtälön (3.5) nojalla

(n− 1)x(n− 1)!

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)
≤ f(x) ≤ nx(n− 1)!

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)

=
nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)

x+ n

n
.

Koska f(x) ei riipu n:stä ja epäyhtälöt ovat voimassa kaikilla n ≥ 2, voimme
vaihtaa n:n tilalle (n+ 1):n vasemmassa epäyhtälössä, jolloin

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
≤ f(x) ≤ nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)

x+ n

n

kaikilla n ≥ 2 ja x ∈ [0, 1). Koska limn→∞
x+n
n

= 1, saamme lauseen 3.1
perusteella Γ(x) ≤ f(x) ≤ Γ(x) eli f(x) = Γ(x), kun 0 < x ≤ 1. Väitös
seuraa tästä.
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3.2 Stirlingin kaava

Siirrymme Γ-funktion perusominaisuuksien parista käsittelemään sovelluksia,
joista erityisenä mielenkiinnon kohteena on Stirlingin kaava. Tällä kaavalla
on paljon käyttöä kompleksianalyysissä. Aluksi todistamme Stirlingin kaavan
positiivisille reaaliluvuille, jonka jälkeen laajennamme sen kompleksitasoon.

Lause 3.7 (Stirlingin kaava). Kaikilla x > 0 pätee

Γ(x+ 1) = xxe−x
√

2πx
(
1 + O

(
1
x

))
.

Todistus (vrt. [14, s. 306-311]). Olkoon x > 0. Tarkastelemme integraalia

Γ(x+ 1) =

∫ ∞
0

e−ttxdt = e−xxx
∫ ∞

0

e−(t−x)

(
t

x

)x
dt.

Tekemällä muuttujan vaihdon t− x = u saamme

(3.7) Γ(x+ 1) = e−xxx
∫ ∞
−x

e−u
(

1 +
u

x

)x
du.

Arvioimme integraalia

(3.8) I(x) =

∫ ∞
−x

e−u
(

1 +
u

x

)x
du

suurilla x:n arvoilla. Olkoon 0 < y < x. Kirjoitamme

I(x) =

∫ −y
−x

+

∫ y

−y
+

∫ x

y

+

∫ ∞
x

= I1 + I2 + I3 + I4.

Osoitamme ensiksi, että I4 → 0, kun x → ∞. Arvioimme integroitavan
logaritmia

log

[
e−u
(

1 +
u

x

)x]
= −u+ x log

(
1 +

u

x

)
(3.9)

= −u
{

1− x

u
log

(
1 +

u

x

)}
.

Sijoituksen log(1 + u
x
) = s perusteella

(3.10)
x

u
log

(
1 +

u

x

)
=

s

es − 1
.

Kun u kasvaa arvosta x arvoon ∞, kasvaa samalla s arvosta log 2 arvoon
∞. Kaavan (3.10) oikeanpuoleisen funktion derivaatta koko tällä välillä on
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negatiivinen, jolloin funktio saa suurimman arvonsa log 2 välin alkupisteessä
s = log 2. Näin ollen

log

[
e−u
(

1 +
u

x

)x]
≤ −u(1− log 2) = −u log

e

2
,

joten kaavan (3.8) integroitavalle

e−u
(

1 +
u

x

)x
≤ e−u log e

2 .

Täten

0 < I4 <

∫ ∞
x

e−u log e
2du =

e−x log e
2

log e
2

→ 0,

kun x→∞. Siis limx→∞ I4 = 0.
Seuraavaksi arvioimme integraalia

I1 =

∫ −y
−x

e−u
(

1 +
u

x

)x
du.

Helposti huomaamme, että integroitava saavuttaa suurimman arvonsa pis-
teessä u = −y, jossa se on yhtäsuuri kuin ey

(
1− y

x

)
. Täten

(3.11) 0 < I1 < ey
(

1− y

x

)x
(x− y) < xey

(
1− y

x

)x
.

Ylärajan logaritmi

log

[
ey
(

1− y

x

)x]
= y + x log

(
1− y

x

)
= y + x

(
− y

x
− y2

2x2
− · · ·

)
= − y

2

2x
− y3

3x2
− · · · < − y

2

2x
,

joten

0 < I1 < xe−
y2

2x .

Helposti havaitsemme, että integraalin

I3 =

∫ x

y

e−u
(

1 +
u

x

)x
du

integroitava pienenee, kun u kasvaa välillä (y, x), ja näin ollen se saa suurim-
man arvonsa kun u = y. Siis

(3.12) 0 < I3 < e−y
(

1 +
y

x

)x
(x− y) < xe−y

(
1 +

y

x

)x
,
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josta saamme edelleen

log

[
e−y
(

1 +
y

x

)x]
= − y

2

2x
+

y3

3x2
− · · · < − y

2

2x
+

y3

3x2

< − y
2

2x
+
y2

3x
= − y

2

6x
.

Kaavan (3.12) perusteella

0 < I3 < xe−
y2

6x .

Nyt määritämme y:n siten, että integraalit I1 ja I3 lähenevät nollaa kun
x→∞. Siksi merkitsemme

(3.13)
y2

x
= xλ, missä 0 < λ < 1.

Täten

(3.14) y = x
1+λ
2 .

Näin ollen saamme integraalille I1 ylärajaksi xe−
xλ

2 → 0, kun x→∞. Tällöin
myös I1 → 0. Vastaavasti I3 → 0, kun x→∞.

Viimeiseksi arvioimme integraalia

(3.15) I2 =

∫ y

−y
e−u
(

1 +
u

x

)x
du.

Koska |u
x
| < 1 koko integroimisvälillä, saamme integroitavan logaritmille ke-

hitelmän

log

[
e−u
(

1 +
u

x

)x]
= −u

2

2x
+

u3

3x2
− · · · = −u

2

2x
[1 + f(u)],

missä

f(u) = −2u

3x
+

1

2

(
u

x

)2

− · · · .

Funktiolle f(u) on

|f(u)| ≤ |u|
x

+

(
|u|
x

)2

+ · · · < y

x

1

1− y
x

,

mistä kaavan (3.14) perusteella seuraa

(3.16) |f(u)| ≤ x−
1−λ
2

1

1− x− 1−λ
2

= σ(x).

18



Koska σ(x)→ 0, kun x→∞, on

(3.17) log

[
e−u
(

1 +
u

x

)x]
= −u

2

2x
(1 + O(σ)).

Rittävän suurilla x:n arvoilla 0 < σ < 1, jolloin

(3.18) −(1 + σ) ≤ −(1 + O(σ)) ≤ −(1− σ).

Näin ollen kaavojen (3.17) ja (3.18) perustella saamme

(3.19)
∫ y

−y
e−

u2

2x
(1+σ)du ≤ I2 ≤

∫ y

−y
e−

u2

2x
(1−σ)du.

Oikean puolen integraaliin otamme uuden muuttujan

u

√
1− σ

2x
= t,

jolloin ∫ y

−y
e−

u2

2x
(1−σ)du =

√
2x

1− σ

∫ t1

−t1
e−t

2

dt,

missä

t1 = y

√
1− σ

2x
= x

λ
2

√
1− σ

2
.

Vastaavasti voimme muokata kaavan (3.19) vasemman puoleista integraalia,
jolloin ∫ y

−y
e−

u2

2x
(1+σ)du =

√
2x

1 + σ

∫ t2

−t2
e−t

2

dt,

missä

t2 = y

√
1 + σ

2x
= x

λ
2

√
1 + σ

2
.

Täten
1√

1 + σ

∫ t2

−t2
e−t

2

dt ≤ I2√
2x
≤ 1√

1− σ

∫ t1

−t1
e−t

2

dt.

Kun x → ∞, jolloin t1 → ∞ ja t2 → ∞, epäyhtälöiden molemmat puolet
lähenevät raja-arvoa ∫ ∞

−∞
e−t

2

dt =
√
π,

joten I2√
2πx
→ 1. Näin ollen

I2 =
√

2πx
(
1 + O

(
1
x

))
.
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Varmistamme vielä, että I1 = O( 1
x
). Saatu I1:n yläraja on xe−

xλ

2 . Tut-
kimalla 1

x
:n ja ylärajan osamäärää selvitämme, käyttäytyykö yläraja asymp-

toottisessa tarkastelussa hyvin. Koska limx→∞
1
x

xe−
xλ
2

= ∞, näemme, että

yläraja on O( 1
x
). Vastaavasti I3 → 0 ja I4 → 0, kun x→∞.

Näin ollen

I(x) = I1 + I2 + I3 + I4 =
√

2πx
(
1 + O

(
1
x

))
+ O

(
1
x

)
=
√

2πx
(
1 + O

(
1
x

))
.

Kaavan (3.7) perusteella

Γ(x+ 1) = xxe−x
√

2πx
(
1 + O

(
1
x

))
.

Seuraavat kaksi lausetta muodostavat kokonaisuuden, jonka lopputulokse-
na on Stirlingin kaava laajennettuna kompleksitasoon. Kummassakin lausees-
sa esiintyvä µ(z):n sarjakehitelmä on mielenkiintoinen. Sen kehitti Christoph
Gudermann vuonna 1845 ja sarja kantaa hänen nimeään. Tällä sarjalla on
keskeinen yhteys myöhemmin esitettävässä viidennessä Riemannin funktio-
naaliyhtälön todistuksessa, koska siinä tarvitaan aputulosta, joka johdetaan
µ(z):n sarjakehitelmästä.

Lause 3.8. Olkoon C0 = {z ∈ C | z 6= 0, |arg z| < π}. Jos z ∈ C0, niin

Γ(z) = (2π)1/2zz−1/2e−zeµ(z),

missä

µ(z) =
∞∑
n=1

[(
z + n− 1

2

)
log

(
z + n

z + n− 1

)
− 1

]
ja z + n ∈ C0 kaikilla n ∈ N.

Todistus (vrt. [5, s. 45-46]). Todistamme aluksi, että esitys

Γ(z) = lim
n→∞

(n− 1)!nz

z(z + 1) · · · (z + n− 1)

on yhtäpitävä lauseen 3.1 kanssa. Koska

lim
n→∞

(n−1)!nz

z(z+1)···(z+n−1)

n!nz

z(z+1)···(z+n)

= lim
n→∞

z + n

n
= 1,

on väite todistettu. Näin ollen saadun tuloksen, seurauslauseen 3.2 ja lauseen
3.7 perusteella
(3.20)

Γ(z) = lim
N→∞

Γ(N)N z

z(z + 1) · · · (z +N − 1)
= (2π)1/2 lim

N→∞

N z+N−1/2e−N

z(z + 1) · · · (z +N − 1)
.
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Nimittäjä

z(z + 1) · · · (z +N − 1) =
1

zz−1/2

(
z

z + 1

)z+1/2(
z + 1

z + 2

)z+3/2

· · ·

×
(
z +N − 1

z +N

)z+N−1/2

(z +N)z+N−1/2

=
(z +N)z+N−1/2

zz−1/2

N∏
n=1

(
z + n− 1

z + n

)z+n−1/2

.

Meidän on valittava logaritmin päähaara. Näin ollen(
z + n− 1

z + n

)z+n−1/2

= e−u(z+n−1/2),

missä

u(ζ) = ζ log
ζ + 1

2

ζ − 1
2

.

Nyt vaihtamalla saadun esityksen yhtälöön (3.20) saamme

Γ(z) = (2π)1/2zz−1/2 lim
N→∞

(
N

z +N

)z+N−1/2

e−N
N∏
n=1

eu(z+n−1/2)

= (2π)1/2zz−1/2 lim
N→∞

(
1 +

z

N

)−z−N+1/2

exp

{ N∑
n=1

[
u
(
z + n− 1

2

)
− 1
]}

= (2π)1/2zz−1/2e−zeµ(z),

missä

(3.21) µ(z) =
∞∑
n=1

[
u
(
z + n− 1

2

)
− 1
]
.

Apulause 3.1. Olkoot a, b ∈ C ja 0 < |a− b| < |a+ b|. Tällöin∣∣∣∣a+ b

2
· log a− log b

a− b
− 1

∣∣∣∣ < 1

3

|a− b|2

|a+ b|2 − |a− b|2
,

kun logaritmeista valitaan päähaara.

Todistus. Ks. [5, s. 22-23].

Lause 3.9 (Stirlingin kaava kompleksitasossa). Olkoon 0 < ε ≤ π. Oletetaan,
että z kasvaa rajatta sektorissa |arg z| ≤ π − ε. Tällöin

lim
z→∞

Γ(z)z1/2−zez = (2π)1/2.
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Todistus (vrt. [5, s. 46-47]). Lauseen 3.8 perusteella riittää todistaa, että
µ(z)→ 0, kun z →∞. Apulauseen 3.1 perusteella, kun a = z + n ja
b = z+n−1, saamme kaavan (3.21) sarjan yleisen termin itseisarvolle arvion∣∣u(z + n− 1

2

)
− 1
∣∣ =

∣∣∣∣(z + n− 1
2

)
log

z + n

z + n− 1
− 1

∣∣∣∣
<

1

3(|2z + 2n− 1|2 − 1)
,(3.22)

missä oletamme, että |2z + 2n− 1| > 1. Koska sarjan yleinen termi lähenee
nollaa z:n kasvaessa rajatta, riittää todistaa, että voimme ottaa raja-arvon
sarjasta termeittäin. Tätä varten meidän tulee todistaa tasaisen suppenemi-
sen voimassaolo suurilla z:n arvoilla, kun |arg z| ≤ π − ε.

Jos z = |z|eiθ ja |θ| ≤ π − ε, niin cos θ ≥ − cos ε Täten jokaisella n ∈ N

|2z + 2n− 1|2 = (2z + 2n− 1)(2z + 2n− 1) = (2z + 2n− 1)(2z + 2n− 1)

= |2z|2 + (2n− 1)2 + 2(2n− 1)(z + z)

= |2z|2 + 2(2n− 1)|2z| cos θ + (2n− 1)2

≥ |2z|2 − 2(2n− 1)|2z| cos ε+ (2n− 1)2.

Viimeisellä esityksellä on muoto

a2 − 2ab cos ε+ b2 = a2 sin2 ε+ (a cos ε− b)2 ≥ a2 sin2 ε,

missä a, b ∈ R+. Täten |2z+2n−1| ≥ 2|z| sin ε ja |2z+2n−1| ≥ (2n−1) sin ε ≥
n sin ε. Olkoon S = {z | |arg z| ≤ π − ε, |z| ≥ 1/ sin ε}. Tällöin, jos z ∈ S,
niin

|2z + 2n− 1| ≥ 2

ja
|2z + 2n− 1|2 − 1 ≥ 3

4
|2z + 2n− 1|2 ≥ 3

4
n2 sin2 ε.

Näin ollen saamme kaavan (3.22) muotoon∣∣u(z + n− 1
2

)
− 1
∣∣ < 4

9n2 sin2 ε
,

kun z ∈ S ja n = 1, 2, . . . . Sarjaa (3.21) voimme arvioida ylöspäin joukossa
S suppenevalla sarjalla vakiotermejä ja näin ollen sarja suppenee tasaisesti
S:ssä Weierstrassin M -testin perusteella.

3.3 Eulerin betafunktio

Määritelmä 3.3. Olkoot m,n ∈ C. Määrittelemme β-funktion kaavalla

B(m,n) =

∫ 1

0

xm−1(1− x)n−1dx = 2

∫ π/2

0

cos2m−1 θ sin2n−1 θdθ.
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Lause 3.10. Betafunktiolla on ominaisuus

B(m,n) =
Γ(m)Γ(n)

Γ(m+ n)
.

Todistus (vrt. [23, s. 210-211]). Todistamme aluksi väitteen rajoituksella
<m > 1/2 ja <n > 1/2. Nyt

Γ(m)Γ(n) =

(∫ ∞
0

e−xxm−1dx

)(∫ ∞
0

e−yyn−1dy

)
.

Asettamalla x = α2 ja y = β2 saamme Fubinin lausetta soveltamalla

Γ(m)Γ(n) = 4 lim
R→∞

(∫ R

0

e−α
2

α2m−1dα

)(∫ R

0

e−β
2

α2n−1dβ

)
= 4 lim

R→∞

∫ R

0

∫ R

0

e−(α2+β2)α2m−1β2n−1dαdβ.

ja edelleen asettamalla α = r cos θ ja β = r sin θ

Γ(m)Γ(n) = lim
R→∞

4

∫ R

0

∫ π/2

0

e−r
2

r2m+2n−2 cos2m−1 θ sin2n−1 θrdrdθ

= 4

∫ ∞
0

e−r
2

r2(m+n)−1dr

∫ π/2

0

cos2m−1 θ sin2n−1 θdθ

= 2B(m,n)

∫ ∞
0

e−r
2

r2(m+n)−1dr.

Sijoitamme r2 = t, jolloin

2

∫ ∞
0

e−r
2

r2(m+n)−1dr =

∫ ∞
0

e−ttm+n−1dt = Γ(m+ n).

Näin ollen
B(m,n) =

Γ(m)Γ(n)

Γ(m+ n)
.

Todistimme lauseen rajoituksella <m > 1/2 ja <n > 1/2, mutta analyytti-
sen jatkamisen periaatteen perusteella pystymme laajentamaan määrittely-
alueeksi <m > 0 ja <n > 0.
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4 Riemannin ζ-funktio

4.1 ζ-funktion perusominaisuuksia

Tässä alaluvusssa käsittelemme ζ-funktion perustuloksia, jotka ovat välttä-
mättömiä pidemmälle menevien tulosten ymmärtämisessä. Turhan toiston
välttämiseksi sovimme, että kompleksiluvun s reaaliosa <s = σ ja imaginaa-
riosa =s = t, ellei toisin mainita.

Määritelmä 4.1. Määrittelemme Riemannin ζ-funktion sarjan

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns

summana niillä arvoilla s, joilla sarja suppenee. Näin on, kun σ > 1.

Sarjan suppeneminen kyetään perustelemaan yksinkertaisella laskulla.
Olkoon σ > 1. Tällöin ∣∣∣∣ 1

ns

∣∣∣∣ =
1

|es logn|
=

1

eσ logn
=

1

nσ
.

Koska sarja
∑∞

n=1
1
nσ

suppenee, kun σ > 1, suppenee sarja
∑∞

n=1
1
ns

itseisesti.
Lisäksi sarja suppenee tasaisesti puolitasossa σ ≥ σ0 > 1. Koska 1

nσ
≤ 1

nσ0

ja sarja
∑∞

n=1
1
nσ0

suppenee, Weierstrassin M -testistä seuraa sarjan tasainen
suppeneminen.

Lause 4.1 (Eulerin tulokaava). Olkoon (pn) kaikkien alkulukujen muodosta-
ma jono. Tällöin

1

ζ(s)
=
∞∏
n=1

(1− p−sn ).

Todistus (vrt. [1, s. 213-214]). Olkoon σ ≥ σ0 > 1. Kaikilla n ∈ Z+ on

|p−sn | = p−σn ≤ n−σ ≤ n−σ0 ,

joten sarja
∑∞

n=1|p−sn | suppenee tasaisesti alueessa σ ≥ σ0 > 1. Lauseen 2.1
perusteella päättymätön tulo

∏∞
n=1(1− p−sn ) suppenee siinä tasaisesti.

Koska σ > 1, saamme

ζ(s)(1− 2−s) =
∞∑
n=1

n−s −
∞∑
n=1

(2n)−s =
∑

m−s,

missä m käy läpi kaikki parittomat positiiviset kokonaisluvut. Vastaavasti

ζ(s)(1− 2−s)(1− 3−s) =
∑

m−s,
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missäm käy läpi ne positiiviset kokonaisluvut, jotka eivät ole jaollisia luvuilla
2 tai 3. Voimme yleistää tämän prosessin, jolloin

ζ(s)(1− 2−s)(1− 3−s) · · · (1− p−sN ) =
∑

m−s,

missä m käy läpi positiiviset kokonaisluvut, joilla ei ole tekijöinä lukuja
2, 3, . . . , pN . Koska

∑
m−s = 1 +

∑
p1,p2,...,pN -mm

−s ja

∣∣ ∑
p1,p2,...,pN -m

m−s
∣∣ ≤ ∣∣ ∞∑

m=N+1

m−s
∣∣ ≤ ∞∑

m=N+1

m−σ → 0,

kun N →∞, saamme

lim
N→∞

ζ(s)
N∏
n=1

(1− p−sn ) = 1.

Lisäksi, koska ζ-funktiolla ei ole nollakohtia puolitasossa σ > 1 (ks. [24,
s. 272]), väitös seuraa välittömästi.

Lause 4.2. Jos σ > 1, niin

(4.1) ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞
0

xs−1

ex − 1
dx.

Todistus (vrt. [14, s. 317-319]). Oletamme ensin, että s on reaalinen ja s >
1. Lauseen 3.3 perusteella Γ(s) =

∫∞
0
e−tts−1dt. Sijoittamalla t = νx saamme

Γ(s) = νs
∫ ∞

0

e−νxxs−1dx,

josta edelleen

n∑
ν=1

1

νs
=

1

Γ(s)

∫ ∞
0

(e−x + e−2x + · · ·+ e−nx)xs−1dx(4.2)

=
1

Γ(s)

∫ ∞
0

e−x(1− e−nx)
1− e−x

xs−1dx

=
1

Γ(s)

{∫ ∞
0

xs−1

ex − 1
dx−

∫ ∞
0

e−nxxs−1

ex − 1
dx

}
.

Viimeisessä lausekkeessa integraalit suppenevat. Ensimmäinen integraali sup-
penee tasaisesti alueessa {s ∈ C | a ≤ σ ≤ A}, missä 1 < a < A < ∞ (ks.
[6, s. 188-189]). Toisen integraalin integroitavan itseisarvoa voidaan arvioida
ylöspäin termillä xσ−1

ex−1
, ja suppeneminen seuraa vastaavasti kuin ensimmäi-

sessä integraalissa.

25



Todistamme seuraavaksi, että

lim
n→∞

∫ ∞
0

e−nxxs−1

ex − 1
dx = 0.

Valitsemme a > 0. Nyt

(4.3)
∫ ∞

0

e−nxxs−1

ex − 1
dx =

∫ a

0

e−nxxs−1

ex − 1
dx+

∫ ∞
a

e−nxxs−1

ex − 1
dx.

Olkoon ε > 0 mielivaltainen. On olemassa sellainen a0 > 0, että∫ a

0

e−nxxs−1

ex − 1
dx <

∫ a

0

xs−1

ex − 1
dx <

ε

2
, kun a ≤ a0.

Arvioimme kaavan (4.3) viimeistä integraalia. Koska∫ ∞
a

e−nxxs−1

ex − 1
dx < e−na

∫ ∞
a

xs−1

ex − 1
dx,

on tarpeeksi suurilla n:n arvoilla∫ ∞
a

e−nxxs−1

ex − 1
dx <

ε

2

Täten lausekkeen (4.3) raja-arvo on 0, kun n → ∞. Koska lausekkeen (4.2)
vasen puoli lähenee raja-arvonaan funktiota ζ(s), väitös seuraa. Olemme to-
distaneet kaavan (4.1), kun s on reaalinen ja s > 1, mutta saamme sen
todistetuksi koko puolitasossa σ > 1. Funktio 1/Γ(s) on holomorfinen ko-
ko kompleksitasossa lukuun ottamatta pisteitä 0,−1,−2, . . . . Kaavan (4.1)
integraali on säännöllinen puolitasossa σ > 1, koska lauseen 2.8 oletukset
ovat voimassa puolitasossa σ ≥ σ0 > 1. Kaavan (4.1) oikea puoli on näin
ollen säännöllinen puolitasossa σ > 1, kuten myös vasen puoli. Koska kaavan
molemmat puolet ovat yhtäsuuria reaaliakselilla, ovat ne yhtä suuria puoli-
tasossa σ > 1.

Tähän mennessä olemme käsitelleet Riemannin ζ-funktiota puolitasossa
σ > 1. Seuraavaksi jatkamme ζ-funktion analyyttisesti koko kompleksita-
soon.

Lause 4.3. Funktio ζ(s) voidaan jatkaa analyyttisesti puolitasoon σ ≤ 1.

Todistus (vrt. [14, s. 319-321]). Olkoon

(4.4) f(s) =

∫ ∞
0

xs−1

ex − 1
dx = f1(s) + f2(s) =

∫ 1

0

xs−1

ex − 1
dx+

∫ ∞
1

xs−1

ex − 1
dx.

Lauseen 2.8 perusteella f2(s) on kokonainen funktio, mutta sen sijaan f1(s)
ei suppene puolitasossa σ ≤ 1. Funktion f1(s) jatkamiseksi puolitasoon σ ≤
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1 tulee meidän muuttaa se toiseen muotoon. Aluksi oletamme, että s on
reaalinen ja s > 1. Kehitämme funktion 1

ez−1
z:n potenssien mukaan. Siis

(4.5)
1

ez − 1
=

1

z
− 1

2
+ A1z + A3z

3 + · · · ,

missä
A2ν−1 = (−1)ν−1 B2ν

(2ν)!
, kun ν = 1, 2, . . .

(ks. [11, s. 293]). Luvut Bν ovat Bernoullin lukuja, joilla on lukuisia sovel-
luskohteita kompleksianalyysissä ja analyyttisessä lukuteoriassa. Tarkempaa
tietoa niistä löytyy muun muassa Rademacherin teoksesta [17].

Yhtälön 4.5 funktio on säännöllinen joukossa C \ {0,±2πi,±4πi, . . . }.
Näin ollen sarjan 4.5 suppenemisalue on avoin kiekko |z| < 2π. Täten saamme
kaavan (4.4) integraalin integroitavalle kehitelmän

xs−1

ex − 1
= xs−2 − xs−1

2
+ A1x

s + A3x
s+2 + · · · ,

joka suppenee tasaisesti integroimisvälillä ]0, 1[. Näin ollen voimme integroida
sarjan termeittäin, jolloin

(4.6) f1(s) =
1

s− 1
− 1

2s
+
∞∑
ν=1

A2ν−1

s+ 2ν − 1
.

Saatu kehitelmä on voimassa, kun s > 1.
Todistamme seuraavaksi, että kaavan (4.6) kehitelmä suppenee itseisesti

ja tasaisesti kiekossa |s| ≤ R, missä R ∈ R+ on mielivaltainen. Jos n on
pienin kokonaisluku, jolla 2n− 1 > R, pätee kiekossa |s| ≤ R

|s+ 2ν − 1| ≥ 2n− 1−R > 0 kun ν ≥ n.

Sarjalla

(4.7)
∞∑
ν=n

A2ν−1

s+ 2ν − 1

on näin ollen majoranttisarja

(4.8)
1

2n− 1−R

∞∑
ν=n

|A2ν−1|.

Koska sarjan (4.5) suppenemissäde on 2π, suppenee se itseisesti, kun z = 1.
Täten sarja (4.8) suppenee. Näin ollen sarja (4.7) suppenee tasaisesti ja itsei-
sesti kiekossa |s| ≤ R ja täten se määrittelee säännöllisen holomorfisen funkti-
on. Sarja (4.6) siis jatkaa funktion f1(s) analyyttisesti koko kompleksitasoon.
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Funktio f1(s) on säännöllinen joukossa E = C\{1, 0,−1,−3, . . . }, ja pisteissä
{1, 0,−1,−3, . . . } sillä on yksinkertaiset navat. Funktio f(s) = f1(s) + f2(s)
on nyt säännöllinen joukossa C\E. Funktio 1/Γ(s) on puolestaan kokonainen
funktio, joten kaavojen (4.1) ja (4.4) perusteella saamme

ζ(s) =
1

Γ(s)
f(s),

joka on funktion ζ(s) analyyttinen jatko koko kompleksitasoon.

Lause 4.4. Jos 0 < σ < 1, niin

(4.9) ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞
0

(
1

ex − 1
− 1

x

)
xs−1dx.

Todistus. Lauseen 4.2 perusteella

ζ(s)Γ(s) =

∫ 1

0

xs−1

ex − 1
dx+

1

s− 1
− 1

s− 1
+

∫ ∞
1

xs−1

ex − 1
dx

=

∫ 1

0

(
1

ex − 1
− 1

x

)
xs−1dx+

1

s− 1
+

∫ ∞
1

xs−1

ex − 1
dx,

kun σ > 1. Analyyttisen jatkamisen periaatteen perusteella tulos on voimas-
sa, kun σ > 0. Lisäksi, kun 0 < σ < 1, on

1

s− 1
= −

∫ ∞
1

xs−1

x
dx.

Näin ollen ∫ 1

0

(
1

ex − 1
− 1

x

)
xs−1dx+

∫ ∞
1

(
1

ex − 1
− 1

x

)
xs−1dx

=

∫ ∞
0

(
1

ex − 1
− 1

x

)
xs−1dx.

4.2 Riemannin funktionaaliyhtälö

Riemannin funktionaaliyhtälö on yksi perustavimmanlaatuisista tuloksista
ζ-funktion teoriassa. Titchmarsh [21] esittää sille kahdeksan todistusta. Täs-
sä alaluvussa käymme niistä lävitse viisi. Kaksi ensimmäistä on Riemannin
alkuperäisiä todistuksia.

Lause 4.5 (Riemannin funktionaaliyhtälö). Funktio ζ(s) on säännöllinen
kaikilla s ∈ C lukuun ottamatta pistettä s = 1, missä sillä on yksinkertainen
napa ja residy on 1. Se toteuttaa funktionaaliyhtälön

(4.10) ζ(s) = 2sπs−1 sin
πs

2
Γ(1− s)ζ(1− s).
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Ensimmäinen todistus (vrt. [21, s. 18-20]). Olkoon

I(s) =

∫
C

zs−1

ez − 1
dz.

Polku C alkaa positiivisesta äärettömyydestä reaaliakselilta. Reaaliakselia
pitkin tullaan mielivaltaisen lähelle origoa, jonka jälkeen kierretään origo ker-
ran positiiviseen kulkusuuntaan käymättä minkään joukon {±2πi,±4πi, . . .}
pisteiden kautta. Lopuksi palataan takaisin reaaliakselilla positiiviseen ää-
rettömyyteen. Integraalissa kompleksiluvun zs−1 määrittelemme logaritmin
avulla e(s−1) log z, kun logaritmi on reaalinen integrointipolun alussa. Täten
=(log z) on välillä [0, 2π]. Voimme valita C:n ulottumaan positiivisesta ää-
rettömyydestä ρ:hon, kun 0 < ρ < 2π, sekä ympyränkaareksi |z| = ρ ja
lopuksi reaaliakselilla palataan ρ:sta kohti äärettömyyttä. Siis∫

C

zs−1

ez − 1
dz =

∫ ρ

∞

xs−1

ex − 1
dx+

∫
|z|=ρ

zs−1

ez − 1
dz +

∫ ∞
ρ

xs−1

ex − 1
dx.

Ympyrällä
|zs−1| = e(σ−1) log|z|−t arg z ≤ |z|σ−1e2π|t|.

Lisäksi, koska
z

ez − 1
=
∞∑
n=0

Bn

n!
zn (ks. [17, s. 19]),

on |ez − 1| > A|z|, missä A on positiivinen vakio ja sarjan suppenemissäde
on 2π. Näin ollen∣∣∣∣ ∫

|z|=ρ

zs−1

ez − 1
dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
|z|=ρ

|z|σ−1

|ez − 1|
|dz|

≤ ρσ−2

∫ 2π

0

ρ

A
dt =

2πρσ−1

A
→ 0,

kun ρ→ 0 ja σ > 1. Siis

I(s) = −
∫ ∞

0

xs−1

ex − 1
dx+

∫ ∞
0

(xe2πi)s−1

ex − 1
dx

= (e2πis − 1)Γ(s)ζ(s) =
π(e2πis − 1)ζ(s)

sin πsΓ(1− s)

=
2πiζ(s)

Γ(1− s)
· e2πis − 1

eπsi − e−πsi

=
2πieπis

Γ(1− s)
ζ(s).(4.11)

Täten

(4.12) ζ(s) =
e−iπsΓ(1− s)

2πi

∫
C

zs−1

ez − 1
dz,
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kun σ > 1. Voimme siis esittää integraalin I(s) kahden epäoleellisen integraa-
lin summana. Tämä esitys on tasaisesti suppeneva jokaisessa kompleksitason
äärellisessä alueessa, joten kaava (4.12) jatkaa ζ-funktion analyyttisesti koko
kompleksitasoon. Ainoat erikoispisteet ovat funktion Γ(1− s) yksinkertaiset
navat, kun s = 1, 2, 3, . . .. Koska ζ(s) on säännöllinen pisteissä s = 2, 3, . . .,
joissa I(s) = 0 Cauchyn integraalilauseen perusteella, ainoaksi erikoispisteek-
si jää yksinkertainen napa pisteessä s = 1. Nyt

I(1) =

∫
C

dz

ez − 1
= 2πi

ja

Γ(1− s) = − 1

s− 1
+ . . . .

Täten kaavan (4.12) nojalla ζ-funktion residy pisteessä s = 1 on 1. Jos s ∈ Z,
integraalin I(s) integroitava on yksikäsitteinen ja I(s) voidaan laskea residy-
lauseen perusteella.

Johtaaksemme funktionaaliyhtälön kaavasta (4.12) tulee integraali in-
tegroida pitkin polkua Cn, joka kulkee positiivisesta äärettömyydestä reaa-
liakselia pitkin pisteeseen (2n+1)π ja kiertää janat (2n+1)π(±1± i), minkä
jälkeen se palaa takaisin positiiviseen äärettömyyteen pitkin reaaliakselia.
Kaarimonikulmioiden C ja Cn välissä integroitavalla on navat pisteissä
±2πi, . . . ,±2nπi. Pisteissä 2mπi ja −2mπi residyjen summa on

(2mπe
πi
2 )s−1 + (2mπe

3πi
2 )s−1 = (2mπ)s−1eiπ(s−1)2 cos 1

2
π(s− 1)

= −2(2mπ)s−1eiπs2 sin 1
2
πs.

Näin ollen residylauseen perusteella

I(s) =

∫
Cn

zs−1

ez − 1
dz + 4πieiπs sin πs

2

n∑
m=1

(2mπ)s−1.

Olkoot σ < 0 ja n→∞. Funktio 1
ez−1

on rajoitettu polun Cn sisällä ja zs−1 =
O(|z|σ−1). Täten integraali pitkin Cn:ää lähenee nollaa, jolloin saamme

I(s) = 4πieπis sin πs
2

∞∑
m=1

(2mπ)s−1

= 4πieπis sin πs
2

(2π)s−1ζ(1− s).

Nyt funktionaaliyhtälö seuraa välittömästi yhdistämällä saatu tulos kaavan
(4.11) kanssa.

Seurauslause 4.1. ζ ′(0) = −1
2

log 2π.
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Todistus (vrt. [21, s. 20]). Otamme aluksi logaritmit puolittain funktionaa-
liyhtälöstä ja valitsemme logaritmista päähaaran. Tällöin

log ζ(s) = s log 2 + (s− 1) log π + log sin πs
2

+ log Γ(1− s) + log ζ(1− s).

Derivoimme yhtälön puolittain, jolloin

ζ ′(s)

ζ(s)
= log 2 + log π + π

2
cot πs

2
− Γ(1− s)

Γ(1− s)
− ζ ′(1− s)
ζ(1− s)

.

Soveltamalla tietoa cot z = tan(π
2
− z) ja sijoittamalla (1− s):n paikalle s:n

saamme
−ζ
′(1− s)
ζ(1− s)

= − log 2π − π
2

tan sπ
2

+
Γ′(s)

Γ(s)
+
ζ ′(s)

ζ(s)
.

Pisteen s = 1 läheisyydessä on voimassa arviot

π
2

tan sπ
2

= − 1

s− 1
+ O(|s− 1|) (ks. [14, s. 168])

ja
Γ′(s)

Γ(s)
=

Γ′(1)

Γ(1)
+ · · · = −γ + · · · kaavan (3.3) mukaan.

Lisäksi

ζ ′(s)

ζ(s)
=

−{1/(s− 1)2}+ k + · · ·
{1/(s− 1)}+ γ + k(s− 1) + · · ·

= − 1

s− 1
+ γ + · · ·

(ks. [11, s. 164-165]), missä k on vakio. Koska ζ(0) = −1
2
(ks. [11, s. 274-276])

ja s→ 1, on

−ζ
′(0)

ζ(0)
= − log 2π.

Toinen todistus (vrt. [21, s. 21-22]). Oletamme aluksi, että σ > 0. Tällöin

Γ
(
s
2

)
=

∫ ∞
0

x
s
2
−1e−xdx.

Tekemällä muuttujanvaihdon x 7→ xn2π saamme∫ ∞
0

x
s
2
−1e−πn

2xdx =
Γ( s

2
)

nsπ
s
2

.

Täten, jos σ > 1, niin

Γ( s
2
)ζ(s)

π
s
2

=
∞∑
n=1

∫ ∞
0

x
s
2
−1e−πn

2xdx =

∫ ∞
0

x
s
2
−1

∞∑
n=1

e−πn
2xdx.
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Summa- ja integraalimerkin vaihdon voimme perustella itseisen suppenemi-
sen nojalla (ks. [20, s. 44-45]). Merkitsemme ψ(x) =

∑∞
n=1 e

−πn2x. Tällöin

(4.13) ζ(s) =
π
s
2

Γ( s
2
)

∫ ∞
0

x
s
2
−1ψ(x)dx,

kun σ > 1. Seuraavissa tuloksissa Riemann viittaa Jacobin tutkimukseen
Fundamenta Nova Theoriae Functiorum Ellipticarum. Koska

∞∑
n=−∞

e−n
2πx =

1√
x

∞∑
n=−∞

e
−n2π
x

ja
2ψ(x) + 1 = 1√

x

{
2ψ
(

1
x

)
+ 1
}

(ks. [9, s. 225-228]), kun x > 0, saamme yhtälön (4.13) perusteella

π−
1
2 Γ
(
s
2

)
ζ(s) =

∫ 1

0

x
s
2
−1ψ(x)dx+

∫ ∞
1

x
s
2
−1ψ(x)dx

=

∫ 1

0

x
s
2
−1
{

1√
x
ψ
(

1
x

)
+ 1

2
√
x
− 1

2

}
dx+

∫ ∞
1

x
s
2
−1ψ(x)dx

=
1

s− 1
− 1

s
+

∫ 1

0

x
s
2
− 3

2ψ
(

1
x

)
dx+

∫ ∞
1

x
s
2
−1ψ(x)dx

=
1

s(s− 1)
+

∫ ∞
1

(x−
s
2
− 1

2 + x
s
2
−1)ψ(x)dx.

Viimeinen integraali suppenee kaikilla s:n arvoilla, sillä ψ(x) lähestyy koh-
ti nollaa nopeammin kuin mikään x:n potenssi. Näin ollen kaava pätee ana-
lyyttisen jatkamisen periaatteen perusteella kaikilla s:n arvoilla. Lisäksi oikea
puoli pysyy muuttumattomana, jos s korvataan termillä 1− s. Täten

π−
s
2 Γ
(
s
2

)
ζ(s) = π−

1
2

+
s
2 Γ
(

1
2
− s

2

)
ζ(1− s),

mikä on funktionaaliyhtälön muoto. Tämän näemme, kun lauseessa 3.5 ase-
tamme 2s:n tilalle 1− s, jolloin

Γ(1− s)π
1
2 2s = Γ

(
1−s

2

)
Γ
(
1− s

2

)
=

π

sin πs
2

Γ
(

1−s
2

)
Γ
(
s
2

) .

Saadun lausekkeen sijoittamalla kaavaan (4.10) saamme halutun muodon
funktionaaliyhtälöstä.

Kolmas todistus (vrt. [21, s. 22-24]). Lauseen 4.4 perusteella

(4.14) ζ(s)Γ(s) =

∫ ∞
0

(
1

ex − 1
− 1

x

)
xs−1dx,
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missä 0 < σ < 1. Funktion

(4.15) f(x) =
1

ex
√

2π − 1
− 1

x
√

2π

voimme esittää Fourierin sinimuunnoksen avulla (ks. [20, s. 434-443]) eli muo-
dossa

(4.16) f(x) =

√
2

π

∫ ∞
0

f(y) sinxydy.

Asettamalla x = ξ
√

2π kaavaan (4.14) saamme

ζ(s)Γ(s) = (2π)
s
2

∫ ∞
0

f(ξ)ξs−1dξ

= (2π)
s
2

√
2

π

∫ ∞
0

ξs−1dξ

∫ ∞
0

f(y) sin ξydy.

Jos voimme vaihtaa integrointijärjestystä, niin

2
s
2

+ 1
2π

s
2
− 1

2

∫ ∞
0

f(y)dy

∫ ∞
0

ξs−1 sin ξydξ

= 2
s
2

+ 1
2π

s
2
− 1

2

∫ ∞
0

f(y)y−sdy

∫ ∞
0

us−1 sinudu

= 2
s
2

+ 1
2π

s
2
− 1

2 (2π)
s
2
− 1

2 Γ(1− s)ζ(1− s) π

2 cos πs
2

Γ(1− s)
,

mistä väitös seuraa.
Integrointijärjestyksen∫ ∞

0

ξs−1dξ

∫ ∞
0

f(y) sin ξydy =

∫ ∞
0

f(y)dy

∫ ∞
0

ξs−1 sin ξydξ

vaihtamisen paikkansapitävyyden perusteleminen nojautuu Titchmarshin (ks.
[20, s. 54-57]) esittämien tulosten soveltamiseen. Näin ollen, koska integraali∫ ∞

0

f(y) sin ξydy

suppenee tasaisesti välillä 0 < δ ≤ ξ ≤ ∆, riittää todistaa, että integraalit∫ ∞
0

f(y)dy

∫ δ

0

ξs−1 sin ξydξ → 0

ja ∫ ∞
0

f(y)dy

∫ ∞
∆

ξs−1 sin ξydξ → 0,

kun δ → 0 ja ∆→∞.
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Nyt ∫ δ

0

ξs−1 sin ξydξ =

∫ δ

0

O(ξσ−1ξy)dξ = O(δσ+1y)

ja ∫ δ

0

ξs−1 sin ξydξ = y−s
∫ δy

0

us−1 sinudu = O(y−σ).

Koska f(y) = O(1), kun y → 0, ja f(y) = O(y−1) kun y →∞, saamme∫ ∞
0

f(y)dy

∫ δ

0

ξs−1 sin ξydξ

=

∫ 1

0

O(δσ+1y)dy +

∫ 1/δ

1

O(δσ+1)dy +

∫ ∞
1/δ

O(y−σ−1)dy = O(δσ)→ 0.

Vastaavasti osoitetaan, että∫ ∞
0

f(y)dy

∫ ∞
∆

ξs−1 sin ξydξ → 0.

Neljäs todistus (vrt. [21, s. 24]). Edellisessä todistuksessa muodostimme kaa-
van (4.14). Sitä voidaan kehittää yhä pidemmälle, sillä

ζ(s)Γ(s) =

∫ 1

0

(
1

ex − 1
− 1

x
+

1

2

)
xs−1dx− 1

2s
+

∫ ∞
1

(
1

ex − 1
− 1

x

)
xs−1dx

(ks. [6, s. 191-192]). Kaava on voimassa analyyttisen jatkamisen perusteella,
kun σ > −1. Lisäksi ∫ ∞

1

xs−1

2
dx = − 1

2s
,

missä −1 < σ < 0. Näin ollen

Γ(s)ζ(s) =

∫ ∞
0

(
1

ex − 1
− 1

x
+

1

2

)
xs−1dx,

missä −1 < σ < 0. Funktiolle 1
ex−1

saamme esityksen

1

ex − 1
=

1

x
− 1

2
+ 2x

∞∑
n=1

1

4n2π2 + x2
.

Täten

Γ(s)ζ(s) =

∫ ∞
0

2x
∞∑
n=1

1

4n2π2 + x2
xs−1dx = 2

∞∑
n=1

∫ ∞
0

xs

4n2π2 + x2
dx

= 2
∞∑
n=1

(2nπ)s−1 π

2 cos sπ
2

=
2s−1πs

cos sπ
2

ζ(1− s)

(vrt. [6, s. 192]). Koska sarja suppenee itseisesti, voidaan edellisessä yhtälö-
ketjussa vaihtaa summa- ja integraalimerkin paikkaa (ks. [20, s. 44-45]).
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Ennen kuin esitämme viidennen todistuksen funktionaaliyhtälölle, tarvit-
semme perustietoja Mellin-muunnoksesta.

Määritelmä 4.2. Funktion f Mellin-muunnos

F(s) =

∫ ∞
0

f(x)xs−1dx.

Sen käänteismuunnos on

f(x) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
F(s)x−sds.

Tarkempaa tietoa Mellin-muunnoksesta löytyy esimerkiksi Titchmarshin
teoksesta [19].

Esimerkki 4.1 (vrt. [21, s. 33]). Jos f(x) = 1
ex−1

, niin

F(s) =

∫ ∞
0

xs−1

ex − 1
dx = Γ(s)ζ(s).

Käänteisesti on voimassa

f(x) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
Γ(s)ζ(s)x−sds,

kun σ > 1.

Viides todistus (vrt. [21, s. 24-25]). Oletamme, että σ > 1. Residylausetta
soveltamalla voimme todistaa kaavan

(4.17)
eiπs

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

{
Γ′(1 + z)

Γ(1 + z)
− log z

}
z−sdz = ζ(s),

missä −1 < c < 0. Koska

Γ′(1 + z)

Γ(1 + z)
=

Γ′(z)

Γ(z)
+

1

z

(ks. [18, s. 42]), on

Γ′(1 + z)

Γ(1 + z)
− log z =

Γ′(z)

Γ(z)
− log z +

1

z
.

Lisäksi, koska
Γ′(z)

Γ(z)
− log z = O(z−1)

(ks. [8, s. 258]), saamme

Γ′(1 + z)

Γ(1 + z)
− log z = O(z−1).
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Näin ollen integroitava on suuruusluokaltaan O(|z|−σ−1), joten integraali on
suppeneva. Analyyttisen jatkamisen periaatteen perusteella kaava on voimas-
sa, kun σ > 0, sillä kaavan kumpikin puoli on määritelty puolitasossa σ > 0.
Voimme muuntaa integraalin ensimmäisen funktionaalitodistuksen tapaan,
jolloin

(4.18) ζ(s) = −sin πs

π

∫ ∞
0

{
Γ′(1 + x)

Γ(1 + x)
− log x

}
x−sdx,

missä 0 < σ < 1.
Johtaaksemme tästä esitysmuodosta funktionaaliyhtälön tarvitsemme tie-

don, että
Γ′(x)

Γ(x)
= log x− 1

2x
− 2

∫ ∞
0

t

(t2 + x2)(e2πt − 1)
dt

(ks. [18, s. 65]). Täten

Γ′(1 + x)

Γ(1 + x)
− log x =

Γ′(x)

Γ(x)
+

1

x
− log x =

1

2x
− 2

∫ ∞
0

t

(t2 + x2)(e2πt − 1)
dt

= −2

∫ ∞
0

t

t2 + x2

(
1

e2πt − 1
− 1

2πt

)
dt.

Nyt kaavojen (4.18) ja (4.14) perusteella

ζ(s) =
2 sinπs

π

∫ ∞
0

x−sdx

∫ ∞
0

t

t2 + x2

(
1

e2πt − 1
− 1

2πt

)
dt

=
2 sinπs

π

∫ ∞
0

(
1

e2πt − 1
− 1

2πt

)
tdt

∫ ∞
0

x−s

t2 + x2
dx

=
sin πs

cos πs
2

∫ ∞
0

(
1

e2πt − 1
− 1

2πt

)
t−sdt

= 2 sin
πs

2
(2π)s−1

∫ ∞
0

(
1

eu − 1
− 1

u

)
u−sdu

= 2 sin
πs

2
(2π)s−1Γ(1− s)ζ(1− s)

ja integraalijärjestyksen muuttaminen on sallittua itseisen suppenemisen pe-
rusteella kuten aiemmissakin todistuksissa.

4.3 Yhteenveto funktionaaliyhtälön todistuksista

Huolimatta funktionaaliyhtälön monimutkaisesta ulkoasusta on sen todista-
misessa selkeitä suuntaviivoja. Todistukset painottuvat lauseen 4.2 ζ-funktion
integraaliesityksen soveltamiseen suoraan tai välillisesti.

Titchmarsh esittää todistuksissaan, että summa- ja integraalimerkin jär-
jestyksen vaihtamiseen riittää oletus itseisestä suppenemisesta. Kuitenkin
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vaihtamiseen tarvitaan tasaisen suppenemisen oletus. Tämä aiheuttaa lu-
kijalle hämmennystä ja asian selvittämiseksi pitääkin tuntea Titchmarshin
kirjan [20] tietoja. Muutoinkin Titchmarsh ohittaa hyvin usein integraalien
ja sarjojen suppenemistarkastelut jättäen näin lukijalle suuren työn tulosten
tarkassa analysoinnissa.

Epäoleellisten integraalien määrittäminen perustuu usein residylasken-
taan ja niin on myös funktionaaliyhtälön todistuksissa. Erityisesti ensimmäi-
sessä ja viimeisessä todistuksessa tarvitaan residylausetta. Tästä alueesta
lukija löytää perustiedot muun muassa lähteestä [10]. ζ-funktion integraalie-
sitystä voidaan kehittää pidemmälle, ja analyyttisen jatkamisen periaatteella
se saadaan päteväksi laajemmassa alueessa. Tätä tietoa käytettiin apuna toi-
sessa ja neljännessä todistuksessa. Viimeisessä todistuksessa esiintyy Mellin-
muunnos, jonka kehitti suomalainen Hjalmar Mellin. Se on yleisesti käytös-
sä kompleksianalyysissä ja erityisesti Fourier-analyysissä sillä on suuri rooli.
Tarkempaa tietoa siitä löytyy Titchmarshin kirjasta [19].

Titchmarsh esittää kirjassaan myös kolme muuta todistusta Riemannin
funktionaaliyhtälölle. Niiden lähtökohdat ovat huomattavasti erilaiset kuin
tässä tutkielmassa esitetyillä todistuksilla. Ensimmäinen todistus perustuu
summakaavalle∑

a<n≤b

φ(n) =

∫ b

a

φ(x)dx+

∫ b

a

(x− [x]− 1
2
)φ′(x)dx

+ (a− [a]− 1
2
)φ(a)− (b− [b]− 1

2
)φ(b),

missä φ(x) on mielivaltainen välillä [a, b] jatkuvasti derivoituva funktio, ja
merkinnällä [x] tarkoitetaan suurinta kokonaislukua, joka ei ylitä arvoa x.

Toinen todistus perustuu integraaliin

Φ(a) =

∫
L

e
iw2

4π
+aw

ew − 1
dw,

missä L on suora, jonka vaihekulma on π
4
ja joka leikkaa imaginaariakselin

origon ja 2πi:n välillä. Tämä todistus on hyvin erikoinen ja siinä myös esiintyy
edellämainittua itseisen suppenemisen problematiikkaa.

Viimeinen todistus on mielenkiintoinen, sillä se perustuu yleistettyyn ζ-
funktioon, joka on nimeltään Hurwitzin ζ-funktio. Se määritellään kaavalla

ζ(s, a) =
∞∑
n=0

1

(n+ a)s
,

missä 0 < a ≤ 1 ja σ > 1. Normaali ζ-funktion määritelmä saadaan, kun
asetetaan a = 1. Hurwitzin funktioon perustuva todistus yhdistelee aiempien
todistusten ideoita ja se on melko lyhyt. Yleisesti ottaen Hurwitzin funktio on
ollut laajemman tutkimuksen kohteena jo pitkään, ja Whittaker ja Watson
[24] esittävät ζ-funktion tulokset käyttäen sitä.
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4.4 ζ-funktion raja-arvoesitys

Käymme läpi Vepsäläisen [22] 1970-luvulla todistaman raja-arvoesityksen ζ-
funktiolle alueissa σ > 1 ja 0 < σ < 1. Lisäksi Vepsäläinen mainitsee, että
raja-arvoesitykselle on ”helppo todistus” myös alueessa −1 < σ < 0. Tämä
helppo todistus perustunee neljännessä funktionaaliyhtälön todistuksessa esi-
tettyyn ζ-funktion integraaliesitykseen

Γ(s)ζ(s) =

∫ ∞
0

(
1

ex − 1
− 1

x
+

1

2

)
xs−1dx,

missä −1 < σ < 0. Avoimina ongelmina ovat tuloksen voimassaolo tapauk-
sissa σ ≤ −1, σ = 0 ja σ = 1.

Lause 4.6 (Raja-arvoesitys ζ-funktiolle). Olkoon s = σ + it. Jos σ > 1 tai
0 < σ < 1, niin

(4.19) ζ(s) = 2s−1Γ(1− s) lim
n→∞

n−1∑
k=1

(
n sin πk

n

)s−1
sin
(
πs
2
− πk

n
(s+ 1)

)
.

Todistus (vrt. [22, s. 1-9]). Perusideana todistuksessa on korvata eksponent-
tifunktio lauseissa 4.2 ja 4.4 funktiolla en(x) = (1+ x

n
)n, missä n ∈ N. Selvästi

limn→∞ en(x) = ex. Sijoittamalla saamme integraalit

(4.20) ζn(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞
0

xs−1

en(x)− 1
dx, missä 1 < σ < n,

ja

(4.21) ζn(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞
0

(
1

en(x)− 1
− 1

x

)
xs−1dx, missä 0 < σ < 1 < n.

Merkitsemme

(4.22) fn(s) = Γ(s)ζn(s) ja f(s) = Γ(s)ζ(s)

ja todistamme ensiksi, että

(4.23) |fn(s)− f(s)| = O
(

1
n

)
,

jolloin limn→∞ ζn(s) = ζ(s). Toiseksi esitämme kaavojen (4.20) ja (4.21) inte-
graalit trigonometrisen sarjakehitelmän avulla, jolloin saamme kaavan (4.19)
todistetuksi.

Todistamme nyt kaavan (4.23) oletusten tapauksissa. Lukujono (en(x))
on kasvava kaikilla x ≥ 0, joten

(4.24) ex − en(x) ≥ 0, kun x ≥ 0
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ja

(4.25) ex − en(x) ≤ x2ex

n
, kun 0 ≤ x ≤ n (vrt.[24, s. 242])

Nyt kaavojen (4.22), (4.21) ja (4.9) perusteella on voimassa, että

|fn(s)− f(s)| = |Γ(s)ζn(s)− Γ(s)ζ(s)| =
∣∣∣∣ ∫ ∞

0

xs−1

en(x)− 1
− xs−1

ex − 1
dx

∣∣∣∣
≤
∫ ∞

0

∣∣∣∣ (ex − en(x))xs−1

(en(x)− 1)(ex − 1)

∣∣∣∣dx =

∫ ∞
0

(ex − en(x))xσ−1

(en(x)− 1)(ex − 1)
dx

=

∫ n

0

(ex − en(x))xσ−1

(en(x)− 1)(ex − 1)
dx+

∫ ∞
n

(ex − en(x))xσ−1

(en(x)− 1)(ex − 1)
dx

= αn(σ) + βn(σ),
(4.26)

kun σ > 1. Vastaava tarkastelu on voimassa myös, kun 0 < σ < 1. Arvioimme
αn(σ):aa ja βn(σ):aa epäyhtälöiden (4.24) ja (4.25) avulla. Integraalille αn(σ)
saamme arvion

(4.27) 0 ≤ αn(σ) ≤ 1

n

∫ n

0

xσ+1ex

(en(x)− 1)(ex − 1)
dx.

Integraali suppenee, kun σ > 0 ja n > σ + 2. Siis integraalit

An(σ) =

∫ ∞
0

xσ+1ex

(en(x)− 1)(ex − 1)
dx

suppenevat, kun σ > 0 ja n > σ + 2. Lisäksi funktiot An(σ) muodostavat
vähenevän jonon, jonka alarajana on integraali∫ ∞

0

xσ+1ex

(ex − 1)2
dx.

Siis on olemassa vakio A(σ), jolle |An(σ)| ≤ A(σ), kun σ > 1 tai 0 < σ < 1
ja n > σ + 2. Näin ollen epäyhtälön (4.27) perusteella

(4.28) 0 ≤ αn(σ) ≤ 1

n
A(σ).

Termeille βn(σ) saamme arvion

(4.29) 0 ≤ βn(σ) =

∫ ∞
n

(ex − en(x))xσ−1

(en(x)− 1)(ex − 1)
dx ≤ 1

n
Bn(σ),

missä
Bn(σ) =

∫ ∞
1

(ex − en(x))xσ

(en(x)− 1)(ex − 1)
dx.
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Kaavan (4.29) ja Bn(σ):n integraalit suppenevat ainakin, kun σ > 0 ja n >
σ+1. Koska en(x) on kasvava jono, on jono Bn(σ) on vähenevä ja sen alaraja
on 0. Siis on olemassa vakio B(σ), jolle |Bn(σ)| ≤ B(σ). Täten epäyhtälön
(4.29) perusteella

(4.30) 0 ≤ βn(σ) ≤ 1

n
B(σ).

Yhdistämällä epäyhtälöt (4.26), (4.28) ja (4.29) saamme

(4.31) |fn(s)− f(s)| ≤ 1

n
(A(σ) +B(σ)),

missä 0 < σ < 1 tai σ > 1, kun n > σ + 2. Näin ollen olemme todistaneet
kaavan (4.23).

Seuraavaksi tutkimme kaavojen (4.20) ja (4.21) integraaleja. Oletetaan,
että n > 1 ja z 6= 1. Tällöin

(4.32)
z − 1

zn − 1
=

n−1∑
k=1

Ck
z − ρk

,

missä ρ = e
2πi
n ja kertoimet

Ck = lim
z→ρk

(z − ρk)(z − 1)

zn − 1
= lim

z→ρk

2z + ρk − 1

nzn−1

=
ρk − 1

nρk(n−1)
=

1

n
(ρ2k−kn − ρ−kn+k) =

1

n
ρk(ρ−kn(ρk − 1))

= − 1

n
ρk(1− ρk).(4.33)

Nyt kaavan (4.20) perusteella on

(4.34) Γ(s)ζn(s) =

∫ ∞
0

xs−1

(1 + x
n
)n − 1

dx = ns
∫ ∞

0

ts−2 t

(1 + t)n − 1
dt,

kun 1 < σ < n.
Oletamme aluksi, että 1 < σ < 2 ja 2 ≤ n. Asetamme z = 1 + t kaavassa

(4.32), jolloin kaavojen (4.33) ja (4.34) perusteella

(4.35) Γ(s)ζn(s) = −n
s

n

n−1∑
k=1

ρk(1− ρk)
∫ ∞

0

ts−2

t+ 1− ρk
dt,

missä integraali on suppeneva, koska 1 < σ < 2. Lisäksi

1− ρk = |1− ρk|eiα(k) = 2 sin πk
n
eiα(k),
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missä α(k) = arg(1− ρk) = −π(1
2
− k

n
). Näin ollen

(4.36) (1− ρk)
∫ ∞

0

ts−2

t+ 1− ρk
dt =

(
2 sin πk

n

)s−1
eiα(k)

∫ ∞
0

ts−2

t+ eiα(k)
dt.

Soveltamalla residylausetta saamme

(4.37)
∫ ∞

0

ts−2

t+ eiα
dt = − π

sin πs
ei(s−2)α

(ks. [24, s. 118-119]), missä α ∈ R, |α| < π ja 1 < σ < 2. Koska |α(k)| < π ja
α(k) ∈ R, voimme käyttää kaavaa (4.37), kun α = α(k) ja k = 1, 2, . . . , n−1.
Yhdistämällä kaavat (4.35), (4.36) ja (4.37) saamme

Γ(s)ζn(s) = −ns−1

n−1∑
k=1

ρk(1− ρk)
∫ ∞

0

ts−2

t+ 1− ρk
dt

=
π

sin πs

n−1∑
k=1

(
2n sin πk

n

)s−1
ei(s−1)α(k)ρk.(4.38)

Tässä

(4.39) ρ = e
2πi
n ja α(k) = −π

(
1
2
− k

n

)
,

jonka sijoittamalla kaavaan (4.38) saamme

(4.40) Γ(s)ζn(s) =
π

sin πs

n−1∑
k=1

(
2n sin πk

n

)s−1
sin
(
πs
2
− πk(s+1)

n

)
.

Edelleen lauseen 3.2 perusteella

(4.41) ζn(s) = Γ(1− s)
n−1∑
k=1

(
2n sin πk

n

)s−1
sin
(
πs
2
− πk(s+1)

n

)
,

missä 1 < σ < 2 ≤ n. Olemme nyt muodostaneet kaavat (4.40) ja (4.41) alu-
eessa 1 < σ < 2 ≤ n. Kuitenkin kaavojen kummatkin puolet ovat holomorfi-
sia funktioita, kun 1 < σ < n ja kaikilla kokonaisluvuilla n ≥ 2. Siis voimme
jatkaa analyyttisesti koko kompleksitasoon kaavojen molemmat puolet. Kaa-
vojen (4.23) ja (4.41) perusteella saamme väiteen todistettua tapauksessa
σ > 1.

Seuraavaksi todistamme väitteen tapauksessa 0 < σ < 1. Tällöin kaavan
(4.21) nojalla

(4.42) Γ(s)ζn(s) =

∫ ∞
0

(
1

(1 + x
n
)n − 1

− 1

x

)
xs−1dx,

41



missä n > 1. Vastaavalla tavalla kuin tapauksessa σ > 1 kirjoitamme kaavan
(4.42) muodossa

(4.43) Γ(s)ζn(s) = ns
∫ ∞

0

(
1

(1 + t)n − 1
− 1

nt

)
ts−1dt.

Edelleen

(4.44)
1

(1 + t)n − 1
− 1

nt
=

1

n

n−1∑
k=1

ρk

t+ 1− ρk
,

missä t > 0 ja ρ = e
2πi
n . Näin ollen kaavojen (4.43) ja (4.44) perusteella

(4.45) Γ(s)ζn(s) = ns−1

n−1∑
k=1

ρk
∫ ∞

0

ts−1

t+ 1− ρk
dt,

missä integraali on suppeneva, koska 0 < σ < 1. Residylauseen perusteella
saamme integraalin muotoon

(4.46)
∫ ∞

0

ts−1

t+ 1− ρk
dt =

π

sin πs

(
2 sin πk

n

)s−1
ei(s−1)α(k),

missä ρ ja α(k) ovat samat kuin kaavassa (4.39). Yhdistämällä kaavat (4.45)
ja (4.46) näemme, että kaava (4.38) on voimassa, kun 0 < σ < 1. Näin ollen
pystymme muodostamaan kaavat (4.40) ja (4.41) samassa alueessa. Koska
limn→∞ ζn(s) = ζ(s) pätee myös kun 0 < σ < 1, olemme todistaneet väitteen
todeksi myös tapauksessa 0 < σ < 1.

4.5 Alkulukulause

Esitämme ζ-funktion sovelluksena alkulukulauseen. Ensimmäisen sitä koske-
van julkaisun esitti Legendre vuonna 1800. Tämän jälkeen alkulukulauseeseen
liittyvään tutkimukseen ovat jättäneet oman kädenjälkensä muun muassa Er-
dös, Gauss, Hadamard, de la Vallée Poussin, Riemann ja Selberg. Selberg
todisti alkulukulauseen ”alkeellisesti” eli ilman Fourier-analyysin ja komplek-
sianalyysin keinoja. Hänen todistuksensa (ks. [7, s. 288-298]) todistus riippui
Erdösin alkeellisin menetelmin todistamasta alkulukulauseen heikennetystä
versiosta. Merkillistä oli se, ettei Selberg julkaissut todistustaan kokonaisuu-
dessaan. Me emme keskity kuitenkaan tähän alkeellisin menetelmin tehtyyn
todistukseen, vaan käymme läpi kompleksianalyyttisen todistuksen.

Käytämme jatkossa merkintää ∼ ja sillä tarkoitamme asymptoottista yh-
täsuuruutta. Siis f(x) ∼ g(x), jos f(x)

g(x)
→ 1, kun x→∞.

Apulause 4.1. Olkoon f(x) positiivinen ja kasvava funktio.Olkoon lisäksi∫ x

1

f(u)

u
du ∼ x,

kun x→∞. Tällöin f(x) ∼ x.
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Todistus (vrt. [21, s. 54]). Jos δ > 0, niin tarpeeksi suurilla x:n arvoilla

(1− δ)x <
∫ x

1

f(u)

u
du < (1 + δ)x.

Tällöin kaikilla ε > 0∫ x(1+ε)

x

f(u)

u
du =

∫ x(1+ε)

1

f(u)

u
du−

∫ x

1

f(u)

u
du

< (1 + δ)(1 + ε)x− (1− δ)x
= (2δ + ε+ δε)x.

Koska f(x) on kasvava, saamme∫ (1+ε)x

x

f(u)

u
du ≥ f(x)

∫ (1+ε)x

x

du

u
> f(x)

∫ (1+ε)x

x

du

x(1 + ε)
=

ε

1 + ε
f(x).

Näin ollen
f(x) < x(1 + ε)

(
1 + δ +

2δ

ε

)
.

Valitsemme ε =
√
δ, jolloin

f(x)

x
< (1 +

√
δ)(1 + δ + 2

√
δ).

Koska epäyhtälön oikean puolen saamme mielivaltaisen lähelle ykköstä, on

lim sup
x→∞

f(x)

x
≤ 1.

Vastaavasti integraalille ∫ x

(1−ε)x

f(u)

u
du

on voimassa
lim inf
x→∞

f(x)

x
≥ 1,

joten väitös seuraa.

Määritelmä 4.3. Alkulukujen kertymäfunktio π(x) ilmaisee alkulukujen mää-
rän, jotka ovat ≤ x.

Apulause 4.2. Jos σ > 1, niin

log ζ(s) = s

∫ ∞
2

π(x)

x(xs − 1)
dx,

kun logaritmista valitaan päähaara.
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Todistus (vrt. [21, s. 2]). Lauseen 4.1 perusteella

1

ζ(s)
=
∏
p

(
1− 1

ps

)
.

Näin ollen

log ζ(s) = −
∑
p

log
(
1− 1

ps

)
= −

∞∑
n=2

{π(n)− π(n− 1)} log
(
1− 1

ns

)
= −

∞∑
n=2

π(n) log
(
1− 1

ns

)
+
∞∑
n=2

π(n− 1) log
(
1− 1

ns

)
= −

∞∑
n=2

π(n) log
(
1− 1

ns

)
+
∞∑
n=1

π(n) log
(
1− 1

(n+1)s

)
= −

∞∑
n=2

π(n) log
(
1− 1

ns

)
+
∞∑
n=2

π(n) log
(
1− 1

(n+1)s

)
= −

∞∑
n=2

π(n)
{

log
(
1− 1

ns

)
− log

(
1− 1

(n+1)s

)}
=
∞∑
n=2

π(n)

∫ n+1

n

(
d
dx

log(1− 1
xs

)
)
dx

=
∞∑
n=2

π(n)

∫ n+1

n

s

x(xs − 1)
dx = s

∫ ∞
2

π(x)

x(xs − 1)
dx.

Tarkasteltavat sarjat suppenevat, koska π(n) ≤ n kaikilla n ∈ N ja

log(1− n−s) = O(n−σ).

Määritelmä 4.4 (vrt. [2, s. 471]). Funktio on absoluuttisesti integroituva
välillä [a, b] (a voi olla −∞ ja b voi olla∞), jos on olemassa äärellinen määrä
pisteitä a = c0 < c1 < · · · < cn = b välillä [a, b], jotka toteuttavat seuraavat
kaksi ehtoa:

(i) f on Riemann-integroituva kaikilla [a, b]:n osaväleillä, jotka eivät sisällä
pisteitä c0, c1, . . . , cn.

(ii) Jokaisella k = 1, . . . , n integraali
∫ ck
ck−1

f(t)dt on olemassa Riemann-
integraalina tai se on itseisesti suppeneva epäoleellinen Riemann-integraali.

Kun ehdot ovat voimassa, voidaan määritellä, että∫ b

a

f(t)dt =
n∑
k=1

∫ ck

ck−1

f(t)dt.

44



Määritelmä 4.5 (ks. [2, s. 163]). Olkoon f määritelty välillä [a, b]. Jos
P = {x0, x1, . . . , xn} välin [a, b] jako, kirjoitamme ∆fk = f(xk) − f(xk−1),
kun k = 1, . . . , n. Jos on olemassa sellainen positiivinen luku M , että

n∑
k=1

|∆fk| ≤M

kaikilla välin [a, b] jaoilla, sanomme f :n olevan rajoitetusti heilahteleva välillä
[a, b].

Lause 4.7 (Alkulukulause). Kun x→∞, niin

π(x) ∼ x

log x
.

Todistus (vrt. [21, s. 51-53]). Jos σ > 1, niin apulauseen 4.2 perusteella

log ζ(s) = s

∫ ∞
2

π(x)

x(xs − 1)
dx.

Tavoitteemme on selvittää π(x):lle täsmällinen kaava. Tämän saavuttami-
seksi haluamme yo. integraaliesityksestä ratkaista π(x):n. Integraaliesityksen
palautamme Mellinin käänteismuunnokseksi seuraavasti. Merkitsemme aluk-
si

(4.47) ω(s) =

∫ ∞
2

π(x)

xs+1(xs − 1)
dx.

Kun

(4.48) σ ≥ 1

2
+ δ,

on

|ω(s)| =
∣∣∣∣ ∫ ∞

2

π(x)

xs+1(xs − 1)
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
2

∣∣∣∣ π(x)

xs+1(xs − 1)

∣∣∣∣dx
≤
∫ ∞

2

∣∣∣∣ 1

xs(xs − 1)

∣∣∣∣dx ≤ ∫ ∞
2

dx

|xs|||xs| − 1|

=

∫ ∞
2

dx

xσ(xσ − 1)
<∞.

Siis integraali (4.47) suppenee tasaisesti (4.48) joukossa. Täten ω(s) on sään-
nöllinen ja rajoitettu (4.48) joukossa.Tällöin

(4.49)
log ζ(s)

s
− ω(s) =

∫ ∞
2

π(x)

xs+1
dx.
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Voimme derivoida (4.47) integraalin niin, että derivoimme suoraan in-
tegroitavan Näin ollen

ω′(s) =

∫ ∞
2

−π(x)(2x2s+1 log x− xs+1 log x)

(xs+1(xs − 1))2

=

∫ ∞
2

π(x) log x
1− 2xs

xs+1(xs − 1)2
dx.

Voisimme soveltaa nyt Mellinin käänteismuunnosta, mutta saatu lauseke ei
olisi helppo käsitellä. Näin ollen derivoimme yhtälön (4.49) puolittain. Tällöin

− ζ
′(s)

sζ(s)
+

log ζ(s)

s2
+ ω′(s) =

∫ ∞
2

xs+1π(x) log x

(xs+1)2
dx

=

∫ ∞
2

π(x) log x

xs+1
dx = φ(s).

Olkoot
g(x) =

∫ x

0

π(u) log u

u
du ja h(x) =

∫ x

0

g(u)

u
du.

Osittaisintegroimme, jolloin

φ(s) =

∫ ∞
2

π(x) log x

xs+1
dx =

∫ ∞
0

g′(x)x−sdx = s

∫ ∞
0

g(x)x−s−1dx

= s

∫ ∞
0

h′(x)x−sdx = s2

∫ ∞
0

h(x)x−s−1dx, kun σ > 1.

Täten
φ(1− s)
(1− s)2

=

∫ ∞
0

h(x)

x
xs−1dx.

Nyt h(x) on jatkuva ja rajoitetusti heilahteleva jokaisella äärellisellä välillä.
Lisäksi, koska π(x) ≤ x, on voimassa

g(x) =

∫ x

0

π(u) log u

u
du ≤

∫ x

1

π(u) log u

u
du

≤
∫ x

1

log u du = x log x− x+ 1 ≤ x log x,

ja vastaavasti h(x) ≤ x log x, kun x > 1. Täten h(x)xk−2 on absoluuttises-
ti integroituva yli avoimen välin ]0,∞[, jos k < 0. Näin ollen sovellamme
Mellinin käänteismuunnosta, jolloin

h(x)

x
=

1

2πi

∫ k+i∞

k−i∞

φ(1− s)
(1− s)2

x−sds,

missä k < 0. Toisin sanoen

h(x) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

φ(s)

s2
xsds,
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missä c > 1.
Oikean puolen integraali on itseisesti suppeneva sillä φ(s) on rajoitettu

(ks. [21, s. 50-51]), kun σ ≥ 1 lukuun ottamatta pisteen s = 1 läheisyyt-
tä. Pisteen s = 1 läheisyydessä seurauslauseen 4.1 todistuksen ja tiedon
log ζ(s) ∼ log 1

s−1
(ks. [21, s. 46]) perusteella

φ(s) =
1

s− 1
+ log

1

s− 1
+ · · · .

Esityksen kirjoitamme muodossa

φ(s) =
1

s− 1
+ ψ(s),

missä ψ(s) on rajoitettu, kun σ ≥ 1 ja |s−1| ≥ 1. Lisäksi funktio ψ(s) kasvaa
rajatta, kun s→ 1. Nyt

h(x) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

xs

(s− 1)s2
ds+

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

ψ(s)

s2
xsds.

Tarkastelemme aluksi integraalia 1
2πi

∫ c+i∞
c−i∞

xs

(s−1)s2
ds. Olkoot f(s) = xs

(s−1)s2

ja integrointipolku γ = α+β, missä α on jana päätepisteinään c+iT ja c−iT
ja β on puoliympyrä parametrointinaan β = c+Teit, kun π

2
≤ t ≤ 3π

2
. Tällöin

1

2πi

∫
γ

f(s)ds =
1

2πi

∫
α

f(s)ds+
1

2πi

∫
β

f(s)ds.

Koska
∣∣ 1

2πi

∫
β
f(s)ds

∣∣ → 0, kun T → ∞, riittää laskea funktion f residyjen
summa pisteissä s = 0 ja s = 1. Siis

Res(1, f) = lim
s→1

(s− 1)xs

(s− 1)s2
= x

ja

Res(0, f) = lim
s→0

d

ds

s2x2

(s− 1)s2
= lim

s→0

d

ds

x2

(s− 1)

= lim
s→0

(s− 1)xs log x− xs

(s− 1)2
= − log x− 1,

joten residylauseen perusteella∫ c+i∞

c−i∞

xs

(s− 1)s2
ds = x− log x− 1.

Integraaliin 1
2πi

∫ c+i∞
c−i∞

ψ(s)
s2
xsds vastaavasti voimme integraalirajoihin aset-

taa c = 1 ja soveltaa Cauchyn lausetta suorakulmioon (1± iT, c± iT ). Suo-
rakulmiossa otamme ε:n suuruisen etäisyyden kierron pisteen s = 1 yli. Näin
ollen asettamalla T →∞ ja ε→ 0 saamme

h(x) = x− log x− 1 +
x

2π

∫ ∞
−∞

ψ(1 + it)

(1 + it)2
xitdt.
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Integraali lähestyy nollaa (ks. [19, s. 11]), kun x → ∞. Täten h(x) ∼ x.
Nyt käyttämällä apulausetta 4.1 saamme g(x) ∼ x. Edelleen funktion g
kautta pääsemme kiinni funktioon π(x) saman apulauseen perusteella. Siis
π(x) log x ∼ x, mistä väite seuraa.

4.6 1
T

∫ T

1 |ζ(σ + it)|2kdt

Integraali 1
T

∫ T
1
|ζ(σ + it)|2kdt variantteineen on ollut pitkään tärkeässä ase-

massa ζ-funktion tutkimuksissa. Sen ominaisuudet ovat selvitetty tapaukses-
sa k = 1 hyvin pitkälti, mutta korkeampien potenssien tapauksissa on vielä
runsaasti tutkimista. Yleinen potenssi 2k on erittäin haasteellinen ongelma,
ja sen parissa edelleen tutkiminen on aktiivista. Lisäksi tällä integraalilla on
yhteydet Lindelöfin hypoteesiin, jota käsittelemme myöhemmin.

Määritelmä 4.6. Dirichlet’n sarja on muotoa
∞∑
n=1

an
ns
,

missä s, a1, a2, . . . ∈ C.

Jatkossa Dirichlet’n sarjojen yhteydessä tarvitsemme merkintöjä d(n) ja
dk(n). Merkintä d(n) tarkoittaa luvun n tekijöiden lukumäärää, kun luvut
1 ja n lasketaan myös mukaan. Merkinnällä dk(n) puolestaan tarkoitamme
mahdollisia esitystapoja esittää luku n k:n tekijän tulona. Tässä otetaan
huomioon erillisinä tapauksina samojen tekijöiden eri järjestyksessä esitetyt
tavat.

Lause 4.8. Olkoot sarjat

f(s) =
∞∑
n=1

an
ns

ja g(s) =
∞∑
n=1

bn
ns

itseisesti suppenevia, kun σ > σ1 ja σ > σ2. Tällöin

(4.50) lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
f(α + it)g(β − it)dt =

∞∑
n=1

anbn
nα+β

,

kun α > σ1 ja β > σ2.

Todistus (vrt. [21, s. 138]). Kun

f(α + it)g(β − it) =
∞∑
m=1

am
mα+it

∞∑
n=1

bn
nβ−it

=
∞∑
n=1

anbn
nα+β

+
∑∑
m 6=n

ambn
mαnβ

(
n

m

)it
,
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sarjat suppenevat itseisesti, sillä kahden itseisesti suppenevan sarjan tulo on
itseisesti suppeneva. Lisäksi sarjat suppenevat tasaisesti jokaisella äärellisellä
t:n välillä. Näin ollen voimme integroida sarjat termeittäin, jolloin

1

2T

∫ T

−T
f(α + it)g(β − it)dt =

1

2T

∫ T

−T

∞∑
n=1

anbn
nα+β

dt+
1

2T

∫ T

−T

∑∑
m 6=n

ambn
mαnβ

(
n

m

)it
dt

=
∞∑
n=1

anbn
nα+β

+
∑∑
m 6=n

ambn
mαnβ

1

2T

∫ T

−T
eit log(n/m)dt

=
∞∑
n=1

anbn
nα+β

+
∑∑
m 6=n

ambn
mαnβ

1

2T

∫ T

−T
(cos(log(n/m)t) + i sin(log(n/m)t))dt

=
∞∑
n=1

anbn
nα+β

+
∑∑
m 6=n

ambn
mαnβ

1

2T

([
sin (T log(n/m))

log(n/m)
− icos(T log(n/m))

log(n/m)

]
−[

sin (−T log(n/m))

log(n/m)
− icos(−T log(n/m))

log(n/m)

])
=
∞∑
n=1

anbn
nα+β

+
∑∑
m 6=n

ambn
mαnβ

sin(T log n/m)

T log n/m
.

Parametrin T sisältävä tekijä on rajoitettu kaikilla T :n, m:n ja n:n arvoilla,
joten jälkimmäinen sarja suppenee tasaisesti T :n suhteen ja jokainen termi
lähenee nollaa, kun T → ∞. Tällöin kaksoissumman arvo lähenee nollaa,
mistä väite seuraa.

Seurauslause 4.2. Jos bn = an ja α = β = σ, niin

lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
|f(σ + it)|2dt =

∞∑
n=1

|an|2

n2σ
,

kun σ > σ1.

Seurauslause 4.3. Jos σ > 1, niin

lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
|ζ(σ + it)|2dt = ζ(2σ).

Seurauslause 4.4. Jos α, β > 1, niin

lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
ζ(µ)(α + it)ζ(ν)(β − it)dt = ζ(µ+ν)(α + β).

Todistus. ζ-funktion sarjakehitelmä voidaan derivoida termeittäin oletuksen
α, β > 1 vallitessa, sillä puolitasossa ζ-funktion sarjakehitelmä suppenee it-
seisesti ja tasaisesti. Näin ollen ζ-funktion µ:nnen derivaatan sarjakehitel-
mäksi saamme

ζ(µ)(α + it) = (−1)µ
∞∑
n=1

logµ n

nα+it
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(vrt. [11, s. 152-153]). Vastaavat laskut suoritetaan ν:nnen derivaatan ta-
pauksessa. Nyt väitös seuraa välittömästi.

Seurauslause 4.5. Olkoon σ > 1. Tällöin valitsemalla an = dk(n) saamme

lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
|ζ(σ + it)|2kdt =

∞∑
n=1

d2
k(n)

n2σ
.

Erityisesti, jos k = 2, niin

lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
|ζ(σ + it)|4dt =

ζ4(2σ)

ζ(4σ)
.

Todistus. Yleinen tulos seuraa välittömästi lauseesta 4.8. Johdamme seuraa-
vaksi erityistapauksen esitysmuodon. Olkoon n = pm1

1 pm2
2 · · · pmrr luvun n

alkutekijäesitys. Koska

d(n) = d(pm1
1 pm2

2 · · · pmrr ) = (m1 + 1) · · · (mr + 1)

ja

dk(n) =
(k +m1 − 1)!

m1!(k − 1)!
· · · (k +mr − 1)!

mr!(k − 1)!

(ks. [21, s. 4-5]), saamme

d2(n) =
(2 +m1 − 1)!

m1!(2− 1)!
· · · (2 +mr − 1)!

mr!(2− 1)!

=
(m1 + 1)!

m1!
· · · (mr + 1)!

mr!

= (m1 + 1) · · · (mr + 1) = d(n),

joten d2
2(n) = (d(n))2. Lisäksi, koska

ζ4(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

(d(n))2

ns

(ks. [21, s. 5-6]), missä σ > 1, on

ζ4(2σ)

ζ(4σ)
=
∞∑
n=1

(d(n))2

n2σ
=
∞∑
n=1

d2
2(n)

n2σ
.

Nyt väitös seuraa välittömästi.

Tavoitteemme on laajentaa näitä seurauslauseita siten, että ne pätevät
myös alueessa σ ≤ 1. Erityinen kiinnostuksen kohteemme on kaistale 0 ≤
σ ≤ 1. Näiden tulosten laajentaminen ei kuitenkaan ole niin helppo tehtävä,
vaan ensinnäkin tarvitsemme muutamia aputuloksia ennen kuin pystymme
laajentamaan ensimmäisenkään seurauslauseen tulosta.
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Apulause 4.3. Sarja∑∑
0<m<n<T

1

mσnσ log n/m
= O(T 2−2σ log T )

suppenee, kun 1
2
≤ σ < 1, ja suppenee tasaisesti, kun 1

2
≤ σ ≤ σ0 < 1.

Todistus. Ks. [21, s. 139].

Apulause 4.4. Sarja∑∑
0<m<n<∞

e−(m+n)δ

mσnσ log n/m
= O

(
δ2σ−2 log

1

δ

)
,

missä δ = 1
T
.

Todistus. Ks. [21, s. 140].

Apulause 4.5. Olkoon reaalifunktiolla f(x) jatkuva ja vähenevä derivaatta
f ′(x) välillä ]a, b[ ja olkoot f ′(b) = α ja f ′(a) = β. Olkoon lisäksi g(x) positii-
vinen ja vähenevä funktio, jolla on jatkuva derivaatta g′(x) ja, olkoon |g′(x)|
vähenevä. Tällöin∑

a<n≤b

g(n)e2πif(n) =
∑

α−η<ν<β+η

∫ b

a

g(x)e2πi{f(x)−νx}dx

+ O(g(a) log(β − α + 2)) + O(|g′(a)|),

missä 0 < η < 1.

Todistus. Ks. [21, s. 76].

Lause 4.9. Olkoon x > 0. Tällöin

ζ(s) =
∑
n≤x

1

ns
− x1−s

1− s
+ O(x−σ),

kun σ ≥ σ0 > 0 ja |t| < 2πx/C, missä C > 1 on annettu vakio.

Todistus (vrt. [21, s. 77]). Voimme esittää Riemannin ζ-funktion muodossa

ζ(s) = s

∫ ∞
N

[u]− u+ 1
2

us+1
du+

N1−s

s− 1
− N−s

2
+

N∑
n=1

1

ns

(ks. [21, s. 49]). Täten

ζ(s) =
N∑
n=1

1

ns
− N1−s

1− s
+ O

(
|s|
Nσ

)
+ O(N−σ).
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Koska ∑
x<n≤N

1

ns
=

∑
x<n≤N

n−it

nσ
=

∑
x<n≤N

e2πi·−t logn
2π

nσ
,

voimme soveltaa apulausetta 4.5 valitsemalla g(u) = u−σ, f(u) = − t log u
2π

,
jolloin f ′(u) = − t

2πu
ja edelleen |f ′(u)| ≤ t

2πx
< 1

C
. Tämän apulauseen

mukaan ∑
x<n≤N

1

ns
=

∫ N

x

du

us
+ O(x−σ)

=
N1−s − x1−s

1− s
+ O(x−σ),

joten

ζ(s) =
∑
n≤x

1

ns
− x1−s

1− s
+ O(x−σ) + O

(
|s|+ 1

Nσ

)
.

Kun N →∞, väite seuraa.

Lause 4.10. Jos σ > 1
2
, niin

lim
T→∞

1

T

∫ T

1

|ζ(σ + it)|2dt = ζ(2σ).

Todistus (vrt. [21, s. 140]). Olemme todistaneet seurauslauseessa 4.3 väit-
teen tapauksessa σ > 1. Näin ollen oletamme, että 1

2
< σ ≤ 1. Koska t ≥ 1,

lauseen 4.9 perusteella, kun x = t ja valitsemalla C ∈]1, 2π[, on

ζ(s) =
∑
n<t

n−s + O(t−σ) = Z + O(t−σ).

Olkoon T1 = max (m,n). Nyt

∫ T

1

|Z|2dt =

∫ T

1

ZZdt =

∫ T

1

[∑
m<t

m−σ−it
∑
n<t

n−σ+it

]
dt

=
∑
m<T

∑
n<T

m−σn−σ
∫ T

T1

(
n

m

)it
dt

=
∑
n<T

n−2σ(T − n) +
∑∑
m6=n

m−σn−σ
(n/m)iT − (n/m)iT1

i log n/m

= T
∑
n<T

n−2σ −
∑
n<T

n1−2σ + O
( ∑∑

0<m<n<T

1

mσnσ log n/m

)
= T{ζ(2σ) + O(T 1−2σ)}+ O

(∫ T

1

t1−2σdt

)
+ O(T 2−2σ log T )

= T{ζ(2σ) + O(T 1−2σ)}+ O(T 2−2σ) + O(T 2−2σ log T ),
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kun σ < 1. Jos σ = 1, voimme korvata σ:n kahdessa viimeisessä termissä
arvolla 3

4
. Kummassakin tapauksessa∫ T

1

|Z|2dt ∼ Tζ(2σ).

Täten∫ T

1

|ζ(s)|2dt =

∫ T

1

|Z|2dt+ O
(∫ T

1

|Z|t−σdt
)

+ O
(∫ T

1

t−2σdt

)
=

∫ T

1

|Z|2dt+ O
(∫ T

1

|Z|2dt
∫ T

1

t−2σdt

) 1
2

+ O(log T )

=

∫ T

1

|Z|2dt+ O{(T log T )
1
2}+ O(log T ).

Yhtälöketjussa termin
∫ T

1
t−2σdt arviointi olisi voitu suorittaa suoraan in-

tegroimallakin, jolloin olisi saavutettu parempi yläraja, mutta tässä tapauk-
sessa on noudatettu lähteen esitysmuotoa. Lisäksi merkintä

O
(∫ T

1

|Z|t−σ
)
dt = O

(∫ T

1

|Z|2dt
∫ T

1

t−2σdt

) 1
2

on luvallinen, koska Cauchyn-Schwarzin epäyhtälön perusteella∫ T

1

|Z|t−σdt ≤
(∫ T

1

|Z|2dt
∫ T

1

t−2σdt

) 1
2

.

Yhtälöketjun viimeisestä lausekkeesta väite seuraa välittömästi.

Lause 4.11. Jos 1
2
≤ σ ≤ 2, niin∫ T

1

|ζ(σ + it)|2dt < AT min
(

log T,
1

σ − 1
2

)
,

missä A on vakio.

Todistus (vrt. [21, s. 141]). Oletamme aluksi, että 1
2
≤ σ ≤ 3

4
. Tällöin edel-

lisen lauseen todistuksen nojalla on voimassa∫ T

1

|Z|2dt < T
∑
n<T

n−2σ + O(T 2−2σ log T ).

Nyt ∑
n<T

n−2σ ≤
∑
n<T

n−1 < A log T
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ja ∑
n<T

n−2σ ≤ 1 +

∫ ∞
1

u−2σdu <
A

σ − 1
2

.

Vastaavasti T 2−2σ log T ≤ T log T , joten asettamalla x = (2σ−1) log T saam-
me

T 2−2σ log T =
Txe−x

2(σ − 1
2
)
≤ T

2(σ − 1
2
)
.

Siis väite on todistettu, kun σ ≤ 3
4
. Termin O(t−σ) käsittely suoritetaan

vastaavalla tavalla kuin edellisessä lauseessa.
Jos 3

4
≤ σ ≤ 2, niin∫ T

1

|Z|2dt < T
∑
n<T

n−
3
2 + O(T

1
2 log T ).

Tekemällä samanlaiset arvioinnit kuten tapauksessa 1
2
≤ σ ≤ 3

4
tulee väite

todistetuksi.

Seurauslause 4.6. Jos σ = 1
2
, niin∫ T

1

∣∣ζ(1
2

+ it
)∣∣2dt = O(T log T ).

Tätä arviota pystymme parantamaan, mutta silloin tarvitsemme erilaista
funktionaaliyhtälöä, joka on keskeinen työkalu ζ-funktion momenttien tutki-
misessa.

Lause 4.12. Jos 0 < σ < 1, niin

(4.51) ζ(s) =
∑
n≤x

1

ns
+ χ(s)

∑
n≤y

1

n1−s + O(x−σ) + O(|t|
1
2
−σyσ−1),

missä x, y ∈ R+ ovat mielivaltaisia ja χ(s) = 2s−1πs sec sπ
2
/Γ(s).

Todistus. Ks. [21, s. 78-79].

Seuraava lause on merkittävä, sillä siinä todistetaan jo johdannossakin
mainittu Hardyn ja Littlewoodin osoittama asymptottinen yläraja ζ-funktion
toiselle momentille.

Lause 4.13. Kun T →∞, niin∫ T

0

∣∣ζ(1
2

+ it
)∣∣2dt ∼ T log T.
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Todistus (vrt. [21, s. 141-142]). Sijoitamme ensin kaavaan (4.51) arvot σ =
1
2
, t > 2, x = t/(2π

√
log t) ja y =

√
log t. Tarkastelemme aluksi kaavan (4.51)

summalausekkeisssa olevat tapaukset n = x ja n = y. Siis

|n−
1
2
−it| = |x−

1
2
−it| = ((2π)−1t log−

1
2 t)−

1
2 = O(t−

1
2 log

1
4 t)

ja
|ns−1| = |ys−1| = yσ−1 = (log

1
2 t)−

1
2 = O(log−

1
4 t).

Koska χ(1
2

+ it)=O(1) (ks. [21, s. 89]), saamme

ζ
(

1
2

+ it
)

=
∑
n<x

n−
1
2
−it + O

(∑
n<y

n−
1
2

)
+ O(t−

1
2 log

1
4 t) + O(log−

1
4 t)

=
∑
n<x

n−
1
2
−it + O(log

1
4 t)

= Z + O(log
1
4 t).

Lisäksi ∫ T

2

(log
1
4 t)2dt = O(T log

1
2 T ) = o(T log T ),

joten riittää todistaa kuten lauseen 4.10 todistuksessa, että∫ T

0

|Z|2dt ∼ T log T.

Nyt ∫ T

0

|Z|2dt =

∫ T

0

ZZdt

∫ T

0

∑
m<x

m−
1
2
−it
∑
n<x

n−
1
2

+itdt.

Integraali ja summamerkin järjestyksen vaihtamisessa tulee muistaa, että x
on t:n funktio. Termi, jossa esiintyy m:ää ja n:ää, kun

x > max(m,n) = T1/(2π
√

log T1),

missä T1 = T1(m,n). Näin ollen merkitsemällä
X = T/(2π

√
log T ) saamme∫ T

0

|Z|2dt =
∑∑
m,n<X

∫ T

T1

m−
1
2
−itn−

1
2

+itdt

=
∑
n<X

T − T1(n, n)

n
+
∑∑
m 6=n

1√
mn

∫ T

T1

(
n

m

)it
dt

= T
∑
n<X

1

n
+ O

(∑
n<X

T1(n, n)

n

)
+ O

(∑∑
m<n<X

1

(
√
mn) log n/m

)
.
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Ensimmäinen termi on

T logX + O(T ) = T log T + o(T log T ).

Toinen termi puolestaan on

O
(∑
n<X

√
log n

)
= O(X

√
logX) = O(T ).

Apulauseen 4.3 perusteella viimeinen termi on

O(X logX) = O(T
√

log T ).

Yhdistämällä saadut arviot väite seuraa.

Saatua tulosta voidaan tarkentaa huomattavasti ja seuraavaksi esitäm-
mekin yksityiskohtaisemman version edellisestä lauseesta.

Lause 4.14. Riemannin ζ-funktiolla on voimassa yhtälö

(4.52)
∫ T

0

∣∣ζ(1
2

+ it
)∣∣2dt = T log T + (2γ − 1− log 2π)T + O(T

1
2

+ε).

Todistus (vrt. [21, s. 143-146]). Todistamme ensin seuraavat aputulokset. Jos
n < T/2π, niin

(4.53)
1

2πi

∫ 1
2

+iT

1
2
−iT

χ(1− s)n−sds = 2 + O
(

1

n
1
2 log(T/2πn)

)
+ O

(
log T

n
1
2

)
.

Jos n > T/2π ja c > 1
2
, niin

(4.54)
1

2πi

∫ c+iT

c−iT
χ(1− s)n−sds = O

(
T c−

1
2

nc log(2πn/T )

)
+ O

(
T c−

1
2

nc

)
.

Funktionaaliyhtälön ja lauseen 3.2 perusteella

χ(1− s) = 21−sπ−s cos πs
2

Γ(s) =
21−sπ1−s

2 sin πs
2

Γ(1− s)
.

Tällä funktiolla on navat pisteissä s = −2ν, missä ν = 0, 1, 2 . . . . Lisäksi

Res(χ,−2ν) =
(−1)ν21+2νπ2ν

(2ν)!
.

Stirlingin kaavan perusteella

χ(1− s) =

(
2π

−s

) 1
2
−s

e−s

2 sin πs
2

{
1 + O

(
1

|s|

)}
,
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kun −π + δ < arg(−s) < π − δ. Residylausetta soveltamalla saamme

1

2πi

(∫ 1
2
−iT1

−∞−iT1
+

∫ 1
2

+iT1

1
2
−iT1

+

∫ −∞+iT1

1
2

+iT1

)
χ(1− s)n−sds

=
∞∑
ν=0

(−1)ν21+2νπ2ν

(2ν)!
= 2 cos 2πn = 2,

missä T1 on apuparametri, joka riippuu T :stä. Koska eis arg(−s) = O(e
πt
2 ), on∫ −∞+iT1

1
2

+iT1

χ(1− s)n−sds = O
{∫ 1

2

−∞

(
2π

|σ + iT1|

) 1
2
−σ

e−σn−σdσ

}

= O
{
n−

1
2

∫ 1
2

−∞

(
T1

2πen

)σ− 1
2

dσ

}
= O

(
1

n
1
2 log(T1/2πen)

)
.

Vastaavasti menee tapaus
∫ 1

2
−iT1
−∞−iT1 χ(1− s)n−sds. Nyt

χ(1− s) =

(
2π

t

) 1
2
−σ−it

eit−
πi
4

{
1 + O

(
1

t

)}
(vrt. [21, s. 78]), missä t ≥ 1. Täten∫ 1

2
+iT1

1
2

+iT

χ(1− s)n−sds = n−
1
2 e−

πi
4

∫ T1

T

eiF (t)dt+ O(n−
1
2 log T1),

missä
F (t) = t log t− t(log 2π + 1 + log n).

Edelleen
F ′(t) = log t− log 2πn.

Viimeisen integraalin saamme muotoon

O
(

1

log(T/2πn)

)
(ks. [21, s. 71]), joka on voimassa T1:n arvoilla. Valitsemalla T1 = 2eT > 4πen,
seuraa ensimmäinen aputulos. Lisäksi∫ c+iT

c+i

χ(1− s)n−sds = n−ce
−πi
4

∫ T

1

(
t

2π

)c− 1
2

eiF (t)dt+ O
(
n−c

∫ T

1

ec−
3
2dt

)
,

mistä yhtälö (4.54) seuraa (ks. [21, s. 71]).
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Todistettaessa yhtälöä (4.52) voimme olettaa, että T/2π on puolet pa-
rittomasta kokonaisluvusta.Tällöin O(1):n suuruinen muutos T :ssä muuttaa
kaavan vasenta puolta O(T

1
2 ) suuruusluokalla, koska ζ(1

2
+ it) = O(t

1
4 ) (ks.

[21, s. 96]). Nyt myös johtavat termit yhtälön oikealla puolella muuttuvat
O(log T ) kokoluokalla. Kaavan vasen puoli on

1

2

∫ T

−T
|ζ(1

2
+ it)|2dt =

1

2

∫ T

−T
ζ(1

2
+ it)ζ(1

2
− it)dt

=
1

2i

∫ 1
2

+iT

1
2
−iT

ζ(s)ζ(1− s)ds =
1

2i

∫ 1
2

+iT

1
2
−iT

χ(1− s)ζ2(s)ds

=
1

2i

∫ 1
2

+iT

1
2
−iT

χ(1− s)
∑

n≤T/2π

d(n)

ns
ds+

1

2i

∫ 1
2

+iT

1
2
−iT

χ(1− s)
(
ζ2(s)−

∑
n≤T/2π

d(n)

ns

)
ds

= I1 + I2

ja kaavan (4.53) perusteella

I1 = 2π
∑

n≤T/2π

d(n) + O
( ∑
n≤T/2π

d(n)

n
1
2 log(T/2πn)

)
+

(
log T

∑
n≤T/2π

d(n)

n
1
2

)
.

Ensimmäinen termi on

2π

{
T

2π
log

T

2π
+ (2γ − 1)

T

2π
+ O(T

1
2 )

}
= T log T + (2γ − 1− log 2π)T + O(T

1
2 )

(ks. [21, s. 312]). Koska d(n) = O(nε), toinen termi on

O
( ∑
n≤T/4π

1

n
1
2
−ε

)
+ O

{
T

1
2

+ε
∑

T/4π<n≤T/2π

1

(T/2π)− n

}
= O(T

1
2

+ε).

Viimeinen termi on myös samaa suuruusluokkaa kuin keskimmäinen, joten

I1 = T log T + (2γ − 1− log 2π)T + O(T
1
2

+ε).

Jos c > 1, niin

I2 =
1

2i

(∫ c−iT

1
2
−iT

+

∫ 1
2

+iT

c+iT

)
χ(1− s)

(
ζ2(s)−

∑
n≤T/2π

d(n)

ns

)
ds

+
1

2i

∑
n>T/2π

d(n)

∫ c+iT

c−iT
χ(1− s)n−sds− A,

missä A on funktion πχ(1− s)ζ2(s) residy pisteessä s = 1. Koska χ(1− s) =

O(tσ−
1
2 ) ja ζ2(σ+iT ) sekä

∑
n≤T/2π d(n)n−s ovat kummatkin O(T 1−σ+ε), kun
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σ ≤ 1 ja O(T ε), kun σ > 1, ensimmäinen termi on O(T
1
2

+ε) + O(T c−
1
2

+ε).
Kaavan (4.54) perusteella toinen termi on

O
{
T c−

1
2

∑
n>T/2π

d(n)

nc

(
1

log(2πn/T )
+ 1

)}

= O
(
T

1
2

+ε
∑

T/2π<n≤T/π

1

n− (T/2π)

)
+ O

(
T c−

1
2

∑
n>T/π

1

nc−ε

)
= O(T

1
2

+ε).

Koska c voi olla mielivaltaisen lähellä 1:stä, todistaa se väitteen.

Lause 4.15. Jos σ > 1
2
, niin

lim
T→∞

1

T

∫ T

1

|ζ(σ + it)|4dt =
ζ4(2σ)

ζ(4σ)

Todistus (vrt. [21, s. 146-147]). Olkoot x = y =
√

(t/2π) ja σ > 1
2
. Tällöin

lauseen 4.12 perusteella saamme

(4.55) ζ(s) =
∑

n<
√

(t/2π)

1

ns
+χ(s)

∑
n<
√

(t/2π)

1

n1−s +O(t−
1
4 ) = Z1+Z2+O(t−

1
4 )

Nyt

|Z1|4 = Z1Z1Z1Z1 = =
∑ 1

mσ+it

∑ 1

µσ−it

∑ 1

nσ+it

∑ 1

νσ−it

=
∑ 1

(mnµν)σ

(
µν

mn

)it
,

missä kukin muuttuja käy välin [1,
√

(t/2π)]. Täten∫ T

1

|Z1|4dt =

∫ T

1

∑ 1

(mnµν)σ

(
µν

mn

)it
dt

=
∑

m,n,µ,ν<
√
T/2π

1

(mnµν)σ

∫ T

T1

(
µν

mn

)it
dt

missä T1 = 2πmax(m2, n2, µ2, ν2). Näin ollen∫ T

1

|Z1|4dt =
∑

mn=µν

T − T1

(mn)2σ
+
∑

mn 6=µν

O
(

1

(mnµν)σ
1

|log(µν/mn)|

)
.
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Yhtälönmn = µν = r ratkaisujen lukumäärä on {d(r)}2, jos r <
√

(T/2π).
Missään tapauksessa ratkaisujen lukumäärä ei ylitä {d(r)}2 arvoa. Täten

T
∑

mn=µν

1

(mn)2σ
= T

∑
r<
√
T/2π

{d(r)}2

r2σ
+ O

(
T

∑
√
T/2π≤r<T/2π

{d(r)}2

r2σ

)

∼ T

∞∑
r=1

{d(r)}2

r2σ
= T

ζ4(2σ)

ζ(4σ)
.(4.56)

Asymptoottinen yhtäsuuruus on voimassa, koska d(r) = O(rε), missä ε > 0
ja

lim
T→∞

T
∑

r<
√
T/2π

{d(r)}2
r2σ

+ O
(
T
∑√

T/2π≤r<T/2π
{d(r)}2
r2σ

)
T ζ4(2σ)

ζ(4σ)

= 1 + lim
T→∞

O
( ∑
√
T/2π≤r<T/2π

{d(r)}2

r2σ

)

= 1 + lim
T→∞

O
( ∑
√
T/2π≤r<T/2π

r2ε−2σ

)
= 1 + lim

T→∞
O(T · T 2ε−2σ)

= 1 + lim
T→∞

(T 1−2σ+2ε) = 1.

kun ε < σ − 1
2
. Lisäksi viimeinen yhtäsuuruus on voimassa seurauslauseen

4.5 perusteella.
Nyt ∑

mn=µν

T1

(mn)2σ
<
∑

mn=µν

2π(m2 + n2 + µ2 + ν2)

(mnµν)σ

ja epäyhtälön oikea puoli on symmetrian perusteella

8π
∑

mn=µν

m2

(mnµν)σ
≤ 8π

∑ m2d(mn)

(mn)2σ
= O(T ε

∑
m2−2σ

∑
n−2σ)

= O{T ε(T
1
2

(3−2σ) + 1) log T} = O(T
3
2
−σ+ε) + O(T ε).

Jäljelle jäävälle summalle saamme apulauseen 4.3 ja tiedon d(n) = O(nε)
nojalla arvion

O
( ∑

0<q<r<T/2π

d(q)d(r)

(qr)σ log(r/q)

)
= O

(
T ε
∑ 1

(qr)σ log(r/q)

)
= O(T 2−2σ+ε).

Täten ∫ T

1

|Z1|4dt ∼ T
ζ4(2σ)

ζ(4σ)
.
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Olkoon

j(T ) =

∫ T

1

∣∣∣∣ ∑
n<
√
t/2π

ns−1

∣∣∣∣4dt.
Tekemällä vastaavat laskutoimitukset kuin edellä, mutta sijoittamalla σ:n
paikalle termi 1− σ saamme kaavan (4.56) lausekkeeksi

T
∑
r<AT

O(rε)

r2−2σ
= O(T 2σ+ε),

missäA on positiivinen vakio. Kaksi muuta termiä ovat vastaavasti O(T
1
2

+σ+ε)

ja O(T 2σ+ε). Siis j(T ) = O(T 2σ+ε). Koska χ(s) = O(t
1
2
−σ), niin∫ T

1

|Z2|4dt < A

∫ T

1

t2−4σj′(t)dt

= A[t2−4σj(t)]
T

1 + A(4σ − 2)

∫ T

1

t1−4σj(t)dt

= O(T 2−2σ+ε) + O
(∫ T

1

t1−2σ+εdt

)
= O(T 2−2σ+ε),

mistä väite seuraa.

Lause 4.16. Jokaisella kokonaisluvulla k > 2 on voimassa

lim
T→∞

1

T

∫ T

1

|ζ(σ + it)|2kdt =
∞∑
n=1

d2
k(n)

n2σ
,

missä σ > 1− 1
k
.

Todistus (vrt. [21, s. 148]). Todistamme tämän laajentamalla lauseen 4.15
todistusta. Olkoon

|Z1|2k =
∑ 1

(m1 · · ·mkn1 · · ·nk)σ

(
n1 · · ·nk
m1 · · ·mk

)it
,

missä kukin muuttuja käy välin [1,
√
t/2π]. Nyt johtavan termin käsittely me-

nee kuten lauseen 4.15 todistuksessa. Ainoastaan d(r) korvataan nyt termillä
dk(r). Päätermi on suuruusluokkaa

O
(
T ε

∑∑
0<q<r<AT

k
2

1

(qr)σ log r/q

)
= O(T k(1−σ)+ε).

Nyt

j(T ) =

∫ T

1

∣∣ ∑
n<
√
t/2π

ns−1
∣∣2kdt = O(T kσ+ε).

Koska |χ(s)|2k = O(tk−2kσ), saamme O(T k(1−σ)+ε). Koska nämä termit ovat
suuruudeltaan o(T ), jos σ > 1− 1/k, väite seuraa kuten edellä.
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Nykyisin ollaan perinteisestä momenttien tutkimisesta siirrytty tutki-
maan myös niiden Laplace- ja Mellin-muunnoksia. Lukkarinen tutkii väitös-
kirjassaan [13] toisen momentin muokattua Mellin-muunnosta

Z1(s) =

∫ ∞
1

|ζ(1
2

+ ix)|2x−sdx

ja erityisesti sen yhteyttä virhetermiin E(T ) asymptoottisessa yhtälössä∫ T

0

|ζ(1
2

+ ix)|2dx = T (log(T/2π) + 2γ − 1) + E(T ).

Atkinson todisti vuonna 1949 kuuluisan kaavansa

E(T ) = A(T ) +B(T ) + O(log2 T )

missä T ≥ 2,

A(T ) = 2−
1
2

∑
n≤N

d(n)(−1)nn−
1
2
(
T

2πn
+ 1

4

)−1
4
(
arsinh

√
πn
2T

)−1

· cos
(√

π2n2 + 2πnT + 2Tarsinh
√

πn
2T
− π

4

)
,

B(T ) = −2
∑
n≤N ′

d(n)n−
1
2

(
log T

2πn
)−1 cos

(
T log T

2πn
− T + π

4

)
,

CT ≤ N ≤ C ′T (0 < C < C ′) ja N ′ = T
2π

+ N
2
−
√

N2

4
+ NT

2π
. Atkinsonin

kaavalle Lukkarinen esittää uuden todistuksen, jossa hän käyttää apuna Mel-
linin käänteismuunnosta saaden seuraavan riippuvuuden funktioiden E(T ) ja
Z1(s) välille:

E(T ) =
1

2πi

∫ c+∞

c−i∞
Z1(s)

T s

s
ds− T (log(T/2π) + 2γ − 1),

missä c > 1.

4.7 Lindelöfin hypoteesi

Määritelmä 4.7. Olkoon U ⊆ R2 avoin. Funktio f : U → R on harmoninen,
jos sillä on jatkuvat toisen kertaluvun osittaisderivaatat U :ssa ja se toteuttaa
Laplacen yhtälön

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0.

Lause 4.17 (Lindelöfin lause). Olkoon f(s) määritelty ja holomorfinen kais-
taleessa D = {s | σ1 ≤ σ ≤ σ2, t ≥ t0 > 0}. Jos |f(s)| ≤ M , kun s ∈ ∂D,
ja jos on olemassa sellainen vakio A, että |f(s)|t−A on rajoitettu D:ssä, niin
|f(s)| ≤M kaikilla s ∈ D.
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Todistus (vrt. [7, s. 184]). Tarkastelemme reaalista harmonista funktiota
log|f(s)|, joka on määritelty koko D:ssä lukuun ottamatta f(s):n nollakohtia.
Nyt f :n oletuksen perusteella log|f(s)| < A log t+C, missä C on vakio. Tästä
seuraa, että jokaisella ε > 0 harmoninen funktio log|f(s)| − εt on pienempi
kuin mikä tahansa |s|, kun s ∈ {t = T, σ1 ≤ σ ≤ σ2}. Parametrin T tulee
olla tarpeeksi suuri tekemään εT :n suuremmaksi kuin A log T :n, jolloin edellä
oleva päättely on voimassa.

Tarpeeksi suurella T :n arvolla on voimassa log|f(s)| − εt < logM , kun
s on suorakulmion {σ1 ≤ σ ≤ σ2, t0 ≤ t ≤ T} reunalla. Sama epäyhtälö
pätee koko suorakulmiossa maksimiperiaatteen perusteella ja näin ollen koko
kaistaleessa. Siis |f(s)| ≤ eεtM , kun s ∈ D. Koska ε > 0 oli mielivaltainen,
todistaa se Lindelöfin lauseen todeksi.

Seurauslause 4.7. Lauseke |ζ(s)|/ log t on rajoitettu, kun σ ≥ 1 ja t ≥ 2.

Todistus (vrt. [7, s. 184]). Itseisarvo |ζ(s)| on rajoitettu, kun σ ≥ 1+δ. Näin
ollen |ζ(s)| ≤ ζ(σ) ≤ ζ(1 + δ), joten riittää tarkastella kaistaletta {1 ≤ σ ≤
1+δ, t ≥ 2}. Tässä kaistaleessa log s eroaa log t:stä rajoitetusti eli |log s−log t|
on rajoitettu. Lisäksi kaistaleessa pätee |ζ(s)| ≤ Ct2 (ks. [7, s. 132-134]),
missä C on vakio. Myös |ζ(1 + it)| < log t + D (ks. [7, s. 183]), missä D
on vakio. Näin ollen voimme soveltaa Lindelöfin lausetta termiin ζ(s)/ log s
kaistaleessa, josta väite seuraa.

Seurauslause 4.8. |ζ(s)| on rajoittamaton jokaisella suoralla <s = σ, kun
σ ≤ 1.

Todistus (vrt. [7, s. 184]). Jos |ζ(s)| olisi rajoitettu, niin Lindelöfin lauseen
perusteella |ζ(s)| olisi rajoitettu myös kaistaleessa, joka sisältää joukon {1 ≤
σ ≤ 2, t ≥ 1}. Tämä on ristiriidassa sen kanssa, että |ζ(s)| on rajoittamaton
joukossa {σ > 1, t ≥ 1}.

Lause 4.18 (Muunneltu Lindelöfin lause). Olkoon f(s) määritelty ja ho-
lomorfinen kaistaleessa D = {s | σ1 ≤ σ ≤ σ2, t ≥ t0 > 0}. Olkoot p
ja q sellaisia, että |f(s)| < Ctp suoralla σ = σ1 ja |f(s)| < Dtq suoralla
σ = σ2. Olkoon lisäksi sellainen vakio A, että |f(s)|t−A on rajoitettu joukos-
sa D. Tällöin on olemassa sellainen vakio K, että |f(s)| ≤ Ktk(σ), missä
k(σ) = [(q − p)/(σ2 − σ1)](σ − σ1) + p.

Todistus. Ks. [7, s. 186].

Otaksuma 1 (Riemannin hypoteesi). Kaikki ζ-funktion ei-triviaalit nolla-
kohdat sijaitsevat suoralla σ = 1

2
.

Otaksuma 2 (Lindelöfin hypoteesi). Kaikilla ε > 0 on voimassa ζ(1
2

+ it) =
O(tε).
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Lindelöfin hypoteesille on olemassa monia yhtäpitäviä esitysmuotoja. Eräis-
sä niistä käytetään µ-funktion käsitettä. Lindelöf tarkoittaa µ(σ):lla lukujen
A pienintä ylärajaa, jolla

lim
t→∞

|ζ(s)|
tA

on rajoitettu.Toisin sanoen ζ(s)

tµ(σ)+ε
on rajoitettu, kun t → ∞ ja ε > 0, ja

rajoittamaton kun ε < 0.
Näin ollen µ(σ) = 0, kun σ ≥ 1 ja µ(σ) = 1

2
− σ kun σ ≤ 0. Tuloksen

1 ∼
(

t

2πe

)σ− 1
2
∣∣∣∣ ζ(σ + it)

ζ(1− σ + it)

∣∣∣∣
(ks. [7, s. 185]) perusteella µ-funktio toteuttaa funktionaaliyhtälön µ(σ) =
µ(1− σ) + 1

2
− σ. Muunnellun Lindelöfin lauseen nojalla µ(σ) ≤ 1

2
− σ

2
, kun

0 ≤ σ ≤ 1, joten µ(σ) on alaspäin konveksi. Näin ollen µ(σ) ≥ 0, kun σ < 1
ja jos jollain σ0 < 1 on voimassa µ(σ0) = 0, niin välttämättä µ(σ) = 0, kun
σ0 < σ < 1.

Lindelöfin hypoteesi on, että µ(σ) on yksinkertaisin funktio, jolla on edel-
lämainitut ominaisuudet. µ-funktion konveksisuudesta seuraa, että Lindelö-
fin hypoteesi on ekvivalentti otaksuman µ(1

2
) = 0 kanssa.

Backlund osoitti vuonna 1918, että Lindelöfin hypoteesi on ekvivalentti
sen kanssa, että jokaisella σ > 1

2
ζ-funktion nollakohtien lukumäärä suora-

kulmiossa {T ≤ t ≤ T + 1, σ ≤ <s ≤ 1} kasvaa hitaammin kuin log T , kun
T →∞ (ks. todistus [7, s. 188-190]). Toisin sanoen jokaisella ε > 0 on olemas-
sa sellainen T0, että nollakohtien lukumäärä on pienempi kuin ε log T , kun
T ≥ T0. Tämän tuloksen perusteella Riemannin hypoteesista seuraa Lindelö-
fin hypoteesi. Jos näet Riemannin hypoteesi on tosi niin em. suorakulmiossa
ei ole yhtään nollakohtaa.

Lause 4.19. Ehdoista

(4.57)
1

T

∫ T

1

∣∣ζ(1
2

+ it
)∣∣2kdt = O(T ε),

(4.58)
1

T

∫ T

1

|ζ(σ + it)|2kdt = O(T ε)

ja

(4.59)
1

T

∫ T

1

|ζ(σ + it)|2kdt ∼
∞∑
n=1

d2
k(n)

n2σ
,

missä σ > 1
2
, kukin on yhtäpitävä Lindelöfin hypoteesin kanssa.
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Todistus (vrt. [21, s. 328-329]). Jokaiselle k ∈ N ja σ ∈ R olkoon µk(σ) sel-
laisten positiivisten lukujen ξ alaraja, joilla

1

T

∫ T

1

|ζ(σ + it)|2kdt = O(T ξ).

µk(σ)-funktioilla on samat yleiset ominaisuudet kuin µ-funktiolla. Lisäksi
µk(0) = 0, kun σ > 1. µk-funktiot ovat jatkuvia, väheneviä ja alaspäin kon-
vekseja (ks. [21, s. 149-150]). Kaavojen (4.57) ja (4.58) ekvivalenttisuus seu-
raa µk(σ)-funktioiden konveksisuudesta. Puolestaan kaavojen (4.58) ja (4.59)
yhtäpitävyys seuraa µk(σ)-funktion ominaisuuksista (ks. [21, s. 151-154]).

Näin ollen riittää tarkastella kaavaa (4.57). Tämän kaavan välttämättö-
myys on triviaali, joten todistamme, että se on riittävä ehto. Riittävyyden
todistamiseksi teemme vastaoletuksen. Siis oletamme, että ζ(1

2
+ it) 6= O(tε).

Tällöin on olemassa sellainen λ > 0 ja lukujono 1
2

+ itν , että tν →∞, ν →∞
ja ∣∣ζ(1

2
+ itν

)∣∣ > Ctλν ,

missä C > 0. Toisaalta derivoimalla ζ-funktion esityksen

ζ(s) = s

∫ ∞
1

[x]− x+ 1
2

xs+1
dx+

1

s− 1
+

1

2

(ks. [21, s. 13-14]) saamme |ζ ′(1
2

+ it)| < Et, missä t ≥ 1 ja E > 0 on vakio.
Täten∣∣ζ(1

2
+ it

)
− ζ
(

1
2

+ itν
)∣∣ =

∣∣∣∣ ∫ t

tν

ζ ′(1
2

+ iu)du

∣∣∣∣ < 2E|t− tν |tν <
Ctλν

2
,

jos |t− tν | ≤ t−1
ν ja ν on tarpeeksi suuri. Näin ollen

∣∣ζ(1
2

+ it
)∣∣ > Ctλν

2
,

kun |t− tν | ≤ t−1
ν .

Valitsemme T = 2tν
3
, jolloin väli (tν − t−1

ν , tν + t−1
ν ) sisältyy väliin (T, 2T ),

jos ν tarpeeksi suuri. Tällöin∫ 2T

T

∣∣ζ(1
2

+ it
)∣∣2kdt > ∫ tν+t−1

ν

tν−t−1
ν

(
Ctλν

2

)2k

dt = 2

(
C

2

)2k

t2kλ−1
ν ,

mikä on vastoin oletusta (4.57), jos k on tarpeeksi suuri.
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