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THVISTELMA

Tutkimuksessa tarkastellaan sek& numeeriseen integrointiin perustuvien menetelmien
hyvyytta differentiaaliyhtédlon alkuarvo-ongelman numeerisessa ratkaisussa etta mité
pitaisi opettaa differentiaaliyhtéldistd ja numeerisista menetelmistd suoraan
peruskoulusta osa-aikaisesti it-alan tyoelamééan siirtyville opiskelijoille.

Ensimmadisen  kertaluvun  differentiaaliyhtdloiden  ratkaisun  tarkastelussa
keskitytédan separoituviin differentiaaliyhtéldihin ja lineaariseen
differentiaaliyhtaloon, koska ne ratkeavat integroimalla.

Separoituville differentiaaliyhtaloille esitetddén Newtonin menetelmén ja
numeerisen integroinnin yhdistava ratkaisualgoritmi, joka on helposti toteutettavissa
laskimen ndppailysarjana ja ohjelmointikielilld&. Nopeusvertailujen perustella Gaussin
integrointiin yhdistetty Newtonin menetelma oli yleenséd nopeampi kuin verrokkina
kaytetty Rungen-Kuttan menetelmd, kun integrointiin perustuvaa algoritmia on tuettu
suppenemista ja integroinnin  tarkkuutta yllapitavilla  kontrollirakenteilla.
Ensimmadisen kertaluvun lineaariselle yhtélolle tunnetaan yleisesti analyyttinen
integrointeihin perustuva ratkaisu, jonka numeerinen ratkaisu oli myds verrokkia
nopeampi.

Toisen kertaluvun yhtéloiden osalta tarkastellaan joitakin erikoistapauksia, mutta
niissa ei yleisesti havaittu vastaavaa nopeusetua kuin ensimmaisen Kkertaluvun
differentiaaliyhtaldiden numeerisessa ratkaisemisessa.

Tutkimuksessa kuvataan myo6s Paivolan kansanopiston matematiikkalinjan
kesélukukauden osalta erityisesti sen numeerisiin menetelmiin keskittyvan viimeisen
opiskeluviikon osalta. Teollisiin esimerkkien perustuvana opetuksen tavoitteena on
yhtélon ja yhtaléryhmien ratkaiseminen, ratkaisujen tarkkuuden ja yksikasitteisyyden
osoitusmenetelmdt, numeerisen integrointi, separoituvien differentiaaliyhtal6iden
ratkaiseminen seka analyyttisesti ettd numeerisesti ja antaa kyky ohjelmoida
lausekkeita liukuluvuille mielekkdasti ja ohjelmoida numeeriset ratkaisut
ensimmadisen ja toisen kertaluvun differentiaaliyhtaldille sekd ymmaértaa askelpituuden
muutoksen  vaikutus  Eulerin  ja  Rungen-Kuttan menetelmd4d soveltavia
simulointimalleja kayttaessa.

Asiasanat: Separoituva differentiaaliyhtdlé, Numeeriset menetelmat, Numeeristen
menetelmien opetus.
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Abstract

In this work solving initial value problems of differential equations using numerical
integration methods is studied. Also a curriculum of numerical methods and
differential equations is studied. The curriculum must fit the talented students starting
their upper secondary school, and it must give immediate ability to work (part time) in
information technology.

The main focus of the mathematical part of this work are separable differential
equations and partly first order linear differential equations. A algorithm to solve
separable differential equation using numerical integration and the Newton’s method
for equations is presented. The new algorithm was found faster than the Runge-Kutta
method, when the Gaussian quadrature and the Newton’s method with some extra
features in order to achieve convergence and sufficiently accurate integration were
used. Also linear equation was solved faster with numerical integration.

Also some second order differential equations are considered, but the integration
based methods were not generally superior to Runge-Kutta method.

The educational part of the study describes the eight week summer term in the
Mathematics Program of Paivolan kansanopisto and especially learning of numerical
methods during the last weeks. The curriculum is based on industrial examples and
main topics are numerical errors and coding formulas without losing significant digits,
equation solving and the methods of showing accuracy of the answer, numerical
integration, solving separable differential equations (analytical and numerical
methods), differential equations and error analysis when using Euler’s or Runge-
Kutta’s method for systems of differential equations

Key words:
Separable Differential Equations. Numerical methods. Teaching mathematics.



Kiitokset

Tatd tyotd ovat edesauttaneet monet henkilét ja heiddn edustamansa organisaatiot.
Siind esitetty separoituvan differentiaaliyhtdlon numeerinen ratkaisumenetelma
kehitettiin 1VO International Oy:n palveluksessa, jolloin silloinen esimieheni Antti
Norta toimi innoittajana hyvaan tieteelliseen kieleen ja insin66rity6hon. Opintojen ja
matematiikkaharrastuksen yll&pitdjadnd maininnan ansaitsevat Paivolan kansanopiston
matematiikkalinjan ja ammatillisen lisensiaattikoulutuksen kaytannon jarjestelyista
vastannut Kullervo Nieminen ja lisensiaattikoulutuksen totutuksesta vastannut
professori Jorma Merikoski seka opetuskokeiluihin osallistuneet Padivélan opiskelijat.

Laskimille sopivan differentiaaliyhtalén  numeerisen  ratkaisumenetelman
ensimmainen opetuskokeilu tehtiin Helsingin matematiikkalukion matematiikan
kesékoulussa Uumajassa vuonna 2001, jonka opiskelijat osaltaan innoittivat
jatkotyohon. Oy Perkko tarjosi Matemaattisten aineiden opettajien liiton MAOL ry:n
syyspaivilla mahdollisuuden esittdd metodi kayttden heidén laskimiaan, mistd myds
kiitokset. Kiitoksen ansaitsevat my0s jatko-opintoihin kannustavat tyOnantajat ja
heiddn edustajansa sek& Puolustusvoimien Teknillisellda Tutkimuslaitoksella etta
koulumaailmassa.

Erityisen kiitoksen ansaitsevat lapseni Linnea ja Teo sekd vaimoni Merikki, joka
on aktiivisesti motivoinut jatkotutkinnon tekoon ja jaksanut kuunnella ja antaa ideoita
matemaattisiin ratkaisuihin omista kiireistadn huolimatta.



Esipuhe

Useat fysikaaliset ja teolliset sovellukset mallinnetaan ensimmaéisen tai toisen
kertaluvun differentiaaliyhtaldilld, joissa alkutila on tunnettu ja lopputila halutaan
selvittdd. Osaan differentiaaliyhtaldisté on tunnettu analyyttiset ratkaisutavat jo 1700-
luvulta l&htien. N&ma ovat perustuneet yhtdlon muokkaamiseen muotoon, jossa
ratkaisu on voitu saavuttaa integroimalla muuttujat kerran tai kahdesti. Usein
kuitenkaan tallainen integraalimuodossa esitetty ratkaisu ei ole riittdnyt, koska
tehtdvassé syntyvid integraaleja ei osata tai voida ratkaista suljetussa muodossa.

Yleensd differentiaaliyhtdlon alkuarvo-ongelman numeerinen ratkaisu alkaa
muodosta y’(x) = f(x,y), vaikka yhtald voitaisiin Kirjoittaa integraalimuotoon.
Numeerisessa ratkaisussa ei talloin ole kaytetty hyvaksi integroinneilla mahdollisesti
saatavaa hyotya.

Jos differentiaaliyhtélé saadaan muotoon, jossa se voidaan ratkaista numeerisella
integroinnilla, ratkaisussa voidaan kayttd4d numeerisesti tehokkaampia menetelmia.
Tassa tutkimuksessa integrointiin on valittu Gaussin 1814 julkaisema metodi. On
huomattava, ettd integroimismenetelmaa voi tilanteen mukaan muuttaa muuksikin, jos
se kyseisesséd erikoistapauksessa on helpompaa. Esimerkiksi tasavélisissa
mittaustuloksissa Newtonin - Cotesin kaavojen kaytté on mielekk&dmpaa.

Tassd matematiikan opettajien ammatillisen  lisensiaattikoulutusohjelman
lisensiaatintutkimuksessa ~ kuvataan  uutta  separoituvan  differentiaaliyhtalon
numeerista ratkaisumenetelmdd ja differentiaalialiyhtdloiden ja numeeristen
menetelmien opettamista Paivoldn kansanopiston matematiikkalinjan ja Helsingin
matematiikkalukion opiskelijoille.

Uuden ratkaisumenetelman perusidea on Kkirjoittaa alkuarvoprobleema
integraalimuotoon ja tdman jalkeen hakea haluttu suure eli ma&ratyn integraalin
yléraja sopivalla yhtalon numeerisella ratkaisumenetelmalla. Numeerinen integrointi
yhdistettyna klassiseen Newtonin yhtalonratkaisumenetelmaan ratkaisee separoituvat
differentiaaliyhtalot perinteisia menetelmid nopeammin erityisesti silloin, kun
Newtonin menetelmén suppeneminen ei ole ongelma. Menetelma ja sen tuloksia on
esitetty tekijan julkaisuissa [9], [20], [21] ja [22]. Se Kkehitettiin alun perin
teollisuuden paloriskianalyysin lammaonsiirto-ongelmiin, mutta sita voi soveltaa muun
muassa kaikkiin niin sanottuihin autonomisiin eli ajasta riippumattomiin fysikaalisiin
probleemiin.  Vaikka tyd yhdistdd vuosisatoja  tunnetut  yksinkertaiset
perusmenetelmét, uutena lopputuloksena esitetd&n helposti opetettava ja ohjelmoitava,
monet probleemat vahdisemmalla tietokoneajalla ratkaiseva algoritmi.



Osana tatd tutkimusta on myds kuvaus numeeristen menetelmien ja
differentiaaliyhtéloiden opettamisesta jo lukioaikanaan teknologia-alalla osa-aikatyot
aloittaville opiskelijoille ja erityisesti téllaiselle ryhmalle opettavien asioiden
tarkastelu vélittomien ty6elamén vaatimusten kannalta. Opetuksen siséltd on valittu
teollisuuden kokemusten perusteella, joihin liittyvat tekijan julkaisut [2,
(toimistokerrostalon osuus)], [14], [23] ja [24] seké raportit [25], [26], [27] ja [28].

Opetuksen sisalto kay ilmi liitteend 1 olevasta differentiaaliyhtaldiden ja
numeeristen menetelmien oppimateriaalista, joka samalla sisaltdd menetelméan
laskentaesimerkkejd ja nopeusvertailuja. Liitteend 2 on osa Oy Perkon julkaisemasta
Lukion laskinoppi —opetusmonisteesta [22], jota on my0s kaytetty oppimateriaalina
seka Paivolassa ettda Helsingin matematiikkalukiossa. Liite 3 sisaltdd opitun arviointiin
kaytetyn MCM/ICM —kilpailun tuloskoosteen.
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1. Johdanto

Taman lisensiaatintutkimuksen tavoitteena on esitelld laskimiin sopiva ja my0s
perinteisid numeerisia ratkaisumenetelmid nopeampi menetelméd separoituvien
differentiaaliyhtéloiden ratkaisemiseksi ja kuvata lyhyesti Paivolan
matematiikkalinjan differentiaaliyhtaldiden ja numeeristen menetelmien opetuksen
tavoitteita.

Koska  opiskelijoiden  perustyokaluna  kdyttdmat  laskimet  sisaltavat
valmistoimintona numeerisen integroinnin, tétd toimintoa hyddyntavat menetelmét
piti selvittdd ja kehittdd niitd edelleen. Taman tutkimuksen matemaattisen osan
sisaltonad on laskinten tehokkaan soveltamisen pohjalta kehitetty differentiaaliyhtélon
numeerinen ratkaisumenetelmd ja sen vertailu perinteisiin tapoihin ratkaista
differentiaaliyhtaloitd. Tutkimusmenetelmana oli kehitetyn numeeriseen integrointiin
perustuvan menetelmén vertailu muihin differentiaaliyhtdldiden numeerisiin
ratkaisumenetelmiin sek& teoreettisesti ettd tietokoneelle ohjelmoitujen algoritmien
laskenta-aikoja vertailemalla.

Tybn opetuksellisen osan pohjimmaisena taustana ovat paloteknisen
insindoritoimistoni  Turvallisuusarviointi  TA  Oy:n  aikana  havaitsemani
osaamistarpeet. Sitd taydentdd Pdaivolan kansanopiston matematiikkalinjan ja
Helsingin matematiikkalukion opetussuunnitelman ja kurssien suunnittelu, jonka
yhteydessé pohdittiin, mit4d valittomasti informaatioteknologia-alan tyfeldmaan ja
toisaalta yliopistollisiin  opintoihin  suuntautuvalle opiskelijalle pitdd opettaa
numeerisista menetelmista ja differentiaaliyhtéldista.

Koska kumpikin oppilaitos on matematiikkaan suuntautunut, valtakunnalliset
lukion opetussuunnitelman perusteet eivét liian suppeina kelpaa opetussuunnitelman
pohjaksi. Toisaalta monien yliopistokurssien sisaltd ja erityisesti esitietovaatimukset
sekd oppimateriaali eivat kelpaa sellaisenaan juuri peruskoulunsa pééattaneiden
opintojen pohjaksi.

Siten tutkimusongelmaksi muotoutui, mitd pitd4d opettaa matematiikkaan
suuntautuneille nuorille, kun reunaehtoina ovat kdytossa oleva aika, opiskelijoiden
rajalliset lahtotiedot, k&ytdssé olevat tietotekniset tyokalut ja ty6eldamén ja jatko-
opintojen tavoitteet.

Opettavien asioiden valinnan osalta keskitytdan erilaisiin teollisiin havaintoihin

l&hinnd palotekniikasta, jossa on viime vuosikymmenind kehitetty ja otettu kayttoon
lukuisia numeerisia laskentamalleja. Opetuksen tavoitteiden rajoituksia ja
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mahdollisuuksia kadytossd olevan ajan puitteissa vahvistavat opetuksesta tehdyt
havainnot sekd Paivolan Kansanopiston matematiikkalinjalla ettd Helsingin
matematiikkalukiossa.

Opetuksen kéaytannon toteutusta ja opetukseen valitun aineksen soveltuvuutta

muihin kouluihin ja muille oppilaille ei arvioida osana tatd tutkimusta, vaan se
jatetddn omat oppilaansa tuntevan ammattitaitoisen opettajan harkittavaksi.
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2. Integroimalla ratkeavista
differentiaaliyhtaldista

2.1 Johdanto

Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtéldiden ratkaisun tarkastelussa keskitytédén
separoituviin differentiaaliyhtaléihin ja lineaariseen differentiaaliyhtal6on, koska ne
ratkeavat integroimalla. Integroimalla ratkeavien differentiaaliyhtaléiden numeeriset
tarkastelut tukevat analyyttisten menetelmien oppimista ja ovat teollisesti
mielenkiintoisia. Niiden késittelyn kiinnostavuutta lis&é se, ett4d ne ovat numeerisesti
ratkaistavissa seka halvoin laskimin ettd itse ohjelmoiduin ratkaisualgoritmein.

Separoituville differentiaaliyhtaloille esitetddn  Newtonin  menetelmén ja
numeerisen integroinnin yhdistava ratkaisualgoritmi, joka on sekd helposti
ohjelmoitavissa laskimiin ettd yleenséd nopeampi kuin verrokkina kaytetty Rungen-
Kuttan menetelmd. Nopeusvertailut on esitelty liitteen 1 kolmannessa luvussa ja
ohjelmakoodit ovat alaliitteind A1-A4.

Ensimmadisen kertaluvun lineaariselle yhtalélle tunnetaan yleisesti analyyttinen
integrointeihin perustuva ratkaisu, jonka numeerinen ratkaisu on esitetty mm. liitteen
1 luvussa 3.3 ja ohjelmakoodina alaliitteessa A5. Nopeusvertailujen valossa suora
integrointi on tassakin kayttokelpoinen ratkaisu. Himmaéstyttavaa kylla sitd ei opeteta
edes analyyttisend ratkaisumenetelménd suomalaisen lukion differentiaaliyhtaloita
kasittelevissa oppikirjoissa [11], [12], [13], [32] ja [33].

Toisen kertaluvun yhtél6iden osalta tarkastellaan joitakin erikoistapauksia, mutta

niissa ei yleisesti saavuteta yhtd selkedd nopeusetua kuin ensimmadisen kertaluvun
differentiaaliyhtéléiden numeerisessa ratkaisemisessa.
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2.2 Separoituva yhtélo

2.2.1 Analyyttinen ratkaisu

Vaikka separoituvan yhtalon ratkaisu on ennestdén hyvin tunnettu, se esitetddn tassa
johdantona numeeriselle menetelmalle. Tutkitaan separoituvaa differentiaaliyhtaléa
muodossa

(1) T_f()

Jos g(yg) = 0, yhtdlo (1) ei ole méaritelty. Jos differentiaaliyhtdld on kirjoitettu
muodossa, jossa g(yy) el ole nimittajand, yhtalolla on téssa tapauksessa vain
vakioratkaisu y = yy. Jos g(y) saavuttaa laskennan aikana arvon nolla, yhtalon
ratkaisukdyrd on saavuttanut vakiona pysyvan “tasapainoarvon”. Tarkastelussa
rajoitutaan tdmén vuoksi vain niihin tapauksiin, joissa g(y)+0.

Integroimalla saadaan

@ |2 “gd;i [ £

Tassa kaytetdan integroinnin sijoitusmenetelmad, joka antaa mahdollisuuden muuttaa
integrointi x:n suhteen integroinniksi y:n suhteen, eli padstadn muotoon

w)f i Ll

Jos integrointi onnistuu, ja funktio » saadaan ratkaistuksi, tuloksena on
differentiaaliyhtalon (1) toteuttava funktio y. Integroinnin yhteydessa on huomattava
integrointivakion C lisddminen ja se, ettd tarkastelu rajoittuu x-y -tason alueisiin,

joissa g(v)#O0.

Tassé tyossa tarkastellaan alkuarvo-ongelmia, joiden integrointiin voidaan kayttaa
madrattyd integraalia. Olkoon alkuarvoprobleeman ratkaiseva funktio ¢. Té&ll6in
tunnetun alkupisteen (xs, ¢(xy) kautta kulkeva ratkaisukdyra (x, ¢(x)) toteuttaa
yhtélon

o(x)

(4) —jf@wé
@(Xo) ( )
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Jos molemmat integraalit saadaan ratkaistuiksi analyyttisesti ja tastd tuloksesta ¢(x)
(tai x) ratkaistuksi joko yleisessd muodossa tai annetuilla numeerisilla arvoilla,
alkuarvoprobleemaa voidaan pitéda sovellusten kannalta ratkaistuna. Jos integrointi ei
onnistu analyyttisesti, se tehddan numeerisesti. Siten yhtalén (4) esittdmd muoto
separoituvan differentiaaliyhtalon ratkaisuksi on t&ssa tydssa tehtdvien numeeristen
tarkastelujen lahtokohtana. Numeerisessa integroinnissa kadytetddn  Gaussin
integrointia seka liitteen 1 oppimateriaalissa etta liitteen 2 esimerkkilaskimessa.

2.2.2 Numeerinen ratkaisu

2.2.2.1 Perusratkaisu separoituvalle yhtdilélle

Tutkitaan tilannetta, jossa on annettu funktiot f(x) ja g(y) seka alkuarvot x, = a ja y(a)
= b sekd Kkiinted x. Edelleen ¢(x) differentiaaliyhtalon alkuarvoprobleeman
ratkaisufunktion arvo kohdassa x, ja oletetaan, ettd differentiaaliyhtalolld on olemassa
yksikasitteinen ratkaisu. Johdetaan numeerinen ratkaisumenetelmd, joka kayttaa
hyvaksi opiskelijoiden kaytdssé uusien laskimien my6td olevaa numeerista
integrointia. Koska ratkaisu perustuu funktion nollakohdan maéaéarittamiseen,
muokataan yhtalon (4) perusteella kahden muuttujan funktio

6)R&y)=I§%%—jf@ﬁM-

Kun x on annettu kiinte& luku, R(x,y) voidaan tulkita yhden muuttujan funktioksi R(y),
jonka nollakohta y* on differentiaaliyhtédlon toteuttavan funktion arvo ¢(x). Siten
differentiaaliyhtélon ratkaisufunktion ¢ arvo ¢(x) saadaan yhden muuttujan funktion
R nollakohdasta. Ratkaistaan nollakohta Newtonin menetelméll&

R(y,)

6) Vin =V _R'(y,-) .

Sievennetdan tulosta kayttamalla tietoa, ettd annetulla kiintedlld x tarvittava
derivaattafunktio

M R6= 50y

Sijoitetaan Newtonin iterointikaavaan (6) osoittajaksi kaavasta 5 saatava R(y) ja
nimittdjaksi R’(y). Tuloksena on Newtonin iterointikaava
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Vi

I o jf(e‘)df .

@) yia =yt ¥ = ( j J £(£)dé)-2(,).

Tuloksena saadaan lukujono y;, joka Newtonin iteroinnin supetessa lahestyy haluttua
alkuarvo-ongelman ratkaisufunktion ¢ arvoa ¢(x).

Perusratkaisuna saatu iterointikaava (8) on sellaisenaan kéytettavissa laskimiin ja
helposti ohjelmoitavissa taulukkolaskentaohjelmistoon.

Ratkaisun tarkkuuden osoittaminen perustuu funktion R(y) ominaisuuksiin. R(y)
on integraalina jatkuva ja voi siten vaihtaa merkkia vain, jos valissa on nollakohta.
Olkoon integroinnin virheen yléraja e. Tallgin ratkaisu y on valilla [y;,y], kun kaikilla
virheen e arvoilla tulo [R(y;,) #e] - [R(yv2) # e] < 0. Esimerkki tehtdvan ratkaisusta
perusmenetelméalld kayttden laskinta on liitteen 2 sivullal8 .

Tehtévan ratkaisu on samanlainen, ratkaistiinpa annetulle x —arvolle funktion ¢(x)
—arvoa vai annetulle funktion ¢ arvolle ¢(x) sitd vastaavaa muuttujan X arvoa.
Molemmat johtavat samanlaiseen kahdesta madratysta integraalista muodostuvaan
ratkaisuun.

2.2.2.2. Ratkaisun suppeneminen

Tarkastellaan menetelmédn suppenemista. Funktion £ nollakohdan maarittamiseen
Newtonin iteroinnilla tunnetaan yleisesti suppenemisehto [1, 5.106]

e
® [y

<L<1

Sijoitetaan kaavaan (9) funktion f'paikalle R(y). Tuloksena saadaan

(10) | ( j j £(£)dé)-g'(y) < L<1.

Suppenemisehto on tulo, jonka ensimmadinen tekija eli integraalien erotus kuvaa
Newtonin iteroinnin alkuarvauksen hyvyytté ja toinen on selkedsti funktiokohtainen.
Ongelmallisiksi muodostuvat kaavan 10 perusteella tilanteet, joissa g’ on suuri.
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Esimerkkina suppenemistarkasteluun tarkastellaan yksinkertaista
differentiaaliyhtaléa y’ =y, y(0 ) = 1, kun ratkaistavana arvo y(x) annetulle x > 0.
Nyt ¢’(y) = 1 ja suppeneminen riippuu vain integraalien erotuksesta, joka on t&ssa
tapauksessa

(11)] In(y) - x | < 1.

Tuloksesta nahdaan menetelmén suppeneminen ainakin, kun e < y(x) < e*!. Koska
ratkaisu on y = e*, menetelméa suppenee kohti ratkaisua mielekkailla alkuarvoilla.

Kaikissa tilanteissa Newtonin iterointi ei suppene. Laskimen numeerista
integrointia  kaytettdessd suppenemisongelmaa voidaan pienentdd kayttamalla
vaimennettua Newtonin menetelméé tai parantamalla alkuarvausta analyyttisin tai
heuristisin menetelmin.

Toinen suppenemisongelma liittyy laskentaan liukuluvuilla. Kaavassa (8)
esiintyva integraalien erotus on ongelmalahde, koska kahden likimain yhtd suuren
suureen erotus vahentda merkitsevien numeroiden maarad. (vrt. liite 1, 1.luku). Siten
integraalien aéretonta lahestyvilla arvoilla menetelma on numeerisesti vaikeuksissa
tavalla, jonka kiertaminen on vaikeaa. Vaikka tama ei ole merkittavasti tullut esille
sovelluksissa, sitd on pidettava yhtend menetelman selvista heikkouksista.

2.2.2.3. Ohjelmoitava, parannettu ratkaisu

Edellisen menetelmén nopeuttamiseksi ja mahdollisten suppenemisongelmien vuoksi
menetelmaa on kehitetty edelleen.

Laskimella toteutettu perusratkaisu siséltdd integroinnin joka askeleella
alkuarvosta ratkaisuehdotukseen. Siten sama integrointivali tulee lasketuksi useita
kertoja, ja tdmén vuoksi integroinnin nopeutta voidaan lisatd kayttdmalla hyvaksi
tunnettua maaratyn integraalin kaavaa

X

LdE P dE b odE
4 !g(f) B I g(&) +I g&)’

Tallgin laskennan kestéessa tallennetaan edellisen integraalin tulos, ja uuden
iterointiaskeleen integrointi aloitetaan edellisen askeleen integroinnin loppupisteesta.

Koska integroinnin numeerinen tarkkuus riippuu integrointiaskeleen pituudesta,
madritetadédn aluksi integroinnin tarkkuuden edellyttdma askelpituus.

Kun integroinnin askelpituus on tunnettu, seuraavaksi arvoksi y; iteroinnissa
valitaan joko Newtonin menetelmédn edellyttdma arvo tai integrointiaskeleen
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maarddma arvo, jos Newtonin menetelmdn perusteella integroinnin askelpituus on
lilan suuri.

Menetelma ratkaisee ensimmaisen nopeusongelman: samaa integrointivalia ei
lasketa numeerisesti useita kertoja, kun numeerinen integrointi etenee kohti ratkaisua
integrointiaskeleittain.

Suppenemisongelma ratkeaa kaytdnndssa myods talla menetelmalld, koska
integroinnin edetessa askeleittain Newtonin menetelmdd kaytetddn vasta ratkaisun
loppuvaiheessa, kun arvo y; on lahelld ratkaisua ja siten suppenemisehdon toisena
tekijand oleva integraalien erotus on pieni. Puutteeksi jaa edelld mainittu liukulukujen
vahennyslaskusta johtuva ongelma.

Algoritmin tarkka ohjelmakoodi on liitteen 1 alaliitteessd A2. Laht6tiedot:
funktiot f ja g, alkuarvopiste (a,b) ja loppupiste x sek& optiona kayttajan antama
alkuarvo y, Newtonin iterointia varten. Ratkaisualgoritmin vaiheet ovat:

Alkuaskeleen maaritys
Tasapainon tarkastelu
Integrointiaskeleen numeerinen méérittdminen
Toistona seuraava algoritmi:
1. Uuden y-arvon mééritys minimind seuraavista:
a. funktion 1/g(y) numeerinen integrointi ja
Newtonin askel tai sekanttiaskel
b. integrointiaskel
tasapainon ylitysta seuraava puolitusarvo
d. optiona vertailu funktion g(y) nollakohtaan

AN S

o

2. Lukujen tallennus tulostusta varten
5. Tuloksen esittdminen
6. Optiona kuvaajan tulostus

Vaihe 1 perustuu joko kayttajan antamaan alkuarvaukseen y, tai algoritmin
laskemaan alkuarvoon

(13) Yo =b+ [ () -2),

Vaiheena 2 tarkastellaan ylittddko askel “tasapainopistettd” eli kohtaa g(y) = 0. Taméa
tapahtuu karkeasti tutkimalla funktion g(y) merkkia. Merkkitarkastelu ei kuitenkaan
toimi aina, vaan ongelmia esiintyy esimerkiksi tilanteissa, joissa kaikilla y pétee g(y)
> 0. Siten voidaan helposti konstruoida funktioita, joilla menetelma ei toimi, jos
kayttdja ei aseta mielekasté alkuarvoa. Nama funktiot ovat valitettavasti usein vaikeita
my6s muillekin  numeerisille menetelmille kuten Rungen-Kuttan menetelmalle.
Esimerkki téllaisesta on liitteen 1 luvun 3.2.3 esimerkkind 6.
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Integrointiaskel madritellddn Gaussin integraalille, jota pidetddn optimaalisena
polynomisovituksista [41]. Tassa olisi mahdollista k&yttdd myds mité tahansa muuta
integrointimenetelmaa ja sen virhetarkastelua.

Kun alkuvaiheet on saatu tehdyksi, alkaa varsinainen iterointi eli y-akselin
suuntaan integrointi. Valitusta alkuarvosta lasketaan seuraava alkuarvo Newtonin
menetelmalld. Jos néin saatu uusi y:n arvo poikkeaa edellisesta y:n arvosta enemman
kuin integroinnin tarkkuus antaa myoten, askel lyhennetdan integrointiaskeleen
mittaiseksi. Jos tdma askel ylittdd funktion g(y) nollakohdan, askelta lyhennet&én
kunnes nollakohtaa ei ylitetd. N&in saatu uusi y sijoitetaan silmukkaan seuraavan y-
arvon méaarittamiseksi.

Ohjelmaa voidaan nopeuttaa hiukan, jos ennalta tiedetd&n integrointiaskeleita
tarvittavan runsaasti. Tallgin laskenta voi edeté integrointiaskelin kunnes funktio R(y)
vaihtaa merkkia ja siten Newtonin iterointiaskeleen kuluttama aika jaa pois. Taman
jalkeen Newtonin iteroinnin alkuarvo ratkaistaan sekanttimenetelmalla kahden
viimeisen arvon vélistd, ja tulos saadaan yleensa yhdell& jatkoaskeleella.

2.2.2.4 Vertailu perinteisiin menetelmiin

Menetelmélla voidaan ratkaista numeerisesti differentiaaliyhtalot kayttamaélla
laskimissa yleisesti olevaa integrointitoimintoa. Siten se laajentaa monien laskimen
kayttoaluetta merkittavasti.

Ohjelmoitava ratkaisu kilpailee muiden ohjelmoitavien ratkaisujen kanssa. Koska
esitetty algoritmi on helposti ohjelmoitavissa (Liite 1 alaliite A2), se on ndilta osin
kilpailukykyinen muiden yleisten ratkaisujen kanssa.

Sekd numeeristen menetelmien ettd insinddritieteistani tuntemani palotekniikan
matemaattisten menetelmien oppi- ja kasikirjat sisdltavat yleensa Eulerin ja Rungen -
Kuttan -menetelmét esim. [10, s.223-225]. Oppikirjoissa esim. [18, s. 947-961 ], [36,
s. 712-751] & [16, s. 486-523] esitetyt muut menetelmat ovat liian vaikeita
opiskelijoiden matemaattisen lahtotason vuoksi tai niiden ohjelmointi on vaikeampaa.

Siten ensisijainen kilpaileva menetelmé& on Rungen — Kuttan menetelmé, joka on
my6s mm. Matlabin [31] valmistoimintona. Kun differentiaaliyhtald ratkaistaan
perinteisesti lahtien muodosta y’ = f{x,y), saadaan derivaatalle arvo, jonka oletetaan
pysyvan vakiona ensimmaisen askeleen ensimmadisen osan ajan. Kun tit4 arvoa
Rungen-Kuttan menetelméssé myohempien arvojen avulla taydennetddn ja
korjaillaan, funktion y arvolle saatavan approksimaation virhe on tunnetusti
verrannollinen askelpituuden neljnteen potenssiin. Numeerisilla
integrointimenetelmilld voidaan helposti paasta suurempiin tarkkuuksiin [1, s.429].
Newtonin menetelm& tarjoaa mahdollisuuden ratkaista integroinnin yléraja, joten
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edelld mainitulla menettelylld saadaan perinteisiin  menetelmiin  verrattuna
Kilpailukykyisia menetelmia separoituville yhtéldille.

Algoritmin tehokkuudella (efficiency) tarkoitetaan menetelmén vaatimaa
tietokoneen muistitilaa tai laskenta-aikaa eli nopeutta [6, s.10]. Muistitilan kayton
osalta sekd Rungen - Kuttan -menetelma ettd esitetty separoituvan yhtélon ratkaisu
eivat ole ongelmallisia, jolloin tehokkuuden ratkaisee laskenta-aika.

Koska esitetty separoituvan differentiaaliyhtdlon ratkaisumenetelmad kayttéa
iteroinnin lopussa Newtonin menetelmdd, jonka suppeneminen vaihtelee eri
alkuarvauksilla, ei teoreettista varmuutta tehokkaamman integrointimenetelman
tarjoamasta suuremmasta nopeudesta voi yleisesti esittaa.

Laskenta-aikaa pitéa siis arvioida tilannekohtaisesti. Tietokoneelle ohjelmoitujen
algoritmien nopeuden ratkaisee viime kadessé sekuntikello, vaikka analyyttisin ja
ennakkolaskentaan perustuvin menetelmin saadaankin arvioita eri algoritmien
potentiaalisesta tehokkuudesta. Numeerisia vertailuja on julkaistu tekijan julkaisuissa
[20] ja [21] ja lisévertailut on esitetty liitteen 1 luvun 3.2.3 esimerkeissd ja
ldhdekoodit liitteen 1 alaliitteind A1-A6.

Tuloksena voidaan todeta, ettd esitetty numeeriseen integrointiin perustuva
menetelma on tehokkaampi, koska perinteinen menetelma vaati moninkertaisen ajan.

2.3. Joitakin toisen kertaluvun differentiaaliyhtaloita

2.3.1 Johdanto

Taman tydn matemaattisen osan painopiste on esitetyissd ensimmaisen kertaluvun
differentiaaliyhtalon ratkaisuissa. Koska integroimalla saadaan ratkottua myds toisen
kertaluvun yhtaloitd, esitetddn ratkaisut joihinkin niista.

Koska toisen kertaluvun differentiaaliyhtaloilla on suurta fysikaalista merkitysté,
niiden opettaminen on mielekasta ja siksi ne kasitellddn myds liitteen 1
oppimateriaalissa, vaikka esimerkkien valossa perinteisiin numeerisiin menetelmiin
verrattuna ei saatu vastaavaa yksikéasitteistda nopeushydtyda kuin ensimmadisen
kertaluvun yhtéloissa. Toisen Kkertaluvun differentiaaliyhtélét voidaan Kirjoittaa
muodossa y”’ = f{y ", y.x).

Tassd tydssa ja sen oppimateriaalina kaytetyssa liitteessd rajoitutaan toisen
kertaluvun  differentiaaliyhtdldissa Rungen -  Kuttan  menetelmdén ja
differentiaaliyhtéal6ihin, joiden ratkaisu voidaan helposti kirjoittaa integraalimuodossa.
Ratkaisutapa  esitetddn  lyhyesti  kuhunkin  alkuarvo-ongelmaan erikseen.
Tarkasteltavissa toisen kertaluvun differentiaaliyhtéloissé alkutilasuureita on kolme:
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a, y(a)=b ja y’(a)=c ja annettuna yhden niistd lopputila, yleensa Kkiinted x.
Ratkaistavaksi jaa kaksi muuta, yleensa arvot y(x) ja y ’'(x).

Tasséd luvussa tarkasteltavat differentiaaliyhtdlét voidaan ryhmitellda kahteen
0saan:

A Tapaukset, joissa friippuu vain yhdesta argumentista:

yU=fm, v =) ja y =1y

B Separoituvat parit, joissa funktio f'voidaan esittaa tulona:
y'=g(v) -h(y)jay’ =g’ -hx).

Tuloa y*” = g(y) - h(x) ei kasitelld, koska sitd el yleensd saa muotoon, jossa ratkaisu
voitaisiin tehdd numeerisilla integroinneilla.

2.3.2 Yhden argumentin tapaukset

2.3.2.1 Yhtiloy” = f(x)

Tehtdvan  ratkaisu ~ on  suoraviivainen kaksoisintegraali.  Tarkastellaan
differentiaaliyhtaléa y’'= f{x) alkuarvoilla y(a) = b ja y’(a) = c. Olkoon tdman
alkuarvo-ongelman ratkaisuna y = ¢(x) ja annettuna muuttujalle loppuarvo x.

Kysytdédn arvoja ¢(x) ja ¢’(x). Annetulle arvolle x saadaan sitd vastaava funktion arvo
@’(x) suoraan integroimalla funktio f, ja tuloksena saadaan

14)¢ ) —c= [ FE)de
Lopputulos edellyttdd kaksoisintegraalin
x x &
(15) p(x) = [ ¢'(&)d& = [ (| £ n)dn + )&

laskemista.

Esimerkki kaksoisintegraalin numeerisesta ratkaisuohjelmasta on liitteen 1
alaliitteend A9. Jos funktioiden arvot ¢(x) tai ¢’(x) on annettu, vastaava x voidaan
iteroida esimerkiksi Newtonin menetelmélld kuten ensimmaéisen kertaluvun
separoituvassa yhtalossé.
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2.3.2.2 Ratkaisu yhtdlolle y’” = f(y’)

Tarkastellaan differentiaaliyhtalod y "’= f{y’) alkuarvoilla y(a) = b ja y’(a) = c. Olkoon
tdman alkuarvoprobleeman ratkaisuna y = ¢(x) ja annettuna muuttujalle loppuarvo x.
Kysytddn arvoja ¢(x) ja ¢’(x). Differentiaaliyhtdld on derivaatan y’ suhteen
separoituva, eli siitd saadaan suoraan integraalimuodossa oleva ratkaisu

*W@%:Tji_

W@y ) T T

Téast4 ratkeaa ¢’(x), jonka integraali on suoraan ¢(x).

Numeerisen ratkaisun perusaskel muodostuu funktion ¢’ arvojen méaéarityksesta
Gaussin integroinnin edellyttdmissd pisteissa Xx;, jotka saadaan numeerisesti
esimerkiksi separoituvan yhtalon ratkaisumenetelmélld; tuloksena arvot ¢’(x;). Tdman
jalkeen arvo ¢(x) ratkeaa suoraan integroimalla ¢’. Tarvittaessa integrointiaskeleita
otetaan useita halutun tarkkuuden saavuttamiseksi arvolle ¢(x).  Tilanne on
erikoistapaus tilanteesta y’’ = f(y’) f(x).

Ratkaisualgoritmi liitteen 1 alaliitteend A9.

2.3.2.3 Yhtilo y'’ = f(y)

Yhtalon yksi analyyttinen ratkaisu lahtee liikkeelle siitd, ettd yhtalén molemmat
puolet kerrotaan funktiolla y’. Erikseen pitéa tarkastella ratkaisut, joissa missé tahansa
vaiheessa ratkaisua y’(x) = 0. Yhtalo

ANy &) y'&) = fyx) y'(x)

voidaan integroida puolittain, jolloin alkuarvoprobleeman ratkaisufunktiolle y = ¢(x)
saadaan

(18) [ ¢ ()0 () = [ f( @)@ (e

Muuttujan vaihdon do’ = ¢ ’dx ja dp = ¢ dx tuloksena saadaan

o(x)

(19)3¢' ()" =1c* = [ fn)dn.
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Yhtélosta ratkeaa ¢ '(x) ja tulos

p(x)

(20) ¢'(x) = ich +2 [ fm)dn

on separoituva differentiaaliyhtal®. Siten tulos y*=¢(x) saadaan suoraan numeerisesta
ratkaisusta yhtalélle

(21)]- d": =x—a.
’ i\/cz +2[ f(n)dn

Taman yhtalon erikoistapauksia voidaan ratkaista kuhunkin tilanteeseen raataloidyilla
ohjelmilla, mutta yleisen perinteisia ratkaisutapoja nopeamman ratkaisumenetelman
ohjelmointi on haastavaa, koska se edellyttdd esimerkiksi funktion derivaatan
merkkitarkastelua ongelmakohdan ¢’ = 0 Kkasittelyssd. Talloin ratkaisu pitéa
viipaloida” osiin, joissa ¢ = 0, ja kussakin palassa valita ¢ :n alkuarvon mukainen
merkki. Jos ¢’ on nolla, integroinnin merkki voidaan paatelld ¢ ’":n avulla. Jos ¢’ on
positiivinen, ¢’ on nollakohdan jalkeen positiivinen ja jos negatiivinen, niin
negatiivinen. Jos ¢’ =0 ja ¢’ = 0, kyseessé on tasapainopiste.

Esimerkki ratkaisusta liitteessa 1, luku 4 esimerkit 1 ja 2 ja ratkaisun tekevé
ohjelmakoodi alaliitteena AS8.

2.3.3 Tapaukset y"’ = f{*) g(*)

2.3.3.1 Yhtdlo y''= g(v)) f(x)

Tilanteessa ratkaisufunktio ¢ on funktion ¢’ suhteen separoituva differentiaaliyhtélo,
jonka ratkaisu on

X " o'(x) X
22) [£7C)E _ " dn [ p(e)ae |
( )l g(9'(£)) I g(m) I

Separoituvissa yhtéldissdé aiemman valossa numeeriseen integrointiin perustuva
algoritmi on nopeampi, joten tastd yhtdlostd saadaan joko analyyttisesti tai
numeerisesti tuloksena parit x ja ¢ ’(x). Ndista edelleen saadaan suoraan numeerisella
integroinnilla ¢(x). Siten numeerinen ratkaisu tapahtuu kaksoisintegraalin avulla.
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2.3.3.2 Ratkaisumenetelmd yhtdlolle y’” = g(v’) - f(y)

Ratkaisu muistuttaa aiempia, koska siina yhtélo kirjoitetaan muotoon

(23) j AL f If(co)codcf

Tama sievenee kahdeksi integraaliksi, joista saadaan ratkaistuksi funktion ¢’ lauseke
y:n funktiona esimerkiksi separoituvan yhtalon numeerisella menetelmélla

#'(x) p(x)

@ [ ’7"’7 = [ran

Olkoon ratkaistu ¢’(x) = G(p(x)). Siten alkuperdisen yhtalon ratkaisu saadaan
yhtéalosta

»(x)
(25) '[ % =x—a.

>

Tamaé yhtélo voidaan ratkaista numeeriseen integrointiin perustuvalla algoritmilla,
jossa perusaskeleena ratkaistaan funktio ¢’ funktion ¢ suhteen esim. Gaussin
integroinnin edellyttdmissa integrointipisteissg, ja tdmén jalkeen ratkaistaan suoraan
uusi integraali numeerisesti. Seuraava iteroinnin arvo voidaan ratkaista jalleen
Newtonin menetelmalla tai edetd integrointiaskelia, kunnes erotus x - a on saavutettu.
Taman jalkeen tarkka ratkaisu saadaan esimerkiksi sekanttimenetelmalla.

2.3.4 Yhteenveto toisen kertaluvun menetelmien kdsittelystd

Kokonaisuutena toisen kertaluvun differentiaaliyhtaloiden numeeriseen ratkaisuun ei
ole esitettavissa mitdan selkedsti perinteisid menetelmid parempaa uutta algoritmia.
Esitettyjen integrointiin perustuvien menetelmien rajoitusten osoittajana ne kuitenkin
puoltavat paikkaansa myds osana taté tutkimusta.
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3. Differentiaaliyhtaloiden ratkaisemisen
opettamisesta

3.1. Opetuksen tavoitteen asettelu

3.1.1 Teollisuuden vaatimukset

3.1.1.1 Johdanto

Omat kokemukseni tyOnantajana ja palofysikaalisten laskelmien teettdjand antavat
selkedn kasityksen numeriikan osaamistarpeesta insingoritoimiston nakokulmasta.
Siten opetussuunnitelman sisélté perustuu omakohtaisesti tunnistettuun teolliseen
tarpeeseen. Tama esitys noudattaa padosin liitteen 1 oppimateriaalin asiajarjestysté ja
kuvaa kuhunkin opetettavaan asiaan liittyvia insinééritoiminnassa tehtyja havaintoja.

Paloinsindorikoulutuksesta on tehty kansanvélinen selvitys [30]. Selvityksen
mukaan osattavia tausta-asioita olivat muun muassa virtausmekaniikkaa, aineen- ja
lammonsiirtoa, termodynamiikkaa ja rakenteiden mekaniikkaa. Varsinaiset
palotekniikan oppisisallét kattaisivat palon perusteet, huonepalon dynamiikan,
aktiivisen palontorjunnan, passiivisen palontorjunnan ja ihmisten toiminnan
tulipaloissa. Naistd kaikki edellyttavat differentiaaliyhtdldiden ratkaisua lukuun
ottamatta palontorjunnan teknisten laitteiden yksityiskohtia.

Akateemisen paloinsindorin opintovaatimukset kertovat tulevista tyotehtévista
insindoritoimistoympéristossa. Yrittdjan kannalta katsottuna téihin tulevan opiskelijan
el tarvitse ymmartdd kunkin laskentatilanteen syvéllistd fysikaalista taustaa, vaan
esimerkiksi osata ohjelmoida annettu laskutapa numeerisesti virheettomasti ja
riittdvan nopealla algoritmilla, osata tehdd simulointiohjelmalla sarja ajoja eri
lahtdtietoarvoilla ja kasitelld tulokset, sekd sovittaa ja syo6ttdd kokeellinen data
halutussa muodossa laskentamalliin.

Differentiaaliyhtaldiden analyyttisissd ratkaisumenetelmissd joudutaan usein
tekemdan sijoituksia ja valitsemaan sopivia apumuuttujia, jotta tehtéva
yksinkertaistuisi joko analyyttisen ratkaisun l0ytdmiseksi tai laskennallisesti
paremman kaavan saamiseksi. Pdivolan ja Helsingin matematiikkalukion opiskelijat
voivat kayttdd apuna omien taitojensa lisési myds symbolisesti laskevia ohjelmistoja,
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jotka mahdollistavat tehtdvien teknisen sieventdmisen moniin eri muotoihin. Siten
mahdolliset analyyttiset integroinnit ovat ratkaistavissa ja numeerisen ratkaisun
ohjelmointitaito on korostuu: nopea ratkaisu pitdd voida valita monista saman
tehtdvan eri esitystavoista. Kokemusteni perusteella edelleen kaiken perustana ovat
yhtél6jen analyyttisen kasittelyn harjoittelun yhteydessd syntyneet mielikuvat ja
perustaidot. Kun ne yhdistetddn matemaattisten ohjelmistojen mahdollisuuksiin,
nuoret ohjelmointitaitoiset opiskelijat pystyvat teollisten ongelmien monipuolisiin
tarkasteluihin.

Vaikka opettavia asioita perusteleva esimerkkiaineisto on ensisijaisesti palo- ja
turvallisuusteknistd, keskustelut mm. Nokian tutkimuslaitoksessa (NRC Toijala)
tyoskentelevien opiskelijoiden esimiesten Matti Karlssonin (1997-2000) ja Kari
Lahdensuon (2001-) kanssa eivdt ole osoittaneet ristiriitaa valittujen numeerisia
menetelmid koskevien esimerkkien kanssa.

3.1.1.2 Perusasioista

Liitteen 1 oppimateriaalin ensimméinen luku kasittelee liukulukuesitysta ja
laskutoimitusten virhettd. Laskinten ja tietokoneiden laskennan kannalta merkittavaa
on tuntea kaytetty lukujérjestelmé eli liukulukuesitys ja sen rajoitukset. Esimerkiksi
ohjelmoinnissa ei lopetusehtona useinkaan voi kayttdd yhtasuuruutta nollan kanssa,
koska liukuluvut eivat vélttdmattd saavuta nollaa, vaikka analyyttinen ratkaisu
sellaisen vaikutelman antaisikin. Laskukaavojen jarkevéan ohjelmointiin riittda
liukulukujen perusteiden tuntemus, joten mm. lahell& nollaa olevien epéstandardien
lukujen késittely on rajattu pois.

Laskinta kaytetddn sekd jatkuvasti osana matematiikan ja fysiikan opintoja etta
myos ajoittain  tyotehtdvissd. Siten sen toiminnan ymmartdmiseen ja siten
lukuesitykseen panostaminen on mielekadstd ja tarkedd sovellusten kannalta.
Havaintojeni mukaan juuri kukaan oppilaista ei tiedosta laskimen laskevan oleellisesti
ottaen kaiken likimaaraisilla luvuilla, vaan esimerkiksi laskimessa nakyvéaa lukua 1/5
= 0,2 pidetddn tarkkana, vaikka sen liukulukuesitys on likimain yhtd vaara kuin
ruudulla  kymmennumeroisena desimaalina nakyvan luvun 1/3 = 0,333...
liukulukuesitys. Siten laskenta kaksijarjestelman luvuilla on syytd tiedostaa ja
kaksijarjestelman opettaminen on luonnollista heti numeriikan opetuksen alussa.
Koska laskenta tapahtuu suoraan bindariluvuilla, pois on jatetty algoritmit (mm.
Hornerin kaava), joilla ihmiset voivat nopeasti muuttaa kymmenjarjestelmén lukuja
bin&ariluvuiksi tai painvastoin.

Esimerkkind laskutoimitusten numeerisesta merkityksesta toimivat toisen asteen
yhtélot (liite 1, s.68 ja liite 2 luku ”Toisen asteen yhtdld ja laskimen
laskentatarkkuus). Numeerisesti oikein muotoiltua ratkaisukaavaa edellyttavia toisen
asteen yhtéloitda on esiintynyt mm. sensorien havaitsemisanalyyseissd, joissa
antennikorkeus ja maan s&de ovat merkittavasti eri suuruusluokkaa. Taéma tuli esille
mm. raporttia [23] laadittaessa. Myos kemian tasapainolaskuissa voi esiintyd
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samantapaisia tilanteita, kun tasapainoreaktiot tai liukoisuustulo johtavat toisen asteen
yhtaloon.

3.1.1.3 Yhtdlon ratkaisu

Yhtalon ratkaiseminen lienee itsestddn selvd osa mitd moninaisimpien sovellusten
kasittelyd. Koska yksittdisen yhtalon ratkaiseminen onnistuu helposti muun muassa
laskimen kuvaajanpiirtotoiminnolla tai laskimen valmistoiminnoilla eli niin sanotulla
’solverilla”, laskennan tarkkuudesta ja vastauksen oikeellisuuden osoittamisesta on
tullut entista merkittdvampéd. Kéytdnnossa tdmé edellyttdd yhtdlon muuttamista
funktioksi ja funktioiden ominaisuuksien perusteella tehtévaa tarkastelua.

Laskimien valmistoiminnot kayttdvat Newtonin menetelmaa [37] [4] [40], minka
vuoksi sen tunteminen helpottaa ratkaisua ja selittda eri alkuarvoilla saatavat erilaiset
tulokset. Tarkeimmat ratkaisumenetelmét taytyy myds tuntea, jos opiskelijalla
halutaan olevan minkaanlaisia kykyja kirjoittaa ratkaisuohjelmia eri matemaattisiin
ongelmiin. Samoin differentiaaliyhtdléiden numeerisessa ratkaisussa tarvittavia
menetelmid pohjustetaan Newtonin menetelmalld, ja kiintopistemenetelman
suppenemistarkastelu opettaa eri menetelmien hyvyydestd. Koska Newton ja
kiintopistemenetelma ovat suppenemisen kannalta hankalia, my6s puolitushakua ja
sekanttimenetelmaa tarvitaan useissa kaytannon tilanteissa.

Erityisesti omaa numeerista ohjelmointitaitoa edellyttavid tehtavia esiintyy
todenndkdisyysjakaumien yhteydessd, kun kokeellinen jakaumatieto on osana yhtalon
ratkaisua. Todennakoisyystehtavaan liittyvd numeerinen laskutehtava liittyi mm.
ikkunan kautta leviavén palon tarkasteluun [24]. Seindmén lampenemistarkastelussa
sitd kaytettiin osana laskentaohjelmaa [25].

3.1.1.4 Numeerinen integrointi

Mééaratyt integraalit ovat yleisid fysikaalisissa sovelluksissa. Niiden numeerinen
laskenta on merkittdvdd ja numeerisen integroinnin toiminto on ollut saatavissa
halpoihin laskimiin jo vuodesta 1987 lahtien (Ti-86). Laskentavélineiden kayttamét
yleiset menetelmét ovat Simpson ja Gauss, joten niiden opettaminen on luonnollista.
Pinta-alan arviointiin liittyvat yksinkertaiset menetelmat esitella&n johdantona naihin.
Gaussin integroinnin integrointipisteiden johtaminen tehdddn kolmannen asteen
polynomiin asti ja ohitetaan yleisessa muodossaan.

Adaptiiviset integrointimenetelmét ovat ohjelmoitavuudeltaan selkeésti kiinteda
askellusta tehokkaampia, joten erityisesti niiden opettaminen
virhetarkastelumenetelmiksi on jarkev&d. Adaptiiviset algoritmit tarvitsevat
pohjakseen askelpituuteen perustuvaa virheanalyysid, joka pitdd myods esitelld.
Askelpituuteen liittyvien integroinnin virhekaavojen johtamiseen ei paneuduta
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perusteellisesti, koska adaptiivisten menetelmien virhetarkastelussa oleellista on
menetelman asteluku, eivat yksittdiset kertoimet.

Laskimeen  ei nytkdan  voi luottaa  sellaisenaan. Esimerkkina
sudenkuoppaongelmasta voidaan esittdd mustan kappaleen lampdosateilyn tarkastelu.
Jos sensori havaitsee tietyn aallonpituusalueen, tall4 alueella sateileva energia saadaan
madréttynd integraalina [17]. Koska nanometriluokkaa olevien suureiden integrointi
voi johtaa virheelliseen tulokseen, esimerkiksi Lukion laskinopin Kirjassa (liite 2)
kasitellaan integrointivalin pidentdminen. Samoin liian laaja tarkastelualue voi johtaa
siihen, ettd tarkasteluun ei osu lainkaan nollasta poikkeavia laskentapisteitd. Esitetyn
sensoritekniikkaan liittyvén fysikaalisen esimerkin valossa adaptiivisten menetelmien
puutteiden hallinta on tarpeellista myds laskimen kayton ymmartamiseksi.

Liséksi integroinnin osalta kaytetyt menetelmat pohjustavat
differentiaaliyhtaldiden opetusta.

3.1.1.5 Differentiaaliyhtdloistd

Differentiaaliyhtdlot ovat hyvin vyleisid insindoritieteissd.  Niitd  esiintyy
kinemaattisissa tarkasteluissa, lampdopissa ja yleensd kaikissa jarjestelmissd, missa
suureiden muutokset riippuvat toisistaan. Koska lukuisat fysikaaliset ja teolliset
sovellukset mallinnetaan toisen kertaluvun differentiaaliyht&lding, niidenkin kasittely
on mielekasta ja jarkevéa osana opetusta. Esimerkiksi paloanalyyseissé usein toistuva
tentdvd on arvioida erilaisten kohteiden lampenemistd ajan  funktiona.
Yksinkertaistettu esimerkki on tekijan osuudessa Tammen Pyramidi -sarjan
numeeristen menetelmien oppikirjaan [9] sivuilla 98-99.

Differentiaaliyhtaléiden numeerisista ratkaisumenetelmistd Eulerin menetelma&
kaytetddn johdantona differentiaaliyhtal6ihin. Sen numeerisesta tehottomuudesta
huolimatta sitd kdytetadn teollisissa sovelluksissa [39] ja taistelumalleissa, joissa aika-
askeleittain etenevd mallinnus on itse asiassa probleeman ratkaisua Eulerin
menetelmalla. [14] Asiaa on késitelladn my6s Lauri Kankaan Kirjoittamishetkella
valmistumisvaiheessa olevassa diplomitydssa [15, luku 4].

Eulerin menetelmé&a tehokkaampi Rungen-Kuttan menetelmé on kaytdssa laajalti,
ja muun muassa Matlab —ohjelmisto ja Ti-89 laskin kayttdvat adaptiivista Rungen-
Kuttan menetelmédd differentiaaliyhtdlon ratkaisumenetelmandan. Siten ajassa
etenevien prosessien laskennassa sek& Eulerin ettd Rungen —Kuttan menetelmén
tunteminen on tarkeda.

Valmisohjelmistojen osalta erityisesti laskennan tarkkuuden arviointi integroinnin
tapaan adaptiivisilla laskennan tuloksia hyddyntévilla algoritmeilla on tarkedd, koska
kayttaja voi valmisohjelmia k&yttdessdédn usein itse sditdd vain numeerisia
syottotietoja. Tulosten numeerisen virheen perusteiden ymmaértaminen helpottaa
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esimerkiksi aika-askeleen valintaa, kun aluksi tehdddn kokeiluja kyseisen tilanteen
laskennasta eri aika-askeleilla.

Koska monissa laskimissa ei ole kuitenkaan  valmisohjelmistona
differentiaaliyhtdlon ratkaisuohjelmaa, vaan ainoastaan numeerinen integrointi,
integrointiin perustuvien menetelmien opetus on my6s mielekasta.

Differentiaaliyhtéloiden  opetuksessa  havainnollistamiseen  voi  kayttéa
numeerisesti saatavia ratkaisukayrid. Taman vuoksi numeerisen ratkaisun opettaminen
heti aluksi tukee analyyttisten ratkaisujen opetusta, ja on perusteluna asioiden
jarjestykselle oppimateriaalissa. Koska laskentaohjelmien hyvyytt4 vertaillaan usein
nimenomaan laskennan nopeudella [8], my6s tdmén l&hestymistavan opettaminen on
tarkeda heti alusta alkaen.

Ratkaisujen olemassaolo- ja yksikasitteisyyslause on sek& teoreettisesti ettéd
kaytdannon kannalta merkittdvd. Muun muassa palosimuloinneissa on havaittu
nimenomaan tasapainotilojen ympérilla tapahtuvan vérdhtelyn ja ratkaisukayralta
toiselle hyppdamisen olevan ongelma. Tamé oli havaittavissa Suuren kauppahallin
paloselvityksessa  [26].  Alustavissa laskentatilanteissa  téllainen  hyppays
laskentakdyréltd toiselle johti pahimmillaan lampétilan véardhtelyyn ja lopulta
putoamiseen yli 500 K lampdtilasta alle 200 K kylmyyteen. Tallaiset numeerisesta
’resonanssista” johtuvat tilanteet tulivat usein vastaan, kun aika-askel ja seindman
lampenemisessd kaytetty seindn jaottelu laskennallisiin viipaleisiin eivat olleet
sopusoinnussa. Siten simuloinneissa esiintyi myods aluksi yllattaviltd tuntuneita
ongelmia, kun yhtd suuretta muutettiin: saadussa simulointitulosjoukossa keskell&
oleva ratkaisukéyré saattoi olla jéarjeton, vaikka viereiset toimivat ndenndisesti hyvin.
Syy oli vérahtelyn kaoottinen kayttdytyminen alun perin epésuhdassa olleilla ajan ja
seindpaksuuden lahtdarvoilla, mika tuli esille palotehon joillain arvoilla, mutta ei
kaikilla. [26]

Kanadalaisen Firecam -ohjelmiston [7] evaluoinnin [2] yhteydessda havaittiin
vastaavia ilmiditd, ja ilman virtaus pienissd huoneissa (eteisissd) johti silloisen
ohjelmaversion samanlaiseen tasapainon ylittdmiseen ja vérdhtelyyn, jonka
seurauksena oli vééara tulos.

Ongelmaa  voidaan korjata  aika-askeleen sisdén ohjelmoitavalla
tasapainotarkastelulla. [27] Vaikka tasapainotarkastelu tehtdisiin jokaisella aika-
askeleella, lopputuloksena saatava ohjelmisto voi olla alkuperéistd nopeampi, kun
askelpituutta voidaan vastaavasti kasvattaa ilman tasapainojen ylityksista johtuvia
varéhtelyongelmia”.

Laajojen simulointiohjelmistojen yksityiskohtien késittely ei ole ajankayton
kannalta mahdollista lyhyell& numeriikan perusteiden kurssilla, mutta niiden kriittisen
kayton mahdollistavat perusvalmiudet tulee opettaa. Siten yksinkertaiset
ohjelmistoesimerkit opettavat todellisissa humeerisissa ongelmissa tarvittavia taitoja
ja idean siitd, ettd valmiita ohjelmakoodeja voi tdydentdd tilanteen mukaan muun
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muassa tasapainon huomion ottavilla lisdehdoilla. Tam& osaltaan motivoi
differentiaaliyhtaldiden olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseen tapaisten asioiden
opiskelua.

3.1.1.6 Laskin, taulukkolaskenta, Matlab ja ohjelmointikielet

Jos tavoitteena on ratkaista numeerisia tehtévia siten, ettd tuloksena saatavia arvoja
kéytetddan todellisten teknis-taloudellisten ratkaisujen tekoon ja ilmididen
mallintamiseen, kaytettavat tydkalut ja niiden toiminnan tunteminen ovat keskeisia.

Kaikilla lukiotason opiskelijoilla on funktiolaskin, jonka perustoimintoihin kuuluu
yleensé numeerinen integrointi, ja vain muutamalta matematiikkalinjalaiselta puuttui
ohjelmoitava graafinen laskin. Siten opetuksen l&htokohdaksi voitiin olettaa
mahdollisuus numeeriseen integrointiin ja kdytdnndsséd myos ohjelmointiominaisuus.

Taulukkolaskentaan tehdyilla sovelluspohjilla on samoin laaja kéyttajapiiri, muun
muassa kehittdmani joukon taisteluarvon laskentamalli haluttiin  nimenomaan
taulukkolaskentasovellukseksi. [28] Paivolan opetuksessa taulukkolaskenta oli ATK-
luokan myota kdytossé ja valtaosalla opiskelijoista oli taulukkolaskentaohjelmisto
my6s omilla tietokoneillaan.  Taulukkolaskentaohjelmat ovat vakiintuneet
yleiskéyttoisiksi osiksi “toimisto-ohjelmistopaketteja” ja oppilaat voivat saada niitéd
kaytdnnosséd ilmaiseksi  (esim.  OpenOffice.org). Siten eri  menetelmien
taulukkolaskentaan soveltuvien ratkaisutapojen kuvaaminen on mielekdsta ja muun
muassa dosentti Matti Lehtinen on tehnyt aiheesta opiskelijoiden l&htétason kannalta
mielekkaan oppikirjan [29].

Matlab on matemaattinen laajalti kdytetty ohjelmointikieli, jolla tehtavien ratkaisu
on nopeaa ja helppoa. Silla voi hyvin usein tehd& laskennan “demoversion”, jonka
perusteella lopullinen ohjelmointikielelld tehtdvd ohjelmisto tehd&an. Tasta
esimerkkind on mm. Teknillisen korkeakoulun ja Puolustusvoimien teknillisen
tutkimuslaitoksen voimasuhdeanalyysiprojekti [42]. Pé&ivolan kansanopistolla ja
Helsingin matematiikkalukiolla on Matlab- lisensseja, ja opiskelijoilla on
vastaavanlaisia Octave ja Scilab —ohjelmistoja k&ytossaan. Siten tamén ohjelmiston ja
ohjelmointikielen kayttd esimerkkinda on mahdollista, ja Matlab -tyyppisten
ohjelmistojen laajan teollisen ja yliopistokdyton vuoksi ohjelmiston perustoimintojen
ja ohjelmoitavuuden opetus on muutenkin hyddyllista.

Kurssin opetettavasta materiaalista on rajattu varsinaisilla ohjelmointikielilla
tehtavét esimerkit. Kuitenkin laskimen ohjelmointia pidetd&n suotavana ja halukkaat
voivat kirjoittaa algoritmit haluamallaan ohjelmointikielelld, vaikka oppimateriaali ei
naita asioita késittelek&an.
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3.1.2 Yhteenveto opetettavista asioista

Toteuttamieni teknisluonnontieteellisten ja teollisten projektien perusteella opetuksen
tavoitteena on, etté kurssin jalkeen opiskelijat:

- Osaavat ohjelmoida tuntemansa ratkaisukaavat numeerisesti mielekkéésti.

- Pystyvét ratkaisemaan sovelluksissa esiintyvat yhtélét ja yhtaloryhmat
numeerisesti ja osoittamaan ratkaisun tarkkuuden ja yksikasitteisyyden.

- Pystyvéat ratkaisemaan separoituvat differentiaaliyhtdlot numeerisesti
kaytossdadn olevilla vélineilla (sekd laskimet ettd tietokoneiden
valmisohjelmistot).

- Pystyvat ohjelmoimaan numeeriset ratkaisut ensimmaéisen ja toisen
kertaluvun differentiaaliyhtéldille taulukkolaskennalla, sopivilla
matemaattisilla ohjelmistoilla (Matlab, Scilab tai Octave) ja osaamillaan
varsinaisilla ohjelmointikielilla.

- Tuntevat laskimien eri tehtéviin kdyttdmien numeeristen menetelmien
perusteet, jotta saatuja ratkaisuja voitaisiin kriittisesti arvioida.

- Ymmartavat askelpituuden muutoksen vaikutuksen tuloksiin muun muassa
Eulerin menetelméé soveltavia simulointimalleja kéyttaessaan.

Listasta puuttuvat erittdin tarpeelliset vektoreihin ja matriiseihin liittyvat
numeeriset menetelmat, koska opiskelijoiden lahtotaso ja kdytossa oleva aika rajaavat
ne tarkastelun ulkopuolelle.

Tyoelaman vaatimukset eivat ole mitenk&an ristiriidassa jatko-opintojen
vaatimusten  kanssa.  Jatko-opinnoissa  edellytetddn  suomalaisen  lukion
opetussuunnitelman perusteissa mainittujen asioiden osaamista. Namakin asiat ylla
oleva opetussuunnitelma kattaa, mutta ohjelmointipainotus ja vaatimus Kkyvysté
osoittaa tai arvioida vastauksen oikeellisuus ja tarkkuus korostuu.

Selkeésti jatko-opintoja ja matemaattista ajattelua kehittdvaksi osaksi opintoihin
liitetd&n menetelmien teoreettiset suppenemistarkastelut ja lukujarjestelmien késittely.

Paivolan kesdopintojen tapainen ratkaisu toteutukseltaan ja oppisisalloiltaan
I6ytyy Moskovasta [38], ja siella on ohjelmointia ja numeriikkaa niin ik&an opetettu
matemaattisesti suuntautuneille nuorille. Heidan opetusratkaisunsa ja valitut asiat ovat
hyvin lahelld Paivolaa: ryhmakoko on ollut likimain sama (n. 25), tietotekniikassa on
keskitytty algoritmeihin, analyyttiset ja numeeriset menetelmat kulkevat yhdessa ja
virheen arviointikykya pidetaan tarkeand osana numeriikan opetusta. Eroina voidaan
todeta ohjelmoinnin osalta Paivolan Java —kieli vastaan Moskovan Pascal ja
Paivolalle ominainen lahiverkon kayton opetus sekd matematiikan osalta Paivolan
painotus differentiaaliyhtaloihin. Moskovan mallia ei ole kaytetty Paivolan opetuksen
esikuvana vaan mallit ovat samantapaisia ilmeisesti samankaltaisen ajattelun
tuloksena.
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3.1.3 Oppimateriaalista

Koska oppilaat tulevat suoraan peruskoulusta, oppimateriaalin on oltava
suomenkielistd. Opetuksen kannalta Suomi on pieni maa, ja suomenkielisia
numeriikan oppikirjoja on vahan. Lukiotason analyysin ja numeeristen menetelmien
oppikirjat [11] [12] [13] [32] [33] siséltavat puolisuunnikassd&nnon ja Simpsonin
s&annon, separoituvat differentiaaliyhtalot seké Eulerin ja Rungen-Kuttan menetelmét.
Numeerisen integroinnin kayttdminen separoituvan differentiaaliyhtalon ratkaisussa
on mainittu vain tekijan kirjoittamassa oppimateriaalissa [9] & [22], vaikka se on
ainoa tapa tavallisten laskimien kayttajille.

Yhdessékéaédn ei kasitelld laskimien vuoksi tarvittavaa Gaussin integrointia, eika
niissa kasitelld integroinnin virheanalyysia, joka perustuu eri jakovaleilla saatuihin
likiarvoihin. Tamé& virheanalyysi on helposti ohjelmoitava ja siksi ensisijainen. [19]
Se on myo6s tunnettava laskimien sudenkuoppien tunnistamiseksi. Kuriositeettina
mainittakoon, ettd ko. virheanalyysi ei vielé esiintynyt Kreyzigin Kirjan kuudennessa
painoksessa vuodelta 1988 [19b], mutta se ké&sitelld&dn kahdeksannessa painoksessa
vuodelta 1999 [19].

Lukion opetussuunnitelman perusteet 1994 [34] jattdd opettaviin asioihin
huomattavan vapauden, kun matematiikan syventdvat opinnot kohdassa todetaan:

”Pitkassd matematiikassa kursseja voidaan suunnitella seuraavista aihepiireista:

numeeriset menetelmat, joka toteutetaan laskinten ja tietokoneiden avulla ja jossa
tutustutaan  ratkaisualgoritmeihin ~ ja  likim&ardismenetelmiin  yhtéldiden ja
yhtaléryhmien ratkaisussa seké differentiaali- ja integraalilaskennassa. ”

Vuoden 2005 elokuussa voimaan tulevissa opetussuunnitelman perusteissa
differentiaaliyhtéldita ei ole. [35] Siten opetusta ei voi perustaa suoraan suomalaisiin
opetussuunnitelmiin tai mihink&an valmiiseen suomalaiseen oppimateriaaliin, vaan on
paadytty liitteen 1 materiaaliin, jota muu materiaali (mm. liite 2) tdydentaa.

3.2 Opetuksen kuvaus

3.2.1 Pdivoldn kansanopiston matematiikkalinjan kesdlukukausi

Paivolan kansanopiston matematiikkalinjan kesdlukukauden opinnot on suunnattu
ensisijaisesti  juuri  peruskoulunsa péaéattaneille ja ne Kkestavat kahdeksan
kalenteriviikkoa, jotka on rytmitetty kahden viikon jaksoihin: seitsenpdivainen viikko
koulua, viikko vapaata, viikko koulua jne. Syyslukukauden alettua ei enéda ole vapaata
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valiviikkoa. Tassa kuvattava opetusmalli rajautuu kesélukukauteen. Opistolla oppilaat
asuvat opiskeluviikon ajan yleensé samassa talossa, syovat yhdessé opiston ruokalassa
ja nukkuvat 2 hengen huoneissa. Opettajista 0sa asuu samassa talossa oppilaiden
kanssa ja erityisesti kesélukukaudella muutkin opettajat osallistuvat tiiviisti myos
opiskelijoiden vapaa-aikaan.

Opinnot alkavat klo 9 ja sisaltavat nelja opetusrupeamaa: 1) aamupdivan opetus 9-
11:30, lounas, 2) iltapdivd ensimmadinen opetusosa 12:30-14:30, kahvi, 3) iltapdivan
toinen opetusosa 15-17, paivéllinen ja 4) iltaopetus n. 2 kellotuntia (3 oppituntia)
valilla 18-21:15 eli yhteensé 11-12 oppituntia péivassa. Vélitunteja ei ole.

Viikonloppuna opiskellaan ohjelmointia (15 h), ja sunnuntaiaamuna on koe viikon
aikana opiskellusta matematiikasta. Seuraavan opiskeluviikon puolivalissé on
edellisen viikon asioita mittaava koe kaikille. Ylimaardinen kertauskoe pidetaan sita
seuraavan opiskeluviikon maanantaiaamuna ennen muiden asioiden opetuksen alkua.
Siten opettajalla ja opiskelijalla on mahdollisuus saada toistuvasti palautetta
osaamistasosta ja vield opiskelua vaativista asioista.

Opettajan liséksi saapuvilla on wusein vanhempia opiskelijoita neuvomassa
laskuharjoitustehtavien ratkomisessa. Ajoittain opetukseen kaytetddn luokassakin
kahta opettajaa. Opetuksessa opettajien vahvuuksia pyritddn kayttdmaan hyvaksi
roolittamalla tehtdvid. lltaisin ja tauoilla opettajat ja opiskelijat keskustelevat
vapaamuotoisesti sek& opinnollisista ettd muista aiheista ja opiskelijat voivat pyyt&a
niin toisiaan kuin opettajia selvittdmaan epaselviksi jaaneita asioita. Toisaalta taukoja
ja iltoja voidaan ké&yttdd myo6s jalkapallon, shakin tai go:n pelaamiseen seka
jutusteluun, jota kutsutaan idlaamiseksi”. Nain rakennetaan hyvaa ryhméhenked,
joka noin 30 kesédopiskelijan keskuuteen onkin muodostunut. Ryhméan koetaan
kuuluvaksi opiskelijoiden liséksi ylempien vuosikurssien opiskelijoita ja jopa vuosia
sitten opintonsa paattaneitd opiskelijoita seka opettajat.

Paivolan kansanopiston matematiikkalinjan kesalukukausiopetus on alkanut
vuonna 1997 ja saavuttanut pienten Kkehitysaskeleiden jalkeen nykymuotonsa
oleellisesti ottaen vuonna 2000. Opinnoissa vastaavana opettajana toimi vuoteen 2000
Kullervo Nieminen ja vuodesta 2001 Esa ja Merikki Lappi sek& muina opettajina mm.
Anne Kouhia 1997-2003 ja Jukka Ilmonen vuodesta 2003 sekd Janne Puustelli
vuodesta 2005. Lapit osallistuivat kesdopetukseen nykymuotoisen matematiikkalinjan
alusta lahtien yhdesséa Kullervo Niemisen kanssa.

Vuosina 1997-2000 opetusasiat noudattivat likimain lukion normaalia
kurssijarjestysta ja opetussuunnitelmaa, mutta vuoden 2001 kokeilun hyvien tulosten
jalkeen kesdopetus muodostaa algebran, funktioiden ja analyysin kokonaisuuden, joka
opetus ja tarkasteltavat asiat poikkeavat merkittavésti lukion opetussuunnitelman
perusteista opetuksen jaksotuksen ja painotuksen osalta, vaikka opetuksen tavoitteet ja
keskeiset siséllot ovatkin kattaneet lukion vuoden 1995 opetussuunnitelman
perusteiden mukaiset kurssit 1,2,6,7,8 sekd syventavat kurssit 12 ja 13 eli
kurssinimin&: funktiot ja yhtalot 1&2, differentiaalilaskenta 1&2, integraalilaskenta
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sekd syventévat kurssit analyysi ja numeeriset menetelmét, joista kahden viimeisen
opetukseen tamé tyo keskittyy. Paivélan matematiikan kesdopetusta kuvaa kaavio 1,
johon on sijoitettu otsikkotasolla opetettavat asiat ja niiden jarjestys.

Numeeristen menetelmien opetus on siten pohjustettu suomalaisittain katsottuna
vahvalla aritmetiikan, algebran ja differentiaalilaskennan pohjalla, jonka opetuksessa
on jo huomioitu viimeisen keséviikon viikon aikana opetettavat varsinaiset numeeriset
menetelmat.

Liitteen 1 opetusmateriaali on tdman P&ivoldn  viimeisen  viikon
differentiaaliyhtdldiden  ja  numeeristen  menetelmien  opintokokonaisuuden
oppimateriaali, jota tdydentdvat Lukion Laskinopin Kirja (ote liitteend 2), Tammen
Pyramidi —sarjan oppikirjat ja yksityiskohtien osalta Esa Lapin laatimat muut
harjoitustehtdva- ja opetusmonisteet. Ensimmaéistd koko numeeristen menetelmien
kurssin  oppimadaran  siséltanyttd  opetusmonistetta  k&ytettiin - Helsingin
matematiikkalukion kesékoulussa elokuussa 2001, ja lukuvuonna 2004-2005
materiaali kehittyi liitteen 1 mukaiseksi. Kiinnostuneimmat opiskelijat ovat kaytténeet
myo6s Paivolan Kansanopiston matemaattisen Kirjaston laajaa valikoimaa opetuksen
syventdmiseen. Oleellisesti ottaen samaa oppimateriaalia kaytetddn myds Helsingin
matematiikkalukion ilta- ja viikonloppuopetuksessa.
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Kaavio 1. Pdivélin kansanopiston kesdopetuskaavio. Numeeristen menetelmien ja

differentiaaliyhtdloiden osuus himmedsti varitetty. Osuus kdyrdn yhtdlo ei kuulu

kesdopetuksen piiriin, vaan seuraa sitd.
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3.2.2 Numeeristen menetelmien ja differentiaaliyhtdiléiden opetus

3.2.2.1 Yleiskuva opetuksen jdrjestelyistd

Tarkasteltavat asiat on opetettu Paivolassa nykymuotoon vakiintuneena yhden viikon
aikana tehtdvdna opetusrupeamana vuodesta 2002 alkaen ja Helsingin
matematiikkalukiossa neljésti, numeriikan osalta kesdkoulussa 2001, vuonna 2002
viikonloppukurssina ja sen jalkeen kahdesti iltaopetuksena. Differentiaaliyhtalét on
pyritty opettamaan samanaikaisesti numeeristen ratkaisujen kanssa vuoden 2002
opetuskokeilusta lahtien. Tassa keskitytddn kuvaamaan numeeristen menetelmien ja
differentiaaliyhtaloiden opetus Paivolan kansanopistolla, missa opetukseen kdytetdan
yksi  kalenteriviikko. Matematiikan opetukseen kéytetddn kaikki oppitunnit
maanantaista klo 12:sta perjantaihin klo 20:een ja lisdksi viikonlopun
ohjelmointiopetuksen lomassa on ns. harjoituskoe sunnuntaiaamuna. Kokonaisuutena
aikaa on siten 50 oppituntia perusteiden opetukseen, ja t&ssd ajassa nopeimmat
opiskelijat saavuttavat oppimistavoitteet erinomaisesti, suuri osa hyvin ja osa oppii
vain alkeet. Opiskelijoilla on my6hemmin mahdollisuus syventad osaamistaan, siksi
opintojen péaattyessa toisen opiskeluvuoden kevaalla ldhes koko opiskelijaryhma
onkin saavuttanut hyvan tai erinomaisen osaamistason.

Ensimmaisend opiskelupéivané opiskellaan numeeristen menetelmien perusteita:
liukuluvut, virhetarkastelu ja funktion nollakohdan hakumenetelmié. Toisena paivana
jatketaan maanantaina opetetun harjoittelua ja opiskellaan interpolaatiopolynomeja
sekd kerrataan edellisen opiskeluviikon integraalilaskentaa. Kolmantena paivana
opiskellaan numeerinen integrointi ja aloitetaan differentiaaliyhtalot. Neljas ja viides
paiva kaytetaan differentiaaliyhtaldihin sekd analyyttisesti ettd numeerisesti, ja
opintojakson lopuksi kootaan ja kerrataan viikon anti.

Viikonlopun opetus perjantai-illasta sunnuntai-iltapaivaan on ohjelmointia, eika se
suoranaisesti ole osa numeeristen menetelmien opetusta. Kurssia edeltdanyt ja sen
kestédessd tapahtuva ohjelmoinnin ja algoritmien opetus antaa téarkeitd valmiuksia
my06s numeeristen menetelmien opetukseen, ja kaikkien opiskelijoiden véhintaan
auttava ohjelmointitaito helpottaa ratkaisevasti numeeristen menetelmien kasittelya.
Numeerisia ongelmia voidaan kéayttad myds ohjelmoinnin harjoitustehtavina.

3.2.2.2 Opetuksen yksityiskohtia

Liitteen 1 oppimateriaali kattaa padosin asiat ja kertoo karkeasti opetettavien asioiden
jarjestyksen. Opetus alkaa numeeristen menetelmien johdanto-osalla, jossa kaydéaéan
lapi liukuluvut ja laskennan tarkkuuteen vaikuttavat tekijat. Jokainen testaa oman
laskimensa tarkkuuden ja laskutoimitusten virheet kdydaéan lapi. Tama tapahtuu muun
muassa laskemalla laskimella erotus (2"+1) — 2". Kun lukua n kasvatetaan, erotus
poikkeaa luvusta 1 laskimen liukulukuesitykseen liittyvén tarkkuuden rajalla, joka on
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vanhoissa laskimissa n. 30 ja uusissa 43-49. Tdéma on todettu havainnolliseksi tavaksi
tarkastella laskimen tarkkuuden rajoja ja laskimen mantissan lukuesityksen bittien”
maaraa.

Laskennan tarkkuutta ké&sittelevdd osaa seuraa funktion nollakohdan ja yhtalon
numeerisen ratkaisun tarkastelu. Yhtalon numeerisessa ratkaisemisessa painopiste on
ratkaisujen lukumé&aran ja tarkkuuden arviointiin perustuvissa menetelmissé, koska
niitd tarvitaan tulosten analysoinnissa yhtélon ratkaisumenetelmasta riippumatta.
Teoriapohjan kannalta tarkeit4 ovat kiintopistemenetelmd ja sen suppeneminen seké
Newtonin menetelmd, jota sovelletaan mydhemmin separoituvan differentiaaliyhtalon
ratkaisemiseen. Opetettavat iterointimenetelméat on kuvattu liitteen 1 luvussa 1.2.

Kun yhtalot on opeteltu ratkaisemaan numeerisesti, opiskellaan interpolointia ja
numeerinen integrointi. Opetuksessa l&dhdetddn liikkeelle tasavalisiin jakoihin
liittyvistd menetelmistd ja niiden virheen arvioinnista. Adaptiivisia menetelmia ja eri
jakovaleilla laskettujen likiarvojen kéyttod virheanalyysiin korostetaan, koska ne
voidaan ohjelmoida osiksi algoritmia soveltavia laskentaohjelmia.

Kunkin opiskelijan kayttdmén laskimen osalta selvitetdan laskimen k&yttdmat
menetelmédt numeerisen integroinnin osalta sek& kokeilemalla varmistettu arvio
integroinnin tarkkuudesta ja menetelmén toimivuuden rajasta. Kun oppitunneilla on
kayty l&pi suuri mééra oppilaiden ja opettajien laskimia, havaintona voidaan todeta
integroinnin osalta vanhojen ja halpojen laskimien k&yttdvdn Simpsonin s&&ntoa
numeeriseen integrointiin (esim. Ti-68, Sharp EL-506V, Sharp EL9600), mutta uusien
toimivan myos adaptiivisella Gaussin integrointikaavalla (T195, T196, Sharp EL 9900,
Casio Fx 1.0 plus -sarja).

Laskimia testattiin  muun muassa integroimalla eksponenttifunktiota e™.
Integrointivali alkoi nollasta ja ylarajaa kasvatettiin. Tasavaliseen jakoon perustuvan
Simpsonin s&annon tulos kasvoi nopeasti yli yhden, koska ensimmaisen arvon e° = 1
painoarvo tuli lilan suureksi. T&ma pati kaikilla “suljetuilla kaavoilla” (closed
formula), jotka ottavat integroinnin alkupisteen mukaan laskentaan. Gaussin
integrointikaava on avoin (open formula). Sit4 soveltavien adaptiivisten algoritmien
laskenta-aika piteni ja tulos oli jotakuinkin oikea, kunnes tapahtui romahdus: laskenta
tapahtui hetkessa ja tulos oli tasan 0. Siitd voidaan pééatelld, ettd laskenta perustuu
avoimeen kaavaan (open furmula), jossa laskentapisteend ei kdytetd integroinnin
alarajaa  (eikd yldrajaa): kun integrointivdli  tulee riittdvan  pitkaksi,
eksponenttifunktion kaikki laskentaan tulevat arvot ovat laskimen tarkkuudella niin
l&helld nollaa, ettd kahdella eri jakovalilla virhettd arvioiva vertailutulosten erotuskin
alittaa lopetusrajan.

Tamaékin puoltaa tarvetta opettaa Simpsonin ja Gaussin integrointimenetelmat ja
esittdd perustelut sekd askelten lukumé&ardén perustuvista virhekaavoista ettéd
adaptiivisten algoritmien lopetusehdoista ja sudenkuopista. Adaptiivisen laskennan
periaate on esitelty lyhyesti kirjallisuudessa mm. [1], [19] ja liitteess& 1 sivulla 18.
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Integraalilaskennan jélkeen jatketaan differentiaaliyhtal6ihin, joiden opetuksessa
numeeriset ja analyyttiset menetelmét kulkevat rinnakkain. Numeerisia ratkaisuja ja
niiden perusteella piirrettyjd kuvaajia kdytetddn havainnollistamaan opetusta alusta
alkaen. Tamantapaisesta lahestymistavasta on julkaistu myds englanninkielisia
oppikirjoja, muun muassa [3].

Opiskelijoita rohkaistaan perehtym&in oman laskimensa ominaisuuksiin ja
kayttdamaan taulukkolaskentaohjelmistoja ja Octaven ja Matlabin kaltaisia
matemaattisia ohjelmistoja. Osa oppitunneista pidetddn tamén vuoksi tietokoneiden
aarelld. Tama patee myds Helsingin matematiikkalukion iltaopetukseen, jossa muun
muassa mallinnuskurssin koe tehd&&n tilassa, jossa opiskelijat voivat kayttaa
matemaattisia ohjelmistoja sisaltavié tietokoneita.

Ensimmaisen kertaluvun yhtaldiden liséksi toisen kertaluvun differentiaaliyhtal6t
opitaan ratkomaan numeerisesti kayttden Rungen - Kuttan menetelmdd ja
valmisohjelmistoja. Liséksi opetellaan analyyttinen ratkaisutapa sekd helposti
integroinnein  ratkeaville  yhtaloille ettd toisen  kertaluvun lineaarisille
vakiokertoimisille differentiaaliyhtal6ille.

Differentiaaliyhtédloryhmien ratkaisu ohjelmoimalla Rungen - Kuttan menetelméa
laskimiin (Basic) ja varsinaisilla ohjelmointikielilld (Java, C++) jatetddn opintojen
syventéavaksi ainekseksi, jonka vain nopeimmat opiskelevat.

Opetuksessa kaytettavat esimerkkitehtavat etenevat menetelmid kuvaavista
perustehtdvistda kohti soveltavia ja fysiikan opintoja pohjustavia tehtdvig, vaikka
puutteet fysiikan osaamisessa rajoittavat todellisten esimerkkien tehokasta kayttoa.
Tama on kuitenkin pieni haitta verrattuna etuihin, joita matematiikan osaaminen
tarjoaa syksylla alkavassa fysiikan opetuksessa (P&ivold). Suoranaisen opetuksen
ulkopuolella opiskelijoilla on kaytossd analyyttisia matemaattisia ohjelmistoja:
Helsingin matematiikkalukiossa Mathematica, Paivolassad yksittaisia Maple -
lisenssejé ja oppilailla omia Maxima —ohjelmistoja. Opiskelijat kayttavat niit4 tulosten
tarkastamiseen ja itsendisiin analyyseihin.

Opetuksessa eri numeeristen menetelmien ratkaisutavat kaydaan l&pi yleisessa
muodossaan ja sen jalkeen harjoitellen sitd, miten niit4 voidaan soveltaa laskimilla,
miten ne pitdd ohjelmoida Matlabin tai varsinaisen ohjelmointikielen avulla ja kuinka
niit4 voidaan soveltaa taulukkolaskennassa.

3.2.2.3 Saavutettujen valmiuksien arviointia

Paivolan opiskelijoiden ja Helsingin matematiikkalukion erikoiskursseille osallistuvan
oppilasaineksen ja kaytdssé olevien valineiden valilla ei ole havaintojeni mukaan ole
oleellista eroa. Kuitenkin P&ivolassa numeeristen menetelmien opetuksessa haluttu
tulostaso on saavutettu lyhyemmassé opetusajassa. Téassa yksi mahdollinen selittavé
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tekija on ohjelmoinnin ja algoritmien opetus, jota kaikki péivoléalaiset ovat saaneet
kolmen ohjelmointiviikonlopun aikana ennen numeeristen menetelmien ja
differentiaaliyhtéldiden opetusta.

Vaikka opintoymparisto ja kurssin jarjestelyt poikkeavat toisistaan jonkin verran,
molemmissa kouluissa on ollut sosiaalisesti kiinted ryhmé, sama opettaja ja sama
oppimateriaali, joten ndma eivét selitd eroa. Siten nimenomaan ohjelmointitaito tuntuu
selittdvan Pdivolassa tarvittavan vahdisemmén oppituntimddrdn numeeristen
menetelmien ja differentiaaliyhtdloiden opiskelussa, koska myds helsinkilaisista
ohjelmoinnin  harrastajat néyttdvat oppivan muita nopeammin. Kaytdnnon
opetushavaintona voidaan todeta, ettd saman o0saamistason saavuttaminen
numeerisessa menetelmissd  edellyttaa Helsingin matematiikkalukiossa
ohjelmointipainotteisen lisdkurssin ”matemaattiset tietokoneohjelmistot”
suorittamista.

Ohjelmointitaito ndkyy myods ladhestymistavassa tietoteknisiin  valineisiin.
Riippumatta l&htotasosta kaikki oppivat nopeasti néppailysarjat, joilla tehtévat
ratkotaan  kédyttden laskimen normaaleja ominaisuuksia, mutta laskimen
ohjelmointiominaisuutta kayttavat vain aiemmin ohjelmoineet.

Vaikka laskimien ja taulukkolaskennan ohjelmointia ei opeteta erikseen, laskimien
ohjelmointitoiminnon  kayttd on yleistd. Sen sijaan  taulukkolaskennan
ohjelmointitoimintojen k&ytdsta ei ole my6hemmissd opintovaiheissa juurikaan
havaittu. Matlabilla ja ohjelmointikielilla tehdyt ohjelmat ovat yleisid opintojen
jatkovaiheissa.

Osaamisen ja opetuksen onnistumisen mittaamiseen on kokeiden liséksi
molemmissa kouluissa kaytetty myo6hempien kurssien ja harjoitusten tekotapojen
seuraamista, tutkielmien ohjaamisen yhteydessd tehtyja havaintoja sekd mm.
kansainvélista MCM/ICM mallinnuskilpailua, jonka ratkaisuissa on selvasti havaittu
saavutettu kyky ratkoa soveltavia ongelmia. Asuminen péivolaldisten oppilaiden
kanssa samassa talossa on mahdollistanut oppilaiden kanssa jatkuvan kanssakaymisen
ja keskustelut, joihin edelliset havainnot perustuvat. Valitettavasti keskusteluista ei ole
paivakirjaa, mutta mm. MCM/ICM —kilpailut6itd on kouluilla, ja vuosittain tehtavét ja
tulokset 16ytyvat kilpailun jarjestajan nettisivuilta www.comap.com [5]. Tuloksista on
mya0s kooste liitteend 3.
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4. Johtopaatokset

4.1. Numeerisen integroinnin kéaytosta differentiaaliyhtalon
ratkaisuun

Numeerisen integroinnin kayttd differentiaaliyhtaldiden ratkaisussa voi s&astaa
huomattavasti laskenta-aikaa. Integrointeja kayttavista ratkaisuista separoituvan
yhtalon ratkaisualgoritmi on osoittautunut monessa mielessa kayttokelpoiseksi: se on
kaytanndssa havaittu nopeammaksi kuin yleiset perinteiset menetelmét, se on helppo
opettaa opiskelijoille ja sen ké&yttdminen ratkaisuissa on mahdollista seka laskimissa
ettd omana pienenda ohjelmanaan. Siten menetelméd soveltuu hyvin kaytdnndn
ongelmiin.

Ensimmadisen kertaluvun lineaarisen yhtalon osalta analyyttisesta ratkaisusta
tunnetun integraalin ratkaiseminen numeerisesti tuottaa hyvia tuloksia, joten sitd
kannattaa kdyttad myos numeerisen ratkaisun pohjana.

Esimerkkien perusteella toisen kertaluvun differentiaaliyhtaloissdé menetelmien
paremmuus riippuu pitkélti siitd, mité ollaan ratkaisemassa. Jos suoraan integroimalla
saatiin  haluttu suureen arvo, integrointiin perustuvat menetelmét olivat
Kilpailukykyisid, mutta jos ratkaisua jouduttiin iteroimaan, perinteiset numeeriset
menetelmat osoittautuivat usein nopeimmiksi.

Tutkimuksessa tarkasteltiin laskennallisesti tilanteita, joissa kaikki integraalit
ratkaistiin yleensd numeerisesti. Koska mahdollinen analyyttinen ratkaisu nopeuttaa
laskentaa, separoituva differentiaaliyhtdlé kannattaa Kirjoittaa integraalimuotoon ja
ratkaista analyyttisesti integraalit tai edes toinen niistd, jos se on mahdollista.
Tutkimuksen tulosten valossa voidaan arvioida, ettd separoituva differentiaaliyhtalo
ratkeaa yleensa perinteisia numeerisia menetelmia nopeammin esitellylla numeerisen
integrointiin perustuvalla algoritmilla, ja saavutettu etu kasvaa, jos véhintdin toinen
integraaleista ratkeaa analyyttisesti.

4.2. Opetukseen liittyvia havaintoja

Ensimméinen numeerisiin - menetelmiin  liittyvd havainto on auttavankin
ohjelmointitaidon antama etu numeerisia ongelmia ratkottaessa. Kyky tehda omia
ohjelmia ja algoritmeja, jotka sopivat laskimiin, taulukkolaskentaan tai
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ohjelmointikielelle tarjoaa huomattavat mahdollisuudet sek& oppia ymmartdmaan
numeerisen ratkaisun kulkua ettd lisata valmiisiin ratkaisuihin tehtavén erityispiirteet
huomioon ottavia lisehtoja.

Siten numeeristen menetelmien yhteydessd oppilaita tulee kannustaa omien
ratkaisujen tekoon monipuolisesti eri valineilld, joita ovat esimerkiksi laskimet ja
tietokoneiden taulukkolaskentaohjelmat ja matemaattiset ohjelmistot seka perinteiset
ohjelmointikielet. Tah&n pitdd varata aikaa ja parhaimmillaan osin yhdistéda
numeeristen menetelmien ja ohjelmoinnin opetus.

Toisaalta kyky arvioida differentiaaliyhtdloiden ominaisuuksia ja kayttaytymista
yksinkertaisten analyyttisten tarkastelujen avulla on tarkedd numeeristen ratkaisujen
osalta, koska ohjelmointitaitoinen voi lisatd ratkaisualgoritmeihin yht&lon
ominaisuuksien perusteella ehtoja, jotka estdvat numeeristen menetelmien
harhautumista. ~ Vahva  analyyttinen ~ osaaminen ja  hyvd  ymmarrys
differentiaaliyhtéloistd sek& integraaleista on mielestani edelleen pohja myds
numeeristen ratkaisutapojen tehokkaan kayton oppimiseen.

Kokonaisuutena  differentiaaliyhtaléiden ja  niiden  kaikkien erilaisten
ratkaisumenetelmien opiskelu samanaikaisesti on esitietojen ja sovellustarpeen
valossa jarkevéa. Kokonaisuus on havaittu toimivaksi Paivolan kansanopistossa
vuosina 2002-2004 pidetyilla kursseilla sekd& Helsingin  matematiikkalukion
iltatunneilla.
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1. Numeerisista menetelmista

1.1 Virheanalyysia

1.1.1 Virheldhteita

Kéytannon sovelluksissa lasketaan aina jonkin verran virheellisilla luvuilla. Tama
patee kaikkiin numeerisiin menetelmiin ja myds analyyttisiin ratkaisuihin: oikeankin
ratkaisun numeerisen likiarvon laskeminen voi johtaa vaaradan tulokseen, jos
analyyttinen ratkaisu on muotoiltu numeerisesti huonosti.

Soveltavan tehtavéan virheladhteina voivat olla seuraavat:

1. Mallin virhe
a. Kaikkia ilmioon vaikuttavia tekijoita ei ole otettu malliin; esimerkiksi
ilmanvastus jatetddn huomiotta putoamisliikkeessa.
b. llmididen tarkkaa matemaattista mallia ei tunneta tai kaytetdén
yksinkertaistettua mallia. Esimerkkind voitaisiin pitd4 osakekurssien
kehitysta (matemaattinen kaava) ja saan ennustamista (yksinkertaistus).

2. Lahtbarvojen virheellisyys

a. Sovellusten mittaustulokset ovat aina likiarvoja.

b. Tarkkoja arvoja ei edes tiedetd. Esimerkiksi uuden tuotteen
ominaisuudet ovat vasta suunnittelupdydalld tai asuintalojen palava
materiaali riippuu asukkaasta, mutta jo suunnittelun aikana on pakko
kayttdd simuloinneissa arvioituja arvoja.

3. Numeerisen menetelman virhe
a. Numeeriseen menetelméan voi olla sisadn rakentunut virhe.
Esimerkiksi integroinneissa kéytetddn polynomia approksimoimaan
muita funktioita.
b. Laskennan lopetusehto voidaan asettaa sellaiseksi, ettd tulokseen jadva
virhe on hyvéksyttava.

4. Liukulukuesityksen aiheuttama virhe
a. Tietokoneen esittdmét luvut eivét ole reaalilukuja vaan liukulukuja.
Siten niilla on rajallinen tarkkuus.
b. Laskutoimitukset voivat joko kasvattaa tai pienentad virhetta
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Numeerinen menetelma pitéisi valita siten, ettd lahtdarvoissa olevat virheet eivat
kasaudu laskettaessa ja ettd liukulukulaskutoimitukset eivat kasvata virhetta.
Seuraavaksi tarkastellaan lyhyesti laskutoimitusten aiheuttamaa virhettéa.

1.1.2 Liukulukuesitys

Laskentavélineet esittdvat yleensd luvut liukulukumuodossa, jossa luvulla on
mantissa, jossa on n kaksijarjestelman eli bindarijarjestelman lukua ja eksponentti,
jossa on m lukua. Luku » maaraa merkitsevien bittien (tai kymmenjarjestelméssa
merkitsevien lukujen) lukumaaran ja m lukualueen, jolla luvut voivat esiintya.

Luvun / esitys k-kantaisena liukulukuna voidaan kirjoittaa muodossa
(1) I=N-K" .

Koska luvun mantissa N on vakiomittainen, laskennassa eri suuruusluokkaa olevien
lukujen merkitsevien numeroiden lukumééra on sama eli erisuuruisten liukulukujen
esitysmuodosta johtuva suhteellinen virhe pysyy samana.

1.1.3 Yhteenlasku

Kun kaksi samanmerkkisté liukulukua lasketaan yhteen, absoluuttinen virhe on samaa
suuruusluokkaa kuin alkuperdisten, ja suhteellinen virhe yleensa pienenee.

Tarkastellaan summaa a + b, joissa seké luvun «a ettd luvun b virhe on suuruusluokkaa
e. Jos virhe on tasajakautunut, kuten reaaliluvun muunnoksessa

liukuluvuksi, summan a + b virhe on jakautunut vélille [-2e,+2¢], ja virheen jakauma
on “kolmiojakauman” mukainen (kuva 1). Siten 75% todennakdisyydelld
absoluuttinen virhe ei ole suurempi kuin alkuperéisten suureiden virheen ylaraja.
Edelleen jos a ja b ovat samaa suuruusluokkaa, suhteellinen maksimivirhe saadaan
0samaéarastd 2e : 2a = e : a eli suhteellinen virhe ei yleensa kasva.

Ainoa ongelmakohta on tilanne, jossa a ja b ovat eri suuruusluokkaa. Talléin summan
a + b tulos voi olla suurempi luvuista, jos yhteenlaskun jalkeenkin summa pyoristyy
alkuperdiseen lukuun. Talldink&an suhteellinen virhe ei oleellisesti kasva, ellei
vastaava yhteenlasku toistu algoritmin sisélla lukuisia kertoja.

Padsaantona voidaan siis pitad, ettd yhteenlaskussa absoluuttinen ja suhteellinen virhe

eivat kasva. Usein asia muotoillaan siten, ettd binddrimuodossa esitetyn liukuluvun
viimeinen bitti voi siis olla véaré.
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Kahden tasajakautuneen virheen summa on kolmiojakautunut

1.1.4 Vihennyslasku

Numeerisista laskutoimituksista vahennyslasku on selvasti ”vaarallisin”. Tama nékyy
helposti, kun kaksi samaa suuruusluokkaa olevaa lukua vahennetddn toisistaan.
Tuloksena saatu erotuksen arvo voi olla pelkkaa virhetta.

Tarkastellaan tilannetta, jossa a - b = &, ja lukujen « ja b virhe on e. Tall6in erotuksen

absoluuttinen virhe on jalleen kolmiojakautunut, ja suuruusluokkaa e, ja suhteellinen
virhe saadaan likimain

e e

(@)

a-b ¢

Siten esimerkiksi jos lukujen erotus on tuhannesosa alkuperdisistd luvuista,
suhteellinen virhe on kasvanut tuhatkertaiseksi. Jos lahtdarvojen virhe e on suurempi
kuin &, tuloksessa ei ole todennékdisesti yhtdan oikeaa desimaalia, koska suhteellisen
virheen arvo voi olla yli 100%.
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1.1.5 Kertolasku ja jakolasku

Kertolasku ja jakolasku ovat luonteeltaan laskutoimituksia, joiden tarkastelussa
suhteellinen virhe on mielekds tarkasteltava suure. Kun kaksi lukua kerrotaan
keskenaan eksponentit lasketaan yhteen ja mantissojen luvut kerrotaan toisillaan. Tulo
siséltad edelleen yhtd monta merkitsevdd numeroa kuin alkuperdinenkin eli
liukulukuesitys ei aiheuta suuria ongelmaa kertolaskussa.

Laskennallisesti virheiden osalta voidaan tutkia oikean tulon a - b ja virheet sisaltavan
tulon (a + ¢) (b + ) erotusta

(3) (a+e)(b+e)—ab=e(a+b)+e.

Jos virhe e on pieni verrattuna lukuihin @ ja b, niin ¢ on merkitykseton.
(Liukuluvuilla graafisissa laskimissa suhde e / @ on noin 10™**) Siten suhteelliselta
virheeltadn likimain yhté tarkoille luvuille @ ja b tulon suhteellinen virhe on 2e/a.
Kaksijarjestelman luvussa siis viimeinen bitti on vaarassa.

Jakolaskun osalta tilanne on vastaava. Siten voidaan todeta, ettd kerto- ja jakolasku
eivét kasvata suhteellisen virheen suuruusluokkaa.

1.1.6 Funktion virheestd

Funktioita ohjelmoitaessa edelliset pitad ottaa huomioon. Laskettaessa funktion arvoa
periaatteessa virheettomasti laskevalla algoritmilla merkittdvdd on l&htdarvojen
virheen vaikutus tuloksen virheeseen. Mikali pienetkin muutokset lahtdarvoissa
aiheuttavat funktion arvoon suuren muutoksen, vastauksen tarkkuus voi karsié. Siten
funktiot, joiden derivaatta on suuri, tuottavat ongelmia. Esimerkiksi
eksponenttifunktion argumentin absoluuttinen virhe on suoraan tuloksen suhteellista
virhetté.

Samoin hyvin lahelld nollaa oleva derivaatta voi olla ongelmallinen. Esimerkiksi
ongelmia aiheuttaa tilanne, jossa laskentavalineen tarkkuudella f{x) on nolla pitk&lla

suljetulla vélilla [a,b]. Tall6in on mahdotonta saada tdsmallista arvoa x yhtaldlle fix) =
0 ellei tehtavéaa saada muotoilluksi toiseen muotoon, jossa ongelma ratkeaa.

1.2 Yhtalon ratkaiseminen

1.2.1 Tarkeitd lauseita

Yhtalon ratkaisu pyritddn yleensd muuttamaan sopivan funktion nollakohdan
maadrittdmiseksi. Talldin ratkaisun olemassaolon ja tarkkuuden tarkastelussa voidaan
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kayttad vastaavan funktion ominaisuuksia. Karkea analyysi tutkittavasta funktiosta on
tarpeen ennen nollakohtien numeerista hakemista. Siten voidaan saada tietoa juurten
lukuméaristd ja karkeasta sijoittumisesta tutkittavalle alueelle. Tamé helpottaa
numeerisen ratkaisumenetelman ja siind tarvittavien alkuarvojen valintaa.

Alkuarvoina ratkaisualgoritmeihin on usein:
1. jokin l&htbarvo tai alue, jolla ratkaisuja voi esiinty4,
2. ratkaisussa hyvéksyttavissé oleva virhe ja
3. tutkittava funktio.

Jos tutkittavat funktiot ovat jatkuvia, tdrked apuvaline on Bolzanon lause:

Jos jatkuvan funktion f'arvot f(a) ja f(b) ovat erimerkkiset, avoimella vélilla Ja,b[ on
ainakin yksi nollakohta.

Toinen tarked tieto sisaltyy funktion derivaatan arvoon:

Jos vdlilla [a,b] derivoituva funktio on aidosti monotoninen eli sen derivaatta ei muuta
merkkidan, valilla [a,b] voi olla vain yksi nollakohta.

Né&itd kysymyksia on syytd tarkastella ennen seuraavien menetelmien kayttoa.
Laskennan jalkeen vastauksen tarkkuus on syyté tutkia niinikd&dn Bolzanon lausetta
kayttden. Olkoon ratkaisuehdokas x. Jos f on jatkuva ja tulo fi(x+eg fix-¢) < O,
ratkaisun virhe on enintaan &.

1.2.2 Raaka laskenta

Erityisesti jos halutaan 16ytaa pisteesta xo lahtien ensimmainen funktion £ nollakohta,
menetelmaksi voi sopia raaka laskenta: mééritetadn funktion arvoja valitun askeleen
vélein, kunnes fvaihtaa merkkia. Tdmén ratkaisutavan erds sovellus on laskea arvoja
ja piirtdé ne x - y —koordinaatistoon, josta katsoja havaitsee nollakohdan.

Algoritmi “raaka laskenta”:

ldhtéarvot: xy, askel, f(x), (xmax )
tulos: vidli, jossa on nollakohta

vanha := f(xy)
X =Xg
silmukka alkaa
x .= x+askel
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uusi := f(x)
jos (uusi*vanha> ()
vanha := uusi

jos-ei
silmukan lopetusehto:= tosi
if x>xmax
silmukan lopetusehto:=tosi
silmukka pddttyy
Tulosta x.

Nollakohta on vdlilld |x-askel, x].

Algoritmin puutteina voidaan pitéa sitd, ettd se vaatii huomattavan paljon laskentaa.
Toinen puute on se, ettd algoritmi ei aina huomaa sellaisia nollakohtia, jotka ovat
samalla derivaatan nollakohtia, ja voi hypété kahden perdkkéisen nollakohdan yli, jos
askelvali on suurempi kuin nollakohtien erotus. Jos funktiolla ei ole nollakohtaa,
jaadaan ikuiseen silmukkaan ilman lopetusarvoa “xmax”. Taman vuoksi yleensa
funktion arvot kdydaan lapi joltakin tutkittavalta valilta.

1.2.3 Puolitushaku

Jos funktion arvot tutkittavan valin paatepisteissé ovat erimerkkiset, voidaan kayttaa
puolitushakua. Puolitushaku sopii esimerkiksi “raaka laskenta” —menetelmén jatkoksi,
koska sen lopputuloksena on juuri vaadittu vali.

Puolitushaussa vali puolitetaan joka askeleella, ja lasketaan siind funktion arvo. Jos
se on nolla, ratkaisu on saavutettu, ja jos se ei ole nolla, saadaan uusi véli, jolla arvot
ovat erimerkkiset. Puolitusta jatketaan, kunnes tulos on saatu halutulla tarkkuudella.

Algoritmi “puolitushaku”

Ldhtoarvot: alaraja a, yldraja b, funktio f(x), tarkkuus &.
Tulos: Suljettu vdli, jolla ratkaisu on.

Alkuarvot:

Fa:=fla)
Fb:=f(b)
jos fa * fb <0

Silmukka:
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Toista kunnes b —a < &

x=(a+b)/2

f=f(x)

Jjos f¥fa<0
b:=x
mo=r

Jos f¥fb<0
a:=x
fa:=f

toisto pddttyy.

Tulos: Uudet a ja b. Vastaus on vdlilld [a,b].

Puolitushaun iterointikierrosten lukuma&rd saadaan ratkaistuksi, kun a, b ja € on
annettu. Koska jokaisella hakukerralla véli puoliintuu, askelten lukumaaré N saadaan
ratkaisemalla epayhtal

In(b —a) —1
@) (h-a) 2" <ee N> ME=a) =)
In2
Puolitushaku on kuitenkin harvoin nopein vaihtoehto nollakohdan ratkaisemiseksi,
koska sen suppeneminen on vain lineaarista.

1.2.4 Sekanttimenetelmd ja regula falsi

Puolitushakua tehokkaampi menetelm& saadaan, jos puolituksen sijaan seuraava
laskentapiste lasketaan kayttden hyvéksi tunnettuja funktion arvoja valin
paatepisteissa. Naiden avulla lasketaan seuraava iteroinnin arvo, ja sekanttimenetelma
on rakennettu siten, ettd se ratkaisee suoraan yhdella askeleella ensimmaisen asteen
yhtélot. Silla voidaan hakea arvoja sekd kun ratkaisua haetaan tunnetulta valilta ettd
kun ei tunneta vélia, jolla nollakohta esiintyy. Sekanttimenetelméssa piirretdén
pisteiden (a, f(a)) ja (b, f(b)) kautta suora, jonka leikkauspiste x-akselin kanssa on
uusin iterointiarvo. Menettelya toistetaan eli kahdesta edellisestd iteroinnin arvosta
saadaan aina seuraava. Yksi iterointiaskel on esitetty kuvassa 2.
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Sekanttimenetelmdssd seuraava x on sekantin ja x-akselin leikkauspiste

Tassa esitetddn sekanttimenetelman muunnos “regula falsi” tilanteeseen, jossa se
korvaa puolitushaun. Regula falsi poikkeaa sekanttimenetelméstd siind, etta
laskentapisteissa funktion arvot ovat aina erimerkkiset kuten puolitushaussakin, kun
taas sekanttimenetelmassd uusi arvo lasketaan kahden edellisen arvon perusteella
riippumatta siitd, jadko nollakohta naiden véliin.
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Algoritmi “sekantti/regula falsi” valille [a,b].

Ldihtoarvot: alaraja a, yldraja b, funktio f(x), tarkkuus &.
Tulos: Suljettu vdli, jolla ratkaisu on.

Alkuarvot:

Fa:=fla)

Fb:=f(b)
Silmukka:

Toista kunnes b-a<g

x=b-fo*(b-a)/ (fo- fa)

J=1x)

jos f¥fa<0
b:=x
=1

Jos fifb<0
a:=x
fa=f

toisto padttyy.

Tulos: Uudet a ja b. Vastaus on vililld [a,b].

1.2.5 Newtonin menetelmd

Sekanttimenetelmassa tarkasteltiin koordinaatiston suoraa, jonka maéarittavat kaksi
pistettd saadaan muuttujan arvoista a ja b ja vastaavista funktion arvoista f(a) ja f(b)
eli graafisesti suora on funktion kuvaajan sekantti. Kun pisteet a ja b lahestyvat
toisiaan, erotusosaméaardn raja-arvona esiintyy funktion derivaatta. Talloin
sekanttimenetelma muuntuu Newtonin menetelmaksi. Jos siis funktio 'on derivoituva,
saadaan derivaattaan perustuva iterointikaava funktion nollakohdalle

_ . S&)
6) x.=x (x) '
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Koska Newtonin menetelma on niin merkittdva, esitetddn sen saamiseen toinenkin
malli:

Funktion arvo kohdassa a on f{a). Halutaan, ettd f{x) = 0. Siten tarvittava funktion
arvon muutos on f{x) - f(a), jota vastaava muuttujan arvojen muutos on x - a. Koska
derivaatta kuvaa funktion arvojen muutosta muuttujan suhteen ja koska etsitddn
nollakohtaa f{x) = 0, saadaan kun x ~a

[0~ fla) _ - (@)

X—a X—a

6) /()=

Tasté x ratkeaa ja tuloksena on Newtonin iterointikaavan askel alkuarvona a.

Newtonin iteroinnissa derivaatta /’(x) ei saa saavuttaa arvoa nolla. Lisaksi iterointi voi
jaada varahtelemaan derivaatan nollakohdan ymparistéon, jossa ei ole lainkaan juurta,
tai vérahdelld suurenevalla amplitudilla poispdin juuresta. Naistd ongelmista
huolimatta Newtonin menetelma toimiessaan suppenee nelidllisesti ja on helppo
ohjelmoida, joten sitd kaytetdan lukuisissa sovelluksissa [5 s 844]. Ongelmien
Kiertdmiseen voidaan numeeriseen ratkaisijaan ohjelmoida rajoittimia, jotka
hidastavat suppenemista normaaleissa tapauksissa, mutta poistavat vaikeiden
tapausten aiheuttamia ongelmia.

Algoritmi Newton

Alkuarvot: f, °, alkuarvaus a, tarkkuus e,
Epdonnistumisehtona iterointikertojen maksimilukumdicird N.

Toista N kertaa:
vanha:=a
f=fa)

fp:=f(a)
jos fp=0
tulosta: "Epdonnistui ’=0"
LOPETA
a:=a—f/fp
jos |vanha-a| < e
tulosta: a
LOPETA.
Toisto padittyy.

Tulosta: “ei ratkaisua N askeleella”.
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1.2.6 Kiintopistemenetelmd

Kiintopistemenetelmdssd yhtalo saatetaan muotoon x = g(x), josta saadaan suoraan
iterointikaava

(7) xiv1 = g(x).

Kiintopistemenetelmalle voidaan johtaa suppenemisehto:

Jos valilla [a,b] on yhtélon x = g(x) juuri ja |g’(x)] < K < 1, niin tdma juuri on
yksikasitteinen ja kiintopisteiterointi suppenee.

Todistetaan yksikésitteisyyttd koskeva osa:

Yhtélon g(x) = x juuri on sama kuin funktion f(x) = g(x) - x nollakohta. Tutkitaan
funktion fderivaattaa. /’(x) = g’(x) - 1 < 0, koska |g’(x)| < 1. Siten f'on monotoninen
vélilla [a,b], joten silld voi olla vain yksi nollakohta.

Hahmotellaan ajatus suppenevuuden osoittamiseksi:
Olkoon juuri x* eli patee kaava x* = g(x*). Olkoon poikkeama oikeasta tuloksesta
e; = |xi - x#,
jolloin iteraation i +1 poikkeama on
eivs = |g(x) - x* = |g(xi) — g(x*)|.

Osaméarélle patee véliarvolauseen mukaan

G 880D e a,

€. X —X

1 l

jotene; ;<K - e,.
Olkoon virhe ensimmaiselld askeleella e,. Tasta saadaan, ettd » askeleen jalkeen virhe
e, < Kn €y .

Kun n — oo, niin K" — 0, joten menetelma suppenee [5, s.840].
Mité 1&hempénd K on nollaa, sitd nopeampaa on suppeneminen. Hans-Jochen Bartsch

[7, s.104] suosittaa kayttam&an muita menetelmid, jos K > 0,8, koska talloin
kiintopistemenetelma on liian hidas. Erityisen kannattavaa kaytto on, jos 0 < K <0,2.
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1.3 Numeerinen integrointi

1.3.1 Perusteita

Maaratyn integraalin numeerinen ratkaisu perustuu padosin ajatukseen, ettd
laskemalla sopivasti funktion arvoja integrointivalin pisteissé saadaan arvio funktion
ja x-akselin valiin jdavasta pinta-alasta eli maaratyn integraalin arvosta. Funktion
integraalin likiarvo saadaan kaavasta

@) [f(x)dx=(b-a)- Y wf(x).

Summalausekkeen voidaan ajatella graafisesti vastaavan funktion keskimé&araista
korkeutta x —akseliin verrattuna. Se voidaan laskea eri muuttujan arvoilla, ja eri
kohdista integrointivalid laskettavat osat painotetaan eri suuruisilla painokertoimilla.
Kun menetelma Kkirjoitetaan kaavaksi, integrointivdli kerrotaan joskus osaksi
painokertoimia.

Adaptiivisissa menetelmissa integroinnin kestéessa integrointivélié jaetaan usein osiin
siten, ettd lopputulosta arvioitaessa funktion kulun kannalta hankalissa kohdissa
funktion arvo lasketaan useammin kuin muualla.

Tassa tarkastellaan monista eri integrointivaihtoehdoista vain Newtonin-Cotesin
kaavoja ja Gaussin integrointia.

1.3.2 Newtonin — Cotesin kaavat

Newtonin - Cotesin kaavoissa integrointivalillda muuttujan arvot jaetaan tasavaleihin.
Laskentaan otetaan funktion arvot integroinnin paatepisteissa a ja b sekd tasavalisen
jaon valipisteissa. Funktioiden arvoista laskettava painotettu keskiarvo kerrotaan
integroimisvélilld ja tuloksena on integraalin likiarvo. Painokertoimet lasketaan
olettaen, ettd pisteiden kautta kulkisi sopivan asteluvun polynomi.

Puolisuunnikassddnto

Yksinkertaisin kaava saadaan, kun funktio oletetaan vakioksi laskentapisteensa
ymparistossa. Talloin saadaan n:lle laskentapisteelle kaava, jossa reunapisteet saavat
painokertoimen %2 ja sisapisteet 1, koska vain reunapisteen toisella puolella on
integroitavaa aluetta.
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Menetelmad kutsutaan puolisuunnikassadnnoksi, koska sama tulos saadaan
olettamalla tasavalisten iterointipisteiden valiin suora. Tama mielenkiintoinen
ominaisuus patee yleisemminkin: Newtonin-Cotesin kaavoissa astetta alhaisempaan
parilliseen polynomiin perustuva iterointikaava integroi tdsmalleen oikein myds
astetta korkeamman asteen polynomin myds mm. Simpsonin saannolla. [5, s.874].

Puolisuunnikassadnnon virhe saadaan kaavasta

(b_a)3 f"(t):—(b_a)

10) £ =—
(10) 12n° 12

(Ax)* £ (t).

Virhekaavassa n on jakovalien lukumaérd, Ax yhden integrointivélin pituus ja ¢ on
tietty luku integrointivélilta [a,b].

Késitelladn tdssd vain virhekaavan johtamisen idea. [6. s.192-195] Virhetta
arvioitaessa voidaan nojautua interpolaatiopolynomien virheisiin. Tutkitaan erotusta
e(x)=f(x)-p(x), joka kuvaa sitd virhettd, joka integroitaessa syntyy polynomin
kayttdmisestd funktion korvikkeena. Valilla [a,b] kahdesti derivoituvan funktion
virheeksi saadaan

(1D e(x)=(x—a)(x - b)le(t) :

Tassa ¢ on tietty luku véliltéd [a,b]. Integraalin virhe yhden askeleen matkalla on sama
kuin virheen integraali. Koska f”’(#) on tuntematon vakio, se voidaan siirtda
integroinnin ulkopuolelle. Kun merkitdédn » = a + A, ja tehdaan sijoitus z = x - a
saadaan

(12) a;[h (x—a)(x—a—h)dx= fz(z —h)dz = %If :

0

Kun tdma kerrotaan vakio-osalla, paadytaan tulokseen integraalin virheesta E.

Kun tutkitaan virheen suurinta itseisarvoa, voidaan valita toisen derivaatan
itseisarvoltaan suurin arvo. Tdman ratkaisu voi kuitenkin olla ty6lastd, minka vuoksi
on usein k&ytdnnollisempad tehdd likimaaréinen virhearvio, joka perustuu eri
askelvalilla tehtyihin laskelmiin.

Jos jakovélien lukumééra kaksinkertaistetaan eli askelpituus Ax puolitetaan, saadaan
likimé&érdiset virhekaavat
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(13)E, =K, (Ax)° | Eon =Koy (Ax/2)° .

Kaavassa K edustaa virhetermin loppuosaa, joka ei riipu luvusta Ax. Jos toisen
derivaatan arvo f”’(z) oletetaan likimain vakioksi kummallakin integrointivalilla, niin
K, ~K,. Siten E,~4E,,

Olkoot 7 integraalin oikea arvo ja J, sekd J,, numeeriset likiarvot. Siten saadaan
yhtélopari

I1-J =E ~A4E
(14) n n 2n .
I_JZn:EZn

Véhentamalla puolittain ja ratkaisemalla £, saadaan virhearvioksi

Jzn_Jz

(18) |E,,| ~ |72

Tamantyyppiset kaavat ovat kayttokelpoisia ohjelmoitaessa numeerisia integrointeja,
koska niissa virhearvio perustuu ohjelman suorituksen aikana laskettaviin likiarvoihin.
Siten niiden avulla voidaan laatia automaattisesti askelpituutta saatavia algoritmeja,
jotka joko adaptiivisesti saatavat askelvalia koko integrointivélilla laskennan
kestéessé tai mahdollistavat askeleen karkean mitoituksen ennen tarkkaa integrointia
integrointivéliltd lasketun otoksen avulla. Talldin tehtdvéssa on etukateen valittava
haluttu virheen suuruusluokka e.

Askelpituudelle Ax tai askelten lukuméarélle » saadaan annetulle virhetasolle €
ratkaisuvaihtoehdot. Jos toisen derivaatan arvolle tunnetaan yléraja, askelpituus
saadaan yhtélosté

12¢
(b—a)-max( /(1))

(16)Ax=\/

Jos virhe E, on mdéritetty laskennallisesti n:lle jakovélille, saadaan tarkkuutta &
edellyttavé jakovalien lukumaaran arvioksi n. suhteen perusteella kaavasta

A7) n, = E, ‘n.
£

n

Askelvéli tai jakopisteiden lukumaaré saadaan yhtéalosta » - Ax = (b - a), jos toinen on
ratkaistu. Jos laskenta perustuu numeerisiin likiarvoihin, virhetarkastelussa kannattaa
kayttdd varmuuskerrointa, joka paikkaa likiarvoisen virhekaavan kayttoa.
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Simpsonin sddnto

Olettamalla kolmen pisteen véliin paraabeli saadaan Keplerin integrointikaava, joka
tunnetaan parhaiten yleisess& muodossa Simpsonin saantona. Silld saadaan tarkasti
integroiduksi enintdén kolmannen asteen polynomit.

Nimistd kommenttina todettakoon, ettd saksalainen lahdemateriaali kayttaa Keplerin
nime&d mm. "Keplerische Fassregler” [7, 15. painos s.336]. Anglosaksinen kirjallisuus
nayttdd kayttdvan vain Simpsonin nimed, ja saksalainen Rainer Kress
englanninkielisessa tekstissdédn kayttdd nimed Simpsonin saantd “Simpson’s rule”,
joskin toteaa Keplerin tunteneen sen jo vuonna 1612 ja Simpsonin 1743 [6, s.192].

Keplerin kaava on

f@)+4f(5") + f(b)
: .

(18) [ f (x)dx = (b - a)-

Jos halutaan tarkempi tulos, jaetaan integrointivali puoliksi, ja lasketaan kumpikin
vali Keplerin kaavalla. Tall6in painokertoimet ovat kummassakin puoliskossa 1 4 1.
Koska keskimmaistd funktion arvoa kaytetddn kummankin jakovalin laskennassa,
saadaan funktion painokertoimiksi osoittajaan 14 2 4 1.

Kun Keplerin kaavalla laskettuja integraaleja lasketaan yhteen » kappaletta, saadaan
yleinen Simpsonin kaava

19) [ rax =L b 1),

Z P, i=1

i=1

jossa painot p; saavatarvot 1424 ...4241.
Tama muoto on helppo kirjoittaa taulukkolaskentaan. Ohjelmoinnin kannalta on
kuitenkin helpointa tehdé rutiini ”Kepler”, jota toistetaan » kertaa, jolloin Simpsonin

saant6 saa muodon

(20) [ £ (x)dx = {Z (6 = x, )0 () + 47 (C5) + f(xi))} .

i=1
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Simpsonin s&annon virhekaava saadaan johdetuksi kuten puolisuunnikassadnnonkin.
Kun integrointi jaetaan n tasavéliseen osaan, joissa kussakin kéytetdédn Keplerin
kaavaa [6, s.197], kokonaisvirheen ylaraja saadaan yhtélosta

(b—a)’

oy 0= 0w

(1) E, =~

Tuloksesta n&hdadn, ettd virheen ylaraja saadaan funktion f neljdnnen derivaatan
maksimiarvosta ja funktion arvojen laskentapisteiden etdisyyden Ax neljannesta
potenssista. Siten puolisuunnikassdantoa vastaavasti saadaan virhekaavat.

Kun lasketaan jakovalimaaralla » ja 2n, virhe on

Jn B J2n

22)|\E, |~
( )| 2n 15

Askelpituudelle Ax tai askelten lukumaarélle » saadaan virhearvioiden perusteella
ratkaisuvaihtoehdot annetulle virhetasolle € ratkaisut:

Jos neljannen derivaatan arvolle tunnetaan yldraja, askelpituus saadaan kaavasta

180¢
(b—a)-max(| f 9 () ])

(23)&:#

Jos virhe E, on mdéritetty laskennallisesti n:lle jakovélille, saadaan tarkkuutta e
edellyttavé jakovalien lukumaard n. suhteen perusteella kaavasta

(24) n, :ﬂﬂ-n.
£

Simpsonin kaavan virhe on siten merkittavasti pienempi kuin puolisuunnikassdannon.

Kun sovitettavan polynomin astelukua nostetaan, painokertoimet muuttuvat ja
tarkkuus paranee. Toisaalta astelukua nostettaessa kunkin likiarvon laskemiseen
tarvittavien funktion arvojen lukumééra kasvaa, ja polynomin arvojen “vérdhtely”
laskentapisteiden Vvélilld voi tuottaa ongelmia. Siten kéaytannossd asteluvun
nostaminen loputtomiin ei tuota lisahyotyd, vaan suurempi etu saadaan ohjelmoimalla
yksinkertaisempaan kaavaan funktion kulun mukaan saatyvia adaptiivisia rakenteita.
Painokertoimet ja kaavat voi hakea esimerkiksi Bartsch:n taulukkokirjasta [7, s.427-
429].
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1.3.3 Gaussin integrointikaava

Gaussin integroinnissa funktion arvoja ei lasketa tasavalisessd jaotuksessa, vaan
jakovalin sisélla painokertoimet ja laskentapisteet jaetaan optimaalisesti. Gauss
julkaisi menetelméan vuonna 1814 otsikolla "Methodus nova integralium valores per
approximationem inveniendi” [6, 5.189].

Menetelman perusajatus on valita pisteet valiltd [-1,1] optimaalisesti siten, ettd
tuloksena integroidaan oikein mahdollisimman korkean asteen polynomi.
Kéytdnnossd laskentapisteet ja niiden painokertoimet on taulukoitu ja saatavissa
monista taulukko- tai oppikirjoista, esim. [7, $.429-430], [5 s.877-878]. Pisteet
saadaan ratkaisuna Legendren polynomien nollakohdista.

Gauss osoitti, ettd menetelmélld saadut painokertoimet integroituvat oikein
polynomille astetta 2n - 1, kun kiinteill& pisteilla paastiin vain tasolle » - 1 [65.189-
192]. Kun yksittéistd ratkaisua haetaan, sopivalla sijoituksella pitdd joko
integrointivéli [a,b] muuttaa véliksi [-1,1] tai Gaussin algoritmin laskentapisteet
integrointivélilta [-1,1] voidaan muuttaa vélille [a,b].

Jos halutaan saada laskentapisteet ja painoarvot valille [a,b], tulee tehda sijoitus

(25)z =229, At
2 2

Tama sijoitus muuttaa integrointirajat vélistd [-1,1] vélille [a,b]. Vastaavat z:n
laskentapisteet saadaan sijoittamalla taulukoidut laskentapisteet x; kaavaan ja
kertomalla saadut tulokset vastaavalla painokertoimella. Gaussin integroinnin 6
pisteessa sisaltava Matlab —koodi on liitteend Al.
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Ohessa taulukkolaskennalla toteutettu yhden askeleen ratkaisu integraalille e".
Kayttdja syottad keltaisiin ruutuihin lahtdarvot ja ja funktion. Lihavoidut luvut ovat
Gaussin menetelman laskentapisteet ja niita vastaavat painokertoimet.

Kuuden pisteen Gaussin algoritmi
taulukkolaskentaohjelmaan

Integrointirajat a:l:l b=[2

Apusuureet integrointivalin muuttamiseksi M=(a+b)/2 h=(b-a)/2

1 1

Alkuperéiset laskentapisteet valilta [-1,1]:

-0.932469514203152 -0.661209386466265 -0.238619186083197 0.238619186083197 0.661209386466265 0.932469514203152
Muunnoksen jalkeiset laskentapisteet valilta [a,b]:
0.067530486 ‘ 0.338790614 0.761380814 1.238619186 1.661209386 1.932469514

Alla ylapuolisia x:n arvoja vastaavat f(x):n arvot

1.069862875 1.403249493 2.141230821 3.450845198 5.265675232 6.90654501

Kutakin laskentapistetté vastaavat painokertoimet (Ai) valilla [0,1]:
0.17132449237917 0.36076157304814 0.46791393457269 0.46791393457269 0.36076157304814  0.17132449237917
Painokertoimien, luvun h ja funktion arvojen tulo:

0.183293714 0.506238494 1.001911739 1.614698554 1.89965328 1.183260318
Integroinnin tulos summana ylapuoliselta rivilta

6.3890560989E+00

Tulos on hammastyttdvan hyva. Se poikkeaa oikeasta vasta kahdennessatoista
desimaalissa.

Teoreettinen virhearvio saadaan samaan tapaan kuin Newtonin-Cotesin kaavoilla,
mutta » laskentapisteen osalta virhe on verrannollinen askelpituuden 2n+1 potenssiin.
[7, s.429] Siten esimerkiksi ylla olevan esimerkin tilanteen 6 pisteen Gaussin
integraalissa paikallinen virhe (local error) on verrannollinen askelpituuden
kolmanteentoista  potenssiin.  Siten  askelpituuden puolittamisella  saadaan
likimadraiseksi virheeksi

|Jh/2_Jh|

(26) Eh/2 ~ 212 _1

Askelpituudelle tunnetun likimadréisen virheen E ja annetun virheen suuruusluokan ¢
valille saadaan johdetuksi niin ikaan virhekaava

&
27) h, =11~ -h.
(27) h, TE

Usein likiméaardisen kaavan nimittdjaan laitetaan huomattava turvamarginaali. Té&ssé
tutkimuksessa ohjelmoidussa kaavassa kaytettiin esimerkiksi arvoa 1023. Samoin

XXI Liite 1



juurikaavassa (27) luku 4. lasketaan kayttden kymmenettd juurta turvamarginaalin
saamiseksi.

Gaussin menetelmén tarkat kertoimet kuuden pisteen kaavalle saa ylla olevasta
taulukosta. Ohessa pisteet ja niiden painokertoimet Bartsch:n taulukkokirjan [ 7,
5.429] mukaan:

Laskentapisteitd Integrointipiste x. Painokerroin A
1 x9=0 Ao=2h
2 X(),-]:;/‘]/\/éAoJ:h
3 X0;2= * «/0,6 Ao;2:5/9 h
)C1:0 A1:8/9 h
4 x03=20,86113631 h Ap3=0,34785485h X12= *
0,33998104 h A;.2=0,65214515h
5 X0-4= 20,90617985 h Ap-4=0,23692689h
x;3=20,53846931 h A;3=0,47862867h
x2=0 A2=0,568-h

Kuten taulukkolaskennalla ylle laskettu esimerkki osoittaa, menetelman virhe voi olla
on pienempi kuin ylld olevassa taulukossa olevat 8 desimaalin likiarvot. Siksi
laskentapohjaan kirjoitettiin - painokertoimet 15 desimaalilla, mikd muodostaa
menetelmdn  tarkkuudelle  rajan.  Vaikka  kdytettdvissa ~ on  muitakin
integrointimenetelmid, tassa tutkimuksessa on padosin kaytetty ylla olevaa kuuden
pisteen Gaussin integrointikaavaa.
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2. Differentiaaliyhtaloista

2.1 Differentiaaliyhtalon kasite

Differentiaaliyhtélossa esiintyy tutkittavan funktion derivaatta y’(z). Tehtdvdna on
yleisesséd tapauksessa ratkaista kaikki ne funktiot y(z), jotka toteuttavat
differentiaaliyhtdlon. Ensimmadisen kertaluvun differentiaaliyhtéldisséa esiintyy
ensimmadinen derivaatta ja ne ovat yleensa saatettavissa muotoon

(28)y'(0)=/(t.»).
Esimerkiksi differentiaaliyhtalon:
(29)y'@) =y

yhtena ratkaisuna on eksponenttifunktio €', koska sen derivaatta on sama kuin funktio
itse.

Jos yhtdlon oikea puoli voidaan Kirjoittaa kahden funktion tulona, jossa toisena

muuttujana esiintyy y ja toisena ¢, puhutaan separoituvasta differentiaaliyhtalosta, joka
Kirjoitetaan yleensa muodossa

30) y'()=/(1)-g(»).

Lineaarinen differentiaaliyhtéld voidaan kirjoittaa muodossa
(81) y' (1) + a(t) - y(t) = b(1).

Jos differentiaaliyhtdléssa esiintyy enintddn toista derivaattaa y’’, puhutaan toisen
kertaluvun differentiaaliyhtaloistd ja jos enintddn kolmatta derivaattaa, kolmannen
kertaluvun differentiaaliyhtélosta ja niin edelleen.

Tassa tyossa kasitelladn ensisijaisesti alkuarvo-ongelmia, joissa differentiaaliyhtélon

lisdksi on annettu tutkittaville muuttujille alkuarvot yy ja ¢y, ja halutaan saada joko ¢ tai
y(t) ratkaistuksi, kun toinen niista on tunnettu.
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Tallaisia esiintyy fysikaalisissa sovelluksissa, joista esimerkkind on kaapelin
lampeneminen, jota kuvaava differentiaaliyhtal6 on muotoa

ymp ymp

(32)%=a(T—T Y+o-e-(T"-T* ).

Yhtélossd kaapelin lampoétilan 7 muutos ajan ¢ suhteen riippuu ympériston
lampotilasta 7)., Kaapelin lampdtilaan vaikuttaa konvektio, jonka suuruutta kuvaa
verrannollisuuskerroin o ja séteily, jota kuvaavat termit o ja . Tehtévdna oli
tilanteen mukaan joko ratkaista, missé ajassa saavutetaan annettu lampétila 7, tai mika
on lampdtila ajan ¢ kuluttua, kun alkuaika on 7, ja alkulampétila 7. Koska monissa
fysikaalisissa sovelluksissa muuttajana on usein aika, kaytetddn muuttujana tekstissa
x-kirjaimen ohella ajan symbolikirjainta z.

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtél6t voidaan ajatella esiintyvdn muodossa
(33)y" ()= »0).

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtaldiden alkuarvotehtdvien ratkaisemiseksi tarvitaan
alkuarvot yleensd seka funktiosta y(z;) ettd sen derivaatasta y’(z;). T&ssd tydssa
kasitellddn l&hinnd niitd toisen kertaluvun differentiaaliyhtal6itd, jotka on
ratkaistavissa perattaisilla tai sisakkaisilla integroinneilla yhden muuttujan suhteen.

2.2 Differentiaaliyhtalon ratkaiseminen

2.2.1 Suuntakenttd ja kulkukaavio

Karkea késitys differentiaaliyhtalon kulusta saadaan tarkastelemalla yhtalon 28 oikeaa
puolta: kun se on positiivinen, funktio on kasvava ja kun se on negatiivinen,
vaheneva.

Jos derivaatta y’(z) = f{x,») on nolla jollain y:n vakioarvolla, kyseessa on ns.
tasapainopiste. Siten ratkaisemalla k&yran y’ = f{x,y) = 0 kuva x - y -tasolla helpottaa
merkittavasti funktion kulun tarkastelua, kun kasvavuudet ja véhenevyydet ovat
selvilla.

Esimerkki 1:
Tutkitaan differentiaaliyhtédlod y’ = f{x,y) = x - y. Tulon nollas&dannén mukaan

koordinaattiakselit ovat kdyran f(x,y) = 0 ratkaisut, ja tulon merkkisd&annosta nahdaan,
ettd derivaatta on positiivinen | ja Il neljanneksessa ja negatiivinen Il ja IV x - y -
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tason neljanneksessd. Kuvaan voidaan merkitd laskentapisteiden kautta kulkevan
funktion y ratkaisukdyréan tangentin suuntaisia janoja eli kdytdnndssa funktion suuntaa
kuvaavat viivat, jolloin saadaan ns. suuntakentta.

S R R S A A N N
S R A A A A
oL NN
I T S R N A A A N B
A T S S SN E A A A B B A
I S S S NN S 2 A B B
\\\\\\“‘w_;‘—///////
| Y A A e S U N U U S
Y A N S T T
I T B A R T S
N A RV S T N T
I T Y Y A E S R R
I R A S S T
IR S N R R

Suuntakenttd y’ =y-x

2.2.2 Olemassaolo- ja yksikdsitteisyyslause

Differentiaaliyhtalon numeerisen ratkaisemisen kannalta merkittavaa on mahdollisen
ratkaisun olemassaolo ja yksikasitteisyys. Tamén tarkastaminen ennen numeerista
integrointia on vélttdméatontd, koska jos samoista alkuarvoista lahtien l&htee useita
ratkaisuja, numeeriset menetelmét pitda valita siten, etté ratkaisu edustaa fysikaalisesti
mielekasta tulosta.

Tutkitaan alkuarvotehtdvad y’ = f(x,y), y(Xo) = Yo alueella A: |X - Xo| <a, |y - Yo <
b.

Olemassaololause:
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Jos f on jatkuva ja rajoitettu eli on olemassa K > | f(x,y) | alueella A,
differentiaaliyhtélolld y’ = fix,y) on ainakin yksi ratkaisu.

Yksikasitteisyyslause:

Jos lisaksi funktion f{x,y) osittaisderivaatta y:n suhteen on jatkuva ja rajoitettu eli on
olemassa M siten, etta

|@|SM
y

kaikissa alueen A pisteissd, ratkaisuja on tdsmélleen 1.

Erityisesti fysikaalinen mallinnus ja siind tehtavét yksinkertaistukset voivat johtaa
malliin, jonka ratkaisun arviointi etukéteen voi olla ty6lasta. Talloin olemassaolon ja
yksikasitteisyyden tutkiminen ennen aikaa vievia simulointeja on erittain hyodyllista.
[5 5.53-54]

2.3 Numeerinen ratkaiseminen

2.3.1 Eulerin menetelmd

Yksinkertaisin numeerinen menetelmd differentiaaliyhtalon y’'=f(z,y) ratkaisuun on
Eulerin menetelmd. Koska sovelluksissa tehtdvat ratkaistaan usein ajan suhteen,
muuttujana kaytetadn symbolia 7. Derivaatalle patee

A
By~  eli A~y (DAt

At

Siten annetulla muuttujan ¢+ muutoksella Az sitd vastaava funktion arvon muutoksen
likiarvo Ay saadaan suoraan lasketuksi.

Kun alkuarvot 7, ja y, tiedetd&n, p’ voidaan laskea yhtalostd y’'= f(z,y). Siten
alkuarvoista saadaan seuraava (z,y) -pari lasketuksi. Toistamalla menettelyé valitulle
lyhyella askeleelle Ar saadaan likimdaréinen tulos funktion y arvoista pisteissa ;.

Koska Eulerin menetelmdsséd funktion y arvona on alkuarvo y, = y(z) koko
askelpituuden Ar matkan, tulos sisaltdd kumuloituvan virheen. Tamén vuoksi Eulerin
menetelmdd on pidettdva johdantona parempiin numeeriseen ratkaisumenetelmiin,
eikéd Eulerin menetelm&én perustuvien algoritmien ohjelmointia todellisten ongelmien
ratkaisuun voi pitdd valttamatta mielekddnd, vaan ohjelman voi suoraan Kirjoittaa

Liite 1 XXV



esimerkiksi Rungen-Kuttan menetelmélle. Koska kuitenkin Eulerin menetelma on
opetuksellisesti helppo tapa tutustua differentiaaliyhtaldiden perinteisiin numeerisiin
ratkaisumenetelmiin, tarkastellaan my6s sen virhearvioita. Tuloksia vastaavat
virhekaavat voidaan johtaa muillekin numeerisille menetelmille.

Kootaan Eulerin menetelma y(z):n ratkaisemiseksi alkuarvoista ¢, ja y, algoritmiksi:

Ldhtéarvot: f(t,y), alkuarvot ty, yy lopetusarvo t, askelmdcdrd N.
Tulos: y(t)

Alustetaan muuttujat:

At = (t-ty) /N

Y:=Xo
ti. =1

Silmukka:

toista N kertaa

yo=Aaflty) +y
ti S= ti + Al
silmukka loppu

Tulosta y(t).

Tassa kaytettiin menetelmad, jossa etukateen valittiin askelméaara.

Seuraavaksi esitetddn adaptiivisen eli laskennan aikana sadtyvén algoritmin perusteet
differentiaaliyhtalon likimaaraisen tuloksen laskemiseen. Algoritmi kayttdad hyvéksi
Eulerin menetelmén virhearvioita, joka voidaan perustella esimerkiksi Taylorin
sarjalla.

Taylorin sarja funktiolle f{x) pisteen x, ympéristdssa saadaan yhtélosta

f”(xo)(z)lc_xo)2 I S () (x = x)"

n!

(35) /(%) = p(x) = f(xg) + /" (Xo)(x = x,) +

Kun polynomi katkaistaan potenssin »n kohdalta, sen virhe € = p(x) - f{x) on tunnetusti
laskettavissa kaavasta

_ @) (x = x)"
(36) () ="

missé « on jokin luku valilta lukujen x, ja x valista.
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Koska Eulerin menetelméssd funktion f{zy) Taylorin polynomi on Kkatkaistu
ensimmaisen potenssin kohdalta, menetelmén virhetta arvioidaan toista astetta olevan
virhetermin perusteella. Siten funktiolle y saadaan likimééaréinen arvio

(37)y =yo +y'(ty) At + 1y "(@) (A1)°.

Siitd voidaan arvioida laskentamenetelman virhettd sekd toisen derivaatan etta
askelvalin perusteella. Jos itseisarvon [|y’’| maksimiarvo M tunnetaan, saadaan
virherajaksi

(38)e = Yo M (At)°.

Jos hyvéksyttava virhe € on annettu, saadaan ratkaistuksi askelpituus

2&
(39) At = \/% .

Usein helpommin ohjelmoitava ratkaisu saadaan kayttamélld laskettuja likiarvoja.
Koska virheessa esiintyy termi Ar korotettuna toiseen, laskemalla tulos jakovélilla At
ja puolikkaalla jakovalilla Y2 - Ar, jalkimmaéisessa tuloksen virhe putoaa likimain
neljasosaan. Olkoon oikea tulos y, laskennan tulos kokoaskeleelle y; puoliaskeleelle
vy, kokoaskeleen virhe €; ja puolitetun askeleen avulla saadun tuloksen virhe eu.
Talldin saadaan yhtalopari

Yy—n=¢&
Y=Y, =&,

(40)

Kun yhtél6t vahennetdén puolittain toisistaan, tuntematon y havidé pois, ja saadaan
numeeristen kaavojen erotukseksi virheiden erotus

(41)-y; +yu = €1- €y, = 4 &y, €3,= 3 £,

Siten n&hddan, ettd tarkemman numeerisen laskennan likiarvon virhe on noin
kolmasosa eri menetelmien virheiden erotuksesta. Siten hyvaksyttavd virhetaso
saavutetaan joko puolittamalla askelta kunnes virheraja on saavutettu tai

laskennallisena likiarvona.

Olkoot ensimmaisen puolituksen jalkeen saadut virhearvot e; ja askel ;. Haluttu
tarkkuus olkoon e; ja sita vastaava askelpituus /4, joka saadaan talldin kaavasta
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@2)h, - @F -
€

Eulerin menetelmalla laskevan tietokoneohjelman siséén voidaan ohjelmoida edelliset
virhettd ja askelvélig arvioivat laskutavat. Talloin paikalliselle virheelle sopivassa yll&
olevassa askelpituuden kaavassa juuren astelukua kannattaa pudottaa yhdelld [5,
s.951], koska se kuvaa paikallista virhettd. Kumuloituva virhe pudottaa globaalin
virheen astetta alemmaksi. Siten tassé nelidjuuri poistetaan, muilla menetelmilla esim.
neljés juuri muutetaan kolmanneksi juureksi.

Eulerin menetelman tarkkuutta voidaan parantaa monin tavoin, joille on tyypillista
laskea ensin ennuste funktion y arvosta ja laskea tdman ennusteen perusteella sama
vali uudelleen. Englannin kielelld nditd kutsutaan termilld predictor-corrector
methods”.
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2.3.2 Rungen-Kuttan menetelmd

Numeerisissa sovelluksissa ja esimerkiksi laskimissa usein kéytettdvéd menetelma on
Rungen-Kuttan menetelmd, joka on nopea, helposti ohjelmoitava eika tarvitse
alkuarvauksia lahtedkseen liikkeelle. Yleisin muoto on neljannen asteen metodi, jossa
kunkin askelvalin sisélla lasketaan nelja kertaa funktion f{x,y) arvo, joista otetaan
painotettu keskiarvo [5, 5.945-950].

Tuloksena saadaan algoritmi:

Ldhtéarvot: f(t,y), alkuarvot ty, yo lopetusarvo t, askelmdcdrd N.
Tulos: y(t)

Alustetaan muuttujat:

At =(t-19)/N

Y=o

ti=ty

Silmukka:

toista N kertaa
kl:=At-f( ¢ , y )
k2:=At - f(t;+A/2, y+k;/2)
k3:=At - f(ti+A4t/2,y+k/2)
kd:=At-f( t;+A , y+tk; )
y.':y+(k1+2k2+2k3+k4) /6
L=t + At

silmukka loppu
tulosta y(t)

Rungen-Kuttan menetelman virhe on verrannollinen askeleen neljanteen potenssiin.
Sen virhekaava jakovidlille ja sen puolikkaalle saadaan virhearvio samalla tavalla kuin
Eulerin menetelmén yhteydessd, mutta nyt tarkkuus paranee kertoimella 15:

(43)-)/1 Ty, =81- 8y ® 16 &1,,- €1,,= 15 &4,.

Matemaattisten ohjelmistojen adaptiiviset menetelméat kayttavat kuitenkin usein
virhearvioon kahden eri tarkkuuden Rungen-Kuttan menetelmdd [5 s.950], jolloin
virheen tarkastus ei kuluta lisdd funktion laskutoimituksia, vaan virhe saadaan
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arvioiduksi kertoimien k;, k», k3, ks avulla. Siten tarvittavien funktioiden laskumaaraa
voidaan vahentaa.

2.4 Nopeuden arviointimenetelmia

Ennen numeeristen esimerkkien tarkastelemista esitetddn muutama menetelma eri
laskentatapojen hyvyyden arvioimiseen. Vertailtavia kriteereja yleensa ovat ratkaisun
nopeus ja tarkkuus seka ratkaisun kuluttama muistitila. Ndista viimeista ei tarkastella
tassa tutkimuksessa.

Ensimmainen ja selkein vertailu saadaan valmiille ohjelmalle: asetetaan kilpaileville
menetelmille sama tarkkuusvaatimus ja otetaan simulointiajat. Kéytannossa talloin
ajetaan samaa ratkaisua useita kertoja satunnaisten virheiden poistamiseksi.

Toinen tapa perustuu ennalta tunnetun ratkaisun kayttdén. Kun ratkaisun likiarvo
tunnetaan, voidaan eri menetelmien virhettd tutkia kayttdmalla vertailtavissa
menetelmissa likimain yhtd monta funktion arvon laskentakertaa. Tdma menetelm& on
katevin taulukkolaskentaa kayttavilla. Yksinkertaisimmillaan vertailu voidaan tehda
laskemalla enemman laskentaa vaativalla menetelmalld vain yksi askel ja tarkastaa
tarkkuus. Taman jalkeen sama tulos lasketaan kilpailevalla menetelmalld, jossa joko
asetetaan laskutoimitusten méaara vastaavaksi ja verrataan virhettd tai asetetaan virhe
samaksi sédatamalla laskutoimituksien lukuméaaréa.

Esimerkki 2: Laskentanopeuden vertailu Newton-Cotes vs Gauss
Esimerkiksi integroidaan f{x) = sin x vélill&d [0,x] siten, ettd funktion sin x arvot

lasketaan kuudessa pisteessa. Simpsonin saann6lla kuuteen jakovéliin tarvitaan
seitseman pistetta.
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Tulokset taulukkolaskentaohjelmistosta ovat seuraavat:

Laskentapisteet Gaussin integraalille:

|0.106077 0.532171 1.195974 1.945618 2.609422 3.035516|

Funktion arvot

|O.105878| 0.507405| 0.930573] 0.930573| 0.507405 0.105878|

Painokertoimet

0.028493 0.287538 0.683969 0.683969 0.287538 0.028493

Tulos ja virhe

1.99999999947727 -5.22731E-10

Sama Simpsonin sddnnélld:

Laskentapisteet tasavdlisen jaon mukaisesti

0 0.523599 1.047198 1.570796 2.094395 2.617994 3.141593
Painokertoimet
1 4 2 4 2 4 1
Funktioiden painotetut arvot
0 2 1.732051 4 1.732051 2 5.67E-16

Tulos ja virhe:

2.000863189674 0.000863189674

Simpsonin saannén virhe on 1,65 - 10° —kertainen. Kun Simpsonin saannélla funktion
f(x) arvo lasketaan 201 kertaa, virhe on 6,76- 10" eli samaa suuruusluokkaa 6 pisteen
Gaussin kaavaan verrattuna. Siten Gaussin integroinnin kayttd suoraan pudottaa
kaytettdvan laskenta-ajan noin kolmeen prosenttiin Simpsonin sainnon laskenta-
aikaan verrattuna. Kokonaissdasté ohjelmoidulle ratkaisulle ei ole aivan yhtd hyva,
koska ohjelmien kaynnistys ja tulostustoiminnot vievat saman ajan molemmissa
tapauksissa.
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3. Ensimmaisen kertaluvun
differentiaaliyhtaloista

3.1 Johdanto

Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtéldiden ratkaisun tarkastelussa keskitytédén
separoituviin differentiaaliyhtalihin ja lineaariseen differentiaaliyhtal6on, koska ne
ratkeavat integroimalla. Esimerkkitehtvat ratkotaan integrointeihin perustuvilla
menetelmilla ja Rungen-Kuttan menetelmélld, jota pidetdan esitettdvan numeeriseen
integrointiin perustuvan menetelman verrokkina.

Menetelmad voi luonnollisesti soveltaa myds muihin integraalein ratkeaviin
differentiaaliyhtéldihin. Tehtdvien ratkaisuissa luonnollisesti analyyttisia ratkaisuja
kannattaa kayttdd hyvéksi aina, kun sellaiset v&hentdvat numeerisen integroinnin
tarvetta. N&issd esimerkeissa kuitenkin valotetaan nimenomaan numeerista ratkaisua,
joten ratkeavien vélitulosten osalta analyyttisesta ratkaisusta saatavaa hyotyd ei aina
kaytetd hyvéksi.

Differentiaaliyhtéloiden  analyyttisissa  ratkaisumenetelmissd joudutaan usein
tekemddn sijoituksia ja valitsemaan sopivia apumuuttujia, jotta tehtéva
yksinkertaistuisi  joko analyyttisen ratkaisun l6ytamiseksi tai laskennallisesti
paremman kaavan saamiseksi. Tassa voi kayttd4d apuna omien taitojen lisdsi myds
symbolisesti laskevia ohjelmistoja.

Koska uudet ohjelmistot mahdollistavat tehtdvien helpon sieventdmisen
mahdollisimman pitkdlle ja moniin eri muotoihin, numeerisen ratkaisun
ohjelmointitaito on merkittdvad: nopea ratkaisu pitdd voida valita monista saman
tehtévan eri esitystavoista. Ohjelmointitaidon liséksi yhtéalojen analyyttisen kasittelyn
taito ja kokemus yhtéldiden muokkaamisesta eri muotoihin antaa entistakin
suuremmat mahdollisuudet ongelmien ratkaisuun.

Kokemukseni perusteella todellisten probleemien ratkaisussa tarvitaan intuitiota ja
harjaantumista, jotka saavutetaan edelleen itse tehtavélld laskentaty6lld. Siten
mekaanisten sievennysten opettaminen ja opettelu on edelleen mielekastd, koska se
luo pohjan myds symbolisten ohjelmistojen tehokkaalle kaytolle.
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3.2 Separoituva yhtélo

3.2.1 Analyyttinen ratkaisu

Monet tekniset ja luonnontieteelliset mallinnustehtavat johtavat joko suoraan
separoituviin differentiaaliyhtaloihin tai sellaisiin differentiaaliyhtéldihin, jotka
sopivalla  sijoituksella  saadaan  separoituviksi.  Tutkitaan  separoituvaa
differentiaaliyhtél6d muodossa

44y’ = 111 g() =2 = £ (1) . g(v )% 0.
g(y)

Jos g(yy) = 0, ollaan tasapainopisteessé eli yhtaloll& on vain vakioratkaisu y = y,. Jos
g(y) saavuttaa laskennan aikana arvon nolla, yhtélon ratkaisukdyrda on saavuttanut
tasapainoarvon ja pysyy téssd vakioarvossa tasta eteenpdin. Tarkastelussa rajoitutaan
jatkossa niihin tapauksiin, joissa g(y)=0.

Integroidaan molemmat puolet muuttujan ¢ suhteen, jolloin saadaan

(45) | y;(’;‘)” = [ f .

Tassa kaytetaan integroinnin sijoitusmenetelmad, joka antaa mahdollisuuden muuttaa
integrointi z:n suhteen integroinniksi y:n suhteen eli padstdan muotoon

(46) j % = j (o)t

Jos integrointi onnistuu, ratkaistaan funktio y ndin saatavasta tehtavésta. Integroinnin
yhteydessd on huomattava integrointivakion C lisdédminen ja se, ettd tarkastelu
rajoittuu yksi kerrallaan z-y -tason alueisiin, joissa g(y)=0.

Tassa tyOssé tarkastellaan alkuarvoprobleemia, joiden integrointiin voidaan kaytt&a
madréattya integraalia. Talloin kaava (46) saadaan muotoon

»(?)

(47) yj % _ j oL

Jos molemmat integraalit saadaan ratkaistuiksi ja y (tai 7) ratkaistuksi annetulla
arvolla, tehtdvd on valmis. Jos integrointi ei onnistu analyyttisesti, se tehdaan
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numeerisesti. Siten yhtalon (47) esittdmé@ muoto separoituvan differentiaaliyhtalon
ratkaisuksi on tassa tyossa tehtdvien numeeristen tarkastelujen lahtékohtana.

3.2.2 Numeerinen ratkaisu

Erityisesti numeerisen ratkaisun osalta ratkaisun olemassaoloa ja yksikésitteisyytta on
syytd tarkastella ennen laskennallisten menetelmien suoraviivaisen kayton
aloittamista. Separoituvan differentiaaliyhtdlon osalta erityistd mielenkiintoa
kannattaa suunnata funktion g(y) nollakohtiin, jotka toimivat tehtdvassa
tasapainokohtina, joissa ratkaisu on vakiofunktio. Jos separoituva differentiaaliyhtal®
toteuttaa yksikasitteisyyslauseen vaatimuksen, tuloksena saadaan mahdollisten
numeeristen ratkaisujen rajat.

Tutkitaan tilannetta, jossa on annettu funktiot f{z) ja g(v) seka alkuarvot yy ja ¢, seka
haluttu ratkaisupiste z. Tavoitteena on selvittdd arvo y(?). Ratkaisu ldhtee liikkeelle
edellisesta integraalimuotoisesta ratkaisusta, josta muokataan funktio R(y).

y(t) dx t
48)R(y) = | — - d
(48)R(y) y&gu)ffmt

fo

Ratkaistaan funktion R(y) nollakohta Newtonin menetelmall&

a’x_

Vi
(49)yi-r = y; —(
,V(Jf.o) g(x

[r@ydn)-g().

Perusratkaisuna saatu iterointikaava on sellaisenaan kaytettavissa laskimiin ja helposti
ohjelmoitavissa taulukkolaskentaohjelmistoon.

Newtonin menetelman mahdollisen suppenemisongelman, kaytettavan
integrointimenetelman  askelpituuden ja  mahdollisen  tasapainon  (g(y)=0)
ylihyppadmisprobleeman ratkaisemiseksi perusmenetelmasta koodattiin
tarkastuslaskelmat sisaltavé versio, jonka Matlab -koodi on esitetty liitteend A2.

Siind my0s integroinnin nopeutta lisattiin k&yttdmalla hyvéksi tunnettua maaratyn
integraalin kaavaa

Tode ¢ ode o odx
(50) = + ,
x(Jt‘O) g(x) x(ty) g(X) x:[l g(x)

Ratkaisualgoritmin vaiheet ovat suoraan esitettyina:
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Alkuaskeleen maaritys

Tasapainon tarkastelu

Integrointiaskeleen numeerinen méaérittdminen

Toistona seuraava algoritmi:

Uuden y-arvon madritys minimind seuraavista:

funktion 1/g(y) numeerinen integrointi ja Newtonin askel tai sekanttiaskel
integrointiaskel

tasapainon ylitysta seuraava puolitusarvo

optiona vertailu funktion g(y) nollakohtaan

Lukujen tallennus tulostusta varten
Tuloksen esittdminen
Optiona kuvaajan tulostus

Vaihe 1 perustuu joko kaytt4jan antamaan Newtonin iteroinnin l&htGarvoon y; tai
algoritmin itse laskemaan tulokseen alkuarvolla y,

(51) y, = yo + [ £ (D)t - g(¥(t,)) -

)

Seuraavana vaiheena tarkastellaan ylittadko askel tasapainopistettd. Taméa tapahtuu
karkeasti tutkimalla funktion g(y) merkkid. Siten voidaan helposti konstruoida
funktioita, joilla menetelma ei toimi, jos ké&yttdja ei aseta mielek&sté alkuarvoa. Nama
funktiot ovat valitettavasti usein vaikeita myds muillekin numeerisille menetelmille
kuten Rungen-Kuttan menetelmalle.

Integrointiaskel madritelld&n Gaussin integraalille. Tdssa olisi mahdollista kayttaa
my06s mitd tahansa muuta integrointimenetelmaa ja sen virhetarkastelua.

Kun alkuvaiheet on saatu tehdyksi, alkaa varsinainen iterointi eli y-akselin suuntaan
integrointi.  Valitusta alkuarvosta lasketaan seuraava alkuarvo Newtonin
menetelmalld. Jos ndin saatu uusi y:n arvo on pidempi kuin integroinnin tarkkuus
antaa myoten, askel lyhennetaan integrointiaskeleen mittaiseksi. Jos tdma askel ylittaa
funktion g(y) nollakohdan, askelta lyhennetd&n kunnes nollaa ei ylitetd. Ndin saatu
uusi y sijoitetaan silmukkaan seuraavan y-arvon maarittdmiseksi.

Ohjelmaa voidaan nopeuttaa hiukan, jos ennalta tiedetddn integrointiaskeleita
tarvittavan runsaasti. Tallgin laskenta voi edetd integrointiaskelin kunnes funktio R(y)
vaihtaa merkkid. Taman jalkeen Newtonin iteroinnin alkuaskel ratkaistaan
sekanttimenetelmalld kahden viimeisen arvon valistd, ja tulos saadaan yleensa yhdella
jatkoaskeleella.

Ratkaisun tarkkuuden osoittaminen perustuu niinikaan funktion R(y) ominaisuuksiin.
R(y) on integraalina jatkuva ja voi vaihtaa merkki& vain, jos valissa on nollakohta.
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Olkoon integroinnin virhe e. Tallgin oikea arvo y on vélilla [y;,y], kun tulo [R(y;,) +
el - [R(y2) + €] <O.

Tehtdvan ratkaisu on samanlainen, ratkaistiinpa annetulle ¢ —arvolle y —arvoa vai
painvastoin. Molemmat johtavat samanlaiseen kahdesta madaratystd integraalista
muodostuvaan ratkaisuun.

Kun differentiaaliyhtélo ratkaistaan lahtien muodosta y’ = f{t,), saadaan derivaatalle
arvo, jonka oletetaan pysyvén vakiona ensimmaisen askeleen ensimmaisen osan ajan.
Kun tatd arvoa Rungen-Kuttan menetelmdssd myodhempien arvojen avulla
tdydennetddn ja korjaillaan, funktion y arvolle saatavan approksimaation virhe on
verrannollinen askelpituuden neljanteen potenssiin. Numeerisilla
integrointimenetelmilld voidaan helposti péastd suurempiin tarkkuuksiin, ja kun
Newtonin menetelma tarjoaa mahdollisuuden ratkaista integroinnin yléraja, saadaan
kilpailukykyiselta tuntuva menetelma.

3.2.3 Esimerkkejd

Menetelman kaytannén hyvyyden arvioimiseksi esitetddn muutamia esimerkkeja. Osa
niistd on toteutettu taulukkolaskennalla, ja osassa asetetaan esitettyd integrointiin
perustuvaa  menetelmd  vastaan  Matlab  —ohjelmiston  valmistoiminto
differentiaaliyhtalon ratkaisemiseksi.

Esimerkki 1
Menetelman kilpailukykya havainnollistava y’ = f(x), jonka ratkaisu on y = | f(x)
dx.

Vertailukohtana numeeriselle differentiaaliyhtalon ratkaisulle kéaytetddn Rungen-
Kuttan menetelmad, joka pelkistyy téssa tapauksessa Simpsonin sadnnoksi. Edellisen
luvun laskuesimerkissa 2 sama funktio integroitiin Simpsonin saannolla ja Gaussin
integroinnilla. Se kuvaa Rungen —Kuttan menetelmédn ja tehokkaaseen
integrointimenetelm&an perustuvan ratkaisun eroa. Koska Gaussin integrointi on
tehokkaampi kuin Simpsonin sééntd (laskentakertojen suhde oli edellisen luvun
esimerkissd noin 30:1), nahdaéan integrointiin perustuvien menetelmien olevan
potentiaalisesti parempia kuin Rungen — Kuttan menetelma.
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Esimerkki 2.
Taulukkolaskennalla klassikko y’=y, y(0)=1, y(2)=?

Tassa tapauksessa joudutaan kayttdmaan Gaussin integroinnin lisdksi Newtonin
menetelmaa arvon y(2) méérityksen. Kun Newtonin iteroinnin l&htéarvo y/ maaraytyy
automaattisesti ilman kayttajan kontrollia, saadaan tulos seuraavasti:

y0 1

yl 3

y2 5.704164
y3 7.180423
y4 7.386084
Y5 7.389057
y6 7.389058
y7 7.389058

Tuloksen saamiseksi funktion f(y) arvo laskettiin integroinnin yhteydessad 7-6=42
kertaa ja virhe on 1,6-10°. Tulos poikkeaa oikeasta arvosta e?~7,38956 vasta
seitsemannessa merkitsevdssd numerossa. Vertailun  vuoksi  Rungen-Kuttan
menetelmassa askelvalilla 0,1 funktio f{y) tulee lasketuksi 84 kertaa. Tulos on talléin
7,38898 ja virhe kertaluokkaa suurempi 1,13-107.

Esimerkki 3
Oman lajinsa yksinkertaisin y’ = xy, y(0), y(2)=?

Tilanne  on  sikdli  mielenkiintoinen, ettd  integraalien = numeerisessa
ratkaisumenetelméssad péaadytaan tdsmalleen samaan tehtdvaddn kuin edellisessa
esimerkissd, koska separoituvan yhtalon ratkaisussa x:n suhteen integrointi johti
sattumalta samaan numeroarvoon. Erotuksena on vain se, ettd funktio f{x) = x piti
laskea kuudesti ennen Newtonin iteroinnin alkua. Tulokset voidaan koota taulukkoon:

Laskutoimituksia funktiolla
f(x) ay) tulos virhe
Integrointi ja Newton 6 43 7.389058 -1.63E-06
Runge-Kutta 84 84 7.388998 5.86E-05
Analyyttinen ratkaisu 7.389056

Jos ratkaisussa haetaan suurempaa tarkkuutta, iteroinnissa joudutaan lyhentdmaan
integrointiaskelta. Integroinnin askeleen s&d&tdminen kuluttaa 12 funktion laskentaa,
jos tarkkuuden laskennassa saatavaa tulosta ei kayteta hyvaksi.

Seuraavaksi esitetdén iteroinnin kulku, kun ennen jokaista iterointiaskelta integroinnin
askelpituudeksi valitaan joko Newtonin iteroinnin tai integroinnin tarkkuuden
edellyttdma askelpituus sen mukaan, kumpi askelpituuksista on lyhyempi.
Esimerkissé integrointiaskeleen maksimipituudeksi on valittu 1, koska sitd vastaava
numeerisen integroinnin virhe kdyttden kahteen eri likiarvoon perustuvaa virhekaavaa
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on todettu pienemmaksi kuin haluttu tarkkuus 10°°. Tallgin lopullinen virhe on hieman
suurempi, mutta silti samaa suuruusluokkaa. Lopputuloksena saatava iteroinnin kulku:

YO 1
Y1 2
Y2 3
Y3 4
Y4 5
Y5 6
Y6 7
Y7 7.378629
Y8 7.389049
y9 7.389056
y10 7.389056

Iterointi suppeni kymmenessa askeleessa integraalin ylarajaan, ja virhe johtuu
integroinnin epatarkkuudesta.

Tarvittavien laskutoimitusten lukumaaran vertailu antaa tuloksen:

Integrointi
ilman
tarkuuden
Runge-Kutta saatoa Integrointi ja Newton
Virhe 5.85651E-05 -1.6E-06 4.98E-09
Laskenta g(y) 84 43 61 12
Laskenta f(x) 84 6 6 12

Integrointi ja Newton -sarakkeen vasen puoli kuvaa integroinnissa tarvittujen
laskutoimitusten lukumé&araé ja oikea sarake tarkkuuden méarityksen edellyttdmien
laskutoimitusten lukuméaardd. Kun numeeriseen integrointiin perustuva algoritmi ja
Rungen-Kuttan menetelma kayttavat saman maarén laskutoimituksia funktioon g(y),
virheen ero on viisi dekadia. Jos halutaan saada numeerisen integroinnin
perusalgoritmin tarkkuus 1,6 - 10° tarvittavien askelten lukumééraksi saadaan
kokeilemalla 50 eli laskutoimituksia tarvitaan noin 200 sek& funktiolle f(x) ettd g(y).
Saavutettu hy6ty on siis suuruusluokkaa 5:1.

Esimerkki 4

Tasa-arvopistettd y = 0 lahestyva y’ = -y, y’(0)=1 y(5)=?

Tehtdvassa asetetaan oma ratkaisukoodi haastamaan tunnetun Matlab -ohjelmiston
(versio 6.5.1) valmista algoritmia. Tehtdvan ratkaiseva Matlab -koodi on liitteenda A2

jaA3.

Tehtdvassa verrattiin tarvittavaa laskenta-aikaa eri vaihtoehtojen valilla. Vertailun
suorittanut koodi liitteend A4.
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Matlabin ode45() ratkaisee differentiaaliyhtdlon adaptiivisella algoritmilla, jossa
askelpituutta saddetdan kéyttdjan antaman virheen mukaan. Sitd verrataan omaan
ohjelmakoodiin, jossa kayttdja niin ikdan antaa virherajan.

Kummassakin ohjelmassa oli funktion piirto-optio. Kun ratkaisut piirretddn samaan
kuvaajaan, ndhdaan saman tarkkuuden edellyttdvan tiuhempaa laskentapistemaaraa
Rungen-Kuttan menetelmassa (pisteet) verrattuna risteilld merkittyihin integrointiin
perustuviin pisteisiin. Jokaisen punaisen pisteen yhteydessa tulon f(x) g(y) arvo tulee
lasketuksi 4 kertaa Rungen-Kuttan menetelman yhteydessd. Mustat ristit kuvaavat
integrointiin perustavalla algoritmilla tehtyéd laskentaa, jossa kunkin ristilla merkityn
arvon laskenta on edellyttanyt funktion g(y) arvon laskemista kuudesti. Tehokkaampi
integrointimenetelma mahdollistaa pidemman askeleen.

09+ -

0gf = -

0.6

0.5

0.3

&+

0.z

Differentiaaliyhtilon y’ = - y’ ratkaisu

Kuvasta ndhdaan myds, miten integroinnin tarkkuus maaréé askelen kunnes ollaan
hyvin lahelld tulosta, jossa Newtonin menetelméd suppeni nopeasti (2 askelta)
haluttuun tulokseen.

Vertailussa olivat valmistoiminto Runge-Kutta (RK) tarkkuusvaatimuksella le-6,
suppenemissadadot sisaltanyt integrointiin ja Newtonin iteraatioon perustuva algoritmi,
ja ilman tarkastuksia Gaussin integroinnin ja Newtonin menetelmén yhdistdva
algoritmi, joka ei supennut tassa esimerkissd huonolla tai kaavalla 51 lasketulla
Newtonin menetelmén l&htoarvolla y1.
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Jos kayttaja on tehnyt tutkimukset funktioiden kulusta etukdteen ja selvittanyt
funktion g(y) nollakohdat, lis&amalla koodiin hieman hidastavan “onko ratkaisu
ylittdnyt tasapainon” —vertailun (algoritmin kohta 4.1.d) suppenemisongelmat saadaan
poistetuksi.

Taulukossa “Aika 1” on Rungen-Kuttan menetelman kayttdma aika jaettuna
suppenemiskontrollin sisaltdvan algoritmin ajalla. ”Aika 2” on Rungen-Kuttan
menetelman aika jaettuna ajalla, joka kuluu integroinnin ja Newtonin menetelmén
yhdistelmé&an ilman suppenemistarkasteluja. ”Virhe 1” on suppenemiskontrollit
siséltavan algoritmin tuloksen virhe ja Virhe 2” ilman suppenemiskontrollia saatavan
tuloksen virhe.

Oikea virhe RK virhe 1 virhe 2 Aikal Aika 2
0.14493 -1.2974e-007 8.8104e-012 NaN 3 0.2069

Tehtavassa suppenemiskontrolloidun algoritmin (liite A2) virhe on pienin, ja Rungen-
Kuttan menetelmédd kéyttdva valmistoiminto ode45 kaytti kolminkertaisen ajan
epatarkemman tuloksen saamiseen. Tilanne mallintaa my6s ilman kontrollia olevan
Newtonin menetelmdn murheen: huonon alkuarvauksen vuoksi se ei supennut
lainkaan, ja aikaakin kului viisinkertaisesti valmistoimintoon verrattuna.

Kun sama differentiaaliyhtdlé ratkaistiin, mutta tall& kertaa arvon y(1)
ratkaisemiseksi, saadaan tulokseksi:

Oikea virhe RK virhel virhe 2 Aikal Aika
0.47619 -1.6339¢-008 2.7756e-016 2.8683e-009 3 12

Nyt Newtonin menetelma suppenee, ja tulos saavutetaan aikasuhteessa 12. Virhe on
pienempi  kuin  valmistoiminnon.  Virhesuojattu algoritmi  antaa edelleen
kolminkertaisen aikaedun valmistoimintoon verrattuna.

Esimerkki 5
Tasapainoa lahestyvay’ =sin(y)-; y(0)=1, y( 5)="?

Vertailu tehtiin samalla ohjelmistorakenteella kuin edellisessékin simuloinnissa. Nyt

funktion arvot ovat yksikasitteisyyslauseen mukaisesti puristuneet funktion g(y)
nollakohtien y = 0 ja y = r véliin, ja y lahestyy arvoa .
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35 T T T T T

Yhtdlon y’ = sin(y)- t ratkaisu. Pallot Runge-Kutta, ristit numeeriseen integrointiin
perustuva menetelmd.

Tehtdva on valittu siten, ettd normaali Newtonin iteraatio on vaikeuksissa funktion
muodon vuoksi.

Esitetty algoritmi suppeni vastaukseen kymmenelld askeleella, ja iteroinnin vaiheet on
piirretty risteind kuvaan. Jokainen risti edellyttdd 6 funktion g(y) arvon laskemista
integroinnissa ja tarkastusten vuoksi vield lisdaikaa. Pallo siséltdd 4 funktion arvon
laskemista. Nopeusetu syntyy samaan tarkkuuteen péé&semisestda pidemmin
integrointiaskelein.

Lisatarkasteluna esimerkkiyhtalossa alettiin kasvattaa muuttujan ¢ loppuarvoa ja
katsottiin muutoksen vaikutusta simuloinnin suppenemiseen.
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Taulukossa on esitetty saadut tulokset:

t y aikasuhde 1 aikasuhde 2
1 1.109 3.3333 10

15 1.466 1.8333 11

2 2.0692 2.25 9

25 2.6559 3.0333 9.1

3 2.9811 2.75 11

3.5 3.1009 3 12

4 3.1336 3.5 14
4.5 3.1404 2.8 X

5 3.1414 3 5, vaara juuri
5.5 3.1416 3.9 X

Tuloksista nakyy, miten Newtonin iterointi ilman kontrollirakenteita (aikasuhde 2) on
nopea toimiessaan, mutta voi hypéta ulos sallitusta ratkaisualueesta ja supeta sen
jalkeen kokonaan vaaraan juureen tai olla kokonaan suppenematta (X" taulukossa).
Kontrollirakenteilla tuettu algoritmi (aikasuhde 1) ratkaisee ongelman kaikkine
tarkastuksineen kolmasosassa ajasta, jonka valmisohjelmisto kayttaa.

Esimerkki 6
Patologinen y’= e*(y - 5)*; y(0) = 1; y(x) = ?

Téassa y léhestyy tasapainopistettd y = 5. Koska funktio on kasvava tasapainon
molemmin puolin, iterointi voi hypéata tasapainopisteen y = 5 yli darettomyyksiin.
Matlabin valmisohjelmalla ndin kéy, kun x ~ 19,5.

Yhtélé on vaikea myds suppenemiskontrollin sisdltavalle numeeriseen integrointiin
perustuvalle algoritmille, koska siind tarkastus perustui derivaatan merkin
vaihtumiseen. Ongelmalta suojaa vain algoritmin kohdan 4.1.d toteuttaminen eli ensin
tehty tasapainopisteiden tarkastelu. Sama ehto voidaan ohjelmoida Rungen-Kuttan
menetelmaan, jolloin sillakaan laskettaessa arvot eivat karkaa tasapainojen yli.
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Ratkaisu karkaa yli tasapainopisteen kohti ddretontd

Esimerkki osoittaa karkeiden kvantitatiivisten ja kvalitatiivisten tarkastelujen
valttamattomyyden ennen numeerisiin ratkaisuihin hypp&amistd. Samoin se osoittaa
ohjelmointitaidon ja sen opettamisen merkityksen numeriikassa: kyky lisatd
ominaisuuksia valmiisiin  ohjelmakoodeihin  parantaa laskennan valmiuksia
merkittavasti.

Jos yhtélo halutaan ratkaista, korjattuna vaihtoehtona toimii sekanttimenetelmé tai
requla falsi, joka pitd4 juuren halutussa rajassa tai jopa kylmasti toteutettu
puolitushaku, jossa tasapainopiste on toisena rajana. Jos tulos tulee riittdvan lahelle
tasapainoa, lopetusehto kertoo funktion y saavuttaneen tasapainon. Muuten juuri
saadaan normaalisti funktion R(y) merkkid tutkimalla. T&m& perusversiota hieman
hitaampi algoritmi ratkaisee tasapaino-ongelman, mutta edellyttad g(y):n nollakohtien
ratkaisemista ennen laskennan aloittamista.

3.2.4 Johtopddtokset integrointiin perustuvasta algoritmista

Johtopaatoksend voidaan todeta, ettd separoituvan differentiaaliyhtdlon ratkaisu
Newtonin yhtalénratkaisu- ja Gaussin integrointimenetelmaa soveltavalla algoritmilla
tarjoaa selkedn mahdollisuuden s&&stdd laskenta-aikaa. Siten silla on kayttoad
esimerkiksi Monte Carlo -simulointien sisélld ja vahan laskenta-aikaa vaativien
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prosessien ohjauksessa. Vastaukseen saadaan suuri tarkkuus, joka on myds helposti
arvioitavissa.

Huomiona voidaan todeta, ettd lopullisen ratkaisun madritys riippuu integroinnin
tarkkuudesta. Jos integroinnin tarkkuus oli riittdva eikd integrointiaskeleen pituus
ollut iteroinnin rajoittava tekija, Newtonin menetelméa oli kokeilujen valossa katevin.
Jos taas integroinnin askelpituus oli ensisijainen tulosta rajoittava tekijé, tehtava oli
viimeista askelta lukuun ottamatta ratkaistu “raaka voima” menetelméll&. Siten melko
hyvin toimiva menetelmd@ saadaan my6s yhdistdimalla “raaka voima” ja
sekanttimenetelmd tai suppenemiseltaan varma regula falsi. Nopeuskilpailuissa
menetelmien paremmuus vaihtelee alkuarvauksen ja Newtonin iteroinnin aiheuttaman
satunnaisen tekijan vuoksi.

Erityisen tehokas integrointiin perustuva lahestymistapa on autonomisten eli ajasta
riippumattomien differentiaaliyhtaldiden ratkaisemisessa, koska tallaiset ratkeavat
suoraan Yyhdelld integraalilla. Huomattavaa myds on, ettd mikali jompikumpi
integraali ratkeaa analyyttisesti, voidaan analyyttistd ratkaisua kéyttdd hyvaksi
integrointeihin perustuvissa menetelmissd, mika kasvattaa saavutettavaa hyotya
entisestddn. Samoin esitetty algoritmi on tehokas kaanteisen probleeman “millg ¢
annettu y” ratkaisussa.

Esitetyt ratkaisutavat on opetuskokeiluissa havaittu helpoiksi ymmaértaa ja ne
soveltuvat hyvin lukiolaisilla kéytdssa oleviin laskimiin. Oppilaat ovat kadyttaneet
integroinnin ylérajan ratkaisemista Newtonin yhtalonratkaisumenetelmélld pienten
probleemien ratkaisussa. Menetelma on mahdollistanut fysiikan numeeristen

differentiaaliyhtéloiden kayttdmisen opetuksen syventdmiseen ja mielenkiintoisten
laskennallisten esimerkkien tarjoamiseen.

3.3 Lineaarinen yhtalo

3.3.1 Analyyttinen ratkaisu

Ensimmaéisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtdld y’ + a() y = b(t) on
ratkaistavissa kayttamalla tunnettua tekniikkaa, jota kutsutaan integroivaksi tekijéksi.
Yhtalo kerrotaan funktiolla

(52) u(r)y =l ",

missd integraali on funktion a(#) jokin integraalifunktio. Lopputuloksena saadaan
yhtélo

(53) y'(1) - () + a(t) - (1) - y(2) = b(2) - u(2).
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Kaavan 53 vasen puoli on tulon () y(t) derivaatta, joten integroimalla #:n suhteen ja
lisddmélla integroimisvakio C saadaan

(54) y(0) - u(e) = [ 1) - u(0)dt +C,

ja edelleen

(55) y(0) =——~ j b(e) - p(0)dt +—— ( 1

Oikean puolen toinen termi eli integroimisvakion C ja funktion g(z) osam&&ra on
separoituvan homogeeniyhtalén y’= - a(?) y ratkaisu. Ensimmaista termié yritetdan
usein ratkaista niin sanotun yritteen avulla. Téallaisia ratkaisutapoja ei kéasitella tass4,
koska yhtald (54) antaa tehtdvan numeerisen ratkaisun perustan. Muita lineaarisen
differentiaaliyhtdlon ratkaisutapoja on esitetty useimmissa differentiaaliyhtaloita
kasittelevissa Kirjoissa, kuten esimerkiksi [7, s.476-477].

3.3.2 Numeerinen ratkaisu

Numeerinen ratkaisu perustuu jalleen madréattyyn integraaliin. Nyt valitaan
integroivaksi tekijaksi maarétyn integraalin sisaltava

t

Ia([)dt

(56) (1) =e"
Talloin ndhdéén suoraan, etta

(57) p(to) = 1.

Kun integrointi suoritetaan arvosta ¢ arvoon ¢, saadaan
t

(58) 1(¢) - pa(t) = y(to) = [ p()b(t)dlt

to

Kun 1y, t ja y(t5) on annettu, saadaan ratkaisu. Ratkaisualgoritmi sisaltda seuraavat
vaiheet:

1. Jaa integroimisvali [zy,¢] valitun integrointimenetelmdn edellyttdmiin
osavaleihin.
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2. Laske edelleen integrointimenetelmalld funktion gz) arvot kussakin
osavalipisteessa. Tassd numeerisen integroinnin suuri tarkkuus on tarkeéa,
koska integraalin virheet sijoitetaan eksponenttifunktioon.

3. Laske integraali J'b(t) - u(t)dt

4. Ratkaise y.

o

Tee virhetarkastelu.

Virhetarkastelu voidaan tehdé perinteisella adaptiivisella integroinnilla, jossa joko
jakovélida tai integroinnin astelukua muutetaan virheen selvittdmiseksi.
Adaptiivinen virhetarkastelu on helposti ohjelmoitavissa tai jopa kokeiltavissa itse.
Lahtokohtaisesti nayttadd ilmeiseltd, ettd kahden numeerisen integroinnin teko on
nopeampaa kuin askelittain etenevét differentiaaliyhtéldiden ratkaisumenetelmat.

Perusratkaisun toteuttava yksinkertainen Matlab-koodi on liitteend A5.
3.3.3 Esimerkkejd

Esimerkki 1. y’+y cos(t) = cos(t), y(0) = 2, y(r) = ?.

Tarkastellaan tehtédvan ratkaisun edellyttdmia funktioiden a ja b laskentakertojen
lukumé&arad. Integroivan tekijdn p laskennassa tarvitaan 6 kertaa a —funktion
laskemista ja eksponenttifunktion laskeminen. Integraalin yhteydessa tarvitaan vield 6
funktion b laskentakertaa. Kiintedn askeleen Rungen - Kuttan laskenta tehtiin
taulukkolaskennalla. Alla olevassa taulukossa on vertailtu arvon y(n/2) ratkaisuun
tarvittavia laskutoimituksia:

Runge-Kutta |Integrointi
virhe 7.55E-03 -2.30E-08
a(x) 84 36
b(x) 84 6
exp(x) 0 36

Tuloksesta nahdaan, ettd integroinnin kdyttd antaa paremman tarkkuuden vahemmilla
laskutoimituksilla.
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Ratkaisu y’ + y cost = cos(t)

Tama yhtalé on myo6s separoituva, eli sen yhteydessé voidaan vertailla separoituvan
yht&lon numeeriseen integrointiin ja Newtonin menetelmdan perustuvaa algoritmia
(taulukossa virhe A2) ja ensimmaéisen Kkertaluvun lineaarisen yhtalon suoraa
ratkaisijaa (taulukossa virhe A5). Algoritmit ovat liitteind A2 ja A5, joita verrataan
Matlabin valmistoimintoon. Numeerisia tuloksia verrataan analyyttisend ratkaisuna
saatavaan funktioon y = 1+ e®"®  Lahtdarvoissa asetettu virhetaso on 107
Esimerkissd Gaussin integraalissa painokertoimissa oli vain kahdeksan merkitsevaa
numeroa, minka vuoksi tarkkuus on lyhyilla integrointiaskeleilla suuruusluokkaa 10
askelpituudesta riippumatta.

Tuloksena saadaan y(1) ratkaisuksi:

y(1)  Virhe R-K Virhe A2 virhe A5. suhde 1 suhde 2
1.4569 -6.5205e-011 5.5138e-006 -3.5097¢-009  3.8333  4.1441

Rungen-Kuttan menetelmé oli tdssa simuloinnissa tarkin ja hitain, suora integrointi
nopein ja hieman epatarkempi. Numeeriseen integrointiin ja Newtonin menetelméan
perustuvassa algoritmissa kosinin integraalin laskennassa oleva virhe néakyy tuloksen
tarkkuudessa. Laskenta-aikaa kului enemmén kuin suorassa integroinnissa. Siten
suora integrointi oli aidosti parempi kuin separoituvan yhtalén numeerinen algoritmi.
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Tarkempi analyysi saadaan, kun tulokset tulostetaan véliltd [0,x]. Suhde 1 kuvaa
separoituvan yhtalon ratkaisualgoritmilla saadun ajan sé&&stOkerrointa ja suhde 2
suoran integroinnin saastokerrointa suhteessa Rungen-Kuttan menetelmalla laskevaan
valmistoimintoon.

t Virhe R-K Virhe A2 virhe A5 suhde 1 suhde 2
0.31416 -1.2015e-012 -2.2712e-009 -2.2675e-009 3.925 5.2333
0.62832 -2.9826e-011 5.1217e-009 -3.2471e-009 3.75 5.625
0.94248 -6.2581e-011 2.9417e-008 -3.5257e-009 4.0541 5
1.2566 2.6724e-010  2.2475e-007 -4.5906e-009 4.2342 5.2222
1.5708 1.3386e-009  0.36788 -2.3049e-008 3.3333 5.2222
1.885 4.3132e-009  4.512e-007 -4.0711e-008 4.2342 5.2222
2.1991 1.3591e-008  1.4999e-007 1.4682e-006 4.2727 5.1648
2.5133 3.6835e-008 -3.5334e-009 1.4276e-005 4.7 5.1648
2.8274 6.2617e-008 -2.6268¢-009 5.1995e-005 4.3727 6.0125
3.1416 -1.1477e-007 2.2204e-016 0 8.0167 6.0125

Tuloksista havaitaan suoran (yhden askeleen) integroinnin ylivoimainen nopeus,
mutta my0s tarkkuuden aleneminen askelpituuden kasvaessa. Kun integrointivéli on
puoli  jaksoa, Gaussin menetelman virheeksi tulee nolla kaavan
symmetriaominaisuuden vuoksi. Tama esimerkki osoittaa myds askelvaliin
perustuvan integroinnin tarkkuuden arvioinnin riskin: tarkkuus voi parantua, jos
esimerkiksi symmetriasyistd integrointi antaa tdsmalleen oikean vastauksen
pidemmalla askeleella. Myds separoituvan yhtalén ratkaisualgoritmin lahtdarvona
olevat integraalit ratkeavat oikein, ja kun alkuarvaus on kohdallaan, tuloksen tarkkuus
on erittdin hyva. Rungen-Kuttan menetelman tarkkuus hiipuu hiljalleen ratkaisun
edetessa.

Tuloksen valossa ndhdédan jaksollisten funktioiden integrointiin yleisesti pateva ohje:
laske tulos tarkasti yhdesta jaksosta, kerro taysien jaksojen maarélla ja laske tarkka
arvio viimeisesta osasta, joka tulee viimeisen tayden jakson peraan.

Mielenkiintoinen on myds tasan neljdnnesjakson arvon huono tarkkuus separoituvan
differentiaaliyhtdlon  integrointiin  perustuvassa ratkaisualgoritmissa.  Tallin
alkuarvona olevan integraalin ja alkuarvauksen virheet ovat maksimissaan ja algoritmi
harhautuu suoraan tasapainopisteeseen y = 1. Jalleen tasapainon véarélle puolelle
hyppaédmisen estdva toiminto poistaisi timankin virheen.
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Edellisen tehtéavan osalta tilanne, jossa y:n arvon sijasta ratkaistaan t,
esimerkkina y(t) = 3.

Annetulle y sitd vastaavan arvon ¢ ratkaiseminen on péasaantoisesti tyoladmpad. Siina
ratkaistaan ensimmdinen sellainen ¢, jolla péatee y) = y;. Rungen-Kuttan
menetelmadssa laskentaa jatketaan kunnes haluttu y on saavutettu, eli pitdd ohjelmoida
lopetusehto. Suoralla integroinnilla voidaan menetelld kuten Rungen-Kuttan
menetelmassd, mutta talldin ei mahdollisuudesta ottaa pitkia integrointiaskeleita saada
kaikkea hyotya kayttéon. Edellisistd poiketen separoituvan yhtalon algoritmilla
kaanteinen ongelma tarkoittaa vain ratkaisua zn integraalin ylarajan suhteen, eli
oleellisesti mik&an ei muutu.

Yleisestikin ongelman laadullinen tarkastelu on tarpeen ennen numeerisen
ratkaisemisen aloittamista. Ratkaistaan yhtalosta y’ = cos(?) - (1 - y), milloin funktio
on kasvava ja milloin véheneva. Koska alkuarvo y(0) = 2 on tasapainopisteen y = 1
”ylépuolella”, tulon ensimmainen tekija on negatiivinen, eika yksikasitteisyyslauseen
perusteella ratkaisu voi hypétd derivaatan nollakohdan y = 1 “alapuolelle”. Tulon
merkkisadnnon perusteella funktio on siten vaheneva, kun cos(£)>0 eli 0 < ¢ < n/2 ja
vastaavasti kasvava, kun cos(#)<0 eli ©/2 < ¢ < 3r /2.

Koska funktion arvo y = 3 saavutetaan ensimmaisen kerran kasvavalla osuudella,
mahdollisen ratkaisun pitédd olla valilld n/2 < ¢ < 3z /2 tai jollain my6hemmaélla
valill, jolla funktio on kasvava. Nain on saatu kasitys ratkaisun alkuarvosta ja vélista,
jolla ratkaisu on.

Tuloksen ratkaisemiseksi ohjelmoidaan “regula falsi” -menetelméd (Matlab -koodi
liitteend A6) ja kaytetadn sitd suoran integroinnin tukena alkuarvona = ja 3m/2 ja
kayttaen tarkkuutena arvoa 10°. Iteraatio suppeni vastaukseen kymmenessa
askeleessa. Algoritmi on k&ytdnnossd yhtd nopea kuin valmisohjelmiston kaytto,
vaikka valmisohjelma saavutti noin 30% nopeammassa ajassa ensimmaisen arvon,
jolla y>3. Tama ei kuitenkaan tarkoita lopullisen ratkaisun saamista, koska tuloksen
tarkkuus (askelvali) oli huono ja tarkempi vastaus pitéisi tdmén jalkeen hakea
esimerkiksi interpoloimalla tulosvektorin pisteiden vélistd haluttu arvo.

Esimerkki 2. y"+xy=¢™, y(0)=1

Tama esimerkki ei ole separoituva, eli suora integrointi kilpailee”
taulukkolaskennalla saatavan kiintedn askeleen Rungen-Kuttan menetelmén kanssa ja
valmistoiminnon kanssa.

Tutkitaan ensin karkeasti differentiaaliyhtaloé tarkastelemalla milloin se on kasvava ja
milloin véheneva. Derivaatan nollakohtakdyrd on esitetty kuvassa 8, josta nahdaéan
my0s alueet, joissa derivaatta on positiivinen eli funktio kasvava. Ensimmaisessa
neljanneksessa funktio on véhenevéd nollaviivan yldpuolella ja kolmannessa sen
alapuolella. Funktio on kasvava muualla.
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Derivaatan nollakohtakdyrd e - xy = 0.

Vaikka alkuarvolla y(0) = 1 funktion y derivaatta on positiivinen, siirrytddn lopulta
vahenevaan funktioon. Siten tuloskéyrét nayttavat taipuvan kohti nollaa, kun x kasvaa.
Koska derivaatta on nollakohtakdyran alapuolella kasvava ja sen yldpuolella
vaheneva, ei ratkaisu sisélla hankalia tasapainopisteitd, joiden yli ratkaisukéyra voisi
hyppid. Siten ratkaisua voidaan l&hted hakemaan ilman suurta riskid suoraan
numeerisesti.

Menetelmid vertailtaessa kaytettiin yhden askeleen ensimmaisen kertaluvun
lineaarisen yhtalon ratkaisijaa ja taulukkolaskentaan ohjelmoitua Rungen-Kuttan
menetelmaé. Oikean tuloksen likiarvo haettiin Matlabin avulla. Taulukossa vertaillaan
tarvittavien laskutoimitusten lukumé&éraa:

Runge-Kutta Integrointi
virhearvio 2E-08 3E-10
a(x) 84 36
b(x) 84 6
exp(x) 0 36

Tuloksena saatiin parempi tarkkuus véhemmalld vaivalla. Tassa esimerkissa funktiona
a oli pelkké x, eli sen laskemiseen ei mennyt aikaa Rungen-Kuttan menetelmassa, ja
Gaussin integrointikaava laskee polynomin arvon tarkasti. Algoritmin analyysi
osoittaa, ettd mitd mutkikkaampi b-funktio, sitd edullisemmaksi integrointi kay.
Funktion a osalta sen hankaluus hidastaa molempien laskentaa, koska se lasketaan
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kuudesti jokaista funktion 5 laskentakertaa kohti. Lukujen valossa myds funktion a:n

laskentaan kuluvan ajan piteneminen antaa suoralle integroinnille etua.

Nopeusvertailu Matlabin valmistoiminnon kanssa antaa tulokseksi:

X
0.5

1.5

2.5

3.5

4.5

y
1.2429

1.0461
0.66267
0.33151
0.13752
0.051024
0.018928
0.0077798
0.0036202
0.0018284

ero RK - integrointi
2.1637e-009
-1.9024e-009
-2.3349e-008
2.0169e-007
1.668e-007
2.6556e-007
7.6318e-007
2.2093e-006
5.2446e-006
9.6292e-006

aikasuhde
7.5125
6.0125
5.2333
6.0125
6.1222
7.2333
9.0125
90111
9.4556
11.512

Jos halutaan lisata integroimalla saadun ratkaisun tarkkuutta tai tallentaa valituloksia
kuvaajan piirtoa varten, funktion arvot pitdd ratkoa lyhyemmalla askeleella. Kun
laskentaa tarkennettiin, havaittiin ettd ykkosen askeleella suora integrointi antaa
tarkemman tuloksen kuin valmistoiminnon tulos tarkkuusasetuksella 10°, jota
kaytettiin aikavertailussa.
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4. Toisen kertaluvun
differentiaaliyhtaloista

4.1 Johdanto

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtéldille on lukuisia sovelluksia, koska esimerkiksi
Newtonin mekaniikassa dynamiikan peruslain mukaisesti voimien vektorisumma on
suoraan verrannollinen kiihtyvyyteen eli paikan toiseen derivaattaan. Vaikka moniin
fysiikan ongelmiin liittyvat toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlét ovat myos
analyyttisesti  ratkaistavissa, kaytannon sovelluksissa tarvitaan numeerisia
menetelmia.

Tassa ty0ssd rajoitutaan seuraaviin tapauksiin, jotka voidaan helposti Kirjoittaa
integraalimuodossa:

A Yhden funktion tapaukset:
y' =0y =f0)ay =)

B Separoituvat parit:

y'=g0) fviay =g0v’) )

Ratkaisu esitetddn kuhunkin alkuarvoprobleemaan erikseen. Usein sovellusten toisen
kertaluvun differentiaaliyhtalossé alkutilasuureita on kolme, ¢, y ja y’ ja annettuna
yhden niistd lopputila. Ratkaistavaksi ja4 kaksi muuta. Niiden ratkaisemisessa yleensé
ensimmadinen ratkeaa osana toisen ratkaisua.

Tassa luvussa kuvataan myds toisen kertaluvun differentiaaliyhtalon kirjoittaminen
ensimmdaisen kertaluvun differentiaaliyhtaloryhmaksi, koska sitd tarvitaan
menetelmien tehokkuusvertailuun.

Differentiaaliyhtéaléryhméle voidaan Kirjoittaa sekd Eulerin ettd Rungen-Kuttan
menetelmaa vastaavat ratkaisutavat. Niissa funktiot y ja y’ ratkaistaan askel kerrallaan
muuttujan ¢ suhteen kuten edellisissékin differentiaaliyhtéloissé. Seké arvo y ettd y’
lasketaan tall6in samanaikaisesti, joten t&llgin ryhman ratkaisu ei edellyta erillisia
tarkasteluja toisin kuin useissa integrointimenetelmissa.
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4.2 Yhden muuttujan tapaukset

4.2.1 Yhtdlo y*’ = ft)

Tehtdvan ratkaisu on suoraviivainen kaksoisintegraali. Alkuarvot olkoot 7, yy, jay’s ja
annettua aika ¢. Kysytaén arvoja y(z) ja y’(t). Annetulle arvolle # saadaan y’(z) suoraan
integroimalla f{z).

(59) ¥’ (1) — yo = [ f (t)at

Lopputulos edellyttad kaksoisintegraalin laskemista:

4ot

(60) y(1) = | [ f (x)dxa

oo

Kaksoisintegraaleille  on  valmiitakin ~ toimintoja, = mutta  yksinkertaisen
integrointikaavan ohjelmointi ei ole mikaan ongelma. Yksinkertaisimmin integraalin
perusaskeleeksi saadaan seuraava ensimmaisen kertaluvun lineaarisesta yhtalgsta tuttu
metodi: ensimmaisen integraali lasketaan integrointivalin pisteisiin, joita tarvitaan
toisen integroinnin suorittamiseen.

Jos y’ tai y’’ on annettu, ¢ voidaan iteroida kuten ensimmaisen Kkertaluvun
separoituvassa yhtélossd. Ideana on siis jalleen kayttdd Newtonin menetelméa
integraalin ylarajan méaéritykseen. Na&issd tapauksissa numeerinen integrointi on
edellisten kohtien perusteella selvasti nopeampi vaihtoehto.

422 Yhtdlo y”’ = fiy’)

Differentiaaliyhtdl6 on derivaatan y’ suhteen separoituva, eli siitd saadaan suoraan
integraalimuodossa oleva ratkaisu

T »(t) '
61 y'dt _ dy i
o0y L

to
Tastd saadaan y’(¢), jonka integraali on suoraan y(z).

Numeerisen ratkaisun perusaskel muodostuu y’:n maarityksestd Gaussin integroinnin
edellyttdmissa pisteisséd 7, jotka saadaan numeerisesti esimerkiksi separoituvan
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yhtélon ratkaisumenetelmalld; tuloksena arvot y’(z;). Taman jalkeen y ratkeaa suoraan
integroimalla y’(z). N&ita askeleita otetaan, kunnes haluttu y on saavutettu.

Tilanne on erikoistapaus tilanteesta y’ = f{y’) f{t).

4.2.3 Yhtdlo vy’ = f(y)

Yhtalon yksi analyyttinen ratkaisu lahtee liikkeelle siitd, ettd yhtalén molemmat
puolet kerrotaan funktiolla y’. Kohdat, joissa y’ = 0, pita4 tarkastella erikseen.

62)y” ¥y = )y’

Tama yhtalo voidaan integroida 7:n suhteen, jolloin saadaan:

(63) jy'y"dt = jf(y)y'dt

to ty

Muuttujan vaihto toimii: dy’ = y’’dt ja dy = ydt, jolloin tuloksena saadaan:

»(1)

(64)30'(0) =205 = [ f(»)dy

Yhtélosté ratkeaa y’ ja tuloksena saadaan separoituva differentiaaliyhtélo

»(1)

(65) y'(1) = in'o%z [roay.

Yo

Sen ratkaisu sisaltaa kaksoisintegraalin, jonka ratkaisumenetelma on jo edell& kuvattu.
Siten tulos saadaan suoraan numeerisesta ratkaisusta yhtalolle

»()
d
(66) -[ )y/(t)

i \/y|02+2 [y

=t—t,.
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Taman yhtélon yleinen ratkaisumenetelm& on numeerisesti vaikea, koska se edellytt&da
funktion derivaatan merkkitarkastelua. Tamakin voidaan ohjelmoida.

Ratkaisu pitdd “viipaloida” osiin, joissa y’'= 0, ja kussakin palassa valita y’n
alkuarvon mukainen merkki. Jos y’ on nolla, integroinnin merkki voidaan paatella
y’:n avulla. Jos y’’ on positiivinen, y’ on nollakohdan jalkeen positiivinen ja jos
negatiivinen, niin negatiivinen. Jos y’ =0 jay’ = 0, kyseessa on tasapainopiste.

Algoritmi toisen kertaluvun yhtéldlle y " = f(y)

Annettu: f(y), alku- ja loppuarvot, t,, t, y(t,), ja y’(t)
Valitse iterointia varten arvio funktion loppuarvosta y(t).
Tutki y’ funktion merkki. (Nelijuuren edessd joko + tai -).
Ratkaise  ulkointegraalin  numeerisen integroinnin  edellyttdmissd  pisteissd
sisdintegraalin arvot numeerisella integroinnilla. Integrointiaskeleen maksimipituus
voidaan ratkaista numeerisen integraalin virhekaavojen avulla, jolloin seuraava y ei
ole loppuarvo y(ty), vaan integraalin virheen perusteella laskettu uusi y:n arvo.
Laske juurilauseke; vertaa nollaan.

ongelma: lyhennd askelta valitsemalla uusi alkuarvo y(ty):ksi.

ei ongelmaa: ratkaise ulkointegraali

Toista perusaskelta, kunnes integraali suurempi/pienempi kuin t-t,.

Hae tarkka arvo sekanttimenetelmdlld tai Newtonin menetelmdlld.

Integroinnin tekeva Matlabin m. tiedosto on liitteen&d A8.

Talla differentiaaliyhtélolla on paljon yksinkertaisia fysikaalisia vastineita, joten
tutkitaan sitd numeerisesti kolmessa pelkistetyssd tilanteessa. Naista kaksi
ensimmdistd on ratkaistavissa  analyyttisesti  suoraan  toisen  kertaluvun
vakiokertoimisina differentiaaliyhtéldind. Viimeinen edustaa yleista fysiikan kenttiin
liittyvaa epélineaarista toisen kertaluvun differentiaaliyhtaloa.

Esimerkki 1
y” =y;¥(0)=1, y’(0)=1. y(1)=2, y’(1)=?

Funktion analyyttinen ratkaisu on y = €. Kun merkitddn » = y’, saadaan toisen
kertaluvun differentiaaliyhtalostd ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtalopari:

©6n” "
r'=y

Liite 1 LVIII




Perinteinen numeerinen ratkaisu tehdaan vektorille v = [y #]", jonka arvot voidaan
laskea Rungen-Kuttan menetelmalld, jossa lasketaan vektorin v arvot kuten yhden
muuttujan tapauksessa. Ratkaisun toteuttava Excel-taulukko on liitteend A7.
Askeleella 0,1 virhe on 2,1- 10°.

Vaihtoehtoinen numeerinen ratkaisu perustuu yhtalén 65 oikean puolen numeeriseen
integrointiin. Siind otetaan arvon y(1) ratkaisemiseksi ykkosen askeleita, jonka jalkeen
sovelletaan suppenemisen kannalta varmaa regula falsi -menetelméaa. Iteroinnin kulku
on seuraava:

y t ero

1 0 1

2 0.6931 -0.3069

3 1.0986 0.0986
2.7568 1.0141 0.0141
2.7236 1.002 0.002

2.719 1.0002725 | 2.72E-04
2.7184 1.0000378 | 3.78E-05
2.7183 1.0000053 | 5.25E-06
2.7183 1.0000007 | 7.30E-07
2.7183 1.0000001 | 1.01E-07

Tulos on oikein vaaditulla kuudella merkitsevéalla numerolla. Laskutoimituksia
funktiolle f tuli 3 integroinnin vuoksi ja 6 arvon y(1) saavuttamiseen. Funktion f(y)
laskentakertoja tuli yhdeksésté iterointikierroksesta johtuen huimaavat 9 - 36 = 324
kpl, kun Rungen-Kuttan menetelmélla niitd oli vain 44. Suureen y’ arvot ratkeavat
suoraan osana laskentaa yhtalosté 64.

Siten suora ongelma ratkeaa nopeammin Rungen-Kuttan menetelmalld, jos lopullisen
ratkaisun iterointiin kaytettaviin laskutoimituksiin kuluva aika on suuri verrattuna
integrointiin kokonaisuutena kaytettyyn aikaan.

Jos tavoitteena on piirtdd funktion kuvaajaa, ei iterointia tarvita, ja integrointi on
jalleen Kilpailukykyinen.

Kun arvo y on tunnettu, integrointiin perustuva menetelma sopii hyvin arvon ¢
ratkaisemiseen, koska tulos saadaan suoraan numeerisena integraalina. Esimerkissé
kaytetty integrointimenetelmd antaa ajan ¢ annetulle y suoraan yhdella askeleella, jos y
< 2. Tallgin suora integrointi on huomattavasti nopeampi. Jos y > 2, askelvalia
voidaan lyhentad, jolloin integraali saadaan silloinkin lasketuksi huomattavasti
nopeammin kuin saman ongelman ratkaisu Rungen —Kuttan menetelmalld edellyttéa..

Esimerkki 2
y”7=-y;y(0)=0,y(0)=1.y(1)=?y(1)="?

Yhtélon analyyttinen ratkaisu on y = sin(z). Rungen-Kuttan menetelméll&d saadaan

seuraavat tulokset. Taulukossa sarakkeessa oikea” on analyyttisen ratkaisun
perusteella taulukkolaskennan laskema numeerinen likiarvo
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t

"Oikea"

R-K

virhe

0
0
0.15708
0.15708
0.314159
0.314159
0.471239
0.471239
0.628319
0.628319
0.785398
0.785398
0.942478
0.942478
1.099557
1.099557
1.256637
1.256637
1.413717
1.413717
1.570796
1.570796

0

1
0.156434
0.987688
0.309017
0.951057

0.45399
0.891007
0.587785
0.809017
0.707107
0.707107
0.809017
0.587785
0.891007
0.45399

0.951057
0.309017
0.987688
0.156434

1
6.13E-17

0
1
0.156434
0.987688
0.309015
0.951057
0.453988
0.891007
0.587782
0.809019
0.707104
0.707109
0.809014
0.587789
0.891003
0.453995
0.951054
0.309023
0.987686
0.156441
0.999999
7.9E-06

0
0
7.96E-07
-2.1E-08
1.57E-06
-2.9E-07
2.25E-06
-8E-07
2.8E-06
-1.5E-06
3.16E-06
-2.4E-06
3.29E-06
-3.5E-06
3.16E-06
-4.6E-06
2.74E-06
-5.8E-06
2.04E-06
-6.9E-06
1.04E-06
-7.9E-06

Arvolle y(n/2) = 1 saadaan siten virheeksi noin miljoonasosa. Tulos hieman huononee

laskennan kestéessa, kun virhe kertaantuu kierros kierrokselta.

Kun tehtdva ratkaistaan suoraan integroimalla yhdelld askeleella, 1&hestytaan funktion
y’(t) nollakohtaa pisteessd ¢+ = /2. Tassa on algoritmin akilleenkantapdd. Kohdassa
y’(t) = 0 vaihtuu integraali positiivisesta negatiiviseksi, eli sen yli ei voida tehd&
yhden askeleen integrointia, vaan nollakohta pit&é iteratiivisesti hakea, ja vasta tdman
jalkeen edeté sen yli.
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Seuraavassa taulukossa on ratkaisut yhden askeleen integroinneille valiltd [0,y].
Niihin on siis kulunut 36 funktion f{y) ratkaisukertaa ja 6 nelijuurta eli tulos vastaa
suuruusluokaltaan kymmenen askelvélin Rungen-Kuttan menetelméaa.

Valittuy |Laskettut| virhe

0 0 0

0.1 0.10017 |alle 1E-18
0.2 0.20136 |-2.78E-17
0.3 0.30469 |-1.33E-14
0.4 0.41152 |-1.24E-12
0.5 0.5236 |-5.57E-11
0.6 0.6435 |-1.66E-09
0.7 0.7754 |-4.10E-08
0.8 0.92729 |-1.01E-06
0.9 1.1197 |-3.35E-05
1 1.4761| -0.00448
1.1 X X

Tuloksista nahdaan suoran integroinnin ylivoimainen tarkkuus kunnes aletaan
l&hestyé funktion y’(z) nollakohtaa. Esimerkiksi kymmenen askeleen Rungen-Kuttan
menetelmélld kohdassa y = 0,4 virhe on suuruusluokkaa 10® kun se suorassa
integroinnissa on 10™*2. Siten suora integrointi kannattaa kaanteisessa probleemassa ja
kun y’ = 0.

Esimerkki 3
y” =1y y(0) = 1,y (0)=1. y(t) =2, y’(t) =?

Kyseessé on tyypillinen voimakenttd, jonka voimakkuus on k&éantéen verrannollinen

etdisyyden nelioon. Tassa kyseessa voisi olla esimerkiksi elektronin poistuminen
negatiivisen varauksen luota.
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Tehtdva ratkaistaan jalleen Rungen-Kuttan menetelmall& ja integrointimenetelmalla.
Téassa tapauksessa y’(z) ei lédhesty nollaa ja tehtdvdn voi helposti ratkaista
integroimalla.

t integrointi| R-K ero

0 1 1 0

0 1
0.1 1.104683|1.104683 | 1.66E-07
0.1 1.090653
0.2 1.21759 | 1.21759 |3.01E-07
0.2 1.165079
0.3 1.337268 |1.337267 | 4.27E-07
0.3 1.226544
0.4 1.462557|1.462556 | 5.53E-07
0.4 1.277704
0.5 1.592536 | 1.592535 | 6.88E-07
0.5 1.320658
0.6 1.72647 |1.726469 | 8.47E-07
0.6 1.357042
0.7 1.863768|1.863767 | 1.07E-06
0.7 1.388129
0.8 2.003953 |2.003952 | 1.42E-06
0.8 1.414909
0.9 2.146634 |2.146632 | 2.03E-06
0.9 1.43816

1 2.29149 |2.291486 | 3.07E-06
1 1.458492

Tulokset osoittavat molempien menetelmien saavuttavan vaaditun tarkkuustason. Kun
laskentaa jatkettiin, havaittiin, ettd integrointi antaa yhdelldkin askeleella viel&
tarkkoja arvoja kohdassa ¢ = 2. Siten integrointi on tarkempi, jos halutaan ratkoa
yksittdisia pisteitd esimerkiksi kuvanpiirtoa varten. Haluttaessa ratkaista annettua ¢
vastaavaa etdisyyttd y joudutaan lopussa kayttdmaan numeerista hakua, minka vuoksi
pienilla muuttujan ¢ arvoilla Rungen-Kuttan menetelmd on tehokkaampi. Toisaalta
haluttaessa saada annetulle etaisyydelle y sitd vastaava aika ¢ kannattaa ké&yttaa
integrointia.
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4.3 Tapaukset y”" = f(*) - g(*)

4.3.1Yhtdloy’ = g(v’) fit)

Tassa funktio g(y’)  f{t) on funktion (muuttujan) y»’ suhteen separoituva
differentiaaliyhtal®, jonka ratkaisu on

y'dt o dy' _’
¢ )Lﬂy) 5oy =)o

Separoituvissa yhtaloissa numeeriseen integrointiin perustuva algoritmi on edellisen
luvun tulosten perusteella nopeampi, joten tasta yhtélosta saadaan joko analyyttisesti
tai numeerisesti tuloksena parit ¢ ja y’(z). N&istd saadaan suoraan numeerisella
integroinnilla y(z). Siten ratkaisu noudattaa esimerkin 1 kaksoisintegraalilla
ratkaistavan tehtavan ratkaisua.

4.3.2 Yhtilo y” = g(v’) )

Ratkaisu muistuttaa aiempia, koska siina yhtélo kirjoitetaan muotoon

Yt .
= dt.
o) tfof(y)y t

Tama sievenee kahdeksi integraaliksi, joista saadaan ratkaistuksi y’ y:n funktiona
esimerkiksi separoituvan yhtalon numeerisella menetelméllé.

ijy jﬂw@

g(y)

Merkitddn G(y) = y’. Saadaan on separoituva yhtalo, jonka ratkaisu on

y(1)
(71) I d—y:t—to.

vy GV
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Saadaan siis numeerinen algoritmi, jossa perusaskeleena ratkaistaan y’ y:n suhteen
integrointipisteissa, ja tdman jalkeen ratkaistaan suoraan uusi integraali numeerisesti.
Seuraava arvaus voidaan hakea jalleen Newtonin menetelmélld tai edetd
integrointiaskelia, kunnes erotus ¢ - 7, on saavutettu. Taman jalkeen tarkka ratkaisu
saadaan esimerkiksi sekanttimenetelmalld.

Esimerkki 4
y7=y -y ¥(0) = y'(0) =1

Tehtavan analyyttinen ratkaisu on
X T

72) y(t) =tan(=+—).

(72) y(t) ( > 4)

Tehtavassa funktio kasvaa aarettomyyksiin, kun tangentti lahestyy arvoa n/2. Téllaiset
’rgjahtavat” differentiaaliyhtalét ovat hankalia numeerisille menetelmille.  Alla
tulokset Rungen-Kuttan menetelméll& laskettuna ja sarake oikea” taulukkolaskennan

likiarvo analyyttisesta ratkaisusta.

t R-K "oikea” virhe
0 1 1 0
0 1 1 0
0.15708 1.170844 1.17085 5.71E-06
0.15708 1.185442 1.185444 2.05E-06
0.314159 1.376365 1.376382 1.73E-05
0.314159 1.447204 1.447214 9.26E-06
0.471239 1.631809 1.631852 4.29E-05
0.471239 1.831438 1.83147 3.22E-05
0.628319 1.962506 1.962611 0.000105
0.628319 2.425813 2.42592 0.000107
0.785398 2.413937 2.414214 0.000276
0.785398 3.413831 3.414214 0.000382
0.942478 3.076842 3.077684 0.000842
0.942478 5.234465 5.236068 0.001603
1.099557 4.162012 4.1653 0.003288
1.099557 9.165793 9.174861 0.009068
1.256637 6.293824 6.313752 0.019927
1.256637 20.34188 20.43173 0.089845
1.413717 12.40087 12.7062 0.305331
1.413717 78.10608 81.22382 3.117744
1.570796 70.90023 1.63E+16 1.63E+16
1.570796 2591.367 1.33E+32 1.33E+32

Tuloksista nahdaan, ettd menetelma ei luonnollisesti selvida &&rettémyydestd, vaan
”ja&” jélkeen. Viimeinen arvo on taulukkolaskennan tarkkuudella laskettu y(w/2).
Oikeaa arvoa ei ole, koska funktio l&hestyy ddretonté.
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Integrointiin perustuva ratkaisu toteutettiin Matlabilla. Yhden askeleen integroiva .m -
tiedosto on liitteend A9 . Liitteenda A10 on sekd yhdellad askeleella ettd lyhyin
perattaisin askelein ratkaisun tekeva .m -tiedosto.

Jotta virhe olisi vertailukelpoinen edellisen taulukon Rungen-Kuttan menetelman
virheen kanssa, virhesarakkeeseen kirjoitettiin laskettua t-arvoa vastaavan y-arvon ja
alkuarvon "valittu y” erotus.

Kootaan tulokset:

Valittu y Laskettu t Laskettut | "oikeat" virhe: y-y("oikea t")
yksi askel 0,5 askel yksi askel 0,5 askel
1 0 0 0 0 0
1.5 0.39479 0.39479 0.39479 -4.37E-14 | -4.37E-14
2 0.6435 0.6435 0.64350 -2.32E-10 | -7.04E-14
2.5 0.80978 0.80978 0.80978 -1.33E-08 | -1.02E-13
3 0.9273 0.9273 0.92730 -9.28E-08 | -1.40E-13
3.5 1.0142 1.0142 1.01420 3.55E-07 -1.84E-13
4 1.0808 1.0808 1.08084 6.28E-06 -2.36E-13
45 1.1335 1.1335 1.13346 3.52E-05 -2.98E-13
5 1.176 1.176 1.17601 1.28E-04 -3.63E-13
55 1.2111 1.2111 1.21109 3.55E-04 -4.41E-13
6 1.2405 1.2405 1.24050 8.22E-04 -5.14E-13
6.5 1.2656 1.2655 1.26550 1.66E-03 -6.11E-13
7 1.2871 1.287 1.28700 3.01E-03 -6.96E-13
7.5 1.3059 1.3057 1.30569 5.02E-03 | -7.99E-13
8 1.3223 1.3221 1.32209 7.78E-03 -9.15E-13
8.5 1.3369 1.3366 1.33658 1.13E-02 -1.04E-12
9 1.3499 1.3495 1.34948 1.57E-02 -1.15E-12
9.5 1.3615 1.361 1.36104 2.06E-02 | -1.27E-12
10 1.372 1.3715 1.37146 2.59E-02 -1.42E-12
100 1.0139 1.5508 1.55080 -9.65E+01 | -1.37E-10
1000 0.15934 1.5688 1.56880 X -1.42E-08

Tuloksista havaitaan, ettd yhdelld askeleella saadaan oikea tulos miljoonasosan
tarkkuudella y:n arvoon 4 saakka. Jos edetdén integroiden askel kerrallaan askelvalilla
0,5 virhe ei edes vield kohdassa y = 1000 ole merkittava, joskin tarvittava laskenta-
aikakin on pitka.

Yhden askeleen integroinnissa aarettoman rajamailla tulokset vaihtelivat Newtonin
supetessa ajoittain kohti vaaria arvoja. Tulos ajaksi ¢ ylittda Kkriittisen rajan m/2
kohdassa y = 1000. Vaikka tuloksen virhe ajan ¢ suhteen esiintyy vasta kolmannessa
desimaalissa, joudutaan madrittelyjoukon ulkopuolelle eik& virhettd voida arvioida
edellisessa kohdassa esitetylla erotuksella.

Tarkastelua jatkettiin tekemalla uusi laskenta edelliseen taulukkolaskentaohjelmiston
taulukkoon. Kun arvioidaan menetelmien potentiaalista nopeutta, havaitaan ettd
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arvoon y(m/4) ~ 2,4 péésemiseksi Rungen-Kuttan menetelmalld tarvitaan 44
funktioiden f'ja g laskukertaa ja tallin saavutettu virhe on 2 - 10°.

Integroinnissa tulos arvoon y = 2,4 saatiin vastaavasti edellisen taulukon tapaan
ratkaistulla y:n virhetarkkuudella 7 - 10°. Tallgin funktio g(y) tulee lasketuksi 42
kertaa y’ integroinnin yhteydessd ja kokeilussa koodi “Lappismeth” sisalsi 14
iterointia, joista kussakin oli 6 funktion f{y’) ratkaisua ja askelpituudessa vield 18
lisda. Siten funktio ftuli lasketuksi yli 100 kertaa ja funktio g 42 kertaa.

Rungen-Kuttan menetelméssa tarkkuussuuruusluokka 9 - 10®  saavutetaan 80
jakovalilla ja 6- 107 , kun jakovaleja oli 160. Tallin funktioiden laskutoimituksia
tulee nelinkertaisesti.

Lopputuloksena voidaan siis todeta, ettd hyvin ohjelmoituna integrointi Kilpailee
hyvin aikavertailussa Rungen-Kuttan menetelméan kanssa, jos tavoitteena on laskea
pistepareja (v, ) kuvaajan piirtoa varten tai jos halutaan ratkaista annetulle suureen
arvolle y sitd vastaava suureen arvo .

Annetulle luvulle ¢ funktion arvoa y laskettaessa Rungen-Kuttan menetelmd on
vahvoilla. Integrointimenetelmalld jokainen iterointiaskel tuo yli 100 funktion f
laskentakertaa. Kun tarkan arvon ¢ iterointi annetulle arvolle y(z) vie 10 askelta
integroinnin alkuaskelten liséksi, funktio /" lasketaan iterointivaiheessa 1000 kertaa,
mika vaikuttaa merkittavasti nopeuskilpailun tulokseen.

Toisen kertaluvun yhtéldiden osalta siis ndhdaan selvasti, ettd sopiva menetelma pitéa

valita tilanteen mukaan. Integrointimenetelmien soveltamisen osalta lisdtutkimukset ja
ohjelmakoodien optimointi ovat kuitenkin viel& tarpeen.
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Liitteet

Liitel Harjoitustehtavét

Harjoitustehtdvia lukuun Numeerisista menetelmistd

Virhetarkastelut

1. Tutki jakolaskun virhettd, kun ldhtéarvojen suhteellinen virhe on annettu. (vrt.
yhtéld 9 ja kertolaskun virhe).

2. Kannattaako summa =(i’%) laskea numeerisesti arvosta i = 1 arvoon i = 10™° vai
arvosta i = 10" arvoon i = 1?

3. Toisen asteen yhtalén ax’ + bx +c¢ =0 ratkaisukaavassa:

_—bJ_r\/b2 —4ac

xX= 5 esiintyy vahennyslasku jommankumman juuren laskennassa
a

riippumatta luvun -5 merkista. Tama voi aiheuttaa ongelmia.

1) Kirjoita ratkaisualgoritmi, jossa vahennyslasku véltetaan. Vihje: Kun
toinen juuri on ratkaistu ilman vahennyslaskua, toisen juuren saa
juurten tulon kaavasta xx;=c/a.

2) Tarkastele, mika suhteen b’ / 4ac pitaé olla, ettd omassa laskimessasi
perinteinen ratkaisukaava antaa toiseksi juureksi arvon 0.

4. Funktion arvossa esiintyvaa virhettd annetun x:n virheen suhteen voi tutkia
derivaatan avulla: f{x+%) - f{x) ~f’(x) - h. Tutki funktioiden sin(x) cos(x), €", x%,
ja 1/x suhteellista ja absoluuttista virhettd kun x:n suhteellinen virhe on 1%
kohdassa x = 5.

5. Tilastollinen tehtdva: Mika on n liukuluvun summan virheen jakauma, kun

liukuluvut ovat samaa suuruusluokkaa ja kunkin niistd virhe on
tasajakautunut?
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Yhtdlon ratkaisu

1. Tutki, montako juurta ja milla alueille ne ovat:
a. xe"=0.001
b. x*-5x°=6
C. x=2cos(x)
d. e"=sin (x) (vain idea).

2. Tarkkuuden osoitus:
a. Osoita, ettd yhtélolla tan(x) =1 = x on juuri vélill& [0 ; 1,5].
b. Olkoon f{z) = € ja funktion z(x) = x*, Laske arvot f{x=100 000) ja
f(x=1 000 000). Onko valilla nollakohtaa?

3. Numeerisesti ratkaistavan yhtalon ratkaisualgoritmi voidaan muotoilla: tutki,
muuta sopivaksi funktioksi, selvitd nollakohtien lukumé&éra ja sijaintialueet,
valitse ratkaisumetodi, hae tulokset ja osoita tarkkuus seuraaville yhtéldille.
Ratkaise tehtavéat 1a-1d; kohdassa 1d vain suurin juuri.

4. Ratkaise In(x+5) = x.

5. Menetelmakohtaisia ”jippoja”:

a. Kiintopistemenetelmassé ei ole samantekevad, miten yhtalo kirjoitetaan
muotoon x = g(x). Vertaa suppenemista, kun neljannen asteen yhtalo x°
- 2x* + 2x = 1 kirjoitetaan muodossa x=x’-2x’-1 tai muodossa x = 7/(x*
27+ 2)

b. Ratkaise yhtdlo 4 kayttden “vaimennettua Newtonin menetelméaa”.
Vaimennettu Newton parantaa jonkin verran juureen suppenevan
alkuarvauksen valintaprobleemaa, mutta sen hintana on hitaampi
suppeneminen kohti juurta. Alla olevassa kaavassa A on
vaimennuskerroin, joka saa arvoja nollan ja yhden valilta.
Vaimennetun Newtonin kaava on:

X iv1 = Xi— Af(xi) /7 (x)

6. Teoriatehtava: Johda Newtonin suppenemiskaava kiintopisteen suppenemisen
kaavasta. Miten vaimennus vaikuttaa suppenemiseen?

Numeerinen integrointi

1.  Ohjelmointiharjoitus:  Kirjoita  laskimeesi tai  taulukkolaskentaan
ratkaisukaavat Simpsonin ja Gaussin integrointikaavoille.
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LXIX

Johda virhekaavat (yhtalot 21-23) Simpsonin s&annolle kayttden esimerkkina
vastaavien puolisuunnikassaannén virhekaavojen johtamista. Oleta kaava 20
tunnetuksi.

Ratkaise seuraavien funktioiden integraalit valilla [0,2] kayttéen
puolisuunnikassaantéa 3 ja 6 laskentapisteessd, Keplerin kaavaa, Simpsonin
sdantba kayttden 4 jakovalida ja Gaussin integrointia 2,3 ja 6
laskentapisteella:

a x

b. sin(x)

c. e

Tee virhetarkastelu kayttden sek& derivaattaan perustuvaa virhekaavaa etta
laskenta-askelten lukumaaréan puolittamiseen perustuvaa virhekaavaa.
Tarkastele Simpsonin sdantdd ja puolisuunnikassédantdd. Vertaa ndin
saatuja virheitd analyyttisen ratkaisun perusteella laskettuun virheeseen.

Osoita, etta Kepler integroi oikein funktion x* valilla [a,5].

Halutaan, ettd funktio x* integroidaan oikein valilla [0,1] kayttamalla vain
yksi funktion f{x) laskentakerta. Valitse laskentapiste siten, ettd tulos on
oikein. Laajenna menetelma valille [-1,1] kaksipisteiseksi siten, ettd otetaan
saadun pisteen vastaluku ja lasketaan funktion arvo siindkin pisteessé.
Sijoituskeinolla saadaan mika tahansa integrointivali muutetuksi valiksi [-
1,1]. Kokeile, integroiko saatu menetelma oikein funktion x* valilla [a, 5].

Ratkaise /(3), kun (0)=1 jaf’(x) = e"® |

Liite 1



Harjoitustehtdvid differentiaaliyhtdloistd

Perustehtdvid differentiaaliyhtdléistd

10.

11.

12.

13.

Osoita, ettd y(x) = Ce" on differentiaaliyhtélon y’ = y yksi ratkaisu.
Ratkaise edellinen differentiaaliyht&lo separoimalla.

Ratkaise differentiaaliyhtéld y’(z) = (1+cos(7)) - y separoimalla.
Ratkaise differentiaaliyhtélo y’=¢/y, y(0) = 1.

Ratkaise differentiaaliyhtélo y” = y /¢, y(1)=1.

Ratkaise differentiaaliyhtald y’ = y - ¢, y(1)=1. (Sijoitus z = y — ¢ johtaa z:n
suhteen separoituvaan differentiaaliyhtal6on.)

Ratkaise differentiaaliyhtald y’ = (1-y)” .

Funktion f(x) pisteeseen x piirretyn tangentin kulmakerroin on kaksinkertainen
verrattuna funktion arvoon pisteessd (xf(x)). Funktio kulkee pisteen (1,1)
kautta. Ratkaise f{x).

Milla x-y —tason alueella funktio y on kasvava, kun y’(x)=1-x"-y".

Hahmottele suuntakenttd edellisen tehtdavéan funktiosta kokonaislukupisteisiin,
kun x ja y ovat vélilla [-3,3].

Ratkaise funktion y kaanteisfunktio x(y), kun y’(x) = y - (I-7).
(Osamurtokehitelmal)

Tutki, onko yll& olevissa tehtdvissd tasapainopisteitd, joihin p jaa. Onko
tasapaino sellainen, ettd jos y poikkeaa tasapainosta vahan, se palaa takaisin
kohti tasapainoa (stabiili eli vakaa tasapaino) vai johtaako poikkeama y-
arvosta siihen, etta arvot etdéntyvat tasapainosta?

Oletetaan, ettd ilmanvastusvoima ja siten ilmanvastuksen aiheuttama

nopeuden muutos ajan suhteen eli kiihtyvyys a on a) suoraan verrannollinen
nopeuteen a = -kv
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b) verrannollinen nopeuden neliéén a = -kv’. Jotta nopeus pysyisi vakiona
vapaassa pudotuksessa, ilmanvastuksen aiheuttaman Kiihtyvyyden on
oltava yhté suuri kuin putoamiskiihtyvyys g=9,8m/s’.

1) Kirjoita tilannetta kuvaava differentiaaliyhtdld seka kohtaan
a) etté b).

2) Ratkaise vakion k arvo, kun vapaa putoamisnopeus on 40 m/s.

3) Ratkaise kumpikin syntyvé differentiaaliyhtalo.

4) Ratkaise, missa ajassa saavutetaan nopeus 30m/s, kun kappale

pudotetaan korkeasta tornista.

Olemassaolo- ja yksikdsitteisyyslause

1.

2.

Tutki kaikkien edellisten tehtdvien osalta ratkaisun olemassaolo ja
yksikasitteisyys.
Onko yhtalén y’ = y(I1-y°)” ratkaisu yksikésitteinen?

Numeerisia tehtavid.

LXXI

Tee ohjelmakoodi taulukkolaskentaan tai laskimeen, joka ratkaisee
differentiaaliyhtalon Eulerin menetelmalla.

Ratkaise perustehtdvien differentiaaliyhtaloistd numeerisesti  y(2). Jos
alkuarvoja ei ole annettu, kayta pistetta (1,1).

Opettele kayttamé&an kuvanpiirtotoimintoa ja piirrd samaan kuvaan seka
analyyttinen ettd numeerinen ratkaisu y’ = y ja y(0) = 1.

Tee ratkaisukoodi, joka kédyttaa Rungen-Kuttan menetelmaa. Vertaa tarkkuutta
edellisiin.

Origokeskeisen ympyran yhtald on y° + x* = /*, jossa » on ympyran séde.
Derivoi kaava muuttujan x suhteen ja ratkaise y’, jolloin saat ympyraa
kuvaavan differentiaaliyhtdlon. Ratkaise sitten alkuarvotehtava y(0)=r
numeerisesti ja katso miten eri algoritmit selvidvét kohdasta x— r.

Olkoon y(0)=1. Ratkaise y(2), kun y’ + xy = sin(x).

¥(1)=1 ja y’=1ly. Ratkaise
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a. ¥(2)jay(2),

b. muuttujan ¢ arvot, kun
i y(m=2
. y@) =2,

8. Kirjoita edellinen toisen kertaluvun DY ensimmaisen kertaluvun systeemeiksi.
9. Ohjelmointitehtava: Kirjoita Eulerin menetelma 1. kertaluvun systeemeille.

10. Lancesterin yhtalot kuvaavat taistelua. Olkoon y, punaisen joukon vahvuus ja
ys Sinisen joukon vahvuus. Tappiot riippuvat vastustajan méaarastd, omien
joukkojen maérasta ja taisteluteknisesta kertoimista o ja . Ratkaise, milloin ja
kumman joukon (sininen vai punainen) vahvuus on pudonnut ensin 60%
alkuperaisesta, kun y, = 200 ja ys = 150 sekd a=0,01 d* ja p=0,03 d* ja
tilannetta kuvaava differentiaaliyhtélosysteemi on:

y, Q)=-a-y, y,
@O ==p-y,v,

11. Ratkaise numeerisesti pakonopeus maan gravitaatiokentastd. LahtOarvot
l0ytyvét fysikaalisista taulukoista.

12. Teoriatehtavia: Johda Newtonin iteraation suppenemiskaavasta
differentiaaliyhtdlon integroinnin  yldrajan ratkaisevalle menetelmaélle
suppenemisalueen arvio. Miten tulokseen vaikuttaa integraalin [ f{z) dt arvo?
Pohdi hyvén alkuarvauksen merkitystd ja miten vaimennettu Newtonin
menetelma toimisi téssd tapauksessa.
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Liitesarja A Ohjelmakoodit

Liite Al Gaussin integrointi

function vast=Gaussint(integrated,a,b);

% gaussint integroi funktion staattisella gaussin integrointikaavalla.
% kéaytetddn nopeuttamaan integrointia.
% kaavaa sisélté4 sijoituksen ja kerroin vektorin arvot.

xvekt=[-0.93246951,-0.66120939,-0.23861919,0.23861919,0.66120939,0.93246951];
Avekt=[0.17132449,0.36076157,0.46791393,0.46791393,0.36076157,0.17132449];
m=(b+a)/2;

h=(b-a)/2;

xvalues=h.*xvekt + m;

for i=1:6
gxvalues(i) = feval(integrated,xvalues(i));

end

vast=(Avekt*gxvalues')*h;
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Liite A2 Integrointiin ja suppenemiskontrolloituun Newtonin iterointiin

perustuva algoritmi

function r=Lappismeth(Ix,y0,y1,gy)

% Lappismeth.m

% ratkaisee separoituvan DY:n y'(x) = f(x) g(y)

% siihen sijoitetaan alkuarvot Ix y0 y1 ja funktio gy

% X0, x1 ja yO0 seké alkuarvaus.

% koodiriville asetetaan ratkaistavan differentiaaliyhtalon f(x) ja g(y).
% Esa Lappi 1.4.2004

% algoritmi

% simulointi 1

% nollataan laskurit

ly=0; % alkuarvo ly:lle
%maxy=1e305;
n=0; % kierroslaskuri
lopetusarvo=1E-12 ; % simuloinnin lopetusehto
virheraja=lopetusarvo/100;
virhe= 5*lopetusarvo; % alkuehto lopetukselle

% tarkastetaan, ollaanko jo tasapainotilassa:
gnolla=feval(gy,y0);

if (gnolla==0)
r=y0
break
end
% y1=y0+Ix*gnolla; % jos ei muuta alkuehtoa

aika(1)=0; %alustetaan alkuarvot
lampo(1)=y0; % alustetaan alkuarvot

pieni=min(lopetusarvo,le-12); % jos tehtavassa tarvitaan "epsilonia”

%Tarkastellaan suppenemista:

gyy=feval(gy,yl) ; % funktion g(y) arvo kohdassa y1
vertailu=gnolla*gyy; % jos vaihtaa merkkid, ohitettu ratkaisukohta
while (vertailu<=0)

y1=y0+0.1*(y1-y0);
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gyy=feval(gy,y1);
vertailu=gnolla*gyy;
end;

% askelpituuuden arviointi

puoli=(y0+yl1)/2;
Ikoko=gaussint(gy,y0,y1); % kokoaskel
Ipuoliaskell=gaussint(gy,y0, puoli); % puoliaskel 1
Ipuoliaskel2=gaussint(gy,puoli,y1); % puoliaskel 2
Ivirhe=abs(lkoko-(Ipuoliaskel1+Ipuoliaskel2));% virhearvio
if (abs(lvirhe)>0)
askelpituus=0.5*(y1-y0)*(virheraja/(lvirhe))*(1/10);  %askelpituus
if (abs(y1-y0)>abs(askelpituus))
y1=y0+askelpituus;
gyy=feval(gy,y1);
end
if (abs(askelpituus)<lopetusarvo)
break;
end;

else
askelpituus=Ikoko/1E-15;
end

%Ilooppi

erotus=sign(y1-y0);
while (virhe>lopetusarvo)

n=n+1; %kierroslaskuri
% algoritmin sydéan:
I=apugaussint(gy,y0,y1);

ly=I+ly;
y2 =yl - (ly-Ix)*gyy; % y2=yl-(ly-1x)*g(y)

% talletetaan tulokset piirtoa varten:
aika(n+1)=ly; % autonomisella
lampo(n+1)=y1;

virhe=abs(y2-y1);
if (virhe>abs(askelpituus))

y2=y1-sign(erotus)*askelpituus;
virhe=abs(y2-y1);
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end;

% tutkitaan derivaattaa:

gyy=feval(gy,y2); % gyy tutkii g(y):n arvon
vertailu=gnolla*gyy; % g(y) ei saa vaihtaa merkkia
while (vertailu<0) % jos g(y) vaihtaa merkkia,

y2=y1+0.5*(y2-yl); % lyhennetadn askelta

gyy=feval(gy.y2);
vertailu=gnolla*gyy;

end;

if (abs(gyy)<pieni)
y2=y1,;
break;
end;
virhe=abs(y2-y1);
erotus=ly-Ix;
yo=y1;
yl=y2;

end; %ydinlooppi

r=y2;
Y%aika=sqrt(2*aika);
%plot(aika,lampo,'k+")
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Liite A3 Perusmenetelmd integraalin yldrajan ratkaisemiseen Newtonin
iteroinnilla

function r=NewtonLappi(Ix,y0,y1,gy)

% NewtonLappi.m

% ratkaisee separoituvan DY:n y'(x) = f(x) g(y)

% siihen sijoitetaan alkuarvot Ix y0 y1 ja funktio gy

% X0, x1 ja yO0 seké alkuarvaus.

% koodiriville asetetaan ratkaistavan differentiaaliyhtalon f(x) ja g(y).

% Esa Lappi 1.10.2003

% nollataan laskurit

ly=0; % alkuarvo ly:lle

%x0=0; % x:n alkuarvo

%x1=2; % x:n loppuarvo

%y0=1, % y:n alkuarvo

n=0; % Kierroslaskuri

lopetusarvo=1E-9 ; % simuloinnin lopetusehto
virhe=5; % alkuehto lopetukselle
%y1=y0+Ix*y0; % jos ei muuta alkuehtoa

% Ohjelmassa voidaan kéyttad vaimennettua Newtonin menetelméé
% jos suppeneminen on ongelma

damping=1; %vaimennuskerroin, jos 1, vaimennus ei kayt0ss.
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% looppi eli silmukka alkaa

while (virhe>lopetusarvo)
n=n+1,; Y%kierroslaskuri
%I=quadl(gy,y0,y1);
I=gaussint(gy,y0,y1);
ly=I+ly;
%damping = n/(n+10);
y2 =y1 - damping*(ly-I1x)/feval(gy,y1); % y2=yl1-(ly-1x)*g(y)
virhe=abs(y2-y1);
yo=y1;
yl=y2;

end;

r=y2;
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Liite A4 Algoritmien laskenta-aikoja vertaileva ohjelma

%simuLvsRK

%laskee saman arvon n kertaa.
%eli ensin lappi

% sitten RK

%c Esa Lappi 1.10.2003

loppiluku=10
loppuaika=1.0;
for i=1:5
tic;
for looppi=1:loppiluku;
Ix=loppuaika; % téhan Ix
yalku=1;
yarvaus=0.5;
tulos=Lappismeth(Ix,yalku,yarvaus,@funktiogy);
end
tulos;
aikal=toc;

tic;
for looppi=1:loppiluku;
Ix=loppuaika; %0.5*loppuaika”™2;
yalku=1;
yarvaus=0.55;
tulosNL=Newtonlappi(lx,yalku,yarvaus,@integroitava);
end
tulosNL,;
aika3=toc;

tic;

for looppi=1:loppiluku;
yalku=1,
options=odeset('RelTol',1e-6,'AbsTol',1e-6);
[aikat,arvoty]=oded45(@ypilkku,[0,loppuaika],yalku,options);
end
aika2=toc; %valmisohjelmiston aika
apu=size(arvoty);

tulos2=arvoty(apu(1));
oikea=1./(1+loppuaika);
virheRK=oikea-tulos2;
virheLM=oikea-tulos;
virheNL=oikea-tulosNL;
aikasuhde=aika2/aikal;
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aikasuhde2=aika2/aika3;
tulosvirheaikasuhde=[oikea,virheRK,virheLM,virheNL aikasuhde,aikasuhde?]

%hold on
%plot(aikat,arvoty,'r.")
%hold off

kuvatus(i,:)=[loppuaika,aikasuhde];

loppuaika=loppuaika+0.5;
end
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Liite A5 Lineaarisen differentiaaliyhtdlon ratkaisuohjelma

function vast=Enkerlin(afunk,bfunk,a,b,ynolla);

% enkerlin

% ratkaisee yhtalon y'+ay=b

% tarvitsee lahtdarvona:

% funktion a(x),funktion b(x), x:n alarajan a,

% x:n ylarajan b ja y:n alkuarvon ynolla

% integroi funktiot staattisella gaussin integrointikaavalla.
% kaytetddn nopeuttamaan integrointia.

% kaavaa siséltaa sijoituksen ja kerroin vektorin arvot.

% c Esa Lappi 1.8.2004

xvekt=[-0.93246951,-0.66120939,-0.23861919,0.23861919,0.66120939,0.93246951];
Avekt=[0.17132449,0.36076157,0.46791393,0.46791393,0.36076157,0.17132449];
m=(b+a)/2;

h=(b-a)/2;

xvalues=h.*xvekt + m;

%integroivan tekijan kaskeminen

vanha=0;

ala=ga;

for i=1:6
vanha=vanha+gaussint(afunk,ala,xvalues(i));
ala=xvalues(i);
myy(i)=exp(vanha);
barvot(i)=feval(bfunk,xvalues(i));
isoint(i)=myy(i)*barvot(i);

end

myyloppu=exp(vanha+gaussint(afunk,xvalues(i),b));
isointvast=(Avekt*isoint’)*h;
vast=ynolla/myyloppu+isointvast/myyloppu
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b

Liite A6 Kddnteisen probleeman ratkaisussa kdytetty “'regula falsi” -
menetelmd

function tulos=sekantti(alax,ylax,funktio,epsilon);
%sekantti.m

%ratkaisee yhtalon sekanttimenetelmalld, kun juuri on alkuarvojen valissé.

alaarvo=feval(funktio,alax);
ylaarvo=feval(funktio,ylax);

if (alaarvo*ylaarvo<0)
while (abs(ylax-alax)>epsilon)
uusix=ylax-ylaarvo*(ylax-alax)/(ylaarvo-alaarvo);
uusiy=feval(funktio,uusix);
if (uusiy==0)
alax=uusix;
ylax=uusix;
end
if (uusiy*alaarvo<0)
ylax=uusix;
ylaarvo=uusiy;
elseif (uusiy*ylaarvo<0)
alax=uusix;
alaarvo=uusiy;
end
end
tulos=uusix;
end
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Liite A7 Rungen-Kuttan menetelmd y’'=y ratkaisuun

Tuloksissa kullekin x ratkaistu sekd y ettd y’, kun y’(0) = 1 ja y(0) = 1 ja kysytty
suure on y(1) =e.

Kertoimien k laskentaa helpottamaan lasketaan funktioiden derivaattojen arvot
aputuloksina.

Alkuarvot ja askel otsikkoa seuraavalla rivilla.

Runge-Kutta 2d y'=y
x 0 y0 y'1 askel 0.1
X yjay' k1 k2 k3 k4
1 1 1.05 1.05 1.053 1.0525 1.10525 1.10525
0 1 1 1.05 1.05 1.053 1.0525 1.10525 1.10525
0.1 1.1051708 1.10517 1.16043 1.16043 1.163 1.163192 122149  1.22149
0.1 1.1051708 1.10517 1.16043 1.16043 1.163 1.163192 1.22149  1.22149
0.2 1.2214026 1.2214 1.28247 1.28247 1.286 1.285526 1.34996 1.349955
0.2 1.2214026  1.2214 1.28247 1.28247 1.286 1.285526 1.34996 1.349955
0.3 1.3498585 1.34986 141735 1.41735 1421 1.420726 149193 1.491931
0.3 1.3498585 1.34986 1.41735 1.41735 1.421 1.420726 1.49193 1.491931
0.4 1.4918242 1.49182 1.56642 1.56642 1.57 1.570145 1.64884 1.648839
0.4 1.4918242 1.49182 1.56642 1.56642 1.57 1.570145 1.64884 1.648839
0.5 1.6487206 1.64872 1.73116 1.73116 1.735 1.735278 1.82225 1.822248
0.5 1.6487206 1.64872 1.73116 1.73116 1.735 1.735278 1.82225 1.822248
0.6 1.822118 1.82212 1.91322 1.91322 1.918 1.917779 2.0139 2.013896
0.6 1.822118 1.82212 1.91322 1.91322 1.918 1.917779 2.0139 2.013896
0.7 2.0137516 2.01375 2.11444 211444 2,119 2.119474 2.2257 2.225699
0.7 2.0137516 2.01375 2.11444 2.11444 2.119 2.119474 2.2257 2.225699
0.8 2.2255396 2.22554 2.33682 2.33682 2.342  2.34238 245978 2.459778
0.8 2.2255396 2.22554 2.33682 2.33682 2.342  2.34238 2.45978 2.459778
0.9 2.4596014  2.4596 2.58258 2.58258 2.589 2.58873 2.71847 2.718474
0.9 2.4596014  2.4596 2.58258 2.58258 2.589 2.58873 2.71847 2.718474
1 2.7182797 2.71828 2.85419 2.85419 2.861 2.860989 3.00438 3.004379
1 2.7182797 2.71828 2.85419 2.85419 2.861 2.860989 3.00438 3.004379
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Liite A8. Differentiaaliyhtdilon y’ '=f(y) ratkaisun perusaskel

function vast=askelyppony(yfunk,yalku,yloppu,ypnolla);

% askelyppony

% ratkaisee yhtélon y"= a(y) yhden integrointiaskeleen
% tarvitsee lahtdarvona:

% funktion a(x), ja y:n alkuarvon ynolla

% ja y' alkuarvon ypnolla

% integroi funktiot staattisella gaussin integrointikaavalla.
% kaytetddn nopeuttamaan integrointia.
% kaavaa siséltaa sijoituksen ja kerroin vektorin ar

% tulos yploppu.

m=(yalku+yloppu)/2;
h=(yloppu-yalku)/2;

xvekt=[-0.932469514203152,-0.661209386466265,-

0.238619186083197,0.238619186083197,0.661209386466265,0.932469514203152];
Avekt=[0.17132449237917,0.36076157304814,0.46791393457269,0.4679139345726

9,0.36076157304814,0.17132449237917];

xvalues=h.*xvekt + m;
%sisdintegraalin laskeminen
merkki=1;
if (ypnolla<0)

merkki=-1;
end % if ypnolla<0

vanha=0;
ala=yalku;
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for i=1:6
vanha=vanha+gaussint(yfunk,ala,xvalues(i));
ala=xvalues(i);
yp(i)=vanha;

isoint(i)= merkki/sgrt(ypnolla*ypnolla+2*yp(i));
end

isointvast=(Avekt*isoint’)*h;
vast=isointvast;
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Liite A9 Yhtdilon y’ '=f(y’)g(y) ratkaisun perusaskel

function vast=askeltoikertsep(afunk,bfunk,ynolla,yloppu,ypnolla);

% askeltoikertsep

% ratkaisee yhtalon y"= a(y") b(y) yhden askeleen

% tarvitsee lahtdarvona:

% funktion a(x),funktion b(x), y-arvojen askelpituuden
% ja y' alkuarvon y nolla

% tuloksena y-arvoa vastaava y' ja t

% integroi funktiot staattisella gaussin integrointikaavalla.
% kaytetddn nopeuttamaan integrointia.

% kaavaa siséltéa sijoituksen ja kerroin vektorin arvot.

yaskel=yloppu;

% Valitaan pisteet y joille lasketaan vastaava y'

xvekt=[-0.932469514203152,-0.661209386466265,-
0.238619186083197,0.238619186083197,0.661209386466265,0.932469514203152];
Avekt=[0.17132449237917,0.36076157304814,0.46791393457269,0.4679139345726
9,0.36076157304814,0.17132449237917];

m=(ynolla+yaskel)/2;
h=(yaskel-ynolla)/2;
xvalues=h.*xvekt + m;

%funktion G(Y)

vanha=0;

ala=ynolla;

ala2=ypnolla;

fori=1:6
I'Y (i)=gaussint(bfunk,ala,xvalues(i));
raja=ala2+0.25*1Y (i);
yp(i)=lappismeth(1Y (i),ala2,raja,@apuri);
ala=xvalues(i);
ala2=yp(i);

end

xvalues(7)=yaskel;

I'Y (7)=gaussint(bfunk,ala,xvalues(7));
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yp(7)=lappismeth(1Y(7),ala2,raja,@apuri);

for i=1:6

gxvalues(i) = L/yp(i);
end
aika=(Avekt*gxvalues')*h;

vast=[aika,yp(7)];
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Liite A10 Yhtdlon y '=f(y’)g(v) tulosvertailuun askeleittain laskeva
Matlab tiedosto

%kierros.m

alkuarvoy=1,;

alkuarvoyp=1;

askeltulos=0;

for i=1:20
q(i)=1+i*0.5;
tulos=askeltoikertsep(@afunk,@bfunk,1,q(i),1);
tulost(i)=tulos(1);
virhe(i)=tan(tulos(1)/2+pi/4)-q(i);
askeltulosuusi=askeltoikertsep(@afunk,@bfunk,alkuarvoy,q(i),alkuarvoyp);
askeltulos(1)=askeltulos(1)+askeltulosuusi(1)
alkuarvoy=q(i);
alkuarvoyp=askeltulosuusi(2);
askeltulost(i)=askeltulos(1);
askeltulosvirhe(i)=tan(askeltulos(1)/2+pi/4)-q(i);

end
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Lainaus Oy Perkon vuonna 2003 julkaisemasta
Lappi, Esa & Lappi, Riku. Lukion laskinoppi- Kirjasta; alkuperéiset sivut: 33-37,50-
60 ja 64-67.

Numeerinen integrointi

Laskin laskee myos suoraan maaratyn integraalin numeerisen arvon. Sité voi
kayttaa mm. analyyttisten integrointien tarkastuksiin ja lukuisiin kaytannén
sovelluksiin. Usein kaytannon sovelluksissa esiintyvat funktiot eivéat helposti
integroidu ns. suljetussa muodossa, jolloin likiarvo on ainut ratkaisu.
Numeerista integraalia voi kayttaa myos algoritmien sisalla, jolloin laskin
voidaan ohjelmoida ratkaisemaan mm. separoituvia differentiaaliyhtaloita.

Nappaily:

Math| calc | enter alaraja [nuoli ylaraja jpuoli 1/x [math] calc dx
enter

Eli valitaan integraali

Syotetaan rajat ja integroitava funktio
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&
1+
1

Lisatéaan loppuun dx

Ja ensimmainen [ENTER]| viimeistelee integraalin ja toinen [ENTER| laskee

sen.

&
1+kdx
1

1.6892612259

Huomaa kaskysulut eli integrointi paattyy dx-merkkiin.

Numeerinen integraali lasketaan adaptiivisella Gaussin integrointiin
perustuvalla menetelmalla, ja sen tarkkuus on yleensa melko hyva.
Seuraavaksi kdydaan lapi joitain virhelahteita.

Kommentti numeerisista virheista

Integrointimenetelma ja laskimen muut rajoitukset voivat tuottaa ongelmia, jos
integrointivali on hyvin lyhyt tai hyvin pitk&. Sopivalla sijoituksella voidaan
ongelma kiertda. Tarkastellaan esimerkkia, jossa integrointivali on hyvin lyhyt
(suuruusluokkaa miljoonasosa tai alle), ja funktion arvot suuria ja funktion
derivaattojen arvot erittain suuria. Tallgin laskimen toimintaan sisaltyy
numeerisen virheen mahdollisuus, jossa ns. ylivuodon sijaan laskin antaa
tulokseksi halutun luvun vastaluvun. Tdméa voidaan valttaa sijoituksella z=kx,
jossa k on sopiva suuri luku, esim. miljoona. Talléin funktio muuttuu siten, etta
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x:n paikalle kirjataan z/k, dx:n arvo muuttuu dz/k:ksi ja integroinnin rajat
alaraja a muuttuu arvoksi ka ja ylaraja arvoksi kb.

Numeerisen integroinnin virheet tulevat useimmiten esille kolmessa
tilanteessa: 1) funktion arvot vaihtelevat rajusti, jolloin yksittaisten
pisteiden osalta numeeriseen menetelmaan valittavat arvot eivat kuvaa
koko funktiota. 2) Integroimisvali on hyvin lyhyt, ja integraalin arvot ovat
lukujen kuvaustavan rajalla. 3) Integroimisvali on pitk&, jolloin joko
integroimisaika venyy tai integraali laskettaessa numeerinen esitystapa
saa arvoksi pelkkia nollia pitkalta matkalta. Tarkastellaan tarkemmin
probleemia 2 ja 3. Tilanteen 1 osalta ei oikein vaihtoehtoja ole, koska
riittdvan ilkeén funktion numeerinen integrointi voi johtaa laskimen
harhaan. Onneksi tallaisia ei useinkaan esiinny kaytannon tehtavien
osalta.

Lyhyen integroimisvélin probleemat

Tutkitaan integraalia:

oE -3 :
[ 5, lE -S4

“
TE -3

dx
-2, 1454 7ITIESS

Tulos ndytélld on ylldttdvdsti negatiivinen, vaikka funktio on aina f>0.

Integroitavan funktion arvot ovat koko integroimisvdlilld positiiviset ja yldraja
suurempi kuin alaraja. Siten mddrdtty integraali on varmasti suurempaa kuin nolla
eikd negatiivista! Ylldttavasti saatu vddrd tulos on oikean tuloksen vastaluku.

Laskin laski tuloksen viidrin, koska integraalin integroimisvdli on erittdin lyhyt, ja
funktiot arvot vililld erittdin suuria. Tilanteessa ollaan ns. ylivuodon rajalla, ja
integrointimenetelmd ja sen ohjelmointi ajautuvat harhaan ja juuri ennen ylivuodon
virheilmoitusta laskimen lukumerkintd johtaa oikean tuloksen vastalukuun..
Ongelman poistaminen:

Tekemdilld sijoitus z = 10° x = 1E8 x (eli x = 10 z =1E-8 z) saadaan
integroimisrajoiksi alaraja a. = 7 ja yliraja b, =8, dx = 10° dz = 1E-8 dz sekii x” =

(1E-8 x)” = 1E40 z”,

Siten uusi integraali on:
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8 8
[1E40- 272720599 1E —8dz =1E32- [ 27°¢"*"dz
7

7

Ja se nappdillddn laskimeen kdyttien muuttuja X, jolloin saadaan:

T .
1532[ " LEITA
7

2. 1434737

Tulos on edellisen vastaluku ja likimain oikein. Integroimisvdli ei endd ole liian lyhyt,
Jja funktion arvot tutkittavalla vililld pysyvdt kohtuullisina. Sijoitusmenetelmdn
opiskelu helpottaa siten integraalien numeerista kdsittelyd!

Pitkan integroimisvalin probleemat

Jos integroimisvdli on hyvin pitkd (joko suoraan tai kun halutaan laskea integraalin
raja-arvo, kun yld- tai alaraja ldhestyy ddretontd), voi myos esiintyd toisenlaista
numeerista virhettd tai laskin voi jopa kaatua. Tdlloin usein puree integroimisvilin
Jjakaminen viipaleisiin, joiden sisdlld tehdddn tarvittaessa ylld oleva sijoitus niin pdin,
ettd integroimisvdli lyhenee.

Esimerkki:
[1@@@@@
1

E-Hﬂl

Laskin antaa tulokseksi pyoredn nollan, mikd on ilmeisen vddrin. Pitkd
integroimisvdli johti siihen, ettd kaikki numeeriseen integrointiin tulleet funktion arvot
ovat niin ldhelld nollaa, ettd laskin harhautuu.

Oikeatulos saadaan, kun integraali jaetaan osiin:
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1K1 kA
[ E-Hdl [ E-Hdl
186

A.Ze72879441 5. TT2214355€E -44

Nyt kdytetddn hyviksi muita matematiikan tietoja integraalin arvon mddritykseen.
Ensinndkin integroitava funktio e™ on vihenevd. Jo edellisen integroitavan
"viipaleen” ylirajalla sen arvo e = 7,1245764 * 107°"* mikd tarkoittaa laskimen
tarkkuudella jo nollaa. Koska funktio on laskimelle nolla, kun x>500, laskin antaa
integroimisvililld 500:sta 100000:een integraaliksikin arvon nolla. Tarkastellaan,
onko tdmd virhe merkittivd kokonaisuuden kannalta. Yldarvo integraalille vililtd
500:sta 100000 on enintddn integroitavan funktion suurin arvo kerrottuna
integroimisvdilin pituudella.

Tdstd saadaan puuttuvan integraalin viimeisen vdlin karkeaksi yldlikiarvoksi 100
000* 7,12 * 1078 =712 * 1078 < 1072 | Siten integraalin arvo vdliltd yhdestd
sataan on likimain oikea arvo integraalille koko integroimisvdliltd, koska integraalin
arvo vdliltd sadasta viiteen sataan on suuruusluokkaa 1 0'44, Jja vaikuttaa vasta 44.
desimaaliin, ja loppuintegraali vasta pitkdlti yli 200. desimaaliin.

Siis vastauksen likiarvo on 0,367879441.

Tamantapainen menettely on erittain ndpparaé, kun pitaa tarkastaa
analyyttinen lukiotehtavia, joissa integroidaan kohti aaretonta.
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Syventava kurssi ”Numeeriset menetelmat”

Liukuluvut (teoriaa)

Laskimen laskennan selvittimiseksi kdyddcdn lyhyesti lapi liukulukujen ominaisuudet.
Tietyissd tilanteissa laskimen lukuesitys ja sen rajoitukset ovat merkittdvissd roolissa.

Laskin laskee
1) kaksi- eli binddrijdrjestelmdn luvuilla

2) luvut on esitetty liukulukumuodossa, eli luku sisdltid etumerkkitiedot
(1 bitti), n-bittisen mantissan (=n merkitsevdid numeroa) ja m-bittisen
eksponentin (vastauksen suuruusluokka).

Laskimen laskentatarkkuus on 46 bittid eli noin 12 merkitsevdd numeroa
kymmenjdrjestelmdssd. Ndytolld ndkyy 10 desimaalia, eli pienet pyoristysvirheet eivdt
vield ndy ruudulla.

Jotta liukulukujen laskentasddnnot kdvisivdt selviksi, tarkastellaan ensin
liukulukumuotoisten lukujen ominaisuuksia kdyttden perinteistd kymmenjdrjestelmdd,
jossa mantissassa on 3 desimaalia ja eksponentissa 2 desimaalia.

Luku 5346 on lopusta katkaisevassa liukulukuesityksessd 5,34 *10™+03) merkitddn
usein 5,34E+03 ja pyoristivdssd 5,35*10N+03) eli toisin merkittynd 5,35E+03.
Luvusta laskimen muistissa olisivat +534 ja +03.

Suurin luku, joka voidaan esittid esimerkkilivkuluvuilla on 9,99*10N+99) ja
itseisarvoltaan pienin ohjelmoinnista riippuen joko 1,00*10"(-99) tai 0,01*10"(-99).
Jos luvut ylittiavdit 9,99E+99, laskin kaatuu. Jos luku on pienempi kuin 1E-99, se
tulkitaan nollaksi. Namd samat rajat ovat likimain SharpEL9900 laskimessa lukujen
suuruudesta. Eli ndenndisesti kaikki normaalit luvut saataisiin tdllaisella kuvitellulla
laskimella lasketuksi.

Merkittdvampdd onkin merkitsevien lukujen mddrd eli mantissan pituus. Tdmdn
havainnollistamiseksi kdsitellddn esimerkkind yhteenlasku liukuluvuilla, joissa on 3
numeroa mantissassa. Yleensd yhteenlaskussa ongelmia ei juurikaan esiinny, mutta
kolmedesimaalisilla luvuilla , joista toinen on yli 1000 kertainen, summa on toinen
luvuista: esim. 1,343 + 1521 = 1522,343, mutta laskimen mielestd ensinndkin
viimeiset numerot putoavat pois eli laskin laskee vain kolmella merkitsevdlld
numerolla, koska mantissassa on vain kolme numeroa. Laskimen mukaan on laskettu
luvut 1,52E(+03) + 1,34E(+00) ja tulokseen tulee vain kolme merkitsevdd numeroa
eli vastaus on 1,52E(+3). Vastaus on yhden laskun jilkeen edelleen kolmella
merkitsevilld numerolla oikein, mutta viimeinen desimaali on epdvarma. Jos siis
laskettaisiin useita yhteenlaskuja sisdltdvdd summaa, esimerkiksi 1521 +1,343
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+1,343+...... +1,343, tulokseksi saataisiin 1520, koska kunkin laskutoimituksen
Jjdlkeen muistissa olisi aina vain 153E+03.

Yhteenlaskun virhe tulee siis laskimen 12 desimaalisessa jdrjestelmdssd merkittdaviksi
vain, kun lasketaan tuhansien suureiden summia. Laskimen oikealla
laskentatarkkuudella virhe ndkyy ndyttoruudulla viimeisissd numeroissa vain, jos
vhteenlaskuja on vihintddn kymmenid. Siten yhteenlasku on yleisesti ottaen néytossd
nékyvdlld tarkkuudella oikein (virhe viimeisessd desimaalissa, joka ei ndy ndytélld).

Esimerkki: ohjelmoidaan laskin laskemaan summaa Sigma 1/x;. Summa lakkaa
kokonaan kasvamasta, kun summan arvo + uusin termi pyoristyy alkuperdiseen
summan arvoon. Tdamd tapahtuu, kun suhde:

( summan arvo) / ( 1/x;) = (summan arvo) * x; > 246 ~7E13,

koska iso + pieni pyoristyy liukulukujen vuoksi tdmdn jilkeen samaksi kuin iso.

Vihennyslasku

Vihennyslaskulla on kaikki yhteenlaskun haitat, kun luvut ovat eri suuruusluokkaa,
mutta lisdksi vihennyslasku voi johtaa katastrofaalisesti virheelliseen tulokseen, kun
vdhennetddn kaksi likimain yhtd suurta numeroa:

Esimerkki: Vihennyslasku 1534,2-1534,1 = 0,1, mutta kuvitellun esimerkkitapauksen
laskimen mielestd 1,53*10™03) — 1,53*10™03) = 0. Tai esimerkiksi ndinkin 1540, 1
-1534,9 = 5,2, mutta kuvitellun laskimen mielestd 1540-1530=10. Tuloksessa ei ole
Vhtddn merkitsevid numeroa, ja virhe on n. 100% eli kdytdinnon tehtdivissd yleensd
liian suuri.

Esimerkissd oli 4 merkitsevid numeroa ja laskimessa 12. Tdstd huolimatta
vihennyslasku voi johtaa jopa laskimen laskentatarkkuudella vdidriin tuloksiin, mistd
Jaljempdnd esimerkkind kdsitellddn toisen asteen yhtdlon ratkaisua.

Kerto- ja jakolasku

Kertolaskussa merkitsevien numeroiden lukumdcdrd pysyy samana, mutta viimeisen
bitti 2-jarjestelmdlld laskettaessa voi mennd vddrin. Sama pdtee jakolaskussa.
Esimerkki 1,545*3217 = 4970,265. Laskimen tarkkuudella (1,55*10"00)*3220 =
4991 pyoristyy 4990. Viimeiseen desimaaliin tulee pyoristyksistd johtuvaa virhettd.
Koska laskin laskee binddriluvuilla, ns. viimeinen bitti voi olla viidrin. Koska
laskimen ndytolld ndkyy 10 merkitsevid numeroa, ja laskimen muistissa on 12,
ndytolld olevat numerot ovat kerto- ja jakolaskussa yleensd oikein.
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Toisen asteen yhtélo ja laskimen laskentatarkkuus

Toisen asteen yhtdilon numeerisesti oikea ratkaisukaava ja esimerkki toisen asteen
vhtdilostd, jonka ratkaisu edellyttdd numeeristen tekijoiden huomioon ottamista.

] ee 2 9 . . . . 7
Yhtdlon ax® + bx +c¢ = 0 "numeerisesti oikea ratkaisukaava’ on seuraava:
Ensimmdisen juuren X1 ratkaisu riippuu tekijin b merkistd:

Jos b > 0, eli b on positiivinen, valitaan neliéjuuren eteen -

_ —b—b* —dac
2a

X1

Jos b < 0, valitaan neliojuuren eteen +

_ —b+Vb* —dac

2a

X1

Toinen juuri saadaan kummassakin ylld olevassa tapauksessa ensimmdisestd juuresta
X2=c/(xI *a)

Esimerkki :

X +10°x-10°-1=0

Koska positiivinen eli b>0, ensimmdinen juuri kaavasta:

—b—b? —4ac _ ~10" —{10% —4.1.(-10% )

2a 2-1
000 001 (tarkka arvo), likiarvo kymmenelld merkitsevdlld numerolla on 1,000 000
000 E15

xl = = - 1000000 000 000

Ja toinen juuri kaavalla:
x2=c/(a *x1) = (- 10° —1)/(-1*E-15) = 1

Valmistoiminto ja perinteinen kaava antavat toisen juuren oikein 12 merkitsevdlld
numerolla, mutta toinen juuri on vddrin. Ks. alla oleva tulos:

0x<E+hx+c=H

El_ a=1
b=1el5

c=-1e15-1

Select dearesa
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0xeE+hx+c=K
:H:_

M=
-1el3

Numeerisesti oikeaa kaavaa voi kdyttdd aina. Mutta perinteisen kaavan ja laskimen
valmistoiminnon numeerista hyvyyttd arvioitaessa pitdd tarkastella b ja 4ac :n
suhdetta. Jos suhde |b° / 4ac | on suurempi kuin 10'° pédsdcdntéisesti vain
numeerisesti oikea kaava antaa oikean vastauksen (12 merk. nro), ja peruskaava
varmasti vaaran.

Nyrkkisaanto:

Voit kayttaa laskimen valmistoimintoa tai perinteista ratkaisukaavaa, jos |b?/ 4ac |
< 10°. Tulos on silloin oikein vahintaan 6 merkitsevalla numerolla.

Yleensd |b’ / 4ac | on riittivin pieni kiytinnon tapauksissa, mutta esimerkiksi kemian
tasapainolaskuissa pitdd joskus kdyttdd numeerisesti oikeaa ratkaisukaavaa.
Esimerkissd lukuarvot olivat: b = 10" eli b° on 1030ja dac = 4*[*-10"-1) = -4
*10".

Suhde on 2,5 * ] 0" > 10", Laskimen laskentatarkkuus ei riitd.

Yhtal6jen ratkaisu

Johdanto

Laskimella voidaan ratkaista numeerisesti yhtal6ita joko 1)
kuvanpiirtotoiminnon avulla 2) valmistoiminnolla "SOLVER?” ja 3) itse
kirjoitetuilla numeerisilla kaavoilla.

Riippumatta menetelmasta vastausten tarkkuus ja lukumaaré pitaa osoittaa
tilanteen edellyttamalla tarkkuudella. Hyva tapa tutkia vastausten lukumaaraa
on esimerkiksi muuttaa yhtal6é funktion nollakohtien maaritysprobleemaksi ja
tutkia funktion kulkukaaviota. Funktiolla voi myds perustella vastausten
tarkkuuden: (jos funktio on jatkuva, voidaan kayttda ns. Bolzanon lausetta
jonka mukaan jatkuva funktio, jonka arvo pisteessa a negatiivinen ja pisteessa
b positiivinen saa arvon nolla ainakin yhdessa pisteessa valilla ]a,b|.

Esimerkki: Jos jatkuvalla funktiolla f(4,5) <0 ja f(5,5)>0, valilla 4,5<x<5,5 on

ratkaisu. Koska kaikki luvut ko. valiltd pydristyvat luvuksi 5, ratkaisu on
varmasti ykkosten tarkkuudella 5.
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Halutaan osoittaa etta jatkuvan funktion y=f(x) nollakohtaa etsittdessa ratkaisu
on x=5,4 yhden desimaalin tarkkudella: Ratkaistaan funktion arvot kohdissa
x=5,45 ja x=5,35 eli lasketaan f(5,45) ja f(5,35). Jos ne ovat erimerkkiset, eli
f(5,45)*f(5,35)<0, valissa on ratkaisu. Tulomuotoinen ratkaisun tarkkuuden
osoittamismenetelma on helppo ohjelmoida, jos haluaa itse kirjoittaa
numeerisen laskukaavan yhtaldlle.

Kuvaajan piirtotoiminnon avulla tapahtuva ratkaiseminen

Yhtalon juuren ratkaisu kuvanpiirron avulla perustuu perattaisiin operaatioihin,
joissa 1) piirretaan haluttu kuvaaja, 2) trace toiminnon ja nuolindppaiden
avulla haetaan likimaarainen vastaus 3) zoom in toiminnolla parannetaan
takkuutta ja palataan kohtaan 2 kunnes vastaus on saatu sopivalla
tarkkuudella.

Taman jalkeen tuloksen tarkkuus voidaan osoittaa yllakuvatulla mekanismilla.

Solver-toiminnon kdyttiminen

Laskimessa on yhtalon ratkaisua varten valmistoiminto eli "Solver”. Siihen voi
suoraan syottaa ratkaistavan ongelman, jota laskin yrittaa ratkaista ensin
yksinkertaisesti, sitten Newtonin menetelmalla (ks. seuraava kohta) ja lopulta
se opastaa graafiseen ratkaisuun. Solverin kaytt6 tapahtuu seuraavasti:

a) aktivoi solveri painamalla [2ndf| [SOLVER]

b) kirjoita yhtal®:
WI=1ln ¥

Paina ENTER

ja saat tuloksen
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c) Jos haluat muuttaa kaytettyd menetelméaa, paina uudelleen

Equotion
SAYE Heaw t.or
FEHAME|EIGrarhic

SOLVER- toimintoa koskevat muut ohjeet ovat kayttdoppaan sivuilla 194-201.

Jos kaytat solveria, tutki ensin funktion kulkua muilla menetelmilla, etta 16ydat
varmasti kaikki juuret, etka putoa mahdolliseen numeeriseen ansaan.
Toiminnon helppous voi houkutella aivottomaan kayttéon, varsinkin fysiikan
tehtavissa. Valitettavasti Solverilla tempaistu ratkaisu ei kelpaa ylioppilas- eika
vissiin muissakaan kokeissa, mutta silla on kiva tarkistaa analyyttisia
ratkaisuja.

Liite 2 Xl



Tunnetuimmat yhtdilon numeerisen ratkaisun menetelmdt itse
ndppdiltyind

1) Kiintopisteiterointi Xn+1 = g(Xn)
a. Kirjoita yhtald muotoon x = g(x)
b. Tutki, onko |g’'(x)| < 1. Jos jollain valilla a<x<b on juuri ja
talla valilla |g’(x)|<1, kiintopisteiterointi suppenee kohti juurta.
Jos g(x) ei toimi, koska g'(x)>1, g:n kaanteisfunktio toimii.
Kaytannodssa suppeneminen on mukavan nopeaa, jos |g’(X)| <

0,8.

C. Valitse alkuarvo X tutkittavalta alueelta eli a<xo<b. Syota
luku laskimeen ja paina enter.

d. Kirjoita kaava g(x) laskimeen niin, ettd joka paikassa x:n

paikalla on "ans” eli edellisen laskun tulos.
e. paina ENTERI(i&, kunnes laskimen arvo on vakiintunut

Esimerkki: x =5 =1Inx;

Ratkaisu: Yhtalo on méaaritelty, kun x>0. Etsitdén positiivisia juuria
kiintopisteiteraatiolla:

Ratkaistaan yht&ld muotoon x = Inx + 5 = g(x).

Iteraation suppenemistarkastelu: g'(x) = 1/x eli iteraatio suppenee, kun 1/x
<1 eli kun x>1. (maatrittelyjoukko x>0)

Valitaan alkuarvoksi esim. x=100.

Nappaily:

100 [enter].

Kirjoita ratkaisukaava:

In(ans) + 5

ja paina

fenter]

Toista enterin painamista kunnes iteraatio on supennut
Nyt saatiin yhtalon juuri alueelta x>1.

Mahdollinen juuri alueelta 0<x<1 saadaan kayttamalla g:n
kaanteisfunktiota, eli ratkaisemalla yhtald muotoon x = e”(x-5) = gz(X).
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Talldin nappaily menee:

0  [ENTER| ndA 7] ([2ndH [ANS]- 5 ) ENTER

Naytolla nakyy tulos 0.006737946.

Néappaily jatkuu:

ENTER 0.0067835

ENTER 0.006783809
ENTER 0.006783811
ENTER 0.006783811,

valmista tuli, koska muita juuria ei voi olla kiintopisteiteraation
ominaisuuksien takia.

2) Newtonin iterointi
Newtonin iterointi on menetelma funktion nollakohdan ratkaisemiseksi:
milla x funktio f(x) = 0.
Se on laskimen solverissa valmistoimintona, mutta kaavaa voidaan kayttaa
my0s kasin. Talldin voidaan myds kayttaa hitaammin suppenevaa, mutta

juuren varmemmin l6ytadvaa vaimennuttua Newtonin iterointia.

Newtonin iterointi perustuu funktion derivaattaan, jonka avulla
alkuarvausta parannetaan.

Derivaatta on erotusosamaaran raja-arvo, ja likimaarin patee:
f(x0) ~[f(x) - f(x0)] / [x — x0].

Nyt x0 on tunnettu alkuarvaus, jonka perusteella halutaan se x, jolla f(x) =
0. Kun ratkaistaan ylla olevasta f'(x0):n kaavasta x, saadaan:

x = x0 — f(x0) / f'(x0),
joka iterointikaavana kirjoitetaan muotoon
Xir1 = Xj— f(Xi) / f'(Xi)

Tama nappaillaan laskimeen joko kayttden ans — toimintoa tai sijoittamalla
alkuarvo muuttujaan X kayttamalla [STO| nappainta ja kirjoittamalla kaava
kayttaen X:aa.

Vaihtoehto 1:
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alkuarvaus [ENTER

iterointikaava, jossa x:n paikalla ans

painetaan [ENTER(i&, kunnes vastaus on 16ytynyt.

Jos ei l6ydy, vaihdetaan alkuarvausta ja lopulta vaihdetaan numeerista
ratkaisumenetelmaa.

Vaihtoehto 2:

alkuarvaus X

iterointikaava x:n avulla kirjoitettuna X
painetaan [ENTER(i&, kunnes vastaus on 16ytynyt.

Jos ei l6ydy, vaihdetaan alkuarvausta ja lopulta vaihdetaan numeerista
ratkaisumenetelmaa.

Esimerkki:
Ratkaise numeerisesti jokin yhtalon In(x) +5 = x juurista.

Ratkaisu:

Tutkitaan funktiota f(x) = In(x) +5 — x , jonka nollakohdat ovat tehtavan
ratkaisuja.

Funktion derivaatta on f'(x) = 1/x —1. Siis Newtonin iterointikaava on

xi+1=xi—[ln(xi)+5—xi]/[1/xi—l]

Tapa 1: Nappaillaédn laskimeen alkuarvaus 5 ja [ENTER|. Kirjoitetaan
iterointikaava:

ans—(In(ans)+5—ans)/(1/ans—1) [ENTER|, [ENTER|, [ENTER|

Ja tuloksena lukujono:

Ans 2 +o—-Ans )+ 0 1+Ans—1 )
T.A11737391
B. F3E914517)
B FEE24T4ET
. F5E24 7487
B FEE24T74ET)

Tapa 2: Nappaillaan 5 X

X—( In(X)+5-X)/(1/X-1)|STO| X [ENTER|, ENTER|, ENTER|

Ja tuloksena sama lukujono kuin asken.
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e

5

I CRd+5—Kr-01T8-123E
T.A11797391
B FEEF143517
B 95634 T4ET

Huom! yhtal6lla on toinen juuri lahella nollaa, mutta sen saaminen esim.
alkuarvauksella 1 ei onnistu, koska luku 1 on derivaatan nollakohta. Siten
Newtonin iteroinnin alkuarvaus on tarkea tarkastaa etukateen jotakuinkin
kelvolliseksi. Alkuarvaus 0,5 on sinansa kelvollinen, mutta sekin johtaa
sekin ongelmiin, koska seuraava luku menee reilusti pakkasen puolelle,
missa reaalinen logaritmi ei ole maaritelty. Jos laskin on kompleksiluvuilla,
Newton voi lopulta toimia koukattuaan kompleksialueen kautta, mutta se
on epavarmaa ja vastauksen tulkinta voi edellyttaa kompleksilukujen
osaamista.

Vaimennettu Newton parantaa jonkin verran juureen suppenevan
alkuarvauksen valintaprobleemaa, mutta sen hintana on hitaampi
suppeneminen kohti juurta.

Vaimennetun Newtonin kaava on:
Xi+1 = Xj— A f(Xi) / f’(Xi)

Tassa A on vaimennuskerroin, joka saa arvoja nollan ja yhden valilta.
Aluksi sen arvo voi olla esim. 0,1, mutta kun ollaan |ahella ratkaisua, arvon
voi muuttaa pikkuhiljaa esim. luvun 0,5 kautta tasan ykkdseksi. Muuten
iterointi kestaa noin 10-kertaisen ajan.

Lasketaan edellinen esimerkki alkuarvosta 0,5 lahtien kayttaen
vaimennettua Newtonin iterointia:
N&appaillaan laskimeen alkuarvaus 0,5 ja enter. Kirjoitetaan iterointikaana:

ans—-0,1*(In(ans)+5—-ans)/(1/ans—-1) ENTER],
[ENTER|, ENTER| ....

Ja tuloksena lukujono:

alkutila ja reippaan nappailyn jalkeen ollaan viela kesken

5 M. 19518
H.3 A.807151 685

S1+3-Ans 2T ClTANs-12 A.807115383
A.113314715 . BETHAT 5
B.831994273 A. 80Ta4334S

. BeBad4BaTEHS A, BETRLZETS

Muutetaan vaimennuskerroin ykkodseksi:
[2ndF| [ENTRY]ja muutetaan nuolindppaimella vaimennus ykkoseksi.
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W EE AT
ns2+5—Ans 2+ 0 1+Ans—-12
A. BEETTIESS
. A5 T3351
A, 885733311
A. B8 TEIE11

Ja iterointi suppeni arvoon x=0,006783811 parilla uudella askeleella.

Jos neljan iterointiaskeleen jalkeen vaimennus olisi muutettu arvoon 0,5 ja
taas kolmen askeleen jalkeen ykkdseksi olisi iterointi kulkenut nain:
N&appailyt

0,5

ans-0,1*(In(ans)+5—-ans)/(1/ans-1) ENTER

ENTER
ENTER

22+5-Ans 20 1+ARE—-12
AH.11931471
A. 82199427
A. BEA4ETAS
A. 84659421

2ndF| [ENTRY]|

Kaydaan muuttamassa 0,1 arvoon 0,5 nuolindppaimien avulla:

=2+5-Ans 2o 1l+Aans—-12
H.119314715
H.B219942 75
A. BEE4EATASA
H. 846534217
A, S3=C1n CAnSI+3—-ARsS A

ans—05*(In(ans)+5—-ans)/(1/ans—-1)[ENTER

ENTER
ENTER
ENTER

ENTER |
FYTRY ja kayty muuttamassa 0,5 luvuksi 1:

ENTER
ENTER
ENTER
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ENTER

S +2—HhE 1+

L1+AnS—12

. BE3597 T4

B, 80eeT287T1

A. BEeTE2E93

A.886753211
. 8857533511

Newtonin iteroinnissa voi kayttdd myds hyvéaksi laskimen valmistoimintoa

derivoinnille, jolloin kaava jakoviivan alla oleva derivaatta lasketaan

numeerisesti.

Talléin nappaily olisi:

ans—0,1*(In(ans)+5—ans)/ ([MATH] calc d/dx ENTER]In (X ) + 5 —

5|ENTER
X, ans))
ENTER
o
b
Ssdrcln CRIFS-HiANS2 2
2. 28117373
ENTER
ENTER
Jne..
D Fabiod T4
G 93624 T4AG
G 93624 T4EL
. F3654 T4EH
G 93624 T4AG
G 93624 T4EL

Sormia rasittaneen hakkaamisen jalkeen vaimennettu Newton péaéatyi

maaliinsa.
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Separoituvan differentiaaliyhtalon numeerinen
ratkaiseminen (syventdvd kurssi “analyysi”)

Tassa tarkastellaan differentiaaliyhtdlén numeerista ratkaisua. Valmistoimintoa
siihen ei ole, mutta Sharp EL-9000 sarjan laskimissa on integraalin numeerisen
ratkaisun toiminto. Sen avulla voidaan tarkastaa differentiaaliyhtaloihin liittyvia
tuloksia ja ratkaista separoituvan differentiaaliyhtalon y’ = f(t) * g(y)
alkuarvoprobleema eli funktion y(t) arvo tietyssa kohdassa t, kun alkuarvo t, and
y(to) on annettu.

Menetelma yhdistdd Newtonin menetelméan yhtalon ratkaisemiseksi ja
integraalitoiminnon, jolloin saadaan halutulle y = y(t) iteraatiokaava:

yi=via-C1 -2 Thwan- g(v,)
W) 8)

Menetelma kayttaa laskimen valmistoimintoa ja on siten katevampi kuin
ohjelmointia vaativat perinteiset differentiaaliyhtalon numeeriset
ratkaisumenetelmat. Kuitenkin se vie kaytdnnossa enemman liukulukuoperaatioita
kuin esimerkiksi hyvin ohjelmoitu Rungen-Kuttan menetelm&. Tama opas ei
kasittele laskimen ohjelmointitoimintoa, joten ohjelmointia vaativia
menetelmidkaan differentiaaliyhtalon ratkaisemiseksi ei kasitelld, mutta
ratkaisukaavat 16ytyvat mm. Tammen Pyramidi —sarjan Numeeristen menetelmien
Kirjasta.

Iterointikaavan johto:
Ldhtotilanne:

Ratkaise tuntematon y(t) annetulla t, kun

a) y'(t) =1(y.0) = g(y) h(v),

b) Alkuarvot y(tp) ja to tunnetaan
Lisdksi oletetaan yhtdlolld olevan ratkaisu eli

¢) Funktiot f(y,t) ja g’(y) ovat jatkuvia

Differentiaaliyhtdilon ratlkaisu alkaa separoinnilla kuten analyyttinenkin ratkaisu:
Kaava la jaetaan funktiolla g #0 ja integroidaan molemmat puolet.

2) y}t) b __ jh(t)dt
2(i) €))L

Jos yhtdilon molemmat puolet osataan integroida, tehtdvd ratkeaa siitd eteenpdin
normaalisti, mutta jos integrointia ei haluta tehdd tai se ei onnistu, kdytetddn
numeerista integrointitoimintoa. Merkitddn yhtdlon oikean puolen integraalia:
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(3) I, = }h(r)dt

tO
Tdssd tiedetddn yleensd sekd alkuarvo t0 ettd integraalin yldrajana oleva t. Se
voidaan siis laskea joko analyyttisesti tai numeerisesti suoraan laskimella.

Yhtdilon vasen puoli on

t
@ 1w =1 h(1)dt
tO

Merkitddn funktion y arvoa kohdassa t pelkdlld y:lld eli y(t) = y, jolloin yhtdlo (2)
voidaan kirjoittaa muotoon:

(3) I(y)-1,=0

Tdmdin yhtdlon vasen puoli on tuntemattoman y suhteen jatkuva funktio. Merkitddn
sitd R:1ld eli:

(6) Ry) =1(y) I

Funktion R(y) ominaisuudet ja derivaatta R’(y) = 1/g(y) antavat meille ratkaisun
tarkkuuden ja ratkaisujen lukumddrdn kannalta tdrkedad tietoa.

Tehtdvdind on ratkaista funktion R(y) nollakohta, ja se voidaan tehdd edelld kuvatulla
Newtonin menetelmdilld:

(7) Yie1 =Yi—RO) /R (v) = yi— R(y) g0v) =

v - Th(yde)- ¢(xp)
i) &) 4,

Newtonin menetelmdssd alkuarvauksella on ratkaiseva merkitys, eli alkuarvaus yy
pitdd vdlita “sopivasti” tehtdvdn antamien vihjeiden perusteella. Tdlloin voidaan
kéyttdd myos vaimennusta kuten normaalissakin Newtonin menetelmdssd.

Jos vaimennuskerrointa merkitddin A :lla, saadaan kaava:

() Vi1 =Vi— AROGY /R(v);,  (0<A<I)

Esimerkkitehtava:

y') =e,
y(0) =1,
y(2) =7

2
Eksponenttifunktion e” integrointi ei onnistu analyyttisesti, mutta numeerisesti

X 2
saadaan laskimesta [e” dx.
1
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Siten separoituva yhtdlo pddtyy muotoon:

Y d 2
©) -2 =Jar
1e” 0

Josta saadaan:

10) |-¥ —fdtzo
1

2
e” 0

Siten saadaan Newtonin iterointia varten funktio, jossa oikea puoli voidaan ratkaista
valmiiksi:

X dy 2
(y Ry)= J—=—-1d
1e 0

Jos halutaan arvioida ratkaisujen lukumddrdd, todetaan R(y) aina kasvavaksi

Jjatkuvaksi funktioksi, koska R’(y) = e’ " > 0 kaikilla y. Kasvavalla funktiolla on
vain yksi nollakohta eli tehtivdilld R(y) = 0 on enintddn yksi ratkaisu (tai ei yhtddn).

Newtonin iterointikaava yhtdlolle R(y)=0 antaa:

v dy .
1) ywm=Yi—-(] —5-2)-e”
y(t,) e Y

Alkuarvoa varten tehdddn pieni kokeilu: R(1) = -2 eli negatiivinen. Koska R on
kasvava todetaan, ettdy > 1.

Tehdiicin alkuarvaus, joka on tdilld rajalla eli y(t=2) arvioidaan lihtoarvolla yy =
1.00.

Laskimeen sydétettiessd integroitavan funktion muuttujana pidetddn X —kirjainta eli
saadaan ndppdilyt:

1.0 > X Syotetdidn muistiin muuttujaan x arvo 1.
* dx 2 . . .. .
x—(—5-2)-e" X  Kirjoitetaan iterointikaava kdyttien
te ™

integraalitoimintoa, muuttujana x, integraalin pddttymismerkiksi dx.
Sama kaava voidaan tehdd ANS —ndppdimen avulla:

1.0  ENTER
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ans )
ans —( [ x2 -2)-e”
—X
le

Enter-néppdimen perdkkdiset painelut antavat kummassakin tapauksessa lukusarjan:

1.0 alkuarvaus yy

1.735758882 Vi

1.54282203 V2

1.447128316 V3

1.4303555 V4

1.429936675 Vs

1.429936424 V6 =y, eli iterointi suppene onnellisesti.

Vastauksen tarkkuuden voi osoittaa myés laskimen integrointitoiminnon avulla:

Jos E (>0) on laskimen integroinnin virhe (asetusarvo 1E-5). Kaavana tarkkuuden
osoitus tarkoittaa: sitd, ettd jos R(y-e;) < -E ja R(y+ey) > +E positiivisille luvuille e,
ja e, [ y-er, y+es] on juuri.

Siten esimerkkitehtdvdssd laskemalla lausekkeet saadaan likiarvot:
1429935 7,

R(1.429935) = | =2 =-0.000011003 < - IE-5
1 e
1.429938 dx
R(1.429938) = | ——-=2 =0.000012177 > I E-5
1 e

Siten ratkaisu pyoristyy 6 merkitsevdlld numerolla arvoon y(2) = 1.42994.

Menetelmdd voi hyvin kdyttdd analyyttisesti ratkaistavien differentiaaliyhtdiléiden
alkuarvoprobleemien ratkaisuun.

Tdlloin voi numeerisen ratkaisun lisdksi tyytyd vain tekemddn sijoitukset kaavaan 2,
jolloin jos vasemman puolen integraalin arvo on sama kuin oikean puolen integraalin
arvo, analyyttinen ratkaisu on todenndkoisesti oikein, mutta timd ei takaa sitd, ettd
ratkaisu olisi ainoa oikea.

Jos sijoitus alkuperdiseen yhtdléon johtaa vddrddn arvoon, voi tehtdvin numeerinen
ratkaisu helpottaa analyyttisessd ratkaisussa tehtyjen virheiden l6ytdmistd.
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Comap:n jdarjestimdn MCM/ICM -kilpailun tuloksia

Comap “’the Consortium for Mathematics and its applications” on yhdysvaltalainen
yleishyodyllinen yhdistys, jonka tavoitteena on edistda kaikenik&isten matematiikan
oppimista. Se jarjestaa vuosittain yliopistoille suunnatun MCM/ICM
mallinnuskilpailun, johon myos Paivolasta ja Helsingin matematiikkalukiosta on
osallistuttu. Lis&tiedot kilpailusta voi lukea yhdistyksen sivulta
www.comap.com/udergraduate/contests/mcm.

Tulokset jakautuvat neljaén arvolauselmaan. Alla olevassa taulukossa on vuoden 2005
tulokset Paivolan osalta ja kaikille 828 osallistujalle sek& Paivolan kokonaismenestys.

Kaikki osallistujat ~ Paivola 2005 Paivola

1998-

Outstanding Winner 13 (1,6%) 0 0

Meritorious 111 (13%) 1 (20%) 3
(15%)

Honorable Mention 284 (34%) 1 (20%) 6
(30%)

Successful Participant 420 (51%) 3 (60%) n.11"
(55%)

Yhteensa: 828 5 20

Helsingin matematiikkalukiosta on osallistuttu vuodesta 2003 alkaen. Osa
opiskelijoista on opiskellut yliopistoyhteistyén yhteydessd ohjelmointia. Tulokset on
esitetty yhteensd ja suluissa lisaksi sellaisten ryhmien lukumaard, joissa on ollut
ohjelmointia opiskelleita.

2003 2004 2005 yhteensa
Outstanding Winner 0 0 0 0
Meritorious 0 0 0 0
Honorable Mention 1(1) 1 (1) 0 2 (2
Successful Participant 1(1) 3 (1) 2 6 (2)

Tulokset osaltaan vahvistavat késitysté ohjelmointitaidon tarkeydestd, vaikka otoksen
pienuuden vuoksi mitéan tilastollisia paatelmia ei voi tehda.

“Paivolan lukumaarat perustuvat internetistd haettuihin tuloksiin vuosilta 2000,2002-
2005 ja wvuosilta 1998-1999 ja 2001 osalta muistiinpanoihin menestyneista.
Lukumaara on siten arvio.

Liite 3 1





