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Kiinalaisessa postinkantajaongelmassa (engl. Chinese Postman Problem) etsitdin
lyhintd mahdollista reittid, joka postinkantajan tdytyy kulkea, jotta hin voi jakaa
postin alueensa jokaiselle kadulle ja palata lopuksi takaisin aloituspisteeseen. Téassa
tutkielmassa tarkastellaan kiinalaista postinkantajaongelmaa optimointiongelmana ja
esitetidin yksi tapa 10ytdd sithen ratkaisu.

Ennen ongelman kisittelyi esitelldiin graafiteorian peruskdsitteiti ja tutkielman
aiheen kannalta keskeisimpid maaritelmid, kuten graafi, multigraafi, painotettu graafi,
solmun aste ja solmujen vilinen reitti. Lisdksi esitelldin Eulerin graafin mééritelma
ja todistetaan tutkielman kannalta olennainen tulos, jonka mukaan graafi on Eulerin
graafi, jos ja vain jos sen jokaisen solmun aste on parillinen.

Kolmannessa luvussa taustoitetaan tutkielman aihetta esittelemillda Konigsbergin
siltaongelma, joka voidaan tulkita my0s kiinalaisen postinkantajaongelman erityis-
tapaukseksi. Leonhard Euler esitti ensimmaiisend ratkaisun Konigsbergin siltaongel-
maan vuonna 1735, ja tétd pidetddn usein koko graafiteorian alkuna.

Tutkielman padluvussa esitellddn kiinalainen postinkantajaongelma ja sen mairit-
tely optimointiongelmana. Tamén jilkeen esitelldin ongelman algoritmisen ratkaisun
idea yleisesti, minka jilkeen esitetdiin ratkaisun eri vaiheissa kiytettivit algoritmit ja
esimerkit niiden kéytostd. Ratkaisun ensimmadisessid vaiheessa graafin paritonasteis-
ten solmujen viliset reitit ja niiden pituudet etsitdin Dijkstran algoritmilla. Toisessa
vaiheessa etsitddn pienimmin mahdollisen painon sovitus unkarilaisella algoritmil-
la. Lopuksi kolmannessa vaiheessa etsitddn Eulerin piiri, joka on ongelman ratkaisu.

Kaikkia ratkaisun vaiheita havainnollistetaan esimerkkien lisdksi kuvien avulla.
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1 Johdanto

Tissd tutkielmassa tarkastellaan niin kutsuttua kiinalaista postinkantajaongelmaa
(engl. Chinese Postman Problem) ja esitetddn yksi mahdollinen tapa ratkaista se
algoritmisesti.

Luvussa 2 lukijalle esitelldén timin tutkielman kannalta keskeisimpié graafiteo-
reettisia kisitteitd ja madritelmid, kuten graafi, multigraafi, solmun aste ja solmujen
vilinen reitti. Lisédksi esitellddn Eulerin graafin mééritelma ja todistetaan tutkielman
kannalta keskeinen tulos, jonka mukaan graafi on Eulerin graafi, jos ja vain jos sen
jokaisen solmun aste on parillinen.

Seuraavassa luvussa 3 taustoitetaan tutkielman aihetta késittelemalld graafiteo-
rian syntyyn johtanutta Konigsbergin siltaongelmaa, joka voidaan my®0s tulkita kii-
nalaisen postinkantajaongelman erityistapaukseksi.

Luvussa 4 siirrytiddn kasitteleméin kiinalaista postinkantajaongelmaa ja aloite-
taan esittelemalld ongelman sanallinen ja matemaattinen miérittely. Tamaén jédlkeen
aliluvussa 4.2 esitelldéin ongelman ratkaisun idea ja sen eri vaiheissa tdssid tutkiel-
massa kaytettivit algoritmit.

Aliluvussa 4.3 esitetddn Dijkstran algoritmi ja esimerkki sen kdytostd solmu-
jen vilisten lyhimpien reittien etsimisessd. Aliluvussa 4.4 esitellddn unkarilainen
algoritmi ja annetaan esimerkki sen kiytostd, kun etsitdéin pienimmin mahdollisen
painon sovitusta. Viimeiseksi aliluvussa 4.5 esitetdédn algoritmi Eulerin piirin etsimi-
seen ja annetaan esimerkki sen kdytosta kiinalaisen postinkantajaongelman ratkaisun
viimeisessd vaiheessa.

Tutkielmassa kéytetyt graafiteoreettiset merkinnét ja maaritelmét perustuvat Dies-
telin teokseen Graph Theory. Kiinalaisen postinkantajaongelman ratkaisuperiaate pe-
rustuu Robertsin ja Tesmanin kirjassa Applied combinatorics esitettyyn ratkaisuun.
Ratkaisussa kiytettdvien algoritmien lihteend on kéytetty Applied combinatorics

-kirjan lisidksi Kocayn ja Kreherin teosta Graphs, algorithms, and optimization.



2 Esitiedot

Tassd luvussa esitellddn lyhyesti graafiteorian peruskasitteitd ja tutkielman aiheen
kannalta olennaisia médritelmid. Toisessa aliluvussa perehdytdén Eulerin piirin ké-
sitteeseen ja todistetaan siihen liittyvi lause. Luku perustuu Diestelin kirjaan Graph
Theory [2, s. 1-3, 5-6, 10, 21-22, 33] lukuun ottamatta muutamaa maaritelmaa,

joiden ldhteisiin on viitattu erikseen.

2.1 Peruskaisitteita

Merkinti [V]? tarkoittaa joukkoa, joka koostuu jirjestimittomisti pareista {v;, v it

missd v; # v jav;,v; € V.

Miiritelmi 2.1. Graafi on pari G = (V, E) siten, etti V # 0 ja E C [V]?. Joukon V
alkiot ovat graafin solmuja ja joukon E alkiot graafin sd@rmid. Graafin G solmujoukkoa

merkitddn V(G) ja sirmdjoukkoa vastaavasti E(G).

Madritelmi 2.2. Solmuja v; ja v;, joita yhdistda sdrmd, kutsutaan toistensa vierus-
solmuiksi tai naapureiksi ja sirmén e = {v;, v;} pddtesolmuiksi. Sirmidd e = {v;,v,},

Jjoka yhdistad solmut v; ja v, voidaan merkité lyhyesti v;v ;.

Mairitelma 2.3 (vrt. [4, s. 7]). Multigraafi on yksinkertaisen graafin yleistys, jossa
kahden solmun vililld voi olla useampi kuin yksi sdrma. Tilloin sarméjoukko E
on jarjestamittomistd pareista koostuva multijoukko, jossa sama alkio voi esiintya

useammin kuin kerran.

Mairitelma 2.4 (vrt. [4, s. 9]). Painotettu graafi on graafi, jonka jokaiselle sarmélle

on annettu jokin numeerinen arvo, sirméan paino. Merkitddn sirmén v;v; painoa c;;.
Miaritelmi 2.5. Solmun v; aste deg(v;) on siitd ldhtevien sarmien lukumééra.

Miiritelma 2.6. Reitti solmusta vy solmuun v, graafissa G on epityhji jono W =
V0, €05 V1, €1, ..., €Cki, Vi, Missd e; = {v;, vy} kaikilla i < k. Jos vo = v, niin
kyseessd on suljettu reitti eli piiri. Merkitddn solmujen v; ja v; vilistd reittid W;;.
Graafia G kutsutaan yhtendiseksi, jos minkd tahansa kahden sithen kuuluvan solmun

vilille voidaan muodostaa reitti graafissa G.



Mairitelma 2.7 (vrt. [4, s. 28]). Solmujen v; ja v; vilinen etdisyys dist(v;,v;)
on lyhimmin solmujen vilisen reitin pituus. Painotetussa graafissa dist(v;,v;) on

lyhimmin solmujen vilisen reitin sirmien yhteenlaskettu paino.

Miaritelmi 2.8. Graafin G = (V, E) sovitus M on joukko graafin G sdrmii siten,
ettd sarmilld ei ole yhteisid padtesolmuja. Sovitus M on joukon U C V(G) sovitus, jos
jokainen joukon U solmu on jonkin joukon M sirmén vierussolmu. Téll6in joukon

U solmuja kutsutaan sovitetuiksi.

2.2 Eulerin piiri

Mairitelmi 2.9. Graafin G piiri on Eulerin piiri, jos se kulkee jokaisen graafin G

sdarmdn ldpi tismailleen kerran. Graafi G on Eulerin graafi, jos siind on Eulerin piiri.

Lause 2.1. Yhtendinen graafi on Eulerin graafi, jos ja vain jos sen jokaisen solmun

aste on parillinen.

Todistus. Selvisti graafin jokaisen solmun asteen on oltava parillinen, ettd graafi voi
olla Eulerin graafi: solmun, joka esiintyy Eulerin piirissd k kertaa (tai k + 1 kertaa,
mikili se on piirin alku- ja loppupiste), asteen on oltava 2k.

Olkoon G yhteniinen graafi, jonka kaikkien solmujen aste on parillinen, ja olkoon
W =vp,ep,...,€n,Vn

pisin reitti, jossa yhtakdin sarméi ei kuljeta useammin kuin kerran. Koska reittia W ei
voida pidentid, se siséltdid kaikki solmusta v,, lahtevit sarmat. Oletuksen perusteella
lahtevien sdrmien lukumééra on parillinen. Siis v, = vg, joten W on piiri.
Oletetaan, ettd W ei ole Eulerin piiri. Tdlloin graafissa G on sidrmi e, joka ei
kuulu reittiin W, mutta jonka padtepisteend on solmu, joka kuuluu reittiin W. Olkoon

e = uv;. Talloin reitti
u’e’vi’eia- . '7en—lavn7807- . ',ei—lavi

on pitempi kuin W, miki on ristiriita. O



3 Konigsbergin siltaongelma

Téssd luvussa esitelldin Konigsbergin siltaongelma, jota pidetédédn graafiteorian alku-
na ja joka voidaan ymmartéa kiinalaisen postinkantajaongelman erikoistapaukseksi.
Luku perustuu Benjaminin, Chartrandin ja Zhangin kirjaan The fascinating world of
graph theory [1, s. 91-97, 102-104].

1700-luvulla Konigsbergin kaupungissa Preussissa (nykyéédn Kaliningrad, Veni-
jd) oli seitsemén siltaa, jotka yhdistivit neljd eri maa-aluetta. Kaupungissa alettiin
pohtia, oliko mahdollista ylittdd jokainen silta tasan kerran ja padtyd samaan paikkaan
kulkematta yhdenkiin sillan ylitse useammin. Tama tunnetaan nimelld Konigsbergin
siltaongelma.

Ongelmaan saatiin ratkaisu vuonna 1735, kun sveitsildinen matemaatikko Leon-
hard Euler esitti ratkaisunsa Pietarin akatemian jédsenille. Ratkaisussaan ja seuraa-
vana vuonna kirjoittamassaan artikkelissa Euler todisti, ettd oli mahdotonta 10ytaa
sellaista reittid, joka olisi kulkenut jokaisen sillan yli tasan kerran.

Vaikka Euler kiyttdaa latinankielisessd artikkelissaan termid “sijainnin geomet-
ria” (lat. geometria situs, engl. geometry of position), eikd sanaa “graafi” esiinny
siind kertaakaan, on Konigsbergin siltaongelma helppo nihdi graafiteoreettisena on-
gelmana, jossa sillat ovat graafin sdrmid ja maa-alueet solmuja. Eulerin ratkaisua
Konigsbergin siltaongelmaan pidetdidn usein koko graafiteorian alkuna. Reittid, joka
kulkee jokaisen graafin sirméin tasan kerran ja palaa aloituspisteeseen, kutsutaankin
hinen mukaansa Eulerin piiriksi ja graafia, josta sellainen 10ytyy, Eulerin graafiksi.

Euler siis todisti tarvittavat ehdot sille, ettd graafin kaikki sarmit voidaan kulkea
tasan kerran ja padtyd samaan paikkaan. Tdma ei kuitenkaan tarjoa ratkaisua tilan-
teeseen, jossa tavoitteena on kulkea graafin jokainen sdarma véhintddn kerran eika
Eulerin piirin muodostaminen ole mahdollista.

Esimerkiksi postinkantaja saattaa kohdata tillaisen ongelman: hén aloittaa reit-
tinsd postitoimistolta, jakaa postin alueensa jokaiselle kadulle ja palaa lopuksi ta-
kaisin toimistolle. Tarkoituksena on siis 10ytdd mahdollisimman lyhyt reitti, jolla on
sama alku- ja loppupiste ja joka kattaa reitin jokaisen kadun. Téstd paistddn tut-
kielman aiheeseen, kiinalaiseen postinkantajaongelmaan, joka esitellddn tarkemmin

seuraavassa luvussa.



4 Kiinalainen postinkantajaongelma

Téssd luvussa esitelldin kiinalainen postinkantajaongelma (engl. Chinese Postman

Problem) ja esitetdin yksi tapa 10ytdd sithen ratkaisu.

4.1 Ongelman mairittely

Kiinalaisessa postinkantajaongelmassa etsitddn mahdollisimman pienen kustannuk-
sen reittid, joka kdy ldpi kaikki painotetun graafin sdrmaét vihintddn kerran siten, etti
reitin alku- ja loppupiste on sama. Ongelman esitti vuonna 1962 kiinalainen mate-
maatikko Mei-Ko Kwan, ja myohemmin Alan Goldman nimesi sen Kwanin mukaan
’kiinalaiseksi postinkantajaongelmaksi” [1, s. 103]. Ongelma voidaan muotoilla ma-
temaattisesti seuraavasti:

Olkoon G = (V, E) painotettu graafi, jonka solmujen lukuméira on n ja jokaisen
sdrmén paino c¢;; on epanegatiivinen. Olkoon x;; sirmén v;v; kulkukertojen luku-
madrd siten, ettd luku x;; sisdltdd vain ne kerrat, kun sdrmé v;v; kuljetaan solmusta
v; solmun v; suuntaan. Téll6in sdrmén v;v; kulkukertojen todellinen lukumééara on
lukujen x;; ja x;; summa.

Tarkoituksena on minimoida sdrmien ldapikdynnin yhteenlaskettu kustannus

(4.1) chijxij
i

ehdoilla
(4.2) Dixu= > mp=0,  k=1...n,
i J
4.3) Xij+Xji 2 1, kaikilla Vivj € E(G),
4.4) x;j>0jax;; € Z, kaikillav;v; € E(G).

Talloin solmusta poistutaan yhtd monta kertaa kuin solmuun tullaan (4.2), jokainen
sdarmd kuljetaan vihintddn kerran (4.3) ja jokaisen sdarmén kulkukertojen lukumaari
on epédnegatiivinen kokonaisluku (4.4).

Muotoilu perustuu hakuteosartikkeliin kirjassa Encyclopedia of Operations Re-

search and Management Science [6, s. 162].

Esimerkki 4.1. Seuraavassa esimerkissi havainnollistetaan kiinalaista postinkanta-

jaongelmaa lineaarisena optimointiongelmana. Tarkastellaan kuvan 4.1 graafia G ja



V3

Kuva 4.1. Yksinkertainen graafi, jonka avulla havainnollistetaan kiina-

laista postinkantajaongelmaa optimointiongelmana esimerkissa 4.1.

etsitddn lyhintd reittid, joka alkaa solmusta v, ja kdy ldpi jokaisen sdrmén vihintiéin
kerran.

Minimoitava funktio, eli kuljettavan reitin pituus, saadaan laskemalla yhteen
jokaisen sirmén kulkukertojen lukumaiiré kerrottuna kyseisen sidrmén painolla. Tassa

tapauksessa tavoitefunktioksi saadaan
X12 + 2X14 +Xx21 + 3.X23 + X4 + 3)C32 + 4X34 + 2)C41 + X4p + 4X43.

Seuraavaksi muodostetaan minimointiin tarvittavat ehdot. Jokaisesta solmusta tay-
tyy poistua yhtd monta kertaa kuin solmuun menniin, joten tarvitaan kaavan 4.2

mukaiset ehdot. Kun k£ = 1, saadaan ehto
(x21 +x41) — (x12+x14) =0

ja vastaavat ehdot muodostetaan samaan tapaan my®os lopuille k = 2,3, 4.
Jokainen sdrméi on kéytdva ldpi vihintddn kerran, jolloin kaavan 4.3 mukaisesti
sarmaélle v;v, saadaan ehto

X12 +x01 > 1,

jota vastaavat ehdot muodostetaan kaikille graafin G sdrmille. Liséksi jokaisen sar-

min kulkukertojen lukumééridn on oltava epidnegatiivinen kokonaisluku (ehto 4.4).
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Kun kaikki ehdot on muodostettu, ongelma saadaan muotoon

minimoi X12 + 2)614 + X721 + 3x23 + Xoq + 3X32 + 4X34 + 2)641 + x40 + 4)C43
ehdoilla (X21 +X41) - (x12 +X14) =0
(%23 +x43) = (x32 +x34) =0
(x12 +x32 +x42) = (xX21 +X23 + x24) =0
(x14 +x24 +x34) — (X41 +X42 +x43) =0
X2 +x =1
Xi4+x41 21
X3 +x3p > 1
Xo4 +Xx4p > 1
X34 +x43 > 1
x12>20jaxpe”
x21 =2 0jaxy €”Z
x14 >20jaxue”Z
x41 2 0jaxgy €Z
x33>0jaxpe”Z
x3>0jaxnpe”Z
x4 >20jaxy€e”Z
x4 >20jaxgpe”
x33>0jaxzyy €”Z
x43 > 0jaxys € Z.
Yksi mahdollinen ratkaisu ongelmaan on x12 = 1, xo4 = 2, x30 = 1, x41 = 1,

x43 = 1 jaxysa = x21 = x23 = x34 = x42 = 0. Tulos vastaa graafin G reittid

W =vy,e24,v4, €41, V1, €12, V2, €24, V4, €43, V3, €32, V2,

kun solmujen v; ja v; vilistd sdarmdd merkitdin e;;. Reitin W pituus on 12, ja graafin
G yksinkertaisuuden vuoksi on helppoa nihdé, ettd se on lyhin mahdollinen solmusta

v, alkava piiri, joka kulkee jokaisen sdrmén ldpi vihintdédn kerran.
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4.2 Ratkaisun idea

Jos tarkasteltavasta graafista on mahdollista 10ytdd Eulerin piiri, on se selvasti pie-
nimmén kustannuksen piiri, joka kulkee jokaisen graafin sarmin kautta vdhintidin
kerran. Mikili tarkasteltavassa graafissa on paritonasteisia solmuja, muodostetaan
sen pohjalta sopivat sdarméit kopioimalla multigraafi, joka on Eulerin graafi, minki

jédlkeen ratkaisu on myos tdssd tapauksessa Eulerin piiri.

Lause 4.1. Jos painotettu graafi tai multigraafi G on Eulerin graafi, pienimmdn mah-
dollisen kustannuksen piiri, joka kulkee jokaisen graafin G sdrmdn ldpi vihintddn

kerran, on Eulerin piiri.

Todistus. Olkoon G painotettu graafi tai multigraafi, joka on Eulerin graafi. Olkoon
W piiri graafissa G siten, ettd se kulkee jokaisen graafin G sdrmén ldpi vihintdan
kerran.

Jos piiri W on Eulerin piiri, jokaisen sdrmin v;v; ldpi kulkemisesta aiheutuva
kustannus on c;;, koska jokaisen sidrmaén lapi kuljetaan tasan kerran. Jos piiri W ei
ole Eulerin piiri, sairmén v;v; ldpi voidaan kulkea useammin kuin kerran. Télloin
sarman lapi kulkemisesta aiheutuva kustannus on kc;;, missi k on jokin positiivinen
kokonaisluku.

Koska piirin W 1dpi kulkemisen kokonaiskustannus saadaan laskemalla kaikkien
sarmien ldpi kulkemisista aiheutuvat kustannukset yhteen, voidaan péaitelld, ettd

yhteenlaskettu kustannus on pienin mahdollinen, kun W on Eulerin piiri. O

Tassd tyossa esitelldén yksi tapa ratkaista kiinalainen postinkantajaongelma al-
goritmisesti. Ratkaisun vaiheet perustuvat Robertsin ja Tesmanin kirjassa Applied

combinatorics [5, s. 717-718] esitettyyn ratkaisutapaan:

1. Mikali tarkasteltavassa graafissa G on paritonasteisia solmuja, taytyy muodos-
taa graafin G aligraafi G, jonka solmujoukko on graafin G paritonasteisten
solmujen joukko ja jokaisesta solmusta on sdrméi kaikkiin muihin solmuihin si-
ten, ettd sirmén v;v; paino c;; on solmujen v; ja v; vilinen etdisyys. Lyhimmiit

reitit ja niiden pituudet etsitddn Dijkstran algoritmilla.

2. Kun aligraafi G’ on muodostettu, etsitdédn pienimméan mahdollisen painon sovi-
tusta. Talla tarkoitetaan sellaista painotetun graafin sovitusta, johon kuuluvien
sdarmien yhteenlaskettu paino on mahdollisimman pieni. Tdhén kéytetaan unka-

rilaista algoritmia. TAdman jilkeen kopioidaan 16ydettyyn sovitukseen kuuluvat
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sarmit siten, ettd lopputuloksena on multigraafi G, jonka jokaisen solmun

aste on parillinen.

3. Lopuksi etsitdan Eulerin piiri multigraafista G ;. Tdssd tyossd Eulerin piirin
etsimiseen kaytetddn Kocayn ja Kreherin teoksessa Graphs, algorithms, and

optimization [3, s. 59-61] esitettya algoritmia.

Seuraavissa aliluvuissa esitetddn yllamainitut algoritmit ja annetaan esimerkit

niiden kidytostd kiinalaisen postinkantajaongelman ratkaisussa.

4.3 Lyhimpien reittien etsiminen Dijkstran algoritmilla

Téssd luvussa esitellddn Dijkstran algoritmi ja esimerkki siitd, kuinka sitd hyodyn-
netddn kiinalaisen postinkantajaongelman ratkaisussa, kun etsitddn lyhimpii reitteja
paritonasteisten solmujen vililld. Tassi esitetty mééritelmd on muotoiltu mukaillen

kirjassa Graphs, algorithms, and optimization [3, s. 35-36] esitettyd madritelmaa.

Miiritelmi 4.1. Dijkstran algoritmi. Olkoon G = (V, E) painotettu graafi siten, etti
V(G) ={vy,...,v,} ja graafissa on n solmua. Etsitddn lyhimmat mahdolliset reitit
ja niiden pituudet solmusta v; € V(G) kaikkiin muihin graafin solmuihin. Olkoon
A niiden solmujen joukko, joiden etéisyys solmusta v; tunnetaan. Olkoon aluksi

d(vj,v;) = cokaikillai = 1,...,n. Merkitdédn solmujen v; ja v; vilistd reittid W;.
1. Merkitdidn d(v;,v;) = 0 ja lisdtdén solmu v; joukkoon A. Triviaalisti reitti
Wii=vj.
2. Joukko A = {vj,...,v}. Jokaiselle v;, jolle viv; € E(G) jav; ¢ A, méiritel-
laén:
d(v;,v;) =min(d(v;,v;),d(vj, Vi) + Cri)-

Jos ennen luvun d(v;,v;) uudelleenmiirittelyd d(v;,v;) < d(vj,vi) + cii»
reitti W;; pysyy samana, koska toistaiseksi lyhin reitti on jo 10ydetty. Muussa

tapauksessa W;; = Wi, viv;, v;.

Valitaan sitten v siten, ettdv ¢ Ajad(v s v) on mahdollisimman pieni. Lisdtddn

v joukkoon A.
3. Toistetaan kohtaa 2, kunnes A = V(G).

Nyt d(v;,v;) = dist(v;,v;) on lyhin etdisyys ja Wj; lyhin reitti solmusta v;

solmuun v; kaikillai =1,...,n.

13



V5 V4

Kuva 4.2. Graafi G ei ole Eulerin graafi, koska siind on paritonasteisia

solmuja.

Esimerkki 4.2. Seuraavassa esimerkissad havainnollistetaan lyhimpien solmujen vi-
listen reittien etsimistd Dijkstran algoritmilla. Tarkastellaan kuvan 4.2 graafia G.

Kuvasta 4.2 ndhdién, ettd graafissa G on neljd paritonasteista solmua, joten
aligraafin G’ solmujoukko on V(G’) = {v,, v4, vg, v7}. Dijkstran algoritmilla etsitdin
siis ndiden solmujen viliset lyhimmét mahdolliset reitit ja niiden pituudet.

Valitaan aloitussolmuksi v,. Talloin Dijkstran algoritmi tuottaa reitit Wy; ja etéi-
syydet dist(v,, v;) kaikillai = 1,...,7. Tastd saadaan aligraafin G’ muodostukseen
tarvittavat etdisyydet dist(v;, v4), dist(va, vg) ja dist(va, v7).

Loput tarvittavat reitit ja etdisyydet saadaan samaan tapaan, joten niiden laske-

minen sivuutetaan tassa esimerkissa.

* Olkoon A = () niiden solmujen joukko, joiden etdisyys solmusta v, tunnetaan.

Asetetaan aluksi d(vo, v;) = oo kaikillai =1,...,7.

* Siirrytddn kohtaan 1. Nyt A = (). Merkitédéan d(v;, v7) = 0 tunnetuksi ja lisitdin

solmu v, joukkoon A. Triviaalisti Wy = vs.

e Siirrytddn kohtaan 2. Nyt A = {v,}. Miiritelldin jokaiselle v;, jolle vov; €

E(G) jav; ¢ A seuraavasti:

d(va,vi) =min(d(va, vy),c12) = min(co, 4) =4, Wa1 = va, vavy, vi,
d(v2,v3) =min(d(v2, v3), c23) = min(co,2) =2, Wo3 = vy, vavs, v3,
d(va,v7) = min(d(vz, v7), c27) = min(e0,9) =9, Wa7 = va, vavy, vy.

Valitaan nyt v = v3 ja lisétdén se joukkoon A.
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* Koska A = {vy,v3} # V(G), toistetaan kohta 2. Madritelldan jokaiselle v;,
jolle vav; € E(G) jav; ¢ A seuraavasti:
d(v2,v4) = min(d(v,v4),d(v2,v3) + ¢34) = min(eo0,2+3) =5,

Way = v2,Vv2v3, V3, V3V4, V4.
Valitaan nyt v = v; ja lisdtdaéan se joukkoon A.

* Toistetaan kohtaa 2, kunnes A = V(G), jolloin kaikki reitit on 16ydetty. Loput

solmut lisatadn joukkoon A seuraavassa jirjestyksessi: v4, vs, ve ja v7.

Nyt d(v,,v;) = dist(va,v;) on lyhin solmujen vilinen etdisyys ja Wp; lyhin
niiden vilinen reitti. Dijkstran algoritmilla saadaan etdisyydet dist(vp,v4) = 5,
dist(vo,ve) = 8 ja dist(vp,v7) = 9 ja reitit Wog = vo,vov3, v3, vavy, vg, Woe =

V2, VoV, V1, V1Ve, Ve jJa Wa7 = v, vov7, v7. Ks. esimerkkikuva 4.3.

G"
V2 5 V4
8
9 6
4
V7 9 V6

Kuva 4.3. Graafin G aligraafi G’, jonka solmujoukko on graafin G
paritonasteiset solmut ja sdrmien painot ovat solmujen vilisid lyhimpia

etdisyyksid graafissa G.

4.4 Pienimmin mahdollisen painon sovituksen etsiminen unka-
rilaisella algoritmilla
Téssd luvussa esitellddn unkarilainen algoritmi ja esitetdin esimerkki sen kaytos-

td kiinalaisen postinkantajaongelman ratkaisussa. Algoritmin méaéritelma perustuu

kirjassa Applied Combinatorics [5, s. 721-722] esitettyyn madrittelyyn.

Miiritelmi 4.2. Unkarilainen algoritmi. Olkoon C n X n kustannusmatriisi. Algorit-

mi tuottaa optimaalisen eli pienimmén mahdollisimman kustannuksen kohdistuksen.
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1. Jokaiselle i olkoon p; kustannusmatriisin C rivin i pienin alkio. Muodostetaan
uusi matriisi C’ siten, ettd kaikista rivin i alkioista vihennetédin p;, ja tehddin

tama jokaiselle riville i € {1,2, ..., n}.

2. Jokaiselle j olkoon g; matriisin C’ sarakkeen j pienin alkio. Muodostetaan
uusi matriisi C” siten, ettd kaikista sarakkeen j alkioista vihennetéin ¢, ja

tehdéddn tdmai jokaiselle riville j € {1,2,...,n}.

3. Etsitdén pienin mahdollinen joukko pysty- ja vaakaviivoja, joilla voidaan peit-

tada kaikki matriisin C” nolla-alkiot.

* Jos viivoja tarvitaan vahemmain kuin n, siirrytdin kohtaan 4.

* Jos viivoja tarvitaan n kappaletta, ohitetaan kohta 4 ja siirrytidin kohtaan
5.

4. Kaiytetaan kohdan 3 matriisia, jonka nolla-alkiot on peitetty viivoilla. Olkoon p
pienin peittimiton alkio. Muodostetaan uusi matriisi C siten, ettd vihennetizin
p jokaisesta peittamittomastd alkiosta ja lisdtddn p jokaiseen alkioon, joka

sijaitsee viivojen leikkauskohdassa. Palataan kohtaan 3.

5. Etsitddn n nolla-alkiota siten, ettd jokaiselta riviltd ja jokaisesta sarakkeesta
valitaan tasan yksi nolla-alkio. Muodostetaan ratkaisumatriisi X siten, etti
Xij =1, jos C 7 on yksi ndistd nolla-alkioista, ja muussa tapauksessa X;; = 0.

Tama on etsitty ratkaisu.

Esimerkki 4.3. Seuraavassa esimerkissi havainnollistetaan pienimmén mahdollisen
painon sovituksen etsimistd unkarilaisella algoritmilla.

Muodostetaan ensimméiseksi kustannusmatriisi C siten, ettd sen alkiot C;; ovat
kuvan 4.3 graafin G’ solmujen vilisii etdisyyksid. Koska etsitddn sovitusta, asetetaan
kustannusmatriisin lavistdjdn arvoiksi co. Solmun etdisyys itseensd olisi 0, mutta
talloin algoritmi tuottaisi tuloksen, jossa jokainen solmu sovitettaisiin itsensa kanssa,

miki ei kelpaa vastaukseksi. Kustannusmatriisiksi saadaan

0 (o4 C26 €27 o 5 8 9
co| © cas car|_ 5 0o 6 4
- Ce2 Ceqa OO  Co7 - 8 6 oo 9
C72 C74 C76 ©O 9 4 9 o
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Siirrytddn kohtaan 1. Muodostetaan uusi matriisi C” vahentamalld riveiltd nii-

den pienimmit alkiot, kun p; =5, p> =4, p3 =6ja ps = 4:

co 0 3 4

, 1 0o 2 0
C' = .

2 0 oo 3

5 0 5 o

Siirrytdin kohtaan 2. Muodostetaan uusi matriisi C” vihentdmallad sarakkeista
niiden pienimmit alkiot, kung; = 1,2 =0,g3 =2 jags = 0:

0

CII —

A - o 8
g8 w o s

1
o 0
0 o
0 3

Siirrytddn kohtaan 3. Peitetdén kaikki matriisin C” nolla-alkiot mahdollisim-

man pienelld joukolla pysty- ja vaakaviivoja ja saadaan tulokseksi

00 1 4
CII —

1 o 3

4 3 o

Huomataan, etti viivoja tarvitaan vahemman kuin 4, joten siirrytiin vaihee-

seen 4.

Muodostetaan uusi matriisi C vihentimilld p = 1 kaikista peittimittomisti
alkioista. Tassd myos liséttdisiin p viivojen leikkauskohdan alkioon, mutta

co+p = oo, eli se el tissd tapauksessa vaikuta lopputulokseen. Saadaan matriisi

0 0 3

al
Il
w o o 8

oo 0 0
0 oo 2 .
0 2 o

Peitetidn kaikki matriisin C nolla-alkiot mahdollisimman pienelld joukolla

pysty- ja vaakaviivoja, jolloin saadaan tulokseksi

00 3

aQl
I
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Nyt kaikkien nolla-alkioiden peittimiseen tarvitaan n = 4 viivaa, joten voidaan

siirtyd kohtaan 5.

 Etsitddn n nolla-alkiota siten, ettd jokaiselta riviltd ja jokaisesta sarakkeesta

valitaan tasan yksi nolla-alkio, ja saadaan ratkaisumatriisi

0 01 0

0 001
X =

1 000

01 00

Ratkaisu tulkitaan siten, ettd kun X;; = 1, niin solmut v; ja v; sovitetaan

keskendan.

Siis solmut v, ja vg sovitetaan keskenddn ja solmut v4 ja vy keskendin. Koska

alkuperiisessa graafissa lyhin solmujen v; ja vg vilinen reitti on
Wae = v2,vavi, Vi, Vive, Ve

ja lyhin solmujen v4 ja v7 vilinen reitti on niiden vélinen sirmi v4v7, multigraafia

muodostaessa kopioidaan sdrmét vovy, vivg ja v4v7. Ks. esimerkkikuva 4.4.

4.5 Eulerin piirin loytadminen

Téssd luvussa esitellddn erds algoritmi, jolla voidaan 10ytdd Eulerin piiri graafista,
josta sellainen on mahdollista 10ytdd. Madritelmid on muotoiltu kirjassa Graphs,

algorithms, and optimization [3, s. 59-61] esitetyn algoritmin pohjalta.

Miaritelmi 4.3. Eulerin piiri -algoritmi. Olkoon G = (V, E) graafi, jonka jokaisen
solmun aste on parillinen. Olkoon B ldpikdytyjen sirmien joukko ja W reitti, josta

tulee etsitty Eulerin piiri.

1. Valitaan aloitussolmu v, merkitddn se reittiin aloitussolmuksi ja kuljetaan
johonkin sen vierussolmuun vi. Nyt W = v, v{vg, vi. Lisdtddn sarmi vyvy

lapikdytyjen sidrmien joukkoon B.

2. Kuljetaan johonkin solmun v vierussolmuun v, lisidtddn se reittiin W ja
lisdtdadn niiden vélinen sarmé joukkoon B. Toistetaan, kunnes tullaan takaisin

aloitussolmuun.
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3. On loydetty jokin graafin alipiiri W.

* Jos B = E(G), niin kaikki graafin G sdarmit on kéyty ldpi ja W on etsitty
Eulerin piiri.

* Jos B # E(G), niin graafissa G on vield sdrmid, joita ei ole kdyty lapi.
Valitaan uudeksi aloitussolmuksi jokin reitissd W esiintyvd solmu vy
siten, ettd siitd lihtee ldpikdymattomid sdrmid. Toistetaan kohtia 2 ja 3,

kunnes Eulerin piiri on 16ydetty.

Kuva 4.4. Graafista G muodostettu multigraafi G, jossa osa sdrmisti

on kopioitu siten, ettd graafin G, jokaisen solmun aste on parillinen.

Esimerkki 4.4. Seuraavassa esimerkissd havainnollistetaan Eulerin piirin etsimisal-
goritmin toimintaa.

Etsitddn Eulerin piirid kuvan 4.4 multigraafista G j;. Merkitiin tdssid solmujen v;
jav; vilistd sdrmad v;v; = e;;. Jos solmujen vililld on useampia sarmié, merkitain

alkuperdistd sairmaé e;; ja kopioituja sdrmia e; » €} Janiin edelleen.

 Valitaan aloitussolmuksi v; ja kuljetaan sen vierussolmuun v,. Nyt W =

V1, €12, vo. Lisdtddn e, ldpikdytyjen sarmien joukkoon B = {e;}.

* Kuljetaan solmun v, naapurisolmuun v3 ja lisdtddn kuljettu sirmi joukkoon

B. Saadaan reitti W = vy, e, va, €23, V3.

* Toistetaan algoritmin kohtaa 2, kunnes palataan takaisin solmuun v;. Yksi

mahdollinen reitti on

’
Wl = Vl, 612’ V2, 623’ V3, 634’ V4, 6479 V7, 6277 V2, 612, Vl.
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Reittiin kuuluvat sdarmit on véritetty punaisella kuvassa 4.5.

* Selviisti W} on piiri, mutta koska B = {e12, €23, €34, €47, €27, €], } # E(G), on
graafissa vield sdrmii, joita ei ole kéyty ldpi. Valitaan uudeksi aloitussolmuksi
solmu vy, josta ldhtee vield ldpikdaymaittomid sdrmia ja jonka kautta kuljetaan

reitissd Wy. Siirrytddn takaisin kohtaan 2.
* Toistetaan algoritmin kohtaa 2, kunnes palataan takaisin solmuun v4. Saadaan
W2 = V4, €45, V5, €56, V6, €165 V1, €]65 V65 €675 VT €47 V4.
Reittiin kuuluvat sdrmit on véritetty siniselld kuvassa 4.5.

* Nyt B = E(G), eli kaikki graafin Gj; sarmit on kdyty lapi. Kun yhdistetdin
reitit Wy ja W5 yhdeksi yhtendiseksi reitiksi W, saadaan reitti

’
W = V]a 612’ V2, 623’ V3, 6347 V4, cee V4, 6479 V7, 627’ V27 812’ V]a

jonka pituus on 53. Tama on etsitty Eulerin piiri ja ongelman ratkaisu.

Kuva 4.5. Multigraafi Gy, jossa esimerkin 4.4 reitti W; on viritetty

punaisella ja reitti W, siniselld.
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