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Matematiikassa automaattiteoria tutkii automaateiksi kutsuttuja abstrakteja koneita,
jotka lukevat merkkijonoja eli sanoja ja joko hyviksyvit tai hylkidivit ne tiettyjen
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1 Johdanto

Automaatit ovat yksinkertaisia abstrakteja koneita, jotka lukevat merkkijonoja eli
sanoja merkki kerrallaan ja joko hyviksyvit tai hylkddvit ne. Erilaisten automaat-
tien luokilla on eri tunnistusvoima, eli kyky hyviksyi tietynlaiset sanat ja hyldta
muut. Tassad tutkielmassa tarkastelemme sitd, miten automaattien tunnistusvoimaan
vaikuttaa se, ovatko syOtesanat ddrellisen vai ddrettoméin pituisia.

Aloitamme kaésittelyn luvussa 2 esittamalla lyhyesti ddrellisten automaattien teo-
riaa ddrellisen pituisilla sanoilla. Mairitelmien ja esimerkkien ohella todistamme,
ettd deterministiset ja epddeterministiset ddrelliset automaatit tunnistavat tismaélleen
samat sanojen joukot eli kielet; toisin sanoen ne ovat tunnistusvoimaltaan yhti voi-
makkaat.

Luvussa 3 yleistimme &drellisten automaattien laskentaa sallimalla niille syot-
teeksi ddrettoman pituiset sanat eli w-sanat, jolloin puhutaan w-automaateista. Erilai-
set w-automaattien luokat hyviksyvit w-sanat eri ehdoilla, mutta tissi tutkielmassa
tarkastelemme vain niin kutsuttuja Biichin automaatteja. Luvun piituloksina osoi-
tamme, ettd Biichin automaatit tunnistavat tietylld tavalla samankaltaiset kielet kuin
aarelliset automaatit, mutta Biichin automaattien deterministisyys vaikuttaa niiden
tunnistusvoimaan.

Lopuksi luvussa 4 tarkastelemme hajautettuja automaatteja, jotka voivat laskea
mielivaltaisilla suunnatuilla graafeilla, ja ovat néin aarellisid automaatteja yleisem-
pid laskennan malleja. Tassd tutkielmassa keskitymme kuitenkin niiden kdyttoon
sanojen tunnistamisessa. Osoitamme, ettd niin kutsutut unohtavat hajautetut auto-
maatit ovat adrellisilld sanoilla yhtd tunnistusvoimaisia kuin &dérelliset automaatit.
Lisidksi tutkimme unohtavien hajautettujen automaattien laskentaa déarettomilla sa-
noilla ja osoitamme uutena tuloksena, etti tdlloin ne ovat tunnistusvoimaltaan ainakin
yhtéd voimakkaita kuin deterministiset Biichin automaatit.

Lukijalta edellytetdén joukko-opin ja diskreetin matematiikan alkeiden ja perus-
merkint6jen osaamista, mutta muita valttamittomii esitietoja ei ole.

Tutkielmassa merkitsemme luonnollisten lukujen joukkoa N = {0,1,2,...}.
Adrellisten sanojen kielid merkitiin symboleilla L, K, ... ja w-kielid symboleilla
U,V,.... Adrellisi automaatteja merkitiiéin isoilla kirjaimilla A, B, ... ja Biichin

automaatteja kaunokirjoitetuilla kirjaimilla A, B, . . ..



2 Adirelliset automaatit

Téssd luvussa kdymme ldpi dérellisten automaattien teorian yleisid merkintojd ja

niiden tunnistusvoimaan liittyvid perustuloksia.

2.1 Maaritelmia

Seuraavat madritelmét pohjautuvat ldhteen [1] esitykseen.

Mairitelma 2.1. Aakkosto X on ddrellinen epityhjd joukko. Kutsumme aakkoston

alkioita symboleiksi.

Mairitelméa 2.2. Aakkoston X' ddrellinen sana on sen symboleista muodostettu
ddrellinen jono. Merkitsemme usein sanaa w = (ag,...,d,—1) € 2" lyhyesti w =

ao . . . ay—1. Tyhjd sana on yksikésitteinen pituutta O oleva sana, jota merkitiin A.

Mairitelma 2.3. Merkitsemme aakkoston 2 kaikkien ddrellisten sanojen joukkoa
2. Aakkoston X kieli on osajoukko L C 2™,

Miaéritelmi 2.4. Olkoot w = ag...a,-1 jaw’ = byg...b,_ aakkoston X sanoja.

Sanojen w ja w’ katenaatio on aakkoston X sana
ww' =ag...d,_1boy...byu_1.
Erityisesti madritelldaan wAd = Aw = w kaikillaw € 2™,

Maaritelma 2.5. Sanan w € 2™ roistamista n kertaa merkitaan

n kappaletta

—_——
w = w...w,

kun n € N. Sana w? tulkitaan tyhjiksi sanaksi A.
Esimerkki 2.1. Tarkastellaan aakkostoa 2’ = {a, b} ja sen kieltd
L={weX"|w=a(b")jollain n € N}.

Kieli L siis koostuu niistd sanoista, jotka alkavat tismélleen yhdelld symbolilla a,
jota mahdollisesti seuraavat symbolit ovat kaikki ». Esimerkiksi a € L ja abb € L,

mutta aba ¢ L,aab ¢ Ljad ¢ L.



Adrellinen automaatti voidaan ajatella yksinkertaisena koneena, joka lukee syot-
teend annettua sanaa merkki kerrallaan. Kukin luettu merkki saa koneen siirtyméin
sen senhetkisestd tilasta riippuen johonkin toiseen tilaan, kunnes koko sana on luettu.
Talloin viimeinen tila, johon automaatti jad, méérittdd, hyvaksyyko automaatti syo-
tesanan vai ei. Sanomme liséksi, ettd ddrellinen automaatti tunnistaa jonkin kielen,
jos se hyviksyy tasmilleen tuohon kielen kuuluvat sanat. Mééritellddn seuraavaksi

nama kasitteet formaalisti.

Miiritelmi 2.6. Acirellinen automaatti on rakenne A = (Q, X, 6, qo, F), missi

[S—

. Q on dérellinen epéatyhja joukko tiloja,
2. 2 on aakkosto,

3. 0 € Q x 2 X Q on siirtymdrelaatio,

4. go € Q on alkutila ja

5. F € Q on hyvdksyvien tilojen joukko.

Miiritelmi 2.7. Airellinen automaatti on deterministinen, jos sen siirtymérelaatio

0 on funktio, ja epddeterministinen, jos se on relaatio.

Miiritelmi 2.8. Adrellisen automaatin A = (Q,2,6, qo, F) laskenta syotteelld
W = ag...d,—1 € X* on jono tiloja gg...q, € Q™! missi gy on automaatin
alkutila ja (g;, a;,qi+1) € 6, kun 0 < i < n— 1. Jos w = A, niin laskenta tulkitaan

alkutilaksi gy.

Miiiiritelmi 2.9. Airellinen automaatti A = (Q, X, 6, qo, F) hyviiksyy sananw € X*,
jos on olemassa sen laskenta qq...q, syotteelld w siten, ettd g, € F. Muutoin

sanotaan, ettd automaatti hylkdd sanan w.

Miiritelmi 2.10. Airellinen automaatti A tunnistaa kielen L C X*, jos

A hyviksyy sananw <= w € L.



EsimerkKi 2.2. Tarkastellaan esimerkin 2.1 kieltd
L={we2"|w=a(b)"jollain n € N}

ja muodostetaan dérellinen automaatti, joka tunnistaa sen.

Adrellisten automaattien toimintaa on helppo havainnollistaa seuraavalla suun-
nattuun graafiin perustuvalla struktuurilla eli niin kutsutulla siirtymdkaaviolla. Kaa-
viossa automaatin tilat ¢ € Q tulkitaan graafin solmuiksi, joista hyviksyvit tilat
q € F piirretadan kaksinkertaisella reunalla. Siirtymairelaatio 6 kuvataan solmuja

yhdistévilld nuolilla; erityisesti alkutilaan gg osoittaa nuoli "tyhjista".

a, b

Kuva 2.1. Kielen L tunnistava darellinen automaatti A.

Formaalisti ilmaistuna tima ddrellinen automaatti on siis viisikko A = (Q, 2, 8, qo, F),

missi

0 ={q0,91. 92},
2 ={a, b},

0 =1{(qo0,a,41),(qo0,b,92),(q1,a,q>2),
(91, b0,q1),(q2.a,q2), (q2,b,q2)} ja
F={q}.

On helppo ndhdi, ettd automaatti A hyviksyy sanan w jos ja vain jos w € L. Jos
sana alkaa symbolilla b tai sisdltdd jossain kohtaa symbolin b jilkeen symbolin a,
automaatti siirtyy niin kutsuttuun virhetilaan q,, josta se ei voi endd paistd hyviksy-
véan tilaan ¢;. My0s jos w = A, niin sana hylétéén, silld alkutila g ei ole hyviksyva
tila. Toisaalta jos w € L, niin selvisti automaatti pyorii hyviaksyvissi tilassa ¢; sanan

loppuun asti.



Huomataan liséksi, ettd koska jokaisesta tilasta ldhtee tismilleen yksi nuoli jo-
kaista aakkoston symbolia kohti, niin siirtymaérelaatio ¢ on funktio. Automaatti A on

siis deterministinen.

2.2 Adrellisten automaattien deterministisyys

Téssd aliluvussa tavoitteenamme on osoittaa, ettd deterministisyys ei vaikuta direl-
listen automaattien tunnistusvoimaan. Toisin sanoen jokainen kieli L € 2™ voidaan
tunnistaa jollain deterministiselld ddrelliselld automaatilla jos ja vain jos se voidaan
tunnistaa jollain epddeterministiselld dérelliselld automaatilla.

Tdma on mahdollista, jos voimme muodostaa mistéd tahansa epddeterministisesta
automaatista deterministisen version, joka simuloi tdydellisesti alkuperdisen auto-
maatin laskentaa. Onnistumme tdssd tarkastelemalla laskentaa yksittdisten tilojen
sijaan tilojen joukoilla, jolloin yksi deterministisen laskennan askel voi kuvastaa

useita mahdollisia epddeterministisen laskennan askelia.

Miaritelma 2.11. [1, s. 44] Olkoon A = (X, Q, qo, 0, F) epadeterministinen ddrel-
linen automaatti. Sen potenssijoukkokonstruktio on deterministinen dérellinen auto-

maatti B = (27, 0", {qo}, ', F’), joka muodostetaan seuraavan prosessin avulla:
1. Automaatin B alkutila on {go}, missd g¢ on automaatin A alkutila.

2. Jokaisella symbolilla a; € X siirtymifunktio ¢’ siirtdd automaatin tilasta {go}

niiden tilojen ¢g; € Q joukkoon, joilla patee (g, a;, g;) € 9.

3. Jokaisessa edellisessd vaiheessa luodussa tilassa X € Q' symbolilla a; € X
siirtyméafunktio ¢” siirtdd automaatin tilasta X niiden tilojen ¢; € Q joukkoon,

joilla pétee (gx, a;, q;) € ¢ jollain gx € X.
4. Toistetaan vaihetta 3, kunnes uusia tiloja X € Q’ ei enid luoda.

5. Hyviksymisjoukko F” on niiden tilojen X € Q’ joukko, jotka siséltéavit jonkin
hyviksyvin tilan g € F.

Ennen kuin todistamme, ettd potenssijoukkokonstruktio todella simuloi tdydelli-
sesti alkuperdistd automaattia, otamme kayttoon joitain merkintdjd, jotka helpottavat

automaattien laskennasta puhumista.

Mairitelmi 2.12. [1,s.44-45] Olkoot L C X*kielijaA = (2, Q, qo, 0, F') darellinen

automaatti.



Kuva 2.2. Epideterministinen automaatti A ja sen deterministinen po-
tenssijoukkokonstruktio B. Automaatit tunnistavat saman kielen, eli nii-

den aakkoston {a, b} sanojen joukon, jotka paittyvit symboliin a.

1. Jos laskennansa aikana automaatti A on tilassa g; € Q ja silld on vield luet-
tavana syote w € 2™, merkitdin (g;, w). Erityisesti jos automaatti on lukenut

koko sanan ja paitynyt tilaan g,, merkitdéan (g,, 1).

2. Jos (qi,ai,qj) € 0, merkitdédn (g;,aw) k4 (q;,w). Erityisesti kaikilla g € Q
merkitddn (g, ) F4 (g, 4).

3. Jos (giswi) Fa (g, wj) -+ Fa (gn, wn), merkitddn (g;, wi) +y (qn, W)

Merkintd (g;, w;) v} (qn,wy) siis tarkoittaa, ettd sanan w; lukeminen (voi) ai-
heuttaa automaatin A siirtymisen tilasta g; tilaan g,. Huomataan, ettid tidlloin A
hyviksyy sanan w € 2™ jos ja vain jos (qo, w) v} (gF,4) jollain g € F.

Seuraava tekninen apulause osoittaa, ettd milld tahansa sanalla w € 2™ po-
tenssijoukkokonstruktion laskennan viimeinen tila sisiltdd tdsmilleen alkuperdisen
automaatin kaikkien laskentojen viimeiset tilat. Automaattien tunnistusvoiman ekvi-

valenttisuus on helppo seuraus tista tuloksesta.

Apulause 2.1. [1, s. 46] Olkoot A = (X, Q, qo, 9, F) epddeterministinen ddrellinen
automaatti, B = (2, Q’,{qo}, ', F’) sen potenssijoukkokonstruktio, w € 2* ja g, €
Q. Téllsin (qo, w) + (gn,A) jos ja vain jos on olemassa X € Q’ siten, ettd g, € X

ja ({go}. w) ¥y (X, D).

Todistus. Todistetaan ensin implikaatio vasemmalta oikealle induktiolla sanan w
pituuden suhteen.
Alkuaskel. Oletetaan, ettd (qo,4) +, (gn,4). Koska suoraan médritelmén 2.12

kohdan 2 nojalla ({go}, 1) + ({qo}, 4), ja selvdsti go € {qgo}, niin viite pitee.



Induktioaskel. Oletetaan, ettd vidite pitee sanalla w € 2™ ja tarkastellaan sanaa
wa, missd a € 2. Oletuksesta (qo, wa) V), (qn, A) seuraa, ettéd (qo, wa) + (gi,a) +a
(qn»A) jollain g; € Q, joten (qo, w) +, (gi,A). Nyt induktio-oletuksen nojalla on
olemassa Y € Q’ siten, ettd ¢; € Y ja ({go},w) +j (Y, ). Edelleen koska g; € Y ja
(gi,a) +4 (gn, ), niin siirtymafunktion ¢’ midritelmén nojalla on olemassa X € Q’
siten, ettd g, € X ja (¥,a) +p (X, ). Tilloin ({go}, wa) +5 (Y, a) +p (X, 1), joka
voidaan supistaa muotoon ({go}, wa) + (X, 2).

Todistetaan sitten implikaatio oikealta vasemmalle niin ikddn induktiolla sanan
w pituuden suhteen.

Alkuaskel. Oletetaan, ettd ({qo}, 1) +p (X, A1) jollain sellaisella X € Q’, ettd
gn € X. Nyt midritelmén 2.12 kohdan 2 nojalla X = {go}, joten koska g, = g, niin
(q0, ) Fy (gn> ) ja qo € {qo}, joten viite pitee.

Induktioaskel. Oletetaan jélleen, ettd viite patee sanalla w € X ja tarkastellaan
sanaa wa, missd a € 2. Oletetaan, ettd ({go}, wa) +p (X, A1) jollain sellaisella
X € Q’, ettd g, € X. Tisté seuraa, ettd on olemassa Y € Q’ siten, ettd ({go}, wa) +j
(Y,a) kg (X, 1), jolloin ({go}, w) +y (¥, ). Nytinduktio-oletuksen nojalla kaikilla
qi € Y pitee (qo,w) + (gi, ) eli (qo,wa) +, (gi,a). Koska (Y,a) +p (X,1),
niin siirtyméifunktion ¢’ méiritelmin nojalla (g;,a) +a (g, 4) jollain g; € Y,
jolloin edellisen virkkeen perusteella (go, wa) +* (g;, a) + (qn, A). Siis (go, wa) +*

(qn, ). m

Lause 2.1. [1, s. 47] Kieli L C 2™ on tunnistettavissa deterministisella ddrelliselld
automaatilla jos ja vain jos se on tunnistettavissa epddeterministiselld dcdrelliselld

automaatilla.

Todistus. Koska funktiot ovat relaatioita, niin jokainen deterministinen dérellinen
automaatti on my0s epideterministinen ddrellinen automaatti. Riittdd siis todistaa,
ettd jokainen epddeterministisen dédrellisen automaatin tunnistama kieli on myos
tunnistettavissa deterministiselld darelliselld automaatilla.

Olkoot A = (2,0, qo,9, F) epiddeterministinen &direllinen automaatti ja B =

(2,0, {q0}, 9", F’) sen potenssijoukkokonstruktio. Jos w € 2™, niin

A hyviksyy sanan w &= (qo,w) F (gF,A) jollain gr € F
& qr € Xja({qo},w) +p (X, Q) joillain gr € FjaX € Q’
<= B hyviksyy sanan w,

missi toinen ekvivalenssi seuraa apulauseesta 2.1. Koska A siis hyviksyy tasmélleen

samat sanat kuin B, niin automaatit tunnistavat samat kielet. O
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3 Biichin automaatit

Adrellisen automaatin toimintaa voidaan yleistii tarkastelemalla niiden laskentaa
adrettomén pituisilla syotesanoilla, jolloin puhutaan w-automaateista. Koska télloin
laskenta eli syotteen indusoima automaatin tilojen jono on myos darettomén pituinen,
syotteen hyviksyminen ja hylkdiminen tdytyy madritelld uudestaan. w-automaatin
hyviksymisehdolle on useita mahdollisia mééritelmid, joista tdssa tutkielmassa tar-

kastelemme Biichin esittelemad vaihtoehtoa.

3.1 Maaritelmia

Mairitelma 3.1. [3, s. 2] Aakkoston 2" w-sana on aakkoston X' symboleista muo-
dostettu ddreton jono, eli funktio @ : N — 2. Kaikkien aakkoston 2 w-sanojen

joukkoa merkitddn 2'“. Aakkoston 2 w-kieli on osajoukko U C X

Sanojen katenaation ja toistamisen kisitteet yleistyvit luonnollisella tavalla dérel-
listen sanojen ja w-sanojen yhdistelmille. On kuitenkin huomioitava, ettd katenaatio

toimii vain alla kuvailtuun suuntaan, eli sana aw ei ole hyvinmadéritelty.

Mairitelma 3.2. Olkoot w = ag...a,-1 € 2™ jaa € 2. Tilloin
wa=ag...a,12(0)a(l)...e X¢

ja
w¢ =ww...€ X%,

Lisdksi maaritelldadn Ao = « kaikilla @ € 2%.

Maaritelma 3.3. [3, s. 3] w-sanassa @ € X' ddrettomdn monta kertaa esiintyvien

symbolien joukko on joukko
Inf(a) ={a € 2 | 3°n € N(a(n) = a)}.

Téassd 3“n € N(g(n)) on lyhenne kaavalle Vim € N(In € N(n > m A ¢(n))).

Kvanttori 3“ voidaan siis lukea "on olemassa ddrettoman monta".

Miiritelmi 3.4. [2, s. 4] Adrellisen automaatin A = (Q, 2, 6, qo, F) laskenta w-

sanalla @ = a(1)a(2) ... on dédretdn jono tiloja p = p(0)p(1) --- € Q¥, missd
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1. p(0) = qo ja
2. p(i) € 6(p(i—1),a(i)), kuni > 1 jos A on epiddeterministinen ja
3. p(i) =6(p(i —1),a(i)), kuni > 1 jos A on deterministinen.

Kun tarkastelemme airellisten automaattien laskentaa w-sanoilla, kutsumme niita

tassa tutkielmassa Biichin automaateiksi.

Huomataan, etti jos jossain laskennassa p epadeterministinen automaatti paityy
tilaan ¢, jossa sen pitdisi lukea symboli (i), mutta §(g, @(i)) = 0, niin tilléin p
ei selvésti voisi olla ddreton jono. Téllaista jonoa ei siis médritelmén nojalla pideta

varsinaisena laskentana milldin w-sanalla, eiké se erityisesti ole hyviksyvé laskenta.

Huomautus. Biichin automaatin ja dérellisen automaatin rakenne on tdsmélleen sa-
ma; ainoa ero automaattien valilld on se, tarkastellaanko niiden laskentaa darellisilla
vai ddrettomilla syotteilld. Voimme siis helposti tulkita mielivaltaista ddrellistd auto-

maattia A Biichin automaattina A ja pdinvastoin.

Seuraavassa madritelméssa on olennaista huomata, ettd Biichin automaatin tilojen
joukko Q on direllinen, joten se voidaan tulkita myos aakkostona. Tall6in laskenta p
itse on w-sana p € Q¥ ja Inf(p) on laskennassa darettdméan monta kertaa esiintyvien

tilojen joukko.

Mairitelmi 3.5. [2, s. 5] Biichin automaatti A = (Q, 2, 8, qo, F') hyviksyy w-sanan

a € 2%, jos on olemassa sen laskenta p w-sanalla « siten, ettd
Inf(p) N F # 0.

Biichin automaatti siis hyviksyy w-sanan, jos automaatti kdy jossain hyviksymis-
joukon F tiloista ddrettoméan monta kertaa laskennan aikana. Sanomme lisiksi, ettad

Biichin automaatti A tunnistaa w-kielen U C 2, jos
A hyviksyy sanana &= a € U.

Esimerkki 3.1. Tarkastellaan aakkoston X' = {a, b} w-sanoja, jotka paittyvit da-
rettdmiin madrddn symbolipareja ab. Esimerkiksi jonot abab ... ja bbabab ...

kuuluvat tdhan kieleen. Tarkasteltava kieli on siis tismallisesti ilmaistuna

U={a€X’|a=w(ab)”, missiw € X2*}.

12



Kieli U voidaan tunnistaa seuraavalla Biichin automaatilla.

a,b

b
a
o ~(” ()
a

Kuva 3.1. w-kielen U tunnistava epideterministinen Biichin automaatti.

Jos syotesana a kuuluu kieleen U, niin lukiessaan sanaa o Kyseinen automaatti
kdy ddrettomdn monta kertaa tilassa g, € F, joten se hyviksyy kyseisen sanan.
Vastaavasti jos automaatti kdy ddrettoméan monta kertaa tilassa g, niin sen laskenta
kyseiselld sanalla on muotoa p = ...q1929192 ..., jolloin @ = ...abab ... eli

aeU.

3.2 w-sddnnollisyys

Tunnetusti ddrelliset automaatit tunnistavat tismailleen niin sanotut sdcdnnolliset kie-
let, joiden varsinaista midritelmaa ei tissd tutkielmassa tarkastella. Tavoitteenamme

on nyt yleistdd timi karakterisaatio Biichin automaattien tunnistamiin w-kieliin.

Mairitelma 3.6. Kieli L C 2™ on sddnnéllinen, jos se on tunnistettavissa darellisella

automaatilla.

Maaritelma 3.7. [3, s. 6] Kielen L C 2™ w-iteraatio on w-kieli
LY ={ae2|a=wowy..., missi w; € L jaw; # A kaikillai € N}.
Lisédksi jos L € 2™ jaU C X, niin
LU={ae2|a=wpB, missiw € LjaB e U}.

Mairitelma 3.8. [3, s. 6] w-kieli U C 2“ on w-sddnnollinen jos se on muotoa

missi L;, K; € 2™ ovat sdannollisid kielid, kun 1 < i < n.

Kaikkien w-saannollisten kielten tunnistettavuus Biichin automaatilla on valiton

seuraus seuraavista apulauseista.
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Apulause 3.1. Joskieli L € 2™ on sddnnollinen eiki siséllé tyhjdd sanaa, niin w-kieli

L% C 2% on tunnistettavissa Biichin automaatilla.

Todistus. Olkoon A = (Q, 2,9, qo, F) kielen L tunnistava ddrellinen automaatti.
Muodostetaan siitd ensin ekvivalentti versio A’, joka alkaa "valealkutilasta" L, johon

ei voida palata. Siis tasmillisesti A’ = (Q U {L},2,¢’, L, F), missd L ¢ Q ja
=6U{(L,a,q9") | (qo,a,q") € ¢ joillaina € X jaq’ € Q}.

Koska A ¢ L, niin automaatti A" tunnistaa my0s kielen L, silld sen laskenta jokai-
sella sanalla w € 2™ on ensimmadistd tilaa lukuunottamatta tdsmilleen sama kuin
automaatilla A.

Muodostetaan sitten automaatti A” kdynnistimalld automaatti A’ uudelleen sen
jokaisen hyviksytyn laskennan jéilkeen ja asettamalla sen hyviksyviksi tilaksi uu-
delleenkédynnistystd kuvaava valealkutila L. Siis A” = (Q U {L1},2,6”,L1,{L}),

missd
6" =6"U{(q,a,1)|(q,a,qFr) € & joillaing € QU {1},a € X jaqgr € F}.

Nyt jos tarkastelemme automaatin A” laskentaa Biichin automaattina, huomaam-
me, ettd se hyviksyy w-sanan @ € X' jos ja vain jos automaatti A’ kiynnistyy uu-
delleen tuolla sanalla ddrettoméan monta kertaa. Tadma on yhtéipitiviid sen kanssa, etta

a on ddreton jono kieleen L kuuluvia sanoja. Siis A” tunnistaa w-kielen L®. O

Apulause 3.2. Jos kieli L € 2™ on sdidnnollinen ja w-kieli U € 2“ on tunnis-
tettavissa Biichin automaatilla, niin w-kieli LU C X2“ on tunnistettavissa Biichin

automaatilla.

Todistus. Olkoot A = (Q4,2,04,q0,.Fa) ja B = (0g,2,08,q04, Fg) kielet L ja
U tunnistavat automaatit. Voimme yleisyytti rajoittamatta olettaa, etti Q4 N Qg = 0,
silld voimme yksinkertaisesti nimetd tilat tarvittaessa uudelleen sdilyttden automaat-
tien rakenteen.

Muodostetaan epadeterministinen automaatti C, joka ensin simuloi automaattia
A ja sitten automaattia $. Tdma toteutetaan lisdimalld jokaisesta automaatin A
hyviksyvisti tilasta "vaihtoehtoiset” automaatin B alkutilaa simuloivat siirtymat.

Siis tdsmillisesti C = (Qa U 0g, 2, d¢, qo0,, Fg), missi

0c =04U08U{(qr.a,q) | qr € Faja(qou,a,q) € g joillaina € X jag € Qg}.
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Kuva 3.2. Apulauseen 3.1 konstruktion vaiheet. Automaatin A tunnis-
tama kieli L on niiden aakkoston {a, b} sanojen joukko, joissa esiintyy
symboli b. Automaatti A’ tunnistaa my0s kielen L, ja Biichin automaat-

tina tulkittuna A” tunnistaa w-kielen L.

Tarkastellaan automaatin C laskentaa w-sanalla wa € X2*X“. Tilloin automaatti
C voi jokaisen sanan w € L lopussa siirtyd suoraan suorittamaan automaatin B
laskentaa. Jos téllainen siirtymé hyvéksyvéan sanan « laskentaan on mahdollinen,

niin wa € LU. Titen C tunnistaa w-kielen LU. O

Apulause 3.3. Jos w-kielet Uy, ..., U, C 2“ ovat tunnistettavissa Biichin automaa-

tilla, niin myds w-kieli |J'_, U; € 2 on tunnistettavissa Biichin automaatilla.

Todistus. Osoitetaan, ettd minka tahansa kahden Biichi-tunnistettavissa olevan w-
kielen yhdiste on my0s Biichi-tunnistettavissa. Induktiolla on téstd helppo osoittaa,
ettd myOs mielivaltaisen pitkd ddrellinen yhdiste |J!_, U; on Biichi-tunnistettavissa.
Olkoot A = (Qa, 2,04, 904, Fa) ja B = (0g,2,08,q04, F3) w-kielet Ug ja
Ug vastaavasti tunnistavat Biichin automaatit, ja oletetaan jélleen yleisyytta rajoitta-

matta, ettd Q # N Qg = 0. Koska Biichin hyviksymisehdossa laskennan ensimmai-
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selld askeleella eli alkutilalla gq ei ole merkitystid w-sanan hyviksymisen kannalta,
niin on mahdollista apulauseen 3.1 konstruktion ensimmadiselld vaiheella muodos-
taa automaateista w-sanoilla tdysin ekvivalentit versiot, joissa "valealkutilaan" ei
voi palata. Voimme siis olettaa, ettd automaateissa A ja B ei ole siirtymii takaisin
alkutilaan.

Muodostetaan nyt epiddeterministinen Biichin automaatti C yhdistamalla auto-
maatit A ja B ja asettamalla sen alkutilaksi automaattien alkutilojen yhdistelma.

Tasmallisesti
C=(QaVUQ0gU{L},2,64Ud6Ud,,L, FqUFg),
missd L¢ Q4 U Qg ja
01 ={(L,a,9) | (qo,a,q) joillain o € {go,4, G0z}, a € 2 jag € Qa U 0z}

Talloin automaatilla C on olemassa jokaisella syotteelld kaksi laskentaa, joista toinen
simuloi automaattia A ja toinen automaattia . Koska siirtymii takaisin automaat-
teja yhdistavaan alkutilaan L ei ole, niméi laskennat ovat tdysin erillisid toisistaan.
Taten C hyviksyy tdsmilleen w-kieliin U # tai Ug kuuluvat w-sanat, joten se tunnis-

taa w-kielen Uz U Ug. m|

Lause 3.1. [3, 5. 6] w-kieli U € X on tunnistettavissa Biichin automaatilla jos ja

vain jos se on w-sddnnoéllinen.

Todistus. Koska w-sdannolliset kielet ovat muotoa | Ji; L;K{”, apulauseista 3.1, 3.2
ja 3.3 seuraa, ettd w-sddnnolliset kielet ovat tunnistettavissa Biichin automaatilla.
Olkoon siis U € 2 Biichin automaatin A = (Q, X, 8, qo, F') tunnistama kieli ja
osoitetaan, ettd U on w-sddnnollinen. Méiritelldédn jokaiselle tilojen parille g, ¢" €
O niiden airellisten sanojen joukko L, ., C 2™, joiden lukeminen (voi) aiheuttaa

siirtymisen tilasta g tilaan ¢’. Tasmallisesti siis

Log={weX"|(q.,w)Fy (¢ 1)}

Jokainen kieli L, on sddnndllinen, silld sen tunnistaa darellinen automaatti
Agqy = (0,2,6,9,{q"}). Nyt koska jokainen automaatin A hyviksyvi laskenta
alkaa tilasta g ja palaa ddrettomin monta kertaa johonkin hyviksyviin tilaan gr,
niin

- w
U= U qu"IFLLIF,fJF’
qreF

joten U on w-sddnndllinen. O
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3.3 Biichin automaattien deterministisyys

Kaikki &ddrellisten automaattien ominaisuudet eivit yleisty Biichin automaateille.
Toisin kuin direllisilld automaateilla, epddeterministisyyden salliminen Biichin au-
tomaateilla nimittdin aidosti laajentaa niiden tunnistusvoimaa. On siis olemassa w-
kieli U, joka voidaan tunnistaa epadeterministiselld Biichin automaatilla, mutta jota
ei voida tunnistaa milldin deterministiselld Biichin automaatilla. Todistamme té-
min karakterisoimalla determinististen Biichin automaattien tunnistamat w-kielet ja

osoittamalla, ettd U ei tdytd nditd ehtoja.

Mairitelma 3.9. [3, s. 5] Kielen L C 2™ rajakieli on w-kieli
lim(L) = {a € 2“ | 3“n € w(a[0..n] € L)},

missd a[0..n] merkitsee sanaa a(0) ...a(n) € 2*.

w-sana siis kuuluu rajakieleen lim(L) jos ja vain jos siind on ddrettdémin monta
kieleen L kuuluvaa alkupitkdd. Kidy ilmi, ettd sddnnollisten kielten rajakielet ovat

tasmadlleen ne kielet, jotka voidaan tunnistaa deterministiselld Biichin automaatilla.

Lause 3.2. [3, 5. 6] w-kieli U C X% on tunnistettavissa deterministiselld Biichin

automaatilla jos ja vain jos U = lim(L) jollain sddnndélliselld kielelld L C X*.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd kaikki saannollisten kielten rajakielet ovat tunnis-
tettavissa deterministiselld Biichin automaatilla. Olkoon kieli L € X* sdidnnollinen.
Lauseen 2.1 nojalla on siis olemassa erityisesti deterministinen dérellinen automaatti
A =(0,2,9,q0, F), joka tunnistaa sen. Tarkastellessa automaatin A laskentaa w-
sanalla @ € 2'“ huomataan, ettd A on jossain hyviksyvissi tilassa gz € F tismilleen
silloin, kun se on lukenut w-sanasta « kieleen L kuuluvan alkupitkin. Nyt koska
tiloja g € Q on ddrellinen maari, niin A kiy jossain hyviksyvissi tilassa ddrettoméin
monta kertaa laskennan aikana jos vain jos w-sanassa @ on ddreton miiri kieleen L
kuuluvia alkupitkid. Biichin automaattina tulkittuna A siis hyviksyy w-sanan « jos
ja vain jos @ € lim(L), eli A tunnistaa kielen lim(L).

Osoitetaan sitten, ettd kaikki deterministisilla Biichin automaateilla tunnistetta-
vissa olevat w-kielet ovat sddnnollisten kielten rajakielid. Olkoon U € 2 w-kieli,
jonka tunnistaa deterministinen Biichin automaatti A = (Q, 2, 9, qo, F). Koska A
hyviksyy tdsmilleen w-sanat @ € U, niin sen jokainen laskenta ndilld sanoilla kay

adrettomin monta kertaa jossain hyviksyvissi tilassa g € F. Toisin sanoen on
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olemassa ddrettomén monta n € N, milld (qo, @[0..n]) +2; (gF, ) jollain g € F.
Koska direllisend automaattina tulkittuna A tunnistaa nididen sanojen muodostaman

kielen L, se on sdannollinen, minka lisdksi U = lim(L). O

Lause 3.3. [3, 5. 4-6] On olemassa w-kieli, joka voidaan tunnistaa epddeterminis-
tiselld Biichin automaatilla, mutta jota ei voida tunnistaa millddn deterministiselld

Biichin automaatilla.

Todistus. Olkoon X = {a, b} ja tarkastellaan w-kieltd U = {a € 2¢ | a ¢ Inf(a)}.
Kieli koostuu siis w-sanoista, joissa symboli a esiintyy vain ddrellisen monta kertaa.

Muodostetaan epddeterministinen Biichin automaatti, joka tunnistaa kielen U.
Automaatin ideana on pysyd aluksi tilassa gg ja "arvata" w-sanan kohta, jossa a-

symbolit loppuvat, minka jilkeen se siirtyy hyviksyviin tilaan ¢q.

Kuva 3.3. Kielen U tunnistava epddeterministinen Biichin automaatti.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd U ei ole minkéén kielen rajakieli. Tehdédédn vastao-
letus, ettd U = lim(L) jollain L C X*. Koska b“ € U, niin on olemassa alkupitka
b™ € L jollain n; € N. Koska edelleen 6"'ab® € U, niin on olemassa alkupatki
b"'ab™ e L. Vastaavalla tavalla saadaan muodostettua ddreton méara alkupétkid,

jotka ovat muotoa b ab™a . ..b""'ab" € L jollain m € N.

Tistd seuraarajakielen madritelmén nojalla, ettd w-sana g = b"'ab™ ... b"ab™+' . ..

kuuluu kieleen lim(L) = U. Mutta selvisti a € Inf(8), joten kielen U mééritelmin
nojalla S ei kuulu kieleen U. Olemme pédtyneet ristiriitaan, joten vastaoletus on
epatosi; siis U # lim(L) jokaisella L C X*. Taten lauseen 3.2 nojalla U ei ole

tunnistettavissa milldan deterministiselld Biichin automaatilla. O
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4 Hajautetut automaatit

Viimeisend automaattityyppini tarkastelemme hajautettuja automaatteja. Hajaute-
tun automaatin syote koostuu toisistaan suunnatuilla sarmilld yhdistetyistd solmuista
eli suunnatusta graafista, jonka jokaiseen solmuun sijoitetaan kopio samasta auto-
maatista. Kunkin solmun automaatin laskenta tapahtuu askel kerrallaan automaatin

siirtyméafunktion ja naapurisolmujen automaattien tilojen perusteella.

4.1 Maaritelmia

Hajautetut automaatit voivat laskea milld tahansa r eri sdrmirelaatiota sisaltaval-
1a eli r-relationaalisella suunnatulla graafilla. Koska ddrellisten sanojen tulkinta
poluiksi vaatii vain yhden sdrmaérelaation, tdssd aliluvussa tarkastelemme vain 1-

relationaalisia hajautettuja automaatteja.

Mairitelmi 4.1. [4, s. 3] Olkoon X' aakkosto. X' -merkitty suunnattu graafi on rakenne
G = (V,E, 1), missd

1. V on diérellinen epétyhja joukko solmuja,
2. E C V xV on joukko sdrmid ja

3. 1 : V. — X on merkintifunktio, joka liittdd jokaiseen solmuun symbolin

aakkostosta 2.

Miaritelmi 4.2. [4, s. 3-4] Suunnattu polku on suunnattu graafi (V, E), joka siséltaa
alkusolmun v, € V, johon péddsee muista solmuista tdsmélleen yhdelld tavalla seu-
raamalla graafin sdrmié péinvastaiseen suuntaan. Lisdksi jokaisella solmulla v € V

on olemassa korkeintaan yksi edeltdjasolmu ja korkeintaan yksi seuraajasolmu.

Huomautus. Jokaista sanaa w € X™ vastaa tdsmdlleen yksi X-merkitty suunnat-
tu polku, jossa polun jokainen solmu on merkitty sanan vastaavassa kohdassa si-

jaitsevalla symbolilla. Kun puhumme hajautetun automaatin laskennasta sanalla

—@O—0—

Kuva 4.1. Sana aaba tulkittu X-merkittyni suunnattuna polkuna.
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w =ayg...a,1, puhumme siis tismillisemmin sen laskennasta titd sanaa vastaavalla

2’-merkityllda suunnatulla polulla.

Miaritelmi 4.3. [4, s. 4] Hajautettu automaatti on rakenne A = (Q, qo, (84)aes, F),

missi
1. Q on ddrellinen epityhja joukko tiloja,
2. go € Q on alkutila,
3. 04 : QO XP(Q) — Q on paikallinen siirtymdfunktio symbolille a € X ja
4. F C Q on hyviksyvien tilojen joukko.

Miaritelmi 4.4. [4, s. 4] Hajautettu automaatti A = (Q, qo, (64)aex, F) on unohta-
va, jos 64(q,S) = 6,(q’,S) aina, kuna € 2, q,q" € Q jaS € P(Q). Tilloin voimme

merkitd siirtyméfunktiota lyhyemmin muodossa ¢, : P(Q) — Q.

Téssd sana unohtava viittaa siithen, ettd automaatin kopiot eivit voi "muistaa”
omaa tilaansa laskennan askeleesta toiseen. Siis kunkin automaatin seuraavan tilan

miirdd ainoastaan sen naapuriautomaattien tilojen joukko.

Miiéritelmi 4.5. [4, s. 4] Olkoon G = (V, E, 1) X-merkitty suunnattu polku. Ha-
jautetun automaatin A = (Q, qo, (0q)acs, F) laskenta polussa G on ddretdon jono

P = popP1 - .. konfiguraatioita p; : V — Q, missi
L. po(v) = qoja
2‘ pl‘+1(v) = 6/1(\)) (pl(v)7 {pf(u) | (I/l, V) € E})’

kun ¢ € N jav € V. Kdytimme lisdksi merkintdd (A, i), kun puhumme solmussa

v; € V sijaitsevasta automaatin A kopiosta.

Mairitelmi 4.6. [4, s. 4] Hajautettu automaatti A = (Q, qo, (04)aex, F) hyviksyy
pisteytetyn suunnatun polun (G, v), jos on olemassa sellainen ¢ € N, ettd p,(v) € F.
Hajautettu automaatti A hyvdiksyy sananw = ay . .. a,—-1, jos se hyviksyy pisteytetyn
suunnatun polun (W, a,_1), missi W on sanaa w vastaava X-merkitty suunnattu

polku.

20



4.2 Hajautetut automaatit direllisilla sanoilla

Lause 4.1. [4, 5. 4] Kieli L C X7, joka ei sisdlld tyhjdd sanaa, on tunnistettavissa
unohtavalla hajautetulla automaatilla jos ja vain jos se on tunnistettavissa dcdrelli-

selld automaatilla.

Todistus. Tarkoituksena on osoittaa, ettd mille tahansa aarelliselle automaatille voi-
daan muodostaa sen laskentaa simuloiva hajautettu automaatti ja piinvastoin. Tasta
seuraa, ettd automaattityypit tunnistavat samat kielet.

Todistetaan ensin, ettd voimme simuloida ddrellisti automaattia hajautetulla
automaatilla. Olkoon B = (Q,2,6, qo, F) deterministinen &irellinen automaat-
ti. Muodostetaan sitd simuloiva unohtava hajautettu automaatti A = (Q U {L}, L

,(0a)aex, F), missd

6(qo,a) josS=0
04(S) =16(g,a) josS ={q}jollaing € P

4 muutoin.

Tarkastellaan automaatin A laskentaa syotteelld w = ag . .. a,—; (eli tarkemmin
sanaa vastaavaalla X'-merkitylld suunnatulla polulla). Ensimmaéinen automaatti (A, 0)
suorittaa laskennan ensimmdiisen askeleen. Jokainen muu automaatti (A,7) alkaa
odotustilasta L, jossa se odottaa kunnes sitd edeltidva automaatti (A,7 — 1) on tilassa
g, johon B olisi paitynyt juuri ennen solmun a; symbolin lukemista. Talldin (A, 7)
simuloi automaatin B laskentaa symbolilla a; tilassa g ;.

Lopulta viimeinen automaatti (A, n — 1) paityy siis tilaan, johon &drellinen au-
tomaatti B paityisi luettuaan koko sanan w. Hajautettu automaatti A siis hyviksyy
sanan w jos ja vain jos adrellinen automaatti B hyvaksyy sen.

Todistetaan sitten, ettd voimme simuloida hajautettua automaattia darelliselld au-
tomaatilla. Olkoon A = (Q, qo, (04)sex, F') unohtava hajautettu automaatti. Muodos-
tetaan sitd simuloiva dérellinen automaatti B = (P, 2, po, 7, H), missd P = P(Q),
po=0,H={SCQO|SNF #0}ja

{64(0)} jos p = po

{0.({¢}) | ¢ € p}  muutoin.

T(p’a) = {QO} U

Olkoon G 2'-merkitty suunnattu polku jaw = ag . .. a,— sitd vastaava sana. Todiste-

taan induktiolla, ettd niiden tilojen joukko, joissa automaatti (A, 7) kiy laskennansa
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Kuva 4.2. Esimerkin 2.2 &drellistd automaattia simuloivan hajautetun
automaatin A laskenta sanalla abb. Koska viimeisen solmun automaatti

(A, 2) kiy hyviksyvissi tilassa ¢, sana hyviksytién.

aikana, on sama kuin se tila, johon automaatti B siirtyy luettuaan sanan w symbolin
a; kaikilla0 <i <n-1.

Alkuaskel. Automaatti (A, Q) aloittaa laskennansa tilasta g, minké jilkeen se
siirtyy pysyvasti tilaan ,,(0), jolloin sen tilojen joukko on {qo, 64,(0)}. Vastaavasti
automaatti B siirtyy luettuaan symbolin aq tilaan 7(0,a9) = {qo} U {6,(0)} =
{40+ 50y (0)}.

Induktioaskel. Oletetaan, ettd viite pitee automaatilla (A, i) jollain0 < i < n — 2.
Automaatti (A, i+ 1) aloittaa niin ikdé4n laskennansa tilasta g ja hetkelld 7 + 1 siirtyy
pysyvisti tilaan J,,,, ({g'}), missé ¢’ on automaatin (A, ) tila hetkelld ¢. Induktio-
oletuksen nojalla automaatin B tila sen luettua symbolin a; on sama, kuin automaatin
(A,7) laskennassansa kdymien tilojen joukko; merkitddn titd joukkoa S. Talloin
7(S, ais1) = {qo} U {S4,,,({g'}) | t € N}, joka on tdsmilleen automaatin (A, i + 1)
laskennassaan kdymien tilojen joukko.

Téstd seuraa, ettd automaatti (A, n — 1) kdy hyviksyvissi tilassa jos ja vain jos B
siirtyy johonkin hyviksyviin tilaan g € H luettuaan symbolin a,_;. Siis hajautettu
automaatti A hyviksyy sanan w jos ja vain jos direllinen automaatti B hyviksyy

sen. O

4.3 Hajautetut automaatit darettomilla sanoilla

Adrellisten sanojen tulkintaa suunnattuina polkuina voidaan yleistii luonnollisella

tavalla w-sanoille tulkitsemalla ne d4rettomiksi suunnatuiksi poluiksi. Hajautetut au-
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tomaatit vaativat kuitenkin lisdi rakennetta niille poluille, jotta automaattien laskenta

pystyy saamaan tarpeeksi informaatiota sanan rakenteesta.

Miaritelmi 4.7. X-merkitty ddreton suunnattu polku on rakenne G = (V, E,, E;, A)
missd E, ja A ovat kuin 2-merkityssd suunnatussa polussa, mutta solmujoukko V on

adreton, V ei siséllad padtesolmua ja E; = {(b, a) | (a,b) € E,}.

Miiritelmén ideana on kiyttdd molempiin suuntiin kulkevia sdrmid siirtimiin
ddreton madra tietoa w-sanan rakenteesta alkusolmuun. Tilloin automaatin (A, 0)
laskentaan voidaan koostaa tieto "koko" laskennasta tuolla sanalla, ja hyviksymisehto

voidaan mairitelld helposti tuon automaatin tilojen perusteella.

Kuva 4.3. w-sana abab . .. tulkittu ddrettoménd 2 -merkittynd suunnat-
tuna polkuna. Oikealle vievit sarmit kuvaavat relaatiota E, ja vasem-

malle vievit relaatiota E;.

Koska nyt kaytossa on siis kaksi eri sirmérelaatiota, tarkastelemme 2-relationaa-
lisia hajautettuja automaatteja. Automaattien tiytyy lisdksi pystyd erottamaan, mitka
tilat saapuvat vasemmalta ja mitki oikealta. Niiden siirtyméfunktio on siksi muotoa
0q - O XP(Q) X P(Q) — O jaunohtavien vastaavasti 6, : P(Q) X P(Q) — Q,
missd ensimmadinen joukko perheestd #(Q) kuvastaa vasemmalta (eli relaatiosta
E,) saapuvaa tilojen joukkoa ja toinen oikealta (eli relaatiosta E;) saapuvaa tilojen

joukkoa.

Mairitelmi 4.8. 2-relationaalinen unohtava hajautettu automaatti

A= (Q, q0, (5a)an>F)

hyviksyy 2'-merkityn ddrettomédn suunnatun polun G, jos alkusolmun automaatti

(A, 0) kiy darettomén monta kertaa jossain hyviksyvissa tilassa g € F.

Talla lisdrakenteella varustetut unohtavat hajautetut automaatit voivat simuloida

deterministisid Biichin automaatteja edellistd todistusta muistuttavalla tavalla.

Lause 4.2. Jos w-kieli L C X% on tunnistettavissa deterministiselld Biichin au-
tomaatilla, se on myos tunnistettavissa unohtavalla 2-relationaalisella hajautetulla

automaatilla.
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Todistus. Olkoon B = (Q, 2, 8, qo, F) deterministinen Biichin automaatti. Muodos-
tetaan sitd simuloiva hajautettu automaatti A = (Q U { L}, L, (04)aex, F), missd
6(qo,a) josS;=0jaS,={L}

qr jos Si=0jaS, ={qg,} jollaing € O

04(S1,8,) =11 jos S; =S8, ={L1}

0(q;,a) josS;={q;}jollaing; € QjasS, ={L}

qr jos S; # 0 ja S, ={q,} jollain g, € Q.

Siirtyméafunktion kaksi ensimmaéistd ehtoa kuvaavat alkusolmun toimintaa: se
suorittaa laskennan ensimmadiisen askeleen, minké jdlkeen se yksinkertaisesti aina
kopioi seuraavan automaatin tilan ¢, € Q. Viimeiset kolme ehtoa taas kuvaavat
muita automaatteja: niiden tehtdavani on ensin odottaa, kunnes edeltidvd automaatti
on laskenut tilan g;, sitten suorittaa sen ja oman solmun symbolin a perusteella
yksi laskennan askel, ja lopuksi jdddad aina kopioimaan seuraavan automaatin tilaa
qr € Q. Niin saamme palautettua kaiken tiedon automaatin 8 laskennan tiloista
alkusolmuun.

On huomattava, ettd koska odotustilaa L ei haluta kopioida, niin jokainen solmu
suorittaa varsinaisen laskentansa teknisesti kaksi kertaa odottaessaan seuraavan sol-
mun laskennan tulosta, mutta tama "turha" askel ei kuitenkaan oleellisesti vaikuta
laskennan lopputulokseen.

Koska milld tahansa syotteelld @ € X“ automaatin (A, Q) laskennan tilojen
joukko on siis sama kuin automaatin 8 laskennan tilojen joukko, niin A hyviksyy
w-sanan « jos ja vain jos 8B hyviksyy sen. Titen automaatit tunnistavat tdsmaélleen

samat kielet. o

Unohtavilla hajautetuilla automaateilla voitaisiin (sopivilla hyviksymisehdon
muunnoksilla) samanlaisella tavalla simuloida muita &dérellisid automaatteja vas-
taavia w-automaatteja, kuten deterministisid Mullerin automaatteja, jotka ovat tun-
nistusvoimaltaan yhtd voimakkaita epadeterminististen Biichin automaattien kanssa.
[2, s. 7]. Talloin unohtavat hajautetut automaatit voisivat tunnistaa myos kaikki epi-

determinististen Biichin automaattien tunnistamat kielet.
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(A,0) (A,1) (A,2) (4,3)

” =

Kuva 4.4. Kiclen {a@ € {a,b}* | a € Inf(a)} tunnistava determinis-
tinen Biichin automaatti 8 ja sitd simuloivan hajautetun automaatin A
laskenta w-sanalla abab . ... Koska alkusolmun automaatti (A, 0) kdy

adrettomén monta kertaa hyviksyvissa tilassa gg, sana hyviksytidin.
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