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Tassé tutkielmassa késitellddn resiprookkimatriiseja, niiden ominaisuuksia ja nithin
liittyvid sovelluksia. Tutkielman tavoitteena on antaa lukijalle késitys siitd, mita
resiprookkimatriisit ovat ja miten niitd voidaan hyodyntii. Koska tutkielma perustuu
kokonaisuudessaan resiprookkimatriiseihin, edellytetdédn lukijalta matriisilaskennan
alkeita seki peruslaskutoimitusten hallintaa.

Tutkielman alussa luvussa 2 maddritellddn resiprookkimatriisi ja kdydadn ldpi
sen tarkeimmistd ominaisuuksista konsistenttius ja A-konsistenttius. Ndiden mairi-
telmien avulla voidaan tarkistaa, toteuttaako resiprookkimatriisi konsistenttiuden tai
A-konsistenttiuden ehtoja. Maidritelmien sisdistimisen helpottamiseksi kidyddin ldpi
konkreettisia esimerkkejda molemmista.

Luvussa 3 kisitellddn niitd resiprookkimatriisin ominaisuuksia, jotka liittyvéit
Hadamardin tuloon ja Hadamardin potenssiin. Kdydain 1dpi molempien méiritelmat
sekd Hadamardin tulon ominaisuuksia. Lisiksi luvussa esitetddn useita resiprookki-
matriiseihin liittyvid lauseita todistuksineen.

Luvussa 4 kidydddn lyhyesti 1dpi analyyttinen hierarkiaprosessi (AHP) ja sen vai-
heet. Aiheen ymmartdmisen helpottamiseksi kdydaan ldpi myos esimerkki AHP:sta.
Lisidksi luvussa miiritellddan konsistenssi-indeksi ja konsistenssisuhde, joiden avul-
la voidaan tehdi paitelmii siitd, voidaanko AHP:n mukainen paitoksentekoprosessi
hyviksya.

Lopuksi luvussa 5 esitetddn yksi sovellusesimerkki resiprookkimatriiseihin liit-
tyen. Sovelluksen aitheena on eri maiden valuuttakurssit ja niiden ilmaiseminen toi-
siinsa nidhden resiprookkimatriisin avulla. Luvussa myos tulkitaan eri valuuttakurs-

seista muodostettua resiprookkimatriisia.
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1 Johdanto

Tamén tutkielman tarkoituksena on perehtyd resiprookkimatriiseihin, niiden omi-
naisuuksiin ja niihin liittyviin sovelluksiin. Koska tutkielma perustuu kokonaisuu-
dessaan resiprookkimatriiseihin, edellytetdén lukijalta matriisilaskennan alkeita seka
peruslaskutoimitusten hallintaa.

Luvussa 2 médritelldin resiprookkimatriisi ja kdydéén ldpi sen tarkeimmisti omi-
naisuuksista konsistenttius ja A-konsistenttius. Konsistenttiuden molempiin mééritel-
miin liittyen kdydadn lidpi useita esimerkkejd, jotta lukijan on helpompi sisdistdd ne
ja ymmartda niiden eroja.

Luvussa 3 kasitellddn niitd resiprookkimatriisin ominaisuuksia, jotka liittyvat
Hadamardin tuloon ja Hadamardin potenssiin. Kidydiin 1dpi molempien miiritelmat
sekdi Hadamardin tulon ominaisuuksia. Lisdksi luvussa esitetdin useita resiprookki-
matriiseihin liittyvid lauseita todistuksineen.

Luvussa 4 kiydiin lyhyesti 1dpi analyyttinen hierarkiaprosessi (AHP) ja sen
vaiheet. AHP on yksinkertaisuutensa takia levinnyt laajasti eri toimialoille, kuten
taloustieteen ja ldadketieteen aloille. Aiheen ymmartamisen helpottamiseksi kdydéén
lapi yksi esimerkki AHP:sta. Lisédksi luvussa madritelldan konsistenssi-indeksi ja
konsistenssisuhde, joiden avulla voidaan tehdd péitelmid siitd, voidaanko AHP:n
mukainen paatoksentekoprosessi hyviksya.

Lopuksi luvussa 5 esitetddn yksi sovellusesimerkki resiprookkimatriiseihin liit-
tyen. Sovelluksen aiheena on eri maiden valuuttakurssit ja niiden ilmaiseminen toi-
siinsa ndhden resiprookkimatriisin avulla. Luvussa myos tulkitaan eri valuuttakurs-
seista muodostettua resiprookkimatriisia eli kdyddin ldpi, mitd huomioita muodos-
tetusta resiprookkimatriisista voidaan tehdai.

Tutkielman paildhteind on kiytetty M. Daigon, T. Obatan & S. Shiraishin ar-
tikkelia Properties of a positive reciprocal matrix and their application to AHP [2]
sekd Thomas L. Saatyn ja Luis G. Vargasin kirjaa Models, Methods, Concepts &
Applications of the Analytic Hierarchy, 2nd ed. [7]. Hadamardin tulon ja potenssin
lahteind on kiytetty E. Millionin artikkelia The Hadamard Product [4] seké T. Jainin
artikkelia Hadamard powers of some positive matrices [3]. Ndiden lisdksi on kaytetty

muutamia muita ldhteitd tukemaan ja laajentamaan péélidhteiden sisdltod.



2 Resiprookkimatriisin maarittely ja perus-

ominaisuuksia

2.1 Tarvittavien Kkasitteiden maaritelmia

Luvussa 2 esitetddn pddaiheen kannalta olennaisia méiritelmid. Tassd pykalédssa

madritelladn resiprookkimatriisi (vrt. [2, s. 405]).

Mairitelmi 2.1. Olkoon A € R™" reaalinen matriisi. Matriisi on positiivinen, jos
Clj,'>0 Vi,jzl,...,l’l.
Positiivinen matriisi on resiprookkimatriisi, jos

aji=— Vi,j=1,...,n.
a,-j

Lause 2.1. Olkoon A € R™" resiprookkimatriisi. Tdlloin

1. resiprookkimatriisin A diagonaalialkiot ovat kaikki ykkosid ja

2. resiprookkimatriisin A transpoosi AT on myos resiprookkimatriisi.
Todistus. Todistetaan ensin ensimmaéinen kohta ja sen jilkeen toinen kohta.

1. Miiritelmin 2.1 mukaan matriisi on resiprookkimatriisi, jos ja vain jos

aj=— Vi,j=1,...,n.
a,-j

Jos i = j, saadaan yhtdl6 muotoon

aj; = — Vizl,...,l’l.
aii

Ratkaisemalla tésti a;;, saadaan

az=1 Vi=1,...,n.

Edelleen a;; = V1 = 1. On siis todistettu, etti resiprookkimatriisin diagonaa-

lialkiot ovat kaikki ykkosia.



2. Resiprookkimatriisit ovat yleisesti muotoa

1 a2 ... dAip
1

A= a5 1 ... Qop
1 1
Ain a7

1 L €1

a2 Aln

1

aln 1 e

T a
AT= e

aAln A2 ... 1

joka on myo0s resiprookkimatriisi (mééritelma 2.1).

Siis on todistettu, ettd resiprookkimatriisin diagonaalialkiot ovat kaikki ykkosid ja

resiprookkimatriisin transpoosi on myos resiprookkimatriisi. O

2.2 Resiprookkimatriisin ominaisuuksia

Edellisessa pykaléssa 2.1 midriteltiin resiprookkimatriisi. Nyt tutustutaan resiprook-
kimatriisin ominaisuuksiin paremmin ja etenkin perehdytdédn matriisin konsistent-
tiuteen. Tassd pykéldssd esitetddn useampi tapa, jonka avulla voi todistaa matriisin

konsistenttiuden, sekéd annetaan esimerkkeja eri tavoista.

Mairitelma 2.2 (vrt. [2, s. 405]). Olkoon A € R™" resiprookkimatriisi. Matriisin

A sanotaan olevan konsistentti, jos
ajjaji = ai Vi,j,k=1,...,n.

Seuraavaksi kidydadn ldpi kaksi esimerkkid matriisin konsistenttiudesta. Ensim-

maisen esimerkin matriisi on inkonsistentti ja toisen esimerkin konsistentti.

Esimerkki 2.1. Tutkitaan, onko matriisi

1 4 3
A3x3=4—1‘12

1 1

3 2 1

konsistentti. Huomataan, etta
apayp=4-2+3=as.

Siis matriisi A3x3 ei ole konsistentti maaritelmén 2.2 mukaan.



Esimerkki 2.2. Matriisi

I 0,526 0,208
A3z =1902 1 0,395
4,815 2,532 1

on likimain konsistentti (vrt. [1, s. 3973]). Huomataan, etti
* appar =0,526-1,902 =1 =a;; = 0,208 - 4,815 = aj3as;,
* apaxn =0,526-1=0,526 = a2 ~ 0,208 - 2,532 = aj3az,
e apzasz =0,208 - 1 = 0,208 = a3 = 0,526 - 0,395 = ajra»3,
* ariar; =1,902-1=1,902 = a1 = 0,395 -4,815 = arzas;,
* ariaip = 1,902 -0,526 = 1 = azy ~ 0,395 - 2,532 = axzasy,
* axaszz =0,395-1=0,395 = a3 ~ 1,902 - 0,208 = as;ay3,
e azja;; =4,815-1=4,815=az ~ 2,532 -1,902 = ayas;,
* azaxy =2,532-1=2,532 =az ~4,815-0,526 = azja;n ja

* azia;z =4,815-0,208 ~ 1 = a3z = 2,532 - 0,395 = azars.
Siis médritelmén 2.2 mukaan matriisi A3x3 on konsistentti.

Matriisin konsistenttiuden miairittaminen edelld esitetylli tavalla voi olla tyolésta.
Alun perin konsistenttius onkin mééritelty toisella tavalla, minkd takia esitetdin
myoOs tdma tapa. Seuraavaksi esitetyn madritelmédn 2.3 ja lauseen 2.2 avulla voi
kenties todistaa helpommin, onko matriisi konsistentti vai ei. Kdyddin myos ldpi

kaksi esimerkkid niihin liittyen.

Mairitelma 2.3 (vrt. [2, s. 405]). Resiprookkimatriisi A,x, on A-konsistentti, jos

sen suurin ominaisarvo on yhtisuuri kuin n eli Ay, = 5.

Lause 2.2. Olkoon A,x, positiivinen resiprookkimatriisi. Tdlloin A,x, on konsis-

tentti, jos ja vain jos matriisin A,x, karakteristinen polynomi on muotoa

Py (D)=A"—n-2""1

nxn



Todistus (vrt. [2, s. 405]). Todistetaan ensin implikaatio vasemmalta oikealle. Ole-

tetaan siis, ettd matriisi A,x, on konsistentti
1-2 aln
a 1-4
det(A — AI) = det
anl an2
1-1
1
=aj...a, det
1
1-2 1
1 1-2
= det
1 1
n—-4 n—-A4
1 1-1
= det
1 1
1 1
1 1-A4
= (n—A)det|
1 1
1 1
0 -2
= (n—A)det|
0 0
= (n=)(-)""
=+(A"—n- A",

. Télloin

Aln

azn

1-4

an
app(l-2)

a2

ain

Ain

ap(l-2)

Eli karakteristinen yhtilé on muotoa +(A" — n - 1"~!) = 0 ja edelleen karakteristinen

polynomi on muotoa P4

nxn

(1) =xA"—n- A",

Myos kéénteinen implikaatio on voimassa, mutta sen todistus joudutaan sivuut-

tamaan.

O



Lause 2.3. Jokainen (mddritelmdn 2.2 mielessd) konsistentti matriisi on myos A-

konsistentti.

Todistus. Todistetaan implikaatio vasemmalta oikealle. Oletetaan, ettd matriisi A ,x;,
on konsistentti, jolloin sen karakteristinen polynomi on lauseen 2.2 mukaan muotoa
P4, () = A"—n-2""! Tillsin karakteristisella yhtilolld Py, (1) = 0 on ratkaisut
A =0jad = n. Siis matriisin Ay, suurin ominaisarvo on n, misti seuraa, ettd A,x,
on A-konsistentti (mééritelma 2.3).

Myos kéénteinen implikaatio on voimassa, mutta sen todistus joudutaan sivuut-

tamaan. O

Esimerkki 2.3. Tutkitaan esimerkin 2.1 matriisia uudelleen. Siis

1 4 3
A3x3=£12-
11

5 7 1

Aikaisemmin todistettiin, ettd matriisi ei ole konsistentti maéritelméan 2.2 mukaan.
Nyt tarkoituksena on tutkia, onko matriisi A-konsistentti kdyttamillda maaritelmaa
2.3. Aloitetaan muodostamalla matriisin karakteristinen polynomi. Saadaan

A-1 -4 -3
A-1 =2
A-1

det(Al — A3zx3)

W= A=

1
2

A-D[@A-D@-D+2-(-3)]+4[-;2-D+2-(-3)]
-3[-3-(3)+50-1)]
=2 -3-2-5
Ratkaistaan seuraavaksi karakteristisen polynomin juuret, mika tapahtuu karakteris-

tisen yhtdlon avulla. Siis karakteristinen yhtdlo on muotoa
3 2 _ 25 _
A =3-1-5=0.

Ratkaisemalla karakteristisen yhtdlon nollakohdat, suurimmaksi ominaisarvoksi saa-
daan A =~ 3,1078 # 3, joten matriisi A3x3 ei ole A-konsistentti madritelmén 2.3 mu-

kaan.

Esimerkki 2.4. Matriisi

Ayxs =

ENIS I T[S RN OV}
e - NS T N

Bl—= Q= = -
D= WY = DN

10



on A-konsistentti maaritelméan 2.3 mukaan. Osoitetaan tama ratkaisemalla matriisin

A4xq ominaisarvot. Muodostetaan ensin matriisin karakteristinen polynomi laske-

malla matriisin Al — A4y determinantti.

A-1 2 3 4
I oa-1 3 2
det(Al — Aygua) = 1 2 4
3 ;3 A-1 3
1 1 3
i P A-1
2.1) 2.2)
-1 -3 =2 -1 -3 =2
=(A-1-|-2 a-1 -%|+2-]-1 a-1 -4
1 3 1 3
-3 3 Al -7 3 4-1
1 1 3
La-1 =2 S i
1 2 4 1 2
=33 -5 -3 |t4lm3 -5 a1
1 1 1 1 3
-z —3 A-1 3 "1 7%
(2.3) 24

Lasketaan erikseen jokaisen saadun 3 X 3 -matriisin determinantti:

2.1) :(1—1)-((1—1)[(1—1)(1—1“;-(—3)]+§ 2= +4(-1)]

—2[—%-(—%)+%(/1—1)]):/14—4/13+3/l2,
@2 =2-(-3@-Da- N+ i (A a- D )

2[5 () +Ea-n]) ==

23) =-3- (—%[—%(a— D+d ()] -@-p[-ta-1)

w D] -2 D) R (D)) = -2
4 =4 (~3[-3 (-3 + 3= D] = A= D[-4- (-3)

FHA=D] =3[ () 43 (D)) =2
Namai yhdistamailld saadaan alkuperdisen matriisin A — A 444 determinantiksi

det(AT — Agxq) = A4 =423 +322 -2 - 22 - 22 = 2% —42°.

11



Ratkaistaan yhtalosti A% =423 = 0 matriisin A4y ominaisarvot ja todetaan matriisin

A-konsistenttius sitd kautta. Koska

A —4r =0
B(A-4)=0
A=0 tai A=4,

Amax = 4 = n, joten matriisi A4x4 on A-konsistentti mééritelmén 2.3 mukaan.

Matriisin konsistenttiuden voi todeta my0s tutkimalla sen padalimatriisien deter-
minanttia. Seuraava lause 2.4 kertoo tavan matriisin konsistenttiuden maarittamiseen

3 X 3-padalimatriisien determinantin avulla.

Lause 2.4 (vrt. [5, s. 1841]). Resiprookkimatriisi A on konsistentti, jos ja vain jos

sen jokaisen 3 X 3-pddalimatriisin determinantti on nolla.

Todistus. Todistetaan ensin implikaatio vasemmalta oikealle. Oletetaan matriisin A

olevan konsistentti ja tarkastellaan sen mielivaltaista 3 x 3-padalimatriisia

1 ajj  dik

1

Azy3 = @ I aj],
RIS
aix  aji

joka on saatu matriisista A poistamalla siitd kaikki muut rivit ja sarakkeet paitsi ne,
joiden jarjestysnumero on i, j tai k. Téalloin sen determinantiksi saadaan
_ 1 1 1 1.1 1
detA3><3 = 1(1 -1 —aji - a) —a,-j-(;j -1 —aji - a) +a,~k(a . a -1- a)

=1—=1=14 %%k , _air _
aik ajjajk

aijdjk ik
ajk a;jajk

Miiritelmin 2.2 mukaan matriisi A3x3 on konsistentti, jos a;;ax = a;x. Kun sijoi-

tetaan ylld olevaan lausekkeeseen tdmi, saadaan

aiiai ) ) .
Utk 4 bik 9 — ik 4 Gik 9 —141-2=0(.
aik aijajk Aik i

Q
=

Todistetaan seuraavaksi implikaatio oikealta vasemmalle. Oletetaan siis, ettd resi-
prookkimatriisin A kaikkien 3 X 3-pidalimatriisien determinantti on nolla. Valitaan
mielivaltaiset indeksit i, j ja k, missd 1 < i, j, k < n. Tarkastellaan matriisin A paa-

alimatriisia A3y3, joka on saatu matriisista A poistamalla siitd kaikki muut rivit ja

12



sarakkeet paitsi ne, joiden jdrjestysnumero on 7, j tai k. Samaan tapaan kuin edelld,

saadaan determinantiksi

det Azyy = WUk 4 _dik 9 — (),

ajk a;jajk

Muokataan yhtélod eri muotoon, jolloin saadaan

aijdjk ik _ 9 — ()
aik aijajk
2 2
(aijaji) i 2aikdijajr
aikaijajk aikaijajk aikaijajk

2 2
(aijajk) + a; — 2aikaijajk =0.

Nyt voidaan ratkaista muuttuja a;; kadyttimaélld toisen asteen ratkaisukaavaa, jolloin

saadaan

2a,-jajk + \/(—2aijajk)2 -4-1- (aijajk)z
k= 2.1

_ 2a,-jajk + \/6
= f

:aijajk.

Koska a;; = a;;ja ;i kaikilla indekseilld i, j ja k, resiprookkimatriisi on konsistentti
madritelmén 2.2 mukaan. Siis on todistettu, ettd resiprookkimatriisi A on konsistentti,

jos ja vain jos sen jokaisen 3 X 3-padalimatriisin determinantti on nolla. O
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3 Hadamardin tulo ja potenssi

Luvussa 3 kisitellddn niitd resiprookkimatriisin ominaisuuksia, jotka liittyviat Ha-
damardin tuloon ja Hadamardin potenssiin. Pykaldssid 3.1 kdydain 1api Hadamardin
tulon mééritelmai ja sen ominaisuuksia, kun taas pykéléssa 3.2 keskitytdin Hadamar-

din potenssiin.

3.1 Hadamardin tulo

Hadamardin tulo (tunnetaan myos nimelld Schurin tulo) on nimetty joko ranskalaisen
matemaatikon Jacques Hadamardin tai saksalaisen matemaatikon Issai Schurin mu-
kaan. Hadamardin tulo poikkeaa tavanomaisesta matriisien tulosta. Hadamardin tulo
voidaan maddritelld vain kahdelle samankokoiselle matriisille. Matriisien ei tarvitse
olla neliomatriiseja, mutta niiden pitdd olla keskenddn samankokoisia. Hadamardin
tulosta saatu matriisi A o B on my0s samankokoinen, kuin alkuperiiset matriisit A
ja B.

Hadamardin tulo on liitinnéinen ja distributiivinen. Toisin kuin tavanomaisten
matriisien tulo, Hadamardin tulo on my6s vaihdannainen. Nimd, ja muita ominai-

suuksia, todistetaan alempana.

Madritelmé 3.1. (vrt. [4, s. 1]). Olkoon A = [a;;] € R™™ ja B = [b;;] € R™"™
reaalisia matriiseja. Hadamardin tulo on n X m -matriisi A o B, missd [A o B];; =
ajjbi;.

Esimerkki 3.1. Matriisien

1 05 )
ja B =
-2 3 6)

A=

2 -5 3

-2 4 1)
Hadamardin tulo on
1 05 2 53 1-2 0-(-5 5-3 2 0 15
-2 3 6)0(—2 4 1):((—2)-(—2) 3-4 6-1):(4 12 6).

Hadamardin tuloa ei voi madrittdd matriiseille, joilla on eri dimensiot. Seuraava

AoB =

lause 3.1 kertoo lisda Hadamardin tulon ominaisuuksia.

Lause 3.1. (vrt. [4, 5. 1]). Olkoon A, B, C, J, O € R™" ja k € R skalaari. Tissd J
on ykkosmatriisi, eli sen kaikki alkiot ovat ykkosid, ja O on nollamatriisi, jonka kaikki

alkiot ovat nollia. Tdlloin Hadamardin tulolle on voimassa seuraavat ominaisuudet:
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1. AcB=Bo A,

2. Ao(BoC)=(AoB)o(,

3. Ao (B+C)=(AoB)+(AoC(),
4. (A+B)oC=(AoC)+(Bo(),
5. (kA)oB=Ao (kB)=k(AoB),
6. AoJ=JoA=A,

7. AcO=00A=0.

Todistus. Nami ominaisuudet saadaan todistettua mairitelmén 3.1 jakunnan (R, +, -)

ominaisuuksien avulla.
1. AoB = [aijb,-j] = [bijaij] =B OA,

2. Ao(BoC)=Ao|[bjcij] = laij(bijcij)] = [(aijbij)cij] = [aijbij] o C
—(AoB)oC,

3. Ao(B+C) =Ao[bjj+cij] = laij(bij + cij)] = [aijbij + ajjcij] = [aijbi]
+ [a,-jc,-j] = (A o B) + (A o C),

4. (A +B) oC = [al-j +b,'j] o(C = [(a,’j +bl~j)c,-j)] = [al-jc,-j +b,~jc,~j]
= laijcij] + [bijcijf] = (Ao C) + (B o (),

5. (kA)oB = [(ka;;)bi;] = [a;j(kb;j)] = Ao(kB) = [a;;(kb;;)] = [k(a;;b;;)]
=k(A o B),

6. AOJ:[a,-J--l]:[l-aij]:JOA:A,
7.AOO:[a,-j-O]:[O-a,-j]=00A:0. O

Lause 3.2. Matriisien joukko R™™ varustettuna yhteenlaskulla ja Hadamardin tu-

lolla muodostaa vaihdannaisen renkaan.
Todistus. Madritetddn matriisien yhteenlasku
A + B = [a;j] + [bij] = [aij + bij] € R
ja skalaarikertolasku
kA = kla;;] = [k - a;j] € R,

Osoitetaan ensin, ettd (R, +) on Abelin ryhma:

15



1. laskutoimitus + on liitdnn&dinen:
A+ (B+C)=A+[by+cij] =laij+ (bij +cij)] = [(aij + bij) + cij]
= [al'j+b,'j] +C = (A+B)+C,

ii. laskutoimituksella o on neutraalialkio e € R™™: neutraalialkio on matriisi,

jonka kaikki alkiot ovat nollia eli nollamatriisi O, koskaA+0 =0 + A = A,

iii. matriisin A kéénteisalkio on matriisi —A = [-a;;], koska A + (-A) = O,

missd matriisit A ja —A ovat muotoa

1 alp ... Adip -1 —a1ip ... —aAin
1 -1 _ _
4| 1 ... ay w —A=| 1 ... any,
. . . . . . ’
1 L 1 -1 _1L -1
Aln a2n e dln azn e

iv. laskutoimitus + on vaihdannainen: A + B = [a;; + b;;] = [b;j +a;;] = B+ A.

Kohdista (i.—iv.) seuraa, ettd (R™,+) on Abelin ryhma. Kertolaskun - vaihdan-
naisuus on osoitettu lauseen 3.1 kohdassa 1 ja liitdanndisyys kohdassa 2. Joukon
R neutraalialkio/ykkosalkio kertolaskun suhteen on matriisi, jonka kaikki alkiot
ovat ykkosid, eli ykkosmatriisi J € R™™ silli J o A = A o J = A. Osittelula-
kien voimassaolo on osoitettu lauseen 3.1 kohdissa 3 ja 4. On todistettu, ettd joukko
R™™ varustettuna yhteenlaskulla ja Hadamardin tulolla muodostaa vaihdannaisen

renkaan. O

Matriiseilla, joissa yksikin alkio on nolla, ei ole kédénteisalkiota Hadamardin
tulon suhteen. Tamén takia R™™ varustettuna tavanomaisella yhteenlaskulla ja Ha-

damardin tulolla ei ole kunta.

3.2 Hadamardin potenssi

Hadamardin potenssiin korotus poikkeaa tavanomaisten matriisien potenssiin koro-
tuksesta. Hadamardin «. potenssiin korotuksessa jokainen matriisin A alkio a;; € A
korotetaan a. potenssiin, kun taas tavanomaisten matriisien . potenssiin korotuk-

sessa matriisia A kerrotaan itsensa kanssa « kertaa.

Miiritelma 3.2. (vrt. [3, s. 148]). Positiivisen matriisin A = [a;;] € R™"a.

Hadamardin potenssi on n X m -matriisi A°*, missd [A°?];; = al?z., kun @ € R.
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EsimerkKki 3.2. Matriisin
2 1 1

A=14 2 3
321
3. Hadamardin potenssi on muotoa
22 1318 8 1 1
AP =4 23 3¥|=|64 8 27
3323 13 \27 8 1

ja . Hadamardin potenssi muotoa

2¢ 1¢ 1¢
AOCX: 4@ )« 3& .
3@ 2% 1@

Lause 3.3. Resiprookkimatriisien joukko M, , on suljettu Hadamardin tulon ja Ha-

damardin potenssiin korotuksen suhteen.

Todistus. Resiprookkimatriisien joukko M, , on suljettu Hadamardin tulon suhteen,

jos kahden resiprookkimatriisin Hadamardin tulo on my6s resiprookkimatriisi. Ol-

koon
1 alp ... dip 1 b12 . b]n
1 1 1
— ... Aoy . — 1 . bzn
A =] eM,, ja B = b'12 eEM,,
1 1 1 1
i @ 1 b B 1
Téalloin Hadamardin tulo
1 app ... dip 1 b12 b]n
1 1
AoB=| 1 azp ol 7 1 by,
N 1
Adln azn e 1 bin ba, 1
1-1 ap - b ain - bin
1 1
_|an P 1-1 Az + bon
R N N
Adln bln Aazn bZn 1 1
I apbin ... aubi
! 1
— . aznbzn
— 012'b12 . eM,,
1 1 1

anbin azpbay

17



On todistettu, ettd kahden resiprookkimatriisin Hadamardin tulo on myos resiprook-
kimatriisi. Siis resiprookkimatriisien joukko M, , on suljettu Hadamardin tulon suh-
teen. Todistetaan seuraavaksi, ettd resiprookkimatriisien joukko M, , on suljettu
myOs Hadamardin potenssiin korotuksen suhteen. Olkoon A sama kuin ylld. Talloin

Hadamardin potenssi on

1% 1% a a 1%
1 a, ... aj, 1 aiy, ... aj,
1 )a 1¢ a 1 1%
(= ... a - 1 ... a
Aoa/ aln 2n — al.z 2n c Mn,n
dye (1 @ I I
(aln) (aZn) e 1 alna a2na U 1

On todistettu, ettd resiprookkimatriisien joukko M, , on suljettu myos Hadamardin

potenssiin korotuksen suhteen. Néin ollen lause 3.3 on todistettu. O

Lause 3.4. Positiivisten resiprookkimatriisien joukko M, , varustettuna Hadamardin

tulolla muodostaa Abelin ryhmdn.

Todistus. Merkitddn positiivisten resiprookkimatriisien joukkoa M, ,. Rajoitutaan
positiivisiin resiprookkimatriiseihin, silld jos yksikin a;; = 0, ké#nteisalkiota A°~!
el ole olemassa.

Tarkoituksena on osoittaa, ettd (M, ,, o) muodostaa Abelin ryhmén. Laskutoimi-
tuksen o vaihdannaisuus on todistettu lauseen 3.1 kohdassa 1 ja liitannéisyys kohdassa
2. Laskutoimituksen o neutraalialkio on ykkosmatriisi J, mikid on todistettu lauseen
3.1 kohdassa 6. Endd tarvitsee osoittaa, ettd jokaisella positiivisella resiprookkimat-

riisilla on kaénteisalkio. Olkoon A miké tahansa positiivinen resiprookkimatriisi

eli
1 a2 ... dAip
1
A =|a 1 Aazn
1 1
aln azn

1 1

1 ap an

a 1
Aol |12 i | AT

aln A2p 1
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silld

1 1
1 alpp ... dAip 1 E m 1 1 ... 1
1 1
AoAO_I: an 1 ce. Q2p o a2 1 cee _ 11 ... 1 _J
L L 1/ \ai, a 1 11 1
ain ann n 2n ..

On siis todistettu, ettd positiivisten resiprookkimatriisien joukko M, , varustettuna

Hadamardin tulolla muodostaa Abelin ryhmén. O

Lause 3.5. Konsistentit resiprookkimatriisit muodostavat ryhmdn (M, ,, o) aliryh-

man.

Todistus. Todistetaan lause kayttdmalld aliryhmikriteerid.

I.

Todistetaan ensin, ettd kahden konsistentin resiprookkimatriisin Hadamardin
tulo on konsistentti. Oletetaan, ettd matriisit A = [a;;] € M,,, ja B = [b;;] €
M, , ovat konsistentteja resiprookkimatriiseja maaritelman 2.2 mukaan. Tar-
koituksena on osoittaa, ettd niiden Hadamardin tulo A o B = [a;;b;;] € M, ,

on konsistentti.

Valitaan mielivaltaiset indeksit 7, j ja k, missd i, j, k € 1,...,n. Miidritelmén
2.2 mukaan matriisi A on konsistentti, jos a;;a;x = a;x ja B on konsistentti,

jOS bijbjk = bik . Talloin
[AoB];j[AoB] ik = (a;jbij)(a;jibji) = (aijaji)(bijbji) = aibix = [AoB],

mika on my06s konsistentti médéritelmén 2.2 mukaan. Siis on todistettu, ettd kah-

den konsistentin resiprookkimatriisin Hadamardin tulo on myos konsistentti.

Seuraavaksi todistetaan, ettd ryhméin neutraalialkio on konsistentti. Koska neut-

raalialkio on ykkosmatriisi J, on sen konsistenttius triviaalia.
Lopuksi todistetaan, ettd konsistentin matriisin A Hadamardin inverssi eli
matriisin A transpoosi on my0s konsistentti. Koska

rr _ . . _ . _ T
AjpQpj = Akidjk = AjkAki = Aji = d;j,

on konsistentin matriisin A transpoosi my0s konsistentti.

Kohdista (1-3) seuraa, ettd konsistentit resiprookkimatriisit muodostavat ryhmén

(M), ,, o) aliryhmaén. O
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4 Analyyttinen hierarkiaprosessi

Luvussa 4 kasitelldan Analyyttistd hierarkiaprosessia (Analytic Hierarchy Process,
AHP). Lisidksi médritetddn konsistenssi-indeksi (Consistency Index, CI) sekd kon-

sistenssisuhde (Consistency Ratio, CR).

4.1 Analyyttisen hierarkiaprosessin vaiheet ja esimerkki

(Vrt. [7, s. 1-20]). AHP on Thomas L. Saatyn 1970-luvulla kehittimé péatoksen-
tekomenetelmi, joka on yksinkertaisuutensa ja helppokayttoisyytensi takia levinnyt
laajasti eri toimialoille. AHP:n avulla voidaan ratkaista monimutkaisiakin ongelmia
ottamalla huomioon kaikki tarkeimmat padtoksentekoon vaikuttavat kriteerit. AHP
auttaa paitoksentekijoitd 10ytdmain heille parhaan mahdollisen paatoksen, joka sopii
heidén tavoitteeseensa ja ymmairrykseensd ongelmasta. Ongelma jasennetdidn osien-
sa rakenteena ja vilisind suhteina, jotka kuvataan hierarkioiden avulla. Menetelmi

jaetaan yleensd kolmeen eri vaiheeseen:

1. ongelman jakaminen osiin ja kuvaaminen hierarkian avulla,

2. hierarkiatason osien arviointi keskendin pareittain ja kriteerien painoarvojen

laskeminen,
3. vaihtoehtojen paremmuusjirjestyksen laskeminen.

Otetaan seuraavaksi esimerkki AHP:n kiytostd sijoituskohteen valinnan apuna.
Ensimmaiisessd vaiheessa ongelma pitédé jakaa osiin ja kuvata hierarkian avulla. Tama
on tehty kuvassa 4.1. Siind on esitetty yksinkertainen esimerkki AHP:n hierarkiasta,
jota kiytetdaan avuksi sijoituskohteen valinnassa. Kuvassa paamaiirina on sijoituskoh-

teen valinta ja vaihtoehtoja on kolme kappaletta (A, B ja C). Paidtokseen vaikuttavia

tekijoitd ovat ensimmadisen kriteeritason muodostavat kriteerit, joita ovat
1. taloudelliset tunnusluvut: kertovat yrityksen nykyisesti ja tulevasta taloudelli-
sesta tilanteesta, esimerkiksi tulos, tase, liikevoitto ja velkaantuneisuus,
2. kilpailukyky: miten yritys parjdd markkinoilla kilpailijoihinsa ndhden,
3. kestivi kehitys: taloudellinen, sosiaalinen ja ekologinen kestdvyys seki

4. osingonmaksukyky: miten yritys kykenee maksamaan osinkoa osakkeenomis-

tajilleen.
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Sijoituskohteen
valinta
Taloudelliset Kilpailukyky Kestiva kehitys Osingonmaksu-
tunnusluvut kyky
Vaihtoehto A Vaihtoehto B Vaihtoehto C

Kuva 4.1. AHP:n hierarkiatasot sijoituskohteen valinnassa.

Toisena vaiheena on kriteerien painoarvojen laskeminen, joka tapahtuu pariver-
tailun kautta. Parivertailussa on kiytossd numerot yhdestd yhdeksdan. Numero yksi
tarkoittaa kriteerien samanarvoisuutta ja numero yhdeksin puolestaan tarkoittaa sitd,
ettd toinen kriteeri on merkittivisti tdrkedmpi toiseen verrattuna. Jokainen kriteeri
on itsensd kanssa tasaveroinen, joten vertailu itseensid saa automaattisesti arvon 1 (eli
matriisin diagonaalialkiot ovat kaikki ykkosid). Esimerkkind saadaan seuraavanlai-

nen matriisi

=
>
=
4 >
2 =
g v
ot > 2
= > 2 U
2 2 5 S
TE o £
= <
T 3F 2 %
LS a 7 £
2z § %
taloudelliset tunnusluvut 1 3 2 3
kilpailukyky ;151
kestava kehitys % 2 1 3
osingonmaksukyky % 1 % 1

Matriisista huomataan, ettd esimerkiksi taloudelliset tunnusluvut ovat valittu kol-
me kertaa tarkeammiksi arvoksi padidtOksenteossa verrattuna kilpailukykyyn seka
osingonmaksukykyyn. Lisiksi taloudelliset tunnusluvut ovat valittu kaksi kertaa tér-
kedmmiksi kuin kestdvid kehitys. Huomataan my®0s, ettd kilpailukyky ja osingon-

maksukyky ovat valittu yhti tirkeiksi arvoiksi sijoituskohteen valinnassa. Nididen
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valintojen perusteella padtoksenteossa suurin merkitys on taloudellisilla tunnuslu-
vuilla.

Jatkossa matriisin murtoluvut on muutettu desimaaliluvuiksi. Seuraavana vaihee-
na on kriteerien painoarvojen laskeminen. Tadma tapahtuu siten, ettd lasketaan ensin
matriisin jokaisen sarakkeen summa, minka jdlkeen matriisi normalisoidaan jaka-
malla matriisin jokainen alkio sarakekohtaisesti lasketulla summalla. Normalisoidun
matriisin jokaisen sarakkeen summan pitiisi olla yksi. Kuvassa 4.2 on matriisi A ja
siind on myOs laskettu matriisin A sarakkeiden summat. Kuvassa 4.3 on puolestaan
esitetty normalisoitu matriisi, jossa esimerkiksi taloudellisten tunnuslukujen nor-
malisoitu luku saadaan osamadralla ﬁ = 0,46. Samalla tavalla saadaan laskettua

jokaisen parivertailun normalisoidut luvut.

taloudelliset tunnusluvut  kilpailukyky kestdva kehitys osingonmaksukyky

taloudelliset tunnusluvut 1 3 2 3

kilpailukyky 0,33 1 0,5 1

kestdva kehitys 0,5 2 1 3

osingonmaksukyky 0,33 1 0,33 1
summa 2,17 7,00 3,83 8,00

Kuva 4.2. Matriisi A ja sen sarakkeiden summat.

taloudelliset tunnusluvut  kilpailukyky kestdva kehitys osingonmaksukyky

taloudelliset tunnusluvut 0,46 0,43 0,52 0,38
kilpailukyky 0,15 0,14 0,13 0,13
kestdva kehitys 0,23 0,29 0,26 0,38
osingonmaksukyky 0,15 0,14 0,09 0,13
summa 1,00 1,00 1,00 1,00

Kuva 4.3. Matriisin A normalisoitu matriisi ja sen sarakkeiden summat.

Normalisoidun matriisin avulla saadaan muodostettua ominaisvektori, joka niyt-
taa suhteelliset painoarvot eri kriteereille. Ominaisvektorin arvot saadaan, kun las-

ketaan matriisin jokaisen rivin keskiarvo:

0,46 + 0,43 + 0,52 + 0,38 0,45
1 {0,15+0,14+0,13+0,13 0,14

4 0,234+ 0,29 + 0,26 + 0,38 0,29
0,15+0,14+0,09 + 0,13 0,13

Kun siis tehdddn péditosti sijoituskohteen valinnasta, niin taloudellisten tunnusluku-
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jen painoarvo on 45 Y%, kilpailukyvyn 14 %, kestivin kehityksen 29 % ja osingon-
maksukyvyn 13 %.

Seuraavaksi ratkaistaan vaihtoehtojen paremmuusjirjestys. Kuvaan 4.4 on valit-
tu esimerkkiné seuraavat luvut kuvaamaan kunkin kriteerin merkittavyyttd kullekin
vaihtoehdolle eli toisin sanoen, kuinka hyvin jokainen kriteeri toteutuu eri vaihtoeh-
tojen osalta. Kuvassa 4.5 matriisin alkiot on saatu kertomalla jokainen alkio silld
ominaisvektorin arvolla, joka vastaa matriisin sarakkeen kriteerid. Esimerkiksi vaih-
toehdon A taloudellisten tunnuslukujen arvo saadaan tulona 3 - 0,45 = 1,34, kilpailu-
kyvyn arvo tulona 4 - 0,14 = 0,55, kestadvin kehityksen arvo tulona 2 - 0,29 = 0,58 ja
osingonmaksukyvyn arvo tulona 7-0,13 = 0,89. Samalla logiikalla saadaan laskettua

matriisissa my0s vaihtoehtojen B ja C alkiot.

taloudelliset tunnusluvut  kilpailukyky kestdva kehitys osingonmaksukyky

Vaihtoehto A 3 4 2 7
Vaihtoehto B 5 5 5 6
Vaihtoehto C 3 2 8 2

Kuva 4.4. Vaihtoehdot A, B ja C seka kriteerit.

taloudelliset tunnusluvut  kilpailukyky kestdva kehitys osingonmaksukyky

Vaihtoehto A 1,34 0,55 0,58 0,89
Vaihtoehto B 2,23 0,69 1,44 0,76
Vaihtoehto C 1,34 0,28 2,30 0,25

Kuva 4.5. Vaihtoehdot A, B ja C seki kriteerien suhteelliset painoarvot.

Eri vaihtoehtojen paremmuusjarjestys on nyt helppo selvittidd laskemalla yhteen
jokaisen rivin luvut. Télloin saadaan selvitettyd jokaisen vaihtoehdon paino-arvo.

Kuvassa 4.6 nikyy vaihtoehdoille lasketut arvot.

yhteensd
Vaihtoehto A 3,36
Vaihtoehto B 5,13
Vaihtoehto C 4,18

Kuva 4.6. Vaihtoehtojen A, B ja C painoarvot.

Siis vaihtoehdon A arvoksi saadaan 3,36, vaihtoehdon B arvoksi 5,13 ja vaihtoeh-
don C arvoksi 4,18. Titen vaihtoehdoista paras olisi B, sen jdlkeen C ja lopuksi A.
Koska valituilla luvuilla vaihtoehdon B arvo on suurin, kannattaisi paiatoksentekijin

valita se sijoituskohteekseen AHP:n mukaan.
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4.2 Konsistenssi-indeksi ja -suhde

(Vrt. [6, s. 25600]). Konsistenssi-indeksi, toisin sanoen Cl-indeksi, mahdollistaa

paittdjille vertailujen yhdenmukaisuuden. Se voidaan laskea seuraavalla kaavalla

CI:/lmax_n
n—1

b

missd Amax On 7 X n-resiprookkimatriisin suurin ominaisarvo ja n on matriisin koko
(sarakkeiden ja rivien lukumaédrd). Jos Amax = 7, niin CI = 0 eli pdédtoksenteko on
taysin konsistentti. Jos taas Anax > 0, niin padtoksenteko ei ole tdysin konsistentti.

Konsistenssin mittaamiseksi on mééritelty konsistenssisuhde

R= Cl ,
RI(n)

missd R/ on satunnaisindeksi. Konsistenssisuhde toimii parivertailumatriisien kriit-
tisend hyviaksymis-hylkédysarvona. Sen hyviksyttiviand arvona pidetdédn 0,10 tai vi-
hemméin. Edellisen esimerkin suurin ominaisarvo on 4,0458, jolloin konsistenssi-

indeksin arvoksi saadaan

14,0458 — 4

CI
-1

= 0,0153.

Matrix size Random consistency index (RI)
0.00
0.00
0.58
0.90
1.12
1.24
1.32
1.41
1.45
1.49

o0~ On i B W o —

[
—_— D
-

Kuva 4.7. Satunnaisindeksin RI arvoja (Saaty, 1980).

Kuvassa 4.7 on esiteltyna satunnaisindeksin RI eri arvoja. Koska tutkitaan 4 x 4-
matriisia, kdytetddn arvoa Rl = 0,90. Konsistenssisuhteeksi saadaan tédlldin

0,0153
R =
¢ 0,90

=0,0170.

Koska 0,0170 < 0,10, voidaan tulosta pitdd hyvéksyttyvéni, ja taiten AHP:n mukai-

nen paitoksentekoprosessi voidaan hyviksya.
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5 Sovelluksia

Tassd luvussa kidydiin 1dpi yksi sovellus resiprookkimatriiseihin liittyen. Resiprook-
kimatriisien avulla voidaan esimerkiksi ilmaista eri maiden valuuttojen valuuttakurs-

seja toisiinsa ndhden.

Esimerkki 5.1. Valitaan esimerkkiin valuutoiksi euro (EUR), Yhdysvaltain dollari
(USD), Iso-Britannian punta (GBP), Japanin jeni (JPY), Ruotsin kruunu (SEK),
Intian rupia (INR) ja Meksikon peso (MXN). Jatkossa ndistd kdytetadan lyhyemmin
nimityksid euro, dollari, punta, jeni, kruunu, rupia ja peso. Muodostetaan niistad
valuuttakursseja kuvaava resiprookkimatriisi, joka on muotoa

o, \ Z

B 5 - e
v M
25088 Z5S
EUR 1 a b ¢ d e f
USD 11 ¢ h i jok
11
GBP Zgllmno
JPY 111 pogr
1 1 1 1
INR 1 1 1 1 ¢ .
e j n q s
1 1 1 1 1 1
MXN'\ 7 v 5 v 7 u !

Matriisista ndhdéén, ettd esimerkiksi muuttuja a kuvaa euron ja dollarin vilista
suhdetta, muuttuja m punnan ja kruunun vilistd suhdetta ja muuttuja g jenin ja
rupian vilistd suhdetta. Sijoittamalla muuttujien a — u paikoille niitd kuvaavat luvut,

saadaan likimain konsistentti resiprookkimatriisi, joka on muotoa

& a A S M ¢ >Z<
m
2 3 3 A & zZ S
EUR 1 1,07 0,85 161,27 11,33 89 18,41

USD 0,933 1 0,793 150,521 10,57 83,069 17,182
GBP 1,176 1,26 1 189,705 13,322 104,694 21,655
JPY 0,006 0,007 0,005 1 0,07 0,552 0,114
SEK 0,088 0,095 0,075 14,24 1 7,859 1,627
INR 0,011 0,012 0,01 1,812 0,127 1 0,207
MXN 0,054 0,058 0,046 8,76 0,615 4,836 1
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Téstd huomataan valuuttakurssien suhteet. Y114 olevan matriisin valuuttakurssien
arvot ovat katsottu Napsun valuuttamuuntimella 14.2.2024, joten ne ovat voineet
muuttua jo tistd ajankohdasta hieman. Niiden tietojen mukaan esimerkiksi yhdella
eurolla saa 1 EUR = 1,07 USD = 0,85 GBP = 161,27 JPY = 11,33 SEK = 89 INR
= 18,41 MXN.

Naistd esimerkin valuutoista vahvin on punta, silld yhdelld punnalla saa suhteessa
enemman mitéd tahansa muita esimerkin valuuttoja. Seuraaviksi vahvimpia ovat euro
ja dollari, jotka ovat aika tasavahvoja punnan kanssa. Esimerkin valuutoista selkeisti

heikoin on jeni.
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