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Tassd tutkielmassa tarkastellaan implisiittisid funktioita ja niiden derivointia. Tar-
kemmin sanottuna tutkielmassa esitelldin, mitd implisiittinen derivointi on ja mihin
se perustuu. Tutkielman tarkoituksena on syventdd lukijan derivaatan osaamista kos-
kemaan implisiittisid funktioita. Lukijalta oletetaan vahvaa yliopistomatematiikan
hallintaa derivaatan ja matemaattisen analyysin osalta.

Tutkielmassa esitetddn kaksi merkittdvad implisiittisten funktioiden derivoinnin
lausetta. Néiden lauseiden todistamisessa mainitut lauseet ovat esitetty esitietoina
tutkielman toisessa luvussa. Liséksi esitietoihin on sisdllytetty viidennessi luvussa
tarvittavia médritelmid matriisilaskennan tueksi.

Tutkielman virallisen aiheen késittely alkaa kolmannesta luvusta. Luvussa esitel-
ladn yleisesti madritelmien avulla, mitd implisiittiselld derivoinnilla tarkoitetaan ja
mihin sitd tarvitaan. Lisdksi luvussa havainnollistetaan implisiittistd derivointia ja sen
tarvetta kidytannon esimerkkien avulla. Luku keskittyy kasitteleméddn kahden muut-
tujan implisiittisid funktioita, mutta esitetyt madritelmét ovat myos yleistettavissa
vield useamman muuttujan funktioille. Yleisesti luku toimii alustuksena tutkielman
myohemmille luvuille, joissa kdydaén ldpi tarkemmin, miksi implisiittinen derivointi
on matemaattisesti mahdollista.

Tutkielman neljas luku jatkaa kahden muuttujan implisiittisten funktioiden kasit-
telyd. Luvussa esitelldin ja todistetaan Dinin lause, joka perustelee, miksi implisiit-
tinen derivointi on mahdollista kahden muuttujan funktioille. Viidennessi luvussa
esitellddn ja todistetaan yleinen implisiittisten funktioiden lause, joka yleistdd Di-
nin lauseen koskemaan useamman muuttujan funktioita. Molemmissa luvuissa nelja
ja viisi esiteltyjen lauseiden kdyttod havainnollistetaan esimerkkien avulla lukujen-
sa lopussa. Yleisesti luvut tarjoavat kattavan kisityksen implisiittisen derivoinnin

teoriasta ja valmiuden laajentaa osaamista aiheen sovellusten pariin.
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1 Johdanto

Derivointi on matemaattisen analyysin perusmenetelmad, jota kdytetdin monenlai-
siin tarkoituksiin. Tédssd tutkielmassa laajennetaan derivoinnin kisitettd perinteisisti
eksplisiittisistd funktioista implisiittisiin funktioihin. Tama mahdollistaa funktion
derivoinnin monissa tapauksissa, joissa se ei muuten olisi mahdollista.

Tutkielmassa kasitellddn implisiittistd derivointia sekd kahden ettd usean muut-
tujan funktioille. Tutkielman tarkoituksena on avata lukijalle, mitd implisiittinen de-
rivointi on ja mihin se matemaattisesti perustuu. Tutkielma koostuu mééritelmista ja
lauseista, joita on havainnollistettu esimerkkien avulla. Esitietoihin lukuun kaksi on
keritty lukijalle avuksi tutkielmassa kasiteltdvien lauseiden todistuksiin tarvittavia
lauseita ja madritelmid.

Kolmannessa luvussa esitetddn implisiittinen derivointi kahden muuttujan funk-
tioille méaéaritelmien ja esimerkkien avulla. Luku toimii johdatuksena myShempiin
lukuihin, joissa perehdytidin tarkemmin, miksi implisiittinen derivointi on matemaat-
tisesti mahdollista.

Luvuissa neljad ja viisi késitellddn kaksi merkittavada implisiittisen derivoinnin
lausetta. Neljannessd luvussa esitetddn implisiittinen derivointi kahden muuttujan
funktioille Dinin lauseen avulla. Viidennessd luvussa laajennetaan Dinin lausetta
yleiseksi implisiittisten funktioiden lauseeksi koskemaan useamman muuttujan funk-
tioita. Molempien lukujen lauseita havainnollistetaan esimerkkien avulla lukujensa
lopussa.

Lukijalta oletetaan vahvaa yliopistomatematiikan osaamista derivaatan ja mate-
maattisen analyysin osalta, mutta osaamista implisiittisten funktioiden derivaatasta ei
vaadita. Viidennessa luvussa lukijalta oletetaan my0s perus osaamista matriisilasken-
nasta. Tutkielman piaildhteend on kiytetty Patric M. Fitzpatrickin kirjaa Advanced
Calculus: Second Edition. Lisdksi tutkielman kolmas luku perustuu Tunc Gevecin

kirjaan Introductory Calculus: Understanding the Derivative.



2 Esitietoja

Tassd luvussa kdydiin 1ipi keskeisid lauseita ja madritelmid, joita oletetaan tunne-
tuiksi myohemmin késiteltdvien lauseiden todistuksissa. Luvussa esitettivien lausei-

den todistukset sivuutetaan, mutta ne ovat loydettdvissd merkityistéd ldhteista.

Lause 2.1 (Differentiaalilaskennan viliarvolause). Olkoon O avoin osajoukko jou-
kossa R" ja oletetaan, ettd kuvaus f: O — R on jatkuva ja derivoituva. Jos pisteitd
X ja x + h yhdistdvd jana kuuluu joukkoon O, niin on olemassa sellainen luku 6, ettd

0<60<1ja
f(x+h)— f(x)=(Vf(x+6h),h).

Todistus. Ks. [1, s. 368]. |

Lause 2.2 (Jatkuvien funktioiden véliarvolause). Oletetaan, etti f: [a,b] — R on

Jatkuva funktio. Olkoon luku c lukujen f(a) ja f(b) vdlilld, jolloin

f(a) <c< f(b) tai f(b)<c< f(a).
Télloin on olemassa piste xy avoimella viililld (a, b), jolla f(xg) = c.
Todistus. Ks. [1, s. 62-63]. O

Lause 2.3 (Weierstrassin lause). Olkoon A epdityhjd jonokompakti osajoukko jou-
kossa R" ja oletetaan, ettd funktio f: A — R on jatkuva. Tilloin funktio f: A — R

saavuttaa pienimmdn ja SUuurimman arvonsa.
Todistus. Ks. [1,s. 301]. |

Miaritelma 2.1 (vrt. [3, s. 52]). Olkoon kuvaus F: R" — R™, kun m > 1. Kuvaus

kuvaa alkion x € R” alkioksi F(x) € R™. Merkitddn

F(X) = (fl (X)’ f2(X)’ s ,fm(X)) .

Reaaliarvoiset funktiot fi, f>,..., f;u: R"” — R ovat funktion F koordinaattifunk-

tioita.

Miaritelma 2.2 (vrt. [3, s. 58]). Olkoon funktion F = (fi,..., fiu) : R" — R”

kaikilla koordinaattifunktioilla f; kaikki osittaisderivaatat % f; pisteessa x. Talloin



m X n-matriisia

(Lf0 LA - LA
dxlfz(x) d%fz(x) dxan()

F'(x) =

L0 AR )

kutsutaan funktion F derivaattamatriisiksi pisteessd X.

Lause 2.4 (Kiinteisfunktiolause). Olkoon O avoin osajoukko joukossa R" ja olete-
taan, ettd kuvaus F: O — R" on jatkuva ja derivoituva. Olkoon xo € O piste, jossa
derivaattamatriisi F'(xo) on kddntyvd. Tilloin on olemassa pisteen xo ympdristo U
ja sen kuvan F(xq) ympdristo V siten, ettd kuvaus F: U — V on injektio ja surjek-
tio. Talloin kédnteiskuvaus F~': V. — U on myés jatkuva ja derivoituva. Lisdksi, jos

y €V ja piste x € U toteuttaa ehdon F(x) =y, niin
(F'Y () = [F )]
Todistus. Ks. [1,s. 436-437]. O

Lause 2.5 (Ketjusddntd). Olkoon O avoin joukon R" osajoukko ja oletetaan, ettd
kuvaus F: O — R™ on jatkuva ja derivoituva. Oletetaan myos, etti U on avoin
Jjoukon R™ osajoukko ja kuvaus g: U — R on jatkuva ja derivoituva. Oletetaan, ettd
kuvajoukko F(O) sisdltyy joukkoon U. Tdlloin yhdistetty kuvaus g o F: O — R on
myos jatkuva ja derivoituva. Lisdksi jokaisella pisteelld x € O ja indeksilld i, missd
1 <i < n, on voimassa

m

d
2 (8o ) = Z] ——8(F(x)) f,<x>

ja toisin sanoen

V(g o F)(x) = Vg(F(x))F'(x).

Todistus. Ks. [1, s. 414-415]. O



3 Implisiittinen derivointi

Téssd luvussa alustetaan implisiittisten funktioiden derivointia kahden muuttujan
funktioiden avulla. Vaikka luvussa keskitytadn kasitteleméaén vain kahden muuttujan
funktioita, mééritelmit ovat laajennettavissa myds useamman muuttujan tapauksiin.
Tamén luvun méiritelmit pohjautuvat Tunc Gevecin kirjaan Introductory Calculus:

Understanding the Derivative sivuihin 125-127.

Miaritelmi 3.1. Oletetaan, ettd F'(x, y) on funktio, joka sisdltdd muuttujat x ja y.
Lisiksi olkoon C vakio. Tarkastellaan nyt yhtdlod F(x, y) = C. Oletetaan, ettd tdsta
yhtélostd voidaan ratkaista y muuttujan x suhteen. Jos merkitddn kyseistda funktiota
kirjaimella f ja korvataan muuttuja y arvolla f(x) yhtdlossd F(x,y) = C, toteutuu
yhtélo F(x, f(x)) = C jokaisella muuttujan x arvolla valitulla vilill4. Tassa tapauk-
sessa voidaan sanoa, ettd funktio f on madritelty implisiittisesti muuttujan x suhteen

yhtdlossa F(x,y) = C.

Miiritelma 3.2. Implisiittiseksi derivoinniksi kutsutaan menetelméa, joka mahdol-
listaa derivaatan madrittimisen implisiittisesti médritellylle funktiolle, vaikka itse

funktiota ei voitaisi ilmaista eksplisiittisesti.

Esimerkki 3.1. Ratkaistaan funktion f(x) = x* derivaattafunktio ja sen derivaatta
pisteessd x = e. Muutetaan funktio yhtédloksi y = x* ja muokataan se derivoitavaan

muotoon ottamalla luonnollinen logaritmi yhtdlon molemmilta puolilta
y=x
< In(y) = In(x")
& In(y) = xIn(x).
Koska yhtélo voidaan mairitelld implisiittisesti £ (x,y) = In(y) —xIn(x), kun y =

f(x), voidaan hyodyntdad implisiittistd derivointia ja derivoida funktio F muuttujan

x suhteen:

i(ln(y) —xIn(x) =0)
dx

= % In(y) = dix(x In(x))
1d

o ——y=x—+In(x)
y dx



1d

= ——y=1+In(x)
y dx
d
& —y =y(1 +1n(x)).
dx

Koska y = f(x), voidaan derivaatta esittdd muuttujan x suhteen sijoittamalla siihen
y =x*, jolloin

%y =x* (1 +1n(x)).

Lopuksi voidaan ratkaista derivaatta kohdassa x = e, jolloin
d (3 (S
—f(e) =e°(1 +1n(e)) = 2¢°.
dx

Esimerkki 3.2. Miiritellidn ellipsi (£)%+(3)% = 1, kun —a < xo < aja—b < yo <
b. Ratkaistaan ellipsin kehén pisteeseen (xg, yo) piirretyn tangentin kulmakerroin.
Ellipsi voidaan méritell implisiittisesti yhtalslld F(x, y) = (£)*+ (¥)? - 1. Tillgin

funktio F voidaan derivoida muuttujan x suhteen:

(1) o

S T RF T

d 2 2
= —(f) +i(Z) =0
dx \a dx \b

1d , 14d,

= 2a Tra’ =0
o x, >4
a®>  b%dx
o yd =
Rd &
- d i bx
dx 2 a’y

b2

Ellipsin kehén tangentin lausekkeesta voidaan nyt laskea kulmakerroin pisteessa

(x0, y0), jolloin vastaukseksi saadaan

d b2x0
— F(xo, -9
7 F'(x0. o) PEI



4 Dinin lause

Téssd luvussa tarkastellaan tarkemmin, mihin implisiittinen derivointi perustuu. Lu-
vussa esitetddn ja todistetaan Dinin lause, joka antaa matemaattisen pohjan implisiit-

tiselle derivoinnille kahden muuttujan funktioiden tapauksissa.

Lause 4.1 (Dinin lause). Olkoon O avoin osajoukko tasosta R?. Lisciksi oletetaan,

ettd funktio f: O — R on jatkuva ja derivoituva. Valitaan piste (xo, yo) € O, jolla
f(x0,0) =0ja

d
(4.1) 2/ (x0.30) # 0.
Yy

Télloin on olemassa positiivinen luku r sekd avoimella vdlilld 1 = (xg — r,xo + 1)

maddritelty sellainen jatkuva ja derivoituva funktio g: I — R, ettd
4.2) f(x,g(x)) =0 kaikillax € 1
ja jolle on voimassa, ettd
(43)  kun |x-xol <r, ly—-yol<r ja f(x,y)=0niin y=g(x).
Lisdiksi pdtee, ettd
d d d _
4.4) —f(x,g(x)+ —f(x,g(x)) - —g(x) =0 kaikillax € I.
dx dy dx

Todistus. (vrt. [1, s. 442-444]). Oletetaan, ettd diy f(x,y) > 0. Koska O on avoin
joukko ja derivaattafunktio diy f: O — Ronjatkuva ja positiivinen pisteessi (xo, yo),
voidaan valita positiiviset luvut a ja c siten, ettd suljettu nelio R = [xg — a,xo + a] X

[vo — a, yo + a] sisiltyy joukkoon O ja
d

4.5) d—f(x, y) > ¢ kaikilla pisteilld (x,y) € R.
y

Differentiaalilaskennan viliarvolauseesta (2.1) yhden muuttujan skalaarifunktioille

saadaan, etti

(4.6) fx,y1) < f(x,y2), jos|x—xo| <ajayo—a <y <y<yo+a.

Koska f(xg, yo) = 0, edellisestd seuraa, ettd f (xg, yo—a) < 0 < f(xo, yo+a). Lisdksi
funktio f: O — R on jatkuva ja derivoituva. Tilloin voidaan valita positiivinen luku

r, joka on pienempi kuin a siten, ettd valitulla valilld I = (xo — r, xo + r) pitee

f(x,yo—a) <0< f(x,yo+a) kaikillax € I.

10



Olkoon x piste vililld 1. Koska f(x,yo—a) < 0ja f(x,yo+ a) > 0, niin jatkuvien
funktioiden viliarvolauseen (2.2) perusteella on olemassa jokin piste y pisteiden
Yo — a ja yo + a vililld, jolla f(x,y) = 0. Lisdksi kohdan (4.6) perusteella voidaan
todeta, ettd on olemassa vain yksi téllainen piste. Méadritellddan g(x) vastaamaan téta
pistettd. Tdlloin kohtien (4.2) ja (4.3) ominaisuudet toteutuvat funktiolle g: I — R.

Osoitetaan nyt, ettd g: I — R on jatkuva ja derivoituva sekd derivointikaava
(4.4) pitee pisteessd xg. Olkoon xg + A piste vililld /. Téalloin madritelmén mukaan

f(xo+h,g(xo+h)) =0ja f(xg,g(x9)) = 0 eli toisin muotoiltuna

f(xo+h,g(xo+h)) — f(x0,8(x0)) =0.

Differentiaalilaskennan viliarvolauseen (2.1) mukaan kahden muuttujan skalaari-
funktioille on olemassa jokin piste janalla pisteiden (xg, g(x0)) ja (xo + h, g(xo + h))

vilissd. Médritellddn p(h) tiksi pisteeksi, jolloin

P+ o) = £ (0 850) = S F(pUDA+ 2 £ (p () o) =g )]
Koska yhtilon vasen puoli on 0, niin

Lf(p(h)
Lf(p(h))

Lisiksi, koska funktio % f: O — R onjatkuva ja suljettu joukko R on jonokompakti

4.7) g(xo+h) —g(xo) = - [ h.

osajoukko tasossa, voidaan valita Weierstrassin lauseen (2.3) perusteella sellainen

positiivinen luku M, ettad

< M kaikilla pisteilld (x, y) € R.

d
af(x’ }’)

Kayttamailld edellistd erisuuruutta kohdan (4.5) erisuuruuden kanssa seuraa kohdan

(4.7) kaavasta, ettd
M
lg(xo+ h) —g(xo)| < —|h|, kunxo+hel.
c

Tilloin funktio g: I — R on jatkuva pisteessi xg. Koska piste p(h) sijaitsee janalla

pisteiden (x¢, g(x0)) ja (xo + h, g(xo + h)) vilissid, voidaan todeta, ettd

li h) = , .
hl_ff(l)l?( ) = (x0, y0)

Jos nyt jaetaan yhtalo (4.7) puolittain muuttujalla 4 ja kdytetddn funktion f: O —
R ensimmadisen asteen osittaisderivaattojen jatkuvuutta pisteessd (xo, yo), kaavasta

(4.7) seuraa, ettd
o 8Go0th) —g) _ S (o yo)

h—0 h diyf(xo, o)

11



Tama tarkoittaa, ettd g on derivoituva pisteessi xg ja kaava (4.4) pitee siind pisteessa.
Mutta myos miké tahansa muu piste x vililld 7 tiyttdd samat oletukset kuin piste xo,

jolloin kohta (4.4) pitee kaikilla pisteilla valilla /. O

Esimerkki 4.1. Ratkaistaan yksikkdympyrin x> + y? = 1 derivaatta muuttujan x
V2 V2

suhteen pisteessi (7, 7). Madritellddn jatkuva ja derivoituva funktio asettamalla
fx,y)=x*>+y* -1 kaikilla (x,y) € R?.

Dinin lauseen mukaan derivaatta voidaan laskea pisteessd (x,y), jos ja vain jos

f(x,y)=0ja % f(x,y) # 0. Lasketaan funktion f arvo pisteessa (‘/75, ‘/75) Saadaan

N RN ANEEAR
(222

Lisidksi derivaatat muuttujien x ja y suhteen ovat

28, V3V
DIE8) s n (25

Nyt Dinin lauseesta seuraa, ettd on olemassa positiivinen luku r sekd jatkuva ja

derivoituva kuvaus g: I — R, missd [ = (% -7, g + r) on avoin vili ja

flx,g(x) =x*+gx)>-1=0 kaikillax € 1.

Liséksi, jos f(x,y) = 0, kun ‘x - —’ <rjaly ‘ g| < r, niin y = g(x). Tilloin
d‘ig (‘5) voidaan miiritelld, ja ratkaisuksi saadaan:
4,(2 ), 4 4 2 ) a4 (),
2 2 x|\ 2
d 2
o Vievz e[ 2] g
dx 2
P i ﬁ = _ﬁ =—1
i\ 2T T

12



S Yleinen implisiittisten funktioiden lause

Yleinen implisiittisten funktioiden lause laajentaa Dinin lauseen koskemaan yleisesti
kuvauksia avaruudessa R". Lause siis perustelee, miksi implisiittinen derivointi on
mahdollista yleisesti kaikille usean muuttujan funktioille. Luvun lopussa lauseen

kayttod havainnollistetaan esimerkkien avulla.

Lause 5.1 (Yleinen implisiittisten funktioiden lause). Valitaan positiiviset kokonais-
luvut n ja k. Olkoon O avaruuden R™* avoin osajoukko. Oletetaan, ettii kuvaus
F: O — R on jatkuva ja derivoituva. Valitaan piste (xo,y,) € O. Oletetaan, ettii

F(x0,y0) = 0 ja ettd k X k-osittaisderivaattamatriisi
(5.1) F}(x0,Y0) on kddntyvd.

TGlloin on olemassa positiivinen luku r sekd xo-keskeisessd ja r-sdteisessd avoimessa
pallossa B = B, (xo) mddiritelty sellainen jatkuva ja derivoituva kuvaus G : B — RX,

etta

(5.2) F(x,G(x)) =0 kaikillax € B

Jja jolle on voimassa, ettd

(5.3) kun ||x —xo|| <7, |ly —=¥oll <rjaF(x,y) =0, niiny = G(x).

Lisdiksi pdtee, ettd

(5.4) Fi(x,G(x)) + Fj(x,G(x)) - G'(x) =0 kaikillax € B.

Todistus. vrt. [1, s. 450-452]. Méiritelladan apukuvaus H: O — R"™k missi
H(x,y) = (x, F(x,y)) jokaisella pisteelld (x,y) € O.

Talloin

(5.5) F(x,y) =0, josjavainjos H(x,y) = (x,0).

Nyt H: O — R™* onjatkuva ja derivoituva kuvaus kahden dimensioiltaan yhtésuur-
ten euklidisten avaruuksien valilld. Talloin voidaan soveltaa kéddnteisfunktiolausetta
(2.4) kuvauksen H kuvan analysoinnissa, ja kohdan (5.5) perusteella voidaan tutkia

pisteitd (x,y), jolla F(x,y) = 0.

13



Derivaattamatriisi H'(Xo, y,) voidaan esittdd 2 X 2-matriisina

I, 0
(5.6) H'(x0,¥p) = ,
F(x0,¥0) F}(Xo0,¥0)

jossa I,, on n X n-identiteettimatriisi ja O on n X k-nollamatriisi. Lause olettaa, etta
F y’ (X0, ¥o) on kéddntyvi k X k-matriisi. Tdsté oletuksesta seuraa, ettd derivaattamatriisi
H’(X0,y,) on kéddntyva (n + k) X (n + k)-matriisi. Talloin voidaan kayttdd kadnteis-
funktiolausetta (2.4) kuvaukselle H: O — R™¥ pisteessi (Xo, y,). Siiti voidaan pi-
tell, ettii on olemassa pisteen (Xo, y,) ympiristd U € R"** ja sellainen kuvavektorin
H(xo,y,) = (X0,0) € R™* ympiristd V, etti kuvaus H: U — V on injektiivinen ja
surjektiivinen seki kiinteiskuvaus H~': U — V on jatkuva ja derivoituva.

Miiritelldsn kidnteiskuvaus H~! asettamalla
H'(x,y) = (M(x,y),N(x,y)), kun(x,y) €V,

Yhdistimilld kuvaus H ja sen kiddnteiskuvaus saadaan kaikki pisteet (x,y) € V

itselleen kuvaava identtinen kuvaus, jolloin kuvauksen H~! miiritelmin perusteella

(5.7) (x.y) = (Ho H)(x,y) = (M(x.y), F(M(x,), N(x,Y))).

Kun tutkitaan identiteettikuvauksen ensimmaistd komponenttia, huomataan, etta
M(x,y) =x kaikilla (x,y) € V.

Lisiksi, kun verrataan saman identiteettikuvauksen toisia komponentteja, saadaan

(5.8) F(x,N(x,y)) =y Kkaikilla (x,y) € V.

Koska piste (Xo,y,) kuuluu joukon R™* avoimeen osajoukkoon V, voidaan valita
luku » > O siten, ettd piste (x,0) kuuluu joukkoon V, jos piste x € R” kuuluu
joukkoon B = B,(Xp), joka on x-keskeinen ja r-siteinen avoin pallo joukossa R”.

Midritellddn kuvaus G : B — RF siten, ettid
G(x) = N(x,0) kaikillax € B.

T:lloin kuvaus G : B — R* on jatkuva ja derivoituva. Lisiksi kohdasta (5.8) seuraa,

etta
(5.9 F(x,G(x)) =0 kaikillax € B.

Talloin voidaan todeta, ettd yhtdlo (5.2) pitee.
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Kohdan (5.3) todistamiseen voidaan kéyttda tietoa, ettd kuvaus H: U — V on
injektio. Jos piste (x,y) kuuluu joukkoon U ja F(x,y) = 0, voidaan hyodyntiai tietoa,
etti piste (x, N(x,0)) = H~!(x, 0) kuuluu my6s joukkoon U ja

H(x,y) = (x,0) = H(x, N(x,0)).
Tasta seuraa, ettd
y =N(x,0),

jolloin kohta (5.3) pitee.
Lopuksi todistetaan kohdan (5.4) kaava derivaattamatriisille. Jos esitetddn ku-
vauksen F' komponenttifunktiot muodossa F' = (F7, ..., F¢), niin kohdan (5.9) yhtélo

voidaan esittdd komponenteittain, jolloin
F;(x,G(x)) =0 kaikilla pisteilld x € B ja indekseilli i, kun 1 <i < k.

Ketjusdaannon (2.5) avulla edellisen yhtidloryhméin komponentit voidaan derivoida

muuttujan x; suhteen. Télloin saadaan

d ka d
(5.10) KjF,-(x, G(x)) + ; d—ylF,-(X, G(x))Ele(x) -0

kaikilla pisteilld x € B ja indeksipareillaija j,kun 1 <i < kjal < j < n. Talloin
matriisiyhtdlo (5.4) saadaan, kun muodostetaan lineaarinen yhtdloryhmaé kaikista

kaavan (5.10) mukaisista yhtiloistd ja esitetddn se matriisimuodossa. O

Esimerkki 5.1. Olkoon yksikkopallo x> + y? + z2 = 1, kun (x, y,z) € R>. Tillgin

funktio f(x,y,z) = x>+ y> + z> — 1 on jatkuva ja derivoituva. Funktiolla on eris

ratkaisu pisteessa (é 2 —) Ratkaistaan funktion f derivaattamatriisi, jolloin

f(xy.2) = [%f(x v.:2) g fey.2) £ f(xy.2)

= [Zx 2y 21].

Tilloin derivaattamatriisi pisteessa ( % % %) on

(1 1 1
f (5’6’5) = [l V2 1].
Koska osittaisderivaattamatriisi muuttujan z suhteen on kédédntyvi, on olemassa funk-

tio g(x, y), jolla f(x,y,z) =0, kun z = g(x, y). Talldin voidaan ratkaista derivaatta
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muuttujalle z muuttujan x suhteen

d d d d
a(f(x’y’z(xu))))) = af‘k d_Zf_Z

dx
d
= iz: —dxf.
dx 4
dz

Sama voidaan miiritelld myds muuttujan y suhteen, jolloin

d
=——.
d d_zf

Lopuksi voidaan ratkaista derivaatta muuttujalle z muuttujien x ja y suhteen pisteessa

(4.5, 4). jolloin

Esimerkki 5.2. Olkoon piste (x,y,z) = (0,0,0) joukossa R3. Miiritellizin kaksi

funktiota, jotka saavat arvon 0 tdssd pisteessi:

Fi(x,y,z) =sin(z—y) — e +x +cos(z) ja

Fo(x,y,z) =cos(x +z) — ") —e? —y 41,
Miiritelldin kuvaus F: R? — R2, kun
F(x,y,z) = (sin(z —y) =" + x + cos(z),cos(x + z) — esin(y) _ g2 _ y+1).

Nyt on huomattavissa, ettda funktio F on jatkuva ja derivoituva. Ratkaistaan funktion

derivaattamatriisi, joka on

[ 4 d d
_F x’ 7Z _F x’ 7Z _F x’ 7Z
Flry.o) = | & 1(6y,2) SRy 2) ZFixy )]

| EF(x,y,2) FFa(xy.2) £Fa(xy,2)

B [ 1- ey —cos(y—z)—e“x cos(z—-y) - sin(z)]

[—sin(x+2z) - cos(y)es™¥) — 1 —sin(z +x) —e*

Tall6in derivaattamatriisi pisteessa (0, 0,0) on

, 1 -1 1
F’(0,0,0) = .
0 -2 -1
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Nyt 2 X 2-derivaattamatriisi muuttujien x ja y suhteen on

4 F(0,0,0) dinl(0,0,0) _r -
4 F,(0,0,0) dinz(o,o,O) 0 -2

Matriisi on kéédntyvé, jolloin voidaan hyddyntdd yleistd implisiittisten funktioiden
lausetta ratkaistaessa derivaatta muuttujan z = 0 ympéristossd, kun muuttujat x ja y

ovat 0. Midritelldén derivaattamatriisi muuttujan z suhteen asettamalla

d%Fl(0,0,0)] _ [ 1 ]

Ay = p
d_ZFZ(O’()’O) _1

Talloin yleisen implisiittisen funktioiden lauseen mukaan voidaan ratkaista deri-
vaatta muuttujille x ja y muuttujan z suhteen. Koska A; on kéédntyvé, saadaan sille

kaanteismatriisi
1 -

ATl =
-

Télloin derivaatta pisteessd (x, y) = (0,0) muuttujan z = 0 ympéristdssd on
-1 L[ =3
0 5||-1 -3
3

Eli derivaatat muuttujille x ja y muuttujan z suhteen ovat d%F (0,0,0) = -5 ja
d __1
d—yF(O, 0,0) = —5.
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