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Tassa tydssa kasitelladn eksponenttifunktion kahta eri maéaritelmaa ja eksponenttifunktion tarkeimpia omi-
naisuuksia. Tyon tavoitteena on antaa lukijalle syvallinen katsaus eksponenttifunktion kahteen méaaritelmaén
seka perustella maaritelmien avulla eksponenttifunktion tarkeimmat ominaisuudet. Lisaksi naytetdan, etté
eksponenttifunktion tarkeimmat ominaisuudet ovat voimassa maaritelmasta riippumatta.

Luvussa 2 maaritelladn eksponenttifunktio luonnollisen logaritmifunktion k&anteisfunktiona. Logaritmi-
funktio méaritelldan integraalin avulla ja sen tarkeimmat ominaisuudet esitelldén ja todistetaan. Eksponentti-
funktion olemassaolo seka tarkeimmét ominaisuudet perustellaan logaritmifunktion ominaisuuksien avulla ja
k&énteisfunktion maéritelma& hyddyntamalla. Liséksi tutkitaan luonnollisen logaritmifunktion ja eksponentti-
funktion yhteytta toisiinsa graafisesti.

Luvussa 3 méaéritella&n eksponenttifunktio potenssisarjana. Eksponenttifunktion tarkeimméat ominaisuu-
det perustellaan suppenevien potenssisarjojen laskusaantdjen avulla. Lisaksi eksponenttifunktion jatkuvuutta
perustellaan potenssisarjan suppenemisen ja suppenemissateen avulla. Potenssisarjan avulla havainnollis-
tetaan myds, mistad eksponenttifunktiolle kaytettdva notaatio e* on johdettu.

Tyén neljannessa luvussa maaritelldan eksponenttifunktion derivaattafunktio. Logaritmifunktion kdanteis-
funktiona méaaritellylle eksponenttifunktiolle derivaattafunktio méaéritellddn kaanteisfunktion derivaatan avul-
la. Potenssisarjana mééritellylle eksponenttifunktiolle derivaattafunktio johdetaan erotusosamaéaraé hyédyn-
tden. Taman ohella tutkitaan eksponenttifunktion sileytta derivaattafunktion avulla. Eksponenttifunktion siley-
den tutkimisen yhteydessa havainnollistetaan luonnollisen logaritmifunktion ja eksponenttifunktion derivaat-
tafunktioiden kayttaytymista.
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1. JOHDANTO

Eksponenttifunktio on yksi tirkeimmistd funktioista matematiikassa. Eksponenttifunktiot ovat
oleellinen osa kompleksilukuja ja trigonometrisid funktioita késiteltdessd ja méadrittaessd. Maa-
ilman kauneimmaksi yhtiloksikin kutsuttu Eulerin identiteetti e’™ + 1 = 0 perustuu eksponentti-
funktioon [8].

Tyon tarkoituksena on madritelld eksponenttifunktio kahdella eri tavalla ja tarkastella eksponent-
tifunktion tdrkeimpii ominaisuuksia. Tyon tavoitteena on antaa lukijalle syvéllinen katsaus eks-
ponenttifunktion méiritelmiin ja tarkeimpiin ominaisuuksiin. Ty késittelee reaalisia eksponentti-
funktioita, mutta antaa hyvit ldhtokohdat myds kompleksisten eksponenttifunktioiden kisittelyyn.

Lukijalta odotetaan yliopistomatematiikan analyysin perusteiden hallintaa.

Luvussa 2 késitelldédn aluksi luonnollista logaritmifunktiota ja todistetaan sen tirkeimmit ominai-
suudet. Luonnollisen logaritmifunktion ominaisuuksien perusteella voidaan mééritelld kddnteis-

funktio, joka on eksponenttifunktio. Liséksi havainnollistetaan, mitd kiinteisfunktio tarkoittaa.

Tyon kolmannessa luvussa keskitytdin eksponenttifunktion maérittelyyn sarjakehitelmén avulla.
Luvussa perustellaan, miksi sarjakehitelméd on olemassa ja ndytetdédn, ettd eksponenttifunktioin

tarkeimmit ominaisuudet toteutuvat silloinkin, kun késitelldin potenssisarjoja.

Neljannessd luvussa tarkistellaan eksponenttifunktion derivaattafunktiota. Lukijalle osoitetaan ja
perustellaan, miten derivaattafunktio muodostetaan ja miksi se on olemassa. Tadmén ohessa késitel-
laan eksponenttifunktion sileyttd. Funktion sileydelld kuvataan funktion jatkuvaa derivoituvuutta

[4]. Yhteenvedossa kootaan yhteen tarkeimmat tulokset ja niihin liittyvit pohdinnat.



2. MAARITELMA LOGARITMIFUNKTION AVULLA

Mairitelldan eksponenttifunktio hyddyntiden luonnollista logaritmifunktiota. Oletetaan integraalin

ominaisuudet tunnetuiksi. Protter [6] méirittelee luonnollisen logaritmifunktion integraalin avulla.

Madéritelma 2.1. Olkoon x positiivinen reaaliluku. Luonnollinen logaritmifunktio In mééritelldan

integraalin avulla.

In(x) = /xldt @2.1)
1t

Analyysin peruslauseen avulla voidaan tarkemmin tutkia ja perustella méiritelméin 2.1 mukai-
sen luonnollisen logaritmifunktion ominaisuuksia. Analyysin peruslause esitelldéan Protterin [6]

teoksessa.

Lause 2.2. Olkoon funktio f jatkuva suljetulla vililld [a, b]. Mddritellddn funktion f integraali-
funktio F:

F(x) = /Cf(t)dt.

Talloin funktio F on jatkuva suljetulla vdlilld [a, b] ja derivoituva kaikissa pisteissd c, jotka ovat

suljetulla vdlilli [a, b]

2.1 Luonnollisen logaritmifunktion ominaisuudet

Leblin [3] teoksessa on méadritelty luonnolliselle logaritmifunktiolle ominaisuuksia, joiden avulla

voidaan perustella logaritmifunktion olemassaolo.

Lause 2.3. Funktio In(x) on olemassa, jos se toteuttaa ehdot:
. Funktion In(x) mddrittelyjoukko on (0, ).

. In(1) = 0.

X

1

2

3. Funktio In(x) on derivoituva mddrittelyjoukossaan ja % In(x) =+
4. Funktio In(x) on aidosti kasvava.

5

. Funktion In(x) maalijoukko on reaalilukujen joukko R ja

lim In(x) = —oc0 ja lim In(x) = oo.
x—0 X—00

6. Funktio In(x) on bijektio.



7. Kaikilla luvuilla x ja y, jotka kuuluvat avoimelle vilille (0, c0) on voimassa
In(xy) = In(x) + In(y).

8. Jos luku g on rationaaliluku ja x > 0, niin In(x9) = g In(x).

Todistetaan, ettd luonnollisen logaritmifunktion miiritelméssd 2.1 esiintyvélld integraalilla on
lauseen 2.3 ehdoissa midritetyt ominaisuudet. Todistamista varten otetaan kiyttoon merkintd mia-

ritelméssi 2.1 esitellylle integraalille.
*1
L(x) =1In(x) = / " dt. 2.2)
1

Lauseen 2.3 ensimmaéinen ja kolmas ehto voidaan todistaa hyddyntamélld analyysin peruslausetta
2.2.

Todistus. Merkitdan [(f) = % Funktio L(x) (2.2) on mééritelty funktion /(¢) midrittynd integraa-
lina. Funktio /(#) on mééritelty kaikkialla paitsi kohdassa ¢ = 0. Rationaalifunktiona funktio /()
on jatkuva koko méérittelyjoukossaan eli kaikkialla paitsi kohdassa ¢ = 0.

Tutkitaan nyt suljettua vilid [x, 1], jossa 0 < x < 1. Funktio /(¢) on jatkuva kyseiselld suljetulla
vililld, koska se ei sisélld pistettd + = 0. Morganin [5] mukaan suljetulla vélilld jatkuva funktio on

integroituva. Téten suljetulla vililld [x, 1], jossa 0 < x < 1, funktio /(¢) on integroituva.

Vastaavasti suljetulla vililld [1, co] funktio /(z) on jatkuva, koska se ei sisdlld pistettd ¢ = 0. Koska
kyseessd on suljettu vili ja funktio /(¢) on jatkuva tilld vililld, voidaan Morganin [5] mukaan

todeta, ettd funktio /(¢) on integroituva suljetulla vililla [ 1, co].

Integraalifunktio L(x) (2.2) on siis hyvin midritelty suljetuilla vileilld [1,c0] ja [x, 1], jossa
0 < x < 1. Analyysin peruslauseen 2.2 mukaan funktio L(x) on jatkuva suljetuilla véleilld [1, oo]
ja [x,1], jossa 0 < x < 1. Liséksi analyysin peruslauseen 2.2 nojalla funktio L(x) (2.2) on
derivoituva kaikissa pisteissd ¢, jotka sijaitsevat edelld mainituilla vileilld. Téten siis funktiolla

L(x) on ehdon 1 mukainen méérittelyjoukko ja se on derivoituva méérittelyjoukossaan.

Analyysin peruslauseen (2.2) avulla saadaan suoraan laskemalla osoitettua funktion L(x) (2.2)

derivaatta L' (x).
d d [*1 1
L'(x)=—L(x)=— [ —dit=-

) dx ) dx /1 t

X

O]

Lauseen 2.3 ehdon 3 tuloksesta seuraa, ettd ehto 4 toteutuu my6s. Ehdossa 3 maéritelty derivaatta-
funktio L’ (x) = % saa vain positiivisia arvoja maérittelyjoukossaan. Koska derivaattafunktio L’ (x)
saa vain positiivisia arvoja, on se aidosti kasvava funktio.

Lauseen 2.3 ehto 2 voidaan todeta suoraan laskemalla hyodyntien mairdtyn integraalin ominai-

S|
L(l):/ —dtr=0
1t

suuksia.



Lebl [3] todistaa lauseen (2.3) seitsemidnnen ehdon suoraan laskemalla hyodyntden integraalin

perusominaisuuksia:

Todistus. Tutkitaan integraalia L(x) (2.2) ja tehddidn muuttujanvaihto ¢ = yt. Tall6in % =yja

madrityn integraalin alaraja y ja yldraja xy.

xq Xy
L(x):/ —dt:/ Y ar
1t y Cc
xy dc Xy q
L(x)=/ idt=/ —dc
y € y ¢

Integraalin laskusédédntdjen avulla saadaan haluttu lopputulos:

dc

Sijoitetaan y = 7.

xy y
L(x) = '/1 %dc - ‘/1 %dc = L(xy) — L(y)
Eli L(xy) = L(x) + L(y) O

Todistetaan lauseen 2.3 viides ehto arvioimalla funktiota L(x) (2.2) ylos- ja alaspdin sekd hyodyn-

tdmailld Arkhimedeen lausetta [3].

Todistus. Olkoon ¢ jokin kokonaisluku suljetulta valiltd [1, 2]. Leblin mukaan [3] téll6in on selvia,

ettd 1/t > 1/2. Tamén nojalla voidaan my0s todeta, etté

2 2
1 1 1
L(2) = —dt > ===
@=f qaz [ 5=
Lebl [3] hyddyntdd lauseen (2.3) ehdossa 7 esiteltyd ominaisuutta:
L2")=L(2-2---2)=L2)+---+L(2) =nL(2). 2.3)
Olkoon luku n epéanegatiivinen kokonaisluku. On selvad, ettd
1
L(2") =nL(2) > L(2) > ok 2.4)

Olkoon y jokin positiivinen reaaliluku. Epdyhtdlon (2.4) nojalla L(2") > 0. Télloin Arkhimedeen
lauseen mukaan on olemassa epinegatiivinen kokonaisluku 7, joka toteuttaa epayhtdlon L(2") =
nL(2) > y [3]. Lebl [3] toteaa jatkuvien funktioiden viliarvolauseen nojalla, ettd funktio L(x) saa
arvot vililtd (0, o), kun luku x valitaan vililtd (1,2"). Viliarvolauseen mukaan funktio L(x) saa
tietyssé pisteessd ¢, joka kuuluu vilille (1,2"), arvon y. Kun luku 7 kasvaa, ldhestyy tarkastellun

vilin ylédraja dédretontd. Lebl [3] médrittelee x > 2" ja ndyttdd, ettd

lim L(x) > lim L(2") = co.
X—00 n—oo



Lebl [3] tutkii toista raja-arvoa méadrittelemalld L(x) = —L(%) ja merkitsemélld x = 27":

1
lim L(x) = lim —L (—) = lim —L(x) = —o0
x—0 x—0 X X—00
Téten siis molemmat lauseen 2.3 raja-arvot ovat tosia ja funktion L(x) maalijoukko on koko

reaalilukujen joukko. ]

Todistetaan vield funktio L(x) (2.2) bijektioksi lauseen (2.3) ehdon 6 tayttamiseksi. Jotta funktio
on bijektiivinen, on sen oltava seké injektio ettd surjektio[S]. Funktio L(x) (2.2) voidaan todeta

injektioksi, koska se on aidosti kasvava. Téten todistettavaksi jda surjektiivisuus.

Todistus. Jatkuvien funktioiden viliarvolauseen nojalla funktio L(x) saavuttaa kaikki arvot vililtd
(—00, 00), kun luku x valitaan médrittelyjoukosta (0, co) [3]. T&ll6in siis kuva-avaruus on sama

kuin maalijoukko. Funktio L(x) on siis surjektio. O
Lauseen 2.3 kahdeksas ehto voidaan todistaa hyddyntamaéllé jo aiemmin esiteltyd yhtilod (2.3).

Todistus. Todistetaan ensin, ettd lauseen 2.3 kahdeksannen ehdon yhtilo pétee, kun luku g on
positiivinen tai negatiivinen kokonaisluku. Kun luku ¢ on positiivinen kokonaisluku, pitee jo

aiemmin kéytetty yhtélo (2.3), jossa luku n on epénegatiivinen kokonaisluku.

Tarkastellaan nyt tilannetta, jossa eksponentti on negatiivinen. Merkitdan x~g = xlq jossa g on

positiivinen kokonaisluku. Leblin [3] mukaan L(x) = —L(%). Hyodyntdmalla tété tietoa saadaan:

L(x?) =L (}%) =—L(x?) = —gL(x)

Lopuksi olkoon luvut a ja b kokonaislukuja ja luku ¢ rationaaliluku, joka miiritellddan lukujen a ja
b osamiirini %. Lisédksi médritelldén, ettd b # 0. Protterin [6] mukaan tdlloin voidaan miiritelld,
ettiy = xb. Tistd seuraa, ettid x = y?. Koska jo aiemmin on niytetty, etti lauseen 2.3 kahdeksannen

ehdon yhtilo pitee kokonaisluvuilla, méirittelee Protter [6] seuraavat yhtalot:

L(y®) =bL(y) = L(x)

ja
x“=x

SN

= ()b =y"
Hyodyntdmalld edelld esiteltyjd yhtdloita, Protter [6] ndyttaa, ettd lauseen 2.3 kahdeksannen ehdon
yhtélo pétee rationaaliluvuille.

L(x°) = L(y) = aL(y)

Sijoitetaan L(y) = Léx)

L(x¢) = %L(x) = ¢L(x)



2.2 Logaritmifunktion kadanteisfunktio

Logaritmifunktion kiénteisfunktio voidaan perustella lauseen 2.3 kuudennen ehdon avulla. Alipran-

tis ja Burkinshaw [1] méirittelevit yhteyden funktion bijektiivisyyden ja kddnteisfunktion vilille.

Lause 2.4. Jos funktio f : X — Y on bijektio, niin jokaiselle luvulle y joukosta Y on olemassa
luku x joukosta X, joka toteuttaa yhtilon f(x) = y. Talloin on olemassa funktio f~' : Y — X,
joka mddritelléiidin f~'(y) = x, kun f(x) = y. Funktio f~" on funktion f kéidnteisfunktio

Koska aiemmin todettiin, ettd luonnollinen logaritmifunktio (2.1) on bijektio, voidaan lauseen 2.4

nojalla todeta, ettd luonnollisella logaritmifunktiolla on kiénteisfunktio.

Protter [6] midrittelee eksponenttifunktion luonnollisen logaritmifunktion 2.1 kiinteisfunktiona.

Maiéritelma 2.5. Logaritmifunktion (2.1) kédénteisfunktio on eksponenttifunktio. Eksponenttifunk-

tiota merkitddn exp(x).

Leblin [3] teoksessa on mééritelty eksponenttifunktion ominaisuuksia, joiden avulla voidaan pe-
rustella eksponenttifunktion yksikisitteisyys ja olemassaolo. Lebl antaa ehdot eksponenttifunktion

madrittely- ja maalijoukolle.

Lause 2.6. Eksponenttifunktion mddrittelyjoukko on koko reaalilukujen joukko R. Eksponentti-

funktion maalijoukko on avoin vili (0, o)

Todistetaan nyt lauseen 2.6 vdite.

Todistus. Lauseen 2.3 mukaan luonnollisen logaritmifunktion méérittelyjoukko on avoin vili
(0, ) ja maalijoukko koko reaalilukujen joukko R. Lisiksi saman lauseen mukaan luonnolli-
nen logaritmifunktio on bijektio. Lauseessa 2.4 on maédritelty funktiolle, joka on bijektio, sen

kéinteisfunktion méirittely- ja maalijoukko.

Mairitelmin 2.5 mukaan eksponenttifunktio on luonnollisen logaritmifunktion (2.1) kdidnteisfunk-
tio. Télloin lauseen 2.4 nojalla eksponenttifunktion méirittelyjoukko on luonnollisen logaritmi-
funktion maalijoukko eli koko reaalilukujen joukko R. Vastaavasti lauseen 2.4 mukaan eksponent-

tifunktion maalijoukko on luonnollisen logaritmifunktion maalijoukko eli avoin vili (0,00). [

Erityisesti siis lauseen 2.3 toinen ehto pitee eksponenttifunktiolle péinvastaisesti lauseen 2.4
mukaan.
exp(0) = 1,kunln(1) = 0. (2.5)

Kuvasta 2.1 havaitaan, kuinka eksponenttifunktio kéyttdytyy peilikuvan tavoin verrattuna luonnol-
liseen logaritmifunktioon. Yhtdlossd (2.5) esitetty eksponenttifunktion yhteys luonnolliseen loga-
ritmifunktioon on esitetty kuvassa 2.1 graafisesti. Kuvasta selkedsti nahdéén, ettd logaritmifunktion

(2.1) arvo on sama kuin eksponenttifunktion 2.5 argumentti.
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Kuva 2.1. Luonnollinen logaritmifunktio ja eksponenttifunktio (mukaillen Protter [6]).

2.3 Kaanteisfunktioiden tulo ja potenssiin korotus

Protterin [6] teoksessa mééritellddn eksponenttifunktioiden tulo.

Madéritelma 2.7. Olkoon luvut x ja y reaalilukuja. Tall6in on voimassa

exp(x) - exp(y) = exp(x +y).

Naytetddn, ettd madritelma 2.7 on voimassa, kun eksponenttifunktio on mééritelty luonnollisen

logaritmifunktion kéinteisfunktiona.

Todistus. Olkoon luvut x ja y reaalilukuja. Miiritelmén 2.5 mukaan eksponenttifunktio on luon-
nollisen logaritmifunktion kéédnteisfunktio. Olkoon luvut a ja b sellaisia positiivisia reaalilukuja,

ettd exp(x) = a jaexp(y) = b. Lauseen 2.4 nojalla
In(a) = [n(exp(x)) = x ja In(b) = In(exp(y)) = y. (2.6)

Tarkistellaan funktiota exp(x + y). Molemmat luvut x ja y voidaan ilmoittaa Leblin [3] mukaan

logaritmifunktion avulla hyddyntden yhtéldita (2.6).

exp(x +y) = exp(In(a) +In(b))



Lauseen 2.3 mukaan logaritmifunktioille on voimassa
In(ab) = In(a) + In(b).
Télloin voidaan merkitd
exp(x +y) = exp(In(a) + In(b)) = exp(In(ab)).
Lauseen 2.4 nojalla voidaan todeta, ettd exp(In(ab)) = ab.

exp(x +y) = exp(In(a) +In(b)) = exp(In(ab)) = ab = exp(x) exp(y).

Protterin [6] teoksessa mééritellddn eksponenttifunktion potenssiin korotus.

Miaritelma 2.8. Olkoon luku x reaaliluku ja luku ¢ rationaaliluku. Téll6in pétee
exp(x?) = (exp(x)).

Todistetaan, ettd madritelma 2.8 patee, kun eksponenttifunktio on mééritelty luonnollisen logarit-

mifunktion kdinteisfunktiona.

Todistus. Olkoon luku x reaaliluku ja luku ¢ rationaaliluku. Eksponenttifunktio exp(x) on méé-
ritelmén 2.5 mukaan luonnollisen logaritmifunktion kidinteisfunktio. Olkoon luku y positiivinen
reaaliluku. Médritelmén 2.4 mukaan In(y) = x, kun exp(x) = y. Leblin [3] mukaan tdlldin on

voimassa

exp(gx) = exp((gIn(y)).

Lauseessa 2.3 todettiin, ettd luonnolliselle logaritmifunktiolle on voimassa
In(y?) = g In(y). 2.7
Leblin [3] mukaan voidaan yhtilod (2.7) hyddyntéen todeta, ettd
exp(gx) = exp((gIn(y)) = exp(In(y?)).
Lauseen 2.4 nojalla voidaan todeta, ettd

exp(gx) = exp((¢gIn(y)) = exp(In(y?)) = y7 = (exp(x))?.



3. MAARITELMA SARJAKEHITELMAN AVULLA

Mairitellddn sarjakehitelmidnd, Morgan Maidritellddn e, Morgan / Rudin Summa, jonka avulla
saadaan osoitettua Lause 2.6 eli midrittelyjoukko sekd maalijoukko. Voidaan myos nayttdd, miksi

e* pateva merkintd

Eksponenttifunktio voidaan mééritelld hyddyntiden potenssisarjoja. Morgan [5] méérittelee teok-

sessaan eksponenttifunktion.

Miaritelma 3.1. Olkoon luku x reaaliluku. Eksponenttifunktio on tédlldin potenssisarja
[ xn
exp(x) = Z g
n=0

Potenssisarjan avulla voidaan helposti laskea numeerisia arvoja eksponenttifunktiolle. Rudin [8]

madrittelee liséksi erikseen tilanteen, jossa luku x on nolla.

Miaritelma 3.2. Olkoon eksponenttifunktio exp(x) maéritelmén 3.1 mukainen potenssisarja. Kun

muuttujan x arvo on nolla, saa eksponenttifunktio arvon yksi.

[

exp(0) = Z Z—Y: =1

n=0

Morganin [5] teoksessa esitetddn, ettd vakio e voidaan mééritelld potenssisarjan avulla 3.1 numee-

risesti.

Madéritelma 3.3. Vakio e voidaan médritelld eksponenttifunktion 3.1 avulla, kun valitaan muuttujan

x arvoksi yksi.

[Se]

o 17 1
e:eXp(l):Z)H:Z;)a‘
n=| n=|

Numeerisesti vakiolle e saadaan arvoksi e = exp(1) =~ 2,718....

3.1 Potenssisarjan suppeneminen ja jatkuvuus

Mairitelmissé 3.1 eksponenttifunktio médriteltiin potenssisarjana. Tutkitaan nyt, suppeneeko po-
tenssisarja. Potenssisarjan suppenemista voidaan tutkia suhdetestin avulla. Morgan [5] médrittelee

suhdetestin.
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Mairitelmé 3.4. Olkoon sarja )., a, ja sarjan jasenien osamédrin raja-arvo ddrettomyydessd

an+1
dan

p = lim

n—oo

Jos p > 1, sarja hajaantuu. Jos p < 1, sarja suppenee itseisesti. Jos p = 1 tai raja-arvoa ei ole

olemassa, testin avulla ei voi olla varmoja suppeneeko sarja vai hajaantuuko sarja.

Todistetaan nyt, ettd midritelmén 3.1 mukainen potenssisarja suppenee itseisesti.

Todistus. Tutkitaan sarjaa exp(x) = X7 fl—': Tarkistellaan suhdetestin 3.4 avulla, suppeneeko
sarja.
xn+l
T (n+1)!
L

n!

Sievennetddn ja saadaan

xn! 1
Pt n!(n+1)‘ nﬂﬂom‘(ml)‘ G-
Koska p < 1, suppenee sarja itseisesti médritelmén 3.4 nojalla. O

Morganin [5] teoksessa esitelldin midritelmé suppenemissiteelle.

Mairitelmé 3.5. Olkoon potenssisarja muotoa ), a,x". Potenssisarjalla on suppenemissidde
0 < R < o0, joka midrittdd ne luvut x, joilla potenssisarja suppenee. Kun |x| < R, sarja suppenee
itseisesti. Kun |x| > R, sarja hajaantuu. Kun x = £R, sarja voi olla suppeneva itseisesti, ehdollisesti

tai sarja voi hajaantua.

Liséksi Morganin [S5] mukaan potenssisarja suppenee tasaisesti suppenemissiteen muodostamilla

suljetuilla vileilld [—-R, R] ja on derivoituva termeittdin samaisella vélilld.

Suhdetestin avulla todettiin jo aiemmin, ettd eksponenttifunktio 3.1 suppenee itseisesti. Yhtdlosti

(3.1) huomataan, ettd suppeneminen ei ole riippuvainen muuttujan x arvosta, koska termi |

1
(n+1) ‘
lahestyy nollaa. Muuttuja x voi siis olla mikd tahansa reaaliluku eli tdlloin suppenemissidde on

R = c0.

Koska suppenemissidde R = oo, suppenee eksponenttifunktio 3.1 tasaisesti mielivaltaisesti valituilla
suljetuilla vileilld koko reaalilukujen joukossa [5]. Samaisilla vileilld eksponenttifunktio 3.1 on
termeittdin derivoituva eli eksponenttifunktio on derivoituva koko reaalilukujen joukossa. Koska
eksponenttifunktio 3.1 on derivoituva koko reaalilukujen joukossa, on sen oltava jatkuva funktio

koko reaalilukujen joukossa.

3.2 Potenssisarjojen tulo

Rudinin [7] mukaan kahden suppenevan potenssisarjan tulo voidaan ilmoittaa omana potenssisar-

janaan.
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Miiritelmé 3.6. Olkoon potenssisarjat ), a, ja 2., b, suppenevia. Tilléin on olemassa sarja

cn, joka médritellddn sarjojen a, ja b,, tulona.

o k
Cn = aibi_;
k=0 i=0

Hyodyntimalld médritelméd 3.6, voidaan laskea eksponenttifunktioiden tulo, koska eksponentti-
funktion méiirittelema potenssisarja 3.1 suppenee itseisesti[8]. Luvussa 2 méériteltiin eksponent-
tifunktioiden tulolle kaava. Niytetddn nyt, ettd médritelmé 2.7 on voimassa potenssisarjan avulla
madritellylle eksponenttifunktiolle.

r

Todistus. Olkoon kaksi itseisesti suppenevaa potenssisarjaaexp(x) = 3" fl—',l jaexp(y) =X,

Tarkistellaan ndiden potenssisarjojen tuloa ja hyddynnetidén mééritelmén 3.6 kaavaa.

n m ©0

s k  n k-n
exp(x) exp(y) = = N = Z%(ky_n),

n=0 m=0 k=0 n=0

Kerrotaan yhtilo termilld % ja saadaan

o k
1 k! _
k=0n=0 """ ’

Siirretdédn termi % ensimmadisen summan ulkopuolelle ja saadaan

00 k
1 k! _
k=0 " n=0 " ’

Hy6dynnetidin binomikaavaa ﬁx”yk‘" = (x+y)k [4].
exp(x) exp(y) = ) 17 (v + )" = exp(r+y)

k=0

On siis ndytetty, ettd exp(x) exp(y) = exp(x + y). O

Naytetéddn vield, ettd eksponenttifunktioiden tulon mééritelma 2.7 toimii, vaikka tulontekijoiti olisi

useampi kuin 2.

Todistus. Todistetaan induktiivisesti, ettd maidritelmidn 2.7 kaava eksponenttifunktioiden tulolle
toimii, jos tulontekijoitd on n > 2 kappaletta. Olkoon x ja y reaalilukuja. Eksponenttifunktioille

exp(x) ja exp(y) pitee madritelmén 2.7 nojalla
exp(x) exp(y) = exp(x +y).
Luku y voidaan ilmoittaa summana a + b. Télldin eksponenttifunktioiden tulo saa muodon

exp(x) exp(y) = exp(x) exp(a + b) = exp(x) exp(a) exp(b) = exp(x +a) exp(b) = exp(x +a+Db).
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Niahdédn, ettd eksponenttifunktioiden tulolle méiritelty kaava toimii, kun tulontekijoiti on kolme.
Nyt ilmoitetaan luku y lukujen c; ... c,4+; summana, jolloin tulontekijoitd on n + 1 kappaletta.

Talloin eksponenttifunktioiden tulo on
exp(x)exp(a+cy+---+cn1) = exp(x) exp(a) exp(cy + -+ - + Cns1)

Jatkamalla eksponenttifunktion sisilld olevasta summasta yksittdisten termien poimimista tulonte-

kijoiksi saadaan

exp(x) exp(a +c1 +- -+ +cpy1) = exp(x) exp(a) exp(cy) - - - exp(cns1)-
exp(x) exp(a+ci+: - -+cpe1) = exp(x) exp(a) exp(cy) - - - exp(cns1) = exp(x+a) exp(cy) - - - exp(cn+1)
Jatketaan kaavaan 2.7 hyodyntamista tulontekiji kerrallaan ja saadaan
exp(x)exp(a+ci+---+cpe1) =exp(x +a)exp(cy) ---exp(cps1) =exp(x+a+ci+--++cntl).
Niahdéén siis, ettd médritelmén 2.7 kaava toimii, vaikka tulontekijoité olisi useampi kuin kaksi. [J

Rudin [7] nostaa teoksessaan esiin myos erikoistapauksen, joka seuraa madritelmistd 2.7. Kun x

on miké tahansa reaaliluku, niin
exp(x) exp(—x) = exp(x —x) = exp(0) = 1.

Tésti seuraa, ettid eksponenttifunktio on eri suuri kuin nolla kaikilla reaaliluvuilla x [7].

3.3 Eksponenttifunktio vakion ¢ avulla

Madritelmissd 3.3 todettiin, ettd vakio e saadaan madriteltyd eksponenttifunktion avulla laske-
malla sen arvo, kun x = 1. Rudinin [7] mukaan eksponenttifunktiolle voidaan mééritelld toinen
esitysmuoto tarkistelemalla lauseketta exp(x; + ...x,) = exp(x;) - --exp(x,), jossa luku n on

positiivinen kokonaisluku. Méérittelemalld x; = - - - = x,, = 1 saadaan
exp(n-1) =exp(l1+---+1)=exp(l)---exp(1l) = (exp(1))".
Maiéritelméin 3.3 mukaan voidaan siis todeta
exp(n) = (exp(1))" = e". (3.2)
Niytetddn erikseen, ettd yhtdlo (3.2) on voimassa, kun luku » on rationaalinen tai negatiivinen.

Todistus. Olkoon luku g = g rationaaliluku ja luvut p ja d positiivisia kokonaislukuja. Rudinin
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[7] mukaan, tdlloin on voimassa

(exp(g))? = exp(q) - - - exp(q).

Potenssien laskusdintojen perusteella tulontekijoitd on d kappaletta. Talloin méaaritelméin 2.7 no-

jalla
(exp(g))? = exp(q) - - - exp(q) = exp(qd) = eXP(gq) = exp(p).

Koska luku p on positiivinen kokonaisluku, voidaan Rudinin [7] mukaan merkiti
(exp(9))? = exp(p) = e”.
Potenssien laskusiintojen sekd molempien puolien korottaminen potenssiin 5 avulla saadaan
P
exp(g) = e = et

On siis ndytetty, ettd exp(g) = ¢4, kun luku ¢ on rationaalinen.

Olkoon luku a positiivinen reaaliluku. Téll6in yhtilon (3.2) mukaan

1 -
exp(—a) = =ea
exp(a)
Huomataan, ettéd yhtélo (3.2) on voimassa my0s negatiivisille reaaliluvuille. 0

Koska yhtilo (3.2) pitee kaikille reaaliluvuille, voidaan sen avulla mééritelld eksponenttifunktio

ja kdyttdd merkintdd e* merkinnén exp(x) sijasta [8].

3.4 Eksponenttifunktion maarittely- ja maalijoukko

Luvussa 3.1 todettiin, ettd potenssisarjan avulla mééritelty eksponenttifunktio 3.1 on jatkuva koko
reaalilukujen joukossa, koska se on derivoituva koko reaalilukujen joukossa. Tamén perusteella

voidaan siis todeta, ettd eksponenttifunktion 3.1 médérittelyjoukko on koko reaalilukujen joukko R.

Luvussa 3.2 todettiin, ettd eksponenttifunktio ei voi saada arvoa nolla, koska yhtélo 3.2 on voi-
massa. Eksponenttifunktion madritelméastd 3.1 seuraa suoraan, ettd eksponenttifunktio saa vain
positiivisia arvoja, kun luku x on positiivinen [7]. Kun luku x on nolla, mééritelmén 3.2 mukaan
eksponenttifunktio saa arvon yksi. Kun tarkistellaan negatiivisia lukuja, voidaan yhtilon (3.2)

avulla nayttia, ettd
1

exp(x)

Yhtilostd (3.4) huomataan, ettd jos luku x on negatiivinen, on eksponenttifunktion arvo positiivi-

exp(x) exp(—x) = 1 & exp(—x) =

nen, koska aiemmin on todettu, ettd exp(x) > 0, kun x > 0. Voidaan siis todeta, ettd eksponentti-

funktio 3.1 saa vain positiivisia arvoja.

Tutkitaan vield erikseen raja-arvot. Kun luku x ldhestyy ddretontd, niin potenssisarjan 3.1 termit

kasvavat rajatta eli eksponenttifunktion arvo ldhestyy daretontd [7]. Tutkittaessa tilannetta, jossa x



lahestyy negatiivista ddrettomyyttd, voidaan hyodyntaa yhtélod (3.4) [7].

lim exp(x) = lim exp(—x) = lim =
X——00 X—00 X—00 exp(x)

Eksponenttifunktio 3.1 arvot ldhestyvit nollaa, kun luku x 1dhestyy negatiivista ddrettomyytta.

Voidaan siis todeta, ettd eksponenttifunktion 3.1 maalijoukko on (0, o).

14
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4. EKSPONENTTIFUNKTION DERIVAATTA

Derivaatta voidaan yksinkertaisimmillaan mééritelld erotusosaméirin avulla [2].

Mairitelma 4.1. Olkoon joukko 7 luvun xg erds naapurusto ja funktio f : I — R derivoituva tissa

naapurustossa. Olkoon luku x jokin joukon / luku. Funktion f derivaatta pisteessd xo on

'(x0) = tim LS00 (.0

Mairitelmissé 4.1 annettu yhtilo 4.1 voidaan Littlen et al. [4] mukaan ilmoittaa myos muodossa

f(xo+h) — f(xo)
- .

f(x0) = lim 4.2)

Rudin [8] médrittelee eksponenttifunktion derivaatan teoksessaan.

Madiritelmi 4.2. Eksponenttifunktion exp(x) = e* derivaattafunktio on

exp’(x) = e*.

Tarkistellaan vield erikseen, padadytidénko samaan tulokseen eksponenttifunktion eri miéritelmien

avulla.

4.1 Potenssisarjan derivaatta

Madritetdadn eksponenttifunktion derivaatta, kun eksponenttifunktio on mééritelty potenssisarjana
3.1. Kéytetddn derivaatan maaritelmaa 4.1 ja yhtdlod (4.2). Rudinin [8] mukaan derivaattafunktio

on tillloin erotusosamairi

exp(x + h) — exp(x)
- .

’ — 1
exp’(+) = lim
Kaéytetddn eksponenttifunktioiden tulon kaavaa 2.7 ja saadaan

exp(x) exp(h) — exp(x)
h

exp’(x) = lim = exp(x) Jim =
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Sijoitetaan eksponenttifunktion exp(/) paikalle miéritelmén 3.1 mukainen potenssisarja.

co h"
h)—1 > hT
exp’(x) = exp(x) lim % = exp(x) lim Zn—OTn'

Potenssisarjan ensimmadinen termi on nolla, koska % = 1. Muokataan lauseketta suorittamalla
o  h" 1= Zoo h"

osoittajassa oleva vihennyslasku eli 3. " 7 nel T

oo h" oo h" o)

exp’(x) = exp(x) lim =2 — = exp(x) Jim == = exp(x) Jim >
n=1

hn—l
n!

Sarjan ensimméiinen termi on luku yksi, joten se voidaan ottaa sarjasta erilleen. Tdlloin

Z p 1+

n=1 n=1

=

3

L
Il

[
~~~
S

+ | =
—
N—"

Edelleen voidaan ottaa termi / ulos sarjasta, jolloin saadaan

[

& L hn—l & W
1+ L g ay ey
+;(nn)! * ;(rml)! * ;)(mz)!

Sijoitetaan ndmd derivaattafunktioon.

n

exp’(x) = exp(x) }1112}) 1+h Z
n=0

(n+2)!
Kolmioepédyhtidlon avulla voidaan todeta, ettd
> g < 2 < e
“ (n+2)! 4 n!

Sarja 3,7
kuin e!”!, joka lihestyy lukua yksi, kun luku % lihestyy nollaa. Vastaavasti kun luku / lihestyy

%’ on kolmioepéyhtédlon nojalla rajoitettu: Sarja on aina pienempi tai yhtd pieni

nollaa, on tulon A 377 (nhTr;), lahestyttidvad nollaa. Téstd saadaan, ettid

n

(n+2)!

exp’(x) = exp(x) illlil’(l) L+h Z =exp(x)(1 +0) = exp(x).
n=0

Eksponenttifunktion derivaatta on siis eksponenttifunktio itse.

4.2 Logaritmifunktion kdanteisfunktion derivaatta

Madritellddn eksponenttifunktion derivaatta, kun eksponenttifunktio on mééritelty logaritmifunk-
tion kédnteisfunktiona 2.5. Leblin [3] mukaan derivaattafunktio voidaan méiiritelld hyodyntiden

kaanteisfunktion derivaattaa. Lebl [3] maarittelee teoksessaan kddnteisfunktion derivaatan.

Mairitelma 4.3. Olkoon A ja B reaalilukuvilejd. Jos funktio f : A — B on aidosti jatkuva
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bijektio ja derivoituva reaalilukuvilille A kuuluvassa pisteessé x sekd derivaatan arvon kéédnteisluku
pisteessi x on eri suuri kuin nolla, on tilloin kiznteisfunktio f~! derivoituva pisteessd y = f(x).

Kiinteisfunktion derivaatta (f~')’ on
1
) )

Jos funktio f on jatkuvasti derivoituva ja derivaattafunktio f’ on aina eri suuri kuin nolla, niin

(fF' ) =

kiidnteisfunktio f~! on jatkuvasti derivoituva.

Tarkistellaan nyt midritelméin 2.5 mukaista eksponenttifunktiota. Luvun 2 lauseessa 2.3 miri-
teltiin, ettd luonnollinen logaritmifunktio on aidosti jatkuva bijektio ja se on derivoituva koko

madrittelyjoukossaan. Miéritelmin 2.3 mukaan luonnollisen logaritmifunktion derivaatta on

4 In(x) =In"(x) = 1 (4.3)
dx X

Vastaavasti logaritmifunktion derivaatan kéédnteisluku on

1 1

—— ==X 4.4
’ 1

In"(x) 1

Logaritmifunktion derivaattafunktiosta (4.3) ndhdéén, ettd sen on oltava aina eri suuri kuin nolla

mairittelyjoukossaan, joka on lauseen 2.3 mukaan positiivisten reaalilukujen joukko. Derivaat-

tafunktio on siis olemassa kaikissa madrittelyjoukon pisteissd. Madritelmén 4.3 ehdot tayttyvit

luonnollisen logaritmifunktion tapauksessa. Leblin [3] mukaan eksponenttifunktion derivaatta pis-

teessd x hyodyntiden mééritelméaa 4.3 on

1
In’(exp(x))

exp(x)

exp’(x) = = exp(x) (4.5)
Eksponenttifunktion derivaattafunktio on siis eksponenttifunktio itse. Koska eksponenttifunktio
saa vain positiivisia arvoja lauseen 2.6 mukaan, on eksponenttifunktion derivaattafunktio (4.5)

madritelty kaikilla reaaliluvuilla x.

4.3 Funktion sileys

Morganin [5] teoksessa todetaan, ettd potenssisarja, joka suppenee aina kaikilla reaaliluvuilla, on
jatkuvasti derivoituva. Luvussa 3.1 todettiin, ettd eksponenttifunktiolla suppenemissidde on dédreton

eli se suppenee kaikkilla reaaliluvuilla. Little et al. [4] médrittelee teoksessaan siledn funktion.

Miaritelma 4.4. Funktio f on siled vililld /, jos kaikissa vélin / pisteisséd x funktio f on jatkuvasti

derivoituva eli kaikille positiivisille kokonaisluvuille kX on olemassa derivaattafunktio £ (x).

Nyt eksponenttifunktion tapauksessa huomataan, ettd méaritelmé 4.4 toteutuu, koska derivaatta-
funktio on funktio itse ja tdlloin se on selvidsti jatkuvasti derivoituva. Jatkuvasti derivoituvuus

voidaan perustella myos kiddnteisfunktion derivaatan mairitelmin 4.3 avulla. Méaritelméan mukaan
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eksponenttifunktion on oltava jatkuvasti derivoituva, koska sen kidnteisfunktio eli luonnollinen
logaritmifunktio on jatkuvasti derivoituva ja sen jokaisen kertaluvun derivaatta on eri suuri kuin

nolla. Logaritmifunktion ensimmaisen kertaluvun derivaatta on
() L_
In'*V(x)=—-=x"".
X
Jos luku & on positiivinen kokonaisluku, on luonnollisen logaritmin kertaluvun k derivaatta
In® (x) = (=D "k - DIx7*.

On siis selvid, ettd myos luonnollinen logaritmifunktio on jatkuvasti derivoituva maérittelyjoukos-

saan ja titen kyseessd on siled funktio.

——exp(x) ==y

log(x) ==y

y = exp/(0)x+1

o Leikkauspiste (0,1)
y = In'(1)(x-1)

. L (1.0)

1
A 05 o 0s 1 15 2 25 3

Kuva 4.1. Eksponenttifunktio ja luonnollinen logaritmifunktio sekd niiden tangenttisuorat.

Kuvasta 4.1 huomataan, ettd tangenttisuoran y = exp’(0)x + 1 kulmakerroin on sama kuin tangent-
tisuoran y = In’(1)(x — 1). Eksponenttifunktion sekd luonnollisen logaritmifunktion derivaatta-

funktiot méairittelevit kyseisten tangenttisuorien kulmakertoimet. Tdma siis osoittaa, ettd
exp’(x) =1In’(y), kun y = exp(x).

Koska eksponenttifunktion derivaatta on funktio itse ja se on siled, voidaan kaikilla positiivisilla

kokonaisluvuilla £ merkita

expX (x) = In’(y), kun y = exp(x).
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5. YHTEENVETO

Eksponenttifunktio voidaan mééritelld seka logaritmifunktion kédédnteisfunktiona ettd potenssisarja-
na. Méiritelmét muodostavat erilaiset 1dhtokohdat tarkistella eksponenttifunktiota. Kuitenkin maa-
ritelmét ovat ekvivalentteja, koska samat eksponenttifunktion ominaisuudet pétevit molemmissa
tapauksissa. Eksponenttifunktion tidrkeimpid ominaisuuksia ovat jatkuvuus, eksponenttifunktioi-

den tulo seki jatkuva derivoituvuus.

Eksponenttifunktion mééritteleminen logaritmifunktion kdénteisfunktiona vaatii logaritmifunktion
olemassaolon. Eksponenttifunktion mééritelma perustuu luonnollisen logaritmifunktion lauseessa
2.4 esiteltyyn bijektiivisyyteen. Eksponenttifunktion ominaisuudet perustuvat luonnolliselle loga-
ritmifunktiolle lauseessa 2.3 midriteltyihin ominaisuuksiin, jotka kddnteisfunktion avulla voidaan

johtaa eksponenttifunktiolle.

Sarjakehitelmin avulla miéritelty eksponenttifunktio mahdollistaa helpon tavan laskea numeeri-
sia arvoja eksponenttifunktiolle ja perustelee eksponenttifunktiolle yleisesti kidytetyn merkinnén
exp(x) = e*. Eksponenttifunktion miérittely potenssisarjalla perustuu potenssisarjan suppenemi-
seen ja ddrettomidn suppenemissiteeseen. Eksponenttifunktion tirkeimmét ominaisuudet pysty-

tddn perustelemaan suoraan suppenevien potenssisarjojen laskusdannoilla.

Eksponenttifunktion derivaattafunktio on eksponenttifunktio itse. Eksponenttifunktion derivaatta
voidaan muodostaa molempien méaaritelmien avulla. Logaritmifunktion avulla méiritetyn ekspo-
nenttifunktion tapauksessa hyodynnetddn kéiénteisfunktion derivaatan méiritelmid 4.3. Potens-
sisarjan avulla miiritellylle eksponenttifunktiolle vastaavasti derivaattafunktio mééritelldén ero-
tusosamiirin avulla hyddyntiden suppenevien potenssisarjojen laskusidintdja sekd kolmioepayhti-
164. Eksponenttifunktion derivaattafunktion avulla pystytddn perustelemaan eksponenttifunktion

sileys.
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