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Ympériston sateilyturvallisuuden valvonnassa on keskeistd tunnistaa luonnollisen ra-
dioaktiivisen séteilyn seasta ihmisldhtdisté, keinotekoista sdteilyéd. Séteilyn havainnointi
perustuu usein mitattujen spektrien visualisointiin, jolloin osa keinotekoista séteilya siséal-
tavistd spektreistd peittyy helposti taustaséteilyn sekaan. Liséksi visuaalinen havainnointi
on hyvin riippuvaista datan tulkitsijasta sekéd analysointiin kiytettévissa olevan ajan méa-
rasta.

Luonnon taustaséateilyn tila vaihtelee jatkuvasti erilaisten sééilmididen, kuten sateen
tai lumipeitteen vuoksi, jolloin séteilynhavannointiin kdytettédviin jarjestelmiin aiheutuu
kohinan liséksi vaaria halytyksia. Lisaksi liikkuvia mittauksia tehtdessa mittausaineistossa
on yleensd matalaresoluutioisten ilmaisimien kéyton vuoksi paljon kohinaa. T&ll6in mie-
lenkiintoiset siteilytapaukset peittyvét helposti kohinan alle.

Téssd tyossa tarkastellaan padkomponenttianalyysin (PCA) kiyttod poikkeamien ha-
vaitsemiseen gammaspektrometrisistd aikasarjoista. Tyon aikana kehitellddn menetelma,
jolla pddkomponenttianalyysia voidaan hyodyntaa poikkeamien tunnistuksessa seké testa-
taan menetelméd muutamille erillisille testiaineistoille.

PCA on hyvin yleisesti kiytetty monimuuttujamenetelmé, jolla pyritddn ensisijaises-
ti vihentdmé&dn datan dimensioiden méarad. Padkomponenttianalyysia voidaan kuitenkin
hy6dyntéd myos kohinan poistamiseen tai poikkeavien havaintojen tunnistamiseen. PCA:n
kayttoa luonnonsateilysta poikkeavien sateilytapauksien havaitsemiseen on tutkittu jonkin
verrana aikaisemmin, mutta useimmat nykyéaan kiaytossa olevat algoritmit perustuvat edel-
leen joko yksittdisen havainnon analysointiin tai spektridatan visuaaliseen tarkasteluun.

Tyon kirjallisuuskatsauksessa perehdytaén usean muuttujien aineistojen peruskasittei-
siin sekéd syvennytédn padkomponenttianalyysin teoriaan ja sovellusalueisiin. Liséksi esi-
tellddn perusasioita ympariston sateilynvalvonnasta ja gammaspektrometrisista sateilymit-
tauksista.

Tyon soveltavassa osiossa esitellidn tyon aikana kehitetty PCA-pohjainen algoritmi,
jolla voidaan tunnistaa taustaséiteilyn joukosta poikkeavia séteilyhavaintoja ilman taus-
taséteilyn vaihtelusta johtuvia védrid halytyksid. Algoritmille syGtetddn esitietona taus-
tasédteilystd muodostuva harjoitusdata, jonka perusteella se méaérittad, onko tuntematon
spektri harjoitusdatan spektrien kaltainen vai poikkeava. Testien perusteella algoritmilla
voidaan havaita poikkeavaa siteilyd tiettyyn aktiivisuuten asti, eikd taustaséteilyn seasta
nouse esiin juurikaan vairia halytyksia.

Avainsanat: padkomponenttianalyysi, PCA, gammaspektrometria, poikkeaman tunnistus,
radionuklidi

Téamén julkaisun alkuperdisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.



11

ABSTRACT

Ellinoora Hetemaa: Principal Component Analysis for Anomaly Detection in Time Series
of Gamma Spectra

Master’s Thesis

Tampere University

Master’s Programme in Science and Engineering

December 2023

In environmental radiation safety monitoring, a key challenge is to distinguish human-
made artificial radiation from natural radioactive radiation. Radiation detection often
relies on visualizing measured spectra, where spectra containing artificial radiation can
easily be obscured by the background radiation. Additionally, visual observation is highly
dependent on the interpreter’s skills and the amount of time available for analysis.

The state of natural background radiation constantly varies due to various weather
phenomena, such as rain or snow cover, leading to significant false alarms in radiation
detection systems. Furthermore, when conducting mobile measurements, the data often
contains a considerable amount of noise due to low-resolution detectors, causing interesting
radiation events to be easily overshadowed by the noise.

This study examines the application of Principal Component Analysis (PCA) for de-
tecting anomalies in time series of gamma spectra. A method is developed to utilize PCA
for anomaly detection, and the method is tested on several independent datasets.

PCA is a widely used multivariate technique primarily aimed at reducing the dimensions
of data. However, PCA can also be employed for noise removal or identifying abnormal
observations. While some research has investigated the use of PCA for detecting radiation
events deviating from natural background radiation, most current algorithms still rely on
the analysis of individual observations or visual inspection of spectral data.

The literature review section delves into the basic concepts of multivariate datasets and
explores the theory and application areas of Principal Component Analysis. Addition-
ally, fundamental aspects of environmental radiation monitoring and gamma spectroscopic
radiation measurements are introduced.

In the applied section of the study, a PCA-based algorithm developed during the re-
search is presented. This algorithm can identify radiation observations deviating from
background radiation without generating false alarms due to variations in background ra-
diation. The algorithm is trained on background radiation data, allowing it to determine
whether an unknown spectrum is similar to the training data spectra or deviates from
them. Test results indicate that the algorithm can detect abnormal radiation up to a
certain level of activity without producing significant false alarms from the background
radiation.

Keywords: principal component analysis, PCA, gammaspectrometry, outlier detection,
radionuclide
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1. JOHDANTO

Gammaséteilyn mittaaminen ja analysointi ovat keskeisessé roolissa useiden maiden
sateilyturvallisuustilanteen seurannassa. Ympéristossa sijaitsevat sateilynilmaisimet
ovat alttiita sddtilan muutosten aiheuttamalle vaihtelulle. Sateiden aikana ylem-
paa ilmakehéasta kulkeutuu gammasateilya lahettavia luonnon radionuklideja lahelle
maanpintaa, mika saa aikaan vaihtelua gammaspektrien aikasarjoihin vaikeuttaen
keinotekoisen aktiivisuuden havaitsemista ja aiheuttaen vaaria halytyksiéd. Toisaalta
etenkin Suomessa talvisin vaikuttava lumipeite voi vaikeuttaa keinotekoisten sitei-

lyldhteiden havaitsemista.

Paikallaan sijaitsevien ilmaisimien lisdksi haitalliselle vaihtelulle ovat alttiita eri-
laisiin liikkuviin kalustoihin — kuten autot, helikopterit ja dronet — asennetut sa-
teilynilmaisimet. Téllaisissa liikkuvissa mittausasemissa eli mobulimittausasemissa
kiytetadn tyypillisesti hyvin matalaresoluutioisia gammaséteilyn ilmaisimia, kuten
Nal(T1)-tuikeilmaisimia. Liséksi mittausaika on mobiilimittauksissa usein hyvin ly-
hyt, vain noin 1-2 sekuntia. Tall6in analysoitavaa spektridataa kertyy huomatta-
via madarié ja se sisaltdd usein paljon kohinaa. Mobiilimittausten analysointi vaatii
siis joko hyvin nopeaa reaaliaikaista toimintaa tai myohemmin aikaa datan jéalkika-
sittelyyn. Vaikka mobiilimittaukset ovatkin jo hyvin vakiintunut tekniikka séteily-
turvallisuuden saralla, on sen asema entisestdaénkin korostunut. Mobiilimittaukset
ovat korvaamaton apuviline orpojen siteilylihteiden® l6ytimiseen ja kontrolloin-
tiin. Toisaalta mobiilimittaukset ovat teknologian kehittymisen myd6ta siirtyméssa
uudempiin ilmaisimiin ja mukautuvampiin kuljetusajoneuvoihin, mitké vaativat pe-

rehtymistd myos uusiin analyysimenetelmiin.

Tyypillisesti mobiilimittaukset ja reaaliaikaiset ilmaisinsysteemit nojautuvat datan
visualisointiin, kuten spektrin vesiputous-nakymiin. Vesiputous-nakymé paljastaa
hyvin tehokkaasti korkeaenergiset lahteet, mutta matala-energiset ldhteet peitty-
vat helposti taustasiteilyn sekaan. Liséksi vesiputousndkymia voi olla puuduttavaa
katsoa datan suuren méaran vuoksi ja havainnointi on hyvin riippuvaista datan tul-

kitsijasta. Edella mainitut skenaariot ja muut muuttujat ympéristossa aiheuttavat

1Orpo lihde on hylitty, hukattu, védrin sijoitettu, varastettu tai muuten ilman asianmukaista
valtuutusta hallussa pidetty riittdvan voimakas radioaktiivinen ldhde, joka ei ole koskaan ollut tai
ei ole endd viranomaisvalvonnan alla. [4, s. 2|



keinotekoista séteilyd havaitseviin jarjestelmiin runsaasti Tyypin I ja Tyypin II vir-
heita. Taman tyon tavoitteena on kehittdd menetelma, jolla erityisesti Tyypin I vir-
heiden lukumaééré edelld mainittujen kaltaisissa systeemeissé saadaan minimoitua.
Tyypin I virhe syntyy kyseisessé sovelluskohteessa silloin, kun luonnon taustasétei-

lya luokitellaan virheellisesti keinotekoiseksi séateilyksi.

Tassé tyossda annetaan lukijalle kattava katsaus hyvin yleisesti kiytetyn monimuut-
tujamenetelméan padkomponenttianalyysin teoriasta ja sovellusalueista sekd kuva-
taan PCA-pohjainen algoritmi poikkeavan séteilyn havaitsemiseen LaBrs(Ce)-tui-
keilmaisemalla mitatuista gammaspektreistd. Menetelméa testataan usealla eri ha-
vaintoaineistolla seké simuloidulla etté oikeasti mitatulla spektridatalla. Menetelméa
on luotu vastaamaan Suomen séteily- ja ydinturvallisuusviranomaisen, Sateilyturva-
keskuksen (STUK) tarpeita. PCA:n sovellusaloja on useita ja niihin lukeutuvat esi-
merkiksi koneoppiminen, kuvankésittely, biotieteet, genomiikka, taloustieteet, spekt-
roskopia, signaalinkésittely, geofysiikka, psykologia, sosiaalitieteet ja kauppatieteet.

Lahteissa [26] ja [28] kerrotaan hyvin kattavasti PCA:n teoriasta ja sovelluksista.

PCA:ta on sovellettu aikaisemminkin gammaspektrometriaan hieman erilaisilla né-
kokulmilla. Lahteessi [32] PCA:ta on vastikdan hyodynnetty robottipohjaisten ilmai-
simien hakustrategioiden optimointiin. Léhteessd [45] PCA:ta on kdytetty luonnol-
listen gammaséteiden analysointiin ilmaspektrometriassa ja lahteessd [52] Nal(T1)-
ilmaisimella mitattujen gammaspektrien analyysiin. PCA:han perustuvia menetel-
mid on kehitetty lahteissa [40] ja [57]. Néista edeltévd menetelmé on tarkoitettu sé-
teilylahteen paikantamiseen ja jalkimmaéainen kohinan vdhentdmiseen gammaspekt-
reistd. Tamén tyon kannalta tdrkeimmaéssi ldhteessa [10] on kuvattu PCA:han pe-
rustuva menetelma, jolla pystytdan havaitsemaan keinotekoisia séteilylahteitd ym-

paristostéd, ilman taustaséteilysta aiheutuvia vaaria halytyksia.

PCA:han perustuvia menetelmié on siis kehitetty jo aiemmin, mutta juuri STU-
Kin kiyttoon soveltuvaa menetelméé ei ole kirjallisuudesta suoraan loydettavissa.
Artikkelin [10] menetelmé eroaa téssé tyossd kuvatusta algoritmista monella eri
osa-alueella, vaikka aihepiiri ja tavoite ovatkin samat. Ensinnékin aineistojen esi-
késittelymetodit ovat osittain erilaisia. Liséksi tésséd tyossi keskitytaan LaBrs(Ce)-
tuikeilmaisimella mitattuihin gammaspektreihin, kun edelld mainitussa artikkelissa
menetelmélld tutkitaan Nal(T1)-ilmaisimella mitattua dataa. Menetelmien héalytys-
rajan madrityksissd on myos eroavaisuutta, kun artikkelin menetelméssé hélytysra-
ja asetetaan NORM-séteilyn ylapuolelle, niin tdmén tyon menetelméssé hélytysraja
lasketaan sovitusvirheiden jakaumista. Lisdksi sovitusvirheiden laskentatavat ovat
erilaiset. Artikkelissa sovitusvirheiden laskemiseen kaytetdan Mahalanobiksen etii-

syyttd ja téssé tyossd puolestaan euklidista etdisyytta.

Tyo6 alkaa kirjallisuuskatsauksella ja péaattyy soveltavaan osuuteen. Luvussa 2 esi-



telladn usean muuttujan aineistoihin liittyvid peruskésitteitd ja ominaisuuksia. Lu-
vussa 3 kisitellidn esimerkkien avulla paddkomponenttianalyysin teoriaa ja sovel-
lusmahdollisuuksia. Luvussa 4 puolestaan siirrytadn tyon soveltavaan osuuteen ja
kiydaan lyhyesti lapi ympariston sateilyvalvontaa seké esitelldédn poikkeamien ha-
vaitsemiseen kehitetty algoritmi ja testauksessa kdytetyt aineistot. Luvussa 5 esitel-
ladin PCA-algoritmin tulokset testiaineistoille ja pohditaan algoritmin toimivuutta

kyseiseen sovellusalaan.



2. USEAN MUUTTUJAN AINEISTOT

Tilastotieteessd analysoitava aineisto siséltdd usein useamman kuin yhden satun-
naismuuttujan. T&ll6in monia muuttujien méaaritelmid, ominaisuuksia ja tuloksia
on laajennettava avaruuteen, jossa toisistaan riippumattomia tai riippuvia muut-
tujia on enemman kuin yksi. Usean muuttujan aineistoihin perustuvat tilastolliset
menetelmat luokitellaan monimuuttujamenetelmikst ja yksi niiden keskeisimmista
osa-alueista on muuttujien vélisten korrelaatioiden tutkiminen. Muita yleisesti kay-
tettyjd menetelmié ovat muun muassa monen muuttujan varianssianalyysi, fakto-

rianalyysi sekéd taméan tyon térkein teoreettinen sisialtdé — padkomponenttianalyysi.

Usean muuttujan aineistoa kuvataan yleensa satunnaisvektorilla, eli vektorilla, jonka
elementit ovat satunnaismuuttujia. Satunnaisvektorin realisoitunut otos on matriisi,
joka koostuu realisoituneista vektoreista. Populaatioita tarkasteltaessa, tiedossa on
oltava satunnaismuuttujien jakaumat. Seuraavissa kappaleissa esitetdén muutamia

usean muuttujan populaatioiden ja otosten peruskésitteitd. [51]

2.1 Odotusarvovektori

Usean muuttujan aineistolle voidaan laskea keskiarvo joko satunnaismuuttujien tai
havaintojen suhteen. Télloin tuloksena saadaan vektori, joka sisaltdé joko muuttu-
jien tai havaintojen lukumaéérié vastaavan méaéréan keskiarvoja. Olkoon x satunnais-

muuttujista koostuva vektori, jonka dimensio on p. Liséksi x; on ¢ satunnaismuut-

tuja vektorissa x ja i = 1,2,...,p. Jos aineistossa on n havaintoa, kukin otos z; on
n vektori
Yi1
Yi2
=" (2.1)
_yin‘_

Satunnaismuuttujien odotusarvovektori on p-dimensioinen vektori:



T
] — T
$— 2% x, = , 2.2

Odotusarvovektori voidaan laskea myos populaatiolle, jos tiedetddn satunnaismuut-

tujien x1, 9, ..., x, odotusarvot. Talloin satunnaisvektorin odotusarvoksi saadaan

Elx] = (E[xi],...,E[x]). [51]

2.2 Matriisin aste

Matriisin X aste on sen suurin mahdollinen lineaarisesti riippumattomien rivien tai
sarakkeiden médra, jotka ovat aina yhtéd suuret |1, s. 74|. Jos matriisi X on dimen-
sioltaan n X p, niin matriisin X suurin mahdollinen aste on pienempi dimensioista
n ja p. Jos matriisin aste on suurin mahdollinen, sanotaan, ettd matriisi on taysias-
teinen. [51]

Esimerkki 2.1. Olkoon X 2 x 3-dimensioinen matriisi

1 -2 3
X = . (2.3)
5 2 4

Matriisin X aste on 2, silld sen rivit ovat lineaarisesti riippumattomia (kumpaakaan
niisté ei saada toisen lineaarikombinaationa). Siitd huolimatta matriisin sarakkeet
ovat lineaarisesti riippuvia, koska niille voidaan 16ytaa vakiokertoimet ci,co ja c3
siten, etta

1 -2 3 0
1 +c2 +c3 = . (2.4)
5 2 4 0

Erés ratkaisu yhtélolle 2.4 on vektori ¢ = [14 —11 —12|".

2.3 Vektorien ja matriisien ortogonaalisuus

Vektorit u ja v, joiden dimensiot ovat samat, ovat ortogonaalisia, jos

u'v = uv; + usvy + - - - + upv, = 0. (2.5)

Liséksi, jos u'u =1 ja v'v = 1, vektorit u ja v ovat ortonormaaleja. [51]

Ortogonaalimatriisi on sellainen matriisi A, jonka sarakkeet ovat ortonormaaleja



kesken#dan. Talloin matriisille A patee

AA =1 (2.6)

ja toisaalta

AA =T, (2.7)

mistd nahdadn, ettd myos matriisin A rivit ovat ortonormaaleja. Lisdksi ndhdéén,

ettd matriisi A’ on matriisin A kiddnteismatriisi. [51]

2.4 Kovarianssi- ja korrelaatiomatriisi

Satunnaisvektorin kovarianssimatriisi kuvastaa sen satunnaismuuttujien vélista vuo-
rovaikutusta. Kovarianssimatriisi on oikeastaan moniulotteisen satunnaismuuttujan
varianssi. Sen diagonaalilla on jokaisen komponentin varianssit ja diagonaalin ulko-
puolella eri komponenttien véliset kovarianssit. [11] Maaritelladn merkinnét cov(z, y)
ja var(x) kuvaamaan kahden satunnaismuuttujan x ja y vélistd kovarianssia seki sa-

tunnaismuuttujan x varianssia.

Maéaritelmé 2.1 (Kovarianssimatriisi). [11, s. 83] Olkoon x satunnaisvektori, jonka
dimensio on p. Lisdksi x; on i. satunnaismuuttuja vektorissa x ja ¢ = 1,2,...,p

Vektorin x kovarianssimatriisi on p X p matriisi

var(zry)  cov(xy,xe) ... cov(xy,xy)
- cov(xzy,xe)  var(wa) ... cov(ze,z,) 2.8)
cov(zy,z,) cov(za,xpy) ...  var(zy)

Satunnaisvektorin kovarianssimatriisi voidaan esittdd myos odotusarvojen avulla

[17]. Télloin satunnaisvektorin x varianssi on sen kovarianssimatriisi:

3 = var(x) = cov(x, x) = E[(x — E[x])(x — E[x])'], (2.9)

missé E[x] on satunnaisvektorin x odotusarvovektori.

Otoskovarianssimatriisi maaritellaan satunnaismuuttujien otosvarianssien ja otosko-
varianssien avulla méaéritelmén 2.2 mukaisesti. Jos otoksessa on n havaintoa, muut-

tujan x; otosvarianssi on



1 n
<2 2 =2
Sii = 8; = —— 1(; Ty — NT;) (2.10)

ja muuttujien z; ja x; otoskovarianssi puolestaan

1
n—1

Sij =

(Z Tikljk — nfl@) (2.11)
k=1

[35, s. 6]

Maaritelma 2.2 (Otoskovarianssimatriisi). [35, s. 6] Olkoon X matriisi, jossa on p
muuttujaa ja n havaintoa. Lisdksi s;; on muuttujan x; otosvarianssi, s;; muuttujien
x; ja x; otoskovarianssi, ¢ = 1,2,...,pjaj =1,2,...,p. Matriisin X otoskovarians-

simatritst on p X p matriisi

S11 S12 ... Sip
S21 S22 ... S

S = . (2.12)
| Sp1 Sp2 Spp

Otoskorrelaatiomatriisi méaritellddn samoin kuin otoskovarianssimatriisi, mutta ko-
varianssien tilalla matriisissa on muuttujien véliset korrelaatiot. Kahden satunnais-

muuttujan z; ja x; valinen korrelaatio on
Sij
Ty = —— 2.13
=t (213)
35, s. 7].

Maaritelma 2.3 (Otoskorrelaatiomatriisi). [35, s. 7] Olkoon X matriisi, jossa on

p muuttujaa ja n havaintoa. Lisaksi r;; on muuttujien x; ja x; valinen korrelaatio,

1=1,2,...,pjayg=1,2,...,p. Matriisin X otoskorrelaatiomatriisi on p X p matriisi
[ 1 rp ... rlp-

R — T?l 1 . T?p ‘ (2.14)
Tp1 Tp2 - 1 |

Odotusarvon avulla ilmaistuna satunnaisvektorin x korrelaatiomatriisi on



R = E[xx/]. (2.15)
[46]

Vakiovektoreista koostuvalle matriisille A ja satunnaisvektorille X pétee var[AX] =
Avar(X)A'. Tami voidaan todistaa transpoosin laskusdéntojé, kovarianssimatriisin
mééritelméd ja odotusarvon lineaarisuutta hyodyntéen. Lyhyesti ilmaistuna var[AX]
E[(AX — E[AX])(AX — E[AX])] = E[A(X — EX])A(X — E[X])] = E[A(X —
EX])X - E[X])A'l = AE[(X —E[X])(X —E[X])]A’" = Avar(X)A'.[51, s. 10, 48 ja
68].

2.5 Vektorien valinen etaisyys

Vektorien viliset etdisyydet antavat usein hyodyllisté tietoa esimerkiksi muuttu-
jien tai havaintojen samankaltaisuuksista tai poikkeavuuksista. Yleisimmin kaytetty
avaruuden R"™ vektorien vélisisté etdisyyksistd on euklidinen etdisyys. Satunnaisvek-
toreiden tapauksessa voidaan ottaa huomioon niiden komponenttien varianssit ja
korrelaatiot kiayttamalla Mahalanobiksen etdisyytta. Maaritelldédn seuraavaksi edel-

14 mainitut etdisyysmitat.

Euklidinen etéisyys kahden p-vektorin u ja v vililla lasketaan kaavalla

de = £ (1 = 02)2 + (= 02)% -+ + (1, — v,)°. (2.16)

Euklidinen etiisyys kaavassa 2.16 voidaan esittdd myods muodossa

d.=(u—v)(u—v). (2.17)

Kuten edelld mainittiin, Mahalanobiksen etéisyys arvioi kahden datapisteen vélisen
etédisyyden ottaen huomioon satunnaismuuttujien véliset keskindiset riippuvuudet.
Se tarjoaa tehokkaan tavan maérittad, kuinka kaukana tietty datapiste on keski-
méadraisestd pisteestd moniulotteisessa avaruudessa, jossa muuttujat saattavat olla

eri mittakaavoissa ja korreloituneita keskenéan.

Kahden vektorin u ja v vélisen Mahalanobiksen etéisyyden nelié on

d? = (u—v)SHu-—v), (2.18)

missd S on otoskovarianssimatriisi. Usein Mahalanobiksen etéisyydelle kdytetaén

my6s kaavaa



dpy = (x — )37 (x = p), (2.19)

missa d,,, on Mahalanobiksen etéisyys, x on tarkasteltava datapiste, g on datan kes-
kiarvo ja ¥ 7! on datan kovarianssimatriisin kiiinteismatriisi. Jalkimmaéiselld kaavalla
2.19 lasketaan, kuinka paljon tietty vektori poikkeaa populaation keskiarvosta, kun
taas edeltavalla kaavalla 2.18 tutkitaan kahden vektorin vélistd etdisyyttd jossain
otoksessa. [51]

2.6 Ominaisarvohajotelma

Olkoon X téysiasteinen (n x n) matriisi sekd C matriisi, joka sisdltdd matriisin X
normalisoidut ominaisvektorit. Matriisi X voidaan esittda ominaisarvohajotelmana

(engl. eigenvalue decomposition tai spectral decomposition) [51, s. 35]

X = CDC/, (2.20)
missé ~ _
A 0 ... 0
0 X ... O
D= ‘ o e (2.21)
0O 0 ... A,

Diagonaalimatriisin D diagonaalialkiot ovat matriisin X ominaisarvot.

Liséksi matriisi C, jonka sarakkeina ovat symmetrisen matriisin X normalisoidut
ominaisvektorit, on ortogonaalinen |51, s. 35]. Téllsin C'C = CC’' =1 ja kun ker-

rotaan hajotelmaa 2.20 vasemmalta matriisilla C’ ja oikealta matriisilla C saadaan

C'’XC =D. (2.22)

Toisin sanoen symmetrinen matriisi X voidaan diagonalisoida ortogonaalimatriisil-
la C (ts. matriisi X on diagonalisoituva), joka sisdltdd matriisin X normalisoidut
ominaisvektorit. Tamén seurauksena muodostuva diagonaalimatriisi D sisaltda siis

matriisin X ominaisarvot.

2.7 Singulaariarvohajotelma

Singulaariarvohajotelma yleistdd luvussa 2.6 esitetyn nelidmatriisien ominaisarvo-

hajotelman kaikille (n X p) matriiseille. Olkoon meillé (n x p) matriisi X, joka sisél-
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tda n havaintoa ja p muuttujaa. X voidaan esittaa singulaariarvohajotelmana (engl.

singular value decomposition, SVD)

X = ULA/, (2.23)

missd U on (n x n) ortonormaalimatriisi, A on (p X p) ortonormaalimatriisi, L on
(n x p)-diagonaalimatriisi [28]. Seuraavat mééritelmét ja lauseet tarkentavat singu-

laariarvohajotelman ominaisuuksia.

Lause 2.1. [31, s. 18] Olkoon X (n x p)-matriisi. Tdlloin n X n matriisi X' X on
symmetrinen, diagonalisoituva ja sen ominaisarvot ovat ei-negatiivisia. Tod. [31, s.

15].

Maaritelma 2.4 (Singulaariarvot). [31, s. 18] Olkoon X n X p matriisi. Matriisin
X singulaariarvot oy, 09, ...,0, ovat matriisin X'X ominaisarvojen \i, Aa, ..., \,
nelidjuuria o; = v/ A; > 0.

Edellisen méaritelmén 2.4 matriisi X'X on aina symmetrinen ja reaalinen, mista

seuraa, ettd sen ominaisarvot ovat aina reaalisia.

Lause 2.2 (Singulaariarvohajotelma). [31, s. 18| Jokainen n x p matriisi X voidaan
esittad muodossa

X — ULA/, (2.24)

missi (n X n)-matriisin U sarakevektorit u; ovat matriisin XX’ ominaisvektoreita.
Lisdksi (n X p)-diagonaalimatriisin L jarjestyksessd o1 > -+ > o, > 0 olevat diago-
naalialkiot ovat matriisin X singulaariarvoja (aina positivisia). Singulaariarvojen
madra on yhtd suuri kuin matriisin X aste r. Jos matriisi X ei ole taysiasteinen,
matriisi L taydennetddn riittdvan suurilla nollamatriiseilla. (p X p)-matriisin A sa-
rakevektorit v; ovat matriisin X'X ominaisvektoreita. Lisiksi matriisit U ja A ovat
molemmat ortogonaalisia. Tod. [31][34].
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3. PAAKOMPONENTTIANALYYSI

Padkomponenttianalyysi (engl. Principal Component Analysis, PCA) on tilastol-
linen monimuuttujamenetelmé, jolla pyritddn pienentaméadn datan dimensionaali-
suutta. Menetelmalld muodostetaan uusi muuttujajoukko alkuperiisten muuttujien
lineaarikombinaatioina siten, ettd mahdollisimman viahén datan informaatiosta ka-
toaa. Naitd uusia muuttujia sanotaan padkomponenteiksi (engl. principal component,
PC) ja ne on jirjestetty sen mukaan, kuinka suuren osan datan varianssista ne se-
littavit. Ensimmaéinen padkomponentti selittdd suurimman osan datan varianssista,
toinen paakomponentti toiseksi suurimman ja niin edelleen. Padkomponenttianalyy-
sia kidytetdan hyvin laajasti eri tieteenaloilla, muun muassa biologiassa, kemiassa,

tietojenkésittelytieteisséd ja kauppatieteissé. [28]

Datan dimensioiden méaraé voidaan vihentaé valitsemalla padkomponenteista vain
osa, usein niin monta komponenttia alusta, ettd ne yhdessé selittavit tarpeeksi suu-
ren osan datan vaihtelusta. Luvussa 3.3 kdyd&dan lépi erilaisia tapoja, joiden avulla

padkomponenttien mééra voidaan valita. 28]

3.1 Paakomponenttien muodostaminen

Olkoon x satunnaismuuttujista koostuva vektori, jonka dimensio on p. Olkoon liséksi
o avaruuden R? vektori. Ensimmaéinen paékomponentti on lineaarikombinaatio ajx

siten, ettéd sen varianssi on mahdollisimman suuri ja

p
x = = 3.1
X = a1121 + Q10T + -+ + A1pTp = a1;T;. ( . )
i=1

Yhtalossa 3.1 vektori oy siséltad vakiokertoimet kullekin satunnaismuuttujalle xq,

Xy, Tp.

Toinen padkomponentti ay,x on korreloimaton ensimméisen padkomponentin kanssa
ja selittad jalleen mahdollisimman suuren osan datan jéljella olevasta varianssista.
Loput komponentit muodostetaan samalla tavalla, siten ettd k& komponentin muo-
dostamisen jalkeen komponentti o x ei korreloi komponenttien o x, abx, ..., o ;%

kanssa ja sen varianssi on mahdollisimman suuri.
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Padkomponentit on méaritelty kirjallisuudessa kahdella tapaa. Joissain ldhteissa
[28][51] padkomponentit méadritelldén lineaarikombinaatioina ajx ja toisissa |3][53]
taas ainoastaan kerroinvektoreina ay;. Lineaarikombinaatioista o) x kiytetédén usein

my6s nimitysta pisteet (engl. scores) ja niitd merkitdan yleensé p-vektorilla

z = A'x, (3.2)

missd matriisin A sarakkeet ovat kerroinvektoreita oy ja vektori x sisdltda alku-
peréiset muuttujat. Kéytetddn téssé tyossd padkomponenteille muotoa o x, missé
oy, on kerroin- tai latausvektori (engl. loadings). Kaytetaéan lisdksi muunnosta 3.2

kaikkien padkomponenttien esittdmiseen samanaikaisesti.

Paakomponentteja voidaan johtaa niin monta, kuin alkuperaisessa datassa on muut-
tujia. On kuitenkin toivottavaa, ettd jo muutamat ensimmaéiset komponentit selit-

tdisivit suurimman osan datan vaihtelusta. [28]

3.1.1 Paakomponentit kovarianssimatriisista

Esitetdan seuraavaksi erés yleisesti kiytetty tapa johtaa padkomponentit, mukaillen
lahdettd [28]. Muodostetaan tésséd vain kaksi ensimmaéistd komponenttia, silld lo-
put komponentit asx, ajx, . .., o) x saadaan johdettua hyvin samalla tavalla, kuin

toinen padkomponentti a)x.

Ensimmaisen padkomponentin kohdalla kerroinvektori a¢; maksimoi lausekkeen

varjajx] = o X, missd X on analysoitavan aineiston, satunnaisvektorin x kova-
rianssimatriisi. Tehtdva olisi mahdoton ilman jonkinlaista rajoitetta vektorille a,
joten valitaan normalisaatiorajoitteeksi ajax; = 1. Ensimmaéisen komponentin johto

voidaan siis esittdad optimointitehtavana

max a)Xay,
o1 ERP

se. ajay = 1. (3.3)

Optimointitehtdvé 3.3 voidaan ratkaista esimerkiksi Lagrangen kertoimia [29] kdyt-

taen. Toisin sanoen maksimoidaan
o' Yoy — M\(ofaq — 1), (3.4)

missd A\; on Lagrangen kerroin.
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Derivoidaan oy suhteen ja asetetaan derivaatta nollaksi, jolloin 3.4 saadaan muotoon

Zal - )\1@1 =0 (35)

tal
(2 — )\11}7)(11 = 0, (36)

missd I, on (p X p)-identiteettimatriisi. Yhtalostd 3.6 ndhdéén, ettd A\; on matriisin

3} ominaisarvo ja a; sitéd vastaava ominaisvektori.

Optimointitehtavissa 3.3 maksimoitava lauseke saadaan reunaehdon ja yhtalon 3.5

perusteella muotoon
"o = o))\ = \ja; = A
al a1 = A1 = A0 = Aq, (37)

mistd huomataan, ettd tehtdvin ratkaisemiseksi riittaa valita ominaisarvo Ay siten,
ettd sen on ominaisarvoista on suurin. Tamén perusteella ensimmaéisen padkompo-
nentin kerroinvektoriksi a; saadaan kovarianssimatriisin ¥ suurinta ominaisarvoa

A1 vastaava ominaisvektori.

Toinen padkomponentti saadaan johdettua ensimmaisen komponentin avulla, kun
otetaan huomioon uusi rajoite, jonka mukaan seuraavan komponentin taytyy olla

korreloimaton edellisen komponentin kanssa. Optimoitavaksi saadaan siis tehtéavé

/
max 0,20,

a2 ERP
s.t. cov[ajx, asx] =0 (3.8)
ja abay = 1. (3.9)
Kovarianssirajoitteelle patee
covla X, aox] = e Xan = ahYay = aphiay = Mooy = Mo a;. (3.10)

Kun noudatetaan reunaehtoa 3.8 ja asetetaan yhtéalon 3.10 viimeinen lauseke nol-

laksi, saadaan normalisaatiorajoite huomioon ottaen maksimoitavaksi suureeksi
/ / / !/
LYo — M(ayan — 1) — pasa, (3.11)

missé s ja ¢ ovat Lagrangen kertoimia. Asettamalla muuttujan a; suhteen derivoitu

yhtélo nollaksi saadaan

2(12 — )\2012 — ¢a1 = 0. (312)
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Kun yhtéloa 3.12 kerrotaan vasemmalta puolelta vektorilla o'y, se saadaan muotoon

a Yoy — ay' as — paay = 0. (3.13)

Yhtalon 3.10 ja reunaehtojen 3.8 ja 3.3 perusteella yhtéalon 3.13 kaksi ensimmaéista
termid ovat nollia ja aja; = 1. Siten ndhdéén, ettd ¢ = 0. Nyt yhtdlosta 3.12

saadaan
20&2 - )\2062 =0. (314)

Kuten ensimméisen padkomponentin kohdalla, tdstd nahdaédn, ettd Ao on matriisin
3} ominaisarvo ja a sitd vastaava ominaisvektori. Kun oletetaan, ettd matriisilla
¥ ei ole samansuuruisia ominaisarvoja, on oltava Ay # A;. Siten Ay on kovarians-
simatriisin toiseksi suurin ominaisarvo ja a sitd vastaava ominaisvektori. Loput
paakomponentit saadaan johdettua samaan tapaan siten, ettd padkomponenttien
kerroinvektorit a3, auy, . . ., o, ovat matriisin 3 suuruusjarjestyksessa olevia ominai-

sarvoja As, A4, ..., A, vastaavat ominaisvektorit.

Johdetaan seuraavaksi kovarianssimatriisin 3 ominaisarvojen ja paddkomponenttien
varianssien suhde. Oletetaan, etté edelld esitetyt normalisaatio- ja kovarianssirajoit-
teet ovat edelleen voimassa. Toisin sanoen kerroinvektoreille pitee oo, = 1, ja

korreloimattomille padkomponenteille pitee o) Xa; = 0, missé k # i.

Nyt paakomponenttien 3.2 kovarianssimatriisi on muotoa
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var(ax) cov(a)x, apX) ... cov(ax, a,X)
cov(ahx, afx var(ahx ... cov(abx,alx
5 [olabeaid g coslabnag 15
cov(agx, ayx) cov(agX, anX) ... var(a,x)
oo ojXoay ... ojXa,
ablYa, ayYas ... aLro
— | T B (3.16)
_a;Eal a Yoy ... a;Zap_
o Yoy 0 e 0
0 abYoay ... 0
_ | 2_2 _ (3.17)
0 0 ooy
— AZA/ (3.18)

Yhtalon 2.22 mukaan mikéd tahansa symmetrinen neliomatriisi X voidaan diagona-
lisoida matriisilla C, jos matriisin C sarakkeet ovat matriisin X normalisoidut omi-
naisvektorit. Téssd tapauksessa matriisia C vastaa matriisi A (A’A = AA’' =1) ja

matriisia X vastaa matriisi 3, joten saadaan

ASA' =D, (3.19)

missd matriisin D diagonaalialkiot ovat matriisin 3 ominaisarvoja. Yhdistamaélla
kohdat 3.17 ja 3.19 saadaan

0 al Yoy ... 0 0 X ... O
- = T (3.20)
I 0 0 a;Eap_ _0 0 ... )\p_

eli toisin sanoen pédkomponenteille pétee var(zg) = A.

Edellé esitetty algebrallinen johto on yksi mahdollinen ldhestymistapa paakompo-
nenttien loytamiseksi. Toinen mahdollinen ldhestymistapa on johtaa pddkomponen-

tit geometrisesti, kuten esimerkiksi l&hteissé [22, 36| on tehty.
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Esimerkki 3.1. Muodostetaan esimerkin vuoksi padkomponentit yleisesti kaytetyl-

le Kurjenmiekka-aineistolle (engl. Iris), joka on kerétty ja julkaistu alkunperin 1&h-

teissé [6][18]. Aineisto siséltdd mittaushavaintoja kolmen erityyppisen Kurjenmiekka-

kukan eri osista. Muuttujia aineistossa on yhteensé 5 ja mittaushavaintoja 150, 50

jokaisesta kolmesta eri kukkatyypista. Taulukossa 3.1 on aineiston 6 ensimmaisté ja

viimeinen havainto.

Taulukko 3.1. Kurjenmiekka-aineisto.

havainto | Verholehden Verholehden Terdlehden Terdlehden Laji
pituus (cm) leveys (cm)  pituus (cm) leveys (cm)

1 5.1 3.5 14 0.2 setosa (lat.)
2 4.9 3.0 14 0.2 setosa (lat.)
3 4.7 3.2 1.3 0.2 setosa (lat.)
4 4.6 3.1 1.5 0.2 setosa (lat.)
5 5.0 3.6 14 0.2 setosa (lat.)
6 5.4 3.9 1.7 0.4 setosa (lat.)
150 5.9 3 5.1 1.8 virginica (lat.)

Otetaan analyysiin mukaan vain muuttujat, joiden arvot ovat numeerisia. Esimerk-

kiaineiston 3.1 otoskovarianssimatriisi neljille ensimmaiselle muuttujalle on

0.6857
—0.0424
1.2743
0.5163

—0.0424
0.1900
—0.3297
—0.1216

1.2743
—0.3297
3.1163
1.2956

0.5163
—0.1216
1.2956

0.5810

(3.21)

Muodostetaan matriisit V ja D siten, ettd matriisin V sarakkeet ovat matriisin S

ominaisvektorit ja matriisin D diagonaalialkiot niitd vastaavat ominaisarvot. Mat-

riisi V on talloin

0.3614
—0.0845
0.8567
0.3583

—0.6566

—0.7302
0.1735
0.0752

0.5821
—0.5977
—0.0761
—0.5461

0.3155 ]
—0.3201
—0.4798

0.7535 |

(3.22)




ja matriisi D on

[1.2983
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0 0 0
0 02427 0 0

D= (3.23)
0 0 00782 0
0 0 0 0.0238

Nyt matriisiseista D ja V néhddén, ettd matriisin S suurin ominaisarvo on A\; =
4.2283 ja sitd vastaava ominaisvektori a; = (0.3614, —0.0845,0.8567,0.3583). En-
simmaéisen padkomponentin kerroinvektori on siis edelld maéritelty o ja sen va-
rianssi on A;. Kun merkitddn taulukon 3.1 aineistoa vektorilla x, ensimméinen pas-
komponentti saadaan kertolaskulla a;x = 0.3614 - (verh. pit.) - 0.0845 - (verh. lev.)
+ 0.8567 - (ter. pit.) + 0.3583 - (ter. lev.) = (2.8182, 2.7882, 2.6134, 2.757, 2.7736,
3.2215, ..., 6.8925). Edella laskettu vektori sisdltdd nyt siis suurimman osan aineis-
ton 3.1 varianssista. Kerroinvektorit lopuille pdakomponentteille ndhdéaan samaan

tapaan matriisista V.

3.1.2 Paakomponentit korrelaatiomatriisista

Jos paakomponentit muodostetaan korrelaatiomatriisista, ne voidaan esittda muun-

noksen 3.2 tavoin muodossa

z = A'x", (3.24)
misséd matriisin A sarakkeet ovat korrelaatiomatriisin ominaisvektoreita ja satun-
naisvektori x* sisaltda tarkasteltavan aineiston, satunnaisvektorin x standardisoi-
dut muuttujat. Muuttujat 2} vektorissa x* on standardisoitu siten, ettd z; = z; /0,
missd j = 1,2,...,p, x; on vektorin x j. muuttuja, ja U?j on muuttujan x; varianssi.
Siten vektorin x* kovarianssimatriisi on vektorin x korrelaatiomatriisi ja pédkom-
ponentit voidaan muodostaa suoraan alkuperiisten muuttujien korrelaatiomatriisin

avulla. [28]

Péadkomponenttien muodostaminen korrelaatiomatriisista on tilanteesta riippuen usein
jarkevimpad kuin kovarianssimatriista. Suurin puoltava tekija on se, ettd korrelaa-
tiomatriisia kiyttamalla PCA-tulokset erilaisille muuttujajoukoille ovat helpommin
vertailtavissa keskenadn. Kovarianssimatriisin iso haittapuoli on sen paakomponent-
tien sensitiivisyys muuttujien mittayksikkdjen varianssille. Toisin sanoen sellaiset
muuttujat, joiden varianssi on suuri verrattuna muihin, hallitsevat helposti ensim-

méisid padkomponentteja. Toisaalta kovarianssimatriisin kdyttdminen voi olla pe-
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rusteltua silloin, kun muuttujat ovat samassa mittayksikossd ja muuttujien mit-
tasuhteissa ei ole suurta eroa. Tamakadn ei aina riitd, silld usein myo0s samassa
mittayksikdssa olevien muuttujien vélilla voi olla suuria skaalaeroja. Tarkastellaan
esimerkin vuoksi tilannetta, jossa yksi muuttuja ilmaisee ihmisen pituutta ja toi-
nen ranteen paksuutta. Vaikka molemmat muuttujat mitattaisiin senttimetreina,
pituus-muuttujan arvot olisivat selvisti suurempia, ja siten niissé olisi myos enem-
mén vaihtelua. Téalloin kovarianssimatriisi antaa enemmaén painoarvoa muuttujalle,

jonka arvot ovat paljon suurempia, tdssd tapauksessa pituudelle. [28|.

Korrelaatiomatriisin kdytté onkin perusteltua, jos aineisto koostuu hyvin erilaisis-
ta muuttujista eri mittayksikoissda. Myos tilanteissa, joissa halutaan vertailla eri
analyysien tuloksia kesken&én, padkomponenttien muodostaminen korrelaatiomat-
riisista on valttamétontd. Kuvassa 3.1 on esitettynd aineistolle 3.1 sekd kovarianssi-
ettd korrelaatiomatriisista muodostettujen padkomponenttien varianssit. Kuvaajista
nahdéain, etta kovarianssimatriisin tapauksessa ensimméinen padkomponentti domi-
noi selvésti padkomponenttien kokonaisvarianssia. Sen sijaan korrelaatiomatriisista
muodostettujen padkomponenttien varianssit ovat huomattavasti lahempéané toisi-
aan. Vaikka muuttujat ova samassa mittayksikossé, tdma ero nailld kahdella eri ta-
valla muodostettujen paddkomponenttien valilld kertoo luultavasti siité, ettd skaalae-
rojen vuoksi jonkin muuttujan varianssi on selvéisti muita suurempi. Téma saattaa

johtaa joidenkin analyysin tulosten vdaristymiseen. [28|

(2]
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Kuva 3.1. Iris -aineistosta 3.1 muodostettujen padkomponenttien varianssit. Va-
semmanpuoleisessa kuvaajassa pdakomponentit on otettu kovarianssimatriisista ja
otkeanpuoleisessa kuvaajassa korrelaatiomatriisista.
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3.1.3 Paakomponentit singulaariarvohajotelmasta

Kolmas yleinen tapa muodostaa padkomponentit on tehdé se singulaariarvohajo-
telman avulla. Hajotelma on maaritelty kappaleessa 2.7 ja sen mukaan matriisi X

voidaan esittdd hajotelmana ULA’.

Olkoon S otoksen X otoskovarianssimatriisi. Jos X:n muuttujien keskiarvot ovat

tuntemattomia, otoskovarianssimatriisin alkio (7, k) on

Z(g;ij — ;) (i — Tn), (3.25)

missé 7; on otoskeskiarvo ja x;; on i. havainnon ja j. muuttujan arvo matriisissa X.

Nyt matriisi S voidaan esittdd muodossa

1

S:n—l

X'X. (3.26)

Matriisien ﬁX'X ja X'X ominaisvektorit ovat samat ja matriisin ﬁX’X ominai-

sarvot ovat ;= kertaa matriisin X'X ominaisarvot. [28]

Olkoon Iy, ...,1l, ja aj,...,a, matriisin X'X ominaisarvot ja ominaisvektorit. Mat-

riisin X'X ominaisarvohajotelma on

(n—1)S = X'X = lhaja] + lasay, +--- + l,a,al, (3.27)

missd 7 on matriisin X'X aste. Mééritelldin nyt matriisit A, U ja L siten, ettd
matriisin A (p x r) k. sarake on a;, matriisin U (n x r) k. sarake on u; = l,;l/zXak,
diagonaalimatriisin L (r x ) k. diagonaalialkio on l,i/ 2 jak=1,2,...,r. Sen lisdksi,
ettd edella madritellyt matriisit toteuttavat ehdot 1, 2 ja 3 méaéaritelmésta 2.23,
voidaan osoittaa, etti X = ULA'. Todistusta ei kiyda tissi tyossi tarkemmin lipi,

mutta se 10ytyy esimerkiksi lahteesta |28, s. 44].

PCA:n kannalta on térkedd huomata, ettd samalla kun matriisit A ja L antavat
matriisin X'X ominaisvektorit ja ominaisarvojen neliéjuuret, ne antavat myos pa-
komponenttien kerroinvektorit ja keskihajonnat. Lisdksi matriisista U saadaan ker-

toimella ﬁ skaalatut versiot padkomponenteille. [28]

Singulaariarvohajotelman kiytolle padkomponenttien muodostuksessa on useita pe-
rusteluja. Ensinnékin se tarjoaa laskennallisesti tehokkaan tavan loytaa paakompo-
nentit [28]. Lisaksi useissa eri lahteisséd |15, 19, 37, 50| mainitaan, ettd SVD antaa
aiempiin menetelmiin verraten lisétietoa padkomponenttianalyysisté sekd hyodylli-

sié keinoja PCA-tulosten esittdmiseen. Jos tarkastellaan esimerkiksi hajotelman 2.23
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alkioita

g = > udyPag, k=1,2,...,r (3.28)
k=1

missé u;;, ja aj), ovat alkiot (4, k) ja (j, k) matriiseissa U ja A ja l,ﬁﬂ on k. diagonaa-
lialkio matriisissa L. Summan 3.28 alkiot vastaavat r ensimmaéistd pddkomponent-
tia. Jos valitaan vain m < r ensimmaistd padkomponenttia, matriisin X alkioille

kaavassa 3.28 saadaan approksimaatio

=3 uady aj. (3.29)
k=1

Voidaan itse asiassa osoittaa, ettd kaava3.29 antaa parhaan mahdollisen m-asteisen
approksimaation yhtalon 3.28 alkiolle z;; minimoimalla euklidisen etdisyyden niiden
valilla. [19]23]

3.2 Datan esittidminen paiakomponenttien avulla

Padkomponenttianalyysin pa#tarkoitus on pienentdd datan dimensioiden maéraa,
mutta sen lisdksi se antaa myo6s joitain hyvéiksi todettuja tyokaluja moniulotteisen
datan visualisointiin. Etenkin tilanteissa, joissa p > 2, PCA:n kyky projisoida data
moniulotteisesta avaruudesta 2-ulotteiseen on hyvin hyddyllinen datan rakenteen

hahmottamisen kannalta.

Eras yksinkertainen tapa esittda aineisto 2-ulotteisessa avaruudessa on projisoida
data kahdelle ensimmaiselle padkomponentille ja sitten piirtdd havaintopisteet nail-
le kahdelle akselille. Toinen yleisesti kdytetty tapa on kiayttaa niin kutsuttua biplot-
kuvaajaa, joka esittda datan havainnot pisteind ja alkuperdiset muuttujat vektorei-
na kahdella ensimmaiselld padkomponentilla. Vektorien pituus ja suunta ilmaisevat
kunkin muuttujan vaikutuksen kokonaisvarianssiin. Eri suuntaan osoittavat muuttu-

jat korreloivat negatiivisesti ja samaan suuntaan osoittavat muuttujat positiivisesti.

Joskus moniulotteisen aineiston rakenne antaa mahdollisuuden esittda koko data 2-
ulotteisessa kuvaajassa. Tyypillisid esimerkkejé téllaisille aineistoille ovat erilaiset
aikasarjat, joissa kukin havaintopiste kuvaa tietyin aikavilein tehtya mittausta ja
joissa muuttujat ovat samassa mittayksikossd. Néain mitatusta aineistosta voidaan
piirtaa jokaiselle havainnolle oma kuvaaja. Kun jokaisen havainnon rekonstruoi pas-
komponenttien avulla, saadaan tulokseksi alkuperdisen aineiston approksimaatio,
joissa havainnot on selitetty jonkin varianssiosuuden mukaan. Naitd havaintokuvaa-

jia ja rekonstruoidun aineiston havaintokuvaajia vertailemalla voidaan saada olen-
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naista tietoa esimerkiksi poikkeavista havainnoista.

3.2.1 Biplot-kuvaajat

Biplot-kuvaaja on tehokas tyokalu datan visualisointiin moniulotteisessa avaruudes-
sa. Se mahdollistaa sekd muuttujien ettd havaintopisteiden visualisoinnin samalla
kuvaajalla. Téassa kuvaajassa muuttujat esitetdén vektoreina, joiden suunnat ja kul-
mat kertovat olennaista tietoa niiden vélisistd korrelaatioista. Havaintopisteet puo-

lestaan projisoidaan tdhén avaruuteen kahden ensimmaéisen padkomponentin avulla.

Biplot -kuvaaja perustuu luvussa 2.7 esiteltyyn singulaariarvohajotelmaan, jonka

mukaan matriisi X (n X p) voidaan esittdd muodossa

X = ULA'. (3.30)
Nyt diagonaalimatriisin L (r xr) elementit ovat li/Q > lé/Q > ja r on matriisin
X aste. Madritelldsn nyt L ja L'™* diagonaalimatriiseina, joiden diagonaalialkiot
ovat (9721872, 10/ ja 182 ez )2 g 0 < o < 1. Olkoon lisiksi
G = UL® ja H = L' *A’. Nyt saadaan

GH = UL“L'"*A’ = ULA' = X, (3.31)

minkd mukaan matriisin X alkio (7, j) on

ij = gih; (3.32)

ja g; ja h} ovat matriisien G ja H i. ja j. rivit. Toisin sanoen gj ja h; kuvaavat
matriisin X i. havaintoa ja j. muuttujaa projisoituna pddkomponenteille. Nyt g’ ja
h;- sisaltavat molemmat r alkiota. Jos r = 2 kaikki nama alkiot voidaan piirtaa
kaksiulotteisen avaruuden pisteind, mistd muodostuu haluttu biplot-kuvaaja. Ylei-
semmin tapauksissa, joissa r > 2, voidaan g} ja h;- approksimoida ottamalla niistéa

tarkasteluun vain m < r ensimmaéisté alkiota. [28]

Kuvassa 3.2 on biplot piirrettyna taulukon 3.1 aineistolle. Kuvassa punaisella né-
kyvat alkuperédiset muuttujat ja niiden vektorit seké siniselld aineiston havainnot.
Ensinnékin kuvasta ndhdéan, etté kaksi havaintoryhmaéé poikkeaa toisistaan ensim-
maéisen padkomponentin suhteen. Lisdksi vektoreiden avulla voidaan paatelld muut-

tujien vililla olevan osittain positiivista ja osittain negatiivista korrelaatiota.
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Ensimmainen paakompaonentti

Kuva 3.2. Biplot taulukon 3.1 aineistolle. Akselit vasemmalla ja alhaalla ovat alku-
perdisten havaintojen esittamiseen ja akselit ylhadlld ja oikealla alkuperdisten muut-
tugien esittamiseen pdadakomponenttiavaruudessa

3.2.2 PCA-rekonstruktio

Padkomponenttien avulla alkuperiiselle datalle voidaan muodostaa approksimaa-
tio, niin kutsuttu PCA-rekonstruktio, jonka dimensiot vastaavat alkuperéisen datan
dimensioita. Rekonstruktio pyrkii kuvaamaan alkuperéistd dataa mahdollisimman
tarkasti, mutta kuitenkin siten, ettd siitd ilmenee vain haluttu osa sen vaihtelus-
ta. Usein rekonstruktio muodostetaan muutamien ensimmaéisten padkomponenttien
avulla siten, ettd suurin osa datan vaihtelusta séilyy. [9] PCA-rekonstruktio liitetdan
usein samaan kontekstiin kiinteiden vaikutusten mallin (fized effects model, FEM)

kanssa. [2]

Olkoon X (n X p)-matriisi, jossa on n havaintoa ja p muuttujaa. Olkoon lisdksi A y;
matriisi, jonka sarakkeet ovat matriisin X otoskovarianssimatriisin M ensimmaéis-
td ominaisvektoria jirjestyksessd suurimman ominaisarvon mukaan. Datapisteiden
projektiot PCA-avaruuteen ovat piaikomponentteja Z = A’X. Naméi projektiot voi-
daan palauttaa takaisin alkuperiisen aineiston avaruuteen kertomalla niitd ominais-

vektoreilla
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X = AyZ = AyALX. (3.33)

Jos M = p, niin Ay Ay, X =T1jaX =X [2]

Esimerkki 3.2. Lasketaan PCA-rekonstruktio taulukon 3.1 aineistolle korrelaa-
tiomatriisia kiayttden. Kuvaajasta 3.3 ndhdaéan, ettd kaksi ensimmaéistd padkompo-
nenttia selittavit ldhes kaiken esimerkkiaineiston kokonaisvaihtelusta. Kumulatiivi-
sen varianssin perusteella olisi sopivaa kiyttad kahta ensimmaista padkomponenttia

aineiston analysointiin.

40

Kumulatiivinen varianssi

[
i

Paakomponentti

Kuva 3.3. Kumulatiivinen varianssi padakomponenttien funktiona taulukon 3.1 ai-
neistolle.



(a) Approksimaatio Iris-aineistolle

(b) Alkuperdinen Iris-aineisto
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h | Sep.L. Sep.W Pet.LL Pet.W h | Sep.. Sep.W Pet., Pet.W

(m) (cm) (cm) (cm) (m) (cm) (cm) (cm)
1 133399 4.0937 1.6599 1.8397 1 5.1 3.5 1.4 0.2
2 | 3.1530 3.5896 1.6644 1.8210 2 4.9 3.0 1.4 0.2
3 | 3.0807 3.7463 1.5416 1.7061 3 4.7 3.2 1.3 0.2
4 | 3.0808 3.6063 1.5913 1.7490 4 4.6 3.1 1.5 0.2
5 |3.3193 4.1654 1.6154 1.7987 5 5.0 3.6 14 0.2
6 | 3.7047 4.4680 1.8671 2.0630 6 5.4 3.9 1.7 0.4
150 | 5.2315 3.1584 3.7520 3.877 150 | 5.9 3 5.1 1.8

Taulukko 3.2. Iris-aineistolle muodostettu approksimaatio kahden ensimmdisen
padkomponentin mukaan taulukossa 3.2a ja sen alkuperdinen versio taulukossa 3.2b.

Taulukossa 3.2a on kaavalla 3.33 laskettu approksimaatio Iris -aineistolle 3.2b kayt-

tden kahta ensimmaistéd padkomponenttia. Ensimmaisten rivien perusteella approk-

simaatio nayttaisi kuvaavan Iris-dataa melko hyvin.
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3.3 Paakomponenttien miaran valinta

Aineiston dimensioiden méaéran pienentdminen paakomponenttianalyysin avulla tar-
koittaa kdytdnnossa padkomponenttien méaran pienentamista. Lopulliseen analyy-
siin otetaan mukaan vain tietty méaara — usein M ensimmaistd — padkomponenttia.
Yksi yksinkertainen tapa valita M on tehd& se siten, ettd pddkomponenttien ku-
mulatiivinen osuus kokonaisvarianssista on riittavan suuri. Talla tarkoitetaan sita,
ettéd valittujen padkomponenttien varianssien summa suhteessa kokonaisvarianssiin
on riittavéin iso. Jos valitaan tarkasteluun kaikki pddkomponentit, kumulatiivisen
varianssin osuus kokonaisvarianssista on 1. Kumulatiivista varianssia on havainnol-
listettu kuvassa 3.3. M ensimmaéisen padkomponentin kumulatiivinen prosenttiosuus

kokonaisvarianssista voidaan laskea kaavalla

m o
ty = 100% (3.34)

k=1 Ik’
missé I, on k. pddkomponentin varianssi. [28|

Léhteessé [28] mainitaan, ettd hyva tulos prosenttiosuudeksi on vélilld 70 % ja 90%
riippuen kuitenkin paljon sovellusalasta. Joskus voi olla hyviaksyttavaa valita vé-
hemmén komponentteja. Yleisesti ottaen paras arvo prosenttiosuudelle laskee, kun
muuttujien tai havaintojen méarad kasvaa. Jos muuttujien méaéard on hyvin suuri,
korkea prosenttiosuuden arvo tarkoittaa sité, ettd analyysiin otettavien padkompo-
nenttien maara on epéakiytannollisen suuri. Talloin padkomponentteja on suotavaa

ottaa vihemman.

Toinen tapa valita padkomponenttien méaara on katsoa padkomponentteja vastaavien
varianssien kuvaajaa. Kuvaajasta pyritdan valitsemaan sellainen piste, joka erottaa
vasemmalle puolelle jyrkin kdyran ja oikealle puolelle tasaisen kéyra eli niin sanottu
kulmapiste. Tamé piste vastaa padkomponenttien méaérad. Oikealle puolelle jaava
kéyra ei valttamatta ole horisontaalinen, mutta selkeésti suorempi, kuin vasemmalle
jaava kiyra. Ensimméinen piste suoralla kdyralld on viimeinen analyysiin mukaan
otettava paakomponentti.|28| Edelld kuvatusta menetelmésté kiytetaan tassa tyossa

nimitysta kulmapistemenetelmd

Liséé tapoja valita padkomponenttien méérd esitetddn lahteessi [28]. N&itd ovat
muun muassa ristiinvalidointiin, hypoteesitestaukseen tai osittaisten korrelaatioiden

tarkasteluun perustuvat menetelmét.
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3.4 Poikkemien havaitseminen

Poikkeavien havaintojen (engl. outlier) tunnistaminen on ollut jo pitkd&n mielenkiin-
toinen ongelma, silld muusta aineistosta eroavat pisteet ovat usein joko hyvalla tai
huonolla tavalla erityisia. Poikkeaville havainnoille ei ole olemassa tarkkaa maaritel-
méd, mutta usein niiden ajatellaan olevan sellaisia havaintoja, jotka jollain merkit-
tavilla tavalla eroavat suurimmasta osasta muita havaintoja. Sellaiselle aineistolle,
jossa on p muuttujaa, poikkeavat havainnot ovat kaukana p-dimensionaalisen ava-
ruuden muista pisteistd. Téllaiset havainnot saattavat vaikuttaa tai olla vaikutta-
matta paddkomponenttianalyysin tuloksiin, riippuen niiden sijainnista mittaussarjas-
sa. Usein onkin hyodyllistd méaéaritelld, mitka poikkeamat ovat niitd niin kutsuttuja

vaikuttavia havaintoja (engl. influential observations).

Kuvassa 3.4 on kaksi satunnaisesti generoitua aikasarjaa, joista molemmista voidaan
huomata selkeasti muista pisteistd poikkeava havainto noin 75 sekunnin kohdalla.

Ylempi kuva demonstroi yhden ja alempi kahden muuttujan aikasarjaa.

10.0
[£]

50

Arvo

0.0
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Kuva 3.4. Kaksi satunnaisesti generoitua atkasarja, jotka sisdaltdvdt potkkeavan
havainnon. Ylemmdssda aitkasarjassa on yksi ja alemmassa kaksi muuttujaa.

Poikkeamien tunnistus -ongelma voidaan méaarittaa esimerkiksi tilastollisena hypoteesi-
testind tai luokitteluongelmana. Tilastollisessa testissd nollahypoteesiné olisi, etta
jokin havainto noudattaa tietyn populaation tai otoksen jakaumaa. Vaihtoehtoinen
hypoteesi taas vaittda, ettd havainto poikkeaa kyseisen populaation tai otoksen ja-

kaumasta. Testi ¢. havainnon poikkeavuudelle voidaan muotoilla seuraavasti:

Hoimz‘Nfo

flz) =
Hi i < fo,
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missd x; on jokin havainto datassa ja f, on populaation jakauma. Kun halutaan kont-
rolloida Tyypin I virheiden lukumééaraé, voidaan testille maarittaa merkitsevyystaso

(&S

p(x;) = P(reject Ho|Ho is true ) < a, (3.35)
missi p(z;) on todennékéisyys sille, ettd havainto z; on poikkeama. [13]

Poikkeamien tunnistus-ongelma voidaan maéritella myos yksiluokkaisena luokittelu-
ongelmana, jossa pyritaédn selvittdméan, kuuluuko tietty havainto poikkeamien luok-
kaan vai ei. Toisaalta voidaan tarkastella sitd, kuuluuko havainto populaation jakau-

maa noudattavien havaintojen joukkoon vai ei.

3.4.1 Poikkeamat Biplot-kuvaajassa

Eras yksinkertainen tapa tunnistaa poikkeavia havaintoja aineistosta on tarkastella
muutamaa ensimméista tai viimeistd padkomponenttia. Ensimmaisissa paakompo-
nenteissa nakyvit usein sellaiset poikkeamat, jotka vaikuttavat merkittévasti koko
datan vaihteluun. Sen sijaan sellaiset poikkeamat, joilla ei ole suurta vaikutusta
aineiston kokonaisvarianssiin, tulevat tavallisesti esiin vasta myohemmissa padkom-
ponenteissa. Tarkastellaan tietojoukkoa, joka siséltéda useita ihmisen terveyteen liit-
tyvia ominaisuuksia, kuten iké, paino, sukupuoli ja niin edelleen. Suurin osa tieto-
joukon tapauksista edustaa terveitd yksiloita, joiden terveyteen liittyvit arvot ovat
samassa linjassa. Kuitenkin tietojoukossa on pieni maara yksiloitd, jotka ovat jon-
kin ominaisuuden osalta erilaisia kuin muut. Ndméa poikkeavat yksilot nakyvét to-
dennékoisesti vasta myohemmissd komponenteissa, silla yksi pieni poikkeava joukko

yhdessia muuttujassa ei edusta kovinkaan hyvin aineiston kokonaisvaihtelua. [2§]

Poikkeamia ensimmaéisten tai viimeisten padkomponenttien suhteen voidaan tun-
nistaa muun muassa luvussa 3.2.1 esitellyn biplotin avulla. Jos jokin havainnoista
poikkeaa selvisti kuvaajan muista pisteisté, on kyseessd poikkeama. Kuvassa 3.5 on
biplot kuvan 3.4 kahden muuttujan aikasarjalle. Biplotista ndhd&an, ettd havain-
topiste 75 sekunnin kohdalla eroaa selvisti muista pisteistd esimmaisen padkompo-
nentin suunnassa. My0s havainto 16 eroaa hiukan muista pisteistd toisen pédkom-

ponentin suhteen, mutta muuten pisteet néyttavat sijoittuvan samaan rykelméaén.
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Kuva 3.5. Kaksi ensimmdaistd pdadkomponenttia kahden muuttujan satunnaiselle
atkasarjalle, joka on esitettynd kuvassa 3.4.

Vaikka biplotin kdyttd onkin joskus hyvin informatiivinen ja kiytédnnoéllinen tapa
tunnistaa poikkeamia, vaatii se tietynlaiset olosuhteet luotettavan analyysin saavut-
tamiseksi. Biplotin kiyttod poikkeamien havaitsemiseksi voi rajoittaa erityisesti sen
vaikeaselkoisuus ja pisteiden péaallekkaisyys korkeaulotteisten aineistojen tapauksis-
sa. Lisdksi kohina aineistossa saattaa vaikuttaa negatiivisesti poikkeamien nakyvyy-

teen yksittaisissd paakomponenteissa.

3.4.2 Mahalanobiksen etiisyys

Mahalanobiksen etdisyyttéa 2.19 voidaan hyodyntad myos PCA-analyysissa, kun ha-
lutaan 16ytaa mahdollisia poikkeamia datasta. Se mittaa havaintojen poikkeavuut-
ta otoksen keskiarvosta ottaen huomioon sekd niiden sijainnin péddkomponenttiava-
ruudessa ettd muuttujien véliset korrelaatiot. Kaytannossad Mahalanobiksen etéisyys
lasketaan projisoimalla datapiste padkomponenttiavaruuteen ja arvioimalla sen etéi-
syys paakomponenttien jakauman keskiarvosta. Suuret Mahalanobiksen etéisyydet
viittaavat havaintoihin, jotka eroavat merkittavésti normaalista datan varianssista

ja joiden voidaan olettaa olevan potentiaalisia poikkeamia.

Mahalanobiksen etiisyys 4. havainnon ja otoskeskiarvon vililld on (x; —X)'S™* (x; —
X), missé S on otoskovarianssimatriisi ja X otoskeskiarvo. Pddkomponenttien avulla

tamaéa voidaan laskea kaavalla
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p
D=7k, (3.36)

k=1

missda D; on Mahalanobiksen etéisyys ¢ havainnon ja otoskeskiarvon vélilla, p on al-
kuperdisten muuttujien lukumaéra, z;, on k. PCA-komponentin arvo 7. muuttujalle
ja [, on k. padkomponenttia vastaava varianssi. Viimeksi mainittu véite seuraa siité,
etté otoskovarianssimatriisille S pitee S = AL?A’ (ominaisarvohajotelma), missé
L? on diagonaalimatriisi, jonka k. diagonaalialkio on ominaisarvo I ja A on omi-
naisvektoreista a;, koostuva matriisi. Lisiksi S™' = AL2A’, x| = z/A’ jaX = Z' A/,

jolloin etiisyyden nelidlle D? pitee

(x;, — X)S7'(x —X) = (z; — 2)A’AL A’ A(z; — )
(z; — Z)' L *(z; — )

p
k=1

B

2
2
k

o~

jos halutaan laskea Mahalanobiksen etéisyys vain r ensimmaéisen pdakomponentin

avulla, missé r < p, kaava saadaan muotoon

T 2
2 ik
D= i (3.37)

k=1

3.4.3 Hotellingin T2 -testi

Hotellingin T2 -testi (Hotelling’s T-squared test) on tilastollinen menetelmi, jolla
pyritdan havaitsemaan poikkeamia moniulotteisissa datamatriiseissa. Testi laajentaa
perinteistd yhden muuttujan T-testid (7T-test) [38] kahden tai useamman toisistaan

riippuvan muuttujan avaruuteen. [27]

Edellid mainittu testi perustuu Hotellingin 7 -jakaumaan, joka on monen muuttujan
todennakoisyysjakauma. Jos jokin vektori d on normaalijakautunut ja M on p X p
yksikkomatriisi, joka noudattaa Wishartin jakaumaa vapausasteella m, niin silloin
matriisin M neliéllinen muoto noudattaa Hotellingin 77 -jakaumaa ja sitéd kautta

my6s F-jakaumaa parametreilla F, ;1. [56]

Hotellingin T2 -testissé testisuureena kilytetiin edellisessi kappaleessa 3.4.2 mééri-
teltyd Mahalanobiksen etéisyyttéd. Otoskovarianssimatriisin muoto (n — 1)S noudat-
taa Wishartin jakaumaa, parametreilla p ja n — 1. Otoskeskiarvon otoskovarianssi-

matriisi on S/n esti on erityisen hyddyllinen silloin, kun halutaan selvittaa, poikke-
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aako tietyt havainnot tilastollisesti merkitsevisti datan yleisestd keskiarvosta. Ho-

tellingin T%-testimuuttuja voidaan ilmaista muodossa

T% =@ —w)'(S/n)"'(T — n), (3.38)

missa T on otoskeskiarvo, S on otoskovarianssimatriisi ja @ on populaation jakauman
odotusarvo. Huomataan, ettd yhtalo 3.38 on oikeastaan Mahalanobiksen etéisyys,

joka esiteltiin edellisessé luvussa. Testin p—arvo saadaan siis F), ,,—,-jakaumasta [39]

Hotellingin T - testi asettaa tiettyji oletuksia testattavalle aineistolle. Ensinnikin
sen havaintojen tulee olla otos multinormaalijakautuneesta popuulaatiosta, jolla on
odotusarvovektori p ja kovarianssimatriisi . Lisdksi havaintojen tulee olle riippu-
mattomia keskenddn. [44][49] Oletetaan, ettd edelld méaéritellyt oletukset toteutu-
vat. Télloin Hotellingin 72 -testiéi voidaan soveltaa PCA-analyysiin, kun lasketaan
testisuureita pidkomponenttiavaruudessa. Suuri Hotellingin 7 -arvo osoittaa, etti
tietty havainto poikkeaa merkittavasti padkomponenttitilassa méaéritetysta keskiar-
vosta. Tamé voi viitata poikkeamiin eli havaintoihin, jotka eivét ole yhteensopivia

datan yleisen rakenteen kanssa.

T?-testisuure i. havainnolle on paidkomponenttien avulla ilmaistuna

L)
2 Zik
=Y (3.39)
k=1

missd r < p, p on alkuperaisten muuttujien lukuméara, z;, on k. PCA-komponentin

arvo i. muuttujalle ja I on k. pd&dkomponenttia vastaava varianssi. [43|

3.4.4 PCA-sovitus

Eras keino 16ytaa poikkeamia aineistosta on laskea residuaali alkuperdisten ja paa-
komponenttien avulla estimoitujen havaintojen vililld. Jos saatavilla on riittavésti
harjoitusdataa, joka ei sisdlla merkittavia poikkeamia, voidaan PCA-sovitus havain-
nolle tehda tastd harjoitusdatasta muodostettujen padkomponenttien avulla. Tun-
temattoman havainnon ja sen sovituksen vélistd erotusta tarkastelemalla voidaan
selvittda kuinka paljon uusi havainto poikkeaa harjoitusdatasta. Jos erotus on suu-
ri, kyseessd on mahdollinen poikkeama. Edelld kuvattua menetelméaé poikkeamien

havaitsemiseen on esitelty muun muassa léhteissé [10][21][52].
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4. AINEISTO JA MENETELMAT

4.1 Ympariston gammaspektrometriset sateilymittaukset

Ymparistossa esiintyvit radionuklidit ovat ionisoivaa sateilyé lahettavia radioaktii-
visia aineita, joita muodostuu joko luonnostaan tai ihmisen toiminnan seurauksena.
Suurin osa naistd nuklideista on peraisin luonnollisista lahteistéd, kuten maaperéssa
olevista primordiaalisista radionuklideista tai kosmisen taustasateilyn seurauksena
syntyvistd kosmogeenisista radionuklideista. Néiden nuklidien ldhettdméaa séteilya
kutsutaan luonnon taustasdteilyksi ja sen joukosta on oleellista tunnistaa ihmisen

toiminnan seurauksena syntyneitd keinotekoisia radionuklideja. [47, s.12]

Keinotekoisia radionuklideja voi paatya ympéaristoon esimerkiksi ydinasekokeilujen,
ydinvoimaloiden tai lddketieteellisen kidyton seurauksena. Tsernobylin ydinvoima-
laonnettumuus (1986) ja kylmén sodan (1950-1991) aikaan tehdyt ydinasekokeet ai-
heuttivat radioaktiivisten aineiden laskeumaa ympéri maailmaa. Ihmisldhtdiset ra-
dionuklidit aiheuttavat alle viidesosan suomalaisen keskima#raisestd vuosittaisesta

sateilyannoksesta. [47, s. 28]

Ympaériston radioaktiivista séteilyd voidaan mitata muun muassa tuikeilmaisimil-
la. Tuikeilmaisimien kdytto perustuu tuikeaineeseen (skintilaattori) ja valomonistin-
putkeen. Tuikeaineet voivat olla joko kiinte#dd, nestettd tai kaasua, ja eri tuikeai-
neita yhdistamalla voidaan samanaikaisesti mitata eri siteilylajeja. Gammaséteilyn
energian ja sen intensiteetin mittaamiseen kaytetaan usein epdorgaanisia tuikeainei-
ta. Sateilyenergian absortoituminen virittda tuikeaineen atomin energiatilalle, jonka
purkautuessa emittoituvaa valoa voidaan mitata. Mittaus saadaan muunnettua digi-
taaliseen muotoon kiyttamalld spektrometria ja gammaséteilyn kohdalla tarkemmin
gammaspektrometria. Mitatun gammaspektrin digitaalista muotoa kutsutaan puls-
sinkorkeusjakaumaksi. Kun néitad mittauksia tehdadn perdkkain jollain aikavalilla,

saadaan useista spektreistd muodostuva aikasarja. [33|

Ulkoisen séteilyn annosnopeutta mitataan Suomessa jatkuvasti ulkoisen séteilyn val-
vontaverkon avulla. Verkko koostuu noin 260:sta eri puolilla maata sijaitsevasta
mittausasemasta. Niiden sédteilyanturit ovat suojakuorien siséilla olevia geigerput-

kia, joiden mittausalue kattaa annosnopeudet 0.01 uSv/h — 10 Sv/h. Osa asemista
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on varustettu LaBrs(Ce) -spektrometrilla. [5, s. 342]

4.1.1 Keinotekoisten radionuklidien havaitseminen spektrista

Jokainen gammasateilya lahettéva radionuklidi synnyttad gammaspektriin sille tyy-
pillisen vasteen, joka ilmenee spektrissa esimerkiksi yhtené tai useampana fotopiikki-
nd tai Compton-reunana ja sironneen sdateilyn jatkumona. Fotopiikin sijainti spekt-
rissé madraytyy emittoituvan gammafotonin energiasta ja sen pinta-ala puolestaan
sateilyn intensiteetistd ja ilmaisimen tehokkuudesta. [5] Compton-reunan energia
ja takaisinsirontareunan energia saadaan Comptonin yhtélostd ja jatkumon muoto

puolestaan Kleinin ja Nishinan yhtélosta [48].

Vaste on spektrometrin mittaama kullekin radionuklidille ominainen gammasateilyn
energiajakauma. N&ita jakaumia analysoimalla ja pulssien lukumaéaria tutkimalla il-
maisimeen tulleen siteilyn lahteend oleva nuklidi voidaan tunnistaa. [5] Kuvassa 4.1
on nuklidin koboltti-60 gammaspektri. Kuvaajassa vaaka-akselilla on energiakana-
vat ja pystyakselilla kanavia vastaavien pulssinlukemien logaritminen muoto. Kukin
kanava vastaa jotakin tiettya energia-aluetta ja télle energia-alueelle osuneet fotonit
kasvattavat kanavan pulssinlukemaa. Kanavien energia-alueet ovat nousevassa jar-
jestyksessa ja jokainen energia-alue on yhta pitkd. Koboltti-60 ldhettad hajotessaan
kaksi gammafotonia, joiden energiat ovat 1173 keV 1332 keV. Nama fotonit nakyvét
tassda gammaspektrissé fotopiikkeina kanavien 700 ja 900 valissa. Spektrissd on myos
molempia gammaemissioita vastaavat Compton-reunat ja sironneen séteilyn jatku-
mot, joista ainakin toiset voidaan ndhda selkeésti noin kanavan 600 ja sité edeltéavien

kanavien kohdalla.

Séateilytilanteen muutoksen havaitsemiseen kiytettyjé algoritmeja on erilaisia, mutta
useimmat niistd kdyttavit jotakin ennakkotietoa johtopaatosten tekemiseen. Jotkut
niistd analysoivat mittauksen laskentataajuutta (engl. cross-count-rate), eli ilmaisi-
meen osuneiden ja havaittujen fotonien kokonaisméairaé aikayksikkod kohden. Né-
mé algoritmit kidyttavit halytysrajan madrittdmiseen taustasiteilystd méaritettya
tarkkaa pulssien laskentataajuutta. Télloin mikd tahansa hélytysrajan ylittéva sétei-
ly johtaa halytykseen, jolloin intensiteettitason nousut taustaséteilyssa aiheuttavat

jarjestelmaan runsaasti vaaria halytyksia.

Toiset algoritmit analysoivat tietylle ennakkoon maéaritetylle energia-alueelle tule-
vien pulssien lukumaéaaraéa. Tallaisen menetelméan kiyttdjalta odotetaan tietdmysta
siitd, mita radionuklidia halutaan etsia, joten metodi ei ole kovinkaan yleispateva.
Lisédksi ilmaisimeen ja sen lahistolle tulleet fotonit siroavat ilmassa tai muussa véliai-
neessa olevista aerosolihiukkasista ja séteilyn ollessa tarpeeksi intensiivista sironnut
sateily aiheuttaa pulssinkorkeusjakaumaan laajaankin energia-alueeseen vaikuttavan

jatkumon. Télloin ROL:n (Region Of Interest) valinta nuklidin aiheuttamien piikkien
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Kuva 4.1. Nuklidin koboltti-60 gammapspektri. Kanavien 700 ja 900 vdilissd voi-
daan ndhdd kaksi fotopiikkid ja aiemmilla kanavilla sironneen sdteilyn jatkumo, jon-
ka kulma on noin kanavan 600 kohdalla.

perusteella jattda suuren osan mielenkiintoisesta spektristd huomiotta.

Jotkin algoritmit kayttaviat puolestaan koko gammaséateilyn energiajakaumaa poik-
keamien havaitsemiseen. Namé algorimit pyrkivat usein sovittamaan tunnettuja ra-
dionuklidien energiajakaumia mitattuun spektriin, jolloin metodi on hyvin riippu-
vainen siitd, kuinka tarkasti jonkin tietyn nuklidin teoreettinen jakauma vastaa sen
sateilysta mitatun spektrin jakaumaa. Usein mitatun spektrin muodostumiseen vai-
kuttavat monet muutkin tekijat, kuten mittausympéristo, mittalaitteen tarkkuus
tai ilmaisimen ja séteilylahteen viliset sateilyd absorboivat aineet. Télloin mitattu

spektri saattaa olla hyvinkin monimutkainen verrattuna teoreettiseen tulokseen. [20]

4.1.2 Luonnon taustasateilyn spektrit

Luonnon taustasateilyn ldhteet tuottavat mittauksissa aina samankaltaisen spekt-
rin, mutta niissé voi esiintyd kuitenkin luonnon sddilmioiden, kuten sateen tai lu-
mipeitteen, aiheuttamaa vaihtelua. Vaihtelua sisdltavéit spektrit vaikeuttavat usein
keinotekoisten nuklidien havaitsemista aiheuttamalla systeemiin vaaria hélytyksia
tai peittamalld alleen merkityksellisid havaintoja. Taustaséteilyn merkittavimmat
lahteet ovat kalium-40, torium-232, uraani-235, uraani-238 sekéd toriumin ja uraa-
nin pitkien hajoamisketjujen eri nuklidit. Sateen aikana uraanin ketjuun kuuluvan
radonin hajoamistuotteita kulkeutuu veden mukana ilmasta maan pinnalle, jolloin

taustasateilyn taso nousee hetkellisesti tietyilla energia-alueilla.
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Kuvassa 4.2 on kaksi LaBrs(Ce) -ilmaisimella mitattua luonnonséteilyn spektria.
Oranssi spektri on tavanomaisen taustaséateilyn mittauksesta muodostettu spektri ja
sininen spektri on sateen vaikuttama luonnon taustaséteilyn spektri. Sinisen spekt-
rin piikit energiakanvien 150-270 ja 400-450 alueilla ovat syntyneet nuklidin uraani-
238 hajoamisketjuun kuuluvien tytarnuklidien lyijy-212, lyijy-214 sekd vismutti-214
séteilysté, joita on sateen mukana kulkeutunut ilmasta ldhelle maan pintaa. Sateen
vaikuttaman spektrin pulssinlukemat ovat lisiksi kauttaaltaan suuremmat kuin ta-
vanomaisessa spektrissé, mikd on myo0s seurausta sateen hetkellisesti nostattamasta

taustaséteilyn tasosta. [47]
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Kuva 4.2. Kaksi luonnon taustasdateilystd mitattua gammaspektrid. Sinisessd spekt-
rissda esuintyy sateen atheuttamia energiapiikkejd nuklidin uraani-238 hajoamisket-
Juun kuuluvien nuklidien energia-alueilla.

4.2 Ailneisto

Tyon aikana kehitetyn menetelmén testaamiseksi on kerdtty ja valmisteltu mit-
tausaineistoa, joka pyrkii mahdollisimman hyvin kattamaan erilaiset siteilytapauk-
set. Luonnon taustasiteilyd on kerdtty Suomessa sijaitsevan ulkoisen séteilyn val-
vontaverkon |7] mittausasemilta, Nuorgamista ja Rovaniemelté. Ilmaisimien sijainnit
ja aineistojen mittausaika on pyritty valitsemaan niin, ettd mittausdatan seassa on
seké sateisia ettd poutaisia paivia. Lisdksi lumipeitteen vaikutus taustaséteilyyn on
pyritty ottamaan huomioon valitsemalla mukaan péivia myos talvisilta kuukausil-
ta. Néiden liséksi on keratty mittausdataa Harjavallasta ja Kotkasta, aikajaksoilta,

joissa tiedetdén olleen mukana poikkeavaa séteilya.

Jokainen aineisto koostuu mitattujen spektrien aikasarjasta. Kukin spektri sisaltas

2048 kanavaa, joita vastaa jokin pulssinlukema. Spektreistd on poistettu alusta 41
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kanavaa, silla analyysissd huomattiin, etté alkupaan epéoleelliset kanavat aiheuttivat

mittausvirheiden vuoksi vadristymia tuloksiin.

Taustasateilyaineistojen pohjalta Rovaniemen ja Nuorgamin aineistoille on tuotet-
tu testiaineistoa lisddmaélld spektreihin keinotekoisten nuklidien vasteita. Vasteet on
luotu synteettisesti spektrianalyysiohjelmistolla. Ohjelmisto lisdé vasteeseen fotopii-
kit tunnettujen gammafotonien energioiden sekd kayttajin syottamén referenssie-
mission piikin pinta-alan avulla. Referenssiemissioksi on kaikissa tapauksissa valittu
se emissio, jota nuklidi ldhettdd suurimmalla todennékoisyydelld. Vasteisiin lisa-
tddn myos Compton-reuna ja sironneen séiteilyn jatkumo, jotka saadaan Comptonin
yhtélon sekd Klein-Nishina -yhtalon avulla. Vasteissa on huomioitu liséksi kutakin

ilmaisinta vastaavat energia- ja tehokkuuskalibraatiot [12][16].

Testeissa kaytetyt keinotekoiset nuklidit, joita ei esiinny luonnossa ilman ihmisen toi-
mintaa, ovat amerikium-241, koboltti-60, cesium-134, cesium-137, jodi-131, ksenon-
133 ja ksenon-135. Lisdksi jokaiselle testinuklidille on méaaritelty kolme eri aktiivi-
suustasoa, jotka vastaavat referenssiemission pinta-alalla méaaritetyn vasteen aktii-
visuutta. Kullekin nuklidille on kdytetty referenssiemission piikin pinta-alana lukuja
200, 400 ja 600. Pinta-alojen yksikkd on kanava - pulssinlukema. Kaikkien aineisto-
jen testinuklidien aktiivisuudet on maéritetty samojen referenssipinta-alojen avulla.
Talloin eri aineistojen testinuklidien aktiivisuuksissa voi olla pientéd eroavaisuutta,

silla eri ilmaisimilla on omat tehokkuus- ja energiakalibraatioiden yhtalonsa.

4.2.1 LaBr;3(Ce), Nuorgam

Nuorgamissa sijaitsevalla LaBrs(Ce) 1.5” -tuikespektrometrilli mitattua luonnon
taustasiteilyn spektridataa on keréitty yhden kokonaisen vuoden (2022) ajalta ké-
sittden 56 691 erillista spektrid. Aineistoon on pyritty sisdllyttdmaian sddvaihteluita
koko vuoden ajalta, jotta taustaséteilyn vaihtelut saataisiin mahdollisimman kat-
tavasti testeihin mukaan. Aikasarja sekoitetaan satunnaiseen jarjestykseen, jotta
harjoitus-, validointi- ja testidataan saadaan mahdollisimman kattava joukko eri-
laisia mittauksia. Sekoitettu data jaetaan siten, ettd 50% siitd nimetddn testida-
taksi, 35% harjoitusdataksi ja 15% validointidataksi. Testiaineistosta 210 spektriin
lisataan vaste, 10 vastetta kullekin taulukon 4.1 radionuklidin eri aktiivisuuksille.
Saman nuklidin samalle aktiivisuudelle lisdtain vaste useampaan eri spektriin, jotta

yksittaisen spektrin vaikutus poikkeaman havaitsemiseen saadaan huomioitua.
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Taulukko 4.1. Nuklidit, joille generoitu LaBrs(Ce)-spektrometrin vaste on lisdtty
Nuorgamin testispektrethin sekd niiden aktiivisuudet.

Nuklidi | Aktiivisuus 1 (%) Aktiivisuus 2 (%) Aktiivisuus 3 (%)
MAm | 49.4 + 38.5% 98.8 + 21.4% 148.2 + 16.3%
%Co 29.5 + 12.1% 59.0 + 11.1% 88.5 + 10.7%
134Cs 20.6 + 15.3% 41.2 + 12.0% 61.8 + 11.2%
137Cs 24.9 + 14.9% 49.8 + 11.9% 74.7 + 11.1%

1317 17.8 £ 17.6% 35.7 + 12.8% 53.5 £ 11.6%

133X e 39.3 + 40.5% 78.7 + 22.3% 118.1 + 16.9%
135X e 13.5 + 21.8% 27.0 + 14.6% 40.5 + 12.7%

4.2.2 LaBr;(Ce), Rovaniemi

Rovaniemen aineisto on saatu Rovaniemelld sijaitsevasta kerddjastd, jonka avulla
voidaan mitata radioaktiivisten aineiden laskeumaa. Rovaniemen aineistossa luon-
non taustaséiteilyn spektridataa on Nuorgamin aineiston tavoin yhden kokonaisen
vuoden ajalta kisittden 56 335 erillistd spektrid. Myos Rovaniemem aikasarja sekoi-
tetaan satunnaiseen jarjestykseen ja sekoitettu aineisto jaetaan harjoitus-, validointi-
ja testidatoihin samassa suhteessa, kuin Nuorgamin aineisto. Testiaineistosta 210

spektriin lisdtaan vaste, 10 vastetta kullekin taulukon 4.2 lahteen eri aktiivisuudelle.

Taulukko 4.2. Nuklidiaktiivisuudet, joille generoitu LaBrs(Ce)-spektrometrin vaste
on lisatty Rovaniemen testispektreihin.

Nuklidi | Aktiivisuus 1 (24) Aktiivisuus 2 (24)  Aktiivisuus 3 (2¢)

M Am 50.2 + 25.6% 100.4 + 15.8% 150.6 + 13.1%
%Co 30.0 + 12.1% 60.0 £ 11.1% 90.0 + 10.7%
134Cs 20.9 + 13.8% 41.9 + 11.6% 62.8 + 11.0%
137Cs 25.3 + 13.4% 50.6 + 11.5% 76.0 + 10.9%
1317 18.1 + 14.9% 362+ 119 % 54.4 + 11.2%

133X e 40.0 + 26.1 % 80.0 + 16.1% 120.0 £+ 13.3%
135X e 13.7£ 172 % 27.5 + 13.0% 41.2 + 11.9%

4.2.3 LaBr;3;(Ce), Kotka ja Harjavalta

PCA-algoritmia testattiin myos kahdelle oikeasti esiintyneelle keinotekoiselle sétei-
lytapaukselle. Aineistot ovat peréisin Kotkasta ja Harjavallasta. Kotkan ilmaisimella
on mitattu rontgenséteilyé ja aineistossa on yksi spektri, jossa se ilmenee jatkumona.
Loput 25 516 spektrid on tavanomaista taustaséiteilyd. Harjavallan ilmaisimella on

puolestaan mitattu nuklidin jodi-131 gammaséteilyé, ja sitéd esiintyy aineistossa tun-
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nistettavasti neljassa eri spektrissa. Taustaséiteilyn spektrejd Harjavallan aineistossa
on 25 629 kappaletta.

4.3 Aiempia sovelluksia

Gammaspektrometrista sidteilydataa on aikaisemminkin analysoitu paakomponent-
teihin perustuvilla menetelmilla. Léhteessa [52] tutkitaan SVD-hajotelmaan perus-
tuvan NASVD-menetelmén (Noise-adjusted Singular Value Decomposition) kiyttoa
gammaspektrometristen mittausten aikasarjojen analyysissé. Lahteessé selvitetdén,
miten NASVD-metodin avulla voidaan tunnistaa keinotekoisia sateilylédhteita luon-

non taustasateilyn seasta.

NASVD-menetelmé kiyttdd PCA-analyysistd tuttuja padkomponentteja kohinan
vahentédmiseen aineistosta. Menetelméssa oleellista on, ettd se muodostaa padkompo-
nentit SVD-hajotelman avulla seké pyrkii vihentdmaéén aineistosta kohinaa. NASVD-
menetelman kiytolle onkin ominaista se, ettd analysoitavan datan tiedetdan si-
saltdvan kohinaa ja sille kohinalle on olemassa jokin ennalta tiedetty malli — a
priori -malli. A priori -mallia kiytetddn yleensd analysoitavan datan esikésitte-
lyssd. Yleensd edelld mainittu tarkoittaa sitd, ettd analysoitava data normalisoi-
daan jakamalla kukin havainto pienimmén neliosumman sovituksella kyseisen ha-
vainnon ja keskiarvoisen havainnon véililld ennen SVD-hajotelman muodostamis-
ta. [40|[41] SVD-hajotelmasta saatujen padkomponenttien avulla spektreille muo-
dostetaan PCA-rekonstruktiot. Spektreistd saadaan véhennettyé kohinaa, kun re-
konstruktiot muodostetaan vain muutamien ensimmaéisten padkomponenttien — nii-
den, jotka siséltdvit mahdollisimman vihén kohinaa — avulla. Lahteessd [52] kiy-
tetddn edelld kuvailtua NASVD-menetelméd ennen varsinaista nuklidin tunnistus-

algoritmia.

Léhteessé [10] esitelldén toinen padkomponenttianalyysid hyddyntédvd menetelmé
poikkeamien havaitsemiseen datasta. Menetelméan alku on hyvin samankaltainen
edelld esitetyn NASVD-menetelmén kanssa, mutta SVD-hajotelman sijaan se kéyt-
tad datan korrelaatiomatriisin ominaisarvohajotelmaa padkomponenttien muodosta-
miseen. Lisdksi datan normalisointi tehdain hieman eri tavalla. Téssd menetelmés-
sd olennaista on, etta paakomponentit muodostetaan harjoitusdatasta, joka sisaltaa
vain luonnon taustaséteilya. Harjoitusdatassa on siis my0s luonnon séaolosuhteista
johtuvaa vaihtelua. Paakomponenttien avulla uusi tuntematon spektri rekonstruoi-
daan niin, ettd rekonstruktio selittdd mahdollisimman hyvin spektrin sisaltdman
taustasateilyn. Rekonstruktiolle ja spektrille lasketaan Mahalanobiksen etaisyys ja
ennalta maaritetyn héalytysrajan perusteella paatetdan, onko spektri poikkeava vai
ei. Metodi mukailee luvussa 3.4.4 esiteltya PCA-sovitukseen perustuvaa poikkeamien

tunnistusmenetelmas.
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4.4 PCA-algoritmi

Tyon soveltavaa osuutta varten on kehitetty algoritmi, jolla pyritdan havaitsemaan
keinotekoisten nuklidien séteilyd gammaspektrien aikasarjoissa. Algoritmissa luo-
daan taustaséiteilydatan pohjalta PCA-malli, jota hyodynnetddn tuntemattoman
havainnon luokittelussa. Algoritmissa on karkeasti jaoteltuna nelja erillistd vaihet-
ta: aineiston esikésittely, PCA-mallin luominen harjoitusdatan avulla, hilytysrajan
laskeminen validointidatan avulla sekd mallin sovittaminen testidataan. Algoritmi
ottaa syotteend harjoitus-, validointi- ja testidatat ja halyttdd, jos testidatassa on

mukana taustasiteilystd poikkeavia tapahtumia.

Algoritmin suorituskykyé voidaan testata esimerkiksi luvussa 4.2 esiteltyjen aineisto-
jen avulla. Yksi tapa tarkastella algoritmin toimivuutta on selvittaé sen havaitsemis-
prosentit keinotekoisille nuklideille. Liséksi testiaineiston avulla voidaan tarkastella
algoritmin sensitiivisyyttéa ja spesifisyytta jonkin parametrin suhteen. Sensitiivisyys

ja spesifisyys lasketaan yhtéloiden 4.1 ja 4.2 avulla:

i TP 1)
SENSILLIVISYYS = TP+ FN .
TN
Sp@SifiSny = m (42)

Edella esitetyissa yhtéaloissa kiytettavat kirjainyhdistelméat merkitsevat aina jotakin
tiettyd havaintojoukkoa. Sensitiivisyyden yhtalossa 4.1 TP on oikein maéaritettyjen
positiivisten havaintojen joukko ja FN vidrin maaritettyjen negatiivisten havain-
tojen joukko. Positiiviset havainnot késittavit téssé tapauksessa ne spektrit, joihin
on lisdtty jonkin keinotekoisen séteilyn vaste ja negatiiviset havainnot ne spektrit,
joissa ei esiinny mitdan taustasiteilystd poikkeavaa. Kaytdannossa TP kattaa siis
kaikki keinotekoista séteilyé sisaltavit spektrit, jotka algoritmilla havaitaan ja FN
puolestaan kattaa kaikki keinotekoista siteilya sisaltavat spektrit, joita algoritmil-
la ei havaita. Spesifisyyden yhtalossa 4.2 TN on oikein méériteltyjen negatiivisten
havaintojen joukko, eli kaikki ne pelkkédd taustasiteilyd sisdltéavat spektrit, joista
algoritmi ei aiheuta hélytystd. Joukko FP puolestaan kattaa kaikki taustaséteilyn
spektrit, joista algoritmi virheellisesti halyttad. [42]

Téssa tyossa joukosta TP kiytetdaan nimitysta oikeat hdlytykset ja joukosta FP ni-
mitysta vadrdt hdalytykset. Lisaksi nimityksia oikea tausta ja vddrd tausta kiaytetaan

kuvaamaan joukkoja TN ja FN.
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4.4.1 Aineiston esikasittely

Tyossa tutkittavan algoritmin suorituskykyéd voidaan parantaa erilaisilla esikésitte-
lymenetelmilla. Helpoin tapa lyhentédéd algoritmin suoritusaikaa on vihentaé spekt-
rin kanavien méaras. Yhdellda vahennyskerralla spektrin vierekkéiset kanavat sum-
mataan yhteen, jolloin kanavien maara puolittuu. Vahennyskertoja toistetaan niin
monta kertaa, ettd algoritmin laskenta saadaan riittdvan nopeaksi. Vierekkéisten
kanavien summaamminen yhteen n kertaa ei vaikuta oleellisesti PCA-algoritmin tu-

loksiin, silld spektrien hahmot sailyvat samoina.

Luonnon vaihtelun vuoksi spektrien intensiteettitasot voivat nousta tai laskea. Sen
vaikutuksen minimoimiseksi spektreihin tehdaén lisdksi niin sanottu pienimmdn ne-
liGsumman (PNS) -normalisointi, minkd tavoitteena on saada spektrien muodot
mahdollisimman léhelle toisiaan. PNS-normalisointi esitellddn algoritmissa 1. Me-
todilla pyritddn muokkaamaa spektrit sellaiseen muotoon, ettd niiden ja keskimé&a-
riisen spektrin véilinen residuaali on mahdollisimman pieni. Spektrit halutaan mah-
dollisimman lahelle keskiarvoista spektria, jotta taustasateilyn intensiteettien vaih-

telujen vaikutus paakomponentteihin saadaan minimoitua.

Algorithm 1 PNS-normalisointi

: annettu data

1
2: for spektri € data do

3 minger y,;(pli] — axspektrifi])?
4

)

spektri = ax spektri
: end for

Ratkaistaan seuraavaksi algoritmissa 1 esiintyvd «. Derivoidaan ensin pienimmén

neliosumman lauseke

d
da Z(ﬂz —am;)? = Z 2270 — 2215 (4.3)

i
Kun asetetaan derivaatta nollaksi, saadaan

Z 207 — 215 = 0 (4.4)

- S (4.5)

~
Lopuksi aineiston muuttujat keskitetédén ja standardisoidaan kaavalla

X =

Ly~ Hy
4.6
o (4.6)
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missd x; on aineiston j. muuttuja ja p; ja o; sitd vastaavat odotusarvo ja keskiha-
jonta. Aineiston normalisoinnissa on téarkedd huomata, ettd muuttujien odotusarvot
ja keskihajonnat lasketaan harjoitusdatan perusteella ja validointi- ja testidatat nor-
malisoidaan niita kdyttden. Testi- tai validointidatan hyodyntdminen keskiarvon tai

keskihajonnan laskemisessa voisi johtaa virheellisiin tuloksiin.

4.4.2 PCA-mallin luonti harjoitusdatasta

Algoritmin toisessa vaiheessa kiyttdjan valitsemasta harjoitusdatasta muodostetaan

paakomponenttianalyysin avulla projektiomatriisi

B = AyA),, (4.7)

missd matriisin A sarakkeet ovat treenidatasta muodostetut padkomponentit ja M
on valittujen padkomponenttien méara. Projektiomatriisilla kertomalla saadaan las-
kettua halutulle spektrille PCA-sovitus yhtélon 3.33 tavoin.

Péaakomponentit padadyttiin muodostamaan téssé sovelluksessa singulaariarvohajo-
telman kautta, silld sen kiaytto kovarianssi- tai korrelaatiomatriisin ominaisarvoha-
jotelman sijaan parantaa algoritmin tehokkuutta. Singulaariarvohajotelman muo-
dostamisen asymptoottinen yliraja on yleisessi tapauksessa O(mn?) ja ominaisar-
vohajotelmalle vastaava on O(n?), kun m ja n ovat matriisin rivien ja sarakkeiden
méaarat [54]. Lisaksi singulaariarvohajotelmalla on enemmén ominaisuuksia syvem-

paa analyysia varten, kuten my6s luvussa 3.1.3 mainittiin. [28]

4.4.3 Halytysrajan maaritys

Halytysraja poikkeavan havainnon luokittelua varten méaaritellddn algoritmissa kayt-
tajan syottdmien véadrien hélytysten todennékoisyyden ja validointidatan avulla.
Spektrien luokittelussa kiytetdan euklidista etdisyytta, joka lasketaan spektrin ja
sen PCA-sovituksen vilille. Jos etdisyys ylittda tdméan luvun menetelmalléd lasketun
halytysrajan, suoritetaan halytys. Tyon aikana tarkastellaan pédosin kahta etdisyyt-
téd, joista toinen on tavallinen euklidinen etéisyys ja toinen siitd muunneltu versio.
Muunnellussa versiossa nelijuuren sisilla olevaan summaan otetaan mukaan vain
niiden kanavien erotukset, joissa alkuperiisen spektrin pulssinlukema on suurempi
kuin sovituksen pulssinlukema. Téssé tyossa tavallista euklidista etédisyyttd merki-
taan tunnuksella d. ja muunneltua versiota tunnuksella d.,,. Naista etéisyyksista

kiytetddn tyon aikana yleisesti nimitysta residuaali.

Halytysraja pyritadn siis maarittdmaan validointidatan avulla. Ensin validointidatan

spektreille lasketaan PCA-sovitukset kertomalla kutakin spektrid yhtéalon 4.7 pro-
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jektiomatriisilla B. Seuraavaksi lasketaan jokaisen spektrin z; ja sen PCA-sovituksen

Bzx; vilinen euklidinen etéisyys, joka saadaan kaavalla

d, = ||Ba; — |- (4.8)

Lopuksi pyritdan selvittaméan euklidisten etaisyyksien jakauma, jonka avulla tiettya

vaarien halytysten todennakoisyytta vastaava halytysraja on helppo laskea.

Testiaineistojen validointidataa vastaaville residuaaleille sovitettiin erilaisia jakau-
mia MATLABIn [25] valmiita funktioita kidyttden. Lahimpéné residuaaleja vaikut-
ti olevan néistd jakaumista yleistetty ddriarvojakauma (Generalized Extreme Value
Distribution, GEVD), mutta senkin sopiessa huonosti joihinkin tapauksiin, jakau-
maa alettiin etsié teoreettisesti. Lopulta todistusluonnosten kautta residuaaleihin
paddyttiin sovittamaan erdstd Tracy-Widom -jakaumaa [8], toiselta nimeltdan suu-
rimman ominaisarvon jakaumaa, jonka todettiin sopivan testiaineistojen tapauksille
erittdin hyvin. Residuaaleja yritettiin sitten simuloida satunnaisesti luotujen matrii-
sin B ja vektoreiden x; tulon seké vektoreiden itsensd vilille. Seuraavien lauseiden
ja huomioiden pohjalta yhalon 4.8 residuaaleja pystyttiin simuloimaan satunnaisesti

luoduille gammaspektrometrisille aikasarjoille.

Gammaspektrometristen aikasarjojen kanavien tiedetédén olevan Poisson-jakautuneita
jollain parametrilla A [30]. Poisson-jakautuneet satunnaismuuttujat taas ovat ai-
na summia toisista Poisson-jakautuneista satunnaismuuttujista, kuten seuraavassa

lauseessa 4.1 todetaan.

Lause 4.1. [55, s. 195] Olkoon X1, X, ..., X, i.i.d Poisson-jakautuneita satunnais-
muuttujia siten, ettd X ~ P(M\) jak =1,2,...,n. Tdlloin S, = X1+ Xo+ -+ +
Xp~PAL+ X+ + \y).

P()) -jakautuneen satunnaismuuttujan voidaan lauseen 4.1 perusteella ajatella ole-
van summa A\ méérasté i.i.d P(1)-jakautuneita satunnaismuuttujia. Talloin keskeisen
raja-arvolauseen perusteella satunnaismuuttujien summan S, = 21\77(1) asymp-
toottinen jakauma on N(A, \) [55, s. 301].

Padkomponentit noudattavat likimain normaalijakaumaa, jos my6s alkuperaiset muut-
tujat ovat normaalisti jakautuneita [28, s.48|. T&lloin edelld mainitun perusteella
gammaspektrometrisesta aikasarjasta muodostetut padkompontit noudattavat myos
likimain normaalijakaumaa, jos aikasarjan pulssien lukumééarat ovat tarpeeksi suu-
ria. Tall6in yhtélon 4.8 residuualeja voidaan simuloida matriisille B = AA’, missd A
on matriisi, jonka sarakkeet ovat satunnaisesti luotuja ja normaalijakautuneita seka
vektoreille x;, jotka on otettu satunnaisesti luodusta matriisista x. Myos matriisin x

sarakkeet ovat normaalijakautuneita. MATLAB-koodi simulaatiolle on liitteesséd B.
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Kun simulaatiota toistettiin useita kertoja eridimensioisille matriiseille ja vektoreille
huomattiin, ettd residuaalit noudattavat joka kerta likimain edelld mainittua TW-
jakaumaa. Simulaatiota toistettiin myos etaisyyksille d,,, joille jakauman todettiin
sopivan myos hyvin. Kuvassa 4.3 on MATLAB-koodilla simuloitujen etaisyyksien d,
ja dey, histogrammit. Simulaatiossa otoksen koko on 100 000 ja vektorien pituus on
500. Matriisin A koko on (500 x 9).
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Kuva 4.3. Satunnaisesti luotujen matriisien BxX ja x rivien vdlisten etdisyyksien
d. (vas.) ja dey, (0ik.) histogrammit. Histogrammeihin on sovitettu TW-jakauma.

Lopulta jakauma saatiin johdettua myos teoreettisesti kun etéisyys 4.8 jaettiin viel&
vektorin x; normilla ja todistus sille on liitteessd C. Gammaspektrometrisen datan
padkomponenteista muodostuvan reaalimatriisin A’A tiedetddn olevan symmetri-
nen, jolloin se on myos Hermiittinen [14, s. 115]. Spektreistd x; saadaan poistettua
nollat, kun niiden kanaviin lisdtdan luku 1. Talloin voidaan hyddyntéa liitteen C to-
distusta sille, ettd Hermiittiselle matriisille B ja satunnaisille vektoreille x residuaa-
lit ||Bz — z||/||z|] noudattavat likimain siirrettyd TW-jakaumaa. Vaikka jakauman
teoreettinen todistus onkin normalisoiduille residuaaleille, niin téssa tyossa edella
mainittua todistusta ja liitteen B simulaatiota kiytetdan perusteena jakauman kay-

tolle myos etaisyyksia d, ja d.,, tarkasteltaessa.

Validointidata koostuu pelkéstddn taustasdteilyn spektreistd ja hilytysraja asete-
taan sellaiselle tasolle, ettd STUKin séteilyvalvontaverkon 30 mittalaitteelle saa tul-
la yhteensa yksi vaara halytys kuukaudessa. Mittalaitteille kertyy paivéssa 144 ha-
vaintoa jokaista laitetta kohden eli yhteensa 129 600 havaintoa kuukaudessa. Talloin
védrien hilytysten osuus (False Alarm Rate, FAR) on 7,7 x 107%. Algoritmissa hi-
lytysraja méaritetddn siis siirretysta TW-jakaumasta, jonka parametrit on laskettu

validointidataa vastaavista residuaaleista.
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4.4.4 PCA-mallin sovitus testidataan

Algoritmin viimeisessé vaiheessa PCA-malli sovitetaan testidatan spektreihin ja al-
kuperéisten ja sovitettujen spektrien vilille lasketaan sovitusvirheet. Sovitusvirheen
ylittdesséd halytysraja spektri luokitellaan poikkeavaksi. Algoritmin toisessa vaihees-
sa muodostettu PCA-malli voidaan sovittaa tuntemattomaan spektriin x kertomalla

spektrid yhtédlon 4.7 projektiomatriisilla seuraavasti:

T = Bux. (4.9)

Sovitukselle ja alkuperiiselle spektrille lasketaan euklidinen etéisyys

de = || — x|, (4.10)

jota verrataan lopuksi luvussa 4.4.3 laskettuun halytysrajaan.

Erilaisten etéisyysmittojen kiyttoa residuaalin laskennassa testattiin ja niisté vali-
koitui kdytettavaksi euklidinen etaisyys. Euklidisille etdisyyksille ohjelman laskenta-
aika oli huomattavasti lyhyempi, kuin esimerkiksi Mahalanobiksen etéisyyksille ja
ne tuottivat taustasiteilyn spektreille hyvin tasaisen jakauman, ilman esiin ponnah-
tavia vadrid halytyksid. Liséksi euklidisten etéisyyksien jakauma (normalisoituna)
saatiin selville ensin kokeellisesti testaamalla ja myohemmin teoreettisesti todista-

malla, jolloin hélytysraja voidaan helposti maarittaa riskitason perusteella.
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5. TULOKSET JA POHDINTAA

5.1 LaBr;(Ce), Nuorgam

Luvussa 4.4 esitetty algoritmi ajettiin luvun 4.2.1 aineistolle. Harjoitusdatan, vali-
dointidatan ja testidatan lopulliset koot olivat 19 841 spektrid, 8 504 spektria seka
28 346 spektrid. Harjoitusdatalle laskettujen sadan ensimmaéisen péddkomponentin
varianssit ovat kuvassa 5.1. Kuvasta nahdéaén, ettd ensimméisen paakomponentin
varianssi on ylivoimaisesti suurin. Yhdeksénnen padkomponentin kohdalla voidaan
ndhda, ettd muita padkomponentteja vastaavat varianssit muodostavat sen oikealle
puolelle hyvin tasaisesti laskevan suoran, kun taas vasemmalle puolelle jyrkan kay-
ran (ks. luku 3.3). Tdmén perusteella paddkomponenttien méaariksi voidaan valita

yvhdeksén.
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Kuva 5.1. Nuorgamin harjoitusdatasta lasketut varianssit sadalle ensimmdiselle
padkomponentille.

Kuvassa 5.2 on harjoitusdatan biplot-kuvaaja kolmen ensimméisen paadkomponentin
avaruudessa. Biplotin perusteella PCA ryhmittelee taustaséteilyn spektrit saman-

kaltaisiksi huolimatta sdatilojen muutosten aiheuttamasta vaihtelusta spektreissa.
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Kaksi havaintoa poikkeavat hieman enemmén tuosta ryhmésté, mika johtuu luulta-

vasti yksittaisistd mittausvirheista spektreissa.
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Kuva 5.2. Nuorgamin harjoitusdatalle piirretty biplot-kuvaajaa kolmen ensimmdi-
sen padkomponentin avaruudessa. Kuvassa punaisilla ympyroilld on merkattu har-
joitusdatan havainnot ja sinisilld viiva-ympyrd-yhdistelmilld harjoitusdatan muuttu-
jat.

Hélytysrajan laskemista varten validointidatalle tehtiin PCA-sovitus yhdeksén en-
simmaisen padkomponentin avulla. Alkuperéisille ja sovitetuille spektreille laskettiin
etaisyydet d. ja niiden histogrammiin sovitettiin Tracy-Widom jakauma MATLA-
Bin Isqcurvefit-funktion avulla. Valmis funktio kiyttad kiyran sovittamisessa trust-
region-reflective -optimointialgoritmia [24]. Funktion kdytto edellytti histogrammi-
datan normalisointia ja normalisoitu histogrammi on piirrettyné sovitetun jakauman
kanssa kuvassa 5.3. Jakauman perusteella hilytysrajaksi riskitasolla 7,7 - 107 saa-
tiin 350,02. Alkuperiisille ja sovitetuille spektreille laskettiin myos etaisyydet dp,
ja niiden perusteella halytysrajaksi saatiin 254,19. Kuvasta 5.3 ndhdééan, ettd myos

nédma residuaalit noudattavat likimain TW-jakaumaa.
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Kuva 5.3. Nuorgamin validointidataa vastaavien etdisyyksen d. (vas.) ja dey, (0ik.)
histogrammit.

Algoritmin suorituskykyé arvioitiin sovittamalla PCA-malli testidataan. Etéisyyt-
ta d. kiyttdmalla oikeita hélytyksid edelld mainitulla hélytysrajalla saatiin 45/210.
Etaisyytta de,, kiyttdméalla saatiin huomattavasti enemmén oikeita halytyksia, 76 /210.
Lisdksi taustaséteilyn spektreja vastaavat lukuarvot nayttivat jaavian kauemmaksi

hélytysrajan alle. Vaaria halytyksid molemmilla tavoilla saatiin 0/28 136.

Taulukossa 5.1 on kullekin testinuklidille etaisyyksia d. ja d.,, vastaavat havaitsemis-
prosentit. Alin aktiivisuus ei ndkynyt oikeastaan minkédén nuklidin kohdalla kum-
mankaan etdisyysmitan tapauksessa. Keskimméisen aktiivisuuden kohdalla muun-
neltu etdisyys nayttdaa tuottavan jo selkedsti enemmaén oikeita héalytyksiéd, kun taas
tavallinen jaa lahes kaikkien nuklidien tapauksessa nollille. Yksi selkeésti poikkea-
va nuklidi on koboltti-60, joka ndhdaéan lahes 100% varmuudella sekd keskimmaisen
ettd korkeimman aktiivisuuden kohdalla. Melkein joka aktiivisuusalueella huonoiten
erottuva nuklidi on jodi-131. Uraanin hajoamisketjuun kuuluvan nuklidin lyijy-214
intensiivisimmén gammaemission energia on 352 keV, mika on ldhelld jodin intensii-
visintad emissioenergiaa 364 keV. Piikit osuvat spektrissa osittain paallekkédin, minka
vuoksi osa jodin piikista selittyy PCA-sovituksessa lyijyn piikin avulla. Tall6in jodi-
piikin residuaali sovituksen kanssa jaé suhteellisen alhaiseksi muihin testinuklideihin

verrattuna.
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Nuklidi | Ald. Ald., | A2d. A2d., | A3d. A3 den
M Am | 0% 0% 0% 10% 60%  80%

0 Co 0% 10% 920%  90% 100% 100%
131Cs 0% 0% 0% 20% 50%  80%
137Cs 0% 0% 0% 10% 60%  90%
1317 0% 0% 0% 10% 10%  70%
133X e 0% 0% 20%  30% 30%  40%
135X e 0% 0% 0% 20% 30%  100%

Taulukko 5.1. Testisepktreihin generoitujen nuklidien ja niiden eri aktivvisuuksien
havaitsemisprosentit.

Kuva 5.4 nayttada kutakin nuklidia ja sen aktiivisuutta vastaavat etdisyydet d. ja
dem ryhmiteltyind. Vaaka-akselilla kuvassa on nuklidi ja sitd vastaava aktiivisuus
ja pystyakselilla residuaali. Halytysraja on taas merkattu punaisella viivalla. Kuten
taulukosta 5.1, myos téstd kuva ndhdain, ettd koboltti-60 nousee selkeésti muiden
nuklidien ylédpuolelle. Koboltin erottuminen johtunee tavasta, jolla vasteiden aktii-
visuudet madriteltiin. Vaste laskettiin referenssipiikin perusteella, jolloin jokaiselle
nuklidille annettiin sama referenssipiikin pinta-ala ja nuklidin muut fotopiikit las-
kettiin sen perusteella. Talloin nuklidit, joilla on useita gammaemissioita eri ener-
gioilla, saavat suuremman yhteispinta-alan kuin sellaiset joilla niitd on vahemmaén.
Nuklidilla koboltti-60 on kaksi selkeésti erottuvaa fotopiikkia. Liséksi erottumiseen
vaikuttanee luonnonsarjojen piikkien sijoittuminen kuhunkin testinuklidiin ndhden.
Cesium-134 ja jodi-131 erottuvat huonoiten. Nuklidin ksenon-133 tapauksessa on
hieman erikoista, ettéa korkein aktiivisuus erottuu ldhes yhtd huonosti, kuin keskim-
mainen aktiivisuus. Téssa kohtaa on tiarkedd muistaa, ettd spektrilld, johon nuklidin
vaste lisdtddn, on suuri painoarvo siind, kuinka hyvin nuklidi kyetddn algoritmilla
erottamaan. Ksenonin tapauksessa on luultavasti kdiynyt vain huono tuuri, kun sille

on arvottu spektreja.
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Nuklidi ja sen aktiivisuus

Kuva 5.4. Nuorgamin testidatan poikkeamien etdisyydet d. (ylh.) ja dey, (alh.) ryh-
mateltyind kullekin aktivisuudelle erikseen ja validointidatasta mddaritetty hdlytysra-

ja.

Sopivaa padkomponenttien méaras tutkittiin lopuksi laskemalla testidatalle spesifi-
Ssyys ja sensitiivisyys riskitasolla 7,7- 1072 eri padkomponenttien méadran funktiona.
Vaarien halytysten todannakoisyyttd nostettiin, jotta padkomponenttien maaran
vaikutus validointidataa vastaavien etéisyyksien d, jakauman ylapaahén tulisi mah-
dollisimman hyvin ilmi. Todennékdisyyden ollessa liian pieni spesifisyys saavuttaa
erinomaisen arvon 1 ldhes kaikilla padkomponenttien madrilla. Spesifisyys ja sensitii-
visyys padkomponenttien méarille 1-100 ovat piirrettyinéd kuvassa 5.5. Spesifisyyden
perusteella paras padkomponenttien méara olisi 1, kun taas sensitiivisyyden perus-
teella se olisi 3. Yhden padkomponentin avulla saatua residuaalien jakaumaa tutkit-
tiin ja huomattiin, ettd sen oikeanpuoleinen hénta ei noudattanut kovinkaan hyvin
TW-jakaumaa. Sen vuoksi jakaumasta laskettu hélytysraja on todellista rajaa kor-
keampi, misté johtuu erityisen hyvé spesifisyys. Kyseiset kuvaajat on muodostettu

etéisyytta d. kiayttaen.
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Kuva 5.5. PCA-algoritmin sensititvisyys ja spesifisyys Nuorgamin testidatalle pdd-
komponenttien mddardin funktiona.

5.2 LaBr;(Ce), Rovaniemi

PCA-algoritmi ajettiin samaan tapaan luvussa 4.2.2 esitetylle Rovaniemen aineis-
tolla, kuin Nuorgamin aineistolle luvussa 4.2.1. Harjoitusdatan, validointidatan ja
testidatan lopulliset koot olivat 19 716 spektria, 8 451 spektrid seka 28 168 spektria.
Harjoitusdatalle laskettujen padkomponenttien varianssit ovat piirrettyinad kuvassa
5.6. Rovaniemen tapauksessa kahden ensimméisen paddkomponentin varianssit ovat
selkedisti suurimpia. Padkomponenttien méaéréiksi voidaan valita yhdeksdn samalla

perusteella kuin Nuorgamin tapauksessa aiemmin.
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Kuva 5.6. Rovaniemen harjoitusdatasta lasketut padkomponentteja vastaavat va-
rianssit.

Harjoitusdatan biplot-kuvaaja 5.7 on hyvin samankaltainen, kuin Nuorgamin ai-
neistolle piirretty. Myos tassa nahdéaan, ettd harjoitusdata sijoittuu aikalailla yhteen

ryhmaéan lukuunottamatta muutamaa hieman poikkeavaa havaintoa.

3. pdakomponentti
o

0.1

005 0 0.05 0.1

1. padkomponentti

-0.15 01

2. paakomponentti

Kuva 5.7. Rovaniemen harjoitusdatalle piirretty biplot-kuvaajaa kolmen ensimmdi-
sen padakomponentin avaruudessa. Kuvassa punaisilla ympyroilld on merkattu har-
joitusdatan havainnot ja sinisilld vitva-ympyrd-yhdistelmilld harjoitusdatan muuttu-
jat.

Validointidataa vastaavien residuaalien jakaumat ovat kuvassa 5.8. My6s Rovanie-
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men tapauksessa molemmat residuaalit noudattavat likimain TW-jakaumaa. Etai-
syyksien d.,, jakauman vasemmanpuoleinen hanté ei vastaa ihan taysin TW-jakaumaa.
Sen sijaan hélytysrajan kannalta oleellinen osuus, eli jakauman ylapéaa nayttad nou-
dattavan jakaumaa hyvin. Luvussa 4.4.3 maéritellyn riskitason perusteella etéisyyk-
sien d. jakaumasta hilytysrajaksi saatiin 325,61 ja etdisyyksien d., jakaumasta
232,81.
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Kuva 5.8. Rovaniemen validointidataa vastaavien etdisyyksien d. (vas.) ja dem
(0ik.) histogrammit.

Taulukossa 5.2 on taulukon 4.2 aktiivisuuksia vastaavat havaitsemisprosentit. Myos
Rovaniemen tapauksessa d.,, tuottaa selkeésti paremmat havaitsemisprosentit kuin
d.. Etdisyydella d, vaaria halytyksia tuli 0/27 958 ja oikeita halytyksid 69/210. Etéi-
syytta de,, kiyttdmalla testinuklideja havaittiin puolestaan 102/201. Vaaria hély-
tyksid tuli myos silla 0/27 958.

Nuklidi | Ald. Ald, | A2d. A2d., | A3d. A3 den
MAm | 0% 0% 20%  50% 0%  100%
0 Co 0% 0% 80%  90% 100%  100%
131Cs 0% 0% 10%  40% 100%  100%
137Cs 0% 0% 0% 30% 40%  80%
1317 0% 0% 10%  60% 80%  90%
133X e 0% 0% 0% 30% 90%  100%
135Xe 0% 0% 10%  50% 80%  100%

Taulukko 5.2. Testisepktreihin generoitujen nuklidien ja niiden eri aktitvisuuksien
havaitsemisprosentit Rovaniemen datalle.

Kuva 5.9 nayttaa kutakin nuklidia ja sen aktiivisuutta vastaavat seké etaisyydet d.
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ettd etaisyydet d.,, ryhmiteltyind. Vaaka-akselilla kuvassa on nuklidi ja sité vastaa-

va aktiivisuus ja pystyakselilla residuaali. Halytysraja on taas merkattu punaisella

viivalla.
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Nuklidi ja sen aktiivisuus

Kuva 5.9. Rovaniemen testidatan poikkeamien etdisyydet de (ylh.) seké dey (alh.)
ryhmateltyind kullekin aktiivisuudelle erikseen ja validointidatasta madritetyt haly-
tysrajat.

Taulukon 5.2 ja kuvan 5.9 perusteella koboltti-60 ndkyy parhaiten myos rovanie-
men aineistolle. Nuklideista huonoiten havaittiin cesium-137, mikd poikkesi Nuor-
gamin testeisté, joissa se erottui muihin nuklideihin verrattuna hyvin. Téma johtuu
luultavasti siita, ettd hiukkaskerdajalla mitatussa spektridatassa nakyy selkeammin
Tsernobylin ydinvoimalaonnettomuuden seurauksena luontoon vapautuneen nukli-
din cs-137 sateily. Liséksi jodi-131 ndkyy huomattavasti selkedmmin kuin Nuorgamin

tapauksessa. Muut nuklidit sijoittuvat aikalailla samoille prosenteille.

Myo6s Rovaniemen testidatalle laskettiin lopuksi spesifisyys ja sensitiivisyys riskita-
solla 7,7-1073 eri pasakomponenttien miirin funktiona. Spesifisyys ja sensitiivisyys
padkomponenttien maarille 1-100 ovat piirrettyind kuvassa 5.10. Spesifisyyden pe-
rusteella paras padkomponenttien méaara olisi 3, kun taas sensitiivisyyden perusteella

se olisi 2 tai 3. Kyseiset kuvaajat on muodostettu etaisyytta d. kiyttéien.
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Kuva 5.10. PCA-algoritmin sensitivisyys ja spesifisyys Rovaniemen testidatalle
padkomponenttien mddardn funktiona.

5.3 LaBr;(Ce), Kotka ja Harjavalta

PCA-algoritmia testattiin lopuksi Kotkan ja Harjavallan oikeille séteilytapauksil-
le. Kummassakin tapauksessa aineiston taustasateilyn spektrit sekoitettiin satun-
naiseen jarjestykseen, kuten aiemmissakin testeissé tehtiin. Aineistojen loppuun si-
joitettiin spektrit, joissa nékyy keinotekoisten séiteilylahteiden vaikutus. Molemmat
aineistot jaettiin harjoitus-, validointi- ja testidatoihin samassa suhteessa kuin Nuor-
gamin ja Rovaniemen aineistot aiemmin. Lopulta Kotkan aineistossa treenidataa oli
8 930 spektrié, validointidataa 3 828 spektria ja testidataa 12 759 spektria. Harja-
vallan aineisto koostui puolestaan 8 971 spektristé harjoitus-dataa, 3 845 spektrista

validointidataa ja 12 817 spektrista testidataa.

Sekd Kotkan ettd Harjavallan harjoitusdatoille laskettujen sadan ensimmaisen p&aa-
komponentin varianssit ovat piirrettyind kuvassa 5.11. Kun kéytetdan luvussa 3.3
esiteltyd kulmapiste-menetelméad padkomponenttien maaran valitsemiseksi, saadaan
Kotkan harjoitusdatalle jilleen luku yhdeksan, mutta Harjavallan harjoitusdatalle

sen sijaan luku seitsemén.
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Kuva 5.11. Kotkan (vas.) ja Harjavallan (oik.) harjoitusdatoista lasketut péicikom-
ponentteja vastaavat varianssit sadalle ensimmdiselle pdaakomponentille.

Harjoitusdatoille piirrettiin myos biplot-kuvaajat 5.12 kolmen ensimmaisen paiakom-
ponentin avaruuteen. Kuvista ndhdéan, etté taustadatat sijoittuvat suunnilleen yh-
teen samaan rykelméén, lukuunottamatta muutamaa hieman poikkeavaa havaintoa.
Harjavallan biplotista ndhdaén yksi melko selkeésti erottuva havainto, joka voisi olla

jokin poikkeama taustadatan seassa.

0.1

0.2
0.05

0.1

-0.05 01

3. paakomponentti
3. paakomponentti
o

-0.1 -0.2

-0.1

-0.1 ] -0.05 02 02

2. padkomponentti 1. paskomponentt 2. pagkomponentti 1. paakomponentti

Kuva 5.12. Kotkan (vas.) ja Harjavallan (oik.) harjoitusdatoille piirretyt biplot-
kuvaajat kolmen ensimmdisen pddkomponentin avaruudessa. Kuvissa punaisilla ym-
pyroilld on merkattu harjoitusdatan havainnot ja sinisilld viiva-ympyrd-yhdistelmailld
harjoitusdatan muuttujat.

Luvussa 4.4.3 médritellyn riskitason perusteella Kotkan aineistosta hélytysrajoik-
si saatiin etaisyyksille d, 490,25 ja etéisyyksille d.,, 359,40. Harjavallan aineistosta
vastaavat hélytysrajat olivat 393,71 ja 282,26. Kuvissa 5.13 ja 5.14 on kotkan etéi-
syyksien histogrammit ja kuvissa 5.15 ja 5.16 Harjavallan etaisyyksien histogrammit.
Sekd Kotkan ettd Harjavallan aineiston molemmat etdisyydet nayttévat noudatta-

van hyvin TW-jakaumaa. Naissd kahdessa aineistossa validointidata on kuitenkin



95

selkedisti pienempi kuin Nuorgamin ja Rovaniemen aineistoissa, minké vuoksi histo-

grammeissa on nahtévissa pienté rosoisuutta.
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Kuva 5.13. Kotkan walidointidataa
vastaavien etdisyyksien d. histogrammi
ja sithen sovitettu TW-jakauma.

Normalisoitu havaintojen lukum&ara

o o o o N
o [} = o o I w o 'S
a - [4)] N [43] w (4] - ()]

o

I Normalisoitu histogrammi

TW-jakauma el
= (k = 21.3053, # = 0.22257
o =4.8344

-1 0 1 2 3 4
Normalisoitu euklidinen etéisyys

Kuva 5.15. Harjavallan validointida-
taa wvastaavien etdisyyksien d, histo-
grammi ja sithen sovitettu TW-jakauma.
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Kuva 5.14. Kotkan wvalidointidataa
vastaavien etdisyyksien de,, histogramms
ja sishen sovitettu TW-jakauma.

Normalisoitu havaintojen lukumaara

0.5

0.45

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

-2

I Normalisoitu histogrammi
TW-jakauma 1

- (k =21.8858, 8 = 0.21325

a=4.7681

-1 0 1 2 3 4
Normalisoitu muunneltu euklidinen etaisyys

Kuva 5.16. Harjavallan validointida-
taa vastaavien etdaisyyksien de,, histo-
gramms ja siithen sovitettu TW-jakauma.

Kuvassa 5.17 on Kotkan testidatan spektreja vastaavat etédisyydet d. sinisilla ym-

pyroilla ja halytysraja punaisella viivalla. Rontgensiteilya vastaava spektri erottuu

muun aineiston seasta selvisti ja vadria halytyksia talla halytysrajalla tuli 2/12 759.

Kuvassa 5.18 on testidatan spektreja vastaavat etaisyydet d.,,, joita kayttamalla

rontgensateilyn spektrid ei saatu havaittua. Edelld mainittu spektri on kuvassa ko-

rostettu mustalla pisteelld ja tietolaatikolla. Rontgenséateily ei muodosta spektriin

samankaltaisia piikkeja kuin aiemmissa testeissé olleet nuklidit, vaan sen sijaan se

muodostaa spektriin jatkumon. Rontgenséteilyn alkuperiisté ja sovitettua spektria

tutkittiin ja huomattiin, ettd jatkumon vuoksi luvussa 4.4 esitetty PNS-menetelmé
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“painaa”’ alkuperdisen spektrin ldhes kauttaaltaan alemmaksi kuin muut spektrit.
Sen sijaan muutamilla ensimmaéisilla pdakomponenteilla sovitettu spektri jaa taus-
taspektrien tasolle. Siitd johtuen rontgenséteily ei néy ollenkaan etdisyytté de,, kéy-
tettdessd, mutta nakyy selvisti etdisyytta d. kidytettidessa. Etaisyydella d.,, ei ha-

vaittu kuitenkaan véaria halytyksié.
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Kuva 5.17. Kotkan testiaineiston ha- Kuva 5.18. Kotkan testiaineiston ha-
vaintoja vastaavat etdisyydet d. ja vali-  yaintoja vastaavat etdisyydet d, ja va-
dointidatasta madritetty halytysraja. lidointidatasta madritetty hdlytysraja.

Kuvassa 5.19 on Harjavallan testidatan spektreja vastaavat euklidiset etaisyydet si-
nisilld ympyroilla ja héilytysraja punaisella viivalla. Tavallista euklidista etdisyytté
kiyttamalld radionuklidin jodi-131 séteilyd ei havaittu. Kaksi selkeimmin erottu-
vaa jodia vastaavaa spektrid on korostettu kuvassa tietolaatikoilla. Kuvassa 5.20 on
testidatan spektreja vastaavat muunnellut euklidiset etdisyydet. Muunneltua eukli-
dista etdisyytta kayttamalla yksi nuklidin jodi-131 spektri havaittiin hélytysrajan
ylapuolella. Loput spekrit jaivit selkeésti hélytysrajan alle. Kummassakaan tapauk-

sessa spektrien joukosta ei noussut esiin vaaria halytyksia.
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Kuva 5.19. Harjavallan testiaineiston  Kuva 5.20. Harjavallan testiaineiston
havaintoja vastaavat etdisyydet d. ja va-  havaintoja vastaavat etdisyydet d.m ja
lidointidatasta madritetty hdlytysraja. validointidatasta mddritetty halytysraja.
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6. YHTEENVETO

Kirjallisuuskatsauksessa tutustuttiin usean muuttujan aineistoihin ja péadkompo-
nenttianalyysiin. PCA on tehokas tilastollinen menetelmé, jonka avulla datasta voi-
daan saada esiin sen keskeisimmaét tunnuspiirteet. PCA:lla pyritaén yleensé pienen-
tdméan datan dimensioiden méaraé, etsimaan siitd samankaltaisia ryhmia tai havait-
semaan poikkeamia. Jos saatavilla on riittdvasti harjoitusdataa, PCA:lla voidaan ki-
teyttaa harjoitusdatan merkittavinta tietoa sisaltavit komponentit. Kun sovitetaan
namé komponentit tuntemattomaan datapisteeseen, voidaan tarkastella datapisteen

ja harjoitusdatan valisiad eroavaisuuksia tai yhtalaisyyksia.

Tyon soveltavassa osiossa kehitettiin padkomponenttianalyysiin perustuva algorit-
mi, jolla voidaan havaita keinotekoista sateilyd gammaspektrometrisista aikasarjois-
ta. Algoritmin yksi tédrked tavoite oli minimoida taustaséteilystd aiheutuvat vaa-
rit halytykset. Algoritmiin valikoitui testien perusteella tietyt ominaisuudet, kuten
paakomponenttien muodostaminen singulaariarvohajotelmasta, padkomponenttien
méaaran valinta kulmapiste-menetelmaélla, hélytysrajan valinta validointidatan avul-
la sekd PCA-sovitusvirheen laskeminen euklidisella etéisyydelld. Lisédksi datan esi-
kisittelyyn valittiin vierekkéisten kanavien yhdistdminen n kertaa, PNS-menetelmé
sekd muuttujien keskitys ja skaalaus. Testeissa kiytetyt parametrit ovat koottuna

taulukossa 6.1.

Parametri Arvo | Huomioitavaa

Spektrin kanavien 2 Tuloksena 512 kanavainen spektri

yhdistdmisen maara

Padkomponenttien maara | 9 Saatiin kulmapistemenetelmalla
Vaarien halytysten 7,7e-6 | Vastaa yhta vaaraa halytysta
todennakoisyys kuukaudessa 30 ilmaisinasemaa kohden
Ensimmaéinen mukaan 42 Tata kanavaa edeltévissa kanavissa
otettava kanava on usein mittausepatarkkuuksia

Taulukko 6.1. Algoritmin testauksessa kdytetyt parametrit.
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Euklidiselle etdisyydelle kokeiltiin myos variaatiota, jossa vain positiiviset kanavien
valiset erotukset kasvattivat residuaalia. Kéytdnnossad sovitusvirheen laskennassa
huomioitiin vain kanavat, joissa alkuperainen spektri oli sovituksen ylapuolella. Tal-
16in huomattiin, ettd algoritmin sensitiivisyys piikkejd muodostavien séteilylahtei-
den suhteen parani merkittavasti ja vadrien halytysten lukumééra viheni. Toisaalta
talloin sellaisia keinotekoisia siteilylahteité, jotka tuottavat spektriin piikkien sijaan

esimerkiksi jatkumon, ei havaittu.

Halytysrajan loytamiseksi kiytettiin harjoitus- ja analyysidatasta erillistd validoin-
tidataa. Validointidatalle laskettujen sovitusvirheiden jakaumaa tutkittiin ensin so-
vittamalla erilaisia jakaumia testiaineistoihin ja myohemmin simuloimalla euklidisia
etaisyyksid satunnaisesti luotujen Hermiittisen matriisin A’A ja vektorin x tulon
sekd vektorin itsensa vilille. Kokeellisen tarkastelun ja simulaatioiden perusteella
etdisyydet néyttivit noudattavan aina likimain jonkin matriisin suurimman omi-
naisarvon jakaumaa, toiselta nimeltddn Tracy-Widom -jakaumaa. Jakauma johdet-
tiin myos teoreettisesti euklidisen etdisyyden normalisoidulle muodolle ja sen todis-
tus on liitteend C. Niiden tulosten perusteella viarien hilytysten todennékoisyytta
vastaava arvo haettiin validointidataa vastaaviin sovitusvirheisiin sovitetusta TW-

jakaumasta.

Algoritmia testattiin neljélla eri aineistolla, joista kahteen lisdttiin synteettisesti kei-
notekoisten radionuklidien vasteita ja kaksi sisélsi oikeiden keinotekoisten radionukli-
dien sateilyd. Ennalta madritetylld halytysrajalla testeisséd vain Kotkan aineistosta
nousi esiin vaaria halytyksié ja silloinkin vain kaksi tavallista euklidista etdisyytta
kiytettaessd. Synteettisisista radionuklideista ldhes kaikki havaittiin vahintaan 70%
todennéakoisyydelld korkeimman aktiivisuusluokan kohdalla ja muunneltua euklidis-
ta etdisyytta kdyttdmalla. Ainoastaan Nuorgamin aineiston ksenon-133 jéi tuolloin-
kin 40% havaitsemistodennakoisyyteen, miké johtui luultavasti vain satunnaises-
ti valikoituneista taustaspektreistda. Koboltti-60 dominoi testejé saavuttaen véhin-
tadn 80% havaitsemistodennakoisyyden jokaisessa testissa aktiivisuustasoilla kaksi
ja kolme. Nuorgamin tuloksissa huonoiten nékyi jodi-133, mikad johtuu luultavasti
samankaltaisen luonnonnuklidin lyijy-214 esiintyvyydesta taustaséiteilyn aineistos-
sa. Rovaniemen tuloksissa jodi-133 ndkyi jo yhtd hyvin kuin muutkin testinuklidit.
Kotkan ja Harjavallan aineistoissa oli oikeita séteilytapauksia. Etédisyydelld d.,, ei
havaittu Kotkan aineistossa mukana ollutta rontgenséateilyd, mutta etaisyydella d.
se havaittiin selvésti. Harjavallan poikkeamat havaittiin heikosti vain etaisyytta d,

kiyttamalla.

Datan esikasittelyyn on olemassa useita erilaisia tapoja ja niita tutkimalla algorit-
mia voisi vield optimoida. Pddkomponenttien méaédran valintamenetelma valikoitui
tassd tyossa sen selkeyden ja yksinkertaisuuden vuoksi, mutta esimerkiksi sensi-

tiivisyyden ja spesifisyyden perusteella laskettu maéra voisi antaa vield parempia
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tuloksia. Liséksi erilaisten etdisyysmittojen, kuten Mahalanobiksen etdisyyden toi-
mivuutta poikkeaman luokittelussa voisi olla syyté tarkastella enemmén. On myo6s
kyseenalaistettava onko padkomponenttianalyysi kdyttotarkoitukseen parhaiten so-
veltuva menetelmé vai voisiko poikkeaman havaitsemisessa hyodyntaéd esimerkiksi
neuroverkkoja. Artikkelissa [21] esitellddn ensimmaéinen autoenkooderia hyodyntava
ARAD-malli, joka on kehitetty havaitsemaan Nal(Tl)-ilmaisimella mitattua poik-
keavaa keinotekoista séteilyd. Artikkelin perusteella ARAD-malli suoriutui joillain

osa-alueilla paremmin kuin PCA, mutta joillain my6s vihdn huonommin.

Tyossa saadut tulokset antavat lupaavan pohjan algoritmin kaytolle myos todelli-
suudessa. On kuitenkin huomioitava, ettd testejd on tehty vasta hyvin rajalliselle
maédriélle erilaisia tapauksia. Algoritmin testausta voisi laajentaa koskemaan useam-
paa eri ilmaisinta useammasta eri maantieteellisesté sijainnista. Liséksi algoritmia
voisi testata kattavammalle radionuklidien joukolle useammalla eri aktiivisuudella.
Kullekin radionuklidille voisi etsia niin sanotun kynnysaktiivisuuden, jolloin nukli-
din spektri juuri ja juuri vield havaitaan. Liséksi testeja voisi tehda erityyppisille il-
maisimille, kuten Na(T1)-tuikeilmaisimelle tai ajoneuvon kyydissé liikkuville ilmai-
simille. Spektrien mittausaika on tyon testispektreissd aina 10 minuuttia. Algoritmia
voisi testata myos erilaisille mittausajoille, kuten spektreille, joita mitataan yhden
sekunnin valein. Talloin radionuklidin séteily ndkyisi todennékoisesti useammassa
perakkéisessa spektrissd, jolloin ei olekaan niin olennaista saada kaikkia radionukli-
dia siséltévia spektreja nakyviin. Talloin riittaisi tieto, ettd jossain tietyn aikavélin
sisalla olevassa spektrissd havaitaan poikkeama. Lisdksi algoritmia testattiin vain
sekoitetulle aikasarjalle. Olisi oleellista testata myo6s, kuinka hyvin joltain tietyl-
ta aikavalilta keratylld harjoitusdatalla pystytddn ennustamaan erillisen aikavélin

spektreja.
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LIITE A: PCA-ALGORITMIN LAHDEKOODI

Alla on PCA-algoritmin toteutus Java-lihdekoodina. Koodi siséltad luokan PCAA-
nomalyDetection, jossa on yksi julkinen metodi ja seitsemén yksityistd metodia. Al-
goritmin kannalta keskeisin metodi on runPCA Algorithm, joka ottaa parametrinaan
skaalatut, normalisoidut ja esikasitellyt harjoitus- ja analyysidatat, padkomponent-
tien madrdn, halytysrajan sekd harjoitusdatan keskiarvo- ja keskihajontavektorit.
Metodissa luodaan PCA-malli harjoitusdatan perusteella ja analysoidaan sen avulla
analyysi-datan spektrit. Algoritmista puuttuu hélytysrajan laskeminen validointi-

datan avulla, sen sijaan hélytysraja annetaan kayttajan syotteesta.

Varsinainen PCA-malli luonti singulaariarvohajotelman avulla tapahtuu metodissa
PCA ja varsinainen analysointi tapahtuu metodissa analyzeData. Metodi analyze-
Data kutsuu metodeja reconstructData, backScaleData, calculateL.2norms ja classi-
fySpectra. Ensimméisessé néistd luodaan PCA-sovitukset halutulle spektrijoukolle.
Metodissa backScaleData haluttu data skaalataan takaisin alkuperdiseen muotoon,
jossa se oli ennen normalisointia ja skaalausta. Metodi calculateL.2norms laskee eukli-
diset etdisyydet spektrien ja niiden sovitusten vilille ja lopulta metodi classifySpect-

ra luokittelee kunkin spektrin poikkeavaksi tai tavanomaiseksi.

Algoritmin toteutuksessa kiytetdén javan standardikirjastojen liséiksi Apachen kir-
jastoa Commons Math, jota hyodynnetédén erityisesti singulaariarvohajotelman ja

muiden matriisioperaatioiden laskemisessa.

import java. util . ArrayList;

import java. util . List ;

import org.apache.commons.math3.exception.DimensionMismatchException;
import org.apache.commons.math3.linear. MatrixUtils;

import org.apache.commons.math3.linear.RealMatrix;

import org.apache.commons.math3.linear.RealVector;

import org.apache.commons.math3.linear.SingularValueDecomposition;

x Class for detecting anomalies in time series of gamma spectra. USer needs to
x give data for training and analysing and also several parameters sich as

* threshold, and number of PCs. With runPCAAlgorithm function of the class
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% user can run PCA based algorithm to find anomalies.
* @author Ellinoora Vikman
%/

public class PCAAnomalyDetection{

/++x A PCA based function for detecting anomalies in spectral time series .
x @param trainingData data for creating a model
*x @param analysingData data that is meant to be analyzed
x @param numberOfPCs the number of PCs used in analysis
* @param threshold the threshold where alarm is triggered
public void runPCAAlgorithm(List<double[|> trainingData, List<double[]>
analysingData, int numberOfPCs, double threshold, double|| mu, double]|

sigma) {
int minPCs = trainingData.get(0).length;

// Run PCA for training data
List <RealMatrix> pca = PCA(trainingData);

// Analyze given spectra

analyzeData(analysingData, mu, sds, minPCs, numberOfPCs, threshold, pca);

/s
* Analyses data with calculated PCA model
x @param data data to be analyzed
* /
private void analyzeData(List<double[|> analysingData, double[] mu,
double|] sds, int min, int numberOfPCs, double threshold,
List<RealMatrix> pca) {

// Reconstruct analysing data
RealMatrix recA = reconstructData(analysingData, numberOfPCs,

pca, min);

// Back scale recontruction
recA = backScaleData(recA, mu, sds);

// Back scale original data
RealMatrix backScaledA = backScaleData(MatrixUtils
.createRealMatrix(analysingData.toArray (new double[0][])),
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mu, sds);

// Calculate euclidean distances between original and reconstructed data

double[] 12normsAnalyse;

12normsAnalyse = calculateL.2norms(backScaledA, recA);

// classify spectra

classifySpectra (12normsAnalyse, threshold);

/x%

*

Classifies spectra either to anomalies or usual, prints alarm if alarm

*

is triggered

*

@param InormsAnalyse euclidean distances of analyzing spectra and their
* reconstructions
x @param threshold calculated threshold based on given risk level

/

*/

private void classifySpectra (double|] InormsAnalyse, double threshold) {

for (int i = 0; i < lnormsAnalyse.length;i++) {
if (InormsAnalyse[i] > threshold) {
System.out.println("Alarm triggered at spectrum " + i+ ": " +

InormsAnalyseli]) ;

/%%

x Calculates PCA via SVD

* @param data data for PCA analysis
>I<//

private List<RealMatrix> PCA(List<double[|> data) {
double [|[] dataArray = data.toArray(new double[0][]);

// Ccheck for missing values and replace them with zero
for (double|| row : dataArray) {
int i = 0;
for (double point : row) {
if (!Double.isFinite (point)) {

System.out.println(" Infinite or missing values in datal");
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// Perform Singular Value Decomposition
RealMatrix matrix = MatrixUtils.createRealMatrix(dataArray);

SingularValueDecomposition svd = new SingularValueDecomposition(matrix);

// Get the singular value, U, and V matrices
RealMatrix s = svd.getS();
RealMatrix u = svd.getU();
RealMatrix v = svd.get V()

)

List <RealMatrix> pcaModel = new ArrayList<>();
pcaModel.add(v);pcaModel.add(u);pcaModel.add(s);

return pcaModel;

x Calculates PCA reconstruction for data
* @param data data to be reconstructed
% @return reconstructed data
private RealMatrix reconstructData(List<double[|> data, int numberOfPCs,
List <RealMatrix> pca, int min) {
double [||] dataArray = data.toArray(new double|0][]);
RealMatrix matrix = MatrixUtils.createRealMatrix(dataArray);

try {
RealMatrix ev = pca.get(0).getSubMatrix (0, pca.get(0)

.getColumnDimension()—1, 0, numberOfPCs—1);

// Check for NAN values in datas
checkNANValues(matrix);
checkNANValues(ev);

RealMatrix REC = ev.multiply(ev.transpose()).multiply (matrix
.transpose());

return REC.transpose();
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} catch (NullPointerException | org.apache.commons.math3.exception

.OutOfRangeException | DimensionMismatchException e) {

System.err. println ("Number of PCs exceed their count or try giving"

+ " min " + min + " spectras as training data!");

return null ;

x Checks for NAN values in matrix and converts them to zero

* @param matrix matrix to be checked

private void checkNANValues(RealMatrix matrix) {

for (int i = 0; i<matrix.getRowDimension(); i++) {
for (int j = 0; j<matrix.getColumnDimension();j++ ) {
if (Double.isNaN(matrix.getRow(i)[j])) {
System.err. println ("there is NaN in position (" + i
BT

matrix.setEntry(i, j, 0);

* Back scales data
* @param data data to be back scaled
* @return back scaled data
private RealMatrix backScaleData(RealMatrix data, double|| mu, double|] sds) {
for (int 1 = 0; i < data.getRowDimension(); i++) {
RealVector newRow;
newRow = data.getRowVector(i).ebeMultiply(MatrixUtils
.createRealVector(sds));

double|] newRow2;

newRow2 = newRow.add(MatrixUtils.createReal Vector(mu))

.toArray();
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data.setRow(i, newRow2);

}

return data;

Calculates Euclidean distances between rows of two matrix

% -

x @param data actual data
* @param pred predicted data
x Qreturn Euclidean distances in a list

private double[| calculateL2norms(RealMatrix data, RealMatrix pred) {

double|] 1lnorms = new double|data.getRowDimension()];
for (int i = 0; i < data.getRowDimension(); i++) {
RealVector j = data.getRowVector(i).subtract(pred.getRowVector(i));
double Inorm = 0;
for (double element : j.toArray()) {
if (element > 0 ){

Inorm += element*element;

}

llnormsl|i] = Math.sqrt(lnorm);

return llnorms;
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LIITE B: RESIDUAALIEN SIMULOINTI

Alla on MATLAB-koodi satunnaisten Hermiten matriisin A’A ja vektorin x tulon

seké, vektorin itsensé vilisten euklidisten etéisyyksien simulointia varten. Koodi si-

muloi yhden ajon aikana yhden satunnaisen Hermiten matriisin sekd n kappaletta

satunnaisvektoreita. Kullekin vektorille lasketaan edella mainittu etéisyys seké taval-

lisessa, ettd muunnellussa muodossa. Lopuksi etaisyyksista tehdaan histogrammi ja

histogrammiin sovitetaan Tracy-Widom -jakauma. Koodin lopussa esitelldan funk-

tio try _fit, jolla jakauman sovitus tehdaén. Funktiossa kiytetdan MATLABin val-

mista sovitusmetodia Isqcurvefit, joka oletuksena hyddyntéé trust-region-reflective

-optimointialgoritmia [24].

b
b
b
b

h

b

A code to simulate euclidean distances between real symmetric
matrix. A'A and normally distributed random variables x. Also
columns of A are normally distributed. TW-distribution is fitted

to the histogram of residuals.

Set the dimensions of the matrix and vector

500; % Dimension 1 - or number of variables

9; % Dimension 2 of the matrix
100000; % Number of observations

Initialize an array to store the residuals

distances = zeros(N, 1);

A

h

A_

h

X

= randn(p, n);

Calculate A'A

transpose_A = A' * A;

Generate N random vectors

= randn(N, n);

distances = zeros(1,N);
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% Calculate distances ||A'Ax - x|| for every observation in x
for i = 1:N

vector = (x(i,:)'-A_transpose_A * x(i,:)');

distance = sqrt((sum(vector.~2)));

distances(i) = distance;

end

% Fit TW-distribution to residuals

data = (distances-mean(distances))./std(distances);

%tracy widom distribution
fun = @(p, x) 1./(gamma(p(1)).*p(2) . p(1)) . .*(x+p(3)).~(p(1)-1)...
.xexp(-(x+p(3))./p(2)) .xp(4);

p0 = [47,0.17, 7.8, 1];

figure(1)
p = try_fit(fun, data, p0, 42);

label = "TW-jakauma "+newline+"({\itk} = " +p(1) + ", " +"\theta = "
...
p(2) + newline + "\alpha = "+p(3);
legend ("Normalized histogram", label)
grid on;
title("")
xlabel('Normalized residual')
ylabel ("Normalized count")
hold off;

function p = try_fit (fun, data, pO, nBins)
options = optimset('MaxFunEvals',100000);
options = optimset(options, 'MaxIter',100000) ;

nBins = 42;

h = histogram(data,"Normalization", "pdf");
hold off;

YY = h.Values;

XX = h.BinEdges(1:length(YY));



startx = min(find(max(XX+3,0)));

XX = XX(startx:end);

YY = YY(startx:end);

x = XX(1):0.01:max(XX);

bar (XX, YY, "facecolor", [0, 0.60, 0.80], "edgecolor", [0.65 0.65
0.65]);

hold on;

p = lsqcurvefit(fun, pO, XX, YY, [0,0,0,0],[50,1,20,2],0ptions);

plot(x, fun(p, x), LineWidth=2, color="b")
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LIITE C: RESIDUAALIEN JAKAUMAN
TODISTUS

Alla olevassa todistuksessa johdetaan jakauma Satunnaisesti valitun Hermiten mat-
riisin ja satunnaisesti luotujen reaalivektoreiden tulon seka reaalivektoreiden itsenséa
valisille normalisoiduille euklidisille etdisyyksille. Paélause jakaumalle on lause 2,

joka todistetaan lauseen 1 seké korollaarien 1 ja 2 avulla.



Todistaaksemme, etta Euklidiset etaisyydet ||Bx — x||/||x|| noudattavat siirrettyd Tracyn ja Windomin
jakaumaa, tarkastelemme ensin n.k. Von Mises iteraatiota, eli potenssimenetelmaa suurinta ominaisarvoa
vastaavan ominaisvektorin I6ytamiseksi. Taman jalkeen osoitamme, ettd on olemassa jokin matriisi, jonka
iteraatioina Euklidiset etdisyydet voidaan esittda. Iteraatioesityksen avulla osoitamme, ettd etaisyydet
vastaavat jonkin matriisin suurimman ominaisarvon jakaumaa.

Lause 1 (Von Mises iteraatio) Ol. x, € R" vektori, jonka mikdan komponentti ei ole 0. Ol. A matriisi ja v,
sen suurinta ominaisarvoa 1, vastaava ominaisvektori. lteraatio

Axg
x1 =

llAxo ||

Axp_q
Xp = ——
" lAxpl

suppenee raja-arvoon v;.
Tod. [1, s. 601-603]

Von Mises iteraatiosta seuraa suoraan seuraava, meille kayttokelpoisempi muoto.

Korollaari 1: Ol. 4; matriisin A ominaisvektoria v, vastaava ominaisarvo. Iteraatio

Axg
x1 =
lIxoll
Axp_q
X. =
" el
suppenee raja-arvoon A,v;.
Tod.
Voimme Kirjoittaa iteraation arvon x,, matriisin A ja alkuarvovektorin x, avulla muodossa
Ax
Xn =77
" lAM x|l
Nyt

AA™ 1x, < A1y, >
Xn, .

14" x I lA™ o I
Koska sulkeiden sisainen jono suppenee Lauseen 1 mukaan, saamme

llm Xn = Avl = 111)1.

n—oo

Samaan tapaan kuin edelld, voimme saattaa Korollaarin 1 hyddyllisempaan muotoon. Tarkastellaan nyt
iteraatiota x,, = (4"x — A" 1 x)/||A" 1x|| ja sen normia.

Korollaari 2: lteraatio
Axg — xg

X1 =
llo |l



X, = Axn—l — Xn-1
" %1l

suppenee raja-arvoon 1, v; —u missa u on yksikkodvektori. Iteraation normi suppenee ominaisvektoria v,
vastaavan ominaisarvon A, ja reaaliluvun —1 < r < 1 erotukseen.

Tod.
Kuten edella, voimme kirjoittaa iteraation arvon x,, matriisin A ja alkuarvovektorin x, avulla muodossa

Anxo - An_lxo
Xn ="

[IA™1x0 |
Nyt
AA™ 1x, A 1x, AA™ 1x,
X. = —_ = —Uu.
TolA g || AT X (I [JA™ T |l

Korollaarista 1 ja raja-arvojen ominaisuuksista seuraa nyt suppeneminen

limx, = 4,v; —u.
n—-oo

Koska |[v4|| = 1 ja [lu]| = 1, ndemme etta normille patee

Jim [l [l = {14, = 7ll,
missa r on reaaliluku ja -1 <r < 1.
Nyt voimme esitella paavaitteemme ja sen todistuksen.
Lause 2 (Etaisyyksien jakauma) Ol. B hermiittinen satunnaismatriisi, ja x satunnainen reaalivektori, jonka
mikaan elementti ei ole 0 melkein varmasti. Talléin normin ||[Bx — x|| /||x|| jakauma on sama kuin jonkin
matriisin suurimman ominaisvektorin jakauma (eli Tracyn ja Windomin jakauma) siirrettyna reaaliluvulla
“1<r<.

Tod.

Ol D,, matriisi, ja D, = (1+1) B. Ol myds p jokin reaaliluku. Nyt péitee

Bx — x D.x —x
P[II ”Sp]=]P’[lim ||Dy, ”Sp].

Il noe||x]]

Merkitaan x = D1z, ja ylempi yhtalé6 saadaan muotoon

Bx — x D,x —x D'z — D1y
]P’[” ”Sp]=IP’[lim D, ”Sp]=]P’[lim D} n ”Sp].

[BY] noo x|l noo  ||DR 2|
Vaite seuraa edellisesta yhtalosta, silla oikeanpuoleinen raja-arvo suppenee Korollaarin 2 mukaan, el

[IIBx—xIIS ]=p[- IID}ZZ—[)}Z‘lzIIS ]

lim =P[A4, — 7 <p].
L T I

Lahteet:

[1]: John H. Mathews and Kurtis K. Fink, Numerical Methods Using Matlab, 4th Edition, Prentice-Hall Inc.
Upper Saddle River, New Jersey, USA, 2004.
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