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Funktion raja-arvo kuvaa funktion kiyttaytymisté jonkin tietyn pisteen c ldheisyydes-
sd. Raja-arvo voidaan ratkaista tutkimalla funktion arvoja timén pisteen c oikealla ja
vasemmalla puolella. Jos funktion arvot saadaan mielivaltaisen lidhelle arvoa L, kun
muuttujalle x annetaan arvoja riittdvin ldheltd lukua ¢ sen oikealta ja vasemmalta
puolelta, niin funktiolla on raja-arvo L pisteessd c.

Raja-arvon ratkaisussa oletuksena on, ettd funktio on méiritelty pisteen ¢ ym-
paristossd, eli tutkittavalla avoimella vililli mahdollisesti lukuunottamatta pistetta
c. Jos funktiolla on epéoleellinen epédjatkuvuuskohta, eli funktiota ei ole méiritelty
pisteessd ¢, niin raja-arvoa ratkaistaessa paddytddn madritteleméttomadn muotoon.
Mairitteleméttomét muodot voidaan usein lausua kahden funktion osaméérini, jos-
sa lauseke saa muodon % tai =. Ranskalainen matemaatikko Guillaume de 1I’Hopital
kehitti sdinnon, jonka mukaan lausekkeen osoittajasta ja nimittdjistd voidaan ottaa
derivaatat, minkd jilkeen funktion raja-arvo voidaan ratkaista timéin uuden lausek-
keen avulla. Jotta derivaattaa ja I’Hopitalin sdintdd voidaan kayttdd raja-arvon rat-
kaisemiseen, niin funktioiden on oltava jatkuvia suljetulla vililld tutkittavan pisteen
¢ ympdrist0ssi ja derivoituvia tutkittavalla avoimella vililla lukuunottamatta pistetti
c¢. Tutkielmassa polynomi-, eksponentti-, logaritmi- ja trigonometristen funktioiden
jatkuvuusominaisuudet on oletettu tunnetuiksi.

Tutkielmassa todistetaan 1’Hopitalin sdént6 Cauchyn viliarvolauseen avulla ja
esitellddn tarkemmin 1’Hopitalin sddnnon kayttod seka 8 ettd > -muotoisten raja-
arvojen ratkaisussa. Lisdksi perehdytdin muihin méaritteleméttomiin muotoihin, joi-
hin raja-arvoja ratkaistaessa voidaan ptyi. Tillaisia ovat 0°, 1%, 00?, 0 00 ja 0o — o0
-muotoiset raja-arvot. Ndissi tapauksissa lauseke voidaan muokata 8 tai = -muotoon,
jonka jilkeen 1’Hopitalin sddntod voidaan soveltaa. Tutkielmassa esitellddn lausek-

keen muodon muokkaamiseen tarvittavia menetelmid, kuten muuttujanvaihdosta ja



polynomi-, potenssi-, eksponentti- ja logaritmifunktioiden laskusdéntjen hyodynta-

mista.

Avainsanat: I’Hopitalin sdinto, raja-arvo, derivaatta, madritteleméton muoto

Tdmaén julkaisun alkuperdisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1 Johdanto

Funktion raja-arvo kuvaa funktion kayttdytymistd jonkin tietyn pisteen c ldheisyy-
dessd. Oletuksena on, ettd funktio on madritelty pisteen ¢ ympéristossd mahdollisesti
lukuunottamatta pistettd c. Jos funktiota ei ole miiritelty pisteessi c¢, niin ratkais-
taessa paadytddn madrittelemadttomiin muotoon, jolloin raja-arvoa ei voida ratkaista
suoraan, vaan on kdytettavd muita keinoja. Tassd tutkielmassa esitelldin I’Hopitalin
saanto, jota voidaan hyddyntdd miirittelemédttomien muotojen ratkaisemiseen.

Luvussa 2 esitellddn toispuoleisten raja-arvojen mééritelmai ja I’Hopitalin sdén-
non 3.1 todistamiseen tarvittavia lauseita. Ensin esitellddn Rollen lause 2.1, jota
kayttdmalld on saatu yleistetty viliarvolause kahdelle jatkuvalle ja derivoituvalle
funktiolle. Yleistetyn viliarvolauseen 2.2 todistus on esitelty, jotta nihdddan mista
Cauchyn viliarvolause 2.3 saadaan.

Luvussa 3 todistetaan I’ Hopitalin sdéntdo Cauchyn viliarvolauseen avulla. Timén
jalkeen havainnollistetaan sdintod ja sen kdyttod esimerkkien avulla.

Luvussa 4 esitelladn vield muita méérittelemattomid muotoja, joihin raja-arvo-
tarkasteluissa voidaan péétyd. Luvun aliluvuissa esitellddn jokaiseen madrittelemat-
toméan muotoon 02, 1%°, o®, 0 - oo ja oo — oo liittyvét ratkaisutavat. Viimeisessi
aliluvussa 4.4 pohditaan, milloin I’Ho6pitalin sdénto ei helpota raja-arvon ratkaisua
ja millaisia ratkaisuvaihtoehtoja tdlldin voidaan hyodyntda.

Lukijalta edellytetidiin raja-arvon ja derivaatan késitteiden tuntemista seki eri-
laisten funktioiden laskusdintojen hallitsemista. Pddldhteina tutkielmassa on kaytet-
ty Saturnino L. Salaksen et al. kirjaa Calculus: One and Several Variables ja Pertti

Koiviston luentomonistetta Analyysi B.



2 Valmistelevia tarkasteluja

Luvussa 2 esitellddn lyhyesti toispuoleisten raja-arvojen maiiritelmi ja muutamia

padaiheen kisittelyssi tarvittavia lauseita.

Miaritelma 2.1. ([3, s. 80]) Olkoon funktio f maaritelty vililla [¢, c+h], kun & > 0.

Jos jokaista lukua & > 0 kohti on olemassa sellainen luku 6 > 0, ettd
|f(x)—L| <& aina,kun c¢c<x<c+4,

niin tilloin funktiolla f on oikeanpuoleinen raja-arvo pisteessi c. Tatd merkitddn
lim f(x)=L.
xX—c+

Miiéritelmi 2.2. ([3, s. 79]) Olkoon funktio f mdidritelty vililld [c¢ — A, c], kun

h > 0. Jos jokaista lukua &£ > 0 kohti on olemassa sellainen luku ¢ > 0, ettd
|f(x) - Ll <e aina,kun c-6<x<ec,
niin tdlloin funktiolla f on vasemmanpuoleinen raja-arvo pisteessa c. Tatd merkitdin

lim f(x)=L.

X—C—

Lause 2.1 (Rollen lause). Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva suljetulla vdlilld [a, b],
derivoituva avoimella vililld \a, b[ ja f(a) = f(b). Tdalléin avoimella vililli a, b|

on sellainen piste r siten, ettd f'(r) = 0.
Todistus (Ks. [2, s. 36]). O

Rollen lauseen avulla saadaan Yleistetty véliarvolause kahdelle jatkuvalle funk-

tiolle.

Lause 2.2 (Yleistetty viliarvolause). Oletetaan, etti funktiot f ja g ovat jatkuvia
suljetulla vdlilld [a, b] ja derivoituvia avoimella vdlilld \a, b|. Tdlloin suljetulla

vililld [a, b] on sellainen piste r, ettd
grfb) - fla)]=f(r)gb)-gla)l.
Todistus (vrt. [2, s. 38-39]). Olkoon

G(x) = f(x)[g(D) - g(a)] —g()[f(b) - f(a)].



Tall6in G on jatkuva suljetulla vililld [a, b] ja derivoituva avoimella vililld |a, b].
Nyt

G(a) = f(a)[g(b) - g(a)] = g(a)[f (D) - f(a)]
= f(a)g(b) - f(a)g(a) — g(a)f(b) +g(a) f(a) = f(a)g(b) — g(a)f(b)

ja
G(b) = f(b)[g(b) —g(a)] = g(b)[f(b) - f(a)]
= f(b)g(b) — f(b)g(a) —g(b)f(b) +g(b)f(a) = g(b) f(a) - f(b)g(a),

joten G (a) = G(b).

Siis Rollen lauseen mukaan vililld [a, b] on piste r, jolle piatee G'(r) = 0, eli

f'(r[gb) —g(@)] - &' (N[f(b) - fla)] =0. O

Tehdddn edelld esiteltyyn lauseeseen 2.2 lisdoletus g’(x) # 0, jolloin saadaan

Cauchyn viliarvolause 2.3.

Lause 2.3 (Cauchyn viliarvolause). Oletetaan, ettd funktiot f ja g ovat jatkuvia
suljetulla vidlilli |a, b] ja derivoituvia avoimella vililld a, b[. Jos g’ # 0 vdlilld
[a, b], niin on olemassa sellainen piste r, ettd
f'(r) _ f(b) - f(a)
g(r)  gb)-gla)’
Todistus (Ks. [3, s. 613-614]). O

missd r € |a, b].

Kéytetdan Cauchyn viliarvolausetta 1’Hopitalin sdédnnon 3.1 todistamiseen lu-

vussa 3.1.



3 Maarittelemattomat muodot

ja PHopitalin saanto

Funktion raja-arvon maéérittiminen ei onnistu aina suoraan, jolloin sen maarittdmi-
seen voidaan kdyttdd muita keinoja. Raja-arvo osamairista % aiheuttaa madritte-
leméattoman muodon 8, jos funktioiden f(x) sekd g(x) raja-arvot ldhestyvit saman-
aikaisesti nollaa. Tatd merkitddn f(x) — 0ja g(x) — 0. [3, s. 611]. Sama pitee
raja-arvoille f(x) — +oo0 ja g(x) — =oo. [3, s. 616]. Tdlloin paddytddn maaritte-
leméttoméin muotoon 2. Luvussa 3 tutustutaan I’Hopitalin sdintoon, jonka avulla

padstddn ratkaisemaan niitd mairittelemattomid muotoja.

3.1 % -muodon ratkaisu

Lause 3.1 (LHopitalin sdédnto ). Oletetaan, etti ¢ € R U {—co, 00}. Jos

i) lim f(x) =lim g(x) =0,
X—C X—C

=L, missiL e RU{-co,o0},

S f)
im — =lim =
x—c g'(x)  x—e g(x)
Todistus (vrt. [1, s. 238-239] ja [3, s. 611, 614]). Tarkastellaan ensin oikeanpuoleis-

ta raja-arvoa. Oletetaan, ettd

L.

S _

x—ct+ g'(X) =L

Talloin f’(x) ja g’(x) on kumpikin méadritelty vililld [c, ¢ + k[ ja g’(x) # 0. Olkoot
f(c) =0 ja g(c) = 0. Varmistetaan, ettd f ja g ovat jatkuvia vililld [c,c + h] ja
derivoituvia vililld |c, ¢ + h[. Kéytetddn Cauchyn viliarvolausetta 2.3 ja nidytetéddn,
ettd on olemassa luku cj, vililld [c, ¢ + k] niin, ettd

f(er) _ fle+h) = f(e) _ flc+h)

g'(cn) gle+h)—gle) gle+h)

Koska h — 0ja c < ¢p < ¢ + h, niin télléin my6s ¢, — c. Nyt funktion raja-arvon

maidritelmén perusteella voidaan kirjoittaa

lim —f(c+h) = lim f) =

= =L.
h—0+ g(c+h) x—ct+ g(x)




Tarkastellaan sitten vasemmanpuoleista raja-arvoa. Oletetaan, ettd

O
D)

Talloin f’(x) ja g’(x) on kumpikin méairitelty vililld |¢ — A, c] ja edelleen g’ (x) # 0,
f(c) =0 ja g(c) = 0. Varmistetaan, ettd f ja g ovat jatkuvia vililld [c — A, c] ja
derivoituvia vililld |¢ — h, c[. Nyt Cauchyn viliarvolauseen mukaan on olemassa
luku ¢y vililld [¢ — h, c] niin, ettd

flew) _ f(©) = fle=h) _ fle=h)
glew) gl —gle—h)  gle—h)

Nyt
5 fle=h) . f(x)
im ——= = lim —=

= =L.
h—0-g(c —h)  x—c=g(x)

Siis toispuoleisten raja-arvojen maaritelmén ja Cauchyn viliarvolauseen 2.3 mukaan

) . fle—h) fle+h) J(x)
igl}:g’(x)_h{noig(c—h) hlgg g(c+h) ;l—{%@

=L. O
Havainnollistetaan 1’ Hopitalin sdéintod seuraavaksi esimerkin avulla.

Esimerkki 3.1. Tutkitaan raja-arvoa

Kertomalla tekijét toistensa nimittéjilla raja-arvo saadaan muotoon

. X —sinx
lim ———.
x—0 xsinx
Funktiot f(x) = x —sinx ja g(x) = x sinx ovat jatkuvia ja derivoituvia. Huomataan,
etta

hm(x —sinx) =0 ja lirr(l)x sinx = 0.
x—>

x—)
Kaytetddn I’ Hopitalin sddntod 3.1. Sdintdd voidaan kiyttii tarvittaessa useita kertoja,

kunnes 10ydetdin etsitty raja-arvo. Saadaan

sin x 0
lim - =0.
x—0 COSX +COSX + x(—sinx) 2

X —sinx 1—cosx

H

lim —— = lim
0
0

x—0 xsinx x—0 sinx + x cos x

clo ||m

’Hopitalin sddntod kayttamalla 10ydettiin haluttu raja-arvo



3.2 2 -muodon ratkaisu

Lause 3.2 (I’Hopitalin saanto II). Oletetaan, ettd ¢ € R U {—o0, 00}, Jos

i) lim f(x) = lim g(x) = %oo,

=L, missdaL € RU{-o0,0c0},

AL B (I
x—c g'(x)  x—c g(x)
Todistus Ks. [3, s. 614, 616]. Todistuksessa sijoitetaan muuttuja x = % ja tulos saa-

daan vastaavanlaisella kisittelylld kuin lauseen 3.1 todistuksessa. O
Sovelletaan edellistd lausetta 3.2 seuraavissa esimerkeissa.

Esimerkki 3.2. Tarkastellaan raja-arvoa

. .3
lim x%e™ .

X—00

Muokkaamalla raja-arvoa ja kéayttamailla 1’ Hopitalin sddnt6ad saadaan

2
. 3 . X7 H . 2x " . 2
lim x%¢™ = lim — = lim - = lim S -
X—00 X—00 pX° g X—>00 3)C2€x> g x—0 Gx - X’ + 3X2 . 3x26x>
2

lim —/——— =
x—00 oX” (x4 + 6x)
Esimerkki 3.3. Olkoon s > 1 jar € R. Osoitetaan, ettad

r

lim — =0.
x—oo §¥
i) Jos r = 0, niin
.ox .1
lim — = lim — =0.
x—o0 §¥  x—o0 §¥
i) Jos r < 0, niin
.ox" . 1
lim — = lim =0.

x—o00 §¥ x—oo §* - x77

iii) Jos r > 0. Tarkastellaan ensin tapaus r = 1 ja kiytetddn 1’Hopitalin sdintoa:

=0.

5.
|
8lg Iz

im
x—oo s¥ - Ins

Tarkastellaan sitten tapaus r # 1. Oletuksen mukaan s > 1. Huomataan, ettd x"

voidaan kirjoittaa luonnollisen logaritmin laskusdéintojen avulla muodossa

xr — er-lnx )

10



Nyt derivoimalla saadaan

d . . 1 _
_rlnx:erlnx_r__:xr.r. rl.

dx X X

Kun 0 < 7 < 1, niin saadaan

lim rx" ' = 0.

X—00
Kun r > 1, niin saadaan
lim rx"~! = 0.

X—00
Olkoon k on pienin positiivinen kokonaisluku, jolle pitee k& > r. Kun tehddin k

iteraatiota, niin saadaan muoto
lim (r(r = 1)(r=2)---(r = (k=1)))x"*=0.

Edellisten huomioiden ja I’Hopitalin sdinnon avulla saadaan

x" . rx’! . r(r— 1)x"2
- lim T
x—oo X Ins-Ins+ s* - 5

lim
X—00 §

gl8 |1z
218 |1

lim
x—oo ¥ - In s

Kun sdidntdod kiytetddn riittdvidn monesti, huomataan, ettd nimittdjd ldhestyy aina
kohti ddretontd ja osoittaja kohti nollaa.

Saadaan siis

LooXx
lim — =0.
x—oo §¥
Kohdista i) — iii) seuraa, ettd
.ox
lim — =0.
x—oo0 §¥

11



4 Muita maarittelemiattomia muotoja

Edella késiteltiin raja-arvotarkastelujen madritteleméttomid muotoja 8 ja =, joihin
voitiin soveltaa suoraan 1’Hopitalin sddntod. Naiden lisdksi on médrittelemattomia
muotoja, joihin sdintod ei voida soveltaa suoraan. Seuraavaksi kisitelldan 00, 1%,
00, 0 - 0o ja 0o — co -muotoisia mirittelemittomid muotoja raja-arvon ratkaisussa.
Naissi kaikissa tilanteissa madrittelemdton muoto muutetaan ensisijaisesti muotoon
8. Tarvittaessa voidaan kiyttdd my6s muunnosta muotoon . Tdmadn jilkeen raja-
arvo voidaan ratkaista I’Hopitalin sddnnon avulla.

Madrittelemittoman muodon muuntamiseen voidaan kayttdd polynomi- ja po-
tenssifunktioiden sekd eksponentti- ja logaritmifunktioiden laskusidintdjd tai muut-
tujanvaihdosta. Usein funktio muutetaan muodosta y = [ f(x)]¢® muotoon Iny =
In[£(x)]8™) = g(x) In[ f(x)] [3, s. 618]. Muuttujanvaihdoksessa [2, s. 52] voidaan

1

kirjoittaa t = |, jolloin saadaan raja-arvo

x—0+

(4.1) lim f(}c) = lim f(1).

4.1 Muodot 0°, 1 ja oo

Tutkitaan funktion G méérittelemattomid muotoja, kun

G(x) = [f(x)]#W.

Funktio G saa mirittelemiton muodon 0°, kun f(x) = 0 ja g(x) = 0. Méirittele-
mitén muoto 1% saadaan, kun f(x) = 1 ja g(x) = +oc0. Muotoon oo? padytiin, kun
f(x) = +o00 ja g(x) = 0. Ndissa tapauksissa funktio G voidaan muuttaa luonnollisen

logaritmin avulla logaritmifunktioksi G (x) = 2 1n(f(*)) ja ratkaista raja-arvo
1 g(x) - limx—wg(x) ln(f(x))
(4.2) lim[f(x)] e :

Seuraavassa esimerkissd kaytetddn funktion muunnosta logaritmimuotoon ja

luonnollisen logaritmin laskuséintoji co®

-muotoisen raja-arvon ratkaisussa.
Esimerkki 4.1. Ratkaistaan raja-arvo

lim (Inx) 5.

X—00

12



Raja-arvo on muotoa oo*, joten tehdééin muunnos (4.2)

1 1 . 1
lim (lnx)E = lim ex In(Inx) _ ellmx_>00 x ln(lnx)'
X—00

X—00

Ratkaistaan seuraavaksi raja-arvo I’Hopitalin sd@nnon avulla

: . In(lnx) . ,lc H .. _é
lim — - In(Inx) = lim = lim = lim
X—00 X X—00 x—oo 1 0 x—o0 S S
In(Inx) 0 x(In(Inx))2-Inx
. (In(Inx))? - Inx o 2-In(Inx) - £~ - 1. Inx + (In(Inx))? - 1
X—00 X g X—00 1
11 11
~ lim 2 -In(Inx) + (In(Inx))? Hop 2- gy x+t2-In(lnx) - 45 - 5
X—00 X g X—00 1
11 2
_ im 2+2-In(Inx) H b Tk X _ iy iy _
X—00 x-Inx gx—>oolnx+x.)lc x—oo Inx + 1

Koska e* on jatkuva funktio, niin
lim (Inx)* = elMeo ) = L0 —
X—00

Esimerkissd havainnollistettiin I’ Hopitalin sddnnon kiyttod ja raja-arvon muuntamis-

ta 8 -muotoon. Tehtévin voisi ratkaista helpommin muuntamalla raja-arvon muotoon

=
oo’

4.2 Muoto 0: oo

Funktio G(x) = f(x) - g(x) saa midrittelemattomattdman muodon O - co, kun

f(x) — 0ja g(x) — zoo. Muoto 0 - co saadaan muutettua muotoon 8 kaytta-

mélld polynomifunktioiden laskusddntoja. [3, s. 618]. Funktio G voidaan muuttaa

muotoon
@43) G = (- g = L2,
g(x)

Esimerkki 4.2. Ratkaistaan raja-arvo

161)6
lim(l+—) , kunaeR.

X—00 X

Raja-arvo on muotoa 1%, joten muutetaan lauseke muotoon (4.2)

1\ 1
(1 + _) — eax~ln(l+;).
X

13



Tarkastellaan seuraavaksi raja-arvoa

1
lim ax - ln(l + —).
X—00 X
Nyt raja-arvo on muotoa oo - 0. Muutetaan lausekkeen muotoa kayttdmailla polyno-

mifunktion laskusiddntoja (4.3) ja ratkaistaan raja-arvo 1’Hopitalin sddnnon avulla

_ 1 o In(1+ 1)
lim ax -In{1 + - | = lim ———2=

X—00 X X—00 1
ax

Koska e* on jatkuva funktio, niin

1 ax
hm (1 + _) — elimxﬂooax~ln(l+%) — ea.

X—00 X
Esimerkki 4.3. Tarkastellaan raja-arvoa
sinx

lim sinx
x—0+

Huomataan, etti raja-arvo on muotoa 0%, joten muokataan lauseke logaritmimuotoon

(4.2), jolloin saadaan

lim Sinxsinx — elimx_>()+(sinx-ln(sinx))
x—0+

Nyt tarkasteltava raja-arvo

lim sinx - In(sinx)
x—0+
0

on muotoa 0 - co. Jos lausekkeen muuttaa muotoon o niin derivoiminen on monimut-

kaista. Sovelletaan funktion osamiirin kaavaa (4.3) ja muokataan lauseke muotoon

=. Tdmiin jilkeen raja-arvo voidaan ratkaista I"Hopitalin sdénnon avulla

cos x
: sinx  _ 1:
lim —5+ = lim ,
x—0+ Sin2 x—0+ —COSX - SInX
S X

cosx - sin x

In(sinx)

lim sinx - In(sinx) = lim
x—0+ x—0+ L
Sin x

818 11—

= lim —sinx = 0.
x—0+

Eksponenttifunktion jatkuvuudesta seuraa, etti

lim sinx*"* = ehmxﬁm(smx-ln(smx)) — 60 - 1.

x—0+

4.3 Muoto co — oo

Funktio G(x) = f(x) — g(x) saa madrittelemittomattoman muodon co — co, kun
f(x) — oo ja g(x) — co. Muoto oo — co saadaan muutettua muotoon g kayttamalla
polynomifunktioiden laskusdantoja. Usein funktiot f ja g ovat osaméddramuodossa,

jolloin ne voidaan kertoa toistensa nimittdjilla. [3, s. 618]

14



Esimerkki 4.4. Tarkastellaan raja-arvoa

. 1 1
lim |- - ——].
x—0+\x  arctanx
Raja-arvo on muotoa co — co. Kerrotaan tekijét toistensa nimittéjilld ja ratkaistaan

raja-arvo I’Hopitalin sddnnon avulla seuraavasti:

lim (1 1 ) lim arctanx — x 1+1xz -1

H ..
- _ = = lim —————
x—0+\ X arctan x x—0+ X - arctan x g x—0+ arctan x + T2
2
x )
. 7 . —X
= lim + = lim >
x—0+ (Iwxf)arctanx+x  x—0+ (1 +x%) arctanx + x
1+x2
H .. —2x 0
= lim o =—-=0.
§ *20+ 2xarctanx + 5 + 1 2
+x
Siis
. 1 1 . arctanx — x
im|-—-——|=lim ———— =0.
x—0+\ X arctan x x—0+ X - arctan x

4.4 L’Hopitalin saannon kaytosti

Joskus I’Hopitalin sddnnon kaytto tekee ratkaistavasta lausekkeesta vain monimut-
kaisemman. Talloin raja-arvon ratkaisemiseen kannttaa soveltaa muita keinoja. Jois-
sain tapauksissa lausekkeen muuntaminen muodosta 8 muotoon < tai pdinvastoin
helpottaa ratkaisua [2, s. 52]. Joskus taas voidaan soveltaa kokonaan eri menetel-
mad. Eri menetelmid kiytettdessd 1’ Hopitalin sddnto voi kuitenkin olla toimiva tapa
saadun ratkaisun tarkistamiseen.

Seuraavat esimerkit havainnollistavat tilanteita, joissa raja-arvon maarittamisessa

voidaan hyodyntda muita keinoja 1’Hopitalin sddnnon lisdksi.

Esimerkki 4.5. Tutkitaan raja-arvoa

-1
.ex?

lim .

x—0 X

Kayttdmalla suoraan 1’Hopitalin sdintdd lauseke monimutkaistuu. Muokataan raja-

arvo muotoon
A
lim = lim —.
x—=0 X x—=0 —
e x

Tehddin muuttujanvaihdos (4.1), ¢t = }C ja ratkaistaan toispuoleiset raja-arvot

1

. X . t
lim — = lim —
x—0+ exZ t—oo ol

1
im —; =0
t—e0 ol . )t

gl 1l
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ja
1 t
x—0- ex_z ——00 et

Koska toispuoleiset raja-arvot ovat yhtd suuret, niin raja-arvon méiritelmin mukaan

lim —— =0.
=0 o .0

818 |1 =

=1 1
2 S
. X . X
lim =lim — =0.
x—0 X x—0 ex?
Esimerkki 4.6. Tarkastellaan raja-arvoa
X

lim ———,
x>0 X —sinx

ja ratkaistaan raja-arvo kahdella eri tavalla.

Tapa 1. Kertomalla osoittaja ja nimittdja muuttujalla }C saadaan

m — Y - fim 2.

x—co x —sinx  x—oco | _ SiX
X

*Huomataan, ettd —1 < sinx < 1.

Tapa 2. Kaytetddn suppiloperiaatetta, jolloin saadaan epayhtilo

X X X
< <

x+1 x—sinx  x-—-1

Ratkaistaan raja-arvot I’Hopitalin sd@nnén avulla

lim B9 ja  lim g2y
xoeox+1 2 xoox —1 2
Koska
) i X
lim = lim =1,

xoox+1  xoeox—1

niin suppiloperiaatteen mukaan

) X
lim ———— =1.
x—c0 X — sinx

Esimerkki 4.7. Tarkastellaan raja-arvoa

Co2x?
lim —.
x—oo x|

Nyt I’Hopitalin sdintod ei voida soveltaa, joten kédytetddn muita keinoja. Kirjoitetaan

raja-arvo sarjaesityksen avulla
o 2k?

!
= k!
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ja tutkitaan sarjan suppenemista. Hajaantumistestistd tiedetdin, ettd suppenevalle
sarjalle pitee

lim x; = 0.

k—o00

Koska x; > 0, kun k > 1, niin voidaan kiyttdd osamadaritestid. Nyt kahdelle sarjan
perékkadiselle termille pétee

X1 2(k+ 1) kU k41 D4y

= — = — 0, kunk — oo.
Xk (k+1)! 2k2 k2 k
Koska perikkdisten termien osamairi L 0< 1, niin osamadratestin mukaan
Xk
sarja
o 2k2
|
= k!
suppenee ja
2 2 2
. . . X
lim x; = lim — = lim — =0.
k—o0 k—oo k! x—o0 x!
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