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Tama tutkielma kisittelee vektorien vilistd sisdtuloa sekd reaali- ettd kompleksilu-
vuilla. Tutkielman tarkoitus on johdattaa matematiikan kandidaattiopiskelija komplek-
silukuperustaiseen lineaarialgebraan.

Tyossd lahdetdin litkkeelle vektorin normin méérittelemisestd vektoriavaruudes-
sa R". Myohemmin ndhdain, kuinka vektorin normi voidaan madrittdd pistetulon
avulla. Normin késittelyn jdlkeen padstdin itse pistetulon mééritelmiin ja sen omi-
naisuuksiin. Ominaisuuksista yksi todistetaan. Kun pistetulon miiritelma ja vektorin
normi on esitelty, voidaan niiden avulla maéritelld vektorien vilinen kulma vektoria-
varuudessa R”. Huomataan myos, kuinka vektorien vélisen kohtisuoruuden todenta-
miseen voidaan kiyttaa pelkistdadn pistetulon arvoa. Lukija voi itse pédtelld yhteyden
kulman maiiritelmaidn. Reaalilukuperustaisessa osiossa todistetaan lisdksi klassiset
lauseet: Pythagoraan lause ja Cauchyn—Schwarzin epéyhtilo.

Tekstissd esitelldadn pistetuloon liittyen esimerkki, jonka on tarkoitus toimia yh-
teenvetona ldpikaydyistd asioista. Kyseisessd esimerkissd osoitetaan kahden vektorin
vilinen kohtisuoruus mielivaltaisen moniulottuvuuksisessa vektoriavaruudessa.

Vektoriavaruuden C" euklidinen sisédtulo pohjustetaan esittelemalld kompleksi-
luvut ja niiden viliset peruslaskutoimitukset. Lisdksi kdydéén ldpi kompleksilukujen
napakoordinaattiesitys. Vektoriavaruuden C" vektorien euklidista sisdtuloa kisitel-
tdessd on tarkoitus nihda sen samankaltaisuudet ja eroavaisuudet vektoriavaruuden
R" pistetulon kanssa. Tamin vuoksi esimerkilld havainnoillistetaan, miksi vektoria-
varuuden C" euklidiseen sisdtuloon tarvitaan eroava mairitelma pistetuloon nihden.

Viimeiseksi esitelldédn yleinen sisdtulo ainoastaan kompleksiluvuilla. Ndin toimi-
taan, koska reaalilukujen katsotaan sisdltyvin kompleksilukuihin. Euklidisen sisdtu-
lon aksioomien lisiksi esitellddn vektorin normi seki kahden mielivaltaisen vektorin

vilinen etdisyys yleisessi sisdtuloavaruudessa.
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1 Johdanto

Tama tyo kasittelee vektorien sisdtuloa reaali- ja kompleksiluvuilla. Sen tarkoi-
tus on johdattaa kandidaattitason opiskelija reaalilukuperustaisesta lineaarialgebras-
ta kompleksilukuperustaiseen. Alussa ldhdetéddn liikkeelle pistetulon mééritelméasta
reaaliluvuilla ja kisitellddn siitd johdettuja lauseita. Tamin jalkeen lukijalle esitel-
laan kompleksilukujen mééritelma ja aritmetiikka, miké valmistaa lukijan euklidisen
sisdtulon késittelyyn kompleksiluvuilla. Tekstissd on tarkoitus hyodyntéa pistetulon
ja kompleksisen vektoriavaruuden euklidisen sisdtulon vilistd analogiaa. Viimeises-
sd luvussa esitellddn yleinen sisédtulo kdyttden ainoastaan kompleksilukuja perustuen
ajatukseen, ettd reaaliluvut ovat kompleksilukujen osajoukko.

Reaalilukuosiossa esitellddn pistetulon ominaisuuksia ja niitd hyodyntdmalli to-
distetaan kaksi klassista lausetta: Cauchyn—Schwarzin epdyhtilo ja Pythagoraan
lause. Luvussa esitelliin myos madritelma vektorien viliselle kulmalle perustuen
pistetuloon. Joukkoon on lisdtty esimerkki, jossa yhdistelldén esiteltyjd asioita yh-
deksi kokonaisuudeksi.

Kompleksilukulaskenta késitellddn suppeasti omassa luvussaan. Se sisdltaa valt-
taméattomat tiedot kompleksilukujen vilisistd laskutoimituksista tekstin ymmartimi-
seksi. Luvussa tehdéén induktiotodistus kompleksilukujen potenssin kaavalle, minki
on tarkoitus selventdd kompleksilukujen tasogeometrista luonnetta.

Kompleksisen vektoriavaruuden euklidista sisdtuloa kasittelevéssi luvussa on tar-
koitus nihda, kuinka kompleksisen avaruuden euklidinen sisdtulo eroaa pistetulosta
samankaltaisuudesta huolimatta.

Lopuksi esitellddan yleinen sisdtulo kompleksisessa vektoriavaruudessa. Sen li-
saksi médritellddn siind pétevd vektorin normi sekd kahden mielivaltaisen vektorin
vilinen etdisyys. Esimerkkien esittelemistd ei ndhdid mielekkééksi, koska yleises-
sd sisdtulossa on hyodynnettdvissd ainoastaan aksioomat eiki suoraan sovellettavaa

kaavaa.



2 Pituus ja pistetulo vektoriavaruudessa R”

2.1 Vektorin pituus

Tamén alaluvun tiedot pohjautuvat Larsonin ja Edwardin teoksen Elementary Linear
Algebra sivuihin 246-248.

Aloitetaan midrittelemalld vektorin pituus ja vektorin pituuden merkintétapa.

Mairitelmi 2.1. Vektorin v = (vy,vs, ..., v,) pituus avaruudessa R” on
7l = (V2 402+ 0.

Kaksiulotteisessa avaruudessa vektorin v pituus voidaan samaistaa suorakulmai-
sen kolmion hypotenuusan pituuteen, kun vektoria v kuvaava nuoli on kolmion
hypotenuusa ja kateetit ovat keskenédédn kohtisuorassa olevia komponenttivektoreita.
Huomautus. Vektorin pituutta kutsutaan my0s normiksi. Jos vektorin pituus on 1,
kutsutaan vektoria yksikkovektoriksi. Mairitelmén mukaan vektorin pituus ei voi olla
negatiivinen. Liséksi jos vektorin pituus on 0, on vektori aina nollavektori.

Avaruuden R" luonnollisessa kannassa vektorien pituus on 1 ja titen ne ovat

yksikkovektoreita. Insinooritieteissi ja fysiikassa niitd merkitddn seuraavasti:
R*: (1,7) = ((1,0), (0, 1))
R3: (1,7.k) = ((1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1))
Jos avaruuden R” vektoreilla v ja u piatee u = ¢v, missd ¢ € R, niin vektorit ovat

yhdensuuntaiset. Lisdksi jos ¢ > 0, niin vektorit # ja v ovat samansuuntaiset ja

puolestaan jos ¢ < 0, vektorit # ja v ovat vastakkaissuuntaiset.

Lause 2.1. Olkoon v avaruuden R" vektori ja ¢ skalaari, joka kuuluu joukkoon R.

Silloin ||cv|| = |c|||V||, missd |c| on skalaarin c itseisarvo.
Todistus. Kaavasta cv = (¢vy,cva,...,CV,) seuraa, ettd
levll = [I(cvi, eva, ..., cvi)ll

= V()2 + (cV2)2 + -+ + (V)2

= \/c2(6f+§2+---+v,%)

= |c|\/V%+V§+--~+Vﬁ

= leflIvIl. o



Miaéritelmi 2.2. Avaruuden R” vektorien v jau vilinen etdisyyson d(v,u) = |[v—u]|

2.2 Pistetulo

Téssd alaluvussa kasitellddn kahden vektorin vilinen pistetulo avaruudessa R". Ky-
seessd on erds reaalikertoimisen sisidtulon erikoistapaus. Aloitetaan méérittelemmaélla

kyseinen laskutoimitus.

Mairitelma 2.3 (vrt. [1, s. 250]). Vektorien u ja v vilinen pistetetulo on seuraavan
kaavan mukainen:

U-V=Uvy+uyvy+---+u,v,.

Pistetulolla on muutamia ominaisuuksia, jotka kidydddn seuraavaksi ldpi ja sen

jéalkeen todistetaan niistad kaksi.
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4. v-v=|v
5. v-v > 0, ja vektorin v ollessa nollavektori v - v = 0.
Edella esitellyn lauseen jéilkeen siirrytiddn todistuksiin.

Todistus (vrt. [1, s. 251]). Kiytetddn ensimmadisen viitteen todistamisessa apuna pis-

tetulon madritelmaa ja reaalilukujen joukossa méériteltyd vaihdannaisuutta.
U-Vv=uvy+uyva+---+u,v,
= ViU +Vvouy + -+ v,
=v-u O
Todistus.
c(u-v)=c(uvy +uzvy +---+uuvy,)
=cCcuivy +cuvy+---+cuyvy
= (cup)vy + (cug)vo + -+ - + (cuy) vy,

= (cu)-v



Seuraava péittely eroaa edellisestd siten, ettd kaavan termeissd vektorien u ja v
koordinaattien paikat vaihdetaan keskendin reaalilukujen vaihdannaisuuden perus-

teella.

c(u-v)=cluvi +ugva+ - +uyvy)

c(viuy +voup + -+ -+ vyuty)

cviuy +cvoupy + - -+ cvyy,

(cv)uy + (evp)up + - - -+ (cvp)uy,

=(cv)-u O

2.3 Cauchyn-Schwarzin epayhtalo

Seuraavaksi késitelladn Cauchy-Schwarzin epdyhtilo ja sovelletaan sen todistukseen

edelld médriteltyjd pistetulon ominaisuuksia.

Lause 2.3. Kun u ja v ovat vektoriavaruuden R" vektoreita, silloin pitdid paikkansa,

ettd |u - v| < |[ul|||v||. Tdssd |u - V| tarkoittaa vektorien u ja v pistetulon itseisarvoa.

Todistus (vrt. [1, s. 252-253]). Jotta Cauchy-Schwarzin epdyhtilo voidaan todistaa,
tarvitsee kisitelld kaksi erillistd tapausta. Ensimmiisessd tapauksessa u = 0. Tista
seuraa, ettd [u - v| = |0 -v| = 0 ja ||lu||||v|]| = O]|v]|. Taten lause pitdd paikkansa
vektorin u ollessa nollavektori. Sama pitee myos vektorille v johtuen pistetulon
vaihdannaisuudesta.

Toisessa tapauksessa u # 0. Olkoon ¢ mielivaltainen reaaliluku, ja miéritelldén
sen avulla vektori fu +v. Vektorin pistetulo itsensi kanssa on suurempi tai yhtésuuri
kuin O ja siitd seuraa, ettd (fu + V) - (fu +v) > 0. Tamaén jidlkeen voimme péitelld,

etta

(tu+v)-(tu+v)=(tu+v)-tu+ (tu+v) -v
=tu-(tu+v)+v-(tu+v)

=2 u)+20(m-v)+v-v > 0.

Nyt merkitdén, etti a =u -u jab = 2(u - v) ja c = v - v. Muodostetaan sitten toisen
asteen epiyhtilo ar® + bt + ¢ > 0. Koska yhtilon vasen puoli ei ole koskaan nega-

tiivinen ja silld on korkeintaan yksi nollakohta, tidytyy sen perusteella muodostetun

toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavan diskriminantti olla pienempi tai yhtdsuuri kuin



0. Néin ollen
b* —4ac <0
b? < 4ac
4@u-v)* <4@-u)(7-V)
@-v)? <@ u)@-v).
Kun molemmilta puolilta otetaan neliéjuuri saadaan |z -v| < Va - uVv - v = |||V

O

2.4 Kahden vektorin vialinen kulma avaruudessa R”

Nyt kun avaruudessa R” on mééritelty vektorin normi ja kahden vektorin vilinen
pistetulo, niin niiden avulla voidaan médritelld kahden vektorin vélinen kulma ava-

ruudessa R”.

Miiritelmi 2.4. Vektorienu # 0jaVv # 0 vilinen kulma 6 médritelladn seuraavasti:
u-v

cosf = ——
V]l

missd 0 < 6 < «. [2,s. 203]

Kun kaksi avaruuden R” vektoria ovat keskendin kohtisuoria, niitd sanotaan
keskenéin ortogonaaleiksi. Kahden vektorin vilisen ortogonaalisuuden voi todentaa

tarkistamalla, onko niiden vilinen pistetulo 0. [1, s. 254]

Esimerkki 2.1. Madritellddn nelja vektoria, jotka kuuluvat avaruuteen R™, missa

m € 2N. Lisaksi kiinnitetdan m.

a=(1,0,2,0,3,0,...,0)
b

m+2
(0,-2,0,-3,0,-4,0, ..., -2

¢=1(2,0,3,0,4,0,...,0)
d=(0,1,0,2,0,3,0,...,%)

Osoitetaan, ettid vektorit # = (a + b) ja Vv = (¢ + d) ovat keskeniin ortogonaaliset.
Tama tehddin tarkistamalla onko vektorien u ja v vilinen pistetulo nolla.
Lasketaan ensin tarvittavien vektorien summat, jotta saadaan muodostettua vek-

torien u ja v koordinaatit.
u=a+b=(1,-2,2,-3,3,-4,...,-22)

v=C+d=(2,1,3,2,4,3,....,%)



Tamaén jdlkeen voimme laskea vektorien u ja v pistetulon.

U-v=1-2-2-142-3-3-2+43-4-4.3+... 4202 _m2n
=(1-2-2-1)+(2:3-3:2)+(3-4-4-3) +---+ (Zm2 _mi2m)

=04+0+0+---4+0
=0

Koska kaksi perdkkdistd termid kumoaa toisensa, ja lisdksi koska m on parillinen,
yksikidin termi ei jid kumoutumatta. Ndin paddytidin lopputulokseen, ettd vektorit u
ja v ovat keskenéin ortogonaaliset.

2.5 Pythagoraan lause

Seuraavaksi késitellddn Pythagoraan lause lineaarialgebran nikokulmasta.

Lause 2.4. Kun avaruuden R" vektorit u ja v ovat keskendcdin ortogonaalisia, niin
pitee, ettd ||[u +v||* = ||[ul|*> + ||[V||*[1, 5. 256].

Todistus (vrt. [2, s. 205]). Tassid vektorit u# ja v kuuluvat vektoriavaruuteen R”.

= S2 (m T (e —n2 - = =12 _ 11512 . 1=12
lu+v|l”=@+v) - (u+v) = [ull”+2@@-v) +|[v|I" = llull” + IVl O
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3 Kompleksilukujen kasite ja aritmetiikka

Kompleksi lukuja voidaan pitdd reaalilukujen laajennoksena. Kompleksiluvut koos-
2

tuvat reaaliluvuista ja imaginddriluvusta i. Imagindariluvun ¢ maaritelmi on §
—1. Kompleksiluvut muodostuvat reaaliluvun ja reaalikertoimisen imaginddriluvun
summasta. Néin ollen mielivaltainen kompleksiluku z voidaan ilmaista muodossa
Z = a + bi, missd a, b € R. Kompleksilukujen joukosta kiytetddn merkintdd C. [2,

s. 422]

Mairitelmai 3.1. Kompleksiluvut a + bi ja ¢ + di ovat samat, jos ja vain jos a = ¢ ja
b =d[2,s. 424].

Jokaisesta kompleksiluvusta voidaan muodastaa uusi luku, jota kutsutaan komp-
leksiluvun konjugaatiksi. Se saadaan vaihtamalla kompleksiluvun sisédltdma yhteen-
lasku vihennyslaskuksi. Kompleksi luvun z = a + bi konjugaatti on 7 = a — bi. Kuten

reaaliluvuilla myos kompleksiluvuilla on itseisarvo.[2, s. 429]

Miaritelmé 3.2. Kompleksiluvun z = a + bi itseisarvon |z| mééritelmi on |z| =

Va? + b2[2, s. 430].

Siirrytddn seuraavaksi kasittelemaddn kompleksilukujen aritmetiikkaa aloittamal-
la kompleksilukujen vastaluvun ja yhteenlaskun méérittelemiselld. Madritelldin komp-

leksiluvun yhteenlasku seuraavasti:
Maaritelma 3.3.
Zi+z2=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
[2, s. 424]
Tistd seuraa ettd kompleksivun z = a + bi vastaluku on z = —a — bi, silld
(a+bi)+(—a—-bi)=(a—a)+(b-b)i=0+0=0.

Kompleksilukujen kertolaskussa tulee huomioda, ettd imaginddriluku i tuottaa

itselld kerrottaessa luvun —1.

Mairitelma 3.4 (vrt. [2, s. 426]). Kompleksilukujen kertolaskun mééritelméa on

seuraava:

(a+bi)(c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

11



Kompleksiluvuista on olemassa myos napakoordinaattiesitys. Idea perustuu aja-
tukseen, ettd kompleksiluku on kaksiulotteisen ortogonaalisen koordinaatiston piste.
Mielivaltaisen kompleksiluvun z imagindériosa miirittelee y-koordinaatin arvon ja

vastaavasti reaaliosa x-koordinaatin arvon. Esitetddn tima seuraavaksi formaalisti.

X =rcosf

y =rsiné,

missd r > 0 on kompleksiluvun z normi ja 6§ € |—n, 7] kulma, joka trigonometristen
funktioiden parametrina toteuttaa edelld mainitut yhtdlot. Eli kompleksiluku z voi-
daan esittdd muodossa z = r(cos 6 + i sin6).[2, s. 437] Tama voidaan ilmaista viela

lyhyemmin muodossa z = re®[2, s. 444].

Lause 3.1 (vrt. [2, s. 445]). Kompleksilukujen kertolasku ja jakolasku napakoordi-

naattimuodossa toteuttaa seuraavat yhtdlot:

2120 = ryrpet 01702

T i(01-62)
2 N

Nyt kun perusaritmetiikka kompleksilukujen osalta on kaésitelty, on vield hyvi

perustellusti esitelld kompleksilukujen pottenssilasku.

Lause 3.2 (vrt. [2, s. 441]). Valitaan mielivaltainen kiinnitetty luku n € Z, ja

mielivaltainen luku z € C. Silloin piitee, ettd 7" = r" (cos nf + i sinné).

Todistus. Todistetaan edellinen lause induktiolla. Olkoon z € C jan € N.

Perusaskel:

Valitaan n:n arvoksi 1. Silloin z* = z' = r(cos 6 + i sin )

Induktioaskel: Valitaan nyt n:ksi mielivaltainen luonnollinen luku k. Tehdédéan
oletus, ettd z¥ = r¥(cos k6 +i sin k6). Viitetddn nyt, ettd z5*1 = r*+1(cos((k +1)6) +
isin((k + 1)0)). Oletetaan todistuksessa kdytetyt sinin ja kosinin yhteenlaskukaavat

tunnetuiksi.

Xz = r¥(cos kO + i sin kO)r(cos @ + i sin 6)

= rk*(cos(kB) cos O + cos(kO)i sin 0 + i sin(k@) cos 0 + i sin(k6)i sin 0)

= r**1((cos(kB)i sin @ + i sin(kO) cos §) + (cos(kB) cos O + i sin(kO)i sin 6))
= (G sin((k + 1)6) + cos((k +1)6))

= r**1 (cos((k +1)0) +isin((k + 1)8))

12



Induktioperiaatteen nojalla voidaan todeta alkuperdisen viitteen pitevin kaikilla

arvoillan € N. O
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4 Euklidinen sisatulo vektoriavaruudessa C”

Nyt paistddn siirtyméédn reealisesta vektoriavaruudesta kompleksiseen vektoriava-
ruuteen. Lukijan tulee kiinnittdd huomiota sithen, milloin ylaviiva merkitsee vektoria
jamilloin kompleksiluvun konjugaattia. Kompleksisen vektoriavaruuden mielivaltai-
nen vektori w € C" on muotoa w = (v, V2, V3,...,V,), Mmissd vy, vo,...,v, € C.[2,
s. 447]

Aloitetaan kasittelemailld euklidisen sisdtulon mééritelmii ja ominaisuuksia ava-

ruudessa C". Aloitetaan euklidisen sisdtulon mairitelméasta.

Mairitelmi 4.1. Olkoon u = (uy,us,...,u,) jav = (vy,va,...,v,) avaruuden C”

vektoreita. Silloin niiden vilisen euklidisen sisatulon u - v méaaritelmé on
U-Vv=uvi+uvy+---+u,v,,

missd kompleksiluvut vy, vo, . .., v, ovat kompleksilukujen vy, v, . . ., v,, konjugaat-
teja. [2, s. 449]

Listataan seuraavaksi avaruuden C" euklidisen sisdtulon ominaisuudet, kuten

edelld tehtiin pistetulon suhteen.

Lause 4.1. vrt. [2, 5. 450] Kun u, v ja w ovat mielivaltaisia avuruuden C" vektoreita

ja k € C, niin silloin seuraavat vditteet pditeviit:

4.1) u-v=v-u

(4.2) (H+7V) - W=u-W+v-W
(4.3) (kit) -7 = k(@ - V)
(4.4) V720

Todistus. Todistetaan edellisen lauseen viimeinen kohta, jossa vditetetddn, ettiv-v >
0, missa v € C".

Olkoonv € C". Silloinv-v = v{vi+Vvva +- - - +Vv,V,. Valitaan nyt mielivaltainen
luonnollinen luku £ < n. Olkoon a ja b reaalilukuja. Mielivaltaisesti valittu sisdtulon

kaavan termi on muotoa
vivk = (a + bi)(a — bi) = a®> — abi + bia — b*i* = a* — b*(~1) = a* + b*.

Koska a? > 0 ja b?% > 0, niin siitd seuraa, ettd a® + b > 0. Koska jokainen sisdtulon
kaavan termi on suurempi tai yhtdsuuri kuin 0, niin silloin sisdtulo v - v on suurempi

tai yhtisuuri kuin 0. O
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Kuten avaruuden R” vektoreille myos avaruuden C" vektoreille voidaan maarittad

normi.

Miaritelma 4.2. Valitaan mielivaltainen vektori u € C”. Silloin sen normi on

_ _ 1
@]l = @ - 7)2 = V]ur]? + |ua]? + [us]? + - + |un|?.
[2,s. 450]

Esimerkki 4.1. Tassd esimerkisséd tarkastellaan, miksi kompleksisen vektoriava-
ruuden normille tarvitaan oma maéritelmi eikd voida kéyttdd reaalisen avaruuden
madritelmaa.

Olkoon u = (i, 1). Silloin avaruuden R” miiritelman mukaan vektorin # normi
olisi |[u]| = Vi?+ 12 = 0. Tilléin vektorin normi voisi olla nolla, vaikka vektori

ei ole nollavektori, mikd ei olisi tyydyttavaa.[2, s. 449] Kompleksisen avaruuden

midritelmin mukaan vektorin i normi on ||| = /[i|2 + |[1]2 = V12 + 12 = V2.

Normin kaavan avulla voimme laskea mielivaltaisten vektorienu € C" jav € C"

vilisen etdisyyden. Vektorien u ja v vilinen etdisyys on

% = VIl = V0ur = vil2 +luz = val? + luz = va2+ - + Juy — val >

[2, s.450-451]
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5 Yleinen sisatulo vektoriavaruudessa C”

Tassd viimeisessd luvussa kisitellddn yleistd sidsdtuloa ainoastaan kompleksilukujen
nikokulmasta, silld reaaliluvut ovat kompleksilukujen osajoukko. Samaistetaan siis

luvut a ja a + 0i, missd a € R.

Mairitelma 5.1 (vrt. [2, s. 454]). Avaruuden C” yleinen sisitulo on funktio, joka
liittdd kompleksiluvun (i, v) kuhunkin vektoripariin u € C" ja v € C”" siten, ettd
nelja seuraavaksi lueteltavaa aksioomaa tiyttyvit.

Olkoon u, v ja w avaruuden C" vektoreita ja olkoon k € C skalaari.

(5.1) (u,7v) = (v,u)

(5.2) @+v,w) = @, w) + ¥, w)
(5.3) (kit, vy = ki, V)

(5.4) .7y =0

Maaritelma 5.2. vrt. [2, s. 456] Yleisessi sisidtuloavaruudessa vektorin ¥ normi on

— — —\ 1
[l = Cu,u)z.

Mairitelma 5.3. vrt. [2, s. 456] Kahden mielivaltaisen vektorinu € C" jav € C"
vilinen etdisyys on

_ _ _ __ _1
lu—-v||=U-v,u-v)2.

16



Lahteet

[1] R. Larson & B. H. Edwards Elementary Linear Algebra Toronto: D. C. Heath
and Company, 1988.

[2] H. Anton Elementary Linear Algebra New York: John Wiley & Sons, 1987

17



	Johdanto
	Pituus ja pistetulo vektoriavaruudessa ℝⁿ
	Vektorin pituus
	Pistetulo
	Cauchyn–Schwarzin epäyhtälö
	Kahden vektorin välinen kulma avaruudessa ℝⁿ
	Pythagoraan lause

	Kompleksilukujen käsite ja aritmetiikka
	Euklidinen sisätulo vektoriavaruudessa ℂⁿ
	Yleinen sisätulo vektoriavaruudessa ℂⁿ
	Lähteet

