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Tassd tutkielmassa kisitelladn Burali-Fortin paradoksia, joukko-opin historiaa direttomyy-
den nikokulmasta ja paradoksien vaikutusta joukko-oppiin.

Tutkielman alkuosa koostuu ddrettomyyden kisittelystd, olemuksesta ja kisitteen kehittymi-
sestd antiikin Kreikasta nykyaikaan, mika on johtanut nykyiseen, joukko-opillisessa kontekstissa
esitettdvddn maaritelmain. Esitellddn ddrettomyyden potentiaalinen ja aktuaalinen luonne seki
adrettomyyden ymmarryksen kehittyminen keskiajalta dérettomyyden nykyiseen muotoonsa.

Matemaattisessa osiossa esitelldéin joukko-opin pohja naiivista joukko-opista alkaen esitel-
len kaytettivit symbolit ja aksiomaat. Tamén jéilkeen esitellddn Burali-Fortin paradoksin kan-
nalta oleellisimmat valmistelevat tarkastelut, kuten relaatiot ja hyvinjarjestykset, epsilon-kuvat,
isomorfismi ja lopuksi ordinaaliluvut.

Tutkielman loppuosassa esitelldén Burali-Fortin paradoksin synty Cesare Burali-Fortin artik-
kelista kaikkien ordinaalilukujen joukosta sekd tapahtumat, joiden kautta Cesare Burali-Fortin
artikkelista syntyy paradoksi. Lopussa esitellddn seuraukset, joita joukko-opin mukana tuomat
paradoksit matematiikassa tuottivat viedessdin matematiikkaa ja sen filosofiaa eteenpédin. Nama
loivat uuden késittelytavan ddrettomille joukoille ja uudenlaisen ymmarryksen ddrettomyydesta.
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1 Johdanto

Matematiikka ja filosofia ovat vaikuttaneet toinen toisiinsa koko historiansa ajan. Kaksi tieteena-
laa ovat kehittyneet eteenpdin kiintedssd vuoropuhelussa toistensa kanssa ja toisiaan muovaten
aina antiikin Kreikasta asti. Matematiikan herittidessd perustavanlaatuisia kysymyksid muun
muassa ddrettomyyden olemuksesta on se vaatinut filosofiaa avukseen nididen tarkasteluun. Vas-
tavuoroisesti filosofisiin kysymyksiin matematiikka on tarjonnut kielen ja késitteiston, joilla
voidaan muodostaa objektiivisia perusteita argumentaatiolle. Airimmaiisyyksiin matematiikan
ja filosofian yhteyttd vei Pythagoraan mukaan nimetty koulukunta, pythagoralaiset. Heidin
mottonsa Kaikki on numeroita kuvasi heiddn toimintaansa: pyrkimys esittdd kaikki tieteestd
uskontoihin ja filosofiaan numeroin [15].

Nykyinen maailmamme on jollain tapaa pythagoralainen, silld numerot ja luvut ovat arjes-
samme vield suuremmassa roolissa kuin Pythagoraan aikaan, joka oli noin 540 eaa., silld kéyt-
tdessamme teknologiaa turvaudumme numeroihin O ja 1. Viestien ldhettiminen, digitaalinen
kaupankdynti ja verkkopankki ovat vain yksittdisid esimerkkeji asioista, joiden salausjirjestel-
mi perustuu alkulukuihin, alkuluku on luku, joka on jaollinen vain yhdelli ja itsellddn. Suurin
tilld hetkelld 16ydetty alkuluku on 282389933 _ 1 joka sisiltdd 24 862 048 numeroa ja kuulostaa
siis ddrettomdn suurelta luvulta [21].

Adirettomyyden luonne, olemus ja sen manipulointi matemaattisesti ovat jakaneet matemaa-
tikoita — miten voidaan vertailla ddrettomyyttd ja jopa intuitiivisesti erilaisia ddrettomyyksia,
kuten lukujoukkoja luonnolliset luvut ja parilliset luvut? Jos janalla on pisteitd ddreton maara,
miten tdma suhteutuu ddrettdmyyteen jatkuvan suoran pisteiden kanssa? Muun muassa ndiden
kaltaisten kysymysten dédrelld matemaatikot ja filosofit, kuten Platon ja Aristoteleen, pohtivat
ddrettomyyttd. Adrettdmyyttd, sen historiaa ja ymmirryksen kehitysti kisitelldin tutkielman
luvussa 2, Filosofia ja matematiikka.

Georg Cantor (1845 — 1918) loi uudenlaista matematiikkaa pyrkimyksenédén koota mate-
matiikan jo tdlloin pitkille eri osa-alueisiin ulottuvat haarat yhteen, aloittaen yhteisisté juurista,
perusyksikoistd alkaen. Tatd Cantorin luomaa matematiikan osa-aluetta kutsutaan joukko-opiksi.
Se erosi filosofisesti selvasti alemmasta matematiikasta joukko-opin ollessa abstraktimpi ja nédin
rilppumattomampi reaalimaailman kiusauksista ja rajoitteista. Tutkielmassa tarvittavia joukko-
opin merkintojd, aksiomatisointia ja tarvittavia tarkasteluja esitetdin luvuissa 3 ja 4.

Vasta joukko-opilliset ajatusmallit ddrettomyyksisté, niiden kisittelystd ja vertailusta, vasta-
sivat kysymyksiin dédrettomyyksien vertailusta. Kuitenkin ddrettomyyden kdyttd matematiikas-
sa vasta jatti tilaa paradokseille, néistd ensimmadisend pidetdin Cesare Burali-Fortin (1861 —
1931) mukaan nimettyd Burali-Fortin paradoksia, joka on viite kaikkien ordinaalilukujen jou-
kon olemassaolosta. Burali-Fortin paradoksin muodostuminen esitelldén luvussa 5. Uudenlainen
ldhestyminen matematiikkaan ja uudenlaiset ongelmat loivat vastareaktiota osassa matemaati-
koissa. Paradoksien avulla jotkut, kuten Henri Poincaré (1854 — 1912), pyrkivit todistamaan
jotakin olennaista rikkonaisuutta ja vaillinaisuutta joukko-opissa. Vastareaktiot muutoksiin oli-
vat kuitenkin normaaleja sata vuotta sitten, kuten tdnd pédivankin. Ne eivit poista muutoksen
tarvetta.

Paradoksien avulla saadulla ymmirryksen laajenemisella voitiin joukko-oppia madritelld
siten, ettd naiivin joukko-opin paradoksit poistettiin. Silti tdydellistd paradokseilta vapaata ma-
tematiikkaa ei ole saavutettu — kysymykseksi jdd, onko se mahdollista vai onko ongelmana
ihmismielen tarve siirtdd matemaattiset oliot reaalimaailmaan. Reaalimaailma tuo rajoituksia,
joihin intuitiivinen ihmismieli tarraa helpoiten: pyrkimys yksinkertaistaa asia helpommin ym-
marrettdviksi luo ansan itselleen ja mahdollistaa vadarinymmaérryksid. Monia reaalimaailman
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rajoituksia ei kuitenkaan matematiikassa ole, silld matemaatiinen todellisuus on oma irrallinen,
mutta todellinen, itsensd. Joka tapauksessa ddrettomyyden tarkastelu ja Burali-Fortin paradoksi
ovat hyvia esimerkkeja siitd, ettd paradokseilla on aina ollut ja tulee varmasti myos aina ole-
maan tdrked rooli matematiikan kehittymisessd, silld ne haastavat vallitsevia kisityksid ja vievat
ajatteluamme eteenpdin jdttden samalla historiaan palasia ajan kuvasta.



2 Filosofia ja matematiikka

Matematiikka on kehittynyt antiikin Kreikan ajoilta asti, vililla edeten hitaasti ja johdonmu-
kaisesti, toisinaan nopeasti ja testaten. Matematiikan historiassa ei ole viltytty harha-askelilta,
kuten myohemmin luvussa Potentiaalisesta aktuaaliseen ddrettomyyteen esitetian. Esimerkiksi
nykytiedon valossa pisteen ominaisuuksista on tehty historian aikana monia véadrid tulkintoja.
Kyseenalaistaminen ja jatkuva tarkastelu matemaattisissa késitteissad vei kuitenkin ymmarrysti
eteenpdin. Merkittdvimmistd harhailuista on syntynyt myos suurimpia oivailluksia — kuten ka-
sittelyssé oleva Burali-Fortin paradoksi osoittaa [ 11]. Moderni matematiikka keskittyi abstraktiin
matematiikkaan ja kysymyksiin, kuten ddrettémyyden kisitteeseen, jota aiempien vuosisatojen
matemaatikot eivit olleet pystyneet aukottomasti madrittdimaan. Samojen kysymyksien darellad
olivat myos filosofit, jotka pyrkivit ldhestymiddn matemaatikoiden esiin nostamia kysymyksii
eri kulmista — muun muassa empirismin, realismin, intuitionismin tai formalismin kautta [4].
Filosofian suuntaukset ja tieteentekijdt vaikuttivat myos toiseen suuntaan — matemaatikoihin ja
matematiikan rakentumiseen, ddrettomyyden olemukseen ja sen ymmairtdmisen kehitykseen.
Tamén luvun pidilihteend kiytetdan Friendin kirjaa Introducing Philosophy of Mathematics

[5].

2.1 Adrettomyydesti

Adrettdmyys on olennainen kiisite matematiikassa, jossa se on todellisuutta, kun taasen reaali-
maailmassa ddrettomyys menettdd merkityksensd. Emme voi rakentaa dérettoman pitkdd tietd
kiytettdvin materiaalin valttimattomasti loppuessa. Tai maalata darettomén ohutta kerrosta maa-
lia, silld pienimmilldkin rakenneosasilla on fysikaalinen koko, eiki niin ollen voida saavuttaa
adrettoman ohutta kerrosta. Reaalimaailmassa meiti rajoittavat aina materian fysikaaliset omi-
naisuudet, jolloin jéljelle jad vain ddrettomyyden tarkastelu abstraktissa ajattelun maailmassa.

Adrettomyyden luonne ja olemus on pohdituttanut filosofeja ja matemaatikoita aina ja sen
kisittelyn varhaisimmat kirjalliset todisteet 10ytyvit antiikin Kreikasta. Antiikin Kreikan ajoista
meille periytyy kaksi erilaista ndkokantaa dédrettomyyden olemuksesta: Aristoteleen potentiaa-
linen ddrettomyys ja Platonin aktuaalinen ddrettomyys.

Aristoteleen potentiaalinen ddrettomyys perustui havaintoihin ja oletuksiin loputtomuudes-
ta. Hanen mukaansa lukuja voidaan esimerkiksi luetella loputtomasti, koska aina voidaan lisdta
lukuun yksi ja jatkaa ndin ollen lukujen luettelemista. Vastaavasti ajan voidaan olettaa jatkuvan
adrettomyyteen: jokaisen sekunnin jilkeen tulee seuraava sekunti. Nadissd molemmissa esimer-
keissd ddrettomyys perustuu oletuksiin, ettd ndin on tapahtunut tdhin asti poikkeuksetta, eika
ole syyti olettaa, ettei ndin tapahtuva prosessi voisi jatkua potentiaalisesti loputtomasti, ddret-
tomyyksiin. Potentiaalisen ddrettomyyden voidaankin kuvitella olevan viiva, jolla on alkupiste,
muttei loppupistetti.

Potentiaalinen dédrettomyys on siis prosessiorientoitunutta, ja sen voidaan ajatella vastaavan
loputtomuutta [14]. Prosessien kautta ddrettomyys on siis olemassa, mutta itsendistd daretto-
myyttd el — voimme siis toistaa ddrettomasti esimerkiksi summausta tai kertolaskuja, mutta
adrettomén kertominen ddrettomélld olisi mahdotonta [4]. Potentiaalista ddrettomyyttd kannat-
tivat ja kayttiviatkin konstruktivismin kannattajat, joiden mukaan matemaattinen olemassaolo
perustui ddrettomyyden muodostamiseen, konstruointiin. Konstruktivismin valossa ei olisi siis
ddrettOmyyttd itsendisend omana objektinaan, vaan se on aina jonkin tulos, eikd voi esiintyd
irrallisena osana.



Konstruktivistit mieltdvit matematiikan vilineena: se on tapa kuvata maailmaa ja prosesseja,
jotka ovat olemassa. Koska maailmamme on &érellinen, pitdisi tdlloin matematiikkaa tarkastel-
la myos adrellisestd ndkokulmasta. Taméa ajatus sopi hyvin yhteen muun muassa geometrian
kisittelyn kanssa [4]. Konstruktivistien mielestd ddrettomyyden tarkastelussa monet prosessit
johtivat mielettomyyksiin, kun lopputulos oli joko ddrettomén suurta tai pientd, mikd voidaan
liittdd joko materian kokoon tai lukumidrdin — matemaattiset tulokset ja prosessit haluttiin
pitdd osana reaalimaailmaa tai vihintdin mahdollisina sovelluksina reaalimaailmassa.

Potentiaalisen dédrettdmyyden vastakohtana voidaan pitdd aktuaalista ddrettomyyttd, Platonin
adrettomyyttd. Platonismissa numerot ja muut abstraktit asiat ovat tosia olemassa olevia olioita,
jotka ovat itsendisid fyysisestd maailmasta, jolloin matematiikassa voidaan operoida niilld ab-
strakteilla olioilla [1]. Néin Platonin aktuaalisen dédrettomyyden ldhtokohtana on ddrettomyyden
abstrakti luonne — &dérettomyyttd ei voi esiintyd reaalimaailmassa, mutta se on todellinen asia,
joka on olemassa [3].

Platonistisesta oliosta esimerkkini on Gabrielin torvi, joka saadaan, kun funktion x — )l—c, x>1
kuvaaja pyordhtidd x—akselin ympari. Télloin saadaan torven muotoinen kappale, jonka tilavuus
rajoittuu m:hin. Kun x ldhestyy dédretontd kohti dédretontd, niin pinta-ala f(x) kasvaa kohti di-
retontd. Kappale on siis samaan aikaan dérellinen tilavuuden suhteen, mutta ddreton pinta-alan
suhteen. Gabrielin torvi ja sen ominaisuudet keksittiin 1640-luvulla, jolloin vallalla oli aristo-
teelinen kdsitys ddrettomasta. [17]

2.2 Potentiaalisesta aktuaaliseen darettomyyteen

Myohiiskeskiajalla nousi esiin lisdd ristiriitaisuutta potentiaalisen ja aktuaalisen ddrettomén
olemuksesta matematiikassa. Talloin ddrettomyyttéd tarkasteltiin vield ldaheisesti keskittyen ma-
teriaan ja kappaleiden fysikaalisiin ominaisuuksiin. 1300-luvun aikakauden ajattelijoita irtautui
ajatuksesta aristoteelisestd potentiaalisesta ddrettomyydesti, silli he ajattelivat, ettei aktuaalisen
adrettomain olettamisesta seuraa ristiriitaa. Kuitenkin dédrettomyys liitettiin 1dheisesti vield aja-
tukseen ddrettomastd lukuméirasti tai suuruudesta. TAdma vaikeutti teorioiden médrittelyd ilman
ristiriitoja. Tuon ajan ndkemykset voidaan jakaa karkeasti kolmeen ryhméén:

1. jatkuva olio, kuten suora, koostuu aktuaalisen ddrettomaistd méérastd jakamattomia ele-
menttejd, joilla ei ole ulottuvuutta

2. jatkuva olio koostuu aktuaalisen ddrettOmastd maarastd elementtejd, mutta jaettujen osien
rajat eivit ole reaalisia

3. jatkuva olio koostuu aktuaalisen ddrettomastd madrdstd ddrettomin pienid elementteji. [9]

Jokaisella kolmella eri ndkokulmalla oli kannattajakuntansa. Ensimmaéinen kohta todettiin
ristiriitaiseksi, kun otetaan esimerkiksi jana A B, joka on direttomadsti jaettavista ja koostuu nédin
ollen ddrettomastd midrdstd jakamattomia pisteitd. Jos nyt tille janalle asetetaan kulkemaan
jokaista pistettd vastaan kohtisuoraan suora, jonka jilkeen kddnnetdén alkuperdistd suoraa 45
astetta. Nyt janan A B ldpi osuu vain osa alkuperéisistd kohtisuoraan olevista suorista, joka tarkot-
taisi janan AB jakamattomien osien vihenevin vain sen aseman muuttumisesta. Tami voidaan
todeta modernin, nykymatematiikan keinoin triviaalisti ristiriitaiseksi, silld janan asemoiminen
ei vihenni sen pisteiden mééraa. Toisaalta, jos todettaisiin janaa A B kohtisuoraa tulleisiin suo-
rien méirdn olevan sama sen asemoinnin jilkeen, voitaisiin havaita nelion sivun ja livistdjian
olevan yhti suuret, mikd johtaa myoskin triviaaliin ristiriitaan. [9]
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Toisen kohdan kannattajien ryhmén kanta vie ddrettomyyttd hieman abstraktimpaan suun-
taan, mutta pitden edelleen turhasta, fysikaalisiin miéreisiin liittyvastd ddrellisyydestd kiinni,
joka aiheuttaa vastaavia ongelmia kuin edellisessd kappaleessa esitetyssd janaesimerkissd. Ta-
min ndkemyksen kannattajat uskoivat, ettd oltaessa missi tahansa todellisuudessa tai oliossa,
on sielld olemassa reaalisesti tima olio sekd sen osat, joita on ddreton madrd. Nama olion osat
olivat osa jotakin janaa, tasoa tai aikaa. Huomion arvoista on, etteivit tdmin ajatuksen kannat-
tajat ajatelleet, ettd todellisuudessa olisi pisteiti, suoria tai tasoja, mutta siind tietyssa oliossa tai
ulottuvuudessa oli reaalisesti olemassa ddreton miira jako-osia sitd kyseistd oliota tai ulottuvuut-
ta. Ndmai jako-osat ovat kuitenkin finiittisid, dérellisid, joka aiheuttaa vastaavaa ristiriitaisuutta
lahemmassi tarkastelussa kuten ensimmaéisen kannan esimerkeissd havaitaan. [9]

Viimeinen kolmas kanta esittdd darettomyydestd muotoa, joka on lihimpanid modernin ma-
tematiikan kasitystd. TAlloin missd tahansa todellisuudessa tai oliossa on olemassa osia aktuaa-
lisesti ddrettomasti, niiden kaikki osat ovat todellisesti ja samanaikaisesti olemassa. Namai aja-
tukset eroavat edellisestd siini suhteessa, etteivit osat ole ddrellisid — tdmd vaatii abstraktimpaa
ymmirrystd, joka oli ajankuvaan ndhden edistyksellisti. [9]

Namai kolme jakoa osoittavat, ettd ddrettdmyys oli alati muuttuva, kehittyvi ja matemaatikoita
jakava asia — kuitenkin matemaatikot olivat vield vahvasti kiinni reaalimaailmassa ja sen
tuomissa reunaehdoissa.

Adirettomyyden ajattelu muun kuin prosessin kautta alkoi my6s yleistyé keskiajan jilkeen.
Galileo Galilei (1564-1642) esitti huomion &dérettomyydestd ja sen olemuksesta luvun ja sen
nelion yhteytend. Hin mielestddn osoitti ddrettomyyden mahdottomuuden esittamalla, ettd jo-
kaisella luonnolliselle luvulla oli olemassa vain yksi luvun nelio [14]. Luetellen luonnollisia
lukuja yhdesti eteenpdin voidaan siis muodostaa yksi-yhteen lista sen luvun nelion kanssa:

1 23 4 5 6 7 .. 66
1 4 9 16 25 36 49 .. 4356

Nami molemmat listaukset jatkuvat aktuaalisesti ddrettomyyteen ja niissd on koko ajan todel-
lisesti yksi yhteen -vastaavuus. Kuitenkin samalla on selvéd, ettd luvun neliot siséltyvit itsessdin
luonnollisiin lukuihin ja ndin ollen listaus lukujen nelidistd olisi pienempi kuin luonnollisten
lukujen listaus. Totuus ei kuitenkaan vastaa intuitiota luonnollisten lukujen listauksen sisélty-
vin sen nelididen listaukseen, vaan listaukset jatkuvat ddrettdmyyteen asti, eikd néin ollen niita
aktuaalisia ddrettomyyksid voida vertailla kdyttden sanoja suurempi tai pienempi [9].

2.3 Absoluuttinen direttomyys

Idealismi vaikutti vahvana suuntauksena 1800-luvun alun Saksassa, jolloin potentiaalisesta
adrettomyydestd puhuttiin myos heikkona dédrettomyyteni [4]. Vuosisadan loppupuolella ja sen
vaihtuessa Georg Cantor, joukko-opin isd, vei matematiikan filosofiaa eteenpdin kisitellessdén
adrettomyyttd tavalla, joka erosi kaikesta alemmasta radikaalisti.

Cantorin joukko-opissa esimerkiksi aiemmin esitettyjd ddrettomid listauksia luonnollisista
luvuista ja niiden nelidistd voidaan kutsua dédrettomiksi joukoiksi. Niiden jidsenet voidaan luetella
siten, ettd jokaista vastaa vain luonnollinen luku eli joukko on numeroituva [6]. Téllaisia joukkoja
ovat kaikki dérelliset joukot ja kaikki ne darettomaét joukot, joiden osat voidaan laittaa yksi-yhteen
-vastaavuuteen eli bijektioon luonnollisten lukujen kanssa.

Aiemmin kuvatut tulkinnat keskiajan olioiden ja kappaleiden luonteesta muuttuivat kriit-
tisesti, kun tietyn kappaleen osat, eli alkiot, voitiin kuvitella sisdltyvian kappaleeseen ilman,
ettd ndilld alkioilla on paikkaa kappaleessa. Esimerkiksi jana AB voidaan olettaa joukoksi, joka
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sisdltdd ddrettomin maidrin pisteitd, ilman ettd niitd pyritddn tulkitsemaan aktuaalisina, reaali-
maailman kaltaisina pisteind, joilla on lukittu paikka tai muita ominaisuuksia. Niitd pisteitd ei
voida luetella ensimmaéisesté alkaen, silld jo seuraavan pisteen esittdminen aiheuttaa ongelman.
Jos meilld jana, joka on pisteestd x; pisteeseen x;, voidaan niiden vilistd ottaa my0s piste x1 2 ja
ottaa pisteitd edelleen tdmén ja edellisen vilistd niiden ddrettomén méérin takia. Tama esimerkki
voidaan esittdd myos reaalilukujen avulle, kun otetaan joukoksi kaikki reaaliluvut véliltd [0, 1].
Ajatellaan ndiden kaikkien reaalilukujen listaa ja rajoitetaan vilid ottaen siitd uudeksi alarajaksi
pienin seuraava alaraja ja vastaavasti yldrajaksi seuraavaksi suurin mahdollinen ylédraja. Toistaen
tdtd operaatiota uusien ala- ja yldrajojen muuttamiseksi saadaan vili, joka suppenee. Tamin su-
petessa huomataan, ettd ottaessa aina uudet ala- ja ylidrajan pidddytiin tilanteeseen, missa véliin
jaa luku, joka ei ole ala- tai ylédraja, koska lisddmalld lukuun desimaaleja voidaan aina ottaa luku
ala- ja yldrajan vilistd. Niin ollen pisteiden miérd janassa ja vili [0, 1] on ylinumeroituva [6].
Vilin [0, 1], ja ndin ollen koko reaalilukujen joukon, ylinumeroituvuuden kuuluisin todistus on
nimeltdin Cantorin diagonaaliargumentti [6].

Numeroituvat joukot voidaan jérjestdd pienimmasti alkiosta alkaen, jolloin voidaan viitata
joukon alkioihin jirjestyslukuina ensimmdiinen, toinen ja niin edelleen aina dédrettomyyteen asti.
Jos otetaan luonnollisten lukujen viimeinen jérjestysluku, ddreton a ja summataan se luonnollis-
ten lukujen nelididen viimeiselld jarjestysluvulla, myos ddrettomalld S, saadaan ddrettomyyksien
laskutoimitus. Tdma mullisti matemaattista suhdetta ddrettomyyteen, silld ndin voitiin operoida
laskutoimituksin ddrettomilld luvuilla. Naitd palataan tarkastelemaan myohemmin, tutkielman
osassa 4.4.

Cantorin esitykset numeroituvista ja ylinumeroituvista ddrettomyyksistd sekd ddrettomyyk-
sien laskutoimitukset olivat mullistavia aikana, jolloin darettomyydelld operointia kaihdettiin ja
matematiikan tieteen harjoittajissa oli henkiloiti, jotka uskoivat vahvasti matematiikan pitéyty-
viin #drellisten numeroiden operaatioissa [4]. Adrettomyys, joka sisiltiisi kaiken eli absoluutti-
nen ddrettdmyys voidaan matemaattisesti koota ddrettomien joukkojen kokoelmaksi [16]. Abso-
luuttinen dédrettomyys on siis olemassa matemaattisesti, mutta sitd ei voida kisitelld matemaat-
tisena oliona — absoluuttinen dédrettomyys vastaa Cantorin mukaan matematiikassa filosofista
adrettomyyttd, saavuttamattomuutta [16]. Matematiikan ja filosofian késitys ddrettomyydesta,
joka sisédltdd kaiken, on yhteneva.



3 Sanoista symboleiksi

Tiassd luvussa esitellddn tutkielmassa kaytettivda joukko-opin symboliikka ja aksiomatisointi,
joka noudattaa Zermelo-Fraenkelin aksioomia tdydennettynd valinta-aksioomilla. Lisdksi esi-
tellddn joukkojen muodostaminen kumulatiivisesti sekd luonnollisten lukujen méérittiminen
tyhjasté joukosta. Tutkielman esitystavat noudattavat Endertonin [8] merkint6ja.

3.1 Alkiosta joukoksi

Yhtdsuuruus, joukko ja alkio ovat perustavanlaatuisia termeji, joita voidaan vain kuvailla,
muttei médritelld muiden termien avulla — ndmi kolme termié ovat joukko-opin, matematiikan
perustuksen alkuasetelmat. Ndiden padlle on muodostettu aksiomaattinen jdrjestelmd, jolla
kuvataan niitd intuitiivisia, aina paikkansa pitivia lauseita matematiikassa, joita ei voida osoittaa
epitosiksi. Alla on esitelty tdssd tutkielmassa kdytettavid matemaattisia merkintédtapoja. [13]

* Joukko on alkioiden kokoelma, joka on itsenédinen objekti.

* Merkintd a € A tarkoittaa a:n olevan joukon A alkio eli alkio a kuuluu joukkoon A.
Vastaavasti merkinnilld a ¢ A osoitetaan, ettd alkio a ei kuulu joukkoon A.

* Merkintd A C B tarkoittaa joukon A sisdltyvdiin joukkoon B eli B sisiltdi joukon A jokaisen
alkion. Vastaavasti merkinnilld A € B osoitetaan, ettei joukko B sisilld joukkoa A.

* Joukkojen A ja B yhdiste A U B on niiden alkioiden joukko, jotka kuuluvat joukkoon A
tai joukkoon B.

* Joukkojen A ja B leikkaus A N B on niiden alkioiden joukko, jotka kuuluvat joukkoon A
ja joukkoon B.

* Joukon A potenssijoukolla P (A) merkitdédn joukon A osajoukkojen joukkoa.
» Mikaé tahansa kokoelma C joukkoja on luokka.

* Kiytettdvid loogisia operaattoreita:

el

ja

tai

jos ... niin
jos ja vain jos
kaikille

on olemassa

LLl<Il<>J

Cantorin joukko-oppi jdi antinomeille eli ristiriidoille vapaaksi alueeksi, mikd toimi Zer-
melon motivaattorina muodostaa pitidvi perusta joukko-opille. Zermelon ensimmaiisen, vuoden
1906, aksiomaattisen jarjestelmin Z aksioomat ovat ekstentiaalisuusaksiooma, alkeisjoukko-
jen aksiooma, erotteluaksiooma, potenssijoukkoaksiooma, yhdisteaksiooma, valinta-aksiooma
Jja ddrettomyysaksiooma. Viela tissd vaiheessa Zermelon aksiomatisoinnissa oli aukkoja. 1920-
luvulla Zermelo julkaisi joukko-opin aksioomat uudelleen nimelld Zermelo-Fraenkelin aksioo-
mat, ZF. Zermelo-Fraenkelin aksioomiin lisdttdessi valinta-aksiooma saadaan alla esitelty luet-
telo standardiaksiomatisoinnista, ZFC-aksioomista. [7]
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3.2 Aksioomat

Alla olevat ZFC:n mukaiset aksioomat on esitetty Herbert Endertonin mukaisesti [8].

Ekstensionaalisuusaksiooma — kahden joukon sisiltdessd tdysin samat alkiot ne ovat sama
joukko.
VAVB (Vx(x € A < x€ B) > A=B)

Tyhjan joukon aksiooma — on olemassa tyhjd joukko

dBVx(x ¢ B).

Pariaksiooma — mille tahansa parille # ja v on olemassa joukko B, jonka alkioina ovat vain
ujav.
YuVv ABYx(x €B < x=u V x=v)

Yhdisteaksiooma — yhdisteaksiooman ensimmadisessi, heikossa versiossa esitetdin, ettd kai-
kille joukoilla a ja b on olemassa yhdiste C, jonka jdsenet kuuluvat joko joukkoon a tai b tai
molempiin.

VaVbaACVx (x e C & (x €a V x € b))

Myohemmin esitetty, vahva esitys yhdisteaksioomasta kuuluu: mille tahansa joukolle A on
olemassa joukko B, jonka alkioina ovat joukon A alkioiden alkiot.

VYAdBVYx(x € B« (b € A)x € b)

Yhdistetta B merkitdan
UA:{x|EIy(y€A/\x€y)}.

Potenssijoukkoaksiooma — mille tahansa joukolle A on olemassa joukko, jonka alkiot ovat
joukon A osajoukot.
VAdBVx(x € B < x C A),

missd x C A on sisdltyvyyden symbolin, C, miiritelmdn mukaan

Vi(tex —>t € A).

Airettomyysaksiooma — on olemassa induktiivinen joukko
A (@ € AAVa € A(a* € A)).

Adrettdmyysaksiooman avulla voidaan méirittid Iuonnolliset luvut sekd nimensid mukaisesti
voidaan todistaa ddrettomien joukkojen olemassaolo.

Merkinté a* tarkoittaa seuraajaa, joka luonnollisille luvuille on a* = a + 1. Miéritelmé seu-
raajajoukolle esitelldin kohdassa 4.16.

Erotteluaksiooma eli osajoukkoaksiooma — kaikille joukko-opillisille kaavoille ¢ (x, tg,...,t—1)
alla oleva on aksiooma

Vtg..Vt,-t YVAIABVYx(x € B x € AN @ (x,to,....th—-1)) ,
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eli on olemasssa joukko B, jonka alkiot ovat ne, jotka toteuttavat joukossa A kaavan ¢. Télloin
joukko B on automaattisesti myos joukon A osajoukko. Joukolle B saadaan siis seuraava mer-
kintamuoto: B ={x € A | ¢ (x, to,....tn-1)}.

Korvausaksioomat — epityhjd joukko A siséltdd alkion x. Merkintd Vx € A¢ on sama
kuin Vx(x € A — ¢) Kaikille joukko-opillisille kaavoille ¢(x, y) alla oleva on aksiooma

VA ((Vx € A)Vy1Vy2 (@ (x.y1) Ag (x, y2) = yi=y2) = 3BYy (ye B & (3x e A)p(x,y)))].

Kaava ¢(x, y) ei saa sisiltdd joukkoa B, koska joukko B muodostuu kaavan ¢(x, y) mukaisesti
ja on kaavan muodostama maalijoukko.

Saannollisyysaksiooma eli perustusaksiooma — epityhjd juokko A sisdltdd alkion m ja
joukot A ja m ovat erilliset joukot, eli

YVA(A+2@ >3dm e A=mNA=0).

Saannollisyysaksioomasta seuraa, ettei mikdéin joukko ole itsensi alkio eikd edes ole olemassa
ddretontd jonoa, joista muodostuu laskeva e-ketju.

Valinta-aksiooma — valinta-aksiooman avulla voidaan muodostaa valintakuvaus, relaatio,
jolla valitaan alkioita epdtyhjistd joukoista. Valinta-aksiooma on lisdys ZF:n aksiomaattiseen
jarjestelméén.

(VR(IAF)(F € R Adom F = domR),

jossa F on kuvaus ja dom-merkinta tarkoittaa méarittelyjoukkoa.

3.3 Kumulatiivinen hierarkia

Joukkoja voidaan muodostaa kayttdmalld potenssijoukko-operaatiota. Ensimmaéisen joukon al-
kioita kutsutaan atomeiksi, jotka ovat alkualkioita. Atomit eivit kuitenkaan ole alkioita siind mie-
lessd kuten olemme niitd kayttdneet ZFC-aksiomaattisessa jirjestelmassid. Atomeita kaytettiin
kuvaamaan potenssijoukon edellisen "tason"osia, joista oli mahdollista ldhted potenssijoukolla
luomaan kasvavaa joukkojen kokoelmaa.

Kuten aiemmin on esitetty, Zermelo-Fraenkelin aksioomattinen jirjestelma perustuu kahteen
perusasiaan: joukkoon ja joukon alkioon. Téssd aksiomaattisessa jirjestelmassi ei ole kaytossa
atomia, joten ensimmadiseksi joukoksi voidaan ottaa tyhji joukko, Wy = 0. Kun joukosta otetaan
potenssijoukko ja ndin muodostuvasta joukosta uudelleen potenssijoukko, voidaan muodostaa
kasvava juokkoketju, kumulatiivinen hierarkia:

WoC Wi CW,CW3C....

Esitetddn ylld oleva ketju avaten joukot aloittaen tyhjéstd joukosta W = (). Nyt voidaan
muodostaa tyhjistd joukkojen hierarkiaa:
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Wo=0

Wi =P (Wo) = {0}

Wy =P (W) = {0,{0}}

W3 =P (W2) = {0, {0}, {0{0}}}

Wit = P(Wn)

Tyhjéstd joukosta rakennettua joukkojen hierarkiaa kiytetddn myos standardimiiritelmanid
luonnollisten lukujen muodostamiselle ja titd kutsutaan von Neumannin maééaritelméksi. Luon-
nolliset luvut esitetddn seuraavasti:

0=0

1={0} = {0}

2={0,1} ={0.{0}}
3={0,1,2} = {0. {0}, {0{0}}}

n+1=1{0,1,2,...,n}.

Palataan tarkastelemaan alkuperiistd esitystd joukkojen kumulatiivisesta hierarkiasta. Nyt
kun on médritelty W, kaikilla luonnollisilla luvuilla n, voidaan asettaa W, = (J,,c., Wx, missd
w on luonnollisten lukujen joukko. Tdmain jilkeen voidaan muodostaa W, = W, U P(W,,)
ja jatkaa tistd taas tasoja ylospdin ddrettomyyteen. Ndin ollen aina kun on saavutettu n-vaihe
hierarkian muodostamisessa, otetaan yhdistelméd aiemmista joukoista W, = |, cq Wo- Nyt
voidaan muodostaa taas seuraava vaihe W,.; = W, U P(W,). Edellld esitetyt konstruktion
vaiheet w ja a ovat ordinaalilukuja, joihin palataan luvussa 4.4.

Niin muodostettu joukkojen kumulatiivinen hierarkia kokoaa kaikki joukot. Néin ollen siis
A joukko, jos ja vain jos on se esiintyy kumulatiivisessa hierarkiassa — on siis oltava vaihe «,
jolle A € Wy,y.
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4 Valmistelevia tarkasteluja

Tiassd osassa kidydadan Burali-Fortin paradoksia varten tarvittavia mééritelmid ja todistetaan
oleellisimpia lauseita, jotka on koostettu Endertonin teoksesta [8].

4.1 Relaatiot ja hyvinjarjestys

Joukko-opissa pari ei midrai alkioiden paikkaa, silld esimerkiksi {x, y} = {y, x} on tosi, vaikka
x # y. Jotta voidaan mairitelld joukko-opillisesti funktio, tarvitaan tapa merkitd alkiopareja
uniikisti joukkona. Esimerkiksi funktiolle f(x) = x+ 1 voidaan esittdd annettu muuttujan arvo ja
funktion arvo pareina, kuten (3, 4), joka on samalla joukko, jonka alkiot ovat 3 ja 4. Nama pitaa
voida merkitd uniikista, paikkatiedon siilyttden joukko-opillisesti ilmaistua, jotta funktioilla
operointi onnistuu. Jdrjestetty pari tarkoittaa, ettd alkiot ovat ainutlaatuisia. Jarjestettyd paria
merkitddn (x, y).

Miaritelma 4.1. Jdrjestetty pari on (x,y) = {{x},{x, y}}.
Lause 4.2. (u,v) = (x,y), jos javain josonu =x jav = y.

Todistus. Jos u = x jav =y, niin selvisti (i, v) = (x, y).

Oletetaan (u,v) = (x,y) eli {{u},{u, v}} = {{x},{x, y}}. Talloin {u} € {{x},{x, y}} ja
{u,v} = {{x}, {x, y}}. Eli on oltava

@O fut={x}  tai (@) {u}={x,y}.

Vastaavasti
(iii) {u,v} = {x} tai iv){u,v} = {x, y}.

Oletetaan, ettd (i1) pitdd paikkansa, jolloin u = x = y. Talloin kohdat iii ja iv ovat siis ekvivalentit,
eliu = v = x =y, jolloin lauseen véite pitee. Vastaava lopputulos syntyy, jos oletetaan kohta
(iii) todeksi.
Jos oletetaan, ettd kohta i on tosi, patee u = x, jolloin kohdasta iv seuraa, ettd u = y tai
v = y. Ensimmdisessa néistd kohta ii on voimassa ja todistus etenee, kuten edelld on esitelty. Jos
jalkimmadinen pitee, u =x jav = y.
O

Relaatiolla tarkoitetaan tietyssd joukossa olevaa alkioiden suhdetta toisiinsa, esimerkkini
jarjestysrelaatio <, jolloin voidaan tarkastella timin relaation suhteen joukon alkioita toisiin-
sa. Joukko {2,0,5} voidaan <-jérjestdd, jolloin saadaan 0 < 2,0 < 5,2 < 5. Edelld esitettyja
toisiinsa vertailtuja lukupareja voidaan merkité jirjestettyind pareina (0, 2), (0, 5), (2,5) sekid
joukkona < = {(0, 2), (0,5), (2,5)}. Vastaavasti voidaan muodostaa muiden relaatioiden maa-
rittdmi joukko jdrjestettyjd pareja, joka onkin joukko-opin mééritelma relaatiolle:

Mairitelmai 4.3. Relaatio on joukko jdrjestettyjd pareja. Jos joukko R on relaatio, niin tilldin
siis
Yu € RIx3y (u = {x,y)).

Relaatiota (x, y) € R voidaan merkitd my0s lyhyemmin xRy. Tulevia relaation tarkasteluja
varten madritetddn relaatiolle seuraavat ominaisuudet:
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Maaritelma 4.4. Olkoon R joukko. Télloin joukolle R voidaan madrittaa
mddrittelyjoukko dom (R)
x € dom (R) & dy (x,y) € R,

arvojoukko ran (R)

y €ran (R) & 3t {t,y) € R,
kenttd fld (R)

fld (R) = dom (R) Uran (R) .

Matematiikassa kuvaukset eli funktiot ovat sddntdjd, joilla liitetddn 1ahtSjoukon (maédrittely-
joukko) tietty alkio toisen joukon (arvojoukko) tiettyyn alkioon.

Mairitelmé 4.5. Funktio on relaatio F, jolle kaikilla x € dom (F) on olemassa vain yksi
y € ran (F), joka toteuttaa relaation xF'y.

Merkintd xFy tarkoittaa, ettid funktio F' saa pisteessd x arvon y. Tdlloin voidaan merkitd
myos F (x) = y.

Funktiota F' kutsutaan funktioksi joukosta A joukkoon B, eli F: A — B, josdom (F) = A
jaran (F) C B.
Mairitelmi 4.6. Olkoon F': A — B funktio. Till6in funktio

F: A — B on surjektio, jos
ran (F) = B.
F: A — B on injektio, jos

Vx e AVy e A(F(x) =F(y) > x=1y)
F: A — B on bijektio, jos funktio F on seki surjektio ettd injektio.

Seuraavia operaatioita kiytetddn yleensd vain funktioille, mutta ne ovat sovellettavissa myos
relaatioille.

Mairitelma 4.7. Olkoot A, F ja G joukkoja. Niille voidaan méaarittaa

a) Joukon F kddnteisrelaatio on
F™'={(x,y) | yFx}.

b) Joukkojen F' ja G yhdistetty joukko on

FoG={(x,y)|3t: (xGt AtFy)}.
¢) Joukon F rajoittuma joukkoon A on

FTA={(xy | (&FyAxeA)}.
d) Joukon A kuva joukon F suhteen on

F[A]l=ran(F [ A) ={y | 3Ix € A(xFy)}.
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Mairitelldian seuraavaksi muutamia relaatioiden ominaisuuksia.
Maaritelmi 4.8. Olkoot R relaatio ja A joukko. Télloin

a) R on refleksiivinen joukossa A, jos

Vx € A(xRx)

b) R on irrefleksiivinen, jos
Vx € A(—xRx)

¢) R on symmetrinen, jos
VxVy(xRy — yRx)

d) R on antisymmetrinen, jos

VxVy(xRy A yRx — x =)

e) R on transitiivinen, jos
VxVyVz(xRy A yRz — xRz).

Luonnollisten lukujen joukossa yhtdsuuruus toteuttaa ylla esitetyistd relaation ominaisuuk-
sista selkedsti refleksiivisyyden, symmetrian ja transitiivisuuden ehdot. Laajennetaan ajatusta
abstraktille tasolle:

Ajatellaan koulua, joka koostuu luokista ja voidaan médritelld relaatio R "kuuluu samalle
luokalle". Tarkasteltaessa oppilaita a, b ja c relaation R suhteen, voidaan todeta, ettd: aRa, eli
oppilas kuuluu itsensd kanssa samalle luokalle, olevan tosi R on reflektiivisyyden. Kun aRb on
tosi eli oppilaat a ja b ovat samalla luokalla on R symmetrinen. Kun aRb ja bRc eli oppilaat a
ja b ovat samalla luokalla ja oppilaat b ja ¢ ovat samalla luokalla, tdlloin selvisti myos oppilaat
a ja c ovat samalla luokalla eli aRc. Tiaten R on my0s transitiivinen.

Tdmaénkaltaisia relaatioita kutsutaan ekvivalenssirelaatioiksi.

Mairitelma 4.9. Relaatio R on ekvivalenssirelaatio joukossa A, jos ja vain jos se on refleksii-
vinen joukossa A, symmetrinen ja transitiivinen.

Joukon jako erillisiin osajoukkoihin maédrittelee sen ekvivalenssirelaation. Talloin jos tun-
netaan ekvivalenssirelaatio R joukossa A, voidaan mééritelld joukon A jako osajoukkoihin eli
joukon A ositus. Yksinkertaisena esimerkkini relaatio "olla sukua Cantorille" jakaa maailman
ihmisistd osajoukon niistd ihmisistd, jotka ovat Cantorille sukua. Osajoukkoa, joka muodostuu
ekvivalenssirelaation tuloksena kutsutaan ekvivalenssiluokaksi.

Tdmén luvun alussa esiteltiin relaatioiden avulla esimerkki <-jéarjestimisestd joukossa. Laa-
jennetaan tama ajatus seuraavaksi:

Mairitelmi 4.10. R on lineaarinen jdrjestys joukossa A jos ja vain jos R on relaatio joukossa
A ja toteuttaa ehdot:

1) R on transitiivinen,

2) R toteuttaa trikotomian joukossa A, tdlloin kaikille x, y € A pitee tasan yksi seuraavista
ehdoista
xRy, yRx, x=1y.

16



Olkoon R relaatio joukossa A. Tilloin jirjestettyd paria (A, R) kutsutaan struktuuriksi.
Lause 4.11. Olkoon R lineaarinen jiirjestys joukossa A. Tdlloin on voimassa:
i) Irrefleksiivisyys: Ei ole olemassa alkiota x € A, jolle xRx.
ii) Yhtendisyys: Kaikilla x,y € A,x # y vain toinen ehdoista xRy tai yRx pditee.

iii) R ei sisdlld syklejd: joukossa A ei ole olemassa alkioita xy, . . ., x, siten, ettd

X1Rxy AxpRx3 A -+ AN xy1Rx, A xy.

Lineaarijarjestyksid kutsutaan myos ketjuiksi.

Todistus. Oletetaan, ettd R on lineaarinen jérjestys joukossa A.
Nyt (i) ja (ii) seuraavat selvésti trikotomian ehdoista.
(i11) Oletetaan, ettd n € A ja niRny, noRn3 ja n3Rny. Transitiivisuuden nojalla ny Rn. Tasti
aiheutuu ristiriita aiemmin osoitetun irreflektivisyyden nojalla.
m]

Lineaarista jirjestystd merkitdadan yleensd symbolilla <, jolloin voidaan merkitad esimerkiksi
X <y.

Mairitelma 4.12. Relaatio R on osittainen jdrjestys, jos
1) R on transitiivinen,
2) R on irrefleksiivinen.

Lause 4.13. Olkoon < osittainen jdrjetys. Tdlloin

i) vain yksi ehdoista on tosi
X<y, X=Yy,x> Y.

ii) josx <ytaiy < xniinx =y.

Mairitelma 4.14. Joukon A hyvinjdrjestetys on lineaarinen jérjestys, jossa jokaisella A:n epa-
tyhjélld osajoukolla on pienin alkio.

Luonnollisten lukujen joukon tavallinen jirjestys on selvisti hyvinjirjestys, joka siis on
lineaarisesti jirjestetty ja sisédltdd pienimman alkion. Kokonaislukujen joukolla sen sijaan ei ole
hyvinjidrjestysti, silld se ei toteuta pienimmin alkion ehtoa.

Lause 4.15. Olkoon < joukon A lineaarijdrjestys. Tdlloin < on hyvinjdrjestys, jos ja vain jos ei
ole olemassa mitddn funktiota f: w — A, jolle f (n*) < f (n) kaikille n € w.

Lauseessa 4.15 esitettyd funktiota kutsutaan myos vihenevdksi ketjuksi. Merkinnalld n*
tarkoitetaan seuraajajoukkoa, joka muodostuu joukon n yhdisteestd joukon {n} kanssa, kuten
alla on esitetty.
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Mairitelma 4.16. Jos n on joukko, niin sen seuraajajoukko on
nt=nu{n} .

Von Neumannin mukainen luonnolliseten lukujen seuraaja tarkoittaa mééritelmin mukaan
nf=n+1.
Alla lauseen 4.15 todistus.

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa vihenevi ketju f eli f: w — A toteuttaa ehdon f (n*) <
f (n) jokaisella n € w. Talloin ran(f) C A on epityhjd joukko, jolla ei ole pieninti alkiota,
jonka takia < ei ole hyvinjirjestys.
Tehdiin oletus, ettd < ei ole hyvinjarjestys. Talloin on olemassa B C A, jolla ei ole pienintd
alkiota eli
Vx € B3y € B(y < x)

Mairitellddn funktio f: w — A seuraavasti hyodyntiden valinta-aksioomaa:
bo € B, f(0) = bo

koska b,, ei ole joukon B pienin alkio, voidaan valita b,+ € B, jolle b,+ < b, ja maidritelld

f(l’l+) = Dye+.
On siis todistettu, ettd f(n*) < f(n) kaikille n € w. O

Mairitelma 4.17. Jos < on osittainen jéirjestys A:ssa jat € A, niin joukko
segt ={x | x <t}
on t:n madraama alkusegmentti.

Maaritelma 4.18. Joukko A on transitiivinen joukko, jos ja vain jos sen jokaisen alkion alkio
on A:n alkio, eli
VxVa(x €eaNhaec A —-xeA).

Transfiniittisen induktion periaate: Olkoon < hyvinjirjestys joukossa A. Oletetaan, etté
B C A jakaikille r € A pitee
segt C B —teB.

Télloin B = A.

Transfiniittinen rekursioteoreema: Mille tahansa joukko-opilliselle kaavalle y (x, y) seuraava
on teoreema:

Olkoon < hyvinjdrjestys joukossa A. Oletetaan, etti mille tahansa funktiolle f on
olemassa yksikdsitteinen y, jolle y (f, y) on tosi. Tilloin on olemassa yksikdisitteinen
funktio F, jolle dom (F) = A ja

y (F I'segt, F (1))

pdtee kaikillat € A.
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4.2 Epsilon-kuvat

Olkoon < hyvinjirjestys joukossa A jay (x, y) kaava y = ran (x). T4ll6in transfiniittinen rekursio
antaa yksikisitteisen funktion E, jolla

E (t) =ran (E | seg 1)

= Elseg 1]
={E (x) | x <t} jokaisellaz € A.

Tétd merkitddn o = ran (E) ja joukkoa «a kutsutaan struktuurin (A, <) epsilonkuvaksi eli
e-kuvaksi.

Lause 4.19. Olkoon < hyvinjdrjestys joukossa A, E(t) =ran (E | segt) ja a = ran (E). Tdlloin
a) E (1) ¢ E (t) jokaisellat € A,
b) E on bijektio A — «,
c) Mille tahansa s,t € A pditee

s<te E(s)€E(1),

d) a on transitiivinen joukko.

Todistus. a) Tehdddn vastaoletus: Oletetaan, ettd joukko B = {t € A | E(t) € E(t)} on
epatyhjd. Olkoon pienin alkio #'. Funktion E méiritelmin perusteella on siis olemassa
s < t',jolla E(t') = E(s). Talloin E(s) € E(s), josta seuraa, ettd s € B. Tama aiheuttaa
ristiriidan pienimmaén alkion #':n miiritelmén kanssa, eli a-kohta on néin todistettu.

b) Koska @ = ran(E), on E selvisti surjektio. Pitda siis osoittaa, ettd £ on my0s injektio.
Olkoot s,e € A ja s # t. Talloin trikotomian mukaan on oltava joko s < ¢ tai t < s,
oletetaan ettd s < . Nyt funktion £ médritelmin mukaan E(s) € E(z). Tiedetdédn a-
kohdan perusteella, ettd E(s) ¢ E(s), joten E(s) # E(¢). Nyt E on todistettu olevan seki
surjektio ettd injektio, joten se on myos bijektio.

¢) Funktion E mdiritelmidn mukaan aina kun s < ¢, seuraa, ettd E (s) € E (¢). Todiste-
taan toiseen suuntaan. Oletetaan, ettd E (s) € E (¢), jolloin on olemassa x < t, jolle
E(x) = E(s). Koska edellisen kohdan perusteella E on injektio, on oltava x = s. On siis
s <t.

d) Olkoon E(t) € jau € E(t),kunt € A.Nytu = E(s), missis € Ajas <t,jotenu € a.
O
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4.3 Isomorfismi

Isomorfialla kuvataan samankaltaisuutta tai rakenteiden yhtdldisyyksid varsinkin luonnontieteis-
sd [18]. Matematiikassa rakenteiden yhtildisyytti tarkastellaan kuvauksen, isomorfismin avulla.
Tdmén luvun lauseiden todistukset on sivuutettu niiden teknisyyden takia, todistukset 10ytyvat
lahteesti [8] sivuilta 186 — 187.

Lauseen 4.19 mukaan nihdiin, ettd hyvinjirjestetty struktuuri (A, <) oli samankaltainen
sen e-kuvan kanssa, eli (a, €) struktuurin kanssa. Jotta struktuurien samankaltaisuutta voidaan
hyodyntaa, pitdd maaritelld isomorfismi:

Miaritelmi 4.20. Olkoon (A, R) ja (B, S) struktuureja. Isomorfismi struktuurista (A, R) struk-
tuuriin (B, S) on bijektio f: A — B, jolla on voimassa

Vxe Ay e A(xRy & f(x)Sf(y)).

Funktiota f kutsutaan isomorfismiksi ja struktuurien vélistd isomorfismia merkitdan
(A,R) = (B, S).

Lause 4.21. Olkoon (A, R), (B, S) ja {(C,T) struktuureja. Tdlloin:
1) (A,R) = (A,R),
2) Jos (A, R) = (B, S), niin (B,S) = (A, R),
3) Jos (A,R) = (B,S) = {(C,T), niin{(A,R) ={(C,T). O

Lause 4.22. Hyvinjdrjestetyt struktuurit ovat isomorfisia, jos ja vain jos niilld
on sama €-kuva. O

Apulause 4.23. Oletetaan, ettd funktio f: A — B on injektio ja <p on osittainen jirjestys.
Mairitetdin joukossa A relaatio <4 seuraavasti

X <4y, jos javain jos f(x) <p f(y),
kun x,y € A. Téll6in seuraa
a) Relaatio <4 on osittainen jarjestys joukossa A
b) jos <p on lineaarinen jdrjestys, niin myods <4 on lineaarinen jérjestys

¢) jos <p on hyvinjirjestys, niin my0s <4 on hyvinjérjestys.
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4.4 Ordinaaliluvut

Hyvinjirjestettyjen struktuurien vertailua voidaan suorittaa vertailemalla niiden jirjestyslukua
eli ordinaalilukua [8].

Miaritelmé 4.24. Olkoon < hyvinjérjestys joukossa A. Ordinaaliluku on struktuurin (A, <)
e-kuva a.

Ordinaaliluku eli ordinaali on joukko, joka on hyvinjirjestetty ja sisdltdd kaikki sitd edelté-
vit ordinaalit. Adrellisten jirjestettyjen joukkojen tapauksessa ordinaalit vastaavat luonnollisia
lukuja ja niitd voidaan tarkastella von Neumannin luonnollisten lukujen méérittelyn kautta [19].
Luonnolliset luvut méadriteltiin luvussa 3.3 ja tamidn madritelméin mukaisesti kaikki edeltavat
luonnolliset luvut olivat seuraavan luvun osajoukkoja. Néin toteutuu myos dérellisten joukkojen
ordinaalilukujen kanssa.

Luvussa 2.3 sivuttiin karkealla tasolla joukon jdsenten jérjestyslukuja eli ordinaalilukuja.
Kuten edelli esitettiin, ordinaaliluvut vastaavat ddrellisten jirjestettyjen joukkojen tapauksissa
suoraan luonnollisia lukuja, mutta myos dédrettomien joukkojen tapauksessa voidaan madarittad
adrettomaélle hyvinjarjestetylle joukolle ylld olevan maédritelmin mukainen ordinaaliluku —
ndistd pienin on w, ensimmadinen transfiniittenen ordinaaliluku. Koska w on ensimméiinen direton
ordinaali, ei ole mahdollista muodostaa w — 1 tai se ei olisi ddreton — luvulla 0 ja w on yhteys
siten, ettei kummallakaan ole vilitontd edeltdjdd, mutta ndilli molemmilla on véliton seuraaja.
Ordinaaleja, joilla ei ole vilitonta edeltdjaa kutsutaan rajaordinaaleiksi, joista O on ensimmadinen
ja seuraava on w, ensimmainen transfiniittinen rajaordinaali. [5]

Nyt voidaan lisitd ensimmaéiseen ddrettomaidn luonnollisia lukuja muodostaen lukujono

w+l,w+2,w+3,...

kunnes saavutetaan tdméin listauksen ddrettomyys, eli w + w. Tdmi on seuraava rajaordinaali,
joka voidaan esittdd tulona w - 2. Télle voidaan jatkaa vastaava operaatiota ja jatkaa niin ollen
ordinaalien luettelemista. Alla esimerkki rajaordinaaleista aloittaen ordinaalien luettelemista.

0,1,2,3,,...
w,w+l,w+2,w+3,...
w-2,(w-2)+1,(w-2)+2,...

wz,w2+1,w2+2,...

Ordinaalien esittdmistid voidaan siis jatkaa aina edelleen, 10ytiden seuraavia rajaordinaaleja
ja jatkaen niistd eteepdin. Niin ollen ei ole vain ddrettomasti ordinaaleja — on dédrettomasti
adrettomid ordinaaleja. [5]
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Lause 4.25. Oletetaan, ettid < on joukon A osittainen jdrjestys sekd C C A. Tdlloin < on
osittainen jdrjestys joukossa C. Jos A on hyvinjdrjestys, saadaan < hyvinjdrjestys joukossa C.

Todistus. Joukon C identtinen funktio id¢c: C — A on injektio, joten viite seuraa nyt suoraan
apulauseesta 4.23. O

Lause 4.26. Joko kaksi hyvinjdrjestettyd struktuuria ovat isomorfiset tai toinen on isomorfinen
toisen alkuosan kanssa. Siis jos (A, <a) ja {B, <g) ovat hyvinjdirjestettyjd struktuureja, niin yksi
seuraavista on tosi

(A, <a) = (B, <p){A,<a) = (segb,<p) Ib € B(sega,<4) = (B,<p) da € A.
Todistus. Ohitetaan, ks. [8] s. 190. O

Mairitelmi 4.27. e-relaatio hyvinjdrjestdd joukon A, jos relaatio €, = {{(x, y) € AX A | x € y}
on joukon A hyvinjdrjestys.

Lause 4.28. Olkoon a transitiivinen joukko, joka on e-relaatiolla hyvinjdrjestetty. Tdlloin a on
ordinaaliluku.

Todistus. Olkoon E funktio, joka muodostuu rakenteesta («, €,) sen @ sen e-kuvan. Osoitetaan,
ettd E(x) = x jokaisella x € . Tdlloin pitee

ran(E) ={E(x) |[xea}={x|xeca} =«
Joukon « transitiivisuuden perusteella
X €1 S X€Eyt.

Tasta seuraa, ettd segt = .
Oletetaan, ettd E(x) = x pitee kaikilla x € segt. Talloin

E(1) ={E(x) | xéut}
= {x | xéat}
=segt
=1.

Transfiniittisen induktion perusteella saadaan siis, ettd E(x) = x eli E on identtinen kuvaus. O

22



Lause 4.29. Olkoot a, 8 ja y ordinaaleja. Tidlloin seuraavat ovat tosia kaikille a, 3 ja y:

a) Ordinaaliluvut muodostavat transitiivisen luokan: jokainen a:n alkio on ordinaali.

b) Ordinaalilukujen transitiivisuus: @« € €y — a € y.

¢) Ordinaalilukujen irrefleksiivisyys: a ¢ a.

d) Trikotomia: vain ja ainoastaan vain yksi vaihtoehto alla olevista on tosi

a€EB, a=p, a¢p.

e) Kaikille epdityhjille joukoille S ordinaaleja on olemassa pienin alkio u, ts. joukolla on

hyvinjdrjestys
U E atai u=a kaikille a € §S.

Todistus. a) Oletetaan, ettd x € @. Nyt @ on e-kuva jollekin hyvinjarjestetylle struktuurille

b)

c)

d)

(A, <). On olemassa t € A, jolle E(t) = x. Osoitetaan, ettid x on ordinaali osoittamalla,
ettd se on struktuurin (seg?, < ) e-kuva.

Lauseen 4.25 mukaan struktuuri (segt, < ) on hyvinjarjestetty. Struktuurin (seg?, < )
e-kuvan on E[segt] = E(¢) = x. Nyt siis on todettu, ettd x on ordinaali.

Tama seuraa suoraan lauseen 4.19 c-kohdasta, jonka mukaan kaikki e-kuvat ovat transi-
tiivisia joukkoja.

Kuten lauseen 4.19 a-kohdassa todistettiin, aiheuttaa tdssd vastaavasti vastaoletus a@ € «
ristiriidan. On siis oltava a ¢ «.

Trikotomian korkeintaan yksi -ehto seuraa transitiivisuudesta ja irrefleksiivisyydesta.
Osoitetaan, ettd vain yksi ehto pitee. Lauseen 4.26 mukaan joko (@, €,) = (B, €g) tai
toinen on isomorfinen toisen segmentille. Tarkastellaan nditd kolmea tapausta.
1. {a, &) = (B, €g). Tilléin molemmilla on sama e-kuva ja lauseen 4.28 mukaan a = 3.
2. {a, e,) = (sego,eg), missd o € B. Nyt o on ordinaali, jolle sego = 0 ja eg = €.
Niin ollen saadaan

(@, €) = (0, €q).

Tastd saadaan 1. kohdan mukaisesti, ettd @ = o, josta seuraa ettd a € S.
3. Vastaavasti kuin 2. kohta, voidaan médrittdd tilanne, jossa (seg o, €,) = (B, €g). Tastd
saadaan, ettd 8 € a.

Olkoon S epityhji ordinaalien joukko ja 8 € S. Jos NS = 0, niin médritellddn 8 = minS.

Kaikille @ € S pitee @ ¢ B ja nyt trikotomian perusteella joko S € « tai 8 = a.

Koska joukolla B on hyvinjirjestys €g, on téilloin joukossa SN S pienin alkio u. Oletetaan,
etti u = minS ja @ € S. Jos nyt @ ¢ S niin trikotomian perusteella joko @ € S tai
a = (3, joten varmasti 4 € @. Jos @ € B niin @ € BN S, joten nyt mu:n minimaalisuuden
perusteella joko u € a tai u = .

a¢pB=p
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5 Ristiriidat ja paradoksit

Téssd luvussa esitellddan Burali-Fortin paradoksin syntyyn johtaneet tapahtumat Cesare Burali-
Fortin ordinaalilukujen artikkelista aina paradoksin muodostumiseen asti, joka kantaa nykyisin
Burali-Fortin nimei. Paradoksin muodostuminen ldhtee liikkeelle Italiasta Burali-Fortin artik-
kelista, mutta saavuttaa muotonsa myohemmin Bertrand Russellin (1872 — 1970) kautta pala
kerrallaan. Luvun piildhteend kiytetddn Mooren ja Garciadiegon artikkelia [11].

5.1 Cesare Burali-Forti

Italialainen matemaatikko Cesare Burali-Forti (1861-1931) oli ensimmadinen, jonka julkaistu
artikkeli sisélsi joukko-opin antinomian [6]. Antinomia muodostuu kahdesta ndennéisesti vir-
heettomistd argumenteista, jotka johtavat vastakkaisiin johtopéétoksiin eli ristiriitaan [4].

Burali-Forti luennoi Peanon matemaattisesta logiikasta Torinon yliopistossa 1893-1894, jon-
ka aikana hén julkaisi my0s artikkelin Cantorin oppien mukaisesti transfiniittisista ordinaaleista
Italialaisessa tieteellisessd lehdessid Logica Matematica otsikolla Sulle classi ordinate e i numeri
transfinite. Burali-Forti kunnioitti ja peilasi Cantorin teoriaa artikkelissaan, mutta késitti vaa-
rin hyvinjirjestetyn joukon mééritelman. Cantorin mukainen, vapaasti suomennettu maaritelma
kuului seuraavasti:

Jarjestetty joukko on hyvinjdrjestetty, jos se sisdltdd ensimmadisen alkion ja jokaisella
alkiolla paitsi suurimmalla alkiolla on viliton seuraaja. Jokaisella dérelliselld tai
adarettomallid joukolla alkioita, jolla on aito ylédraja, on viliton seuraaja.

Seuraaja-alkiolla tarkoitetaan jarjestetyssd joukossa seuraavaa joukkoa tai alkiota. Esimer-
kiksi luonnollisten lukujen hyvinjirjestys on N = 0,1,2,3,..., jossa pienin alkio on O ja
seuraava alkio 1, eli alkion O seuraaja-alkio on 1.

Burali-Forti siséllytti artikkelissaan kuitenkin vain seuraavat osat Cantorin mééritelmasta:

Jarjestetty joukko on hyvinjarjestys jos

a) joukossa on ensimmdinen alkio,

b) jokaisella alkiolla, jolla on seuraaja-alkio, on my0s viliton seuraaja-alkio.

Cantorin laveasanaisessa madritelméssa hyvinjarjestykselle Burali-Forti jitti huomioimatta,
ettd jokaiselle ddrettomaille joukolle, jolla on yldraja, on pienin ylidraja. Tamin jdlkeen Burali-
Forti keskittyi kardinaalilukujen trikotomiaan ja muodosti kardinaalien trikotomialle seuraavat
ehdot:

1) Jos A on erillinen perhe epityhjid joukkoja, niin joukon A kardinaaliluku on
yhti suuri tai pienempi kuin joukon A yhdisteen kardinaaliluku.

2) Joukoille A ja B on olemassa funktio f: A — B, joka on yksi-yhteen tai
surjektio.

Seuraavaksi Burali-Forti pyrki muodostamaan trikotomian pitidvyyttd ordinaalilukujen vilil-
14. Héan pyrki madrittaméaan kaksi “tiydellisesti jirjestettyd” joukkoa, « ja 8, jotka muodostaisivat
ristiriidan trikotomian suhteen. Tdma ristriita trikotomian suhteen tarkoittaisi ettei mikain néista
olisi totta: @ € B, @ = B tai § € . Burali-Forti lisési hyvinjarjestyksen ehtoihin kohdan, jol-
loin ndmé kolme ehtoa muodostivat tiaydellisesti jarjestyn joukon ehdot. Taydellisesti jarjestetyn
joukon ehdot olivat:

24



a) joukossa on pienin alkio,
b) jokaisella alkiolla, jolla on seuraava alkio on my0s seuraava alkio,

¢) joukossa A kaikille x pitee, ettd jos x:lle on olemassa edeltidjd, niin on olemassa y, jolla
ei ole edeltdjdd ja x:n ja y:n vilissd on méérallisesti elementteja.

Burali-Forti aloitti kaikkien tidydellisesti jirjestettyjen joukkojen eli kaikkien ordinaalilu-
kujen joukon maédrittelyn trikotomian kautta. Hén aloitti olettamalla tdydellisesti jdrjestetyn,
kaikkien erilaisten tiydellisesti jarjestetyn joukkojen joukon NO, numeri ordinale. Tdydellisesti
jarjestetty joukko vastaa siis nykykielessd ordinaalia ja kaikkien tdydellisten joukkojen joukko
vastaa kaikkien ordinaalien joukkoa. Pitdydyn kuitenkin tutkielman tissd vaiheessa esittimééin
Burali-Fortin artikkelin sisdltod sen julkaisun aikasella tavalla.

Burali-Forti osoitti, ettd NO:n toteuttaessa trikotomian, oli NO itsessddn my0s tdydellisesti
jarjestetty joukko. NO:n médritelmdn mukaan joukon NO ordinaali Q kuului joukkoon NO.
Nyt joukon NO jirjestys a kuluu joukkoon NO. Burali-Fortin hyvinjirjestelyn méaaritelmén
mukaan seuraa, ettd @ < Q sekd tdydellisesti jarjestetyn joukon ehtojen mukaan nyt myos :n
seuraaja w + 1 kuuluu joukkoon NO. Tamai tarkoittaa, ettd molemmat < Q+1sekd Q+1 < Q
ovat paikkansa pitdvid samanaikaisesti, mistd muodostuu ristiriita. Burali-Forti ei tehnyt eroa
myo6skidn ordinaalilukujen joukon ordinaalille ja sen sisdltimille ordinaaleille, vaan ne olivan
"samanarvoisia", joukkoja. Myohemmin tutkielmassa esitelldin Russellin ajatuksia kaikkien or-
dinaalilukujen joukosta, jossa hin selvisti viittaa, ettd kaikkien NO joukossa olevien ordinaalien
ja koko NO joukon ordinaalin tyypilld on ero. Kuitenkin, tastd ordinaalilukujen ristiriidasta joh-
tuen Burali-Forti uskoi 10ytdneensad Cantorin ordinaalien teoriasta rajoituksen — ei paradoksia.

Burali-Fortin méérittelmille ehdoille hyvinjérjestetylle joukolle on esimerkiksi:

A ={arctanm | m e N} U {r +arctann | n € Z}

Tama tuottaa joukon, jolla on Burali-Fortin ehtojen mukaisesti ensimmadinen alkio ja jokaisel-
la alkiolla, paitsi suurimmalla alkiolla, on seuraaja-alkio. Kuitenkin verrattuna hyvinjérjestyksen
ehtoihin 4.14, jossa jokaisella A:n epityhjélld osajoukolla on pienin alkoi. Nyt mééritelty joukko
A ei titi toteuta, silld n saa arvoja funktion arctan x mukaisesti, jolloin jokaiselle osavilille ei
voida médrittdd pienintd alkiota, koska véli on ylinumeroituva.

5.2 Ristiriidasta paradoksiksi

Burali-Forti paittyi artikkelissaan ristiriitaan, joka osoitti hdnestid ehtojen riittiméattomyyden.
Samana vuonna Burali-Fortin artikkelin [2] julkaisunsa jdlkeen hén luki Cantorin artikkelia,
jossa Cantor esitti hyvinjérjestyksen ordinaalien toteuttavan trikotomian, joka oli vastoin Burali-
Fortin artikkelin oletuksia.

Burali-Forti ei kyseenalaistanut Cantoria, vaan julkaisi huomatuksen, jossa ilmoitti vdérin
ymmartineensd Cantorin médritelmin hyvinjarjestykselle. Julkaisussaan hén kévi 1dpi artikke-
liaan nykyisten tietojensa valossa. Vastoin alkuperiistéd artikkeliaan, hdn pdaitteli nyt kaikkien
hyvinjirjestysluokkien olevan tdydellisesti jirjestettyjd, mutta kaikki tdydellisesti jarjestellyt
joukot eivit olleet hyvinjdrjestyksid. Téassd vaiheessa Burali-Forti oli uskossa, ettei hdnen ja
Cantorin tutkimuksissa ole ristiriitaa.

Bertrand Russell teki merkittavid tyotd kerdtessddan matematiikkaa yksiin kansiin kirjoit-
taessaan kirjaa Principia Mathematica, jossa myos Burali-Fortin paradoksi ensimmaista kertaa
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mainitaan sivulla 60 ristiriitana [20]. Russellin kiinnostus paradokseihin on todennikoisesti he-
rdnnyt jo ennen hinen tyotddn matematiikan parissa ja kohdistunut filosofisiin paradokseihin
1800-Iuvun lopun Saksassa. Russell uskoi 16ytineensa Cantorin joukko-opista virheellisyyksid,
kuten suurimman kardinaalin ongelman ja kaikkien joukkojen joukon ristiriitaisuuden. Rus-
sell kisitti osittain kaikkien ordinaalilukujen joukon kisittelevin samaa ongelmaa, mitd hén oli
kardinaalilukujen osalta yrittanyt selvittii.

Russell tutki samanaikaisesti monia paradokseja, joissa oli samankaltaisuuksia. Néitd olivat
nykydin Russellin nimei kantava paradoksi, joka kisittelee niiden joukkojen joukkoa, jotka eivit
ole itsensd alkioita sekd kaikkien joukkojen joukon kardinaliteettia, jotka kutsutaan Cantorin
paradoksiksi. Huomatessaan, ettei sen aikaisten joukko-opillisten operaatioiden kanssa ollut
mahdollista sulkea paradokseja pois, tuli niistd teema hédnen kirjaansa.

Vuonna 1903 kirjansa ensimmadisessd painoksessa kirjaansa Russell esittelee Burali-Fortin
artikkelin 10ydoksen viitaten sen muodostavan ristiriidan seuraavasti, vapaasti suomennettuna:

Voidaan osoittaa, ettd jokaisella hyvinjirjestetylld sarjalla on ordinaaliluku, ordi-
naalilukujen sarja aina annettuun ordinaaliin siséltdd annetun ordinaalin ja ylittdd
sen, sisdltden myOs annetun ordinaalin seuraajan. Téten kaikkien ordinaalien sarja
on hyvinjirjestetty ja sen ordinaaliluku on €. Mutta nyt kaikkien ordinaalilukujen
sarja sisdltdd Q sekd Q + 1, joka on suurempi kuin Q. Taten Q ei ole kaikkien
ordinaalilukujen ordinaali. [20]

Kuten Burali-Fortin yhtend ongelmana oli Cantorin sanojen véddrin ymmartdminen, kayt-
ti Russell teoksessaan joukoista muotoa sarja. Téllaisia kielellisid eroavaisuuksia saman asian
kisittelyssd kohtaa nykyddn matematiikassa harvoin. Tami on Russellin ja Whitheadin matema-
titkkkaa yhteen kokoavan tyon ansiota

Russell kutsui Burali-Fortin paradoksin kaltaista kaikkiin viittaamista noidankehd virheek-
si. Burali-Fortin paradoksissa noidankehén aiheuttaa ordinaalilukujen mééritelmén kiytto eri
tapauksissa. Alkutapauksena on kaikkien ordinaalilukujen joukko. Tamén jilkeen Russellin mu-
kaan muodostetaan eri tapaus, eli kaikkien ordinaalilukujen joukon ordinaalin muodostaminen.
Kuten aiemminkin, tdssd kohtaa muodostuisi ristiriita. Russell esittdd, ettd nama ovat eri ta-
paukset eikd kaikkien ordinaalilukujen joukon ordinaalia voida késitelld kuten sen sisdltdmia
ordinaaleja. [20]

Kuitenkin, Russell my0s esittdd, ettd timid paradoksi voidaan estdd olettamalla kaikkien
ordinaalien luokan olevan aina hyvinjirjestetty.

1900-luvun alussa joukko-oppi sai vastustusta osaksi juurikin sen sisdltimien paradoksian
takia. Ne kirvoittivat keskustelua alan lehdissa, silld joukko-oppia halveksivat ottivat paradokseja
kasittelyyn perustellakseen sen puutteita. Niin teki muun muassa Henri Poincaré, joka analysoi
Burali-Fortin artikkelia kirjoittaessaan artikkelejaan joukko-oppia vastaan. Hén esitti Burali-
Fortin vadrinymmaérryksen tdydellisesti jarjestettyjen ja hyvinjdrjestettyjen joukkojen vililld seka
vaikkei Burali-Fortin artikkeli itsessdén sisiltanyt paradoksia, oli se hyvin helposti muokattavissa
paradoksaaliseksi.

Paradoksit ovat nostaneet tunteita matemaatikoissa, osaa kiehtoen ja lumoten, osaa vihas-
tuttaen. Molemmissa tunteiden déripdissd on kuitenkin tapahtunut matematiikan kannalta vain
positiivista, kiihkedsti asiaan suhtautuneiden henkildiden pyrkiessi joko todistamaan paradok-
saaliset ominaisuudet viiriksi tai toisten osapuolten niitd puolustaessa, lopputulema on sama:
tietoisuuden lisddntyminen.
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5.3 Burali-Fortin paradoksi

Esitiin tissd Burali-Fortin paradoksin sen nykyisessd muodossaan, jonka Russell on muodosta-
nut.

Burali-Fortin paradoksi
Ei ole olemassa kaikkien ordinaalilukujen joukkoa.

Todistus. Lauseen 4.29 mukaan kaikkien ordinaalien luokka on hyvinjérjestetty e-relaatiolla.
Olkoon kaikkien ordinaalien joukko €. Téll6in lauseen 4.28 mukaan joukko Q on itse

ordinaali, mistd seuraa ettd € € € eli kaikkien ordinaalian joukko olisi itsensd alkio. Tami

aiheuttaa ristiriidan lauseen 4.29 irreflektiivisyyden kanssa. O

Kuten huomataan, nykyisen joukko-opin valossa voidaan Burali-Fortin paradoksi yksin-
kertaisesti todistaa epdtodeksi ZFC aksiomaattisessa jirjestelmissd. Burali-Fortin paradoksilla
olikin juuri aksiomatisointiin vauhdittava vaikutus. Cantor itsessdén ei pitdnyt Burali-Fortin pa-
radoksia ongelmallisena, silld hin oli jo aiemmin oivaltanut, ettd jotkut joukot ovat liian suuria
joukoiksi [10]. Esimerkiksi kaikkien ordinaalilukujen joukkoa Cantor ei pitdnyt joukkona, joka
itsessddn poisti hiinen mielessdidn tdimén paradoksaalisuuden [10]. Kuten tétd joukkoa ja mui-
ta kaikkiin viittaavia joukkoja hén piti itsessddn liian suurina koottaviksi yhdeksi joukoksi ja
kutsuikin naita absoluuttisiksi darettomiksi [10].

Kuitenkaan Cantorin ajatukset eivit yksindén riittdneet ja paradoksit vauhdittivatkin joukko-
opin aksimatisointia ja médrittelyd siksi, millaisena se on tdssi tutkielmassa esitetty.
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6 Seuraukset

Paradoksit ovat matematiikan kehitysti eteenpédin ajava voima. Kokonaan uuden matematiikan
haaran muodostuminen 1900-luvulla oli merkityksellistd, kuten myos siitd kehittynyt filosofinen
késitys. Joidenkin matemaatikoiden mielestd paradoksit veivit pohjan kokonaan joukko-opilta.
Kuitenkin Burali-Fortin ja sen kaltaisten joukkojen joukko -paradoksien olemassaolo voitiin
poistaa madrittamailla joukko seuraavien ehtojen kautta.

Joukko on miki tahansa kokoelma olioita, jos se tidyttdd seuraavat ehdot:

1. Jokaisesta oliosta voidaan logiikan sididntdjen mukaan perustella, kuuluuko se
kokoelmaan.

2. Mistd tahansa kahdesta kokoelman jdsenestd voidaan péételld logiikan saanto-
jen mukaisesti, ovatko ne samat eli identtiset. [16]

Cantor oli aiemmin jo esittinyt, ettei hdnen kisityksensd joukosta ollut mika tahansa ko-
koelma olioita ilman rajoitteita, mikd mahdollisti joukko-opillisten paradoksien muodostumi-
sen. Talldisid ovat esimerkiksi kaikkien joukkojen joukko. Cantorin joukko-oppia kéytettiin siis
védrin kidyttden intuitiivisen triviaalia joukon késitettd, jolla voidaan muodostaa joukko mistd
vain, miké aiheutti vadrin ymmaérrysti ja jopa riitaisuutta matematiikan yhteisossi. Joukko-opin
paradoksit olivat olennainen osa ymmarryksen kehityksessa kohti nykyaikaista kasitysté dédretto-
myydestid — nyt voitiin riidattomasti operoida erilaisilla ddrettomyyksillé ja vertailla nditd. Nama
johtivat taysin uudenlaiseen kisitykseen ddrettomyydestd eli absoluuttiseen ddrettdmyyteen, joka
toi matematiikkaan uuden ulottuvuuden.

Paradokseja joukko-opissa tutkivat sekd joukko-opin kannattajat etti myos sen kaatami-
seen pyrkivit — puolustajat pyrkivit 10ytdmédan paradokseilta vapaan, puhtaan pohjan kaikelle
matematiikalle ja toinen osapuoli taas pyrki osoittamaan paradokseilla joukko-opin perustavan-
laatuisia vaillinaisuuksia. Kuitenkin ndma molemmat puolet veivit matematiikkaa eteenpéin ja
paikkasivat joukko-opin ymmarrystd, minki takia siitd on muotoutunut nykyisen matematiikan
perusta.

Paradoksaalisuus on olennainenkin osa matematiikkaa. Sité ei ole saatu poistettua, eika luo-
tua tdysin puhdasta pohjaa matematiikalle. Toisaalta voidaan pohtia my6s, onko se mielekésta?
Matematiikan ymmaérryksen koko ajan kohentuessa on osa paradokseista hyviksyttiva olevan
osa matematiikkaa, kuuluvan osaksi matematiikan luontoa — jota emme vélttimattd vieldkaan
ymmirrd. Osa paradokseista johtuu myds vain ihmismielen intuition vastaisuudesta — se miten
ajattelemme olevan ja tapahtuvan, ei matemaattisesti olekaan lainkaan paradoksaalista para-
doksaalista, vaan ihmismielen pyrkimys siirtdd asiat reaalimaailmaan, joka on matematiikassa
rajoite monin tavoin.
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