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Taman tutkielman tarkoitus on perehdyttaa lukija Mdbius-kuvauksiin. Tutkielmassa esitelldan
ja maaritellddn Mébius-kuvaukset ja kdydaan Iapi joitain niiden tarkeimmistd ominaisuuksis-
ta. Mébius-kuvaukset ovat laajennetun kompleksitason kuvauksia, joita myds joskus kutsutaan
bilineaarikuvauksiksi. Tyén teoria pohjautuu erinéisiin kirjallisuuslahteisiin, joista tarkeimpié ja
eniten kaytettyja olivat Tristan Needhamin Visual Complex Analysis ja Tero Kilpeldisen Komplek-
sianalyysi.

Tydn alussa kdydaan lapi laajennetun kompleksitason maaritelma ja laskutoimitukset. Nama
ovat tarkeita kasitteita, joita hyddynnetddn mydhemmin tutkielmassa, kun méaritelld&dn Mébius-
kuvausten ominaisuuksia. Taman jélkeen tutkielmassa maaritelldan itse Mdbius-kuvaukset ja
Mébius-kuvausten normalisoitu muoto, seka todistetaan Mébius-kuvausten mééritelméssa esiin-
tyvia ehtoja.

Tydn neljannessa luvussa kaydaan lapi miten jokainen Mobius-kuvaus voidaan hajoittaa
kolmeksi yksinkertaiseksi kuvaukseksi: siirto, kierto ja inversio. Osoitetaan my@s, ettd kahden
Mébius-kuvauksen yhdiste on myds Mdébius-kuvaus. Taman jalkeen todistetaan, etté jokaiselle
Mébius-kuvaukselle voidaan 16ytéda kaanteisfunktio ja Mébius-kuvaukset ovat bijektioita. Nai-
den ominaisuuksien pohjalta tydssé osoitetaan seuraavaksi, ettd Mébius-kuvaukset muodosta-
vat ryhman.

Tutkielman viimeisessa luvussa kydaan viela 1api yksi Mébius-kuvausten tarkeimmista omi-
naisuuksista, kaksoissuhde. Taman ominaisuuden avulla voidaan esimerkiksi aina [6ytaa Mobius-
kuvaus, joka kuvaa kolme tiedettya pistetta toiseksi tiedetyksi kolmen pisteen joukoksi. Tassa
luvussa myds maaritellddn Mébius-kuvausten kiintopisteet ja muutama muu ominaisuus, kuten
esimerkiksi kaksoissuhteen reaalisuus.

Tutkielman mydéta lukija saa hyvan pohjakasityksen Mébius-kuvauksista. Mébius-kuvauksia
sovelletaan monella eri osa-alueella kompleksianalyysissa. Esimerkiksi tarkasteltaessa Rie-
mannin palloa ja kompleksitason geometriaa, on Mébius-kuvauksista ja niiden ominaisuudesta
kuvata ympyréat ja suorat ympyroiksi ja suoriksi erittiin paljon hyétyd. Mébius-kuvauksilla on
myds monia sovelluksia tieteessd muun muassa suhteellisuusteoriassa ja aivokuvauksessa.

Avainsanat: mébius, kuvaukset, kompleksiluvut, kaksoissuhde, kiintopisteet

Taman julkaisun alkuperaisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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pukesilla. Tyon kirjoittaminen oli erittdin opettavaista ja mukavaa puuhaa, kun vain piisi alkuun.
Tyon kirjoittamiseen sisiltyi kuitenkin my0Os haasteita. Varsinkin aikatauluttamisessa oli opetelta-
vaa. Muutenkin kiireisessé arjessa oli vaikeaa joskus priorisoida timén kanditutkielman tekemisti
ja saatoin joskus huomata, etti muutama viikko on mennyt enki ollut koskenut tutkielmaan ollen-
kaan. Loysin kuitenkin lopulta itselle sopivan tavan kirjoittaa ja edistdd tutkielmaa, jonka jilkeen
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Haluan kiittdd perhetténi, tyttoystiviini ja kavereita kannustuksesta ja motivoinnista tekeméén tyo
loppuun. Haluan myos kiittdd Janne Kauhasta tyon alkuperdisen idean keksimisesti, ohjauksesta
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1. JOHDANTO

Mobius-kuvaukset ovat saksalaisen matemaatikon August Ferdinand Mobiuksen (1790-1868) mu-
kaan nimettyja kompleksisia rationaalifunktioita, joilla on monenlaisia hyddyllisid ominaisuuksia
ja sovelluksia muun muassa suhteellisuusteoriassa ja aivokuvauksessa. Mobius-kuvausten tarkeim-
piin ominaisuuksiin kuuluu esimerkiksi se, ettd Mobius-kuvaukset ovat konformisia kuvauksia, eli

ne sdilyttidvit kulmat kuvauksissa.

Toinen tirked ominaisuus Mobius-kuvauksilla on se, ettd ne kuvaavat ympyrit ja suorat ympyroik-
si tai suoriksi. Tédtd ominaisuutta hyodynnetiin usein tarkasteltaessa kompleksitason geometriaa ja
esimerkiksi Riemannin palloa, joka on kiytdnnossd kompleksitaso, johon on lisétty dédrettomyys-

piste. Téta ominaisuutta tarkastellaan tarkemmin tutkielman luvussa 4.

Tutkielma alkaa silld, ettd médritelldadan Laajennetun kompleksitason laskutoimitukset. Téstd jatke-

taan madrittelemdin itse Mobius-kuvaukset ja todistetaan Mobius-kuvausten vaatimukset.

Seuraavaksi tutkielmassa esitelldéin yksinkertaisimmat Mobius-kuvaukset esimerkkien kautta ja
osoitetaan muutamia Mobius-kuvausten ominaisuuksia, kuten esimerkiksi se, ettd kahden Mobius-
kuvauksen yhdiste on myds Mobius-kuvaus ja se, ettd jokainen Mobius-kuvaus voidaan hajoittaa

yksinkertaisiksi kuvauksiksi siirto, kierto ja inversio.

Viimeiseni tutkielmassa tarkastellaan vield Mobius-kuvausten kaksoissuhdetta ja kiintopisteita.
Téssd kappaleessa osoitetaan ndméi Mobius-kuvausten ominaisuudet ja tarkastellaan niiden hyo-

dyntimistd esimerkkien kautta.

Lukijalta edellytetddn perustason kompleksianalyysin osaaminen. Esimerkiksi lukijan olisi hyva

osata kompleksilukujen laskutoimitukset ja kompleksisten funktioiden perusteet.



2. LAAJENNETTU KOMPLEKSITASO

Tissd luvussa médritellddn ja kdydéddn ldpi laajennettu kompleksitaso, joka on olennainen tieto

tyon kannalta. Lukijan oletetaan osaavan perusteet kompleksiluvuista ja kompleksianalyysista.

Miaritelmi 2.1. Laajennettu kompleksitaso on joukko Co, = CU oo, eli kompleksilukujen joukko,

mihin on lisétty ddrettomyyspiste oo.

Madritelldan laskutoimitukset laajennetussa kompleksitasossa samaan tapaan kuin laajennetun

reaalitason tapauksessa:

Z+o0o=00+z=00, z€Cys
Z—o=00—z=00, z€C
00-7=27-00=00, z € Co\{0}
<=0, zeC
& = oo, z € C\{0}.

Laajennetussa kompleksitasossa ei midritelld laskutoimituksia

00 — 00,
0- oo,
0
O’
©
=.

[5,s.134]

Maiéritelma 2.2. Kompleksitason ympyr6iti ja suoria, joihin yhdistetiddn ddrettdmyyspiste oo kut-

sutaan yleistetyiksi ympyroiksi ja yleistetyiksi suoriksi.

Yleistetyn suoran yhtdld voidaan esittdd samaan tapaan, kuin kompleksitason suoran yhtilo. Jos

Z = x + 1y, niin suoran yhtilo on

ax+by+c=0, a,b,c e R 2.1

missi a, b ja ¢ ovat vakioita.



Toisaalta yhtélo (2.1), hyodyntamailld kompleksikonjugaatin ominaisuuksia, voidaan myos esittda

muodossa
7+z -7
T+b o +¢c=0
az az bz bz -0
2 T Ty Tttt
Z b Z
E( +7)+5(a——)+c—0
a—ib, _ a+ib
z( > ) +7Z( 5 )+c=0
Bz+BZ+c¢=0, (2.2)
missi
a—1ib
B= .
2

Kompleksitasossa ympyrén, jonka keskipiste on w ja sdde r, yhtélo voidaan esittdd muodossa

lz—=w|=r. 2.3)

Hyo6dyntdamallda kompleksikonjugaatin ominaisuuksia voidaan ympyrén yhtélo saattaa muotoon,

lz—w|?>=r?

(z—w)(z—w)=r?

Z—w—7w+ww—r?=0. (2.4)

[5,s.135]



3. MOBIUS-KUVAUKSET

Téssa luvussa méairitelldan Mobius-kuvaukset.

Maiéritelma 3.1. Rationaalifunktioita f : Co, — Co,

az+b
cz+d’

f(2) =

ad —bc #0, 3.1

missi a, b, ¢ ja d ovat kompleksilukuja, kutsutaan Mébius-kuvauksiksi. [6, s. 25] Mobius-kuvauksia
kutsutaan myos toisella nimelld bilineaarikuvauksiksi. Mobius-kuvausten maéirittelyjoukko on
laajennettu kompleksitaso Co, = C U {oo}. Tdmin seurauksena Mdobius-kuvaukset ovat myds
bijektioita. Ehto ad —bc # 0 varmistaa, ettei f ole vakiofunktio. Tarkastellaan tdtd vield seuraavaksi

hieman tarkemmin.

Lause 3.2. Mébius-kuvaus f on vakiofunktio, jos ja vain jos ad — bc = 0.

Todistus. Olkoon f vakiofunktio ja z, w € C. Tarkastellaan yht&dloa

az+b _aw+b
cz+d cw+d

=f(w)
o (ew+d)(az+b) = (cz+d)(aw + b)
S aczw +daz+ bew + bd = aczw + daw + bez + bd

& adz + bew = adw + bez,

joka toteutuu vain, kun ad = bc = ad — bc =0, tai jos z = w.
Jos taas ad — bc = 0 eli ad = bc, niin

az+b caz+cb caz+ad a(cz+d) a

f(2) = = -,

cz+d  clcz+d)  c(cz+d)  c(cz+d) ¢

joka on vakiofunktio.

Eli voidaan todeta, ettd Mobius-kuvaus f on vakiofunktio, jos ja vain jos ad — bc = 0.



Lause 3.3. Olkoon f jokin Mobius-kuvaus. Jos ¢ = 0, niin

floy=4b zec

f(e0) = .

Jos ¢ # 0, niin

f(2)= &8, zeC\(24)

cz+d’
() = e
floo) =2,

[5, mddritelmd 9.13]

Todistus. Osoitetaan lauseen tulokset johtamalla ne laajennetun kompleksitason laskutoimitusten

avulla. Olkoon

az+b
= d—bc#0
f@) cz+d’ “ c*
jokin Mobius-kuvaus.
Jos ¢ =0, niin b b
az + az +
M= va~"a
ja
a-o+b
fleo) = =
_oo+b
- d
1
== 00=0
d

Koska tdssi tapauksessa ¢ = 0, jolloin ad — bc = ad — 0 = ad # 0, niin on oltavaa # O jad # 0.

Jos taas ¢ # 0, niin

az+b
cz+d

f@)=E2 e ey

ja



et
c _c-_T,d+d

a-=>+b
- d-d
a- _T,d +b
=5
—%(ad —bc)
= — =09, ad —bc # 0,
0
ja
a-co+b
1= v
a+t
e+ 4
_a+0 a
Cc+0 ¢
Nyt lauseen 3.3 laskut on todistettu ja ne voidaan ottaa kiyttoon sellaisenaan myohemmin. O

Mairitelméa 3.4. Normalisoitu Mobius-kuvaus on kuvaus siten etta,

az+b

, ad —bc =1, (3.2)
cz+d

f(z)=

missi a, b, ¢ ja d ovat kompleksilukuja.

Jokainen Mobius-kuvaus voidaan normalisoida jakamalla kertoimet a, b, ¢ ja d luvulla Vad — bc.

a1z+b1

ciord) oleva Mo6bius-kuvaus, niin huomataan etti

Normalisoidaan jokin muotoa f] =

ai dy by ci ard; — bicy

ad — bc = — =
Vaid, = bici Vaidi —bicy  Vaid, —bicy Vaidy —bic;  aidi — bici

Normalisoitu muoto on hyddyksi, kun tarkastellaan yleisten Mobius-kuvausten ominaisuuksia. [7,
s. 150]



4. MOBIUS-KUVAUSTEN OMINAISUUKSIA

4.1 Nelja yksinkertaista kuvausta

Kaikki Mobius-kuvaukset voidaan esittéid neljan yksinkertaisen kuvauksen yhdisteend. Nimé ku-
vaukset ovat graafisesti ajateltuina siirto, kierto, suurentaminen ja inversio. Téssd luvussa tarkas-

telemme niitd kuvauksia ja niiden mééritelmié.

Kuvausta
f(z)=z+b, 4.1

missd b on jokin kompleksilukuvakio, kuvaa siirto-operaatiota, joka siirtdd kuvattavia pisteitd
vakion b verran kompleksitasossa. Jos asetetetaan b = 0, niin f(z) = z. Toisin sanoen, yksikéin
kuvattavista pisteistd ei jdda alkuperdiseen sijaintiinsa, kun b # 0, vaan siirtyy suuntaan, jonka
madarittad vakio b. [4, s. 271]

Siirto on selkedsti Mobius-kuvaus, kuna = 1,¢ = 0,d = 1. Tilloin

az+b_ 1-z+b_ b
cz+d 0-z+1 %7

f(z) =

Kuvaus

f(z) =az 4.2)

kuvaa kierto- ja skaalausoperaatiota. Kun a esitetddn polaarimuodossa, saa yhtélo (4.2) muodon

w = |ale’®z.

Téstd muodosta nahdédén selkedsti, ettd kun |a| = 1 tapahtuu pelkka kierto-operaatio, joka kiertdd
kuvattavia pisteitd kulman a verran. Jos @ = n2n,n € Z, niin a € R, jolloin tapahtuu pelkkd
skaalausoperaatio. Kun a > 1 tapahtuu suurentaminen, eli kuvattavien pisteiden etdisyys origosta
kasvaa, jakun O < a < 1 tapahtuu pienentdminen, jossa pisteet lihenevit origoa. Tilanteessa, jossa
a < 0, kuvautuvat pisteet peilikuvana origon suhteen, jos a = —1, saadaan tdysin symmetrinen
peilikuva. [4, s. 272]

Kierto on my0s helppo osoittaa Mobius-kuvaukseksi, kun asetetaan » = 0,¢ = 0 ja d = 1. Tilloin




Kuvausta

fy=1 43)
Z

kutsutaan inversioksi. [4] Esitetdéan z polaarimuodossaan, jolloin yhtilo (4.3) saa muodon

Inversio-operaatiolle huomataan, ettd f(co) = 0 ja f(0) = oo, eli inversio vaihtaa ddrettomyys-
pisteen ja origon paikkaa. Inversio-operaatio kuvaa pisteen re'? pisteeksi }e‘i‘g, josta voidaan
huomata ettd uuden pisteen etdisyys origosta on kiiinteinen verrattuna ldhtopisteeseen, ja uusi kul-
ma on vastakkainen lahtopisteen kulmaan verrattuna. Huomataan myds ominaisuus, etti piste, joka

on yksikkokiekon sisélld, kuvautuu yksikkokiekon ulkopuolelle, ja pdinvastoin. [7, s. 124]

Titd voidaan vield selventéd tarkastelemalla yksikkokiekon D(0,1) = {z € C : |z| < 1} kuvaa
inversiossa, joka on {z € C : |z| > 1}. Yksikkokiekon sisilld olevat pisteet siis kuvautuvat kiekon

ulkopuolelle.

My0s inversio on Mobius-kuvaus, kuna = 0,5 = 1,¢ = 1 ja d = 0. Tilloin funktio

~
—~
4\l
g
|
|

Ccz+d 1-z+0 7
Lause 4.1. Jokainen Moébius-kuvaus on yhdistelmd kuvauksista
1
fi=z+p, fQZZ’ f3 =4z, bc—ad + 0.

Todistus. Kun ¢ = 0, voidaan Mobius-kuvaus

az+b
cz+d

f(2) =

esittdd muodossa
az+b a b
=—z+4+ —.

f@&=53a~a*"a

Tastd muodosta huomataan, ettd
f=hfofhh=1z+5,
_ b _a
kung=Zjad=3.

Jos taas ¢ # 0, voidaan f esittdd muodossa

joka on yhdiste

bc—ad : 1
kun A =2eod g2 ja fy= L.



Joten kaikki Mobius-kuvaukset voidaan esittdd siirto-, kierto- ja inversio-kuvausten yhdistelméana.
O

Lause 4.2. Yhdiste kahdesta Mobius-kuvauksesta on myos Mobius-kuvaus.

Todistus. Olkoon,
aiz+ b . arz+ by

f(2) = ja  g(2)=

c1z+d;

Mobius-kuvauksia siten, ettd ajdy — bicy # 0 ja axdy — bacy # 0.

Funktioiden yhdiste on muotoa,

+b
a1 (25 7) + b

azz+b2
cilaas) +di

_ ararz+aiby+bicrz+bid;
- ciarz+ciby+dicrz+dids
_ (arar + Clbz)Z + (a2b1 + dlbz)
B (alcg +Cld2)Z+ (CQb] + d]dz) '

f(g(2) =

Nyt

(araz + c1bz)(c2by + didz) — (azby + diby)(arca + c1d)
=ajarcoby —ayazcaby + c1bicarbsr + ayardidr, — dibaacr
—asbicidy + c1badidy — c1baddy

=cicab1by +ajrarxdidy — aybacydy —azbicids

= (a1dy = bici)(azdr — baca) # 0,

koska molemmat a1d; — bic; # 0ja ayd, — bycy # 0. Joten f o g on myds Mobius kuvaus. [

Lause 4.3. Mobius-kuvaukset ovat bijektioita, ja jokaisella Mobius-kuvauksella on olemassa kddin-

teisfunktio, joka on myos Mobius-kuvaus.

Todistus. Valitaan,
az+b

cz+d’

w=f(z)= ad — bc # 0. 4.4)

Kun z # _T,d, oo, niin on helppo néhdé, ettd f on jatkuva funktio, koska molemmat g;(z) = az + b

ja g2(z) = cz + d ovat jatkuvia. Toisaalta

. £2) a‘Td+b a%i+b
1m Z) = = 00,
7= _Cd+d 0

ja

lim £(2) = f(e9) = ¢ %0,
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ja
lim f(z) = f (o) =o0,c =0.
Z—00

Joten f(z) on jatkuva myos silloin, kun z = %i

, 00,

Ratkaistaan seuraavaksi yhtilosti (4.4) kidnteisfunktio f~!(z).

az+b
cz+d

w=f(z) =

S(cz+dw=az+b

dw b
S—+cw=a+—

Z Z
dw—b>b
(=4 =—-cw+a
Z
dw—->b
—-cw+a

ja
da — (=b)(-c) =ad - bc # 0.
Voidaan myos laskea, etti f~!(f(z)) = zja f(f~'(w)) = w kaikilla z, w € C. Joten Mobius-

kuvaus f(z) on jatkuva, ja silld on olemassa kiinteisfunktio f~!(w). Selvisti myos Mdobius-

kuvaukset ovat bijektioita joukossa Ce.

O]

Lause 4.4. Mobius-kuvaukset muodostavat ryhmdin, joka tunnetaan nimelld Mobiuksen-ryhmd. [7,
s. 151]

Todistus. Tarkastellaan yleistd ryhmén méiritelmdad Mobius-kuvausten tapauksessa. Yleinen ryh-
mai on jokin joukko A, jossa on médritelty jokin bindirioperaatio o, joka toteuttaa seuraavat kohdat:

1. Operaatio o on suljettu joukossa A

2. Operaatio o on liitdnnéinen joukossa A

3. Neutraalialkio on olemassa

4. Joukon jokaiselle alkiolle 16ydetiidn kddnteisalkio

Osoitetaan nyt niméa ominaisuudet Mobius-kuvausten ryhmélle M, jossa on operaationa kuvausten

yhdistdminen o.

1. Lauseessa 4.2 osoitettiin, ettd kahden Mobius-kuvauksen yhdiste on myds M&bius-kuvaus, joten

laskutoimitus o on suljettu joukossa M.

2. Olkoon fi, f> ja f3 joukon M kuvauksia. Nyt kaikille z € C

fio(fao f3)=fil(fao f3) = ilfa(f3) = fio f2(f3) = (fio f2) o f3,
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joten laskutoimitus o on liitinndinen joukossa M.

3. Olkoon kuvaus fi(z) = z identtinen kuvaus, jolle a; = d; = 1, by = ¢; = 0, ja olkoon f>(z)
jokin Mobius-kuvaus. Nyt a;dy —bjc; =1-0+#0,ja

a7+ by . 1-z+0

fz(z)0f1(2)=czz+d2 0 z+1

a2z+b2

= — 077
C2Z+d2

a2z+b2

=70 ——M —

C22+d2

_a2z+b2_

joten joukossa M on olemassa neutraalialkio operaation o suhteen.
4. Lauseessa 4.3 osoitettiin, ettd jokaisella Mobius-kuvauksella on olemassa kadidnteiskuvaus

dw —b
—-cw+a’

fi=

kun f(Z) _ aztb

cz+d®

Joten voidaan todeta, ettd Mobius-kuvausten joukko M ja laskutoimitus o muodostavat Mobiuksen
ryhmén (M, o). O

Lause 4.5. M6bius-kuvaukset kuvaavat laajennetun kompleksitason ympyrdt ja suorat, ympyroiksi

Jja suoriksi laajennetussa kompleksitasossa.
Todistus. Lauseen 4.1 nojalla, jokainen Mobius-kuvaus saadaan yhdistimélld siirto, kierto ja
inversio.

On selvii, ettd siirto- ja skaalausoperaatio, kuvaukset f; = z + 8 ja f» = Az, sdilyttavit suorat suo-

rina ja ympyrit ympyroind. Néissd kuvauksissa myos ddrettomyyspiste kuvautuu direttdbmyyteen
f(o0) = oo,
Tarkasteltavaksi jdi vield inversio, f = %

Ympyrin yhtilo (2.4) on muotoa
zZ—z7—2y+)/7—r2 =0.
Esitetddn tima yhtdld muodossa

Azz—Bz—-Cz+D =0, (4.6)

missi A on jokin reaaliluku, B=%,C =yjaD = |y|> - r?.

Nyt inversiossa w = f(z) = %, eli z = % Sijoitetaan tami yhtdloon (4.6). Talloin yhtdlo (4.6)

saadaan muotoon
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arl gl _elipoo

ww w w

1

A= -B-CZ+Dw=0
w w

SA-Bw-Cw+Dww=0

oDww —-Cw—-Bw+ A =0,

joka on myos yleistetyn ympyrdn yhtilo. Joten yleistetyn ympyridn kuva inversiossa on yleinen

ympyra.

Tarkastellaan vield erikseen inversiota origon kautta kulkevaan suoraan ja suoraan, joka ei kulje

origon kautta.

2

Origon kautta kulkeva suora voidaan esittii muodossa z = re’?, missi 6inR on vakio ja rinR.

Inversio origon kautta kulkevan suoran pisteistd olisi

1 1 |
f@)= = — = e

z ret?

joka on selvisti myos origon kautta kulkeva suora.

Suora, joka ei kulje origon kautta, voidaan esittdd yhtilolla (2.1)

ax+by+c=0, c#0.

1

Niiden pisteiden inversio on muotoa w = u +iv, missd u,v € Rjaw = f(z) = -

Nyt
1 1 u-—1iv
=—= — = ) 2
woou+iv  ut+v
missi
u v
X=——0 y=—-——-.
u? +v?’ u?z +v2

Sijoitetaan x ja y yhtdloon (2.1), josta saadaan

au bv
uz +v2  u2+b?
Sau—bv+cw?+v?) =0

+c=0

b
ou>+v - v+ gu =0. 4.7
c c

Yhtilo (4.7) on origon kautta kulkevan ympyrin yhtélo. [2, s. 13.2.]

Joten, voidaan todeta, ettd suora, joka ei kulje origon kautta kuvautuu inversiossa origon kautta

kulkevaksi ympyréksi ja pdinvastoin.
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Nyt siis kaikki kolme kuvausta, jotka muodostavat Mobius-kuvauksen, kuvaavat ympyrit ja suorat

ympyroiksi ja suoriksi. Voidaan siis todeta, etti Mobius-kuvaukset kuvaavat ympyrit ja suorat
ympyroiksi ja suoriksi.
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5. KAKSOISSUHDE JA KIINTOPISTEET

Miaritelma 5.1. Pistettd p kutsutaan kuvauksen f kiintopisteeksi, jos f(p) = p.

Lause 5.2. Mobius-kuvauksella f(z) on joko 1 tai 2 kiintopistettd, jos f(z) # z jollakin 7 € C.

Todistus. Kiintopisteelle pitee f(z) = z, joten saadaan yhtlo

az+b
flz)=z= P

=c?+(a-d)z—-b=0

oo (a—d)++/(a—d)?+4bc

2c

Jos Mobius-kuvaus on normalisoitu, eli ad — bc = 1, niin

(a —d) + Va2 + d? — 2ad + 4bc
Z:

2c
_ (a—d) £Va® +d? +2ad — 4ad + 4bc
B 2c
_(a-d)x(a+d)?-4(ad-bc) (a-d)x~(a+d)?-4
B 2c B 2c '

[7,s.152]

Yleinen kaava kiintopisteille on

(a-d)£(a+d?-4 5.

2c

e =

Erikoistapauksessa (a+d) = +£2, kuvauksella on vain yksi kiintopiste & = (az_c ,d) . Tassd tapauksessa

Mobius-kuvaus on parabolinen. [7, s.152]

Lause 5.3. On olemassa tismdlleen yksi Mobius-kuvaus f : Co, — Coo, joka kuvaa kolme joukon

Coo pistettd w1, wa ja ws pisteiksi 71, 22 ja z3. [5, lause 9.22]
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Todistus. Olkoon f ja g Mobius-kuvauksia, jotka kuvaavat pisteet wi, wo ja w3 kuvapisteiksi
21,22 ja z3. Tarkastellaan yksikisitteisyytti. Nyt f~! o g on Mobius-kuvaus, jonka kiintopisteet
ovat wy, wy ja wi. Koska Mobius-kuvauksella on enemmén kuin kaksi kiintopistettd vain, kun se

on identiteettikuvaus f(z) = z, niin f = g. O]

Lause 5.4. Mébius-kuvaus, jolla on kiintopiste & = oo, on aina muotoa
f(z)=Az+B, ABeC, a#0.

Todistus. Olkoon f(z) = %2 Niemme kaavasta (5.1), etti kiintopiste on oo, kun ¢ = 0, jolloin

cz+d
az+b az b
&= ra~a a
Toisaalta, jos & = oo, niin
fleo) =2 = oo,
jolloin ¢ = 0. 0

Madéritelma 5.5. Pisteiden z, 71, 22, 23 € Co kaksoissuhde on z:n kuva Mobius-kuvauksessa, joka

on muotoa

_ (z-z2)(z2 - z3)
[z, 21, 22, 23]

= 5.2
(z—z3)(z2—21)° ©2)

ja kuvaa pisteet z1, z2, z3 pisteisiin 1, 0, co. Kaksoissuhde on invariantti Mobius-kuvauksissa [1, s.

79, madritelma 12]. [8, miiritelma 6]

Lause 5.6. Olkoon 71,72, 23, 24 neljd erillistd pistettd joukossa Co ja f jokin Mobius-kuvaus.
Tdlloin

[f(21), f(22), f(23), f(z4)] = [21, 22, 23, 24]. (5.3)

[4,s.79, lause 12.]

Todistus. Todistus on suoraviivainen. Olkoon g(z) = [z, z2, 23, z4]. Télloin, mdéritelmén mukaan g
kuvaa pisteet (22, 23, 24) pisteiksi (1,0, ), ja f o g~! kuvaa pisteet ( f(z2), f(z3), f(z4)) pisteiksi

(1,0, 00). Téll6in médritelméin mukaan,
[f(21). f(22), f(23). f(za)] = (f 0 g7 ) (21) = g(21)[21, 22, 23, 24].
O

Lauseen 5.5 avulla voidaan aina l0ytdd Mobius-kuvaus, joka kuvaa kolme tiedettyd pistettd

(z1, 22, z3) pisteiksi (wy, wy, w3) ratkaisemalla yhtdlo
[w, w1, w2, w3] = [z, 21, 22, 23]

muuttujan w suhteen.
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Esimerkki 5.7. Etsi Mobius-kuvaus, joka kuvaa pisteet (0, 1, —1) pisteiksi (i, 4, —2).

Lasketaan kaksoissuhteet molemmille pisteille,

_@-00d-(=1D) 2z
T (z=(=1))(1-0)  z+1

[Z’ 0’ 1’ _1]

_(w-D(@E-(-2) _ (6w —6i)
S W= (2@ =) (w+2)(4-i)

[w,i,4,-2]
Joten Mobius kuvaus, joka kuvaa pisteet (1,0, —1) pisteiksi (i, 4, —2) saadaan ratkaisemalla yhtilo

2 (w-D(A-(-2)
@+ w-(2E-)

Yhtdlosta saadaan ratkaisuksi
(8+i)z+3i

(-1+i)z+3’

w=[f(2) =

joka on pyydetty Mobius-kuvaus. [8, s. 16]

Lause 5.8. Kaksoissuhde on reaalinen, jos ja vain jos kaksoissuhteen pisteet (z1, 22, 23, 24) Sijoit-

tuvat saman ympyrdn kehdille tai suoralle.

Todistus. Olkoon g(z) = [z, 21,22, z3]. Talloin g(z) on reaalinen, jos ja vain jos [z, z1, 22, 23] on
reaalinen. Talloin,

zllz1,22,23,24) € R=2|g(z) e R=z]z € g7 (R).

Osoitetaan, ettd kiinteinen kuvaus joukosta R, on ympyrd tai suora missd tahansa Mobius-

kuvauksessa. Olkoon nyt,
az+b

cz+d’

8(2) =
Josz=xeRjaw =g ! # oo, niinx = g(w) € Rjag(w)=g(w). Nyt,

az+b az+b

cz+d  cZ+d

[3, lause 3.10] OJ
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6. YHTEENVETO

Mobius-kuvauksilla on monenlaisia ominaisuuksia, joita tidssa tydssd kidytiin ldpi. Tyossi tarkastel-
tiin ensin tirkeitd kompleksilukujen kasitteitd, kuten laajennettu kompleksitaso ja yleistetyt ympy-
rdt ja suorat. Tdmaén jilkeen midriteltiin Mobius-kuvaukset ja tarkasteltiin niihin liittyvid sddntoja

ja lauseita.

Seuraavaksi tarkasteltiin neljdd yksinkertaista kuvausta, joista jokainen M&bius-kuvaus on mah-
dollista muodostaa. Tarkasteltiin myds muun muassa Mobius-kuvausten kidnteiskuvausta, ja osoi-

tettiin, ettd Mobius-kuvausten joukko ja yhdiste-operaatio muodostavat ryhmén.

Viimeiseksi tyossd tarkasteltiin vield ominaisuuksia liittyen Mdbius-kuvausten kiintopisteisiin ja
kaksoissuhteeseen. Ndmi ovat erittiin tidrkeitd ominaisuuksia Mobius-kuvauksille. Yksi tirkeim-
mistd ominaisuuksista lause 5.5, jonka avulla voidaan 16yt44 Mobius-kuvaus, joka kuvaa kolme

tiedettyd pistettd z1, zo, z3 pisteiksi wi, wa, ws.

Kaiken kaikkiaan ty0ssé saatiin hyvin esiteltyi Mobius-kuvaukset ja niiden perusominaisuudet.
Ty0ssi ei kuitenkaan ehditty tarkastelemaan esimerkiksi Mobius-kuvausten konformisuutta, koska
tdma olisi vaatinut myos konformisuuden tarkastelua yleisemmin, joka olisi ollut hieman turhan
laaja aihe tdhédn tyohon. Mobius-kuvauksista ja niiden ominaisuuksista 16ytyy kuitenkin paljon

lisdd yksityiskohtaista tietoa muun muassa alla esitetyistd ldhteista.
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