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Tämän tutkielman tarkoitus on perehdyttää lukija Möbius-kuvauksiin. Tutkielmassa esitellään
ja määritellään Möbius-kuvaukset ja käydään läpi joitain niiden tärkeimmistä ominaisuuksis-
ta. Möbius-kuvaukset ovat laajennetun kompleksitason kuvauksia, joita myös joskus kutsutaan
bilineaarikuvauksiksi. Työn teoria pohjautuu erinäisiin kirjallisuuslähteisiin, joista tärkeimpiä ja
eniten käytettyjä olivat Tristan Needhamin Visual Complex Analysis ja Tero Kilpeläisen Komplek-
sianalyysi.

Työn alussa käydään läpi laajennetun kompleksitason määritelmä ja laskutoimitukset. Nämä
ovat tärkeitä käsitteitä, joita hyödynnetään myöhemmin tutkielmassa, kun määritellään Möbius-
kuvausten ominaisuuksia. Tämän jälkeen tutkielmassa määritellään itse Möbius-kuvaukset ja
Möbius-kuvausten normalisoitu muoto, sekä todistetaan Möbius-kuvausten määritelmässä esiin-
tyviä ehtoja.

Työn neljännessä luvussa käydään läpi miten jokainen Möbius-kuvaus voidaan hajoittaa
kolmeksi yksinkertaiseksi kuvaukseksi: siirto, kierto ja inversio. Osoitetaan myös, että kahden
Möbius-kuvauksen yhdiste on myös Möbius-kuvaus. Tämän jälkeen todistetaan, että jokaiselle
Möbius-kuvaukselle voidaan löytää käänteisfunktio ja Möbius-kuvaukset ovat bijektioita. Näi-
den ominaisuuksien pohjalta työssä osoitetaan seuraavaksi, että Möbius-kuvaukset muodosta-
vat ryhmän.

Tutkielman viimeisessä luvussa käydään vielä läpi yksi Möbius-kuvausten tärkeimmistä omi-
naisuuksista, kaksoissuhde. Tämän ominaisuuden avulla voidaan esimerkiksi aina löytää Möbius-
kuvaus, joka kuvaa kolme tiedettyä pistettä toiseksi tiedetyksi kolmen pisteen joukoksi. Tässä
luvussa myös määritellään Möbius-kuvausten kiintopisteet ja muutama muu ominaisuus, kuten
esimerkiksi kaksoissuhteen reaalisuus.

Tutkielman myötä lukija saa hyvän pohjakäsityksen Möbius-kuvauksista. Möbius-kuvauksia
sovelletaan monella eri osa-alueella kompleksianalyysissa. Esimerkiksi tarkasteltaessa Rie-
mannin palloa ja kompleksitason geometriaa, on Möbius-kuvauksista ja niiden ominaisuudesta
kuvata ympyrät ja suorat ympyröiksi ja suoriksi erittäin paljon hyötyä. Möbius-kuvauksilla on
myös monia sovelluksia tieteessä muun muassa suhteellisuusteoriassa ja aivokuvauksessa.

Avainsanat: möbius, kuvaukset, kompleksiluvut, kaksoissuhde, kiintopisteet

Tämän julkaisun alkuperäisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1. JOHDANTO

Möbius-kuvaukset ovat saksalaisen matemaatikon August Ferdinand Möbiuksen (1790-1868) mu-
kaan nimettyjä kompleksisia rationaalifunktioita, joilla on monenlaisia hyödyllisiä ominaisuuksia
ja sovelluksia muun muassa suhteellisuusteoriassa ja aivokuvauksessa. Möbius-kuvausten tärkeim-
piin ominaisuuksiin kuuluu esimerkiksi se, että Möbius-kuvaukset ovat konformisia kuvauksia, eli
ne säilyttävät kulmat kuvauksissa.

Toinen tärkeä ominaisuus Möbius-kuvauksilla on se, että ne kuvaavat ympyrät ja suorat ympyröik-
si tai suoriksi. Tätä ominaisuutta hyödynnetään usein tarkasteltaessa kompleksitason geometriaa ja
esimerkiksi Riemannin palloa, joka on käytännössä kompleksitaso, johon on lisätty äärettömyys-
piste. Tätä ominaisuutta tarkastellaan tarkemmin tutkielman luvussa 4.

Tutkielma alkaa sillä, että määritellään Laajennetun kompleksitason laskutoimitukset. Tästä jatke-
taan määrittelemään itse Möbius-kuvaukset ja todistetaan Möbius-kuvausten vaatimukset.

Seuraavaksi tutkielmassa esitellään yksinkertaisimmat Möbius-kuvaukset esimerkkien kautta ja
osoitetaan muutamia Möbius-kuvausten ominaisuuksia, kuten esimerkiksi se, että kahden Möbius-
kuvauksen yhdiste on myös Möbius-kuvaus ja se, että jokainen Möbius-kuvaus voidaan hajoittaa
yksinkertaisiksi kuvauksiksi siirto, kierto ja inversio.

Viimeisenä tutkielmassa tarkastellaan vielä Möbius-kuvausten kaksoissuhdetta ja kiintopisteitä.
Tässä kappaleessa osoitetaan nämä Möbius-kuvausten ominaisuudet ja tarkastellaan niiden hyö-
dyntämistä esimerkkien kautta.

Lukĳalta edellytetään perustason kompleksianalyysin osaaminen. Esimerkiksi lukĳan olisi hyvä
osata kompleksilukujen laskutoimitukset ja kompleksisten funktioiden perusteet.
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2. LAAJENNETTU KOMPLEKSITASO

Tässä luvussa määritellään ja käydään läpi laajennettu kompleksitaso, joka on olennainen tieto
työn kannalta. Lukĳan oletetaan osaavan perusteet kompleksiluvuista ja kompleksianalyysistä.

Määritelmä 2.1. Laajennettu kompleksitaso on joukko ℂ∞ = ℂ∪∞, eli kompleksilukujen joukko,
mihin on lisätty äärettömyyspiste ∞.

Määritellään laskutoimitukset laajennetussa kompleksitasossa samaan tapaan kuin laajennetun
reaalitason tapauksessa:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧 + ∞ = ∞ + 𝑧 = ∞, 𝑧 ∈ ℂ∞

𝑧 −∞ = ∞− 𝑧 = ∞, 𝑧 ∈ ℂ

∞ · 𝑧 = 𝑧 · ∞ = ∞, 𝑧 ∈ ℂ∞\{0}
𝑧
∞ = 0, 𝑧 ∈ ℂ

𝑧
0 = ∞, 𝑧 ∈ ℂ∞\{0}.

Laajennetussa kompleksitasossa ei määritellä laskutoimituksia⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞−∞,

0 · ∞,

0
0 ,

∞
∞ .

[5, s. 134]

Määritelmä 2.2. Kompleksitason ympyröitä ja suoria, joihin yhdistetään äärettömyyspiste ∞ kut-
sutaan yleistetyiksi ympyröiksi ja yleistetyiksi suoriksi.

Yleistetyn suoran yhtälö voidaan esittää samaan tapaan, kuin kompleksitason suoran yhtälö. Jos
𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, niin suoran yhtälö on

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0, 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ (2.1)

missä 𝑎, 𝑏 ja 𝑐 ovat vakioita.



3

Toisaalta yhtälö (2.1), hyödyntämällä kompleksikonjugaatin ominaisuuksia, voidaan myös esittää
muodossa

𝑎
𝑧 + 𝑧

2
+ 𝑏

𝑧 − 𝑧

2𝑖
+ 𝑐 = 0

𝑎𝑧

2
+ 𝑎𝑧

2
+ 𝑏𝑧

2𝑖
− 𝑏𝑧

2𝑖
+ 𝑐 = 0

𝑧

2
(𝑎 + 𝑏

𝑖
) + 𝑧

2
(𝑎 − 𝑏

𝑖
) + 𝑐 = 0

𝑧( 𝑎 − 𝑖𝑏

2
) + 𝑧( 𝑎 + 𝑖𝑏

2
) + 𝑐 = 0

𝐵𝑧 + 𝐵𝑧 + 𝑐 = 0, (2.2)

missä

𝐵 =
𝑎 − 𝑖𝑏

2
.

Kompleksitasossa ympyrän, jonka keskipiste on 𝑤 ja säde 𝑟 , yhtälö voidaan esittää muodossa

|𝑧 − 𝑤 | = 𝑟. (2.3)

Hyödyntämällä kompleksikonjugaatin ominaisuuksia voidaan ympyrän yhtälö saattaa muotoon,

|𝑧 − 𝑤 |2 = 𝑟2

(𝑧 − 𝑤) (𝑧 − 𝑤) = 𝑟2

𝑧𝑧 − 𝑧𝑤 − 𝑧𝑤 + 𝑤𝑤 − 𝑟2 = 0. (2.4)

[5, s. 135]
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3. MÖBIUS-KUVAUKSET

Tässä luvussa määritellään Möbius-kuvaukset.

Määritelmä 3.1. Rationaalifunktioita 𝑓 : ℂ∞ → ℂ∞,

𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
, 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0, (3.1)

missä 𝑎, 𝑏, 𝑐 ja 𝑑 ovat kompleksilukuja, kutsutaan Möbius-kuvauksiksi. [6, s. 25] Möbius-kuvauksia
kutsutaan myös toisella nimellä bilineaarikuvauksiksi. Möbius-kuvausten määrittelyjoukko on
laajennettu kompleksitaso ℂ∞ = ℂ ∪ {∞}. Tämän seurauksena Möbius-kuvaukset ovat myös
bĳektioita. Ehto 𝑎𝑑−𝑏𝑐 ≠ 0 varmistaa, ettei f ole vakiofunktio. Tarkastellaan tätä vielä seuraavaksi
hieman tarkemmin.

Lause 3.2. Möbius-kuvaus f on vakiofunktio, jos ja vain jos 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 0.

Todistus. Olkoon f vakiofunktio ja 𝑧, 𝑤 ∈ ℂ. Tarkastellaan yhtälöä

𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
=
𝑎𝑤 + 𝑏

𝑐𝑤 + 𝑑
= 𝑓 (𝑤)

⇔ (𝑐𝑤 + 𝑑) (𝑎𝑧 + 𝑏) = (𝑐𝑧 + 𝑑) (𝑎𝑤 + 𝑏)

⇔ 𝑎𝑐𝑧𝑤 + 𝑑𝑎𝑧 + 𝑏𝑐𝑤 + 𝑏𝑑 = 𝑎𝑐𝑧𝑤 + 𝑑𝑎𝑤 + 𝑏𝑐𝑧 + 𝑏𝑑

⇔ 𝑎𝑑𝑧 + 𝑏𝑐𝑤 = 𝑎𝑑𝑤 + 𝑏𝑐𝑧,

joka toteutuu vain, kun 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐 ⇒ 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 0, tai jos 𝑧 = 𝑤.

Jos taas 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 0 eli 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐, niin

𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
=

𝑐𝑎𝑧 + 𝑐𝑏

𝑐(𝑐𝑧 + 𝑑) =
𝑐𝑎𝑧 + 𝑎𝑑

𝑐(𝑐𝑧 + 𝑑) =
𝑎(𝑐𝑧 + 𝑑)
𝑐(𝑐𝑧 + 𝑑) =

𝑎

𝑐
,

joka on vakiofunktio.

Eli voidaan todeta, että Möbius-kuvaus f on vakiofunktio, jos ja vain jos 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 0.
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Lause 3.3. Olkoon f jokin Möbius-kuvaus. Jos 𝑐 = 0, niin⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧+𝑏

𝑑
, 𝑧 ∈ ℂ

𝑓 (∞) = ∞.

Jos 𝑐 ≠ 0, niin ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧+𝑏

𝑐𝑧+𝑑 , 𝑧 ∈ ℂ\{ −𝑑
𝑐
}

𝑓 ( −𝑑
𝑐
) = ∞

𝑓 (∞) = 𝑎
𝑐
.

[5, määritelmä 9.13]

Todistus. Osoitetaan lauseen tulokset johtamalla ne laajennetun kompleksitason laskutoimitusten
avulla. Olkoon

𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
, 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0

jokin Möbius-kuvaus.

Jos 𝑐 = 0, niin
𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

0 · 𝑧 + 𝑑
=
𝑎𝑧 + 𝑏

𝑑
,

ja

𝑓 (∞) = 𝑎 · ∞ + 𝑏

𝑑

=
∞ + 𝑏

𝑑

=
1
𝑑
· ∞ = ∞.

Koska tässä tapauksessa 𝑐 = 0, jolloin 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 𝑎𝑑 − 0 = 𝑎𝑑 ≠ 0, niin on oltava 𝑎 ≠ 0 ja 𝑑 ≠ 0.

Jos taas 𝑐 ≠ 0, niin

𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
, 𝑧 ∈ ℂ\{−𝑑

𝑐
}

ja
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𝑓 ( −𝑑
𝑐
) =

𝑎 · −𝑑
𝑐

+ 𝑏

𝑐 · −𝑑
𝑐

+ 𝑑

=
𝑎 · −𝑑

𝑐
+ 𝑏

𝑑 − 𝑑

=
𝑎 · −𝑑

𝑐
+ 𝑏

0

=
− 1

𝑐
(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)

0
= ∞, 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0,

ja

𝑓 (∞) = 𝑎 · ∞ + 𝑏

𝑐 · ∞ + 𝑑

=
𝑎 + 𝑏

∞
𝑐 + 𝑑

∞

=
𝑎 + 0
𝑐 + 0

=
𝑎

𝑐
.

Nyt lauseen 3.3 laskut on todistettu ja ne voidaan ottaa käyttöön sellaisenaan myöhemmin.

Määritelmä 3.4. Normalisoitu Möbius-kuvaus on kuvaus siten että,

𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
, 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1, (3.2)

missä 𝑎, 𝑏, 𝑐 ja 𝑑 ovat kompleksilukuja.

Jokainen Möbius-kuvaus voidaan normalisoida jakamalla kertoimet 𝑎, 𝑏, 𝑐 ja 𝑑 luvulla
√
𝑎𝑑 − 𝑏𝑐.

Normalisoidaan jokin muotoa 𝑓1 =
𝑎1𝑧+𝑏1
𝑐1𝑧+𝑑1

oleva Möbius-kuvaus, niin huomataan että

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 =
𝑎1√

𝑎1𝑑1 − 𝑏1𝑐1

𝑑1√
𝑎1𝑑1 − 𝑏1𝑐1

− 𝑏1√
𝑎1𝑑1 − 𝑏1𝑐1

𝑐1√
𝑎1𝑑1 − 𝑏1𝑐1

=
𝑎1𝑑1 − 𝑏1𝑐1
𝑎1𝑑1 − 𝑏1𝑐1

= 1.

Normalisoitu muoto on hyödyksi, kun tarkastellaan yleisten Möbius-kuvausten ominaisuuksia. [7,
s. 150]
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4. MÖBIUS-KUVAUSTEN OMINAISUUKSIA

4.1 Neljä yksinkertaista kuvausta

Kaikki Möbius-kuvaukset voidaan esittää neljän yksinkertaisen kuvauksen yhdisteenä. Nämä ku-
vaukset ovat graafisesti ajateltuina siirto, kierto, suurentaminen ja inversio. Tässä luvussa tarkas-
telemme näitä kuvauksia ja niiden määritelmiä.

Kuvausta
𝑓 (𝑧) = 𝑧 + 𝑏, (4.1)

missä 𝑏 on jokin kompleksilukuvakio, kuvaa siirto-operaatiota, joka siirtää kuvattavia pisteitä
vakion 𝑏 verran kompleksitasossa. Jos asetetetaan 𝑏 = 0, niin 𝑓 (𝑧) = 𝑧. Toisin sanoen, yksikään
kuvattavista pisteistä ei jää alkuperäiseen sĳaintiinsa, kun 𝑏 ≠ 0, vaan siirtyy suuntaan, jonka
määrittää vakio 𝑏. [4, s. 271]

Siirto on selkeästi Möbius-kuvaus, kun 𝑎 = 1, 𝑐 = 0, 𝑑 = 1. Tällöin

𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
=

1 · 𝑧 + 𝑏

0 · 𝑧 + 1
= 𝑧 + 𝑏.

Kuvaus
𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 (4.2)

kuvaa kierto- ja skaalausoperaatiota. Kun 𝑎 esitetään polaarimuodossa, saa yhtälö (4.2) muodon

𝑤 = |𝑎 |𝑒𝑖𝛼𝑧.

Tästä muodosta nähdään selkeästi, että kun |𝑎 | = 1 tapahtuu pelkkä kierto-operaatio, joka kiertää
kuvattavia pisteitä kulman 𝛼 verran. Jos 𝛼 = 𝑛2𝜋, 𝑛 ∈ ℤ, niin 𝑎 ∈ ℝ, jolloin tapahtuu pelkkä
skaalausoperaatio. Kun 𝑎 > 1 tapahtuu suurentaminen, eli kuvattavien pisteiden etäisyys origosta
kasvaa, ja kun 0 < 𝑎 < 1 tapahtuu pienentäminen, jossa pisteet lähenevät origoa. Tilanteessa, jossa
𝑎 < 0, kuvautuvat pisteet peilikuvana origon suhteen, jos 𝑎 = −1, saadaan täysin symmetrinen
peilikuva. [4, s. 272]

Kierto on myös helppo osoittaa Möbius-kuvaukseksi, kun asetetaan 𝑏 = 0, 𝑐 = 0 ja 𝑑 = 1. Tällöin

𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
=

𝑎𝑧 + 0
0 · 𝑧 + 1

= 𝑎𝑧.
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Kuvausta
𝑓 (𝑧) = 1

𝑧
(4.3)

kutsutaan inversioksi. [4] Esitetään 𝑧 polaarimuodossaan, jolloin yhtälö (4.3) saa muodon

𝑓 (𝑧) = 1
|𝑧 |𝑒𝑖 𝜃 =

1
|𝑧 | 𝑒

−𝑖 𝜃 .

Inversio-operaatiolle huomataan, että 𝑓 (∞) = 0 ja 𝑓 (0) = ∞, eli inversio vaihtaa äärettömyys-
pisteen ja origon paikkaa. Inversio-operaatio kuvaa pisteen 𝑟𝑒𝑖 𝜃 pisteeksi 1

𝑟
𝑒−𝑖 𝜃 , josta voidaan

huomata että uuden pisteen etäisyys origosta on käänteinen verrattuna lähtöpisteeseen, ja uusi kul-
ma on vastakkainen lähtöpisteen kulmaan verrattuna. Huomataan myös ominaisuus, että piste, joka
on yksikkökiekon sisällä, kuvautuu yksikkökiekon ulkopuolelle, ja päinvastoin. [7, s. 124]

Tätä voidaan vielä selventää tarkastelemalla yksikkökiekon 𝐷 (0, 1) = {𝑧 ∈ ℂ : |𝑧 | < 1} kuvaa
inversiossa, joka on {𝑧 ∈ ℂ : |𝑧 | > 1}. Yksikkökiekon sisällä olevat pisteet siis kuvautuvat kiekon
ulkopuolelle.

Myös inversio on Möbius-kuvaus, kun 𝑎 = 0, 𝑏 = 1, 𝑐 = 1 ja 𝑑 = 0. Tällöin funktio

𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
=

0 · 𝑧 + 1
1 · 𝑧 + 0

=
1
𝑧
.

Lause 4.1. Jokainen Möbius-kuvaus on yhdistelmä kuvauksista

𝑓1 = 𝑧 + 𝛽, 𝑓2 =
1
𝑧
, 𝑓3 = 𝜆𝑧, 𝑏𝑐 − 𝑎𝑑 ≠ 0.

Todistus. Kun 𝑐 = 0, voidaan Möbius-kuvaus

𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑

esittää muodossa
𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

0 · 𝑧 + 𝑑
=

𝑎

𝑑
𝑧 + 𝑏

𝑑
.

Tästä muodosta huomataan, että
𝑓 = 𝑓1 ◦ 𝑓2 = 𝜆𝑧 + 𝛽,

kun 𝛽 = 𝑏
𝑑

ja 𝜆 = 𝑎
𝑑
.

Jos taas 𝑐 ≠ 0, voidaan 𝑓 esittää muodossa

𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
=

𝑏𝑐 − 𝑎𝑑

𝑐2(𝑧 + 𝑑
𝑐
)
+ 𝑎

𝑐
,

joka on yhdiste
𝑓 = 𝑓1 ◦ 𝑓2 ◦ 𝑓3 =

𝜆

𝑧
+ 𝛽,

kun 𝜆 = 𝑏𝑐−𝑎𝑑
𝑐2 , 𝛽 = 𝑎

𝑐
ja 𝑓3 = 1

𝑧+ 𝑑
𝑐

.
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Joten kaikki Möbius-kuvaukset voidaan esittää siirto-, kierto- ja inversio-kuvausten yhdistelmänä.

Lause 4.2. Yhdiste kahdesta Möbius-kuvauksesta on myös Möbius-kuvaus.

Todistus. Olkoon,
𝑓 (𝑧) = 𝑎1𝑧 + 𝑏1

𝑐1𝑧 + 𝑑1
𝑗𝑎 𝑔(𝑧) = 𝑎2𝑧 + 𝑏2

𝑐2𝑧 + 𝑑2

Möbius-kuvauksia siten, että 𝑎1𝑑1 − 𝑏1𝑐1 ≠ 0 ja 𝑎2𝑑2 − 𝑏2𝑐2 ≠ 0.

Funktioiden yhdiste on muotoa,

𝑓 (𝑔(𝑧)) =
𝑎1( 𝑎2𝑧+𝑏2

𝑐2𝑧+𝑑2
) + 𝑏1

𝑐1( 𝑎2𝑧+𝑏2
𝑐2𝑧+𝑑2

) + 𝑑1

=
𝑎1𝑎2𝑧 + 𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑐2𝑧 + 𝑏1𝑑2
𝑐1𝑎2𝑧 + 𝑐1𝑏2 + 𝑑1𝑐2𝑧 + 𝑑1𝑑2

=
(𝑎1𝑎2 + 𝑐1𝑏2)𝑧 + (𝑎2𝑏1 + 𝑑1𝑏2)
(𝑎1𝑐2 + 𝑐1𝑑2)𝑧 + (𝑐2𝑏1 + 𝑑1𝑑2)

.

Nyt

(𝑎1𝑎2 + 𝑐1𝑏2) (𝑐2𝑏1 + 𝑑1𝑑2) − (𝑎2𝑏1 + 𝑑1𝑏2) (𝑎1𝑐2 + 𝑐1𝑑2)

= 𝑎1𝑎2𝑐2𝑏1 − 𝑎1𝑎2𝑐2𝑏1 + 𝑐1𝑏1𝑐2𝑏2 + 𝑎1𝑎2𝑑1𝑑2 − 𝑑1𝑏2𝑎1𝑐2

− 𝑎2𝑏1𝑐1𝑑2 + 𝑐1𝑏2𝑑1𝑑2 − 𝑐1𝑏2𝑑1𝑑2

= 𝑐1𝑐2𝑏1𝑏2 + 𝑎1𝑎2𝑑1𝑑2 − 𝑎1𝑏2𝑐2𝑑1 − 𝑎2𝑏1𝑐1𝑑2

= (𝑎1𝑑1 − 𝑏1𝑐1) (𝑎2𝑑2 − 𝑏2𝑐2) ≠ 0,

koska molemmat 𝑎1𝑑1 − 𝑏1𝑐1 ≠ 0 ja 𝑎2𝑑2 − 𝑏2𝑐2 ≠ 0. Joten 𝑓 ◦ 𝑔 on myös Möbius kuvaus.

Lause 4.3. Möbius-kuvaukset ovat bĳektioita, ja jokaisella Möbius-kuvauksella on olemassa kään-
teisfunktio, joka on myös Möbius-kuvaus.

Todistus. Valitaan,
𝑤 = 𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
, 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0. (4.4)

Kun 𝑧 ≠ −𝑑
𝑐
,∞, niin on helppo nähdä, että f on jatkuva funktio, koska molemmat 𝑔1(𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

ja 𝑔2(𝑧) = 𝑐𝑧 + 𝑑 ovat jatkuvia. Toisaalta

lim
𝑧→ −𝑑

𝑐

𝑓 (𝑧) =
𝑎 −𝑑

𝑐
+ 𝑏

𝑐 −𝑑
𝑐

+ 𝑑
=
𝑎 −𝑑

𝑐
+ 𝑏

0
= ∞,

ja

lim
𝑧→∞

𝑓 (𝑧) = 𝑓 (∞) = 𝑎

𝑐
, 𝑐 ≠ 0,
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ja
lim
𝑧→∞

𝑓 (𝑧) = 𝑓 (∞) = ∞, 𝑐 = 0.

Joten 𝑓 (𝑧) on jatkuva myös silloin, kun 𝑧 = −𝑑
𝑐
,∞.

Ratkaistaan seuraavaksi yhtälöstä (4.4) käänteisfunktio 𝑓 −1(𝑧).

𝑤 = 𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑

⇔(𝑐𝑧 + 𝑑)𝑤 = 𝑎𝑧 + 𝑏

⇔𝑑𝑤

𝑧
+ 𝑐𝑤 = 𝑎 + 𝑏

𝑧

⇔𝑑𝑤 − 𝑏

𝑧
= −𝑐𝑤 + 𝑎

⇔𝑧 = 𝑓 −1(𝑧) = 𝑑𝑤 − 𝑏

−𝑐𝑤 + 𝑎
, (4.5)

ja
𝑑𝑎 − (−𝑏) (−𝑐) = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0.

Voidaan myös laskea, että 𝑓 −1( 𝑓 (𝑧)) = 𝑧 ja 𝑓 ( 𝑓 −1(𝑤)) = 𝑤 kaikilla 𝑧, 𝑤 ∈ ℂ∞. Joten Möbius-
kuvaus 𝑓 (𝑧) on jatkuva, ja sillä on olemassa käänteisfunktio 𝑓 −1(𝑤). Selvästi myös Möbius-
kuvaukset ovat bĳektioita joukossa ℂ∞.

Lause 4.4. Möbius-kuvaukset muodostavat ryhmän, joka tunnetaan nimellä Möbiuksen-ryhmä. [7,
s. 151]

Todistus. Tarkastellaan yleistä ryhmän määritelmää Möbius-kuvausten tapauksessa. Yleinen ryh-
mä on jokin joukko 𝐴, jossa on määritelty jokin binäärioperaatio ◦, joka toteuttaa seuraavat kohdat:
1. Operaatio ◦ on suljettu joukossa 𝐴

2. Operaatio ◦ on liitännäinen joukossa 𝐴

3. Neutraalialkio on olemassa

4. Joukon jokaiselle alkiolle löydetään käänteisalkio

Osoitetaan nyt nämä ominaisuudet Möbius-kuvausten ryhmälle 𝑀 , jossa on operaationa kuvausten
yhdistäminen ◦.

1. Lauseessa 4.2 osoitettiin, että kahden Möbius-kuvauksen yhdiste on myös Möbius-kuvaus, joten
laskutoimitus ◦ on suljettu joukossa 𝑀 .

2. Olkoon 𝑓1, 𝑓2 ja 𝑓3 joukon M kuvauksia. Nyt kaikille 𝑧 ∈ ℂ

𝑓1 ◦ ( 𝑓2 ◦ 𝑓3) = 𝑓1(( 𝑓2 ◦ 𝑓3)) = 𝑓1( 𝑓2( 𝑓3)) = 𝑓1 ◦ 𝑓2( 𝑓3) = ( 𝑓1 ◦ 𝑓2) ◦ 𝑓3,
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joten laskutoimitus ◦ on liitännäinen joukossa M.

3. Olkoon kuvaus 𝑓1(𝑧) = 𝑧 identtinen kuvaus, jolle 𝑎1 = 𝑑1 = 1, 𝑏1 = 𝑐1 = 0, ja olkoon 𝑓2(𝑧)
jokin Möbius-kuvaus. Nyt 𝑎1𝑑1 − 𝑏1𝑐1 = 1 − 0 ≠ 0, ja

𝑓2(𝑧) ◦ 𝑓1(𝑧) =
𝑎2𝑧 + 𝑏2
𝑐2𝑧 + 𝑑2

◦ 1 · 𝑧 + 0
0 · 𝑧 + 1

=
𝑎2𝑧 + 𝑏2
𝑐2𝑧 + 𝑑2

◦ 𝑧

= 𝑧 ◦ 𝑎2𝑧 + 𝑏2
𝑐2𝑧 + 𝑑2

=
𝑎2𝑧 + 𝑏2
𝑐2𝑧 + 𝑑2

= 𝑓2(𝑧),

joten joukossa M on olemassa neutraalialkio operaation ◦ suhteen.

4. Lauseessa 4.3 osoitettiin, että jokaisella Möbius-kuvauksella on olemassa käänteiskuvaus

𝑓 −1 =
𝑑𝑤 − 𝑏

−𝑐𝑤 + 𝑎
,

kun 𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧+𝑏
𝑐𝑧+𝑑 .

Joten voidaan todeta, että Möbius-kuvausten joukko M ja laskutoimitus ◦ muodostavat Möbiuksen
ryhmän (𝑀, ◦).

Lause 4.5. Möbius-kuvaukset kuvaavat laajennetun kompleksitason ympyrät ja suorat, ympyröiksi
ja suoriksi laajennetussa kompleksitasossa.

Todistus. Lauseen 4.1 nojalla, jokainen Möbius-kuvaus saadaan yhdistämällä siirto, kierto ja
inversio.

On selvää, että siirto- ja skaalausoperaatio, kuvaukset 𝑓1 = 𝑧 + 𝛽 ja 𝑓2 = 𝜆𝑧, säilyttävät suorat suo-
rina ja ympyrät ympyröinä. Näissä kuvauksissa myös äärettömyyspiste kuvautuu äärettömyyteen
𝑓 (∞) = ∞.

Tarkasteltavaksi jää vielä inversio, 𝑓 = 1
𝑧
.

Ympyrän yhtälö (2.4) on muotoa

𝑧𝑧 − 𝑧𝛾 − 𝑧𝛾 + 𝛾𝛾 − 𝑟2 = 0.

Esitetään tämä yhtälö muodossa

𝐴𝑧𝑧 − 𝐵𝑧 − 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0, (4.6)

missä 𝐴 on jokin reaaliluku, 𝐵 = 𝛾, 𝐶 = 𝛾 ja 𝐷 = |𝛾 |2 − 𝑟2.

Nyt inversiossa 𝑤 = 𝑓 (𝑧) = 1
𝑧
, eli 𝑧 = 1

𝑤
. Sĳoitetaan tämä yhtälöön (4.6). Tällöin yhtälö (4.6)

saadaan muotoon
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𝐴
1
𝑤

1
𝑤

− 𝐵
1
𝑤

− 𝐶
1
𝑤

+ 𝐷 = 0

⇔𝐴
1
𝑤

− 𝐵 − 𝐶
𝑤

𝑤
+ 𝐷𝑤 = 0

⇔𝐴 − 𝐵𝑤 − 𝐶𝑤 + 𝐷𝑤𝑤 = 0

⇔𝐷𝑤𝑤 − 𝐶𝑤 − 𝐵𝑤 + 𝐴 = 0,

joka on myös yleistetyn ympyrän yhtälö. Joten yleistetyn ympyrän kuva inversiossa on yleinen
ympyrä.

Tarkastellaan vielä erikseen inversiota origon kautta kulkevaan suoraan ja suoraan, joka ei kulje
origon kautta.

Origon kautta kulkeva suora voidaan esittää muodossa 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖 𝜃 , missä 𝜃𝑖𝑛ℝ on vakio ja 𝑟𝑖𝑛ℝ.

Inversio origon kautta kulkevan suoran pisteistä olisi

𝑓 (𝑧) = 1
𝑧
=

1
𝑟𝑒𝑖 𝜃

=
1
𝑟
𝑒−𝑖 𝜃 ,

joka on selvästi myös origon kautta kulkeva suora.

Suora, joka ei kulje origon kautta, voidaan esittää yhtälöllä (2.1)

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0, 𝑐 ≠ 0.

Näiden pisteiden inversio on muotoa 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣, missä 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ ja 𝑤 = 𝑓 (𝑧) = 1
𝑧
.

Nyt
𝑧 =

1
𝑤

=
1

𝑢 + 𝑖𝑣
=

𝑢 − 𝑖𝑣

𝑢2 + 𝑣2 ,

missä
𝑥 =

𝑢

𝑢2 + 𝑣2 , 𝑦 = − 𝑣

𝑢2 + 𝑣2 .

Sĳoitetaan 𝑥 ja 𝑦 yhtälöön (2.1), josta saadaan

𝑎𝑢

𝑢2 + 𝑣2 − 𝑏𝑣

𝑢2 + 𝑏2 + 𝑐 = 0

⇔𝑎𝑢 − 𝑏𝑣 + 𝑐(𝑢2 + 𝑣2) = 0

⇔𝑢2 + 𝑣2 − 𝑏

𝑐
𝑣 + 𝑎

𝑐
𝑢 = 0. (4.7)

Yhtälö (4.7) on origon kautta kulkevan ympyrän yhtälö. [2, s. 13.2.]

Joten, voidaan todeta, että suora, joka ei kulje origon kautta kuvautuu inversiossa origon kautta
kulkevaksi ympyräksi ja päinvastoin.
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Nyt siis kaikki kolme kuvausta, jotka muodostavat Möbius-kuvauksen, kuvaavat ympyrät ja suorat
ympyröiksi ja suoriksi. Voidaan siis todeta, että Möbius-kuvaukset kuvaavat ympyrät ja suorat
ympyröiksi ja suoriksi.
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5. KAKSOISSUHDE JA KIINTOPISTEET

Määritelmä 5.1. Pistettä 𝑝 kutsutaan kuvauksen 𝑓 kiintopisteeksi, jos 𝑓 (𝑝) = 𝑝.

Lause 5.2. Möbius-kuvauksella 𝑓 (𝑧) on joko 1 tai 2 kiintopistettä, jos 𝑓 (𝑧) ≠ 𝑧 jollakin 𝑧 ∈ ℂ∞.

Todistus. Kiintopisteelle pätee 𝑓 (𝑧) = 𝑧, joten saadaan yhtälö

𝑓 (𝑧) = 𝑧 =
𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑

⇒ 𝑐𝑧2 + (𝑎 − 𝑑)𝑧 − 𝑏 = 0

⇒ ±𝑧 = (𝑎 − 𝑑) ±
√︁
(𝑎 − 𝑑)2 + 4𝑏𝑐
2𝑐

.

Jos Möbius-kuvaus on normalisoitu, eli 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1, niin

𝑧 =
(𝑎 − 𝑑) ±

√
𝑎2 + 𝑑2 − 2𝑎𝑑 + 4𝑏𝑐

2𝑐

=
(𝑎 − 𝑑) ±

√
𝑎2 + 𝑑2 + 2𝑎𝑑 − 4𝑎𝑑 + 4𝑏𝑐

2𝑐

=
(𝑎 − 𝑑) ±

√︁
(𝑎 + 𝑑)2 − 4(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)

2𝑐
=

(𝑎 − 𝑑) ±
√︁
(𝑎 + 𝑑)2 − 4

2𝑐
.

[7, s.152]

Yleinen kaava kiintopisteille on

𝜉± =
(𝑎 − 𝑑) ±

√︁
(𝑎 + 𝑑)2 − 4

2𝑐
. (5.1)

Erikoistapauksessa (𝑎+𝑑) = ±2, kuvauksella on vain yksi kiintopiste 𝜉 =
(𝑎−𝑑)

2𝑐 . Tässä tapauksessa
Möbius-kuvaus on parabolinen. [7, s.152]

Lause 5.3. On olemassa täsmälleen yksi Möbius-kuvaus 𝑓 : ℂ∞ → ℂ∞, joka kuvaa kolme joukon
ℂ∞ pistettä 𝑤1, 𝑤2 ja 𝑤3 pisteiksi 𝑧1, 𝑧2 ja 𝑧3. [5, lause 9.22]
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Todistus. Olkoon 𝑓 ja 𝑔 Möbius-kuvauksia, jotka kuvaavat pisteet 𝑤1, 𝑤2 ja 𝑤3 kuvapisteiksi
𝑧1, 𝑧2 ja 𝑧3. Tarkastellaan yksikäsitteisyyttä. Nyt 𝑓 −1 ◦ 𝑔 on Möbius-kuvaus, jonka kiintopisteet
ovat 𝑤1, 𝑤2 ja 𝑤3. Koska Möbius-kuvauksella on enemmän kuin kaksi kiintopistettä vain, kun se
on identiteettikuvaus 𝑓 (𝑧) = 𝑧, niin 𝑓 = 𝑔.

Lause 5.4. Möbius-kuvaus, jolla on kiintopiste 𝜉 = ∞, on aina muotoa

𝑓 (𝑧) = 𝐴𝑧 + 𝐵, 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ, 𝑎 ≠ 0.

Todistus. Olkoon 𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧+𝑏
𝑐𝑧+𝑑 . Näemme kaavasta (5.1), että kiintopiste on ∞, kun 𝑐 = 0, jolloin

𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
=
𝑎𝑧

𝑑
+ 𝑏

𝑑
.

Toisaalta, jos 𝜉 = ∞, niin
𝑓 (∞) = 𝑎

𝑐
= ∞,

jolloin 𝑐 = 0.

Määritelmä 5.5. Pisteiden 𝑧, 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 ∈ ℂ∞ kaksoissuhde on z:n kuva Möbius-kuvauksessa, joka
on muotoa

[𝑧, 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3] =
(𝑧 − 𝑧1) (𝑧2 − 𝑧3)
(𝑧 − 𝑧3) (𝑧2 − 𝑧1)

, (5.2)

ja kuvaa pisteet 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 pisteisiin 1, 0,∞. Kaksoissuhde on invariantti Möbius-kuvauksissa [1, s.
79, määritelmä 12]. [8, määritelmä 6]

Lause 5.6. Olkoon 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4 neljä erillistä pistettä joukossa ℂ∞ ja 𝑓 jokin Möbius-kuvaus.
Tällöin

[ 𝑓 (𝑧1), 𝑓 (𝑧2), 𝑓 (𝑧3), 𝑓 (𝑧4)] = [𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4] . (5.3)

[4, s. 79, lause 12.]

Todistus. Todistus on suoraviivainen. Olkoon 𝑔(𝑧) = [𝑧, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4]. Tällöin, määritelmän mukaan g
kuvaa pisteet (𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) pisteiksi (1, 0,∞), ja 𝑓 ◦ 𝑔−1 kuvaa pisteet ( 𝑓 (𝑧2), 𝑓 (𝑧3), 𝑓 (𝑧4)) pisteiksi
(1, 0,∞). Tällöin määritelmän mukaan,

[ 𝑓 (𝑧1), 𝑓 (𝑧2), 𝑓 (𝑧3), 𝑓 (𝑧4)] = ( 𝑓 ◦ 𝑔−1) (𝑧1) = 𝑔(𝑧1) [𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4] .

Lauseen 5.5 avulla voidaan aina löytää Möbius-kuvaus, joka kuvaa kolme tiedettyä pistettä
(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) pisteiksi (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) ratkaisemalla yhtälö

[𝑤, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3] = [𝑧, 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3]

muuttujan w suhteen.
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Esimerkki 5.7. Etsi Möbius-kuvaus, joka kuvaa pisteet (0, 1,−1) pisteiksi (𝑖, 4,−2).

Lasketaan kaksoissuhteet molemmille pisteille,

[𝑧, 0, 1,−1] = (𝑧 − 0) (1 − (−1))
(𝑧 − (−1)) (1 − 0) =

2𝑧
𝑧 + 1

[𝑤, 𝑖, 4,−2] = (𝑤 − 𝑖) (4 − (−2))
(𝑤 − (−2)) (4 − 𝑖) =

(6𝑤 − 6𝑖)
(𝑤 + 2) (4 − 𝑖)

Joten Möbius kuvaus, joka kuvaa pisteet (1, 0,−1) pisteiksi (𝑖, 4,−2) saadaan ratkaisemalla yhtälö

2𝑧
(𝑧 + 1) =

(𝑤 − 𝑖) (4 − (−2))
(𝑤 − (−2)) (4 − 𝑖) .

Yhtälöstä saadaan ratkaisuksi
𝑤 = 𝑓 (𝑧) = (8 + 𝑖)𝑧 + 3𝑖

(−1 + 𝑖)𝑧 + 3
,

joka on pyydetty Möbius-kuvaus. [8, s. 16]

Lause 5.8. Kaksoissuhde on reaalinen, jos ja vain jos kaksoissuhteen pisteet (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) sĳoit-
tuvat saman ympyrän kehälle tai suoralle.

Todistus. Olkoon 𝑔(𝑧) = [𝑧, 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3]. Tällöin 𝑔(𝑧) on reaalinen, jos ja vain jos [𝑧, 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3] on
reaalinen. Tällöin,

𝑧 | [𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4] ∈ ℝ = 𝑧 |𝑔(𝑧) ∈ ℝ = 𝑧 |𝑧 ∈ 𝑔−1(ℝ).

Osoitetaan, että käänteinen kuvaus joukosta ℝ∞ on ympyrä tai suora missä tahansa Möbius-
kuvauksessa. Olkoon nyt,

𝑔(𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
.

Jos 𝑧 = 𝑥 ∈ ℝ ja 𝑤 = 𝑔−1 ≠ ∞, niin 𝑥 = 𝑔(𝑤) ∈ ℝ ja 𝑔(𝑤) = 𝑔(𝑤). Nyt,

𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
=
𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
.

[3, lause 3.10]
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6. YHTEENVETO

Möbius-kuvauksilla on monenlaisia ominaisuuksia, joita tässä työssä käytiin läpi. Työssä tarkastel-
tiin ensin tärkeitä kompleksilukujen käsitteitä, kuten laajennettu kompleksitaso ja yleistetyt ympy-
rät ja suorat. Tämän jälkeen määriteltiin Möbius-kuvaukset ja tarkasteltiin niihin liittyviä sääntöjä
ja lauseita.

Seuraavaksi tarkasteltiin neljää yksinkertaista kuvausta, joista jokainen Möbius-kuvaus on mah-
dollista muodostaa. Tarkasteltiin myös muun muassa Möbius-kuvausten käänteiskuvausta, ja osoi-
tettiin, että Möbius-kuvausten joukko ja yhdiste-operaatio muodostavat ryhmän.

Viimeiseksi työssä tarkasteltiin vielä ominaisuuksia liittyen Möbius-kuvausten kiintopisteisiin ja
kaksoissuhteeseen. Nämä ovat erittäin tärkeitä ominaisuuksia Möbius-kuvauksille. Yksi tärkeim-
mistä ominaisuuksista lause 5.5, jonka avulla voidaan löytää Möbius-kuvaus, joka kuvaa kolme
tiedettyä pistettä 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 pisteiksi 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3.

Kaiken kaikkiaan työssä saatiin hyvin esiteltyä Möbius-kuvaukset ja niiden perusominaisuudet.
Työssä ei kuitenkaan ehditty tarkastelemaan esimerkiksi Möbius-kuvausten konformisuutta, koska
tämä olisi vaatinut myös konformisuuden tarkastelua yleisemmin, joka olisi ollut hieman turhan
laaja aihe tähän työhön. Möbius-kuvauksista ja niiden ominaisuuksista löytyy kuitenkin paljon
lisää yksityiskohtaista tietoa muun muassa alla esitetyistä lähteistä.
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