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Perinteisen matriisitulon ohella matriiseille voidaan maaritella myds muita tuloja, kuten Hada-
mardin tulo, joka eroaa perinteisestd matriisitulosta muun muassa yksinkertaisuutensa ja vaihdan-
naisuutensa ansiosta. Hadamardin tulo on maaritelty kahdelle samankokoiselle matriisille. Hada-
mardin tulossa tulontekijéiden (matriisien) alkiot kerrotaan keskendan. Hadamardin tulo muistuttaa
siis matriisien yhteenlaskua, joka tehddan samaan tapaan alkioittain. Hadamardin tulossa tulok-
seksi saadaan tulontekijéiden kanssa samankokoinen matriisi.

Tassa diplomitydssa tutkittiin Hadamardin tuloa ja sen kaytt6a digitaalisessa kuvankasittelys-
sd. Tydn on tarkoitus olla ymmarrettavissé ilman ulkoisia lahteitd. Tydn tarkeimpié tuloksia ovat
Schurin lauseen ja Hadamardin tulon determinanttiepayhtalén todistus. Schurin lause on keskei-
nen matriisianalyysissa ja sen avulla voidaan todistaa monia muita ominaisuuksia. Tassé ty6ssa
Schurin lausetta kaytettiin Hadamardin tulon determinanttiepdyhtélén todistamiseen. Liséksi to-
distuksia varten tarvitaan lukuisia erilaisia lauseita ja maaritelmia, jotka esitetdan tyén alkupuolel-
la.

Digitaaliset kuvat voidaan esittdd matriiseina (mustavalkokuvat) tai pinona matriiseja (RGB-
kuvat). Matriisilaskennan avulla digitaalisille kuville voidaan tehdd monenlaisia muokkauksia, ku-
ten saataa kuvan kirkkautta tai kontrastia. Tassa tydssé on kasitelldan erityisesti digitaalisten ku-
vien konvoluutiota, jonka avulla kuvia voidaan esimerkiksi sumentaa tai teravéittda. Yksi sovel-
lusluvun merkittavimpia tuloksia on digitaalisen kuvan alueellinen sumentaminen, joka toteutettiin
hyédyntamalla digitaalisten kuvien konvoluutiota ja Hadamardin tuloa.
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In addition to the traditional matrix product, other products can also be defined for matrices,
such as the Hadamard product, which differs from the usual matrix product due to, among other
things, its simplicity and its commutative property. The Hadamard product is defined for two ma-
trices of the same size. In the Hadamard product, the elements of the multiplication factors (ma-
trices) are multiplied together. The Hadamard product is thus similar to the matrix addition, which
is done in the same way elementwise. Hadamard product results in a matrix of the same size as
the multiplication factors.

This master’s thesis studies the Hadamard product and its use in digital image processing.
The thesis is meant to be comprehensible without external sources. The most important results of
the thesis are the proof of Schur product theorem and the determinant inequality of the Hadamard
product. Schur product theorem is fundamental theorem in matrix analysis and it can be used
to prove many other properties. In this thesis, Schur product theorem was used to prove the
determinant inequality of the Hadamard product. In addition, numerous different theorems and
definitions are needed for the proofs, which are presented at the beginning of the thesis.

Digital images can be represented as matrices (grayscale images) or as a stack of matrices
(RGB images). Using matrix calculation, digital images can be edited in many ways, such as ad-
justing the brightness or contrast of the image. This thesis deals in particular with the convolution
of digital images, which can be used to blur or sharpen images, for example. One of the most
significant results of the application chapter is the regional blurring of the digital image, which was
implemented by utilizing the convolution of digital images and the Hadamard product.

Keywords: Hadamard product, Schur product theorem, positive semidefinite matrix, digital image
processing, convolution

The originality of this thesis has been checked using the Turnitin OriginalityCheck service.



ALKUSANAT

Pitkd ja uuvuttava aiheenvalintaprosessi loppui syksylla 2022 saatuani aiheen Mika Mat-
tilalta. Pienen alkukankeuden jalkeen ty6 1&hti edistymaan varsin mallikkaasti. Aihe osoit-
tautui juuri sopivaksi minulle ja tyén kirjoittaminen oli opettavaista ja oikeastaan ihan mu-
kavaakin puuhaa.

Kiitos Mika Mattilalle mielenkiintoisesta aiheesta seka selkeasta, jouhevasta ja joutuisasta
prosessista, ja kiitos Pentti Haukkaselle tydn laatua parantavista kommenteista. Lopuksi
haluan viela kiittda perhettani, ystaviani ja opiskelukavereitani, jotka ovat olleet tukena ja
seurana opintojeni aikana.

Tampereella, 13. joulukuuta 2022

Jaakko Tervonen



SISALLYSLUETTELO

Johdanto|.

2. |Vektoreistal .

3. |Perustietoa matriiseista| .

3.1
3.2
3.3

3.4

3.5

Matriis

ien laskusaantojal .

Rivi- ja sarakeoperaatiot seké redusoitu riviporrasmuoto| .

Singulaarisuus.

Alimatriisit, ositukset ja lohkomatriisit) .

Diagonaalimatriisit ja lohkodiagonaalimatriisit

3.6 |[Kolmio
3.7 |Matriis

3.8
3.9

matriisit ja lohkokolmiomatriisit|.

in jalki ja determinantti| .

Ominaisarvot ja -vektorit| .

Similaarisuus| .

4. |Normaalit matriisit| .

4.1
4.2
4.3

Unitaariset ja unitaarisesti similaariset matriisit| .

Hermiittiset matriisit|.

Positiivisesti definiitit ja semidefiniitit matriisit) .

5. |Kroneckerin ja Hadamardin tulo,.

5.1
5.2

Kroneckerin tulo| .

Hadamardin tulo .

6. |Sovelluskohde: Digitaalinen kuvankasittely,

6.1
6.2
6.3

Digitaalisten kuvien esitysmuodot] .

Alkeellisia kuvankasittelyoperaatioita| .

Digitaalisten kuvien konvoluutio| .

6.3.1

Maaritelmasts .

6.3.2

Kuvaa sumentavan ytimen konvoluutio

6.3.3

6.3.4

Konvoluutio RGB-kuville| .

7. |Yhteenveto| .

Lahteef] .

Liite A:

Aritmeettis-geometrinen epayhtéld

Liite B:

Algebran peruslause| . .

Kuvan teravointi sumentavan ytimen avulla|.

Liite C:

Digitaalisen kuvankésittelyn MATLAB® ohjelmistolla

N W o=

.12
. 16
. 19
. 20
.21
. 29
. 33
. 36
. 40
. 47
. 50
. 58
. 58
. 62
.7
.7
. 73
. 76
.77
. 80
. 84
. 86
. 90
. 92
. 93
. 94
. 95



KUVALUETTELO

[6.1 Binaarinen kuva, jonka pikseleihin merkitty niiden arvo.|. . . . . . . . . .. 72
6.2 RGB-kuvajasenvarikanavat., . . . . . ... ... ... ... ... ..., 73
[6.3 RGB-kuva ja sen varikanavat eristettyina.| . . . . . . . ... ... ... .. 74
6.4 Kuvan kirkkauden ja kontrastin saataaminen.| . . . . . . ... .. ... .. 76
6.5 Kuva konvoluution valheista.l . . . . . . . .. ... ... oL 79
|6.6 Hairion poisto kuvasta ja sumennus.|. . . . . . . ... .o 82

./ _Kuvan alueellinen sumennus.] . . . . . . . . . .. ... . 0. 83

.8 _Kuvan teravointl sumennetun kuvanavulla.l . . . . . . . ... .. ... .. 86

[6.9 RGB-kuvan konvoluutioita eriytimillal . . . ... ... ... ... ..... 88




vi

TAULUKKOLUETTELO

(3.1 Permutaatiot, niiden merkkifunktion arvot ja summantermit.| . . . . . . . . 28




Vii

OHJELMA- JA ALGORITMILUETTELO

[6.1 RGB-kuvan varikanavien eristys MATLAB® ohjelmistollal . . . . . ... .. 73
[6.2 RGB-kuvan kirkkauden ja kontrastin saatd MATLAB® ohjelmistolla] . . . . . 75
(6.3 Konvoluutiofunktio MATLAB® ohjelmistollal . . . .. ............ 80
(6.4 Kuvan sumentaminen konvoluutiolla MATLAB® ohjelmistollal . . . ... .. 81
[6.5 Tietyn alueen sumentaminen kuvasta konvoluutiolla MATLAB® ohjelmistolla] 82
[6.6 Kuvan teravéinti konvoluutiolla MATLAB® ohjelmistolla| . . . ... ... .. 85
[6.7  Konvoluutiofunktio RGB-kuvalle MATLAB® ohjelmistolla] . . . . . ... .. 86
(6.8 RGB-kuvan konvoluutio MATLAB® ohjelmistollal . . . ... ......... 87
[C.1 Digitaalista kuvankasittelya MATLAB® ohjelmistolla . . . . .. ....... 95




viii

LYHENTEET JA MERKINNAT

R reaaliluvut

R reaalinen n-ulotteinen vektoriavaruus

C kompeksiluvut

cr kompleksinen n-ulotteinen vektoriavaruus

F kunta

F" n-ulotteinen vektoriavaruus yli kunnan F

M, n(F) m x n-kokoisten matriisien, joiden alkiot ovat kunnan F skalaareja,
joukko

M n m X n-kokoisten kompleksisten matriisien joukko

M, n X n-kokoisten kompleksisten neliomatriisien joukko

I, joukkoon M, kuuluva identiteettimatriisi; merkitdan I, jos matriisin
koko selvida kontekstista

Imn joukkoon M,, ,, kuuluva ykkésmatriisi; merkitdén J, jos matriisin
koko selvida kontekstista

Omon joukkoon M, ,, kuuluva nollamatriisi; merkitéan O, jos matriisin ko-
ko selviaa kontekstista

On,1 n-ulotteinen nollavektori; merkitddn 0, jos vektorin koko selvida
kontekstista

A matriisi A kompleksikonjugaatti

AT matriisin A transpoosi

A* matriisin A konjugaattitranspoosi

AL matriisin A € M,, k&danteismatriisi eli inverssi

det matriisin A € M,, determinantti

tr A matriisin A = [a;;] € M, ., jaki; tr A =" a;

A matriisin A € M,, ominaisarvo

I matriisin A € M,, ominaisarvo

o(A) matriisin A € M,, spektri; matriisin A € M,, ominaisarvojen muo-

dostama joukko



indeksijoukkojen « ja 5 ma&radma matriisin A € M,,, ,, alimatriisi
indeksijoukon o maaradma matriisin A € M,, ,, paaalimatriisi
matriisien A, B € M,, , Hadamardin tulo

matriisien A € M,,,, ja B € M, , Kroneckerin tulo

matriisin A € M, ,, nolla-avaruus

matriisin A € M, ,, sarakeavaruus

vektorin normi; yleensa viitataan euklidiseen normiin
euklidinen vektorin normi

vektorin sisdtulo; yleensa euklidinen sisatulo

vektorijoukon S vektorien virittdma aliavaruus

suora summa

kuvamatriisin A € M, ,, ja ytimen K € M), konvoluutio



1. JOHDANTO

Taman tydn tarkoituksena on tutkia Hadamardin tuloa ja sen kayttdéa digitaalisessa ku-
vankasittelyssa. Digitaalinen kuvankasittely on looginen sovelluskohde, silla digitaaliset
kuvat voidaan esittda katevasti ja helposti ymmarrettavalla tavalla joko matriisina (musta-
valkokuvat) tai pinona matriiseja (RGB-kuvat).

Perinteinen matriisitulo ei suinkaan ole ainoa tulo, joka voidaan maaritelld matriiseille.
Matriiseille voidaan maaritelld esimerkiksi Hadamardin tulo, jossa samankoisten matrii-
sien vastaavat alkiot kerrotaan keskenaén, eli kertolasku suoritetaan alkioittain. Nain tu-
lokseksi saadaan tulontekijéiden kanssa samankokoinen matriisi. Tavallaan Hadamardin
tulo muistuttaa siis enemman matriisien yhteenlaskua, joka suoritetaan samaan tapaan
alkioittain, kuin perinteistd matriisituloa. Voidaankin sanoa, ettd Hadamardin tulo on yk-
sinkeraisempi naista kahdesta matriisitulosta. Tasta huolimatta Hadamardin tuloa harvoin
edes mainitaan lineaarialgebraan liittyvissé teksteissa [8, s.88], mika tekee sen tutkimi-
sesta jo itsessaan mielenkiintoisen. Monet Hadamardin tuloon liittyvistd ominaisuuksista
ovat voimassa vain tietyntyyppisille matriiseille, kuten positiivisesti semidefiniiteille matrii-
seille.

Tydn merkittdvimpind aikaansaannoksina voidaan pitda Schurin lauseen todistusta, Ha-
damardin tulon A o B determinanttiin littyvan epayhtalén

det Adet B < det(A o B)

todistamista ja digitaalisen kuvan alueellista sumentamisen toteuttamista konvoluution ja
Hadamardin tulon avulla. Todistukset naihin lauseisiin ovat olleet olemassa jo kauan, mut-
ta suomeksi niita ei valttamétta 16ydy, ainakaan kovin helposti. Tama ty6 ei ole edelldka-
vija mydskaan digitaalisen kuvan alueellisen sumennuksen toteuttamisessa.

Luvuissa[Zja[3lannetaan lukijalle melko kattavakin katsaus tyén kannalta olennaisiin vek-
torien ja matriisien perusominaisuuksiin. Naiden lukujen ohittamista suositellaan, mikali
lukijalla on jo jonkin verran kokemusta matriisilaskennasta. Luvussa 4] néité esitietoja tay-
dennetaan perehtymalld normaaleihin matriiseihin ja erityisesti unitaaristen, hermiittisten
ja positiviisesti (semi)definiittien matriisien muodostamiin alaluokkiin. Luvussa esitetaan
monia tarkeitd lauseita, joita tullaan tarvitsemaan myéhemmin. Aiemmin mainitut luvut
tarjoavat vankan pohjan Hadamardin tulon tutkimiselle, joka on tehty luvussa [5] Téssa



luvussa selvida, mika yhteys on Kroneckerin tulon ja Hadamardin tulon valilla seka todis-
tetaan Hadamardin tuloon liittyvia mielenkiintoisia ominaisuuksia, kuten aiemmin mainittu
Schurin lause ja determinattiepayhtéld. Luvussa [6] on esitelty digitaalista kuvankasitte-
ly ja Hadamardin tulon merkitysta siind. Ennen kaikkea on keskitytty digitaalisten kuvien
konvoluutioon sumentavilla ytimilla. Liitteissa on tyéhén epésuorasti liittyvien aritmeettis-
geometrisen epdyhtalén ja algebran peruslauseen lisidksi MATLAB® ohjelmistolla tehdyt
digitaaliseen kuvankasittelyyn liittyvat ohjelmakoodit.



2. VEKTOREISTA

Maaritelma 2.1. Vektoriavaruus V' yli kunnan F on epatyhja joukko, joka on suljettu
yhteenlaskun ja skalaarikertolaskun suhteen. Yhteenlaskun on oltava assosiatiivinen ja
kommutatiivinen. Yhteenlaskulla on neutraalialkio (nollavektori, merkitdan 0) sekd kaan-
teisalkio joukossa. Lisaksi skalaarikertolaskun ominaisuudet a(z + y) = az + ay, (a +
b)x = ax + bx,a(bxr) = (ab)x sekd ex = x, missd e € F on skalaarikertolaskun neut-
raalialkio, ovat voimassa kaikilla kunnan alkioilla a, b € F ja kaikilla vektoreilla x,y € V.

Vektoriavaruuksista erityisen kiinnostavia ovat kompleksinen vektoriavaruus C” ja tdhan
avaruuteen sisaltyva reaalinen vektoriavaruus R". Naiden yhteydessa yhteenlasku ja
skalaarikertolasku méaaritellaan alkioittain samoin kuin matriiseille (ks. mééaritelmé [3.2).
Vektoriavaruudesta puhuttaessa viitataan oletusarvoisesti vektoriavaruuteen C". Toisi-
naan vektoriavaruudesta puhutaan lyhemmin avaruutena.

Vektoriavaruuden maaritelmésta selviaa, ettd vektori méaritelldén vektoriavaruuden al-
kioksi. Vektoriavaruuden F" vektoria voidaan kuitenkin ajatella jarjestetyksi joukoksi kun-
nan F alkioita, jolloin saadaan vektorista konkreettisempi kuva. Vaihtoehtoisesti avaruu-
den F" vektorin havainnollistaminen matriisina, jonka sarakkeiden tai rivien lukuméaéara
on 1, antaa helposti lahestyttdvan ndkdkulman. Jos sarakkeita on 1, kyseessé on pysty-
vektori. Jos riveja on 1, kyseessa on vaakavektori. Vektorit ovat pystyvektoreita ellei toisin
mainita.

Aliavaruus on vektoriavaruuden osajoukko, joka on itsessdan vektoriavaruus. Vektoria-
varuudella ja sen alivaruudella on sama yhteenlasku- ja skalaarikertolaskuoperaatio. Ali-
avaruuksien leikkaus on aina aliavaruus. Jos S on avaruuden V' osajoukko, niin span .S
on kaikkien joukon S siséltavien aliavaruuksien leikkaus. Jos .S on epatyhja joukko, niin

span S = {ayvy + -+ -+ apvg s vy, .., 0, € Syaq, ..., a0 € Fjak=1,2,...}.

Jos S on tyhja joukko, niin se siséltyy jokaiseen vektoriavaruuden V' aliavaruuteen. Vek-
toriavaruuden V' kaikkien aliavaruuksien leikkaus on {0}, joten maaritelmé& takaa, etta
span S = {0}. Vaikka S ei olisi aliavaruus, niin span S on aina aliavaruus. Sanotaankin,
ettd span S on joukon S vektorien viritma aliavaruus. Jos span S = V/, joukko S virittda
avaruuden V. [9, s.2]



Lineaarikombinaatiolla tarkoitetaan vektoreiden summaa ayv; + - - - + axvg, missa k on
positiivinen kokonaisluku, skalaarit ay, ..., a; € Fjavy, ..., vx € V. Summattavia vekto-
reita on oltava &arellinen maara. Taten span S # () muodostuu kaikista joukon S vektorien
lineaarikombinaatioista. Vektorijoukon vy, ..., v, € V vektorit ovat lineaarisesti riippuvia,
jos ja vain jos on olemassa sellaiset skalaarit a(,...,a;, € F,ettd a;v1 + - - + apvp, =0
ja ainakin yksi skalaareista a4, . . ., a; ei ole 0. Vektorit ovat lineaarisesti riippumattomia,
jos ne eivat ole lineaarisesti riippuvia. [9, s.2-3]

Vektoriavaruuden V' kanta on sellainen lineaarisesti riippumaton joukko avaruuden V' vek-
toreita, etté vektorit virittdvat avaruuden V. Tall6in jokainen avaruuden V' alkio voidaan
esittad kannan vektoreiden lineaarikombinaationa tdsmalleen yhdella tavalla. Jos vekto-
rijoukkoon lisatdan tai siitd poistetaan vektori tdma ei enaa pida paikkaansa. [9, s.3] Jos
vektoriavaruuden V' kannassa on n kappaletta vektoreita, niin talldin jokaisessa taman
vektoriavaruuden kannassa on n kappaletta vektoreita. Tatd kannan muodostavien vek-
toreiden joukon mahtavuutta (lukumaarad) sanotaan vektoriavaruuden V' dimensioksi ja
merkitddn dim V. Esimerkiksi vektoriavaruuden R™ dimensio on n, eli dimR"” = n, ja
vektoriavaruuden C™ dimensio on n yli kunnan C, mutta dimensio on 2n yli kunnan R.
Vektoriavaruuden F" kantaa eq, . . ., e, missa vektorin e; 7. alkio on 1 ja muut alkiot ovat
nollia, sanotaan standardikannaksi. [9, s.4]

Vektorin normi ja vektorien sisdtulo ovat funktiota, jotka maaritellddn aksioomien avulla.
Maaritelmien aksioomien avulla voidaan paatelld monia muitakin ominaisuuksia. Esimer-
kiksi normin maaritelman kohdista (a) ja (b) seuraa, ettd mika tahansa nollasta eroava
vektori x voidaan normeerata yksikkévektoriksi, eli vektoriksi, jonka normi on 1. Tama
tapahtuu asettamalla u = 7, silla ||| = ||H§—”|| = % = 1.[9, s.314]

Maaritelma 2.2. Olkoon V' vektoriavaruus yli kunnan C. Funktiota ||-|| : V' — R sanotaan
normiksi, jos kaikilla vektoreilla z,y € V' ja skalaareilla ¢ € C on voimassa

@ |lz|l >0 ja |z|| =0,josjavainjosz =0,
(b) ezl = lelllll,
© [lz+yll < =l + [lyll.

Maaritelma 2.3. Olkoon V' vektoriavaruus yli kunnan C. Funktiota (-,-) : V x V — C
sanotaan sisatuloksi, jos kaikilla vektoreilla z, y, z € V ja skalaareilla ¢ € C on voimassa

(@) (x,z) >0 ja (x,z)=0,josjavainjosz =0,
(b) (z+y,2) =(x,2) +(y,2),

(€) (cz,y) = c(z,y),

(d)

Sisatulon aksioomista voidaan johtaa hyvin tunnettu Cauhcy-Schwarzin epayhtald, joka
on voimassa kaikilla sisatuloilla [9, s.315]. Tata lausetta tarvitaan, kun osoitetaan, etta



euklidinen normi toteuttaa normin méaéaritelman aksioomat.

Lause 2.1 (Cauchy-Schwarzin epayhtalo). Olkoon (-, -) vektoriavaruuden V' sisé&tulo yli
kunnan C. Tall6in jokaisella vektorillaxz € V jay € V on voimassa

(2, ) < (2, 2)(y, y).

Todistus. (Vrt. [9], Theorem 5.1.4) Olkoon z ja y mita tahansa vektoriavaruuden V' vek-
toreita. Jos x = y = 0, vaittdma on tosi. Taten voidaan olettaa, ettd y # 0. Olkoon
= (y,y)x — (z,y)y. Kayttdmalla sisatulon maaritelmén aksioomia (a)-(d) saadaan

0< (v,v) = ((y, )& — (T, Yy, Y, y)x — (T, y)y)
2 (v, (y.y)r — () + (— (2, 9)y. (v w)e — (2, 9)y)
2 (y.y)z = (e y)y, . 9)a) = (v y)a — (e g}y, (o, y)y)
2 (v, (yow)ye) — (o, )y (v wye) — (s wye, @ y)y) + (@ )y, (@ y)y)
Dy, ) (v ) (2, 2) — @ )y o)y o) — (o) e ) e w) + (e, ) (v )
Sy, ) () (2, 2) — () () y) = ()2 (2, 2) — () ()P
= (,9) (v, 9) (&, 2) — [z, 1))

Koska oletuksesta y # 0 seuraa, ettd (y,y) > 0, niin epayhtaldé voidaan kirjoittaa muo-
dossa |(z,y)|* < (z,2){y,y). O

Erityisen tarke& normi on euklidinen normi || - |2, josta kaytetd&n myds nimityksia 2-normi
ja l,-normi. Euklidinen normi on tunnetuin koon ja etéisyyden mitta avaruuksissa R? ja R?
[9, s.313]. Se maaritelladn kayttaen euklidista sisatuloa, josta kaytetddn myds nimityksia
pistetulo ja skalaaritulo. Seuraavassa esimerkissa méaéaritelldan euklidinen normi ja eukli-
dinen sisétulo seka osoitetaan, ettd ndma toteuttavat maéritelmien 2.2]ja aksioomat.
Euklidisesta normista kéytetaan jatkossa merkintaa || - || ellei erikseen haluta korostaa,
mik& normi on kyseessa.

Esimerkki 2.1. Olkoot z,y,z € C", ja olkoon ¢ € C. Maaritelladn euklidinen sisatulo
seuraavasti: .
(x,y) =y'z = Z@kxk. (2.1)
k=1
Merkinta y*x tarkoittaa vektorin y konjugaattitranspoosin ja vektorin x vélistd matriisitu-
loa (ks. maaritelmat [3.2] ja [3.3). Osoitetaan summien ja kompleksilukujen laskusaantdja
kayttamalla, ettd maaritelmén 2.3 aksioomat toteutuvat.

(@) (z,z) = Zf = Z lzx[* > 0, silla |x1]? > 0 jokaisella indeksilla k.



Jotta >° |zx|? = 0, on jokaisella indeksill4 k oltava |z3|? = 0, eli z;, = 0, eli x = 0.
k=1
) (x+y,2) =2 (x+y) = > Zulxr +yk) = D ZuTi + D ZkYe
k=1 k=1 k=1
= 2wty = (3,2) + (), 2).

(©) {cx,y) = y*(cx) = z Gucxy, = z T = clz, y).

n

d) (z,y) =y'v = > Gpxr = > Uk = Y TplYp = £°Y = (Y, T).
k=1 k=1 k=1

Maaritelladn euklidinen normi euklidisen sisatulon avulla

n 1/2
lzll2 = (2, 2)'/? = (a"2)"/* = (Z \ka) : (22)

k=1
Osoitetaan, ettd méaaritelméan [2.2] aksioomat toteutuvat.

(a) Aksiooma seuraa suoraan sisatulon aksioomasta (a).

(b) Tulos saadaan sisatulon aksioomista (c) ja (d) seuraavasti:

lewllo = {ez, ex)/? = (ce(w, 2))"* = (el (z,2)) """ = |el(z, 2)/2 = |el | .
(c) Hyddyntamalla Cauchy-Schawarzin epéyhtaléé [2.7]saadaan

lz+ylls = (& +y, 2 +y) = (&, 2 +y) + (y, 2 +y)
= (z,2) + (x,y) + (2, 9) + (v, y) = [|2]3 + 2Re({z, v)) + [lyl3
< lll + 20z, y)| + 1yll3 < =ll3 + 2((, )y, ) + ol
= [lzll3 + 2llzll2llyll2 + wll5 = (lzllz + [lyll2)*

Nain ollen [l +yl3 < (2|2 + [lyll2)*, joten [z + yll2 < [|z]l2 + [[yll2-

Kaksi vektoria x, y, € C™ ovat ortogonaaliset, jos (x, y) = 0. Geometrinen tulkinta ortogo-
naalisuudelle avaruuksissa R? ja R? on vektorien kohtisuoruus. Vektorijoukko x, . . ., x), €
C” on ortogonaalinen, jos (z;,z;) = 0 aina, kun i # j,ja,j € {1,...,k}. Ortogonaali-
nen vektorijoukko nollasta eroavia vektoreita on lineaarisesti riippumaton. Liséksi jos vek-
torijoukon jokaisen vektorin euklidinen normi on 1, eli zfx; = 1 jokaisella: = 1,...,k,
niin sanotaan, etta vektorijoukko on ortonormaali. [9, s.15] Ortogonaalisella kannalla tar-
koitetaan kantaa, jonka vektorit ovat keskenaan ortogonaaliset. Vastaavasti maaritellaan
ortonormaali kanta.



3. PERUSTIETOA MATRIISEISTA

Tassé luvussa kaydaan lapi tydn kannalta olennaisia matriiseihin liittyvia esitietoja suh-
teellisen kattavasti. Matriisien peruskéasitteet maaritelldan ja keskeiset ominaisuudet to-
distetaan. Keskeiset sisallét on jaettu alaluvuiksi.

Matriisi on erdanlainen matematiikan objekti. Matriiseja usein kuvataan taulukkona, joka
sisaltad alkioita, kuten lukuja tai lausekkeita. Toinen tapa ajatella matriiseja on vektoriava-
ruuksien valisina lineaarikuvauksina. [9, s.5] Ensimmaisena esitelty tapa on tydn kannalta
oleellisempi. Matriiseja merkitdan usein isoilla kirjaimilla ja matriisin alkioita pienilld kirjai-
milla, joiden alaindeksind on alkion rivin ja sarakkeen indeksi. Esimerkiksi a,3 on toisen
rivin ja kolmannen sarakkeen alkio.

Madritelma 3.1. Matriisi A on m x n-kokoinen taulukko kunnan F skalaareja a;;. Tall6in
matriisia A merkitdan seuraavasti:

a1 A2 - Qi
Q21 Q22 -+ Q2p

Amxn = . . . . = [aij]an € Mm,n(F>‘
Am1 Am2 - Qmp

Merkinta M, ,(F) tarkoittaa kaikkien m x n-kokoisten matriisien, joiden alkiot ovat kun-
nan F skalaareja, muodostamaa joukkoa. Matriisin A = [aj|mxn € My (F) paa-
diagonaali tarkoittaa alkioista a1, ass, . .., a., Missd ¢ = min{m,n}, muodostettua
listaa. Matriisin A p. yladiagonaali tarkoittaa alkioista A1 pt15 A2p42, - - - 5 Al ik, MISSA
k = min{m,n — p}jap = 0,1,2,...,n — 1, muodostettua listaa. Matriisin A p. ala-
diagonaali tarkoittaa alkioista a,11,1, api2.2, - - ., Apyss, Missd | = min{m —p,n}jap =
0,1,2,...,m — 1, muodostettua listaa. [9} s.5] Jos tekstissa viitataan diagonaaliin ilman
erityistd mainintaa, talla tarkoitetaan paadiagonaalia.

Matriisien merkintdtapaa voidaan yksinkertaistaa, jos asiayhteydestd kay selvasti ilmi
matriisin koko tai se, mink& kunnan skalaareita matriisi sisaltda. Jos matriisin koko on
tiedossa, voidaan matriisi kirjoittaa A = [a,;] iiman alaindeksi&, joka kertoo matriisin
rivien ja sarakkeiden lukumaaran. Tassa tydssa kasitellddn oletusarvoisesti kompleksi-
sia matriiseja M, ,,(C), vaikka osa matriisien operatioista ja ominaisuuksista olisivatkin



voimassa mielivaltaisen kunnan [ skalaareille, minka vuoksi tatd merkintda voidaan ly-
hentd& muotoon M, ,,. Lis&ksi, jos rajoitutaan tarkastelemaan ehdon m = n toteuttavia
nelidmatriiseja, kdytetddn matriisien joukosta merkintaa M,,.

3.1 Matriisien laskusaantoja

Maéritelmasta [3.2] on helppo nahda, ettd matriisien yhteenlasku on maatitelty vain sa-
mankokoisille matriiseille ja ettd se suoritetaan alkioittain. Skalaarikertolaskussa jokainen
alkio kerrotaan kyseisella skalaarilla. Pistetuloa eli skalaarituloa ei tule sekoittaa skalaari-
kertolaskuun, silld se on aivan eri asia. Matriisin transpoosi puolestaan tekee rivivektoreis-
ta sarakevektoreita ja sarakevektoreista rivivektoreita. Konjugaattitranspoosi on nimensa
mukaan kompleksikonjugaatin ja transpoosin yhdistelma.

Maaéritelmé 3.2. Olkoot A = [a,;], B = [b;j] € M,,, matriiseja ja olkoon a € C komplek-
siluku. Talléin matriiseille maaritelldan yhteenlasku
A+ B = [aij] + [blj] = [aij -+ blj] < Mm,na
skalaarikertolasku
aA = afay] = [aaij] € My,

kompleksikonjugaatti

transpoosi

ja konjugaattitranspoosi

Matriisi — A maaritelldan skalaarikertolaskun avulla seuraavasti: —A = (—1)A. Néin ol-
len matriisien A ja B erotus A — B voidaan madaritella kirjoittamalla erotus matriisien
yhteenlaskun ja skalaarikertolaskun avulla seuraavasti: A — B = A+ (—1)B.

Méaéritelmé 3.3. Olkoon A = [A;;] € M, ja B = [b;;| € M, ,,. Matriisitulo AB maari-

tellaan
p

Z aikbyj

k=1

AB = € My . (3.1)

Matriisitulo on siis mééaritelty, kun vasemmanpuoleisen tulontekijan sarakkeiden lukumaa-
ra on yhtasuuri kuin oikeanpuoleisen tulontekijan rivien lukumaara. Tulona saadun matrii-
sin rivien lukum&ara on sama kuin vasemmanpuoleisen tulontekijan ja sarakkeiden sama
kuin oikeanpuoleisen tulontekijan. Alla olevan esimerkin avulla on helppo havaita, etta
matriisitulo ei valttdmatta ole kommutatiivinen. Toisin sanoen matriiseille A ja B ei ole



yleisesti voimassa yhtalo AB = BA.

10 0 1
Esimerkki 3.1. Olkoot A = ja B = . Silloin
00 00
1 0|]01 01 00 0 1] |10
AB = = ” — — BA.
00/[|00 00 00 0 0[]0 0

Liséksi nelidmatriiseille voidaan maaritella matriisipotenssi hyddyntden matriisituloa. Eks-
ponentin on oltava positiivinen kokonaisluku. Myéhemmin tyéssa maaritelladn matriisin
juuri, mutta talldéin matriisin on oltava positiivisesti semidefiniitti.

Maaritelma 3.4. Olkoon A € M, ja olkoon k positiivinen kokonaisluku. Tall6in matriisin

A potenssi on
k kpl

AR =AA-- A

Nelidmatriisien joukko M,,, matriisien yhteenlasku ja matriisitulo muodostavat renkaan
(M, +, ). Tama tarkoittaa, etta joukko M,, on Abelin ryhméa yhteenlaskun suhteen, mo-
noidi matriisitulon suhteen ja lisdksi matriisitulo on distributiivinen yhteenlaskun suhteen.
N&ma on osoitettu lauseessal3.1l Taman renkaan kertolaskun neutraalialkiota kutsutaan
identiteettimatriisiksi ja sitd merkitaan

Identiteettimatriisin diagonaalialkiot ovat ykkdsia ja kaikki muut alkiot ovat nollia. lden-
titeettimatriisilla kertominen ei vaikuta tuloon. Yhtald /A = A = AI on siis voimassa
kaikilla nelimatriiseilla A. Matriisille B € M,,, ,, on voimassa I, B = B = BI,,. Renkaan
yhteenlaskun neutraalialkio on nollamatriisi O, jonka jokainen alkio on 0. Asiayhteydesta
riippuen 0 voi viitata reaaliluvun ohella myds nollavektoriin. Jos on olemassa mahdolli-
suus merkintéjen sekoittamiseen, niin alaindeksilla ilmoitetaan dimensiot. Samoin toimi-
taan identiteettimatriisin / kanssa.

Lauseen [3.1] ominaisuudet ovat yleisesti voimassa kaikille sopivan kokoisille matriiseille,
mutta vain nelidmatriisit muodostavat renkaan, silld matriisitulo ei ole suljettu joukossa
M., ». Yhteenlasku on assosiatiivinen, kommutatiivinen, yhteenlaskulla on neutraalialkio
ja vasta-alkio (ominaisuudet (a)-(d)). Matriisitulo on assosiatiivinen ja tulolla on neutraa-
lialkio (ominaisuudet (e) ja (f)). Lisaksi tulo on distributiivinen yhteenlaskun suhteen (omi-
naisuudet (g) ja (h)). Viimeiset kohdat ovat skalaarikertolaskun ja kompleksikonjugaatin
ominaisuuksia, eivatka ne liity renkaisiin.
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Lause 3.1. (Vrt. [6], Theorem 0.3.1 ja alaluku 1.1.2 Theorems, sekd [5] alaluku 1.9) OI-
koot «, 5 € C. Sopivan kokoisilla matriiseille A = [a;;], B = [b;;] ja C' = [c;;] on voimas-
sa seuraavat yhteen- ja kertolaskusdannét:
(@ (A+B)+C=A+(B+C),
(b) A+ B= B+ A,
(c) O+A=A+0=A,
(@) A+(-A)=(-A)+A=0,
(e) (AB)C = A(BC),
() IA=A=AlI,
(g) A(B+C)=AB+ AC,
(h) (A+ B)C' = AC + BC,
() (o +B)A=aA+ BA,
() a(A+ B) =aA+ aB,
(k) a(BA) = (aB)A,
() (tA)B = A(aB) = aAB,
(m AB=AB ja A=A

Todistus.  (a) (A+ B) + C = [ay; + by] + [cy] = [(aij + bij) + ci5] = [aij + bij + cij
= [aij + (bw + Cij)] = [CLU] -+ [sz -+ Cij] = A + (B + C)
(b) A+ B = laij +by] = [bi; + ai;] = B +

(d) A+ (—A) = [ay + (—ay)] = [(—aij) + aij]

(—A)+A=1[0] = O.

(e) (AB)C = {Zp: aikbkjl C= Zq: ( Zp: aikbkh> Chj] = {Z Zq: Gikbkhchj]
k=1 h=1 \ k=1 k=1 h=1
p q q
=12 aik( > bkhchj) =AY bz‘hchj] = A(BC).
k=1 h=1 h=1

(f) Matriisissa I alkio 7;; = 1, jos i = 7, ja muulloin 7;; = 0. Taten

TA= Lé z’ikakj} — [ay] = A = [ag)] = Lé aikik]} AL

(9) A(B+C) = Abij + ciy] =

el
107=

p
ax(brj + ij)} = [Z @b + aikckj]
k=1

p p
= l:z aikbkj + Z aikckj} = AB + AC.
k=1 k=1

M=

(h) (A+ B)C = [ay; + by]C = [ (air + bik)ckj)] = sz: QikCrj + bikzckj:|
=1

p p
= l:z Ak Clj —+ E bikckjl = AC + BC.
k=1 k=1

k=1
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() (a+B)A = (a+P)lay;] = [(a+p)ai;] = [aaij+Bai;] = [aa;]+[Bai;] = aA+SA.
() a(A+B) = afaij+bi;] = [alaij+bij)] = |aa;+aby] = [aa;]+[ab;] = aA+aB.
(k) a(BA) = aBa;;] = afla;] = (aB)A

() (0A)B = {i(aaik)bkj} — {i aik(abkj)} — A(aB) = {oz 3 aikbkj} — aAB.

k=1 k=1 k=1
- p p _ - e _
(m) AB = {Z aikbkj:| = {Z aikbkj:| =AB ja A= [ay]=ay] = A
k=1 k=1
O

Lause 3.2. (Vrt. [13], lause 1.14.15) Sopivan kokoisilla matriiseille A = [a;;] ja B = [b;;]
on voimassa seuraavat transpoosin ja konjugaattitranspoosin laskusdannét:

(@) (A" =Aja(A) = A

(b) (AB)T = BT AT ja(AB)* = B*A*.

(c) (A+ B)T = AT + BT ja(A+ B)* = A* + B*.
(a

@d) (aA)T = aA” ja(aA)* = aA*.

Todlstus. (a) (AT)T = [aﬂ]T = [aij] = A]a (A*)* = [Eﬂ]* = [il]] = [aij] = A.
p p p
(b) [AB]z; = [AB]]Z = Z ajkbki ja [BTAT]Z'J' = Z bkiajk = Z ajkb;m-. Lisaksi
k=1 k=1 k=1
(AB)* = (AB)T = (BTAT) = B*A".

(C) (A + B)T = [aij + sz]T = [Clji + bﬂ] = AT + BT ja (A + B)* = (A+ B)T
— AT 1 BT = A* + B".

d) (aA)T = Jaay]" = [aji] = aAT ja (@A) = [aa,;]" = ala;] = aA*.

3.2 Rivi- ja sarakeoperaatiot seka redusoitu riviporrasmuoto

On olemassa kolme elementaarista rivi- tai sarakeoperaatiota, joiden avulla matriisia voi-
daan muokata sellaiseen muotoon, joka helpottaa lineaaristen yhtaléryhmien ratkaisua
tai matriisin asteen, inverssin ja determinantin maarittdmista. Jokaista téllaista operaa-
tiota vastaa alkeismatriisi. Rivioperaatioissa muunnettu matriisi saadaan kertomalla ope-
raatiota vastaavalla alkeismatriisilla vasemmalta ja sarakeoperaatiossa oikealta. [9, s.9]
Maaritelladn seuraavaksi nama kolme rivioperaatiota. Sarakeoperaatiot on mahdollista
maaritelld vastaavasti.

Ensimmainen rivioperaatio on rivienvaihto. Jos rivien i ja j # i paikkaa vaihdetaan, vas-
taa se kertomista matriisin kertomista vasemmalta alkeismatriisilla £/, joka on identiteet-
timatriisi, jonka rivien 7 ja 7 paikat on vaihdettu. Toinen rivioperaatio on rivin ¢ kertominen
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skalaarilla v € C\{0}. Talléin alkeismatriisi £ on identiteettimatriisi, jonka rivi i on kerrot-
tu skalaarilla «. Kolmas rivioperaatio on skalaarilla o kerrotun rivin 7 yhteenlasku johonkin
toiseen riviin j # 4. Talldin alkeismatriisi on identiteettimatriisi, jonka rivin j i:s alkio on
nollan sijaan skalaari a.

Alkeismatriisit ovat ei-singulaareja (méaaritelma [3.6). Vakuutetaan seuraavaksi lukija ta-
man tuloksen jarkevyydesta. Jos alkeismatriisi £; vastaa matriisin rivienvaihtoa, niin voi-
daan todeta, ettd F1E; = I. Jos alkeismatriisi F, vastaa matriisin rivin ¢ kertomista
skalaarilla o, tall6in voidaan méaaritella alkeismatriisi £, *, joka vastaa rivin i kertomista
skalaarilla 1. Taten laskemalla voidaan havaita, ettd E>E; ' = 1. Jos alkeismatriisi E;
vastaa skalaarilla o kerrotun rivin 7 lisdamista toiseen riviin 7, niin voidaaan maéaritella al-
keismatriisi F2; ', joka vastaa skalaarilla —« kerrotun rivin i lisadmista riviin j. Laskemalla
havaitaan, ettd E3F; " = 1.

Méaéritelmé 3.5 (Redusoitu riviporrasmuoto). Olkoon R = [r;;] € M,,,. Matriisi R on
redusoidussa riviporrasmuodossa (RREF-muoto), jos seuraavat ehdot toteutuvat:

a) Jos matriisilla on nollarivejd, ne ovat alimpana.

(a)
(b) Jos rivi ei ole nollarivi, sen johtava alkio (ensimméinen alkio) on 1.

(c) Jokaisen johtavan alkion sarakkeessa muut alkiot ovat nollia.

(d) Johtavat alkiot muodostavat porrasmaisen kuvion. Jos rivi ¢ ei ole nollarivi ja ;; on
sen johtava alkio, talléin joko ¢ = m, rivi < + 1 on nollarivi tai rivin 7 4 1 johtava alkio

on ri1, Missa ! > k.

Jokainen matriisi voidaan redusoida RREF-muotoon hyédyntdmalla rivioperaatioita. Jos
R € M,,, on matriisin A € M,,, RREF-muoto, niin R = EA, miss& matriisi £ ¢
M, on tehtyja rivioperaatioita vastaavien alkeismatriisien tulo. [9, s.11] Matriisi £/ on ei-
singulaarinen, sill ei-singulaaristen matriisien tulo on ei-singulaarinen lauseen 3.6| nojal-
la. Matriisi £~ on myds alkeismatriisien tulo. Liséksi, jos R on nelidmatriisi, nin R = I
tai matriisi R sisaltda ainakin yhden nollarivin.

3.3 Singulaarisuus

Jokaisella nollasta eroavalla kompleksiluvulla oo on olemassa kertolaskun kaanteisalkio
at = é Kaikilla matriiseilla A # 0 ei kuitenkaan ole olemassa matriisitulon kaantei-
salkioita eli inverssia tai kdanteismatriisia. Jos matriisilla on kdanteisalkio, sanotaan, etta
matriisi on ei-singulaarinen tai kdantyva. Muutoin matriisi on singulaarinen. Ei-singulaari-
sen matriisin on oltava neliématriisi. Matriisi A € M,, ,,, missd m # n, voi olla vasemman-
tai oikeanpuoleinen inverssi, vaikka se ei olisikaan kdantyva. Toispuoleiset inverssit ovat
samat nelibmatriiseilla, ja k&&nteismatriisi on yksikasitteinen. Taten kun halutaan osoit-

taa, ettd nelibmatriisin A kdanteismatriisi on neliématriisi B, riittda osoittaa joko BA = I
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tai AB = I. Toisen ollessa tosi on toinenkin valttamatta tosi.

Maaritelma 3.6. Matriisi A € M,, on ei-singulaarinen (kdantyva), jos on olemassa sellai-
nen matriisi B € M,,, etta
BA=AB=1. (8.3)

Muulloin matriisi A on singulaarinen.

Lause 3.3. Jos matriisi A € M,, on ei-singulaarinen, niin talléin maéritelmdn|3.6 matriisi
B € M, on yksikdsitteinen ja sanotaan, ettd matriisi B on matriisin A kdanteismatriisi tai
inverssi.

Todistus. (Vrt. [14], Theorem 3.6) Oletetaan, etta kaksi matriisia B, C' € M,, toteuttavat
maaritelman ehdon. Identiteettimatriisin ominaisuuksia ja ei-singulaarisen matriisin maa-
ritelmaa hyddyntamalla saadaan

B =Bl =B(AC)=(BA)C=1C=C. (3.4)
Nain ollen B = C' ja kdanteismatriisi on yksikasitteinen. O

Matriisin A kaanteismatriisia merkitaén usein A~!. Matriisin singulaarisuuden perusteella
voidaan paatella monenlaisia tarkeitd ominaisuuksia. Onkin hyédyllista, etta singulariteetti
voidaan paatella eri tavoilla. Tallaisia tydn kannalta olennaisia, yhtapitavia kriteereita on
koottu alla olevaan lauseeseen.

Lause 3.4. Olkoon A € M,,. Télléin seuraavat véittdmét ovat yhtapitavia:

(a) Matriisi A on ei-singulaarinen.

(b) Inverssi A~ on olemassa.

(c) Yhtalélla Ax = b on yksikdsitteinen ratkaisu jokaisellab € C".
(d) Yhtéléllda Ax = 0 on vain triviaaliratkaisu x = 0.

(e) Matriisin A determinantti ei ole nolla, eli det A # 0.

(f) Luku 0 ei ole matriisin A ominaisarvo.

Todistus. (Vrt. [14], Theorem 3.12) Kohdat (a) ja (b) ovat selvasti yhtapitavia. Todistetaan
paattelyketju (b) = (c¢) = (d) = (b). Jos matriisi A~! on olemassa, niin z = A~'b on
erés yhtalén Az = b ratkaisu, silla A(A~'b) = Ib = b. Oletetaan, etta yhtalélla on toi-
nenkin ratkaisu , jolloin Ay = b < y = A~'b = x. Téten ratkaisu on yksikasitteinen.
Kohta (d) seuraa valitsemalla edellisessa kohdassa b = 0. Oletetaan sitten, etta yhtalélla
Az = 0 on vain triviaaliratkaisu = = 0. Matriisi A voidaan kirjoittaa A = E~'R, missa
matriisi £/ € M,, on alkeismatriisien tulo ja matriisi & € M,, on RREF-muotoinen matriisi.
Taten Ax = E7'Rx = 0 & Rx = 0. Jos R = I, yhtallla Rz = 0 on vain triviaali-
ratkaisu. Jos R # I, niin matriisi R siséltda ainakin yhden nollarivin, misté seuraa, etta
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yhtéléryhméassd Rx = 0 vektorissa x on n tuntematonta skalaaria, mutta yhtaléita on
enintdan n — 1. Talldin yhtaléryhmalla Rx = 0 ei voi olla yksikéasitteista ratkaisua. On siis
oltava R = I, joten A~! = E on olemassa.

Kohtien (f) ja (g) yhtapitavyys on todistettu lauseissa ja O

Kaikkien sellaisten vektoreiden b € C™, jolla yhtalélla Az = b on ainakin yksi ratkaisu,
muodostamaa joukkoa kutsutaan matriisin A € M, ,, sarakeavaruudeksi. Matriisin A €
M., , nolla-avaruus on kaikkien yhtélén Az = 0 ratkaisujen x € C™ muodostama joukko.
Nama ovat tarkeitd avaruuksien C™ ja C™ aliavaruuksia.

Maaritelma 3.7. Olkoon A € M, ,,. Tall6in matriisin A sarakeavaruus on R(A) = {b €
C™ : Az = bjollain vektorilla z € C"} ja nolla-avaruus on N'(A) = {x € C" : Ax = 0}.

Lause 3.5 (Dimensiolause). Olkoon matriisi A € My, ,,. Talléin dim R(A)+dim N (A) =

n.

Todistus. (Vrt. [14], Theorem 6.19) Oletetaan, etta nolla-avaruuden dimensio on positii-
vinen kokonaisluku r ja 0 < r < n. Lisaksi oletetaan, ettéd vektoriavaruuden C" kannan
muodostavat vektorit vy, ..., Uy, Vpy1,. .., 0,. TGN nolla-avaruuden kannan virittda r
kappaletta vektoriavaruuden C" vektoreita. Rajoittamatta todistuksen yleisyytta voidaan
olettaa, ettd nAmé& vektorit ovat vy, . . ., v,. Toisin sanoen N'(A) = span{v,...,v.} ja
Avy = -+ = Av, = 0. Olkoon S = {Av,44, ..., Av,} vektorijoukko. Osoitetaan, etta
joukon S vektorit ovat lineaarisesti riippumattomia ja etta ne virittavat matriisin A sarakea-
varuuden, misté seuraa, ettd S on matriisin A sarakeavaruuden kanta. Tutkitaan joukon
S vektoreiden lineaarikombinaatiota ja merkitdan

a1 (Avegr) + -+ ap(Avy,) = A(Qeg 11 + -+ - + apuy,) = 0.

Yht&l6 on tosi, jos ja vain jos vektori o, v, 1 + - -+ + a,v, € N(A). Taten se voidaan
kirjoittaa nolla-avaruuden kantavektorien lineaarikombinaationa

Q1 Vpg1 + - + QU = Q11 + -+ + 0,

101 + -+ QU — Qi Upy1 — 00 — QU = 0.
Koska vektorit vy, . . . , v, muodostavat kannan, ne ovat lineaarisesti riippumattomia. Tas-
ta seuraa, ettd edellinen yhtalé toteutuu vain, jos a; = --- = a,, = 0. Nain ollen joukon

S vektorit ovat lineaarisesti riippumattomia.

Olkoon Az € R(A) miké tahansa matriisin A sarakeavaruuden vektori. Koska = € C",



15

se voidaan kirjoittaa vektorien vy, . . ., v, lineaarikombinaationa. Taten

Az = Alonvy + -+ + @0 + Qi1 Vpg1 + -+ - 4 @uuy)
=ai(Avy) + - + . (Av) + 1 (Aveyg) + -+ + o (Avy)
=0+ api1(Avpir) + -+ an(Avy).

Vektori Az voidaan siis kirjoittaa vektorien Av,.q, ..., Av, lineaarikombinaationa, joten
joukko S virittdd matriisin A sarakeavaruuden. Tama ja vektorien lineaarinen riippumat-
tomuus takaavat, ettd R(A) = span{Av, 11, ..., Av,} jadimR(A) = n — r. Nyt

dimR(A) + dimN(A) = (n—r) +r =n.

Jos r = 0 tai » = n, niin vastaavasti kuin edella voidaan osoittaa, ettd R(A) = span S
ja dimR(A) = n — r. Tallgin valitaan N'(A) = {0}, jolloin dimN(A) = 0ja S =
{Avy, ..., Av,} tai N(A) = {v1,...,v,}, jolloin dim N(A) = n ja S = {0}, tassa
jarjestyksessa. O]

Lause 3.6. (Vrt. [6], Theorem 1.3.3a, ja [6, s.58], Corollary 4) Olkoot A, B € M,,. Tal-
I6in matriisien tulo AB on ei-singulaarinen ja télléin (AB)™! = B~'A™!, jos ja vain jos
matriisit A ja B ovat ei-singulaarisia.

Todistus. Osoitetaan, ettd matriisi AB on singulaarinen, jos ja vain jos matriisi A tai B on
singulaarinen. Tama vaittdma on yhtapitava lauseen vaittdman kanssa. Oletetaan aluksi,
ettd matriisi B on singulaarinen. Talléin lauseen [3.4| nojalla on olemassa jokin sellainen
nollasta eroava vektori z, ettd Bx = 0. Taten yhtalolla (AB)x = A(Bx) = A0 = 0 on ei-
triviaali ratkaisu riippumatta siitd, onko matriisi A singulaarinen vai ei. Nain ollen lauseesta
[3.4 seuraa, ettd AB on singulaarinen. Jos matriisi A on singulaarinen ja matriisi B on ei-
singulaarinen, niin talléin on olemassa sellaiset vektorit b, x # 0, ettd Ab = 0 ja Bx = b.
Né&in ollen yhtélolla (AB)x = A(Bz) = Ab = 0 on ei-triviaali ratkaisu ja lauseen
perusteella AB on singulaarinen. Todistetaan sitten véite toiseen suuntaan. Jos matriisi
AB on singulaarinen, niin talléin on olemassa sellainen nollasta eroava vektori = # 0,
ettd ABx = 0. Jos matriisit A ja B ovat ei-singulaareja, niin talldin lauseen [3.4] nojalla
olisi ABx # 0, mik& on ristiriidassa oletuksen ABx = 0 kanssa. Nain ollen Matriisi A tai
B on singulaarinen.

Jos matriisi AB on ei-singulaarinen, niin (AB)~! on yksikésitteinen. Ei-singulaariselle
matriisille on oltava voimassa maéritelméan [3.6] yhtald ja koska

(AB)(B'A™ )= AIA™' =1 =B"'IB = (B'A™")(AB),

niin (AB)™! = B~1A-L. O
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Edellista lausetta tarvitaan determinantin ominaisuuden det AB = det A det B todistuk-
sessa. Seuraavassa lauseessa on matriisien A=, oA, AT ja A* kdanteismatriisit. Kohta
(a) osoittaa, ettéd jos matriisin A kdanteismatriisi on matriisi B, niin matriisin B kaanteis-
matriisi on A. Kohtien (c) ja (d) perusteella voidaan kirjoittaa (A7)~ = (A=1)T = A~T
ja (A*)—l — (A_l)* — A",

Lause 3.7. (Vrt. [14], Theorem 3.9) Olkoon matriisi A € M,, ei-singulaarinen ja skalaari
a € C on nollasta eroava. Tall6in

(@ (A7) =4,
(b) (@A)t =atAY,
(c) (AT)™' = (AT,
(d) (A")~" = (A7),
Todistus. Osoitetaan, ettd AB = I, josta seuraa A~! = B.
ATTA=1T.
(@A) (aTA™H) =1-AA =1T.
(AT)(AT)T = (A1) =17 = 1.
d (A)(AT) =AM A =I"=1.

a
b

(@) A
(b)
()
(d)

3.4 Alimatriisit, ositukset ja lohkomatriisit

Joukon S ositus on sellainen kokoelma joukon S osajoukkoja, ettd jokainen joukon S
alkio on tdsmalleen yhden osajoukon alkio. Esimerkiksi joukko {1,2,...,n} on kokoel-
ma osajoukoista, joita sanotaan indeksijoukoiksi, oy, ao, . . ., a4 siten, etta jokainen ko-
konaisluku lukujen 1 ja n valilla kuuluu tdsméalleen yhteen indeksijoukkoon. Kyseessa on
perédkkainen ositus, jos joukko S jaetaan sellaisiin indeksijoukkoihin, ettd ne ovat muotoa
ag={1,...;i1},ao={is +1,... 0o}, ...,ap = {641+ 1,...,n}.[9 s.16]

Maaritelma 3.8. Olkoon A € M,,,, ja olkoot a C {1,2,...,m}ja B C {1,2,...,n}
joukkoja. Matriisista A saatua matriisia, jossa sailytetddn joukon « indeksoimat rivit ja
joukon (3 indeksoimat sarakkeet, sanotaan matriisin A alimatriisiksi ja sitd merkitaan

Ala, B].
Jos o = (3, niin kyseessa on padalimatriisi, jota merkitdan

Ala] = Ala, al.
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Jos A € M, on nelibmatriisi ja k € {1,2,...,n}, niin padalimatriisia
A[{1,2,...,k}]

sanotaan johtavaksi paaalimatriisiksi, ja jos k& € {k,...,n}, niin matriisia

sanotaaan hantapaaalimatriisiksi.

On hyvin selva3, etté kaikki johtavat padalimatriisit ovat paaalimatriiseja ja kaikki paaali-
matriisit ovat alimatriiseja. Joskus alimatriisit on katevdmpaa ilmoittaa poistettavien rivien
ja sarakkeiden avulla. Talléin voidaan kayttaa joukkojen « ja 3 komplementteja ilmaise-
maan, mitkd rivit ja sarakkeet poistetaan. Perusjoukkona kéytetdan rivien tai sarakkeiden
indeksien muodostamaa joukkoa. Téten esimerkiksi a“ = {1,2,...,m} \ a. Selvenne-
tadan vield maaritelmaa esimerkin avulla.

1 2 3

Esimerkki 3.2. Olkoon A= | 4 5 ¢ | nelidmatriisi. Talldin matriisi

789

B=AR2 {123} =4 5 6]

on matriisin A eras alimatriisi, matriisi
C=A[{1,3}] =
on matriisin A eras paaalimatriisi ja matriisi

p=ala=|

on matriisin A eras johtava paaalimatriisi. Vaihtoeshtoisesti matriisi B voitaisiin merkita
B = A2, ()] ja paadyttaisiin taysin samaan lopputulokseen.

Matriisin osituksessa matriisi jaetaan sellaisiin alimatriiseihin, etta jokainen alkuperaisen
matriisin alkio on tdsmalleen yhden alimatriisin alkio. Esimerkiksi kateva tapa esittda mat-
riisit on osittaa matriisi sarakkeiden mukaisesti. Esimerkiksi jos A € M,,, ja B € M, ,,
niin matriisi B voidaan kirjoittaa B = [bl o bn}, misséa vektori b; € CP on matriisin B

1. sarake. Tallin matriisitulo AB voidaan esittdd muodossa AB = [Abl o Abn]. [9,
s.17]
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Jos oy, ..., a; muodostavat joukon {1, ..., m} osituksen ja /31, ..., s muodostavat jou-
kon {1,...,n} osituksen, niin alimatriisit A[a;, 3;], missd 1 < i < tjal < j < s,
muodostavat matriisin A € M,, ,, osituksen. Jos matriiseille A € M,, , ja B € M, , on
muodostettu sellainen ositus, ettd joukon {1, ..., n} ositukset ovat samat, niin sanotaan,
ettd matriisit ovat yhteensopivasti ositettu. Téassa tapauksessa voidaan laskea

(AB)[ai, v =Y Alewi, B B[Br, 5], (3.5)
k=1

miss& alimatriisit A[c;, Bx] ja B[Sk, ;] ovat matriisitulon kannalta yhteensopivia. Yhtalon
(3.5) vasen puoli on matriisitulon alimatriisi ja oikealla puolella jokainen summan termi
on alimatriisien matriisitulo. N&in ollen, jos matriisit A ja B ositetaan yhteensopivasti,
niin ositettujen matriisien tulo mukailee tavallista matriistuloa. Vastaavasti, jos matriisit
A, B € M,,,, ositetaan yhteensopivasti, niin ositettujen matriisien yhteenlasku on

(A + B)[Oéi, ﬂ]] = A[Oéi, ﬂj] =+ B[CYZ', ﬁj] (36)

ja mukailee tavallista matriisien yhteenlaskua. [9) s.17-18]

Jos matriisi ositetaan rivien ja sarakkeiden perédkkaisen osituksen avulla, niin saadaan
ositettu matriisi, jota sanotaan lohkomatriisiksi. Esimerkiksi jos matriisin A € M, rivit

ja sarakkeet jaetaan samalla perakkaisella osituksella osiin a; = {1,...,k} ja as =
{k+1,...,n}, niin saadaan seuraava lohkomatriisi
A[Oéh 041] A[Oéh 042] A A
A= = = [Aij], (3.7)
A[az, 041] A[OQ, az] Ay Anx

missa lohkot ovat A;; = Afw, «;]. Kokoa 2 x 2 olevat lohkomatriisit ovat tarkeimpia
ja kayttékelpoisimpia. [9, s.18] Nollalohkoksi sanotaan lohkoa, jossa on alkioina pelkkia
nollia. Yht&lét ja tulevat yhteensopiville lohkomatriiseille A = [A;;] € M,,, ja
B = [B;;] € M,,,, muotoon

p
AB = {Z AiksBkJ} (3.8)
k=1
ja

Lohkomatriisien transpoosi ja konjugaattitranspoosi maéritellaan seuraavasti: A7 = [ AJTZ]

jaA* = [A;J . Lohkoja késitellaan siis kuten tavallisen matriisin alkioita transpoosissa el
lohkojen rivit ja sarakkeet vaihtuvat keskendan, mutta liséksi jokaisesta lohkosta otetaan
viela transpoosi tai konjugaatitranspoosi.
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3.5 Diagonaalimatriisit ja lohkodiagonaalimatriisit

Matriiseja voidaan luokitella muodon ja ominaisuuksien perusteella. Eri luokille voidaan
osoittaa ominaisuuksia, jotka eivat ole voimassa yleisesti kaikille matriiseille. Tallainen
luokittelu mahdollistaa matriisien helpomman kasittelyn ja monet ominaisuudet seka so-
vellukset toimivat vain tietyn tyyppisille matriiseille. Esimerkiksi diagonaalimatriisien ko-
rottaminen potenssiin on hyvinkin triviaalia verrattuna tavallisiin matriisieihin.

Matriisi D = [d;;] € M,,, on diagonaalimatriisi, jos d;; = 0 aina, kun i # j. Lisaksi
jos matriisin kaikki diagonaalialkiot ovat positiivisia tai epanegatiivisia, voidaan matriisis-
ta kayttaa nimitysta positiivinen tai epanegatiivinen diagonaalimatriisi. Jos matriisi D on
nelidmatriisi, jonka kaikki diagonaalialkiot ovat yhtasuuria, niin matriisi kutsutaan skalaa-
rimatriisiksi. Skalaarimatriisi voidaan kirjoittaa identiteettimatriisin avulla D = «/, missa
«a € C. Matriisitulo skalaarimatriisin kanssa vastaa skalaarikertolaskua. [9, s.30]

Jos A = [a;;] € M,,, ja ¢ = min{m,n}, niin merkinta diag A = [a11, ..., ay)" € CY
tarkoittaa vektoria, jonka alkioina ovat matriisin A diagonaalialkiot. Ja kdanteisesti, jos
x € C™ ja m seké n ovat sellaisia positiivisia kokonaislukuja, ettd min{m,n} = ¢, niin
merkintd diagxz € M,,,, tarkoittaa sellaista m x n-kokoista diagonaalimatriisia A, jolle
diag A = z eli jonka diagonaalialkiot ovat vektorista x. Jotta diag = on hyvin maaritelty,
kumpikin luku m ja n taytyy olla maaritelty. Merkinta diag(as, . . ., a,), missé ay, . .., a, €
C, tarkoittaa aina neliématriisia A = [a;;] € M, jolle a;; = a; jokaisellai =1,...,nja
a;; = 0, jos i # 7.9, 5.30]

Jos matriisi A € M, on jokin mielivaltainen matriisi ja matriisi D € M,, on diagonaa-
limatriisi, niin talléin matriisitulo DA = [d;;a;;] € M, kertoo matriisin A rivin i diago-
naalimatriisin alkiolla d;;. Vastaavasti matriisitulo AD = [a,;d,;| kertoo matriisin A sarak-
keet diagonaalimatriisin alkiolla. Jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle £ on voimassa
DF = diag(dk,,...,d",). Liséksi samankokoiset diagonaalimatriisit kommutoivat. Siis
jos D, E € M, ovat diagonaalimatriiseja, niin DE = diag(dii€e11, - - -, dunenn)- [9) $.30]
Mydhemmin tullaan huomaamaan, ettd diagonaalimatriisin determinantti on sen diago-
naalialkioiden tulo, sen ominaisarvot ovat diagonaalialkiot ja niitd vastaavat ominaisvek-

torit ovat diagonaalimatriisin sarakkeet.

Maaritelladn seuraavaksi uusi matriisien operaatio, suora summa. Matriisien A ja B suora
summa on lohkomatriisi A B. Jos matriisit A ja B ovat nelidmatriiseja, niin suora summa
on lohkodiagonaalimatriisi.

Maéritelma 3.9. Olkoon A € M,,, ja B € M, , matriiseja. Talléin matriisien A ja B
suora summa on

A 0
A @ B = G Merp,nJrq- (31 0)
0 B
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Erityisesti, jos A € M,, ja B € M, niin suora summa A ® B € M,,, on lohkodiago-

naalimatriisi.
1 2 3
Esimerkki 3.3. Olkoot A= | 4 5 6 | jaB = b2 . Talléin suora summa
78 9 )
(1230 0]
456 00
AbGB=|78 9 0 0
0001 2
| 00 0 3 4]

Lohkodiagonaaliksi kutsutaan matriisia A € M,,, joka on muotoa

A= ,
missd A; € M,.,i = 1,...,k Y5 n; = n, ja jokainen lohkodiagonaalin ala- ja yla-

puolella oleva lohko on nollalohko. Tallainen matriisi on kateva kirjoittaa suoran summan
avulla seuraavasti

k
A:All@AQQ@“‘@Akk:@Aii'
i=1

Lohkodiagonaalimatriisit yleistavat monet diagonaalimatriisien ominaisuudet, kuten edel-

l& mainitut kommutointia ja determinanttia koskevat ominaisuudet. Esimerkiksi lohkodia-
k k

gonaalimatriisit A = @ A;; ja B = € B;; kommutoivat, jos ja vain jos jokainen pari A;;
=1 =1
ja B;; kommutoi. [9) s.30-31]

3.6 Kolmiomatriisit ja lohkokolmiomatriisit

Matriisi 7' = [t;;] € M, on ylakolmiomatriisi, jos ¢;; = 0 aina, kun ¢ > j. Jos t;; = 0
aina, kun ¢ > 7, sanotaan, ettd 7' on aito ylakolmiomatriisi. Vastaavasti matriisi 7" on
alakolmiomatriisi tai aito alakolmiomatriisi, jos sen transpoosi on ylakolmiomatriisi tai aito
yldkolmiomatriisi. Kolmiomatriisi voi olla joko ala- tai ylakolmiomatriisi, ja aito kolmiomat-
riisi voi olla joko aito ala- tai ylakolmiomatriisi. Yksikk6kolmiomatriisi on kolmiomatriisi,
jonka kaikki diagonaalialkiot ovat ykkdsia. [9, s.31]
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Olkoon T'" € M,, ,, jokin matriisi. Jos T" on yldkolmiomatriisi ja n < m, niin se on muo-
toa T = [R Ty].Jos T on ylakolmiomatriisi ja n > m, niin se on muotoa 7' = [%].
Téassd R € Myin{n,my ON ylakolmiomatriisi ja 75 on mielivaltainen (tyhja, jos m = n). Jos
T on alakolmiomatriisi ja n < m, niin se on muotoa 1" = [L 0}. Jos T' on alakolmio-
matriisi ja n > m, niin se on muotoa 7' = [ £ ], jos n > m. Tass& L € Myinfnm} ON
alakolmiomatriisi ja 75 on mielivaltainen (tyhja, jos m = n). [9, s.31]

Lohkoylakolmiomatriisiksi kutsutaan matriisia A € M,,, joka on muotoa

All * *
A= EE * |
missd A; € M,,,i =1,... k, Zle n; = n, ja kaikki lohkodiagonaalin alapuolella ole-

vat lohkot ovat nollalohkoja. Jos lohkodiagonaalit ovat nollalohkoja, niin kyseessa on aito
lohkoylakolmiomatriisi. Vastaavasti matriisi on lohkoalakolmiomatriisi, jos sen transpoosi
on lohkoylédkolmiomatriisi, ja aito lohkoalakolmiomatriisi, jos sen transpoosi on aito lohko-
yldkolmiomatriisi. Lohkokolmiomatriisi on joko lohkoylakolmiomatriisi tai lohkoalakolmio-
matriisi. Lohkokolmiomatriisi on seka lohkoala- ettéd lohkoylakolmiomatriisi, jos ja vain jos
se on lohkodiagonaalimatriisi. [9, s.31-32] Merkeilla % tarkoitetaan mielivaltaisia lohkoja.
Jos asiayhteydessa on merkityksettémia lohkoja, niitd voidaan myés merkitd symbolilla
% sievemman lopputuloksen toivossa.

3.7 Matriisin jalki ja determinantti

Matriisin jalki ja determinantti ovat tarkeita skalaareja, jotka kertovat matriisin ominaisuuk-
sista. Naista matriisin jalki on huomattavasti yksinkertaisempi. Jalki maéritelladn matriisin
diagonaalialkioiden summaksi. Determinantti puolestaan maaritellaan induktiivisesti ali-
determinanttien summana tai vaihtoehtoisesti eri permutaatioiden tulona. Jalked, deter-
minanttia ja niiden ominaisuuksien tullaan tarvitsemaan eri puolilla tyéta, monien lausei-
den todistamisessa.

Maaéritelméa 3.10. Matriisin A = [a;;] € M,,, jalki on matriisin paadiagonaalialkioiden
summa. Tata merkitaén

q
trA:all—i—agg—i--"—i—aqq:Zaii, (311)
i=1

missd ¢ = min{m, n}.

Lause 3.8. (Vrt. [13], lause 1.15.3) Olkoon A € M,,,, ja B € M,,, (kohdassa (b)
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A, B € M,, ) matriiseja ja o jokin kompleksiluku. T&llbin

(a) traA = atr A,

(b) tr(A+ B) =tr A+ tr B,
(c) tr AT = tr A,

(d) tr A* =tr A,

(6) tr AB = tr BA.

Todistus. Véitteet seuraavat melko suoraviivaisesti jaljen maaritelmésta sekd matriisien
ja summien laskusaanndista.

q q
(@) traAd => aa; =a) a; = atrA.
i=1 i=1

q

q
=1 i=1

i=1

(c) Transpoosissa paadiagonaalin alkiot pysyvat samoina, joten tr A7 = tr A.

— — q q -
(d) tr A* = tI'(A)T =trA= 26“ = Z Qi = tr A.
1=1 =1

(e) Lasketaan aluksi matriisitulot AB = [Y",_, aiby;| € My, ja BA = [Y ), binan;] €
M,,. Matriisin jalien mééaritelman mukaan tr AB = Y%, >, ayby; ja tr BA =
D i1 Doner bjnang = D52y D05 angbn, silld summauksen jarjestykselld ei ole
merkitystd. Koska summien indeksien kirjaimet voidaan valita mielivaltaisesti, niin
tr AB = tr BA.

O

Lause 3.9. (Vrt. [9, s.7], equation 0.2.5.1) Olkoon A = |a;j] € M,,, mielivaltainen
matriisi. Talléin -
tr AA" = tr A= "ay|’,
4,7
ja
tr AA* = 0, jos ja vain jos A = 0.

Todistus. Matriisitulon maaritelman 3.3l mukaan

n
E aikdjk .

k=1

AA* =

Koska diagonaalialkioiden indekseillda on voimassa i = j, niin matriisin AA* diagonaa-
lialkiot ovat muotoa >, aw@iy, = Y _p_, |aix|*. Matriisitulo AA* € M,, on neliématriisi,
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joten matriisin jaljen maaritelman mukaan saadaan

m n m n
rAAT = aal =YY layl,
=1 k=1 =1 j=1

missé jalkimmaisessa yhtdsuurudessa vaihdettiin vain indeksikirjain & kirjaimeen j es-
teettisyyden takia. Edellisen lauseen perusteella tr AA* = tr A* A, joten

rAA" =tr ATA = Jayl”

.3

Tiedetaan, etta tr AA* = 37, - |a;;|* ja |a;|* > O jokaisellai = 1,...,mjaj=1,...,n.
Taten jokaisella indeksien i ja j arvolla on voimassa

Z|aij’2:0<:>’aij‘2:0<:>(lij:0<:>z4:0,

i,
mika todistaa lauseen jalkimmaisen vaitteen. O]

Determinantti on méaaritelty vain neliématriiseille. Determinantti voidaan maaritella eri ta-
voilla ja tassa tydssa kdytetddn padosin Laplacen esitysta. Lausetta [3.16] varten tarvitaan
kuitenkin myds vaihtoehtoinen maaritelma, joka esitelldan alaluvun lopussa. Alla esite-
tyssa yhtalossa ensimmadinen summa on Laplace laajennus alideterminateilla rivia
pitkin ja jalkimmainen saraketta pitkin [9 s.8].

Méaéritelméa 3.11. Determinantti maaritelldan induktiivisesti matriisille A = [a;;] € M,
seuraavasti. Oletetaan, ettad determinantti on maéritelty joukon M,,_; matriiseilla ja mer-
kitddn A,; € M, _, alimatriisia, joka on saatu poistamalla rivi ¢ ja sarake j matriisista A.

Tallgin mille tahansa indeksille 7, j € {1, ..., n} maaritelldan, etta
det A =|A] =) (—1)"Fag det Ay =Y (=1)FJay; det Ay;. (3.12)
k=1 k=1

Lisdksi asetetaan, ettd 1 x 1-kokoisen matriisin determinantti on yksittaisen alkion arvo ja
det A[0] = 1.

Seuraava lause on osana aiempaa lausetta [3.4) mutta se todistetaan vasta nyt. Taméan
lauseen avulla on helppo todeta, onko matriisi singulaarinen vai ei. Lause on hyédyllinen
myds toiseen suuntaan. Lausetta kaytetdan esimerkiksi ominaisarvoja maaritettdessa.

Lause 3.10. Olkoon A € M,,. Té&lléin matriisi A on ei-singulaarinen, jos ja vain jos
det A # 0.

Todistus. (Vrt. [14], Theorem 4.6) Oletetaan, ettd det A # 0. Matriisi A voidaan kirjoittaa
RREF-muodossa R = EA, missd R, E € M, ja E on ei-singulaarinen. Voidaan siis
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kirjoittaa A = E~'R. Lauseen kohdan (k) avulla saadaan
det A = det(E™'R) = det E~"det R # 0,

mika toteutuu vain, jos R = I, koska muulloin det R = 0 kohdan (d) nojalla. Tasta seuraa,
ettd matriisi A on ei-singulaarinenja A= = E.

Todistetaan vaite sitten toiseen suuntaan. Oletetaan, ettd matriisi A on ei-singulaarinen.
T4ll6in voidaan kirjoittaa A = E~'R = E~'1, joten lauseen kohdan (i) ja (k) nojalla

det A =det(E™'R) =det(E'I) =det E'det [ =det E~' # 0.
O

Alla olevaan lauseeseen on keratty tyén kannalta tarkeitd determinantin ominaisuuksia.
Vastaavat ominaisuudet voidaan osoittaa sarakkeille samaan tapaan.

Lause 3.11. Olkoot A, B € M,, nelimatriiseja ja o jokin kompleksiluku. Télldin
(a) jos matriisin A rivien i ja j # i paikkoja vaihdetaan, niin saadun matriisin E;A
determinantti on det(E; A) = — det A.

(b) jos matriisin A jokin rivi tai sarake kerrotaan skalaarilla o, niin saadun matriisin 5 A
determinantti on det(EyA) = adet A.

(c) jos matriisissa A on kaksi samaa vaakarivid, niin det A = 0.
(d) jos matriisissa A nollarivi, niin det A = 0.

(e) jos matriisin A jokin skalaarilla o kerrottu rivi v lisdtdan riviin 5 # i, niin saadun
matriisin E5 A determinantti on det(E3A) = det A.

(f) det AT = det A.
(g) det A* = det A.
(h) det A = " det A.

(i) det I = 1.

(j) rivioperaatioita rivienvaihto, skalaarilla kertominen ja rivien yhteenlasku vastaavien
alkeismatriisien E, E5, E3 € M, determinantit ovat det F, = —1,det £y = « ja
det E3 =1.

(k) det(EA) = det E det A, missd matriisi E € M,, on alkeismatriisien tulo. Lis&ksi
det E # 0.

(I) det(AB) = det Adet B.

(m) jos A on ei-singulaarinen, niin det A=' = (det A)~1.

Todistus. (Vrt. [14], Theorem 4.3 ja 4.8, seka [13], lause 1.23.6)
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(a) Todistetaan vaite induktiolla kaikille matriiseille A = [a;;] € M,, ja merkitddn muun-
nettua matriisia £1 A, missa F, on rivienvaihtoa vastaava alkeismatriisi. Naytetaan
aluksi, etta vaite on tosi, kun n = 2. Talléin

a1; a2
det A = = 11029 — Q12021
A21 (22
ja
21 Q22
det(ElA) = = 12021 — Q110929 = — det A.
a2 a1

Tehdaan induktio-oletus, ettd vaite on tosi, kun n = p € Z, missad p > 2. Toisin
sanoen oletetaan, etta det(E;A) = — det A, aina kun n = p. Todistetaan tapaus,
missd n = p+ 1. Kehitetdan determinantti jonkin muun kuin vaihdetun rivin mukaan

p+1 p+1
det(E1A) =) (—1)"ay det By Ay = > (—1)Fay(— det Ay,)
k=1 k=1
p+1

= — Z(_l)HkGik det Ajp = —det A,
k=1

silléa induktio-oletuksen mukaan kaikille alimatriiseille det(F; A;x) = — det A;y.. Nain
ollen induktioperiaatteen nojalla vaite on tosi jokaisella n > 2.

(b) Oletetaan, etta rivi 7 on kerrottu skalaarilla «. Kehitetddn muutetun matriisin F, A
determinantti tata rivia ¢ pitkin. Taten

det(E2A) = Z(—l)i’Lkaaik det A;, = Z(—l)”kaik det A;;, = avdet A.

k=1 k=1

(c) Vaihdetaan samanlaisten rivien paikkoja, jolloin matriisi ei muutu. Kuitenkin kohdan
(a) nojalla on voimassa det A = — det A, mik& toteutuu vain kun det A = 0.

(d) Kehitetdan determinantti nollarivin suhteen. Tall6in

det A= (=1)""-0- det Ay = 0.
k=1

(e) Oletetaan, etta rivi h on kerrottu skalaarilla « ja lisatty riviin 7. Kehitetdan determi-



26

nantti muunnetun rivin ¢ suhteen. Taten

det(E3A) =Y (—1)"*(an — aan) det Ay,
k=1
= Z(—l)”kaik det Azk: — Z(—l)”kahk det Alk

k=1 k=1

=det A—0=det A,

silla jalkimmainen lauseke on determinantti matriisista, jossa on kaksi samanlaista
rivia.

(f) Maaritelman mukaan matriisin transpoosi vaihtaa matriisin rivien ja sarakkeiden
paikkoja. Nain ollen jos matriisin A = [a;;| determinantti kehitetdan rivin i suh-
teen saadaan det A = zn:(—l)”’“aik det Ay, ja matriisin B = [b;] = AT = [a;]
determinantti kehitetéénkgellrakkeen j suhteen saadaan

n

det B=> (=1)*by; det By = > (—1)"ay, det A
k=1 k=1

— Z(—l)k+jajk det Ajk = det A
k=1

(g) Koska det A* = det A" = det A, riittaa osoittaa, ettd det A = det A. Osoitetaan
véite determinantin vaihtoehtoisen méaaritelman avulla. Saadaan

det A = Z (sgnaﬁ&ia(i)> = Z (sgnaﬁaw(i)> = det A.
o i=1 j

o

(h) Soveltamalla kohdan (b) tulosta n kertaa, saadaan haluttu tulos.
(i) Ominaisuus seuraa lauseesta

(j) Kohtien (a) ja (i) avulla saadaan, ettd det £y F/y = det [ = 1jatoisaaltadet £1 F; =
—det ;. Taten det E; = —1. Kohtien (b) ja (i) avulla saadaan, etta det E; ' Ey =
det I = 1 ja toisaalta det B, 'Fy = édet Es. Taten det E5 = «. Kohtien (e) ja
(i) avulla saadaan, ettd det F; ' E3 = det I = 1 ja toisaalta det E; ' F5 = det E.
Taten det F3 = 1.

(k) Kohdista (a), (b), (e) ja (j) seuraa, ettd det(E;A) = det E;det A, missad E; on
jotain rivioperaatiota vastaava alkeismatriisi. Matriisi £/ voidaan kirjoittaa alkeis-
matriisien tulona £ = FE--- Ej. Kohtaa (j) hyddyntdmalla saadaan det FA =
det F - - - det Ej, det A ja taten voidaan méaaritella

det £ = det Ey - - -det E}, # 0,
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silla E; # 0 jokaisellai € {1,...,k}.

(I) Oletetaan aluksi, ettd matriisi A on singulaarinen. Tall6in lauseesta [3.6|seuraa, etta
matriisi AB on singulaarinen ja lauseesta ettd

det(AB) =0 =0-det B = det Adet B.

Jos matriisi A on ei-singulaarinen, niin se kirjoittaa rivioperaatioita vastaavien al-
keismatriisien tulona eli A = E'4. Edellista kohtaa soveltamalla saadaan

det(AB) = det(E4B) = det E4 det B = det A det B.

(m) Koska matriisi A on ei-singulaarinen, niin lauseen [3.10| nojalla det A # 0. Koh-
dista (i) ja (I) seuraa, ettd 1 = det I = det(AA™!) = det Adet AL, Nain ollen

det A7t = Lo = (det A) .

O

Determinantin laskeminen kolmiomatriiseille on helppoa, silla determinantti on diagonaa-
lialkioiden tulo. Lause on voimassa my0s diagonaalimatriiseille, silla ne ovat kolmiomat-
riiseja.

Lause 3.12. (Vrt. [14], Theorem 4.2) Olkoon A = [A;;] € M, kolmiomatriisi. Talloin

det A =ajy - anp.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd matriisi A on alakolmiomatriisi. LAhdetaan kehittdamaan
matriisin A determinanttia rivien kautta. Ensimmaisen rivin ainoa mahdollisesti nollasta
eroava alkio on ay; ja alimatriisin A[{1}¢] ensimmaisen rivin ainoa mahdollisesti nollasta
eroava alkio on as;. Samaan tapaan jatkaen saadaan

det(A) = a1 det A[{1}]
= aj1a92 det A[{l, 2}6]

= ai11 - Qpp-

Oletetaan sitten, ettd A on ylakolmiomatriisi. Talldin A” on alakolmiomatriisi ja edellisesté
lauseesta seuraa, ettd det AT =det A = a1 - - - G- O

Esitelladn seuraavaksi determinantin vaihtoehtoinen maaritelma. Maaritelméassa permu-
taatiolla tarkoitetaan bijektiivistd kuvausta o : {1,...,n} — {1,...,n}. Erilaisia per-
mutaatioita on n! kappaletta. Peruspermutaatiolle on voimassa o (i) = i jokaisella i =
1,...,n.[9 s.9]
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Méaéritelmé 3.12 (Vaihtoehtoinen mééritelma determinantille). Olkoon A = [a;;] € M,,.
Talléin matriisin A determinantti on

det A = |A| = Z (sgnaHaw(i)), (3.13)
o =1

miss& summa otetaan yli kaikkien joukon {1,...,n} permutaatioiden ja missa permu-
taation o merkkifunktio sgn o on joko +1 tai —1 riippuen siitd, mik& on pienin maara
tehtyja transpositiota (vaihtoa pareittain), jotta on paasty haluttuun permutaatioon pe-
ruspermutaatiosta {1, ...,n}. Jos tehtyjen transpositioiden lukumaaré on parillinen, niin
sgn o = +1, ja jos pariton, niin sgno = —1.

Esimerkki 3.4. Selvennetdan vield edellistd maaritelmaa laskemalla mielivaltaisen mat-
riisin A = [a;;] € M; determinantti. Taulukoidaan summan termit ja niiden laskemi-
seen tarvittavat tiedot taulukkoon B.l Taulukon ensimmaisessa sarakkeessa merkinta
{1,2,3} — {2, 1, 3} tarkoittaa sellaista permutaatiota o, ettd o(1) = 2,0(2) = 1,0(3) =
3. Ylimmalla rivillad on siis peruspermutaatio.

Taulukko 3.1. Permutaatiot, niiden merkkifunktion arvot ja summan termit.

permutaatio o sgno | sgno ﬁlaw(i)
{1,2,3} = {1,2,3} | +1 +a11a22a33
(1,23} = {1,3,2} | 1 | —anasas
{1,2,3} = {3,1,2} | +1 +a13a21032
(1,2,3) 5 {3,2,1} | 1 | —aizaman
{1,2,3} = {2,3,1} | +1 +a12a23a3;
{1,2,3} = {2,1,3} | -1 —a12021033

Néin ollen

det A=A =) (sgnaﬁawm)
o i=1

= Q11Q22033 — Q11023032 + Q13021032 — Q13022031 + (12023031 — G12G21033.

Esitetdén alaluvun lopuksi vield tarked 2 x 2-kokoisiin lohkomatriiseihin perustuva las-
kukaava matriisin determinantille. Olkoon A = [a;;] € M, ja olkoon o C {1,...,n}
sellainen indeksijoukko, ettd alimatriisi A[«] on ei-singulaarinen. Jos matriisi A ositetaan
kayttaen indeksijoukkoja « ja o€, niin talléin determinantti voidaan laskea seuraavasti:

det A = det Ala] det(A[a] — Ala®, a]Ala] Ao, a9]). (3.14)

Tama on 2 x 2-kokoisen matriisin determinantin laskukaavan yleistys 2 x 2-kokoiselle
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lohkomatriisille. [9] s.24-25]

3.8 Ominaisarvot ja -vektorit

Ominaisarvot ja -vektorit ovat monesti keskeisessa roolissa, kun tutkitaan matriisin omi-
naisuuksia tai sovelluskohteita. Niiden avulla voidaan esimerkiksi paatella matriisin sin-
gulaarisuus, laskea matriisin jalki tai determinantti. Ominaisarvoja ja -vektoreita tarvitaan
myds erilaisissa hajotelmissa, jotka yksinkertaistavat ja helpottavat matriiseilla laskemis-
ta. MyGhemmin tullaan hyédyntdmaén erasta tallaista hajotelmaa, spektraalihajotelmaa,
useasti eri lauseita todistaessa. Lisaksi sen avulla voidaan laskea esimerkiksi positiivi-
sesti semidefiniittien matriisien juuria.

Maaritelma 3.13. Olkoon A € M, nelidmatriisi. Jos luku A € C ja nollasta eroava vektori
x € C" toteuttavat yhtalén
Ar = Az, (3.15)

niin talldin lukua A\ sanotaan matriisin A ominaisarvoksi ja vektoria = matriisin A ominai-
sarvoa )\ vastaavaksi ominaisvektoriksi.

Huomionarvoista on, ettd ominaisarvot ja -vektorit esiintyvat pareittain ja ettd ominaisvek-
tori ei voi olla nollavektori. Jos nollavektori voisi olla ominaisvektori, niin talloin jokainen
kompleksiluku A € C olisi ominaisarvo, silla Az = A0 = 0 = A0 = Ax. Geometrinen tul-
kinta ominaisarvoyhtaldlle on, ettd matriisin A kertominen ominaisvektorilla z skaa-
laa ominaisvektoria skalaarilla \. Jos A on reaalinen, niin ominaisvektorin pituus muuttuu,
mikali A # 1 ja vektorin x suunta vaihtuu painvastaiseksi, jos A < 0. Jos ominaisarvo A
on kompleksinen, niin ominaisvektoria kierretddn skaalaamisen lisaksi.

Jokaista ominaisarvoa vastaa aarettéman monta ominaisvektoria, silla jos x on ominais-
vektori, niin talléin ax on my6és ominaisvektori jokaisella nollasta eroavalla kompleksi-
luvulla . Kaikkien mahdollisten ominaisvektorien muodostamaa joukkoa sanotaan omi-
naisavaruudeksi. Joskus riittda 16ytaa vain jotkin ominaisavaruuden virittavat vektorit, toi-
sinaan virittavilta vektoreilta vaaditaan esimerkiksi ortogonaalisuutta. Normeeratut omi-
naisvektorit ovat katevia ominaisuutensa x*z = 1 takia.

Ominaisarvojen muodostamaa joukkoa kutsutaan matriisin spektriksi. Esitelladn seuraa-
vaksi spekitriin liittyvia ominaisuuksia.

Maaritelma 3.14. Matriisin A € M,, spektri on sen kaikkien ominaisarvojen muodostama
joukko. Spektria merkitddn o (A).

Lause 3.13. (Vrt. |9, s.45], Exercise) Olkoon A € M,, neliématriisi, ja olkoon c(A) =
{1, ..., \x} matriisin A spektri. Talléin matriisin A kompleksikonjugaatin A spektri on

c(A)=c(A) ={,..., i}
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Todistus. Jos Az = Az, niin talldin AT = \T < Ay = \y. Nain ollen

ANeo(A) e Ar = \v & Ay = \y < ) € 0(A),
mistd vaittdma seuraa. O
Lause 3.14. Matriisi A € M,, on singulaarinen, jos ja vain jos 0 € o(A).

Todistus. (Vrt. [9], Observation 1.1.7) Matriisi A on singulaarinen, jos ja vain jos Az = 0
jollain nollasta eroavalla vektorilla x. Tama on voimassa, jos ja vain jos Ax = Ox jollain
vektorilla = # 0 eli jos ja vain jos A = 0 on matriisin A ominaisarvo. O

Lause 3.15. Olkoon A € M, ja A\, € C. Talléin X € o(A), jos ja vain jos A\ + p €
o(A+pl).

Todistus. (Vrt. [9], Observation 1.1.8) Jos A € o(A), niin on olemassa sellainen nollasta
eroava vektori z, ettd Az = Ax. Nain ollen

(A4 pl)x = Az + ple = Ax + pr = (N + p)x,

joten A+ p € o(A + pl). Kaantéen, jos A + p € o(A + p), niin on olemassa sellainen
nollasta eroava vektori y, etta

Ay+py = (A+pl)y = (A + p)y = Ay + py.
Edellisesta yhtélosta saadaan, ettd Ay = \y jataten A € o(A). O
Ominaisarvoyhtalo voidaan kirjoittaa
(AT — A)z = 0. (3.16)

Luku A on matriisin A ominaisarvo, jos ja vain jos on olemassa jokin sellainen nollasta
eroava vektori x, ettd yhtalo toteutuu. TAma tarkoittaa, ettd matriisin A\l — A on oltava
singulaarinen, mika toteutuu, jos ja vain jos

det(M — A) = 0. (3.17)

Maaritelma 3.15. Matriisin A € M,, karakteristinen polynomi on
pa(t) = det(tl — A).

Karakteristisella yhtalolla tarkoitetaan yhtalod p(t) = 0.
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Lause 3.16. Matriisin A = [a;;] € M, karakteristinen polynomi on aina astetta n ja on
muotoa
pa(t) =" — (tr A" 4 (=1)"det A. (3.18)

Lisdksipa(\) = 0, jos ja vain jos A on matriisin A ominaisarvo, joten matriisin spektrissé
o(A) on korkeintaan n kompleksilukua.

Todistus. (Vrt. [9], Observation 1.2.4) Maaritelman[3.12mukaan jokainen matriisin t/ — A
determinantin summattava termi on tulo, jossa on tadsmalleen n matriisin t/ — A alkiota.
Nama alkiot ovat kaikki eri riveiltd ja eri sarakkeista, joten jokainen summatava termi
on korkeintaan polynomi astetta n. Termin polynomi voi olla astetta n vain, jos jokainen
tulontekija sisaltdd muuttujan ¢, mika tapahtuu vain jos kyseessa on diagonaalialkioiden
tulo

(t—ay) - (t— ) =t" — (tr A" 4. (3.19)

Mik& tahansa muu summattava termi siséltda tekijan a;;, missé ¢ # j, joten samalla
rivilla ja samassa sarakkeessa diagonaalialkiot ¢ — a;; ja t — a;; eivat voi olla termissé
tulon tekijéind. Taman takia muut summattavat termit voivat olla korkeintaan astetta n — 2.
Taten karakteristisessa polynomissa p4(t) termien t" ja t"~! kertoimet tulevat pelkastaan
summan termistd (3.19). Karakteristisen polynomin vakiotermi on p4(0) = det(0I —
A) = det(—A) = (—1)"det A. Vaittdma pa(A) = 0 on yhtépitava yhtaldiden ja
kanssa. Tiedetaan, etta astetta n > 1 olevalla polynomilla on enintdéan n erisuurta
nollakohtaa ja siksi matriisin spektrissa voi olla korkeintaan n kompleksilukua. O

Minka tahansa matriisin A € M,,, misséd n > 1, karakteristinen polynomi voidaan kirjoittaa
nollakohtien ay, . .., a;, avulla muotoon pa(t) = (t — ay)--- (t — «,). Tiedetddn, ettd
luvut g, . . ., o, ovat matriisin A ominaisarvoja riippumatta kertaluvusta. Avaamalla sulut
karakteristisesta polynomista saadaan

pat) =t" — (g + - Fa )t (=) . (3.20)

Vertaamalla yhtaloita ja huomataan, ettd matriisin A jalki on karakteristisen
polynomin nollakohtien summa ja matriisin A determinantti on naiden tulo. Jos jokaisella
nollakohdalla on kertaluku 1 eli jos a; # «; aina kun ¢ # 7, niin talléin o = {a, ..., a,},
joten tr A on ominaisarvojen summa ja det A on ominaisarvojen tulo. Jotta nama vaitta-
mat pysyisivat tosina, on numeroitava ominaisarvot polynomin p () nollakohtien kertalu-
kujen mukaan. [9, s.50-51]

Maaritelma 3.16. Olkoon A € M,,. Matriisin A ominaisarvon X (algebrallinen) kertaluku
on sita vastaavan karakteristisen polynomin nollakohdan kertaluku.

Té&ten, kun huomioidaan ominaisarvojen monikerrat, karakteristinen polynomi voidaan il-
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moittaa ominaisarvojen avulla seuraavasti:
pa(t) = (= A)(E = A2) -~ (t = An), (3.21)

misséd luvut A1, ..., A\, ovat matriisin A ominaisarvot missa tahansa jarjestyksessa. Kun
viitataan erisuuriin ominaisarvoihin kaytetadn matriisin spektria o(A). [9, s.51]

Voidaan todeta, etté jokaisella matriisilla A € M,, on tdsmalleen n ominaisarvoa komplek-
silukujen joukossa Algebran peruslauseen[B|nojalla. Lisaksi tarkeat yhteydet matriisin jal-
jen ja ominaisarvojen seka determinantin ja ominaisarvojen valilla on koottu alla olevaan
lauseeseen.

Lause 3.17. Olkoon A € M,,. Tallbintr A = A\i+---+ A\, jadet A = A\ Ay - -+ \,,, missd
A1, ..., A\, ovat matriisin A ominaisarvot.

Todistus. Tulos osoitettu edella. O

Maaritelma 3.17. Olkoon A € M, ja A € o(A). Kaikkien ominaisarvoyhtélon Az = Az
toteuttavien vektorien x € C" joukkoa sanotaan ominaisarvoa \ vastaavaksi ominaisava-
ruudeksi. T&man ominaisavaruuden dimensio on ominaisarvon A geometrinen kertaluku.

Lause 3.18. Olkoot \1, ..., \, matriisin A € M, erisuuria ominaisarvoja. Talléin néita
ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit 1, . . . , x, ovat lineaarisesti rijpppumattomia.

Todistus. (Vrt. [9], Lemma 1.3.8) Oletetaan, ettd on olemassa sellaiset kompleksiluvut
gy . ..o, ettd oz + - - +age, = 0. Olkoon By = (A — Xl )(A—A3l) - (A—Ng).
Tasta matriisien tulosta on tarkoituksella jatetty pois termi A — A\, 1. Koska ominaisvektori
x; vastaa ominaisarvoa J\;, niin saadaan

Bix; = (A= XI)(A—= X)) - (A= M)y = (A— N )(A— N3]) -+ (Azy — M\py)
=(A—=XD)(A= X)) (N — Mgwy) = (A= X)) (A= X3D) - (Ni — M)y
= (N = A2)(Ni = A3) - (N = M)

Vektori Byx; on tulon nollasdannén nojalla nollavektori, jos 2 < ¢ < k. Jos ¢ = 1, niin
vektori B;x; ei ole nollavektori, silla \; # \; jokaisella j = 2,...,kjax; # 0. Taten

0= Bi(aqzy + aowo + -+ - + pry)
= OélBll’l + OégBll’Q + -+ OékBll’k
=By +0+---4+0=ay By,

mika takaa, ettd o; = 0, silla Byx; # 0. Jokaisella j = 2,...,k voidaan maaritella
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matriisi B; vastaavasti kuin maariteltin matriisi 5;, mutta jattamall&a matriisien tulosta
termi A — A,/ pois termin A — )\, sijaan. N&in saadaan, ettd o;; = 0 jokaisella 7, joten
ap = a9 = -+ = q; = 0, eli vektorit x4, . . ., x, ovat lineaarisesti riippumattomia. O

Kolmiomatriisin ominaisarvojen selvittdminen on yksinkertaista, silld ne ovat kolmiomat-
riisin diagonaalialkiot. Lisaksi diagonaalimatriiseille ominaisvektorien selvittdminen on tri-
viaalia.

Lause 3.19. (Vrt. [14], Theorem 4.15) Olkoon A = [a;;] € M,, kolmiomatriisi. Talloin
matriisin A ominaisarvot ovat matriisin diagonaalialkiot.

Todistus. Oletetaan, ettd matriisi A on kolmiomatriisi. Talléin matriisi A\l — A on myds
kolmiomatriisi. Lauseesta [3.12] seuraa, ettd det(A\] — A) = (A — a11) -+ (A — @pn)-
Asettamalla det(A] — A) = 0 on saadaan, ettd ominaisarvot ovat diagonaalialkiot. O

Lause 3.20. (Vrt. [9, s.44], Exercise) Diagonaalimatriisin D € M, ominaisarvot ovat sen
diagonaalialkiot ja ominaisvektorit ovat diagonaalimatriisin sarakkeet.

Todistus. Koska diagonaalimatriisi on kolmiomatriisi, niin edellisen lauseen perusteella
sen ominaisarvot ovat diagonaalialkioita. Kirjoitetaan diagonaalimatriisi pystyvektoreiden
avulla

Do a]=[ne oo e,

missa vektorin e; i:s alkio on 1 ja muut alkiot ovat nollia. Talléin e; on ominaisarvoa \;
vastaava ominaisvektori, silla De; = d; = \;e;. Myds vektorien e; monikerrat d; = \;e;
ovat ominaisvektoreita. O

3.9 Similaarisuus

Similaarisuuden tutkimisella, englanniksi similarity eli samankaltaisuus, viitataan nimen-
mukaisesti samankaltaisten matriisien tai lineaarikuvausten ja niiden ominaisuuksien tut-
kimiseen. Similaarisuus on ekvivalenssirelaatio, joka osittaa nelidmatriisien muodosta-
man joukon M,,, kuten tullaan huomaamaan. Tarke& huomio on, etta similaarisilla matrii-
seilla on sama karakteristinen polynomi, mista seuraa muita ominaisuuksia, kuten samat
ominaisarvot, jaljet ja determinantit. Seuraavassa luvussa tutustutaan myés unitaariseen
similaarisuuteen, joka on tavallista similaarisuutta viela vahvempi ominaisuus.

Maaritelma 3.18. Olkoot matriisit A, B € M,,. Matriisi B on similaarinen matriisin A
kanssa, jos on olemassa sellainen ei-singulaarinen matriisi S € M,,, etta

B=S"1AS.
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Relaatio "matriisi B on similaarinen matriisin A kanssa" voidaan lyhentdd merkinnalla
B ~ A. Jos matriisi B on similaarinen diagonaalimatriisin kanssa, sanotaan, ettd matriisi
B on diagonalisoituva.

Esimerkki 3.5. Naytetdan, ettd similaarisuus on ekvivalenssirelaatio joukossa M,,. Toi-
sin sanoen similaarisuus on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen relaatio. Olkoon
A,B,C € M,. Similaarisuus on refleksiivinen, silla A = I7'AI, eli A ~ A jokaisella
A € M, Similaarisuus on symmetrinen, sillé aina kun B ~ A, eli B = S™'AS, niin
A = SBS™! = T7!'BT, eli A ~ B. Lopuksi, similaarisuus on transitiivinen, silla aina
kun A~ BjaB~C,nin A= S"'BS=S"YT"'CT)S = (TS)'C(TS),eli A~ C.

Kuten mik& tahansa ekvivalenssirelaatio, similaarisuus osittaa joukon M, erillisiin ekvi-
valenssiluokkiin. Jokainen ekvivalenssiluokka on joukko kaikista niisté joukon M,, matrii-
seista, jotka ovat similaarisia ekvivalenssiluokkaa edustavan matriisin kanssa. Jokainen
ekvivalenssiluokan matriisi on siis similaarinen muiden luokan matriisien kanssa, mutta ei
mink&an muun ekvivalenssiluokan matriisin kanssa. Keskeinen havainto on, ettd saman
luokan matriiseilla on monia yhteisia ominaisuuksia. [9, s.58]

Lause 3.21. Olkoot A, B € M,,. Jos matriisi B on similaarinen matriisin A kanssa, niin
télléin matriiseilla A ja B on sama karakteristinen polynomi.

Todistus. (Vrt. [9], Theorem 1.3.3) Lasketaan

pp(t) = det(t] — B) = det(tS™'S — ST1AS) = det(S~ ' (tI — A)S)

= det(S™ 1) det(t] — A)det S = det(tI — A)det S

1
det S
=det(tI — A) = pa(t).

O

Lause 3.22. (Vrt. [9], Corollary 1.3.4) Olkoot A, B € M,, ja olkoon matriisi A similaarinen
matriisin B kanssa. Téallbin
(a) matriiseilla A ja B on samat ominaisarvot.
(b) jos B on diagonaalimatriisi, niin sen diagonaalialkiot ovat matriisin A ominaisarvot.
(c) matriisien A ja B determinantit ja jéljet ovat yhtdsuuret.
(d) matriisi B = O, jos ja vain jos matriisi A = O.

(e) matriisi B = I, jos ja vain jos matriisi A = 1.

Todistus. Edellisesta lauseesta seuraa, ettd matriiseilla A ja B on sama karakteristinen
polynomi.
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(a) Karakteristinen polynomi voidaan kirjoittaa ominaisarvojen avulla, kuten yhtaléssa
(3.21). Vaite seuraa tasta.

(b) Diagonaalimatriisin ominaisarvot ovat sen diagonaalialkiot lauseen [3.20] nojalla, jo-
ten véite seuraa (a)-kohdasta.

(c) Lauseen mukaan determinantti ja jalki voidaan kirjoittaa ominaisarvojen avulla.
Taten vaite seuraa (a)-kohdasta.

(d) Oletuksen perusteella voidaan kirjoittaa A = S~!BS < SAS™!' = B.Jos B = 0,
nin A = 57108 = 0. Jos A = 0, niin B = S0S~! = 0.

(e) Jos B = I, nin A = S7'IS = S7'SI = I.Jos A = I, nin B = SIS™! =
1SSt =1.

O

Lause 3.23. (Vrt. [14], Theorem 4.27) Matriisi A € M,, on diagonalisoituva, jos ja vain jos
Jjokaisen ominaisarvon A € o(A) algebrallinen ja geometrinen kertaluku ovat yhtésuuret.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd matriisi A on diagonalisoituva. Talléin voidaan kirjoittaa
ST1AS = A, missa A = diag(\, ..., \,). Ositetaan matriisi S = |:gjl xn} sara-
kevektoreiden mukaan. Yhtalostad AS = SA voidaan paételld, ettd jokainen sarake x; on
ominaisarvoa \; vastaava ominaisvektori. Koska matriisi S on ei-singulaarinen, niin mat-
riisin sarakevektorit ovat lineaarisesti riippumattomia. Né&in ollen jokaista erisuurta ominai-
sarvoa vastaa tdsmalleen ominaisarvon algebrallisen kertaluvun, eli kuinka monta kertaa
kyseinen ominaisarvo esiintyy matriisissa A, verran lineaarisesti riippumattomia ominais-
vektoreita. Geometrinen kertaluku on ominaisavaruuden dimensio, eli ominaisarvoa vas-
taavien lineaarisesti riippumattomien ominaisvektorien lukumaara. Toisin sanoen jokai-
sen ominaisarvon geometrinen kertaluku on yhtasuuri kuin ominaisarvon algebrallinen
kertaluku.

Oletetaan sitten, ettd jokaisen ominaisarvon )\; algebrallinen ja geometrinen kertaluku
ovat yhtasuuret. Ominaisarvoyhtaldét Ax; = \;x; voidaan kirjoittaa AS = SA, missa
S = [{1;1 . g;-n] ja A = diag(\, ..., \,). Koska oletuksen nojalla jokaista ominaisar-
voa vastaa sen algebrallisen kertaluvun verran lineaarisesti riippumattomia ominaisvek-
toreita ja koska eri ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat lineaarisesti riippumat-
tomia lauseen [3.18| nojalla, niin matriisi S on ei-singulaarinen. N&in ollen S71AS = A,
joten matriisi A on diagonalisoituva. O



36

4. NORMAALIT MATRIISIT

Normaalien matriisien luokka on joukko, joka muodostuu matriiseista A € M,,, jotka to-
teuttavat ehdon AA* = A*A. Tama luokka on tarkea joka puolella matriisianalyysia. Se
nousee luontaisesti esiin unitaarisen similaarisuuden yhteydessa. Normaalien matriisien
luokkaan kuuluvat unitaariset, hermiittiset, vinohermiittiset, reaaliortogonaaliset, reaali-
symmetriset ja reaalivinosymmetriset matriisit. [9, s.131] Tassé luvussa tutustutaan eri-
tyisesti unitaarisiin, hermiittisiin ja positiivisesti (semi)definiitteihin matriiseihin, jotka ovat
hermiittisten matriisien alaluokka. Liséksi kasitelladn unitaarista similaarisuutta ja tullaan
muun muassa huomaamaan, etta jokainen normaali matriisi on unitaarisesti diagonalisoi-
tuva.

Maaritelma 4.1. Nelidmatriisi A € M,, on normaali matriisi, jos se kommutoi oman kon-
jugaattitranspoosinsa kanssa. Toisin sanoen matriisi A on normaali matriisi, jos

AA* = A*A, (4.1)

Normaalin matriisin maaritelméan ominaisuudelle (4.1) voidaan antaa myds geometrinen
tulkinta, joka voi auttaa lukijaa ymmartamaan ominaisuuden paremmin. Ositetaan mat-
riisit A € M, ja AT € M, sarakkeiden mukaan seuraavasti: A = [61 Cn] ja

AT = [7’1 . rn} , miss& vektorit c; ovat matriisin A sarakkeita ja vektorit riT ovat mat-
riisin A riveja. Nain ollen

a
A"A= | [cl cn}Z[Cij]
_En
ja
.
A=l n ow =R =T

Tarkastelemalla alkiokohtaisesti matriisiyhtalod A*A = AA* huomataan, ettd matriisi A
on normaali, jos ja vain jos c¢jc; = rjr; jokaisella ¢,j = 1,...,n. Erityisesti cj¢; =
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llcill3 = ||r:l|3 = r;r:, joten jokaisen rivin k euklidinen normi on yhtésuuri kuin vastaavan
sarakkeen £ euklidinen normi. Liséksi, jos k. rivi on nollarivi, niin talldin k. sarake on
nollasarake. [9] s.132]

Lause 4.1. (Vrt. [9, s.131], Exercise) Matriisit A ja B ovat normaaleja, jos ja vain jos

suora summa A © B on normaali matriisi.

Todistus. Olkoon A € M, ja B € M,, matriiseja. Nyt

r *

A o0lla o A ol la o
(A® B)(A® B)* = _ (4.2)
o Bllo B o Bllo B
(A4 0
= GMn—i-m (43)
0 BB
ja
(4 o]l [4 o A 0l la o
(A® B)* (A B) = _ (4.4)
o Bl |o B o B||o B
(A4 0
- € Myim. (4.5)
0 BB

Jos matriisit A ja B ovat normaaleja, niin AA* = A*A ja BB* = B*B. Tasta seuraa
yhté suuruus yhtaléiden ja vélille, mik& osoittaa, ettd A & B on normaali. Jos
A ® B on normaali edelld mainittujen yhtaldiden valilla on yhtasuuruus, josta seuraa, etta
on oltava AA* = A*A ja BB* = B*B. Nain ollen matriisit A ja B ovat normaaleja. [J

Apulause 4.1. Olkoon matriisi A ositettu seuraavasti: A = [“3' 412], missd Ay ja Ax

ovat neliématriiseja. Talléin matriisi A on normaali, jos ja vain jos A1, ja Ass ovat normaa-
leja sekd A5 = 0. Lohkoyldkolmiomatriisi on normaali, jos ja vain jos jokainen matriisin
diagonaalilohko on normaali ja muut kuin diagonaalilohkot ovat nollalohkoja. Erityisesti,
yldkolmiomatriisi on normaali, jos ja vain jos se on diagonaalimatriisi.

Todistus. (Vrt. [9], Lemma 2.5.2) Jos matriisit A1 ja A ovat normaaleja ja A3 = 0, niin
matriisi A = A1 @ A on normaalien matriisien suora summa, joka on normaali lauseen
(4.1 nojalla. K&antaen, jos matriisi A on normaali, niin

AAF — ApAjy + ApAl, K _ AT A % _4A

* * *x K

Taten on oltava A}, A1 = AnAj, + AAj,, joten myds ndiden matriisien jélkien on
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oltava yhta suuret. Hyédyntamalla j&ljen ominaisuuksia lauseesta [3.8| saadaan

tr AilAll = tI‘(AHAikl + A12A>{2)
=1tr AllAT1 + tr A12A>{2
=tr A)IIAH + tr A12A12,

josta saadaan tr A2 A}, = 0. Lauseen nojalla yhtélosta tr A2 A}, = 0 seuraa, ettad
Aqo = 0. Normaali matriisi A on siis matriisien A;; ja As> suora summa ja lauseen
nojalla matriisit A1, ja Ass ovat normaaleja.

Olkoon B = [Bij]fij:l € M,, normaali lohkoylakolmiomatriisi. Toisin sanoen talle matrii-

sille B;; € M,, jokaisellai = 1,...,k ja B;; = 0, jos i > j. Matriisi B voidaan osittaa
seuraavasti: B = ["1' 1] missa X = [B), ... Bylija B = [By]¥;_, on lohkoyla-

kolmiomatriisi. Aiemman perusteella X = 0 ja matriisit B;; ja B ovat normaaleja. Tama
sama prosessi voidaan toistaa k£ — 1 kertaa lohkoylakolmiomatriisille B, mista voidaan
paatelld, ettd kaikki diagonaalilohkot ovat normaaleja ja muut lohkot nollalohkoja. Pain-
vastoin, jos lohkoyl&kolmiomatriisin B = [B;;] € M, diagonaalilohkot ovat normaaleja
ja muut lohkot ovat nollalohkoja, niin matriisi voidaan kirjoittaa suoran summan avulla
B = é B;;. Soveltamalla lausetta H voidaan osoittaa, ettd matriisi B on talldin nor-

maali. V||me|nen véite seuraa tasta, kun asetetaan lohkojen koko olemaan 1 x 1. O

Lause 4.2. (Vrt. [9], Problem 2.5.P21 ja 2.5.P54) Olkoon matriisi A € M, normaali.
Télléin matriisien A ja A* nolla- ja sarakeavaruudet ovat samat.

Todistus. Todistetaan aluksi nolla-avaruutta koskeva véite. Normin méaéritelmen [2.2] mu-
kaan Ar = 0 & || Az||> = 0. Koska

|Az||? = (Az, Az) = (Az)*(Az) = 2" A* Az = 2" AA*x
= (A"2)"(A'z) = (A'z, A'z) = || A"=|?,

niin yhtaléilla A*x = 0 ja Ax = 0 on samat ratkaisut ja tAten sama nolla-avaruus.

Todistetaan sitten, ettd matriisien A ja A* sarakeavaruudet ovat samat. Tata varten tarvit-
see aluksi osoittaa tulos, jonka mukaan avaruudet R(A) + N (A) ja C" ovat samat. Jos
Az € R(A) jay € N(A), niin

(Az,y) = y*(Az) = (A"y)*z = (z, A"y) = (2,0) =0,

silla edella todettiin, ettd Ay = 0 = A*y. Nain ollen matriisin A sarake- ja nolla-avaruus
ovat keskendan ortogonaaliset. Ortogonaalisuudesta ja dimensiolauseesta seuraa,
ettd R(A) + N(A) = span{R(A) UN(A)} = C". Tama tulos voidaan osoittaa myos
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matriisille A*.

Olkoon Az € R(A). Koska matriisien A ja A* nolla-avaruudet ovat samat ja z € C",
niin aiemman perusteella se voidaan kirjoittaa muodossa = = y + z, missd y € R(A*) ja
z € N(A). On siis olemassa sellainen vektori ¢ € C", ettd A*c = y & AA*c = Ay. Nyt

Ar=Aly+z2) =Ay+ Az =Ay+0= Ay = AAc = A* Ac,

joten Ax € R(A*)jaR(A) C R(A*). Vastaavasti voidaan osoittaa, ettd R(A*) C R(A),
mista seuraa, ettd matriisien A ja A* sarakeavaruudet ovat samat. O]

Apulause 4.2. (Vrt. [2, s.198], Exercise 4) Olkoon matriisi A € M, on normaali. Tallbin
jos Az = Az, niin A*x = Az, missd A on matriisin A ominaisarvo ja x siti vastaava
ominaisvektori.

Todistus. Ominaisarvoyhtalo voidaan kirjoittaa muodossa (A — AI)z = 0, miss& vektori
x # 0. Laskemalla voidaan todeta, ettd matriisi A — AI on normaali. Taten lauseen
nojalla

(A= Xz =0 (A-A)'z2=0& (A" — M)z =0 & A%z = \z.
O

Lause 4.3. (Vrt. [2, s.198], Exercise 5) Olkoon matriisi A € M, normaali. Télléin mat-
riisin erisuuria ominaisarvoja \ ja j. vastaavat ominaisvektorit v € C" jay € C" ovat
ortogonaaliset.

Todistus. Oletetaan, ettd A ja p ovat matriisin A erisuuria ominaisarvoja sekd = ja y
naitd ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit tasséa jarjestyksessa. Talldin apulauseen
mukaan Az = Az = A*z = Az ja Ay = uy = A*y = Jiy. Lasketaan

(Az,y) = y"(Az) = y*(A\z) = Ay x) = Mz, 9)
ja toisaalta
(Az,y) = y"(Az) = (y"A)z = (A"y)"z = (Ay)"z = p(y"v) = plz,y).

Koska oletuksen perusteella 1 # A, niin yhtald p(z,y) = A(z,y) toteutuu vain, jos
(x,y) = 0, eli jos ominaisvektorit x ja y ovat ortogonaaliset. O]
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4.1 Unitaariset ja unitaarisesti similaariset matriisit

Reaaliortogonaaliset matriisit toteuttavat endon Q7' () = I. Unitaarisille matriiseille U*U =
I. Unitaarisia matriiseja voidaan siis ajatella ikd&n kuin reaaliortogonaalisten matriisien
yleistyksend kompleksisten matriisien joukkoon. Unitaariset matriisit ovat normaaleja mat-
riiseja ja niille voidaan antaa vastaavanlainen geometrinen tulkinta. Jos unitaarinen matrii-
si ositetaan riveihin tai sarakkeisiin u;, niin wju; = 1, jos ¢ = j, jauju; = 0, jos i # j. Ta-
ten jokaisen rivivektorin euklidinen normi on 1, joten yksik&an matriisin U = [u;;] alkio ei
voi olla itseisarvoltaan suurempi kuin 1. Lisaksi kaksi eri rivivektoria ovat aina kesken&an
ortogonaaliset. Rivivektorit muodostavat siis ortonormaalin joukon. Vastaava ominaisuus
on voimassa my0s sarakevektoreille. Téssa alaluvussa kasitellddn unitaaristen matriisien
liséksi unitaarista similaarisuutta ja todistetaan tarkeat lauseet [4.8]ja[4.9 koskien Schurin
hajotelmaa ja normaalien matriisien spektraalihajotelmaa.

Maaritelma 4.2. Nelidmatriisi U € M,, on unitaarinen, jos U*U = I. Matriisi U € M,,(R)
on ortogonaalinen, jos UTU = 1.

Lause 4.4. Olkoon matriisi U € M,. Téalléin seuraavat vditteet ovat yhtapitdvid keske-
ndén:

(a) Matriisi U on unitaarinen.

(b) Matriisi U on ei-singulaarinen ja U* = U~".

(c) UU* = 1.

(d) Matriisi U* on unitaarinen.

(e) Matriisin U sarakevektoreiden muodostama joukko on ortonormaali.

(f) Matriisin U rivivektoreiden muodostama joukko on ortonormaali.

Todistus. (Vrt. [9], Theorem 2.1.4) Osoitetaan, ettd (a) = (b) = (¢) = (d). Vaitta-
masté (a) seuraa vaittama (b), silla jos U~! on olemassa, niin U ! on yksikésitteinen ja
kaanteismatriisin maaritelman mukaan U™ on matriisin U k&anteismatriisi, silla matriisi U
on unitaarinen, eli U*U = I. Néin ollen U on ei-singulaarinen ja U* = U~!. K&anteis-
matriisin médaritelma kertoo myds, etta jos U on neliématriisi ja U~1U = I, niin tallsin
UU! = I, joten véaittamasta (b) seuraa vaittama (c). Koska (U*)* = U, niin véittama (c)
voidaan kirjoitaa UU* = (U*)*U* = [ ja taten matriisi U* on maaritelman mukaan uni-
taarinen. Vastaavasti voidaan osoittaa (d) = (¢) = (b) = (a), mika todistaa vaittamét
(a)-(d) yhtépitaviksi.

Ositetaan matriisi U sarakkeiden mukaan muotoon U = [ul o un] LTalldinU*U = 1,
mik& tarkoittaa, ettd uu; = 1 jokaisellaz = 1,...,n ja uju; = 0 aina, kun i # j. Nain
ollen U*U = I on toinen tapa ilmaista, ettd matriisin U sarakevektoreiden muodostama
joukko on ortonormaali. Taten vaitteet (a) ja (e) ovat yhtapitéavid. Vastaavasti voidaan
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osoittaa vaitteiden (d) ja (f) yhtapitavyys. O]

Lause 4.5. (Vrt. [9], Observation 2.1.6) Olkoot matriisit U,V € M,, unitaarisia. Télldin
matriisien tulo UV on unitaarinen matriisi.

Todistus. Hyddyntamalla oletusta U*U = I = V*V saadaan, ettd matriisien tulo
(VY ov =vurov=viv=vV=1¢eM,
on unitaarinen maaritelman mukaan. O

Maaritelma 4.3. Olkoot A, B € M,, nelidmatriiseja. Matriisi A on unitaarisesti similaa-
rinen matriisin B kanssa, jos on olemassa sellainen unitaarinen matriisi U, ettd A =
UBU*. Matriisi A on unitaarisesti diagonalisoituva, jos se on unitaarisesti similaarinen
diagonaalimatriisin kanssa.

Lause 4.6. (Vrt. [9, s.131], Exercise) Olkoot A € M,, ja B € M, Lisdksi olkoon matriisi
A normaali ja unitaarisesti similaarinen matriisin B kanssa. T&llbin matriisi B on normaali.

Todistus. Koska matriisi A on unitaarisesti similaarinen matriisin B kanssa, voidaan kir-
joittaa A = U BU*, missa matriisi U on unitaarinen. Matriisi A on normaali, joten

AA*=UBU*(UBU*)* =UBU*UB*U* =UBIB*U* =UBB*U"

ja
A*A = (UBU*)'UBU* =UB*U*UBU* =UB*IBU* = UB*BU".
Nain ollen
AA* = A*A

& UBBU*=UB*BU |U*

& U*UBB*U* =U*UB*BU* |- U

& [IBB*UYU = IB*BUYU

& BB = B*BI

& BB* = B*B.
Taten maaritelméan (4.1l mukaan matriisi B on normaali. O

Vastaavasti kuin similaarisuuden kanssa voidaan osoittaa, ettd unitaarinen similaarisuus
on ekvivalenssirelaatio. Unitaarisesta similaarisuudesta seuraa similaarisuus, mutta péin-
vastainen ei ole voimassa, ja liséksi unitaarinen similaarisuus jakaa joukon M,, hienom-
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piin ekvivalenssiluokkiin kuin similaarisuus [9} s.95]. Nain ollen similaarisuudesta seuraa-
vat ominaisuudet ovat voimassa myds unitaarisesti similaarisilla matriiseilla. Mainittakoon
erityisesti lauseen [3.22 ominaisuudet.

Lause 4.7. Olkoot matriisit U ja V' unitaarisia, olkoot A = [A;;], B = [bij] € My,
ja oletetaan, ettd A = UBV. Télloin 3 " bij|* = 3", |ai;|*. Nimenomaan tamé
ominaisuus toteutuu, josm = n jaV = U™ ja tdten matriisi A on unitaarisesti similaarinen

matriisin B kanssa.

Todistus. (Vrt. [9], Theorem 2.2.2) Hyddynnetdan lausetta [3.9] jolloin riittda osoittaa, ettd
tr(A*A) = tr(B*B). Nyt

tr(A*A) = tr((UBV)*(UBV)) = tr(V*B*U*UBV) = tr(V*B*BV) = tr((BV)*BV)
2 tr(BV(BV)*) = tr(BVV*B*) = tr(BB*) = tr(B*B),

mika todistaa lauseen. Kohdissa 1 hyddynnettiin unitaarisen matriisin maaritelmaa U*U =
I = V*V ja kohdissa 2 lauseen [3.8| kohtaa (e). O

Esimerkki 4.1. Olkoon x € C™ yksikkdvektori. Esimerkin tarkoitus on osoittaa, kuinka on
mahdollista muodostaa sellainen unitaarinen matriisi U = [g; Uy ... un} ettd matrii-
sin ensimmaisena sarakkeena on vektori .

T
Kirjoitetaan x = [Sﬁl yT} , missé x; € Cjay € C*!. Valitaan sellainen luku 0 € R,

. . T
ettd ez, > 0 ja madritellaan vektori z = ez = [21 CT] , miss& luku 2; € R on
epénegatiivinen ja ¢ € C"~!. Tarkastellaan nyt matriisia

21 C* ‘/961 ‘/3[32
V, = = . (4.6)
¢ —I+ 54 Vay Vi

1421

On helppo n&hdd, ettd kyseessa on hermiittinen matriisi eli matriisilla on ominaisuus
V, = V*. Lasketaan sitten V*Vy = V2 hyddyntiden matriisin ositusta. Koska = on yk-
sikkdvektori, niin ||z]|> = 1 ja tasta seuraa, ettd ||z||> = |e¥|||z||*> = ||z||*> = 1. Liséksi
vektorin z normin nelid voidaan kirjoittaa muodossa

I21* = ¢+l = ¢ ¢+ 27 = 1 (4.7)

ja tata yhtaléa tullaan hyddyntaméaan eri muodoissa laskemisessa. Lasketaan aluksi V2
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lohkoittain
e Ve Ve Ve Vao| _ [VauVi 4 Ve Vay ViVey + Vi Vo
v Vel Ve Vo Vo + Vi Vas VaaVaa + Vi Vi,
B 24 ¢ 20+ (=1 + 1-¢¢7)
21C+ (—T+ 500N CC+ (—T+ T¢¢)?

ja selvyyden vuoksi sievennetdan jokainen lohko yksitellen aloittaen ensimmaisen rivin
ensimmaisesta lohkosta. Hy6dyntamalla yhtaléa (4.7) saadaan

24 ¢=1.
Jatketaan ensimmaisen rivin toisesta sarakkeesta

A0+ T+ T 0C) = = CT+ 06 f0¢=1-22

. . 1—2% . 1—2% " . .
=2 = +TZ1C =(zn -1+ 1+Z1)C |osittelulaki
:Z%_l—i_l_Z%C*:Ol 1

1—|—Zl

Koska toisen rivin ensimmainen sarake on askeisen lohkon konjugaattitranspoosi, niin
G (1 —GC)C = (21 4+ ¢ (=T + —— ()
z — _ = (z — -
! 1+ 2 ! 1+ 2
= (Ol,n—l)* - On—l,l-

Sievennetaan viel viimeinen lohko. Kohdassa 1 kaytetaan yhtaléa (*¢ = 1 — 27 ja koh-
dassa 2 osittelulakia. Saadaan

1 2 1 2

* —I * 2: * I— * * *
(4 (AT TGP =+ (= G () )

1 2 1—2’% 2 1—2%
=1+ —((C+——=C=T+(1- + *
:I+(1+z1)2_2(1+21)+1—zf€<*:[+1+2z1+zf—2—221+1—zfcc*

(14 2)? (14 2)?
=]+0CC*=In—1,n—1~
Yhdistamalla nama lohkot saadaan
1 O1 e
V2= S

Onfl,l [nfl,nfl
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Tulokseksi saatiin siis identiteettimatriisi. Matriisi V,, on méaritelman [4.2 mukaan unitaari-
nen, silla VXV, = V2 = I. Myés matriisi U = e~V on unitaarinen, koska

U0 = (e, (e V,) = VeV, = eV, = V2V, = 1.
Todetaan vield, ettd matriisin U ensimmainen sarake on muotoa ez = e ?eiy = 2.

Na&in ollen osoitettiin, kuinka on mahdollista muodostaa sellainen unitaarinen matriisi U =
[;U Uy ... un] ettd matriisin ensimmaisené sarakkeena on yksikkdvektori z.

Seuraava lause on ehkd hyoédyllisin matriisiteorian perustulos. Tamé on Isaac Schurin
ansioita. Lauseen mukaan jokainen neliématriisi A € M,, on similaarinen ylakolmiomat-
riisin kanssa, jonka diagonaalialkioina ovat matriisin A ominaisarvot jossain jarjestykses-
sd. Lauseen todistuksessa tehdaan perakkaisia redusointeja unitaarisen simillarisuuden
avulla. [9] s.101]

Lause 4.8 (Schurin hajotelma). Olkoon A € M,, matriisi, jonka ominaisarvotovat A, ..., A\,
missé tahansa jarjestyksessd, ja olkoon x € C" sellainen yksikkévektori, ettd Ax = \jx.
Télléin on olemassa sellainen unitaarinen matriisi U = [x Uy ... un] € M,, ettd
U*AU = T = [t;;] on yldkolmiomatriisi, jonka diagonaalialkioina ovat t;; = X;, miss&

1=1,...,n.

Todistus. (Vrt. [9], Theorem 2.3.1) Olkoon x matriisin A normeerattu ominaisvektori,
joka vastaa ominaisarvoa \;. Toisin sanoen z*z = 1 ja Az = Az. Olkoon U; =
[x Uy ... un] unitaarinen matriisi, jonka ensimmainen sarake on x. Edellinen esi-
merkki [4.7] nayttaa, kuinka tallainen on mahdollista muodostaa. Tallin

UiAU = Uf [Ae Auy ... Aun| =Uf [\ Auy ... Au,

= . [Alm Aug ... Aun}

Motz x*Aus ... x*Au,
Ausx Aok
Al 0 A1

*
| Mgz

silld unitaarisen matriisin U; sarakkeet ovat ortonormaalit eli u;x = 0 jokaisella i =

2,...,m.
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Koska similaaristen matriisien ominaisarvot ovat samat, niin

Ak
det(\] — A) =det [ A — |7
0 A
A— A *
= det ' = (A= M) det(M — Ay).
0 N — A
Téaten alimatriisin A; = [uj Au;)};_, € M,_, ominaisarvot ovat )y, ..., \,. Jos n = 2,

niin ollaan saatu haluttu tulos. Jos nain ei ole, jatketaan prosessia samaan tapaan. Olkoon
¢ € C*! matriisin A; ominaisarvoa )\, vastaava yksikkdvektori. Tehdaan edellé esitetty
redusointi matriisille A;. Jos Uy € M,,_; on unitaarinen matriisi, jonka ensimmainen
sarake on vektori &, niin saadaan

Ay K
U;AlUQ = 2

0 A,

Olkoon Vs = (1] ® U, = [ § 7, ]- Tam& on unitaarinen matriisi, silla

1 of|t o Lo o]
o uz|l lo | o w0 1|

Nyt

0 [M x| |1 0
0 Uzl |0 A |0 U

(U Vo) AUV = V5 U AUV, =

RS ¢ L 0] M *
0o Al o v |0 Uz,
Mok Kk

=10 A *

0 0 A,

Jatketaan edelleen redusointia, joka tuottaa unitaariset matriisit U; € M, _; 1, missa

1=1,....,n—1jaV, € M,, missa i = 2,...,n — 2. Unitaaristen matriisien tulo on
unitaarinen lauseen [4.5] nojalla. Taten matriisi U = U;V2V5---V,,_o on unitaarinen ja
U* AU on ylakolmiomatriisi. O

Seuraavan lauseen mukaan kohtien (a) ja (b) mukaan matriisi A on normaali, jos ja vain
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jos matriisi A on unitaarisesti diagonalisoituva. Tasta kaytetaan nimitysta normaalien mat-
riisien spektraalilause. [9, s.133]

Lause 4.9. Olkoon A = [a;;] € M,, matriisi, jonka ominaisarvot ovat \1, . . ., \,. Seuraa-
vat vaittdmat ovat yhtdpitdvid keskendan.

(a) Matriisi A on normaali.

(b) Matriisi A on unitaarisesti diagonalisoituva.
(c) ZZj:l |aij|* =320 [Nl

Todistus. (Vrt. [9], Theorem 2.5.3) Osoitetaan paattelyketju (a) = (b) = (¢) = (b) =
(a), mika todistaa vaittdmat yhtépitaviksi.

Lauseen 4.8|avulla voidaan kirjoittaa A = UTU*, missaU = [u; ... u,| € M, onuni-
taarinen matriisi ja 7' = [t;;] € M, on ylédkolmiomatriisi. Jos matriisi A on normaali, niin
talléin myds matriisi 7' on normaali lauseen [4.6] nojalla. Apulause [4.1]takaa, ettd matriisi
T on diagonaalimatriisi, joten matriisi A on unitaarisesti similaarinen diagonaalimatriisin
kanssa, eli unitaarisesti diagonalisoituva.

Jos on olemassa sellainen unitaarinen matriisi V, ettd A = VAV*ja A = diag(\1, ..., \n),
niin tr A*A = tr A*A lauseen[4.7] nojalla, mik& on kohdan (c) vaite.

Matriisin 1" diagonaalialkiot ovat ominaisarvot A, ..., A\, jossain jarjestyksessa ja taten
lauseen|4.7|perusteella tr A*A = tr T*T = 37 [\i[* 4+
(c) seuraa, etta >
diagonalisoituva.

i<; |tij|*. N&in ollen kohdasta

i< |t:;]* = 0, joten T' on diagonaalimatriisi ja matriisi A on unitaarisesti

Yhtald A = UTU* voidaan kirjoittaa U* AU = T'. Koska 1" on diagonaalimatriisi, niin se
on myds normaali apulauseen [4.1] mukaan. N&in ollen lauseen [4.6] nojalla matriisi A on
normaali. O]

Normaalin matriisin A € M, esitysmuotoa A = UAU*, missd matriisi U on unitaari-
nen ja A on diagonaalimatriisi, sanotaan matriisin A spektraalihajotelmaksi. Kun matriisin
A € M, erisuuret ominaisarvot \q, . .., Ay ovat tiedossa, matriisille A voidaan muodostaa
spekiraalihajotelma noudattamalla seuraavaa ohjeistusta. Maaritetdan jokaiselle erisuu-
relle ominaisarvolle A ominaisavaruuden {x € C" : Ax = Az} kanta ja ortonormeera-
taan (ortogonalisoidaan ja normeerataan) se. Eri ominaisarvoja vastaavat ominaisavaruu-
det ovat keskendan ortogonaaliset lauseen [4.3| nojalla ja ominaisavaruuksien dimensiot
vastaavat ominaisarvojen algebrallista kertalukua lauseen [3.23| nojalla. Taten ominaisa-
varuuksien yhdiste on avaruuden C" ortonormaali kanta. Jarjestamalla ndméa kantavek-
torit sarakkeiksi matriisiin U € M,, saadaan sellainen unitaarinen matriisi, ettd U* AU on
diagonaalimatriisi. Edelld muodostettu unitaarinen matriisi U ei ole yksikasitteinen, silla
ominaisavaruuksien kannat voidaan valita monella eri tapaa. [9} s.134]
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4.2 Hermiittiset matriisit

Hermiittisten matriisien luokka on monesta ndkdkulmasta luonnollinen yleistys reaalisym-
metrisille matriiseille. Hermiittiinen ja reaalinen matriisi on reaalisymmetrinen matriisi. Re-
aalisymmetristen matriisien monet tarkeat ominaisuudet eivat ole voimassa kompleksi-
symmetrisille matriiseille. |9} s.227]. Tassé& alaluvussa tutustutaan hermiittisiin matriisei-
hin ja niiden ominaisuuksiin. Ennen kaikkea on keskitytty tutkimaan hermiittisen matriisin
A, sen ominaisarvojen ja luvun z* Az valisia yhteyksid. Seuraavassa luvussa tullaan ka-
sittelemaan positiivisesti (semi)definiitteja matriiseja, joiden yhteys hermiittisiin matriisei-
hin ja lukuun x* Az on erittdin keskeinen.

Maaritelma 4.4. Matriisi A € M,, on hermiittinen, jos se on itsensa konjugaattitranspoosi.
Toisin sanoen, matriisi A on hermiittinen, jos yhtald A = A* on voimassa. Ehdon A =
— A* tayttavaa matriisia kutsutaan vinohermiittiseksi.

Esimerkki 4.2. Olkoon A = [a;], B = [b;;] € M, mitd tahansa nelidmatriiseja. Tallin
matriisit A + A*, AA* ja A* A ovat hermiittisid. Osoitetaan, ettd ndma matriisit tayttavat
maaritelman ehdon. Konjugaattitranspoosin ominaisuuksia hyddyntamalla saadaan,
etta
(A+ A =A"+ (A" =A"+ A=A+ A",
ja
(A*A)" = (A" (A")") = A" A.

Taten vaitetyt matriisit ovat hermiittisia.
Lause 4.10. (Vrt. [9], Problem 4.1.P4) Olkoot A = [a;;], B = [bi;] € M, hermiittisi&
matriiseja. Téallin

(a) A* on hermiittinen jokaisellak = 1,2,3, .. ..

(b) Jos A on ei-singulaarinen, niin A~ on hermiittinen.

(c) Matriisi a A + bB on hermiittinen kaikilla reaaliluvuilla a ja b.

(d) Matriisin A pdédiagonaalin alkiot ovat reaalisia.

(e) Reaalinen ja symmetrinen matriisi on hermiittinen.

Todistus. Hermiittisille matriiseille on voimassa A = A* ja B = B*.

k kpl k kpl k kpl

(@) (AF)* =(AA-- A)=(A*A* - A")=(AA--- A)= AF.
(b) A7t = (A= (A7)~
(€) (aA+bB)* =aA* +bB* = aA* +bB* = aA + bB.
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(d) Maaritelman [4.4) mukaan matriisi A toteuttaa endon A = A*, eli [a;;] = [a;].
Paadiagonaalin alkioille on siis oltava voimassa ehto a;; = a;;, mika toteutuu vain,
jos a;; on reaaliluku.

(e) Reaaliselle matriisille A = A ja symmetriselle A = AT joten A* = A" = AT = A,

O

Lause 4.11. Olkoon A = [a;j| € M,,. Matriisi A on hermiittinen matriisi, jos ja vain jos
vdhintdén yksi seuraavista ehdoista toteutuu:

(a) nelibmuoto x* Ax on reaaliluku jokaisella vektorilla x € C",

(b) matriisi A on normaali ja silld on vain reaalisia ominaisarvoja,

(c) matriisi S* AS on hermiittinen jokaisella matriisilla S € M,,.

Todistus. (Vrt. [9], Theorem 4.1.3) Oletetaan aluksi, ettd matriisi A on hermiittinen. Mat-
riisitulon z* Az dimensio on 1 x 1. Kyseessa on siis luku, joten 2* Az = (z*Ax)’. Laske-
malla saadaan

(z*Az) = (2*A*z) = (2*Ax)* = (2*Ax)T = (2% Az)" = 2" Ax.

Luku z* Az on siis itsensd kompleksikonjugaatti, eli 2* Az = x* Ax. Tastd seuraa, ettd
x* Az on oltava reaalinen. Jos Ax = Az jaz*xr = 1, niin A = \x*z = x*\z = 2* Az, joka
on reaalinen askeisen perusteella. Viimeiseksi matriisi S* AS on hermiittinen maaritelman
(4.4 nojalla, silla (S*AS)* = S*A*(S*)* = S*A*S = S*AS.

Todistetaan sitten vaite toiseen suuntaan. Oletetaan, ettd +* Ax on reaaliluku jokaisella
vektorilla z € C". Taten

(z+y)Alx+y) =@ +y)Ar +y) = ("A+y A)(z +y)
=a"Av+ 2" Ay + y" Az + y* Ay

on reaaliluku oletuksen nojalla jokaisella z,y € C". Myds x* Ax ja y* Ay ovat reaalilukuja,
joten voidaan paatella, ettd 2* Ay + y*Ax on oltava reaalinen. Jos valitaan x = ¢, ja
y = e;j, niin saadaan, ettd z* Ay + y*Axr = ai; + a;; on reaaliluku, joten on oltava
Imay; = —Ima;,. Jos valitaan x = e, ja y = e, niin saadaan, ettéd 2" Ay + y*Ar =
—iay; + taj, on reaaliluku, joten on oltava Re ai; = Re a;;. Yhdistamalla nama reaali-
ja imaginaariosat saadaan ominaisuus a; = a,;. Koska k ja j ovat mielivaltaisia, niin
A = A* jamaaritelman 4.4 mukaan matriisi A on hermiittinen. Jos matriisi A on normaali,
se on unitaarisesti diagonalisoituva lauseen [4.9| nojalla, joten se voidaan kirjoittaa A =
UAU*, missd A = diag(\y, ..., A,). Jos ominaisarvot ovat reaalisia, niin matriisi A on
myds. Taten A* = (UAU*)* = UAU* = UAU* = A ja matriisi A on hermiittinen.



49

Lopuksi oletetaan, etta vaite (c) on tosi. Valitaan S = I, jolloin S*AS = A on hermiittinen
oletuksen perusteella. O]

Hermiittiset matriisit ovat normaaleja matriiseja, sillda AA* = A% = A*A. Néin ollen kaik-
ki normaalien matriisien ominaisuudet ovat voimassa my6s hermiittisille matriiseille. [9,
s.229] Seuraavaa keskeista lausetta sanotaan hermiittisien matriisien spektraalilauseek-
si. Se on normaalien matriisien spektraalilauseen 4.9 erityistapaus. [9, s.135]

Lause 4.12. Olkoon A € M,, hermiittinen matriisi, jonka ominaisarvot ovat A1, ..., \,,.
Olkoon A = diag(\1, - .., \y). Télléin

(a) ominaisarvot \y, ..., \, ovat reaalisia,
(b) matriisi A on unitaarisesti diagonalisoituva,

(c) on olemassa sellainen unitaarinen matriisiU € M, ettd A = UAU*.

Todistus. (Vrt. [9], Theorem 2.5.5) Vaite (a) todistettu edella. Vaite (b) seuraa lauseesta
4.9| silla hermiittinen matriisi on normaali. Vaiteessé (b) diagonaalimatriisin alkioiden on
oltava ominaisarvoja, silld unitaarisesti similaareilla matriiseilla on samat ominaisarvot
ja diagonaalimatriisin ominaisarvoja ovat sen diagonaalialkiot. Tam&n tiedon perusteella
vaite (c) on vain vaite (b) toisin ilmaistuna. O

Kirjoitetaan edellinen lause hieman eri muodossa mukavuussyistd. Tama on tehty alla.

Lause 4.13. Matriisi A € M, on hermiittinen, jos ja vain jos on olemassa sellainen
unitaarinen matriisi U € M, ja sellainen reaalinen diagonaalimatriisi A € M, ettd A =
UAU*.

Todistus. (Vrt. [9], Theorem 4.1.5) Jos on olemassa sellainen unitaarinen matriisi U €
M, ja sellainen reaalinen diagonaalimatriisi A € M, ettd A = UAU™, niin matriisi A on
hermiittinen lauseen kohdan (b) nojalla. Todistus toiseen suuntaan seuraa lauseesta

4.12 O

Lause 4.14. Olkoon matriisi A € M,,. Talléin x* Ax on reaalinen ja positiivinen (vas-
taavasti, epdnegatiivinen) jokaisella nollasta eroavalla vektorilla x € C", jos ja vain jos
matriisi A on hermiittinen ja kaikki sen ominaisarvot ovat positiivisia (vastaavasti, epdne-
gatiivinen).

Todistus. (Vrt. [9], Theorem 4.1.8) Oletetaan, ettd z* Ax on reaalinen ja positiivinen aina,
kun = # 0. Talloin lause [4.11]takaa, ettd matriisi A on hermiittinen. Lisaksi A = Au*u =
u*(Au) = u*Au, jos yksikkdvektori v € C" on matriisin A ominaisarvoa )\ vastaava
ominaisvektori. N&in ollen oletuksesta seuraa, ettd A > 0.
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Oletetaan sitten, ettd matriisi A on hermiittinen ja etta kaikki sen ominaisarvot \q,..., \,
ovat positiivisia. Koska matriisi A on hermiittinen, niin se voidaan kirjoittaa muotoon A =
UAU*, missa A = diag(\1, ..., A\,) jamatriisi U = [U1 . un] on unitaarinen. Talléin

T
' Ar = 2" UANU 'z = [x*ul . x*un] A [u*{x e u;x]
T
= [:E*ul)\l x*un)\n} [u’{x u;:ac]

n n n
= g U ApupT = g M (upx) upe = g e|upx|?
k=1 k=1 k=1

Oletuksen perusteella on aina A\, > 0, joten summan positiivisuus riippuu termeista u; x.
Koska matriisi U* on unitaarinen, se on ei-singulaarinen ja nédin ollen U*x = 0 vain jos
xr = 0. Tasta seuraa, ettd on olemassa sellainen indeksi k € {1,...,n}, ettd ujz # 0
aina, kun x # 0. Taten z* Az on positiivinen. Todistus vaitteelle epanegatiivisuudesta
menee samaan tapaan. O

4.3 Positiivisesti definiitit ja semidefiniitit matriisit

Positiivisesti (semi)definiitit matriisit ovat hermiittisia matriiseja, joilla erityinen positiivi-
suusominaisuus. Positiivisesti definiittien matriisien voidaan ajatella vastaavan positiivi-
sen luvun yleistystd matriisien joukossa. Naitd hermiittisten matriisien erikoistapauksia
hyédynnetédan esimerkiksi Hessen matriisin kautta optimoinnissa tutkittaessa lokaaleja
adriarvoja tai funktioiden konveksisuutta. [9, s.425-426] Taman alaluvun lauseessa [4.20]
huomataan, ettd matriisijuuri on maaritelty vain positiivisesti semidefiniiteille matriiseille,
mika vahvistaa ajatusta positiivisen luvun yleistyksesta. Lahes jokaista alaluvun lauseista
tullaan tarvitsemaan Schurin lauseen todistamiseen.

Maaritelma 4.5. Hermiittinen matriisi A € M,, on positiivisesti definiitti, jos
x* Ax > 0 kaikilla nollasta eroavilla vektoreilla x € C". (4.8)
Hermiittinen matriisi A € M,, on positiivisesti semidefiniitti, jos

x* Az > 0 kaikilla nollasta eroavilla vektoreilla z € C". (4.9)

Maaritelm&ssa oletetaan, ettd matriisi on hermiittinen. Tam& on positiivisesti definiitin
matriisin maaritelmassa tavanomaista, vaikkakin tarpeetonta. [9, s. 430] Jotta maaritelma
on mielekas, on luvun x* Az oltava reaalinen, sillda kompleksilukujen muodostama kun-
ta ei ole jarjestetty. Luvun z* Az reaalisuus puolestaan takaa matriisin A hermiittisyyden
lauseen nojalla. Huomiona viela, etta positiivisesti semidefiniitissa maaritelmassa ei
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olisi pakko olettaa vektorin = eroavan nollavektorista, silld jos = 0, niin x*Ax = 0, ja
maaritelmassa mainittu ehto toteutuu.

Maaritelméstd nahdaan suoraan, etta positiivisesti definiitit matriisit ovat myds positiivi-
sesti semidefiniitteja. Negatiivisesti definiitti matriisi voidaan maaritella vaihtamalla epéayh-
talon suuntaa tai vaihtoehtoisesti, jos — A on positiivisesti definiitti, niin A on negatiivisesti
definiitti. Edella esitetyt madritelmat ovat yhtapitavia, silla 2*Az < 0 < z*(—A)z > 0.
Vastaavasti voidaan mééritella negatiivisesti semidefiniitti matriisi. Jos matriisi ei ole po-
sitiivisesti eiké@ negatiivisesti definiitti, sanotaan, etta matriisi on indefiniitti. [9, s.430]

Lause 4.15. (Vrt. [9, s.430], Exercise) Jos A € M,, positiivisesti definiitti, niin matriisit
A, AT, A* ja A~' ovat myds positiivisesti definiitteja.

Todistus. Olkoon matriisi A € M,, positiivisesti definiitti ja olkoon x € C" mika tahan-
sa nollavektorista eroava kompleksinen vektori. Huomataan, ettd (v*Ar)T = z*Axr =
x*Ax > 0, koska z* Az on reaaliluku. Merkitddn y = 7 € C" < y* = x”. Matriisi A on
positiivisesti definiitti, silla

2 Ax = 2T AT = y* Ay = y* Ay > 0.

Vastaavin argumentein matriisi A7 on positiivisesti definiitti, sill&
v* ATy = (27 Az)T = (y* Ay)T = y* Ay > 0.

Matriisi A on positiivisesti definiitti, joten matriisi A on hermiittinen, eli A = A*. Néin
saadaan
' A'r =¥ Az > 0.

YlIa todistetut ominaisuudet voitaisiin osoittaa samaan tapaan myds positiivisesti semide-
finiiteille matriiseille. Viimeisen vaittdman todistaminen positiivisesti semidefiniiteille mat-
riiseille ei onnistu, sillda ndma saattavat olla singulaarisia. Osoitetaan aluksi, etta positii-
visesti definiitti matriisi A on ei-singulaarinen. Hyédynnetéan epasuoraa todistusta. Teh-
daan vastaoletus, ettd matriisi A on singulaarinen. Talldin yhtalélla Ax = 0 on jokin
ei-triviaali ratkaisu x # 0. Nyt talle ratkaisulle on voimassa z*Ax = z*0 = 0 % 0. Paa-
dyttiin ristiritaan oletuksen kanssa, jonka mukaan A on positiivisesti definiitti. N&in ollen
matriisin A on oltava ei-singulaarinen.

Merkitddn Ay = x. Koska matriisi A on ei-singulaarinen, niin yhtalélla Ay = x on yk-
sikésitteinen ratkaisu kaikilla vektoreilla x € C". Matriisi A~! on positiivisesti definiitti,
silla

AT e = (Ay)* AT Ay) = g ATAT Ay = g ATy = yr Aty =yt Ay > 0.
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Lause 4.16. Olkoon A € M, hermiittinen matriisi. Jos A on positiivisesti definiitti, niin
téllbin kaikki sen pddalimatriisit ovat positiivisesti definiitteja. Jos A on positiivisesti semi-
definiitti, niin talléin kaikki sen pddalimatriisit ovat positiivisesti semidefiniitteja.

Todistus. (Vrt. [9], Observation 7.1.3) Todistetaan lauseen ensiméinen vaite positiivisesti
definiiteille matriiseille. Todistus positiivisesti semidefiniiteille matriiseille etenee samaan
tapaan. Olkoon « joukon {1,...,n} aito osajoukko. Tarkastellaan alimatriisia A[a]. OI-
koon x € C" sellainen mielivaltainen vektori, ettd z[a] # 0 ja z[a‘] = 0. Taten = # 0
ja
zla]*Ala)z]a] = 2" Az > 0,

silla z[a°] = 0 ja A on positiivisesti definiitti. Koska vektori z[a] on mielivaltainen, luku
z[a]* Ala]z|altoteuttaa maaritelman ehdon ja A[a] on nain ollen positiivisesti
definiitti. 0

Apulause 4.3. Olkoon A € M, positiivisesti semidefiniitti ja olkoon C' € M,, ,,,. Télldin
matriisi C* AC' on positiivisesti semidefiniitti.

Todistus. (Vrt. [9], Observation 7.1.8) Olkoon x € C™. Merkitddn y = Cx € C". Nyt
r*C*ACx = y*Ay > 0, silla A on positiivisesti semidefiniitti. Nain ollen C*AC' on posi-
tiivisesti semidefiniitti. O

Positiivisesti definiitteja ja semidefiniitteja matriiseja voidaan luonnehtia monin, toisinaan
yllatévinkin tavoin. [9, s.438] Seuraavassa lauseessa ilmaistaan jo aiemmin todistettu hyo-
dyllinen yhteys hermiitisen matriisin ominaisarvojen ja definiittisyyden valilla.

Lause 4.17. Hermiittinen matriisi on positiivisesti semidefiniitti, jos ja vain jos sen jokai-
nen ominaisarvo on epdnegatiivinen reaaliluku. Vastaavasti, hermiittinen matriisi on posi-
tiivisesti semidefiniitti, jos ja vain jos sen jokainen ominaisarvo on positiivinen reaaliluku.

Todistus. (Vrt. [9], Theorem 7.2.1) Tama on lause on uudelleen muotoiltu versio lausees-
tald. 14l O

Lause 4.18. Olkoon A € M,, positiivisesti semidefiniitti matriisi (vastaavasti positiivisesti
definiitti). Tallbin tr A, det A ja matriisin A jokainen p&ddalideterminantti on epdnegatiivi-
nen (vastaavasti positiivinen). Lisdksitr A = 0, jos ja vain jos A = 0.

Todistus. (Vrt. [9], Corollary 7.1.4) Todistetaan lause positiivisesti semidefiniiteille mat-
riiseille. Todistus positiivisesti definiiteille matriiseille etenee samaan tapaan. Matriisin
ominaisarvot ovat kaikki epanegatiivisia edellisen lauseen perusteella. Matriisin jalki on
epanegatiivinen, silla se on matriisin ominaisarvojen summa lauseen [3.17] nojalla. Jos
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tr A = 0, on matriisin A jokaisen ominaisarvon oltava 0. Koska matriisi A on hermiittise-
na diagonalisoituva ja diagonaalimatriisilla on oltava samat ominaisarvot kuin matriisilla
A, niin jokaisen diagonaalimatriisin diagonaalialkion on oltava 0. Taten diagonaalimatrii-
si on nollamatriisi samoin kuin matriisi A lauseen nojalla. Matriisin A determinantti
epanegatiivinen, sill& se on epanegatiivisten lukujen tulo lauseen [3.177|mukaan. P&aalide-
terminantit ovat padalimatriisien determinantteja ja lause [4.16] takaa, ettd p&aalimatriisit
ovat positiivisesti semidefiniittejd, joten kaikki paaalimatriisin ominaisarvot ovat epanega-
tiivisia. Tasta seuraa, ettd paaalideterminantit ovat epanegatiivisia. O]

Aiemmin todettiin, ettd positiivisesti definiitin (vastaavasti semidefiniitin) matriisin paa-
alideterminantit ovat positiivisia (vastaavasti epanegatiivisia). Seuraava lause, Sylveste-
rin kriteeri, antaa vastaavanlaisen mutta kaanteisen tuloksen. Sylvesterin kriteerin an-
taa vaihtoehtoisen tavan osoittaa matriisin positiivinen definiittisyys maaritelman ja
lauseen[4.17|ohelle. Lauseen (b)-kohdassa on tarked huomata, ettd ensimmaisten n — 1
johtavan paaalideterminantin on oltava nimenomaan positiivisia, eika pelkka epanegatii-
visuus riita. Esimerkiksi matriisin [ % | johtavat pa4alideterminantit ovat epanegatiivisia,
mutta matriisi ei ole positiivisesti semidefiniitti [9} s.439].

Lause 4.19 (Sylvesterin kriteeri). Olkoon matriisi A € M,, hermiittinen.

(a) Jos jokainen matriisin A johtava (vastaavasti hdntdpddalideterminantti) pdaalide-
terminantti on positiivinen (mukaan lukien det A), niin matriisi A on positiivisesti
definiitti.

(b) Jos matriisiin A ensimmdisetn—1 johtavaa (vastaavasti hdntdpadaalideterminanttia)
pddalideterminanttia ovat positiivisia ja det A > 0, niin matriisi A on positiivisesti
semidefiniitti.

Todistus. (Vrt. [9], Theorem 7.2.5)

(a) Todistetaan vaittdama induktion avulla. Olkoon A, = A[{1,...,k}], missd k =
1,...,n, matriisin A johtava paaalimatriisi. Jos det A; > 0, niin matriisin A; ai-
noa ominaisarvo on positiivinen ja ndin ollen matriisi A; on positiivisesti definiitti
lauseen [4.17| nojalla.

Tehdaan induktio-oletus. Jos k € {1,...,n — 1} ja jokainen johtava paaalidetermi-
nantti on positiivinen, niin matriisi A, on positiivisesti definiitti. Talléin matriisi A on
ei-singulaarinen, silla Ay on positiivisesti definiitti, ja A,;l on positiivisesti definiitti.

Todistetaan sitten tapaus £ + 1. Oletetaan, ettd matriisin Ay, jokainen johtava
padalideterminantti on positiivinen. Koska A, on hermiittinen, niin se voidaan
kirjoittaa mudossa

Ay
Ak+1 - )

v oa
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missé vektori y € CF ja a € C. Matriisin A, determinantti voidaan laskea loh-
komatriisien determinantin kaavalla (3.14). Oletuksen perusteella determinantti on
positiivinen. Saadaan

det A1 = det Ag det(a — y*Agy) > 0,

T
joten a — y* A,y > 0. Olkoon z = {xT a} € CH! missa z € CFjaa € C,
mielivaltainen nollasta eroava vektori. Talldin

2" Ap1z = xF A + oy + axty + aaa
= " Az +ay'z + az'y + (oY Ay — o’y AL y) + [oa
= (" A + @y )e + (2 + ay A ay + offa — oy Aty
o A +ay ) + (T AT Hay A ay + Jal’a — oyt ALy
o Ap +ay )z + (" A + @yt )ALy + |affa — oyt Aty

= (

= (

= (a"Ax +ay") (@ + aALly) + [al’a — oy ALty

= (2" A + ay" A A (o 4 aAty) + affa — oy ALty
= (¢ +ay A ) Al + A y) + affa — oy ALy

= (z + ad'y) Az + a A y) + |afa — oy ALty

= c*Apc+ |a*(a — y* AL ly).

Tiedetaan, ettd matriisi A, on positiivisesti definiitti, joten ¢*Axc > 0, jos ¢ # 0, ja
c*Agc = 0,jos ¢ = 0. Jos a = 0, niin ¢ = = # 0 ja edelleen z* Az = ¢* Arc > 0.
Jos a # 0, niin z* A,z > |af*(a — y*A;'y) > 0. Nain ollen matriisi Ax,; on
positiivisesti definiitti.

Tarkastellaan sitten vaitettd matriisin A € M, hantapaaalideterminanteille. Mat-
riisissa A on parillinen maara riveja ja sarakkeita. Merkitdan indeksien ¢ ja j ri-
vienvaihto i <+ j. Tehdddn matriisille A seuraavat rivienvaihdot 1 < 2n,2 <
2n —1,...,n < n + 1. Vaihdetaan my@s naitd samoja indekseja vastaavien sa-
rakkeiden paikkoja, jolloin saadaan muunnettu matriisi A. Matriisi

on tehtyja rivi- ja sarakeoperaatioita vastaavien alkeismatriisien tulo. Talléin muun-
nettu matriisi voidaan kirjoittaa A = FAE < A = EAE, silla E = E~!. Matriisit
A ja A ovat siis similaariset. Kirjoittamalla matriisit A ja A auki saadaan
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A2n,2n A2, 2n—1 a2n2n—2 ... A2pl
Q2n—12n A2p—12n—-1 A2n—12n—-2 ... A2p—-1]1
A= 2n—22n QA2p—22n—1 aA2n—22np—-2 ... QA2p—21
a1 .2n a1.92n—1 a1,2n—2 ce a1
ja
a1 . a1.2n—2 a12n—1 a1.2n
A= (2p—21 .- A2p—22n—2 QA2n—22n—1 A2n—22n
Q2p—11 -+ A2p—12n—2 A2pn—12n—-1 A2n—12n
A2n1 <. A2p2n—2 A2n.2n—1 A2n 2n

Huomataan, etta matriisin A johtavat alideterminanti vastaavat matriisin A hantaali-
determinantteja. Toisin sanoen det A[{k,...,2n}] = det A[{1,...,2n — k + 1}],
missd k = 1,2,...,2n. Jos matriisin A hantaalideterminantit ovat positiivisia, tal-
I6in myds matriisin A johtavat alideterminantit ovat positiivisia. Taten matriisi Aon
positiivisesti definiitti aiemman todistuksen osan nojalla, eli matriisin A jokainen
ominaisarvo on positiivinen lauseen [4.17| nojalla. Similaarisuudesta seuraa, etta
matriisilla A on samat ominaisarvot lauseen nojalla, joten matriisi A on positii-
visesti definiitti.

Jos A € Ms, 1, suoritetaan rivien ja sarakkeiden vaihdot indekseille 1 <> 2n +
1,2 < 2n,...,n < n + 2. Vastaavin argumentein kuin edella voidaan péaatella,
ettd A on positiivisesti definiitti.

Todistus etenee samaan tapaan kuin (a)-kohdassa, mutta talla kertaa
det Ak+1 = det Ak det(a - y*Aky) Z O,
joten a — y*Ary > 0. Hyddyntamalla tata saadaan

2 Apaz = (o + oA ) Ar(z + A Ny) + ol (a — y* AL ly)
= c*Apc + |a*(a — y* Al y) > ¢ Ape > 0,

silla matriisi A;, on positiivisesti definiitti ja vektori ¢ € C* voi mahdollisesti olla
nollavektori. N&in ollen matriisi A, on positiivisesti semidefiniitti. Vaite hantaali-
determinanteille seuraa tésté ja similaarisuudesta samaan tapaan kuin edella.
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Lause 4.20. Olkoon A € M, hermiittinen ja positiivisesti semidefiniitti matriisi ja olkoon
k € {2,3,...}. Talldin on olemassa sellainen yksik&sitteinen hermiittinen ja positiivisesti
semidefiniitti matriisi B, ettd B¥ = A.

Todistus. (Vrt. [9], Theorem 7.2.6) Matriisi A voidaan esittda lauseen |4.12| mukaan muo-
dossa A = UAU*, missa matriisi U € M,, on unitaarinen ja A = diag(\1, ..., \,) € M,
missd ominaisarvot Ay, ..., A, ovat epanegatiivisia. Maaritelladn matriisi B = UNVEU™,
missa Ak = diag(+)\}/ k, e +)\71/ k) ja jokaisessa tapauksessa otetaan yksikasitteinen
epanegatiivinen k:s juuri. Talldin matriisi B on hermiittinen lauseen |4.13|nojalla, positiivi-

sesti semidefiniitti lauseen nojalla ja B = A.

Todistetaan vield yksikéasitteisyys. Oletetaan, etta on olemassa toinen hermiittinen ja po-
sitiivisesti semidefiniitti matriisi C'. Tall6in lauseen avulla matriisi C' voidaan kirjoittaa

C = VQYFV* missa V on unitaarinen matriisi ja Q7% = diag(+wi’", ..., +wy/®) on
diagonaalimatriisi, jossa luvut w, . . ., w, ovat epanegatiivisia. Nyt yhtaléstd B* = C* =
A saadaan
UAU* =VQV* |- U, V™
VUN = QV*U T =V*U
TA =QT | matriisitulon méaaritelma 3.3
[tijAs] = witis].

N L o - " 1k _ 1/k
Taten ¢;;\; = witi; jokaisella 7,7 = 1,...,n, mistd seuraa, ettd t;;\;"" = w,;’"t;;. Nain
ollen

[t 7)) = [w; " t5]
TAYF = QYT T =V*U
VEUAYF = QVFvU
UAVRU* = vl by
B=20C,
mik& todistaa yksikasitteisyyden. O

Merkinta A'/* on positiivisesti semidefiniitin matriisin A positiivinen yksikésitteinen k. juu-
ri. Seuraava esimerkki havainnollista, kuinka téllainen juuri voidaan kaytanndssa laskea.

Esimerkki 4.3. Lasketaan edellisen lauseen todistuksen mukaisesti [ £]'/2. Selvitetdan
aluksi ominaisarvot ja niitd vastaavat normeeratut ominaisvektorit. Ominaisarvot saadaan
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yhtaldsta

det(A—XI)=0
5-\ 4
=0

45—
(5-A)?—=16=0
(5—\)? =16
5— M =4A5— Xy = —4
M=1AX=09

¢

(I

Ominaisarvoa A\, = 1 vastaava ominaisvektori z; voidaan ratkaista yhtalostd (A—\; )z, =
0. Saadaan

44 0] pree |11 0 1|1
— = T = —=
44 0 00 0 V2 |1

Vastaavasti saadaan ominaisarvoa A\, = 9 vastaava ominaisvektori x»

— = Xy = —=
4 —4 0 0 0 0 V2 |1

Né&in ollen U = [ml xQ] on unitaarinen lauseen nojalla ja A'/? = diag(1,3). Nyt
voidaan laskea haluttu juuri
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5. KRONECKERIN JA HADAMARDIN TULO

Perinteisen matriisitulon ohella matriiseille on mahdollista mé&éaritelld erilaisia tuloja. Tassa
luvussa tutustutaan kahteen merkittdvaan tuloon, Kroneckerin tulo ja Hadamardin tulo, ja
naiden tulojen ominaisuuksiin. Nama tulot ovat hyvin erilaisia verrattuna perinteiseen mat-
riisituloon, tavallaan jopa yksinkertaisempia. Matriisitulossa tarvitaan sekd kunnan (t&sséa
tydssd kompleksiluvut) skalaarikerto- ettd yhteenlaskuoperaatiota, mutta Kroneckerin ja
Hadamardin tulossa on tarve vain kertolaskulle.

Matriisitulossa [3.3] vasemmanpuoleisen tulontekijan rivien ja oikeanpuoleisen tulontekijén
sarakkeiden alkiot kerrotaan kesken&an ja summataan yhteen uudeksi alkioksi. Jos maa-
ritelman matriisitulo lasketaan, tarvitaan mn(3p— 1) kerto- ja yhteenlaskuoperaatiota.
Nelidmatriisien A, B € M,, tapauksessa operaatioiden méara on 3n® — n?.

Kroneckerin tulo[5.1]on maaritelty kaikenkokoisille matriiseille. Siin& vasemmanpuoleisen
matriisin jokainen alkio kerrotaan oikeanpuoleisella matriisilla ja saaduista matriiseista
muodostetaan lohkomatriisi. Jos maaritelméan [5.9] matriiseille lasketaan Kroneckerin tu-
lo ja jokainen lohko laskettaisiin erikseen auki, tarvittaisiin mnpq kertolaskuoperaatiota.
Nelidmatriisien A, B € M,, tapauksessa operaatioiden maara on n*.

Hadamardin tulo [5.2] on méaritelty kahdelle samankokoiselle matriisille. Tulo suoritetaan
matriisien yhteenlaskun tapaan alkioittain, mik& tekee siitd yksinkertaisen. Maéritelman
tuloon tarvitaan mn kertolaskuoperaatiota. Neliématriisien A, B € M,, tapauksessa ope-
raatioiden méara on n?.

5.1 Kroneckerin tulo

Jotkin matematiikan historoitsijat ovat kyseenalaistaneet nimityksen Kroneckerin tulo, sil-
14 ei ole nayttéa siitd, ettd Kronecker olisi ollut edellakavija tulon I6ytadmisessa tai kayt-
tdmisessd. Tana paivana Kroneckerin tulo on kuitenkin vakiinnuttanut asemansa ja on
I&hes yleisesti kaytdssa. [10] s.254] Kirjallisuudessa Kroneckerin tulosta kaytetdadn myoés
nimityksid suora tulo ja tensoritulo [10, s. 242]. Tassa alaluvussa maéritelldédn Kronecke-
rin tulo ja esitelldan siihen liittyvid perusominaisuuksia ja lauseita. Erityisesti lause (5.6}
positiivisesti (semi)definiittien matriisien Kroneckerin tulo on positiivisesti (semi)definiitti,
mahdollistaa Schurin lauseen hyvinkin elegantin todistuksen.
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Maéritelma 5.1. Matriisien A € M, , ja B € M, , Kroneckerin tuloa merkitdan A ® B.
Tulo méaritellaén lohkomatriisina seuraavasti

CLHB . alnB
AR B = = [aijB] € Mmp,nq- (51)
amiB ... an.B

Kroneckerin tulo on méaéritelty kahdelle mielivaltaisen kokoiselle matriisille. Maaritelmésté
on helppo nahda, ettd matriisien 1,,, ja I,, Kroneckerintuloon 7,,,,, jaettd A0 =0® A =
0. Todetaan vield esimerkin avulla, ettd Kroneckerin tulo ei valttdméatta ole vaihdannainen.

10 0 1
Esimerkki 5.1. Olkoon A = jaB = . Talléin
00 0 0
0
A® B =
0 0
ja
0 A
B® A= ,
0 0

joten selkeédsti A ® B # B ® A.

Ainoastaan matriisijoukko M, on suljettu Kroneckerin tulon suhteen. Nain ollen joukko
M,,, missd n > 1, ei muodosta rengasta yhteenlaskun ja Kroneckerin tulon kanssa, toisin
kuin yhteenlasku ja matriisitulo tai yhteenlasku ja Hadamardin tulo, kuten tullaan my6-
hemmin huomaamaan.

Lause 5.1. (Vrt. [10], Equations 4.2.3-4.2.8, sekéd [10, s.265], Problem 13 ja 18) Olkoon
A = [aij] € My, B = [bij] € M, 4 jaC = [c;;] € M, , mielivaltaisia matriiseja. Olkoon
x = [z;] € C"jay" = [y;] € C" ja olkoon o € C jokin kompleksiluku. Poikkeuksena
véittdmissé (f) ja (g) yhteenlaskettavien matriisien on oltava samankokoisia ja véittdmat
(h) ja (i) matriisit A € M,, ja B € M, ovat neliématriiseja. Talldin

@ zyl =z oy’ =y @,

(b) (0Ad) ® B=a(A® B)=A® (aB),

(c) (A® B)T = AT @ BT,

(d) (A® B)* = A* ® B¥,
(e) (AR B)®C =A® (B (),
) (A+B)C=AxC+B®CC,
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(@9 AR (B+C)=A®B+A®C,

(h) tr(A® B) = tr Atr B,

(i) det(A ® B) = (det A)™(det B)™.
Todistus. Vaittdmat seuraavat suoraviivaisesti laskemalla ja hyddyntamalld maaritelmia.
vyt = [riy ], 2 @y’ = [2y"] = [yl lay" @ @ = [ya] = [yj2:] = [zay;].
(@A) ® B = [(aa;j)B] = aa;jB] = a(A® B) = [a;j(aB)] = A® (aB).
(A® B)!' = [a;;B]" =[a;;BT] = AT ® B”.
(A® B)* = [a;;B|* = [a;B*] = A* ® B*.
e) (A®B)®C = [a;; B]®C = [a;bpeC] = |ai;(bpiC)] = [ai;(BRCO)] = AQ(BRC).
(f) (A4+B)®C = [(a;j+b;;)C1@C = [a;jC+b;;C| = [a;;C]+[b;;C] = A9C+B&C.
A®(B+C) = [a;;(B4+C)] = [a;;B+a;;C]| = [a;jB] +[a;jC] = A B+ A C.
O

minaisuus seuraa lauseista ja[5.5] seuravasti:

r(A® B) = ZZ)\Z/L] i)\iiuj:trAtrB.
=1 =1

=1 j=1

(i) Ominaisuus seuraa lauseista ja[5.5 seuraavasti:

det(A® B) = HHAM HAmHM HX"detB

= (det B)" [[ A" = (det A)™(det B)".

i=1
O

Lauseessa5.1|on esitelty Kroneckerin tulon perusominaisuuksia. N&ist& ominaisuuksista
seuraa muun muassa, etta hermiittisten matriisien Kroneckerin tulo on hermiittinen, silla
A® B =A*"® B* = (A® B)*. Liséksi A® B = 0, jos javain jos A = 0tai B = 0.
Jos A = 0tai B = 0, tulos on triviaali. Jos A ® B = 0, maaritelmén [5.1] nojalla on oltava
ai; B = 0jokaisella: = 1,...,mjaj =1,...,n. Tasta seuraa, ettd B = 0 tai a;; = 0
jokaisella 7, j eli A = 0. Eri tuloista voidaan muodostaa yhdistettyja tuloja. Seuraava lause
on esimerkki tallaisesta. Siind yhdistetdan Kroneckerin tuloja ja matriisituloja.

Lause 5.2. Olkoot A € M,,,,, B € M,,, C € M, jaD € M,,. Télldin

(A® B)(C ® D) = AC ® BD.
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Todistus. (Vrt. [10], Lemma 4.2.10) Merkitadn A = [a;;] ja C' = [cy;]. Talléin Kroneckerin
tulon maaritelmén mukaan A ® B = [a;.B] ja C ® D = [¢;; D). Nain ollen

()

(A® B)(C ® D) = |ayB][cx; D] =

Z CLikBijD
k=1

= [[AC];;BD] = AB® CD.

O

Edellisen lauseen avulla on helppo todeta, ettéd ei-singulaarisien matriisien Kroneckerin
tulo on myds ei-singulaarinen ja ettd unitaaristen matriisien Kroneckerin tulo on unitaari-
nen. Lisdksi lausetta tarvitaan, kun halutaan tutkia Kroneckerin tulon ominaisarvoja ja -
vektoreita. Matriisin ominaisarvoista ja -vektoreista voidaan puolestaan paatella lisda omi-
naisuuksia.

Lause 5.3. Jos matriisit A € M,, ja B € M, ovat ei-singulaarisia, niin A ® B on myéds
ja(A B)™' =A@ B~

Todistus. (Vrt. [10], Corollary 4.2.11) Tarkastellaan tuloa
(A9 B) (A @B )™ B2 s 9 BB = I,,® I, = ...

Nain ollen A ® B on ei-singulaarinen ja (A ® B)™' = A~! ® B~ maaritelman
mukaisesti. m

Lause 5.4. (Vrt. [15], Theorem 6.17) Jos matriisit A € M,, ja B € M, ovat unitaarisia,
niin A ® B on myds.

Todistus. Tarkastellaan tuloa

(A2 B)*(A® B) 5 (4" @ B")(A® B) “ 52 4*A® B'B = I, ® I, = I,

Nain ollen A ® B on unitaarinen maaritelman [4.2] mukaisesti. O
Lause 5.5. Olkoon A € M,, ja B,, matriiseja, joiden ominaisarvot ovat \{,...,\, ja
[, - - - [ t4SSE jarjestyksessd. Tallbin matriisin A @ B ominaisarvot ovat

)\i,uju

missdi = 1,...,njaj = 1,...,m. Erityisesti (A ® B) = o(B ® A). Lisdksi, jos
ominaisarvoa \ vastaa ominaisvektori x € C" ja ominaisarvoa j. vastaa ominaisvektori
y € C™, niin ominaisarvoa A\ vastaa ominaisvektoriz @ y € C™™.
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Todistus. (Vrt. [10], Theorem 4.2.12) Lauseen nojalla on olemassa sellaiset unitaari-
set matriisit U ja V/, ettd U* AU = T} ja V*BV = T,, missa matriisit 17 ja T5 ovat ylakol-
miomatriiseja, joiden diagonaalialkiot ovat Ay, ..., A\, ja p, . . ., i, t4ssé jarjestyksessa.
Nain ollen

T\ ® T, = (U*AU) ® (V*BV) ™52 (U* @ V*)(AU @ BV)
V=R (U @ V(AR B)U V).

O

Lauseen[5.4|mukaan matriisit (U*®V*) ja (U ®V') ovat unitaarisia. Taten matriisit A® B
ja T1 ®T5 ovat unitaarisesti similaarit ja lauseen nojalla niilld on samat ominaisarvot.
Ylakolmiomatriisin 77 ® 75 ominaisarvot ovat muotoa A;u;, missd i = 1,...,mjaj =
1,...,n lauseen[3.79 mukaan.

Todistetaan sitten jalkimmainen vaite. Tiedetdan, ettd Ax = Az ja By = uy, joten hyo-
dyntdmalla lauseita5.7]ja5.2] saadaan

(A B)(x @ y) = Ax @ By = Az @ py = \u(z @ y).

Lause 5.6. Olkoon matriisit A € M, ja B € M,, positiivisesti (semi)definiitteja. Talléin
Kroneckerin tulo A ® B on positiivisesti (semi)definiitti.

Todistus. (Vrt. [10], Corollary 4.2.13) Matriisit A ja B ovat positiivisesti definiitteja, joten
madaritelmén [4.5 nojalla ne ovat myds hermiittisié. Lisaksi lauseesta [4.17] seuraa, etté
matriisien ominaisarvot ovat positiivisia. Aiemmin todettiin, ettd Kroneckerin tulo A ® B
on hermiittinen, jos matriisit A ja B ovat hermiittisid. Lauseen [5.5| nojalla matriisin A ® B
ominaisarvot ovat positiivisia. N&in ollen lause takaa, ettd A ® B on positiivisesti
definiitti. Todistus positiivisesti semidefiniiteille matriiseille etenee vastaavasti. O]

5.2 Hadamardin tulo

Kirjallisuudessa Hadamardin tulosta kdytetdan jossain materiaaleissa intuitiivisesti nimi-
tysté tulo alkioittain tai nimitystd Schurin tulo, koska Issai Schur todisti joitain varhaisia
perusominaisuuksia liittyen Hadamardin tuloon [10} s.298]. Moniin ohjelmistoihin on oh-
jelmoitu Hadamardin tulo valmiiksi. MATLAB® ohjelmistossa matriisitulon ja Hadamardin
tulon ero on piste, esimerkiksi matriisitulo saadaa komennolla ’A*B’ ja Hadamardin tu-
lo komennolla ’A.*B’. Tassa alaluvussa maaritellddn Hadamardin tulo ja tutustutaan sen
perusominaisuuksiin. Lisdksi tehdaan havainto, ettd Hadamardin tulo on Kroneckerin tu-
lon alimatriisi, ja todistetaan Schurin lause kahdella eri tavalla seka tutkitaan Hadamardin
tulon determinanttiin liittyvia epayhtaléita.
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Méaéritelmé 5.2. Olkoon A = [a;;| € M,,,, ja B = [b;;] € M,, . Talléin matriisien A ja
B valinen Hadamardin tulo on A o B = [a;;b;;] € My, .

Matriisien M, ,, joukko muodostaa kommutoivan renkaan yhteenlaskun ja Hadamardin
tulon kanssa. Alaluvussa [3.1]todettiin, ettd ryhméa (M,,, +) on Abelin ryhma. Itse asiassa
my0s (M, ., +) on Abelin ryhma. Alla olevasta lauseesta voidaan paatelld, etté (M, , )
on monoidi, eli joukko M, ,, on suljettu Hadamardin tulon suhteen, Hadamardin tulo on
assosiatiivinen ja tulolla on neutraalialkio. Neutraalialkio on matriisi, jonka jokainen alkio
on 1, eli niin sanottu ykkésmatriisi J € M,, ,,. Liséksi Hadamardin tulo o on kommutatiivi-
nen ja distributiivinen yhteenlaskun suhteen.

Lause 5.7. (Vrt. [12], Theorem 1.2, 1.3 ja 1.5) Olkoot A, B,C, J,O € M,,, ja olkoon
a € C. Téallbin seuraavat ominaisuudet ovat voimassa Hadamardin tulolle:

(a) Ao B= BoA,

(b) Ao(BoC(C)=(AoB)oC,

(c) Ao(B+C)=AoB+ AoB,

(d) (0A)o B = Ao (aB) = a(AoB),

(e) AoJ=Jo0A=2A,

(fl AcO=00A=0.

Todistus. Namé& ominaisuudet seuraavat suoraviivaisesti maaritelmasta ja kunnan
(C, +, -) tunnetuista ominaisuuksista.

(a) AoB= [aijbij] = [bi]’CLij] = Bo A.

(b) Ao (BoC) = aj]o([bi]ocij]) = [ai] o [bijeij] = [aizbijeiz] = aijbi] o [ei] =
(laij] o [bij]) o [eij] = (Ao B) o C.

(©) Ao (B +C) = lai] o [bij + cij]l = laij(biy + cij)] = laijbij + aijeiy] = [aizhi] +
[aijcij] =AoB + Ao C

(d) (ad) o B = [aa;] o [bij] = [aaibij] = alaibij] = a(A o B) = [a;(aby)] =
[ai;] o [abij] = Ao (aB).

(e) Ao J = [aij : ]_] = [1 . aij] = [aij] = A.

O

Lause 5.8. (Vrt. [9, s.478], Exercise) Olkoon matriisit A, B € M, hermiittisid. T&lléin
Hadamardin tulo A o B on hermiittinen.
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Todistus. Hyddyntdmaélla méaritelmia [4.4]ja[5.2 saadaan
Ao B = A"o B" = [a;bi] = |aijbiy]" = (Ao B)",
mik& todistaa vaitteen. O

Seuraavan lauseen perusteella Hadamardin tulo voidaan ilmaista Kroneckerin tulon ali-
matriisina. Jotkin ominaisuudet, kuten positiivinen definiittisyys, periytyvat matriisilta ali-
matriisille, mika tekee lauseesta hyddyllisen.

Lause 5.9. Jos A, B € M,, ,, niin
AoB = (A® B)[a, A,

missda = {1,m+2,2m+3,...,m?}jaf ={1,n+2,2n+3,...,n*}. Erityisesti, jos
m = n, niin Hadamardin tulo A o B on Kroneckerin tulon A ® B pddalimatriisi.

Todistus. (Vrt. [15], Theorem 6.18) Olkoon ¢,,; € R™ ja e,; € R" vektoreita, joiden 7.
alkio on luku 1 ja muut alkiot ovat nollia. Muodostetaan matriisit

Em = |:em1 X €ml --- Emm X 6mm] € Mm27m

ja

En = |:€n1 Xepn . Eun D enn:| S an,n'
Matriisien £, ja E,, sarakkeesta i riviltd (i — 1)(m + 1) + 1tai (i — 1)(n+ 1) + 1 16ytyy
luku 1, muut alkiot ovat nollia. Toisin sanoen joukon « tai S indeksoimilta riveilta 16ytyy
luku 1. Tulo EL(A ® B)E, poimii siis matriisista A ® B indeksijoukon « osoittamat rivit

ja indeksijoukon [ osoittamat sarakkeet ja taten tulo vastaa lauseen alimatriisia (A ®
B)|a, ). Tarkastellaan nyt Hadamardin tulon A o B rivin i sarakkeen j alkiota

aijbi; (ean@n')(erTniBenj) = (eﬁiAenj) ® (62%-36”]‘) | lause 5.2
= (e}, @ el ;) (Aen; @ Bey;) | lause .2
(efu mz)(A ® B)(enj ® enj) | lause B.7]
= (emi ® emi) (A ® B)(en; ® eny),

mik& on matriisin E,(A® B) E,, rivin i sarakkeen j alkio. Indeksit 7 ja j ovat mielivaltaisia,
joten AoB = E! (A®B)E, = (A®B)|«, ]. Jos m = n, niin « = 3 ja taten Hadamardin
tulo A o B on Kroneckerin tulon A ® B p&aalimatriisi maaritelman mukaisesti. O

Samaan tapaan kuin lauseessa[5.2] tehtiin, voidaan muodostaa yhdistetty tulo Hadamar-
din ja Kroneckerin tulolle. Tahan tuloon liittyvé ominaisuus on alla.
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Lause 5.10. (Vrt. [4], Theorem 2.11) Olkoon A = [a;;], C = [cij] € My, ja B, D € M,,.
Téalléin yhdistetty tulo

(A B)o(C®D)=(Ao(C)® (BoD).
Todistus. Laskemalla maaritelmien[5.1]ja[5.2] mukaisesti saadaan

(A® B) o (C® D) = [a;B] o [c;;D] = [(a;;B) o (c;;D)]
= lajcij(B o D)] = [ajjci;] @ (B o D)
=(AoC)®@(BoD),
mika todistaa vaitteen. O
Seuraava apulause antaa katevan esitysmuodon Hadamardin tulolle tavallisen matriisitu-
lon jalkena. [9, s.478] Apulausetta hyddynnetdan todistettaessa Schurin lausetta.
Apulause 5.1. Olkoot A, B € M,, jax,y € C". Merkitddn diag x € M, jadiag y € M,
diagonaalimatriiseja, joiden diagonaalialkiot ovat vektoreista x jay. Talldin

r*(Ao B)y = tr((diag 7)A)(diag y)BT).

Todistus. (Vrt. [9], Lemma 7.5.2) Tehdaan aluksi neliématriisien C', D € M,, jalkea kos-
keva havainto. Maaritelmien ja mukaan matriisin C' DT jalki on

tr(C’DT) = tr (Zczkd]k:> = Z (Zczkdzk) = Z Cikdik = Z Cijdij~ (52)
k=1 i=1 k=1 i,k=1 1,5=1

Kirjain k voidaan vaihtaa kirjaimeen j, sillda summan indeksointiin kéytettava kirjain voi-
daan vapaasti valita.

Olkoot A = [a;;], B = [b;j], x = [z;] jay = [y;]. Taten (diag Z)A = [7;a,j] ja B diag y =
[b;;y;]. Nyt kayttamalla yhtaloa (5.2) ja sen jalkeen matriisitulon maaritelmaa 3.3 kahdesti
saadaan

tr((diag ) A(diag y) B") = tr(((diag ) A)(B diag y)")

(Tiai;) (bijy;) Z(Z i )

=1 =1

.7

|

=1

O

Lause 5.11 (Schurin lause). Olkoot A € M, ja B € M,, positiivisesti (semi)definiittejé
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matriiseja. Talléin Hadamardin tulo A o B on positiivisesti (semi)definiitti.

Todistus 1. (Vrt. [9], Theorem 7.5.3) Tehd&an todistus kolmessa osassa:
(@) A o B on positiivisesti semidefiniitti.
(b) jos A on positiivisesti definiitti ja matriisin B jokainen paadiagonaalin alkio on posi-
tiivinen, niin A o B on positiivisesti definiitti.
(c) jos A ja B ovat positiivisesti definiitteja, niin A o B on positiivisesti definiitti.
(a) Olkoot A = [a;j], B = [b;;] € M, positiivisesti semidefiniitteja ja olkoon z = [z;] € C"

kompleksinen vektori. Myds matriisi B on positiivisesti semidefiniitti lauseen pe-
rusteella ja siksi on mahdollista laskea EI/Q lauseen mukaisesti. Merkitdan C' =

(diag a:)Fl/Q, jolloin C* = §1/2(diag 7). Hyodyntamalla apulausetta [5.1| saadaan
1*(Ao B)r = tr((diag T) A(diag ) BT) | hermiittisille matriiseille B = B
= tr((diag 7) A(diag z) B) |B = BB
= tr((dlag 7)A(diag a:)El/QEl/z) | lause [3.8] kohta (e)
= tr(B (dlag T)A(diag x)Fl/Q)
= tr(C*AC).

Lause [4.3| osoittaa, ettd matriisi C* AC' on positiivisesti semidefiniitti, joten matriisin omi-
naisarvot ja jalki ovat epanegatiiviset lauseen nojalla. Taten z*(A o B)z > 0 jokai-
sella vektorilla x € C™, joten A o B on positiivisesti semidefiniitti maaritelman mukaan.
(b) Olkoon A\; > 0 matriisin A pienin ominaisarvo ja olkoon # > 0 matriisin B pienin
diagonaalialkio. Olkoon = = [z;] € C" nollasta eroava vektori. Lauseesta [3.15| seuraa,
etta

ANi€o(A) e N — A €0(A—\I)jokaisellai =1,...,n.

Koska \; — A\; > 0, matriisin A — A\ ominaisarvot ovat epanegatiivisia. Lisaksi matriisi
A— X1 on hermiittinen, silla (A—\,1)* = A*—)\,I* = A—\,I, ja nain ollen positiivisesti
semidefiniitti lauseen nojalla. Taten (a)-kohdasta seuraa, etté matriisi (A — A1) o B
on positiivisesti semidefiniitti. Toisin sanoen

0<z*(A=—MI)oB)x=a"(AoB— M NIloB)x=x"(AoB)xr — \z*(I o B)z,



67

joten
(Ao B)x > \x*(I o B)x = \x* diag(byy, ..., bpn)x

= \x*[biwi] = M Zfibu‘% =M Z by ]
i=1

=1

> MB Y wil* = MBlzll; >0,
i=1

mika todistaa (b)-kohdan véitteen.

(c) Jos matriisi B on positiivisesti definiitti, niin tutkimalla 1 x 1-kokoisia paaalimatriise-
ja lauseen 4.16| avulla ndhdaan, ettd matriisin B diagonaalialkiot ovat positiivisia. Vaite
seuraa kohdasta (b). O]

Todistus 2. (Vrt. [15], Theorem 6.21) Oletetaan aluksi, ettd matriisit A ja B ovat positii-
visesti definiitteja ja taten Kroneckerin tulo A ® B on positiivisesti definiitti lauseen [5.6
nojalla. Lauseen [5.9| nojalla matriisi A o B on Kroneckerin tulon A ® B p&aalimatriisi ja
taten lauseen mukaan positiivisesti definiitti. O

Schurin lauseesta seuraa runsaasti erilaisia epayhtaléita, jotka koskevat esimerkiksi de-
terminantteja, ominaisarvoja tai diagonaalialkioita. Hadamardin epayhtéald on eras tallai-
nen epayhtalé. Se on hyvin keskeinen ja monet muut epayhtalét ovat yhtapitavia sen
kanssa tai sen yleistyksia. |9, s.505] Hadamardin epayhtalé voidaan kirjoittaa muo-
dossa -

1---1det A <det(IoA).

Tama havainto voidaan yleistdd muotoon
max{a -+ - Gpy, det B, byy -+ - by, det A} < det(Ao B),

mik& on tehty lauseessa[5.13] [9} s.509] Seuraavaksi esitellddn Hadamardin epayhtélé ja
edelld mainittu yleistys. Naiden avulla todistetaan Hadamardin tuloa koskeva mielenkiin-
toinen epayhtald

det Adet B < det(A o B).

Lause 5.12 (Hadamardin epayhtald). Olkoon matriisi A = [a;;] € M,, positiivisesti defi-
niitti. Talléin
det A < ayg-- Gy (5.3)

Lisdksi epdyhtaldssé (5.3) on yhtdsuuruus, jos ja vain jos A on diagonaalimatriisi.

Todistus. (Vrt. [9], Theorem 7.8.1) Koska matriisi A on positiivisesti definiitti, niin sen

diagonaalialkiot ovat positiivisia lauseen nojalla. Olkoon D = diag(a}f, . ,a,lf).



68

aiiag;

Maaritellaan matriisiC = D~'AD~! = [“—J} . Matriisi C' on positiivisesti definiitti, sill&
v*Cor =2"D'AD 'z = (D 1) 2)*A(D 'z) = (D '2)*A(D'2) = y* Ay > 0,

missd vektori y = D~'z # (. Matriisin C' kaikki diagonaalialkiot ovat ykkdsid, joten
tr C' = n. Olkoon Ay, ..., A, matriisin C' ominaisarvot. Ominaisarvot ovat positiivisia, silla
matriisi C' on positiivisesti definiitti. Tallin aritmeettis-geometrinen epayhtald [Al takaa,
etta

n 1 n
detC:A1~..Ang(1(A1+.~+An)) :<—trC’) —1, (5.4)
n n

missa yhtasuuruus on voimassa, jos ja vain jos \; = 1 jokaisellaz = 1,...,n. Koska
matriisi C' on hermiittinen ja nain ollen diagonalisoituva (similaarinen diagonaalimatriisin
kanssa), niin lauseen nojalla jokainen \; = 1, jos ja vain jos C' = I. Taten

epayhtald (5.4)
det A = det(DCD) = det C(det D)? = (det C)ay; - - - @pn < a11 " Apn,
missa yhtasuuruus toteutuu, jos ja vain jos A = DCD = D? = diag(ayi, ..., 0py). O

Apulause 5.2. Olkoon A = [a;;] € M, positiivisesti semidefiniitti. Koska matriisi A on

*

iy . ) . 11 T L .
hermiittinen, se voidaan osittaa ja kirjoittaa muodossa A = , Missd matriisi
x AQQ

Aqy € M,,_1. Madritelldén

det A . e s T
a(4) = JetAyys JOS Aoy on positiivisesti definiitti,
0, muulloin.
s L ai; —a(A) e
Télléin matriisi A = on positiivisesti semidefiniitti.
x Ag

Todistus. (Vrt. [9], Lemma 7.8.15) Jos matriisi A on singulaarinen, ei ole mitaan todistet-
tavaa, silla talldin det A = 0, mistd seuraa, ettd A = A. Nain ollen voidaan olettaa, etta
matriisi A on positiivisesti definiitti. Taten jokainen matriisin A paaalimatriisi on myds po-
sitiivisesti definiitti lauseen nojalla. Sovelletaan Sylvesterin kriteeria [4.19 hantapaéa-
alimatriiseihin. Hantaalideterminantit det(A[{%, ... ,n}]) = det A[{k,...,n}] ovat posi-
tiivisia jokaisella k = 2, ..., n lauseiden [4.16]ja[4.18|nojalla. Lisaksi

det A = det A — a(A) det Agy = det A — det A = 0.

Nain ollen matriisi A on positiivisesti semidefiniitti lauseen kohdan (b) nojalla. O
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Lause 5.13. Olkoot matriisit A = [a;;] € M, ja B = [b;j| € M, positiivisesti semidefiniit-
teja. Téallbin

max{ay; -+ app det B, byy - - - by, det A} < det(Ao B). (5.5)

Todistus. (Vrt. [9], Theorem 7.8.16) Todistetaan vaite hyddyntaen induktioperiaatetta. Jos
n =1,
m&X{CI/n det B, b11 det A} = a11b11 = det(A e} B),

joten vaittdma on tosi alkuarvolla. Tehdaan sitten induktio-oletus, etta vaittdma on tosi,
aina, kunn = k > 1, missa k on luonnollinen luku, ja todistetaan tdman avulla tapaus
n = k + 1. Olkoon matriisi A sama kuin edellisessa apulauseessa Koska matriisi
A € M, on positiivisesti semidefiniitti, niin Schurin lauseen|[5.11|nojalla matriisi Ao B €
M., on positiivisesti semidefiniitti. Taten

Oé(A)bH 0
* AQQ o} BQQ
= det(A e} B) — O./(A)bll det(A22 ©) BQQ).

0 < det(A o B) = det(A o B) — det

Kayttamalla induktio-oletusta matriisin Ay 0 Boy € M), determinanttiin saadaan

det(A e} B) Z (X(A)bn(bgg cee bk+1,k+1 det Agg) = bll cee bk+1,k+1 det A.

Induktioperiaatteen nojalla matriiseille A, B € M, on siis voimassa by - - - b,, det A <
det(A o B). Koska Hadamardin tulo on vaihdannainen, eli A o B = B o A, niin edelta-
vé epayhtald voidaan kirjoittaa myds muodossa aj; - - - a,, det A < det(A o B). Néista
epayhtaloisté voidaan muodostaa vaittdméan epayhtald (5.5). O]

Lause 5.14. (Vrt. [9, s.510], Exercise) Olkoon A, B € M, positiivisesti semidefiniittejé
matriiseja. Talléin
det Adet B < det(A o B).

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd matriisit A ja B ovat molemmat positiivisesti definiitteja.
Tall6in k&yttdmalla lauseita5.72]ja[5.13] saadaan

det Adet B < ajq;---ayp,det B < det(Ao B).

Oletetaan sitten, ettd matriisit A ja B ovat positiivisesti semidefiniitteja. Oletetaan lisaksi,
ettd ainakin toinen matriiseista ei ole positiivisesti definiitti. Olkoon tdméa matriisi A tassa
tapauksessa. Talldin lauseesta seuraa, ettd luku 0 on matriisin A ominaisarvo ja
taten det A = 0. Toisaalta Schurin lauseen [5.11| nojalla matriisi A o B on positiivisesti



semidefiniitti, joten lauseiden ja nojalla

det Adet B=0<\;---\, =det(Ao B),

miss& matriisin A o B ominaisarvot A1, ..., \,, ovat epanegatiivisia.

70
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6. SOVELLUSKOHDE: DIGITAALINEN
KUVANKASITTELY

Digitaalisen kuvankasittelyn oleellisimmat sovelluskohteet ovat kuvallisen informaation
parantaminen ihmiselle helpommin tulkittavaksi, kuvadatan s&ildminen ja siirto seka ku-
vien esittdminen koneille hyddylliselld tavalla [7, s.1]. Téssa luvussa kerrotaan suppeasti,
kuinka digitaalinen kuva voidaan esittdad matriisien avulla, esitelladan tapa digitaalisen ku-
van kirkkauden ja kontrastin saatémiseen sekad maaritelldaan digitaalisten kuvien konvo-
luutio ja havainnollistetaan muutaman eri ytimen kayttéa konvoluutiossa. Kaikki luvussa
esitellyt kuvankasittelyn operaatiot ovat nykyajan kuvankasittelyohjelmistojen ja alypuhe-
limien vakio-ominaisuuksia, vaikka niiden toteutus saattaakin erota taméan luvun toteutuk-
sista. Liséksi kuvankasittelylle 16ytyy myds lukuisia sovelluskohteita teollisuuden ja tek-
niikan aloilla, kuten ladketieteen, tahtitieteen tai konenadn saralla. Liitteesta [C] 16ytyvat
esitysjarjestyksessa kuvien kasittelyyn liittyvien ohjelmien koodirivit, jotka on kirjoitettu
MATLAB® ohjelmiston Live Editorilla. MATLAB® ohjelmistossa kuvia voi néyttéda komen-
nolla 'imshow(image)’ ja tallentaa tiedostoiksi komennolla 'imwrite(image, ‘filepath.png’).
Nama kuitenkin karsittu koodista pois selkeyden vuoksi. Liséksi varsinkin jokaisen kuvan
nayttdminen hidastaa ohjelmaa huomattavasti. Koodi ei ole missd&dn maarin optimoitua,
vaan sen tarkoituksena on vain havainnollistaa, kuinka jokin operaatio olisi mahdollista
toteuttaa.

6.1 Digitaalisten kuvien esitysmuodot

Digitaalinen kuva voidaan esittdd voidaan esittda aarellisend 2-ulotteisena diskreettin
funktiona f(x,y), jonka arvo vastaa kuvan kirkkautta tai varia pisteessé (z,y). Nama
funktion arvot voidaan koota numeerista dataa sisaltavaksi taulukoksi. TAméan taulukon
alkioita sanotaan pikseleiksi tai kuvan alkioiksi ja yhdessd ne muodostavat digitaalisen
kuvan. Jos funktion arvojoukko on 1-ulotteinen, kyseessa on matriisi. Pikselin ymparil-
I olevia pikseleitd nimitetdan pikselin ymparistéksi. Esimerkiksi 3 x 3-kokoinen pikselin
(x,y) ymparistd koostuu 9 pikselista, jotka muodostavat nelién, jonka keskipisteené on
koordinaattien (z,y) pikseli. Lahes poikkeuksetta ympariston dimensiot ovat parittomia.
[11], s.8-10]

Bindarisessa kuvassa jokainen pikseli on joko musta tai valkoinen, eli 0 tai 1. Mustavalko-
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Kuva 6.1. Bindarinen kuva muodostuu vain luvuista 0 ja 1. Lukua 0 vastaa musta pikseli
ja lukua 1 valkoinen.

kuvassa jokaisen pikselin arvo on kokonaisluku 0 ja 255 vélilta. Erilaisia harmaan savyja
on siis 256 = 2° kappaletta. Yhden pikselin esittdmiseen tarvitaan 8 bittid muistia, eli
tasmalleen 1 tavu. |11} s.12-13] Tallaisesta kuvan datatyypista kaytetdan nimitysta uint8
(unsigned 8-bit integer). Mustavalkokuvia voidaan vaihtoehtoisesti esittdd muun muas-
sa int8-datatyyppina (signed 8-bit integer), eli kokonaislukuna valilta [—128, 127], uint16-
datatyyppind, eli kokonaislukuna valiltd [0,65535], tai esittda pikselit likulukuina valilta
[0, 1]. Useimmissa tapauksissa uint8 on kuitenkin riittava ja taté datatyyppia tullaan paa-
osin tydsséa kayttamaan.

Kuvassa [6.1] on havainnollistettu 8 x 8-kokoisen hymidn binaéristd kuvaa ja sen matrii-
sia. Matriisissa ei ole vareja eika pikseleissa nay lukuarvoa. Kuvassa on siis ikdan kuin
ladottu bindarinen kuva ja matriisi p4éllekkain. Toisaalta kyseessa voisi olla myds musta-
valkokuva, jonka datatyyppina kaytetaan liukulukua valilta [0, 1].

Varikuville tutuin esitysmuoto lienee RGB-muoto. Tassd muodossa jokaista pikselid vas-
taa kolme lukua, jotka yhdessa antavat tietyn vérin pikselille. Nama luvut kertovat, pal-
jonko pikselissé@ on punaista (R), vihreda (G) ja sinista (B) vérid. Jos jokainen véarikom-
ponentti on datatyypiltdan uint8, niin erilaisia vareja on (28) = 22* = 16 777 216, eli
noin 16 miljoonaa. Tallaisesta kuvasta kaytetaan myds nimitysta 24-bittinen varikuva. [11],
s.13] RGB-kuva voidaan esittaa 2-ulotteisena vektoriarvoisena funktiona. Vaihtoehtoisesti
RGB-kuvaa voidaan ajatella kolmen matriisin pinona, jossa jokainen matriisi vastaa yhta
varikanavaa [11} s.13].

Kuvassa [6.2] on esitetty 3 x 3-kokoinen RGB-kuva ja tdmén vérikanavia vastaavat mat-
riisit. RGB-kuvassa on kaikki sellaiset kombinaatiot, joissa pikselissé varia on joko mak-
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255 | 0 0 0 |255| O 0 0 | 255
0 |255| O 0 |255| O 0 |255| O
255|255 | O 0 | 255|255 255 | 0 | 255

Kuva 6.2. Ylhaélla 3x3-kokoinen RGB-kuva ja alhaalla sen RGB-vérikanavat tdssé jarjes-
tyksessd. [11, s.14]

simimaara 255 tai minimimaara 0. Naitd vareja on yhteensa 8 kappaletta ja siksi mus-
ta esiintyy kahdesti. Kuvasta ndhdaan, kuinka mikakin vari muodostuu. Esimerkiksi, etta
magenta saadaan RGB-arvoilla [255, 0, 255], eli yhdistdmalla punaisen ja sinisen varika-
navan maksimiarvot seké vihredn minimiarvo.

6.2 Alkeellisia kuvankasittelyoperaatioita

Yksinkertaisillakin matriisien laskuoperaatioilla voidaan muokata digitaalisia kuvia. Yh-
teenlasku ja vastaavasti erotus voidaan suorittaa kahdelle samankokoiselle kuvalle sa-
moin kuin Hadamardin tulo. Hadamardin tulo on erityisen mielenkiintoinen, kun se suori-
tetaan bindarisen kuvan ja RGB-kuvan eri varikanavien valilla. Talléin bindarisen kuvan
valkoisiin pikseleihin tulee RGB-kuvan pikselin véri. Tallaisen operaation avulla voidaan
esimerkiksi rajata jokin muu kuvankasittelyoperaatio tapahtuvaksi vain jollakin kuvan tie-
tylla alueella. RGB-kuvia kasiteltdessa jokaista varikanavaa kéasitelladan erikseen ja lopuk-
si varikanavat yhdistetdan uudeksi RGB-kuvaksi.

Ohjelmassa on esitetty, kuinka vérikanavien eristys voidaan toteuttaa MATLAB® oh-
jelmalla. Aluksi ohjelmassa RGB-kuva luetaan muuttujaan 3-ulotteiseksi taulukoksi, jota
voidaan ajatella kolmen matriisin pinona. Sen jalkeen alustetaan varikanavat samanko-
koisiksi taulukoiksi. Lopuksi RGB-kuvan vérikanavat kopioidaan varikanaville alustettuihin
muuttujiin. Jos vérikanavat alustettaisiin matriiseiksi, niin MATLAB® nayttaisi kuvat mus-
tavalkoisina. Saadaan siis nayttdvampi tulos, kun varikanavat esitetdan taulukoina, kuten
kuvasta voi huomata. Téssa kuvassa on esitettyna suurikokoinen RGB-kuva Rubi-
kin kuutiosta ja sen eri varikanavat eristettyina. Mitd tummempi vari on, sitd vihemman
kyseista varia on.
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Kuva 6.3. Vasemmalla alkuperéinen kuva ja tdmén vieressd kuvasta eristetty punainen,
vihred ja sininen védrikanava.

% Color Channel Extraction
% read image data to a variable
img=imread ( 'rubik1.jpg’);
% initializing variables R, G, B to proper sizes
R=uint8 (zeros(size(img)));
G=R;
B=R;
% extracting color channels
R(:,:,1)=img(:,:,1);
G(:,:,2)=img(:,:,2);
B(:,:,3)=img(:,:,3);
Ohjelma 6.1. RGB-kuvan vérikanavien eristys MATLAB® ohjelmistolla

On olemassa eri tapoja muuntaa RGB-kuva mustavalkokuvaksi. Mustavalkokuvan pikse-
lin arvo voitaisiin laskea esimerkiksi eri varikanavien keskiarvona. Tassa tydssa muun-
nokseen kaytetdan samaa kaavaa kuin MATLAB® ohjelmiston 'im2gray’ kayttaa. Tama
kaava on

0.2989R + 0.5870G + 0.1140B, (6.1)

missd R, GG ja B ovat RGB-kuvan eri varikanavia vastaavat matriisit.

Eri ohjelmistoissa, kuten MATLAB® ohjelmistossa, jotkin laskuoperaatiot tiytyy suorittaa
samaa datatyyppié oleville tekijéille. Tama tarkoittaa sité, ettd esimerkiksi uint8-datatyyp-
pid ja double-datatyyppia oleville matriiseille ei voida suorittaa yhteenlaskua. Laskuope-
raatioissa tarvitsee siis hyddyntada tyyppimuunnoksia, eli muunnoksia datatyypista toi-
seen. Toisinaan MATLAB® onnistuu tekemaan tyyppimuunnoksen automaattisesti. Las-
kuoperaatiot toimivat samoin uint8-datatyypilla kuin kokonaisluvuilla, mutta jos tulos ei
ole kokonaisluku valiltd [0, 255], niin tulos pyoristetaan l1ahimpaén tdmén vélin kokonais-
luvuista. Toisin sanoen jos luku a on laskuoperaation tulos ja a < 0 tai a > 255, niin
uint8(a)= 0 tai uint8(a)= 255 tassa jarjestyksessa. Muutoin luku a pydristyy lahimpaan
kokonaislukuun ja uint8(0.5)= 1.

Matriisien yhteenlaskun ja skalaarikertolaskun avulla voidaan s&atd& kuvan kirkautta.
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Seuraavan yhtalén avulla voidaan sdataa kuvan kirkkautta:
B=aA+bJ, (6.2)

miss& A on alkuperaisen kuvan matriisi, B on muokatun kuvan matriisi, .J on ykkdsmatriisi
ja a sekd b ovat skalaareja. Parametreja a ja b muuttamalla voidaan vaikuttaa muokatun
kuvan B kirkautteen. Mitd suurempia arvoja parametreille annetaan, sita kirkkaampi kuva
saadaan. Lisdksi yhtalélla voidaan tehda negatiivikuva, kun valitaan ¢ = —1 ja
b = 255.

Toinen tapa parantaa hAmarassa otettuja kuvia on kuvan kontrastin sdatdminen. Tama
voidaan tehda esimerkiksi gammakorjauksella. Gammakorjaus maaritelldan seuraavasti:

B = aA”, (6.3)

missd A on alkupedisen kuvan matriisi, B on muokatun kuvan matriisi, © on potenssi
alkioittain (MATLAB® ohjelmistossa .") ja luvut a ja v ovat positiivisia. Jos v > 1, niin
karkeasti kuvailtuna kuvan tummista alueista tulee entistd tummempia, mika kasvattaa
kontrastia. Vastaavasti jos v < 1, niin kuvan tummista alueista tulee vaaleita, mik& va-
hentd& kontrastia. Mitd kauempana luku v on luvusta 1, sitéd voimakkaampi on muutos.
Gammakorjausta varten pikselien arvot muunnetaan valille [0, 1] valin [0, 255] sijaan.

Ohjelmassal6.2]hdmaérassa otettua kuvaa 'lowlight.jpg’ kasitelld&n yhtéldiden (6.2) ja (6.3)
avulla eri parametrein. Ohjelmassa on huomioitu tarvittavat tyyppimuunnokset.

% Brightness and contrast
% read image
img=imread (’lowlight.jpg’);
% brighten the image
[1=uint8 (1.1+img+60+uint8 (ones(size(img))));
% gamma correction
A=double (img)«1/255;
[2=uint8 ((A."0.5)+255);
% brighten the gamma corrected image
I3=12+uint8 (25+0ones(size(1)));
% small gamma
[4=uint8 ((A.70.1)+255);
% big gamma
I5=uint8 ((A."5)+255);
Ohjelma 6.2. RGB-kuvan kirkkauden ja kontrastin s&&té MATLAB® ohjelmistolla

Kuvan kirkkauden ja kontranstin s&at6a on havainnollistettu kuvassa 6.4} Téssa kuvassa
ylimalla rivilla vasemmalla on alkuperdinen kuva, joka on otettu huonossa valaistukses-



76

Kuva 6.4. Hdmdréssa otetun kuvan kirkkauden ja kontrastin sdéaté. Ylhdélld vasemmalla
on alkuperéinen kuva, keskelld kuvan kontrastia ja kirkkautta sdddetty ja oikealla pelkés-
tdéan kirkkautta sdadetty. Alhaalla vasemmalla gammakorjaus sopivalla, keskella liian pie-
nelld ja oikealla liian suurella luvulla .

sa. Keskella olevalle kuvalle on aluksi tehty gammakorjaus parametrein a = 1 ja
v = 0.5 ja tdman jalkeen kirkkautta sdéadetty yhtalolla parametrein a = 1 ja b = 25.
Toisin kuin alkuperdisesté kuvasta tasta kuvasta erottaa selkeésti, ettéd kyseessé on ha-
tausmaalta otettu kuva. Hautakivet ja vasemmassa reunassa oleva tie tulevat selkeasti
nakyviin.

Kuvassa [6.4] ylimmall& rivilla oikealla alkuperéisen kuvan kirkkautta on saédetty yhtalolla
parametrein ¢ = 1.1 ja b = 60 ja alhaalla vasemmalla olevan kuvan kontrastia on
muutettu gammakorjauksella parametrein a = 1 ja v = 0.5. Molemmissa kuvissa
alkuperdinen kuva selkeytyy huomattavasti. Pelkalla kirkkauden saadélla saadaan kui-
tenkin aikaiseksi samea ja usvainen kuva. Kuvan[6.4]alimman rivin kahdessa viimeisessa
kuvassa on esitetty, mité kuvalle tapahtuu, jos valitaan vaaranlainen . Keskella on valittu
hyvin pieni v = 0.1. Kuvasta erottaa yksityiskohtia, mutta kuvan véarimaailma on taysin
luonnoton. Oikealla v = 5, jolloin kuvan kontrastia lisdtaén. Tall6in kuvassa nakyvat enaa
vain valot.

6.3 Digitaalisten kuvien konvoluutio

Konvoluutio on térkea operaatio digitaalisessa kuvankasittelyssa. Sitéd hyddynnetaan esi-
merkiksi konvoluutioneuroverkoissa, eli nimensa mukaan neuroverkoissa, jotka kayttavat
konvoluutiota. Tallaisia neuroverkkoja voidaan puolestaan kayttda vaikkapa esineiden ja
asioiden tunnistamiseen ja luokitteluun kuvista. Konvoluutiolla kuvasta voidaan poistaa
héiri6ita tai erottaa tiettyja piirteitd, ominaisuuksia ja malleja kuvista, joiden avulla niiden
automaattinen tunnistus ja luokittelu onnistuu.
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6.3.1 Maaritelmasta

Korrelaatiossa ydin (engl. kernel), eli erdanlainen pieni (verrattuna kuvamatriisiin) matrii-
si, keskitetdan kuvamatriisin péalle siten, etta ytimen keskipiste ja kuvamatriisin alkio ovat
paallekkain. Sitten lasketaan Hadamardin tulo alle jaavien kuvamatriisin alkioiden kans-
sa ja nain saadun matriisin alkiot summataan uudeksi alkioksi korreloituun kuvamatriisiin,
josta kaytetdan myds nimitysté suodatettu kuvamatriisi. Tdaméan uuden alkion koordinaatit
ovat samat kuin ytimen keskipisteen alla olevan kuvamatriisin alkion. Kun uusi alkio on
saatu selville ydinta siirretddn kuvamatriisin paalla seuraavaan kohtaan, lasketaan Hada-
mardin tulo ja summataan alkiot uudeksi alkioksi suodatettuun matriisiin. Tata toistetaan,
kunnes kaikki mahdolliset kohdat kuvamatriisista on kayty Iapi. Toisin sanoen ydintd ikdan
kuin liutetaan kuvamatriisin ylla ja tehdaan edella mainitut operaatiot.

Konvoluutio toimii vastaavasti, mutta siind ydinta kierretddn 180° ennen operaatiota. Se
on siis korrelaatio, jossa ydinta on kierretty. Yleensa ydin on dimensioiltaan pariton. Pe-
riaatteessa ydin voitaisiin méaritellda dimensioiltaan myds parilliseksi, mutta dimensioiden
ollessa parittomia on ydin huomattavasti yksinkertaisempaa keskittaa. |7}, s.148-150]

Itse asiassa konvoluution tdésmallisessd méaaritelmassa ydin asetettaisiin kuvamatriisin
paélle myds kaikkiin sellaisiin kohtiin, joissa ainakin yksi ytimen ja kuvamatriisin alkio on
kohdakkain. Ei siis vain kohtiin, joissa ytimen keskipiste ja kuvamatriisin alkio ovat paal-
lekkain. Tasmallinen maaritelma tuottaa kuitenkin alkuperaista kuvamatriisia suuremman
tuloksen, joka taytyisi rajata sopivan kokoiseksi. Tama nahdaan esimerkiksi teoksen [7]
kuvista figure 3.29 ja figure 3.30. On kuitenkin suoraviivaisempaa toteuttaa konvoluutio
siten, etta lopputulosta ei tarvitse rajata.

On melko helppo huomata, ettd kun konvoluutiossa késitellaan reunapikseleita, niin yti-
messé on alkioita, joiden alla ei ole kuvamatriisin alkioita. Naiden reunapikseleiden késit-
telyyn on eri vaihtoehtoja. Eras tapa on tehda nollareunus (engl. zero padding), eli lisata
reunoille nollariveja ja -sarakkeita. Muita tapoja on muun muassa monistaa reunapikselei-
den arvot nollien tilalle tai jattaa tallaiset kohdat pois konvoluutiosta, jolloin suodatetusta
kuvasta tulee alkuperéista pienempi. [7), s.146-147] Alla esitetty ty6ssa kaytettdva konvo-
luution maaritelma, jossa reunat késitellddn nollareunuksen avulla ja konvoluution tulos
on alkuperaisen kuvan kanssa samankokoinen.

Maaritelma 6.1 (Digitaalisen kuvan konvoluutio). Olkoon kuvaa tai sen varikanavaa vas-
taava matriisi A € M,, , ja K € M, , ydin, missa kokonaisluvut p ja ¢ ovat parittomia.
Merkitaan d, = | 2| jad, = |Z]. Lis&ksi olkoon matriisin A nollareunustettu matriisi

O O O
N = O A O] € Mm+2dp,n+2dq~
O O O
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Ytimen K alle jaava alimatriisi on muotoa
Nij=N[{i—dpi—d,+1,...;0+d,},{j —dy,j—dy+1,....5+d,}]

Ta&lléin matriisin A ja ytimen K konvoluutiota merkitdédn B = Ax K € M,, ,,. Konvoluution
tuloksen, eli suodatetun matriisin B, alkiot ovat muotoa

p.q

Bij=(A%K)ij =Y (Nitajrd, © EKE)n,

k.h

0 1

missa matriisi £ = [ } kiertda ydinta 180°.

10
Kuvassa [6.5] on hahmoteltu konvoluution vaiheita hyvin yksinkertaiselle matriisille. Aluksi
matriisiin lisdtdan nollareunus, jonka koon maaraa ytimen dimensiot. Tassa tapauksessa
riittdd lisata kaksi rivia ja kaksi saraketta. Seuraavaksi konvoluutiossa kierretdan ydinta
180° ja asetetaan sen keskipiste alkuperaisen kuvamatriisin ensimmaisen alkion kohdal-
le. Alle jadvan nollareunusmatriisin kanssa lasketaan Hadamardin tulo ja nain saadun
matriisin alkiot summataan uudeksi alkioksi suodatetun kuvan matriisiin (konvoluution tu-
los). Tama uusi alkio on kehystetty punaisella reunauksella. Sitten ydinta siirretdan yhden
sarakkeen verran oikealle ja sama operaatio toistetaan. Nain jatketaan, kunnes koko nol-
lareunustettu matriisi on kayty lapi. Korrelaatio antaa saman tuloksen kuin konvoluutio
paitsi, ettd tulosta on kierretty 180°.

Nollareunus tekee suodatettuun kuvaan kehysmaisen reunan, jos reunan pikselit eivat
ole mustia. Ydin, kuva ja naiden koot vaikuttavat siihen, kuinka selked kehys muodostuu.
Suurilla kuvilla se voi olla huomaamaton, ellei alkuperaisen kuvan reuna ole lahes val-
koinen. Kuvaa suurennettaessa tai pienilla kuvilla tAma on kuitenkin havaittavissa, kuten
my6&hemmin esiteltévista konvoluutioista voi havaita.

Tassé tydssa ytimet ovat nelidmatriiseja yksinkertaisuuden vuoksi. Sanotaan, ettd ydin on
symmetrinen, jos sitd kuvaava matriisi on keskidésymmetrinen (engl. centrosymmetric), el
jos ytimelle K € M, ja mé&aritelman |6.1| matriisile £ € M, on voimassa KE = EK.
Toisin sanoen ydin on symmetrinen keskipisteensé suhteen. Symmetrisilla ytimilla kor-
relaatio ja konvoluutio antavat saman tuloksen ja tissé tapauksessa maéritelméasta [6.1]
voidaan unohtaa matriisi . Joskus ytimen kierto saadaan tehtyd huomattavasti yksinker-
taisemmin, esimerkiksi kertomalla luvulla —1.

Konvoluutio identiteettiytimelld
O O O

id=10 1 O
O 0O O
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(a) Alkuperaista kuvaa vastaava matriisi. (bi)il\ilqlliairgqnustettu matriisi.
9 8 7 ‘ 0 0 0 0

1 2 3 0 0 0 0 0 0 0
4 5 6 0 0 0 0 0 0 0
7 8 9 0 0 0 0 0 0 0
(c) Konvoluutiossa kéytettavéa ydin. (d) Konvoluution Iahtétilanne.

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 2 3 0 0 9 8 7 0

0 4 5 6 0 0 6 5 4 0

0 7 8 9 0 0 3 2 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(e) Konvoluution tulos. (f) Korrelaation tulos.

Kuva 6.5. Hahmotelma konvoluution vaiheista. Kuvassa nékyy alkuperéinen kuva, nol-
lareunus, ydin, konvoluution ldhtétilanne seké konvoluution ja korrelaation lopputulokset.
[7, 5.149]
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antaa tulokseksi alkuperdisen matriisin. Muuttamalla ytimen kokoa, muotoa ja alkioita
voidaan vaikuttaa siihen, millainen lopputulos konvoluutiosta saadaan. Kirjallisuudessa
ytimelle voidaan kayttad myds nimityksia suodatin (engl. filter) tai peite (engl. mask).

Ohjelmassal6.3|on mééritelmén[6.1] mukainen konvoluution suorittava funktio. Funktiossa
muodostetaan aluksi méaéaritelméan [6.1] vaatimat muuttujat. Funktio olettaa ytimen olevan
neliomatriisi ja taman lisaksi jo valmiiksi kierretty. Konvoluutio itsessaan tapahtuu asetta-
malla suodatettuun matriisiin ‘conv’ jokainen alkio yksitellen silmukoiden avulla. Koodissa
indeksi ¢ kuvaa rivia ja j saraketta.

function newlmg = convolution(img, kernel)
% This function does convolution. As a matter of fact it does
% correlation, since it assumes the user has already flipped
% the kernel.
K=kernel;
% variables needed for zeropadding
d=floor (size (K,1)/2);
dim=size (img);
% zeropadding
A=[zeros(d,dim(2)+2«d);
zeros (dim(1),d) img zeros(dim(1),d);
zeros (d,dim(2)+2+«d)];
% initialize the conv variable
conv=zeros(size(img));
% convolution
for i=1+d:dim(1)+d-1
for j=1+d:dim(2)+d-1
% sum of the hadamard product
conv(i-d+1,j-d+1)=sum(K.«double (A(i-d:i+d,j-d:j+d)),
“all ’);
end
end
% return convoluted image
newlmg=uint8 (conv);
end

Ohjelma 6.3. Konvoluutiofunktio MATLAB® ohjelmistolla

6.3.2 Kuvaa sumentavan ytimen konvoluutio

Jos kuvassa esiintyy hairiitd, voidaan hairiot yrittdd suodattaa pois ytimella, joka laskee
keskiarvon ymparoivista pikseleista. Tallaisesta ytimesta kaytetdan nimitysta keskiarvoy-
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din ja se on muotoa

K=—1|: . | € M. (6.4)

Toinen kayttétarkoitus keskiarvoytimelle on kuvan sumentaminen (engl. blurring), josta
kaytetddn myds termia pehmentaminen (engl. smoothing). Keskiarvoydin vaikuttaa erityi-
sesti pikseleihin, joiden ympéaristdssa on suuria eroja pikselien arvoissa. Téllaisia kohtia
ovat esimerkiksi kuvassa esiintyvat aariviivat, kuten myéhemmin kuvan terdvéinnin yhtey-
dessa tullaan huomaamaan.

Ohjelmassa on aluksi tehty luetusta kuvasta mustavalkokuva kaavalla (6.1). Tdmén
jalkeen on luotu keinotekoisesti hairiéta kuvaan. Lopuksi on suoritettu konvoluutio eri ko-
koisilla keskiarvoytimilld silmukassa hyddyntéen funktiota [6.3]

% Convolution Blur
img = imread( 'rubik1 .jpg’);
% make grayscale image
img=0.2989«img (:,:,1) + 0.5870«img(:,:,2) + 0.1140«img(:,:,3);
% add noise to image
imgNoise=imnoise (img, 'salt_&_ pepper’,0.02);
% loop over different kernel sizes
for i=[3 5 7 9]

kernel=1/i"2+~ones(i);

blur=convolution (imgNoise, kernel);
end

Ohjelma 6.4. Kuvan sumentaminen konvoluutiolla MATLAB® ohjelmistolla

Kuvassa vasemmalla ylh&élla on alkuperdinen mustavalkokuva Rubikin kuutiosta ja
taman vieresséa kuva, johon on keinotekoisesti lisatty hairiéta, eli tassa tapauksessa mus-
tia ja valkoisia pisteitd. Seuraavat kuvat ovat summenuksen tuloksia yhtalén kes-
kiarvoytimella, missa k = 3, 5,7, 9. Ytimen koot ovat kuvissa suuruusjarjestyksessa. Mita
suurempi ydin, sitd paremmin ydin suodattaa hairiditd pois, mutta samalla kuva sumenee
enemman. Ytimilla £ = 7 ja £ = 9 suodatettuja kuvia tarvitsee suurentaa, jos haluaa
havaita hairidita.

Liséksi summenus tai mikd tahansa muu konvoluutio voidaan tehda vain tietylle alueelle
kuvassa esimerkiksi Hadamardin tulon avulla. Aluksi kuvamatriisin A,, ,, kanssa yhtasuuri
ykkésmatriisi .J,,, ,, jaettaisiin kahdeksi sellaiseksi bind&riseksi matriisiksi 1 4 ja Hp, ettd
Ha+Hp = J,,, jaettd matriisissa [ p summenettavan alueen alkiot ovat ykkdsié ja muut
nollia. Hadamardin tulo bindarisen matriisin kanssa tuottaa alkuperaisen kuvan vain niihin
pikseleihin, jotka ovat binddrisessé kuvassa valkoisia, eli ykkdsia. Alueellinen sumennus
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Kuva 6.6. Ylérivin kaksi ensimmdistd kuvaa ovat alkuperéinen kuva ja héiriota siséltava
kuva. Seuraavat nelja esittavéat konvoluution tuloksia héiriotéa siséltavélle kuvalle erisuuril-
la keskiarvoytimilla.

saadaan kaavalla
C=HjpsoA+ Hpo B, (6.5)

missd matriisi A on alkuperainen kuvamatriisi ja matriisi B on sumennettu kuvamatriisi.

Ohjelmassa on toteuttu alueellinen sumennus kaavan (6.5) avulla. Koska luettavat
kuvat 'rubik_sq.jpg’ ja rubik_fs.jpg’ ovat .jpg-tiedostomuodossa, ne ovat oletusarvoisesti
RGB-kuvia, vaikka jokainen pikseli on joko musta tai valkoinen. Taten jokainen vérikana-
va on sama. Véarikanavan jokainen alkio on puolestaan joko 0 tai 255 ja taten kertomalla
luvulla % mika tahansa véarikanava saadaan bindarinen kuva. Lopuilla riveilla on toteu-
tettuna edelld mainittu kaava (6.5). Tassakin ohjelmassa kéytetdan konvoluutiofunktiota

6.3}

% Region blur

% read images

img=imread ( 'rubik1.jpg’);

H_Ail=imread(’'rubik_sq.jpg’);

H_A2=imread( 'rubik _fs.jpg’);

% make grayscale image

img=0.2989+img (:,:,1) + 0.5870«img(:,:,2) + 0.1140+«img(:,:,3);
% make binary images of regions to be blurred and their negatives
H A1=1/255-H A1 (:,:,1);

H_A2=1/255+H A2(:,:,1);

H Bi1=ones(size (H_A1))-double (H_A1);

H_B2=ones(size (H_A2))-double (H_A2);
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Kuva 6.7. Ylarivill4 esitelty alueelliseen sumentaminen suorakulmion muotoiselle alueelle
ja alarivilléd vapaamuotoiselle alueelle. Molempien rivien kuvat vasemmalta oikealla ovat
H 4, Hg ja sumennuksen lopputulos C'.

% blur image

B=convolution (img,1/25%2+0nes(25));

% make regional blurs

blur_sq=uint8 (H_A1).«img+uint8 (H_B1).+B;
blur_fs=uint8 (H_A2).+img+uint8 (H_B2).+B;

Ohjelma 6.5. Tietyn alueen sumentaminen kuvasta konvoluutiolla MATLAB® ohjelmistolla

Kuvassa [6.7| on esitelty kaavan kayttoa jo edella esiteltyyn Rubikin kuution kuvaan
(ks. kuva [6.6). Tarkoituksena on sumentaa Rubikin kuutiossa nékyvan pienemman kuu-
tion alue. Ylarivilla on alueelliseen sumennukseen on kaytetty suorakulmion muotoista
aluetta ja alarivilld hieman vapaamuotoisempaa, kuusikulmion muotoista aluetta. Rivien
ensimmainen ja toinen kuva ovat bindarisia ja ne vastaavat matriiseja H4 ja Hp tassa
jarjestyksessa. Kuva H 4 on saatu piirtdmalla digitaalisesti alkuperaisen kuvan kokoiselle
valkoiselle pohjalle musta kuvio ja kuva Hp on saatu laskemalla Hp = J,,,, — H 4. Pe-
riaatteessa tdma kuvio voisi olla mink& muotoinen tahansa. Rivin viimeinen kuva vastaa
kaavan matriisia C'. Sumennettu matriisi B on saatu 25 x 25-kokoisella keskiarvoy-
timella.

Sumentamiseen voitaisiin kayttda vaihtoehtoisesti Gaussin ydinta, joka muodostetaan
Gaussin funktion avulla. Gaussin 2-uloitteinen funktio on f(x,y) = e_%, missa o on
keskihajonta. Mita suurempi keskihajonta on, sita litteampi funktion kuvaaja on. Gaussin
funktion diskreetin approksimaation avulla voidaan muodostaa Gaussin ydin. [11, s.100-
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101] Gaussin funktion diskreettiversio on

,Y)

S
Gloy) = BEN)

(6.6)

Ytimen keskipisteen ajatellaan olevan origo. Taten 3 x 3-kokoisessa Gaussin ytimessa
diskreettien muuttujien otosavaruudet ovat 2, = {—1,0,1} ja Q, = {—1,0, 1}. Sijoitta-
malla jokaisen ytimen alkion koordinaatit kaavaan saadaan 3 x 3-kokoinen Gaussin
ydin

0.0751 0.1238 0.0751

0.1238 0.2042 0.1238

0.0751 0.1238 0.0751

Gaussin ydin antaa samanlaisen tuloksen kuin aiemmin esitetty keskiarvoydin, mutta
Gaussin ydin painottaa origoa ja sen viereisia pikseleitd enemman kuin kulmien pikse-
leita.

6.3.3 Kuvan teravéinti sumentavan ytimen avulla

Konvoluution avulla kuvia voidaan myos teravagittaa, eli korostaa kuvassa esiintyvia aarivii-
voja. Tama tehdaan vahentamallad skaalattu ja sumennettu kuva alkuperaisesta kuvasta.
Tallaisen operaation ydin voidaan muodostaa seuraavasti:

K = s(id — %a), (6.7)

missa id on identiteettiydin, a on sumentava ydin ja luvut % ja s ovat skaalauskertoimia.
Jotta muokatussa kuvassa olisi sama kirkkaustaso kuin alkuperaisessa taytyy kaikkien
matriisiin K alkioiden summa olla 1. Tam& tehdaan kertoimella s, joten yhtélén

s (1 - %) =1 (6.8)

on oltava voimassa. Sijoittamalla £ = ¢ edelliseen yhtal66n saadaan, ettd s = ¢ + 1.
Téaten yhtald (6.7) voidaan kirjoittaa muodossa

K =id + t(id — a). (6.9)

Tama ydin antaa teravéidyn kuvan, kun ¢ > 0. Yhtaléssa id vastaa alkuperaista kuvaa
jat(id — a) skaalattuja aariviivoja. Mit& suurempi luvun ¢ arvo on yhtéléssa on, sita
enemman &driviivoja korostetaan. [11, s.104-106] Adariviivat saadaan erotettua kuvasta,
vaikka parametri ¢ olisi negatiivinen. Talléin yhtalén ydin antaa kuitenkin tarahta-
neeltd ja sumealta nayttavan kuvan. Ero ytimilld 1 - (id — a) ja —1 - (id — a) poimituissa
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aariviivoissa on hienovarainen, mutta olemassa. Naistéd ensimmainnen ikdan kuin poimii
aariviivojen sisdreunat ja jalkimmainen ulkoreunat. Vahentdmalla alkuperaisestad kuvas-
ta ytimella —1 - (id — a) poimitut &éariviivat, saadaan teravoitetty kuva, jossa &ériviivojen
ulkoreunat korostuvat mustalla.

Ohjelmassa [6.6| on toteutettu kuvan terévdinti sumennuksen avulla. Muuttujiin edges1 ja
edges?2 on tallennettu kuvan aariviivojen sisé- ja ulkoreunat. Koodissa aariviivojen kont-
rastia sd&detdan kuvaa [6.8] varten, jotta aariviivat nakyvéat selvemmin. Muuttujiin conv1,
conv2 ja conv3 tallennetaan konvoluution tulokset yhtalén parametrin arvoilla t =
—5, 5, 20 muodostetuilla ytimilla.

% Convolution, Unsharp Masking

% read image and convert it to grayscale
img=imread ( 'rubik1.jpg’);

img=0.2989«img (:,:,1) + 0.5870ximg(:,:,2) + 0.1140+img(:,:,3);
% create a gaussian 3x3 kernel

a=fspecial ("gaussian",[3,3],1);

% create unsharp kernel

id=[ 00 0;0 1 0; 00 OJ;
edge_kernel=id-a;

% extract the edges to be sharpened from image
edgesi=convolution (img, edge_kernel);
edges2=convolution (img, —-edge_kernel);

% modify the contrast of edges

A=double (edges1)=1/255;

edges1=uint8 ((A.70.35)«255);

A=double (edges2)=1/255;

edges2=uint8 ((A.70.35)«255);

% sharpened image with t=5
convi=convolution (img, id+5+«edge_kernel);
% sharpened image with t=-5
conv2=convolution (img, id-5+«edge_kernel);
% sharpened image with t=20
conv3=convolution (img, id+20~edge_kernel);

Ohjelma 6.6. Kuvan terdvéinti konvoluutiolla MATLAB® ohjelmistolla

Kuvassa[6.8/on havainnollistettu digitaalisen kuvan teravéintia. Se on tehty yhtélélla (6.9),
summenukseen kaytetty ydin a on Gaussin 3 x 3-kokoinen ydin keskihajonnalla o = 1.
Y1Ihaallg alkuperéaisen kuvan oikealla puolella on kuvat, &riviivojen sisé- ja ulkoreunoista,
jotka on saatu ytimilla 1 - (id — a) ja —1 - (id — a). Adriviivakuvien kontrastia on muutettu,
jotta &ériviivat ovat selkedmmin havaittavissa. Alhaalla on yhtalon parametrilla t =
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Kuva 6.8. Kuvan terdvéittdminen sumennuksen avulla. YIhdélla alkuperéinen kuva ja ku-
van gariviivojen sisé- ja ulkoreunat korostettuna. Alhaalla yhtélén tulokset paramet-
rin arvoillat = 20,5, —5 t4ssd jarjestyksessa.

20, 5, —b tuotetut kuvat tassa jarjestyksessa. Parametrilla ¢ = 20 kuvasta tulee paljon
teravédmpi kuin alkuperéisesta, jopa hieman yliteravéitetty. Osa Rubikin kuution palojen
adriviivoista hehkuu luonnottoman valkoisena. Liséksi taustalla olevan seinan ja Rubikin
kuution alla olevan pdydan yksityiskohdat ja muodot korostuvat. Parametrilla t = 5 kuvan
tausta séilyy tasaisena. Teravéinnin huomaa ennen kaikkea vertamalla Rubikin kuution
varjoa ja palikoiden reunoja alkuperdiseen kuvaan. Parametrilla ¢ = —5 kuvasta tulee
alkuperaista sumeampi ja tardhtédneen nakdinen.

6.3.4 Konvoluutio RGB-kuville

Konvoluutio voidaan suorittaa my6s RGB-kuville. Talldin kovoluution maaritelmaa[6. 1| kéy-
tetdan jokaiseen véarikanavaan erikseen ja lopuksi konvoluutioiden tulokset yhdistetdan
uudeksi RGB-kuvaksi.

Ohjelmassa[6.7] on toteutettu konvoluutiofunktio RGB-kuville. Tama funktio eristad aluksi
RGB-kuvan varikanavat ja sy6ttaa ne sitten yksitellen aiemmin esitetylle konvoluutiofunk-
tiolle Lopuksi konvoloiduista vérikanavista muodostetaan RGB-kuva, jonka funktio
palauttaa.

function newlmg = colorConvolution(img, kernel)
% This function extract different color channels from
% RGB-image and convolutes them one by one with
% convolution-function before combining them and returning
% the color convoluted image.



% convolution of red channel
dim=size (img);
newR=zeros (dim (1) ,dim(2),3);
newR(:,:,1)=convolution (img(:,
newR=uint8 (newR) ;

% green channel

newG=zeros (dim(1),dim(2),3);

newG(:,:,2)=convolution (img(:,:

newG=uint8 (newG);
% blue channel
newB=zeros (dim(1),dim(2),3);

newB(:,:,3)=convolution(img(:,:

newB=uint8 (newB);

% return image

newlmg=newR+newG+newB ;
end

Ohjelma 6.7. Konvoluutiofunktio RGB-kuvalle MATLAB® ohjelmistolla

1),

,2)

53)5

kernel);

kernel);

kernel);
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Ohjelmassa on tehty konvoluutioita RGB-kuvalle. Ytimind on kaytetty erilaisia ku-
van aariviivat poimivia ytimia. Ohjelmassa luodaan aluksi ytimet. Ytimina kaytetaan ai-
emmin kaavassa esitettya &ariviivat poimivaa ydinta 5(id — a), missd a on 3 x 3-
kokoinen Gaussin ydin, ja tAman liséksi epdsymmetrisen Prewitt-ytimen eri kierto-
orientaatioita. Kierrot saatu aikaan kertomalla matriisi luvulla —1 tai matriisin transpoosil-

la. Ytimet K1-K5 ovat ohjelmassa jo valmiiksi kierretyja ennen kuin ne sy6tetdan konvo-
luutiofunktiolle. Konvoluutio RGB-kuvalle tapahtuu colorConvolution-funktion [6.7] avulla.

% Colorconvolution

% read image

img = imread( 'rubik1 .jpg’);

% create a gaussian 3x3 kernel

a=fspecial ("gaussian" ,[3,3],1);

% create unsharp kernel
Ki=5«([ 0 0 0;0 1 O; 0 O 0]-a);
% Prewitt kernels
K2=-1«fspecial ("prewitt");
K3=—-K2;

K4=K2’;

K5=-K4 ;

% create list of kernels
K={K1, K2, K3, K4, K5};

% loop over different kernels
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Kuva 6.9. Ylimmélla rivilld vasemmalla alkuperéinen kuva ja tdmén alapuolella kuva sum-
mentavan ytimen avulla poimituista &ariviivoista. Loput neljd kuvaa ovat konvoluutioita
Prewitt-ytimelld. Prewitt-ytimen skannauksen suunta mainittu kuvan yhteydessa.

for i=1:5
I=colorConvolution (img,K{i});
end

Ohjelma 6.8. RGB-kuvan konvoluutio MATLAB® ohjelmistolla

Kuvassa on esitetty ylimmall rivilla vasemmalla alkuperainen kuva ja ytimella 5(id —
a) suoritetulla konvoluutiolla korostuvat &éariviivat taman alapuolella. Loput nelja kuvaa
havainnollistavat Prewitt-ytimen konvoluutiota. Toisen rivin ensimmaisessé kuvassa kon-
voluutio on tehty Prewitt-ytimella

0 0 0]- (6.10)
1 -1 -1

Koska ydin on epadsymmetrinen, sité taytyy kiertda konvoluutiota varten. Tama tapahtuu
katevasti kertomalla luvulla —1. Konvoluutiossa keskimmaisen pikselin yldpuolella olevien
pikseleiden arvot vaihtuvat negatiivisiksi ja ne summataan alapuolella olevien pikseleiden
arvoihin. Jos alapuolen pikseleiden arvot ovat suurempia, eli vaaleampia, niin talléin kon-
voluutiossa uuden pikselin arvo on suurempaa kuin 0. Mulloin uusi pikseli saa arvon 0.
Nain ollen voidaan ajatella, ettd Prewitt-ydin kasittelee kuvan ikdan kuin ylhaalta alas-
pain ja korostaa vaakasuuntaisia aariviivoja siirryttdessa tummasta vaaleaan savyyn. Jos
luvulla —1 kerrotulla ytimella tehd@én konvoluutio, niin saatu ydin korostaa vaa-
kasuuntaisia adriviivoja siirrettdessa tummasta vaaleaa ja alhaalta yl6s. Vaakasuuntaisia
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aariviivoja korostavien Prewitt-ytimien konvoluutiot nédkyvat ensimaisella rivilla. Kuvassa
6.9 toisella rivilla kaksi vimeist& kuvaa ovat Prewitt-ytimen transpoosilla ja luvulla
—1 kerrotulla transpoosilla suoritetut konvoluutiot tassa jarjestyksessa. Talldin korostuvat
pystysuuntaiset aariviivat vasemmalta oikealla ja oikealta vasemmalle.

Tarkeadd huomata, ettad konvoluutio suoritetaan kullekin varikanavalle erikseen, mista joh-
tuen kuviin voisi periaatteessa tulla aariviivoja joillakin varisavyilla, joita alkuperaisessa
kuvassa ei ole havaittavissa. Ytimelld ¢(id — a) suoritettu konvoluutio poimii kaikensuun-
taisia aariviivoja. Nama &ariviivat sattuvat olemaan eri harmaansavyja, mutta kuvasta ja
parametrin ¢ arvosta riippuen voi piirtyd muunkin varisia aariviivoja. Lisgksi naista viivoista
tulee huomattavasti himmeampia kuin Prewitt-ytimella. Parametria ¢ kasvatettaessa aari-
viivat kyll& voimistuvat, mutta samalla ydin alkaa korostaa yksittaisia pikseleita varsinkin
aariviivojen laheisyydesta. Toisin sanoen kuvaan alkaa tulla hairi6ta.
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7. YHTEENVETO

Té&ssa ty0dssa tutkittin Hadamardin tuloa, siihen liittyvid ominaisuuksia ja sen kaytt6a di-
gitaalisten kuvien kasittelyssa. Tydn yhtend pdadmaarand oli, ettd lukija pystyy ymmarta-
maan tekstin ilman ulkoisia l&hteita. Tasta syysta tyd alkaa luvuilla[2)ja[3] joissa esitelladn
ja kerrataan melko kattavasti vektoreihin ja matriiseihin liittyvia tyén kannalta oleellisia pe-
rusominaisuuksia. Luku [4| perehdyttdd lukijan normaaleihin matriiseihin keskittyen erityi-
sesti unitaaristen, hermiittisten ja positiivisesti semidefiniittien matriisien muodostamiin
alaluokkiin. Tama luku antaa tarvittavat tyékalut Hadamardin tulon ominaisuuksien tutki-
miselle. Ennen kaikkea hyddyllisyytensa osoittivat hermiittisten matriisien spektraalilause
seka lauseet [4.16 [4.17|ja[4.19] joiden avulla voidaan todeta, etté jokin matriisi on
positiivisesti (semi)definiitti.

Luvussa fesiteltiin aluksi Kroneckerin tulo ja sen perusominaisuudet todistuksineen. Tar-
ked havainto on, ettd Hadamardin tulo on Kroneckerin tulon alimatriisi. Taman takia Kro-
neckerin tulo on luonnollinen osa lukua. Aivan kuten Kroneckerin tulo, Hadamardinkin tu-
lo eroaa merkittavasti perinteisestd matriisitulosta. Hadamardin tulo erottuu muun muas-
sa yksinkertaisuutensa ja vaihdannaisuutensa ansiosta. Taman luvun oleellisin tulos on
Hadamardin tuloon liittyva Schurin lause joka todistettiin tydssa kahdella eri taval-
la. Ensiksi hyédyntden Hadamardin tulon ja matriisin jaljen valista yhteytta. Toiseksi hie-
man siistimmin hyddyntdmalld tietoa, ettd Hadamardin tulo on Kroneckerin tulon alimatrii-
si. Schurin lauseen mukaan positiivisesti (semi)definiittien matriisien Hadamardin tulo on
positiivisesti (semi)definiitti matriisi. Tésté seuraa, etta positiivisesti (semi)definiittien mat-
riisien joukko on suljettu Hadamardin tulon suhteen. TAma lause on muutenkin keskei-
nen matriisianalyysissa ja sen avulla voidaan osoittaa monia muita ominaisuuksia. Tyds-
s& Schurin lausetta hyédynnettiin todistettaessa Hadamardin tulon determinanttiin liittyva
epayhtald [5.74] jonka mukaan kahden matriisin determinanttien tulo on pienempaé tai
yhtéasuurta kuin kyseisten matriisien Hadamardin tulon determinantti.

Luvussa [6] tarkasteltiin digitaalista kuvankasittelya ja Hadamardin tulon roolia siind. Mat-
riisilaskenta soveltuu digitaaliseen kuvankasittelyyn mainosti, silla digitaaliset mustaval-
kokuvat voidaan esittdd matriiseina ja RGB-kuvat kolmen matriisin pinona. Mustavalko-
kuvien kasittely tapahtuu suoraan kuvaa vastaavalle matriisille, kun taas RGB-kuvissa
jokaiselle vérikanvalle erikseen, minka jalkeen véarikanavat yhdistetddn uudeksi RGB-
kuvaksi. Jo alkeellisilla matriisioperaatioilla saadaan aikaan huomattavia muutoksia. Tas-
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ta esimerkkind matriisien yhteenlasku ja skalaarikertolasku, joiden avulla voidaan tuottaa
muun muassa negatiivikuvia tai sdatda kuvan kirkkautta. Lisédksi Hadamardin tulolla voi-
daan esimerkiksi rajata tiettyja alueita kuvasta. Hieman edistyneemmalla matematiikal-
la kuvankasittelyn mahdollisuudet moninkertaistuvat. Tyéssé tarkeédksi Hadamardin tulon
sovelluskohteeksi valikoitui digitaalisten kuvien konvoluutio, joka on oleellinen osa esi-
merkiksi konvoluutioneuroverkkoja. Konvoluutiota tutkittiin etenkin sumentavilla ytimilla,
joita on erilaisia. Yleisimmat sumentavat ytimet ovat keskiarvoydin ja Gaussin ydin. Aluk-
si havaittiin, ettd sumentavalla ytimella voidaan poistaa hairi6itd kuvasta tai nimenmukai-
sesti sumentaa kuva. Kuvasta voidaan myds sumentaa vain tietty alue. Tama toteutet-
tiin tyéssa hyddyntdmalld Hadamardin tuloa. Liséksi todettiin, kuinka sumentavia ytimia
voi hyddyntaa kuvan teravoinnissa, eli dariviivojen korostamisessa. Lopussa esiteltiin vie-
14 konvoluutiota RGB-kuville vertaamalla erilaisia kuvan &éariviivat erottavia Prewitt-ytimia
teravéinnin yhteydessa esitettyyn aariviivat erottavaan ytimeen.
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LIITE A: ARITMEETTIS-GEOMETRINEN EPAYHTALO

Lause A.1 (Aritmeettis-geometrinen epayhtald). Olkoot luvut A+, ..., \, epdnegatiivisia
reaalilukuja. Télldin

1 n
Al...)\ng (E()\1+...+)\n>) ,

missd yhtdsuuruus on voimassa, jos ja vain jos A\ = - - = \,,.

Todistus. (Ks. [1], Theorem 4.3). O
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LIITE B: ALGEBRAN PERUSLAUSE

Lause B.1 (Algebran peruslause). Kompleksikertoimisella polynomilla, joka on vahintdan
astetta 1, on ainakin yksi nollakohta kompleksilukujen joukossa.

Todistus. (Ks. [3], Chapter 15 F. The Fundamental Theorem). O]

Lause B.2. Kompleksikertoimisella polynomilla, joka on astettan > 1, on tdsmélleen n
nollakohtaa kompleksilukujen joukossa, kun nollakohtien monikerrat on laskettu mukaan.

Todistus. Todistetaan lause induktiolla. Olkoon p,,(z) astetta n > 1 oleva kompleksiker-
toiminen polynomi. Jos n = 1, Algebran peruslausetakaa, etta polynomilla p;(z) on
nollakohta zj. Polynomi voidaan kirjoittaa tekijamuodossa p(z) = a(z — z;), mistd nah-
daan, ettd enempaa nollakohtia ei voi olla. Oletetaan, etta vaite on tosi, kunn = k£ € N.
Jos n = k + 1, Algebran peruslauseen nojalla on ainakin yksi nollakohta zy1, jo-
ten se voidaan kirjoittaa tdméan avulla py.1(z) = (2 — 2zk+1)pk(2). Induktio-oletuksesta
seuraa, etta polynomilla py(z) on k nollakohtaa. Néin ollen polynomilla py.; on k + 1
nollakohtaa. O
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LIITE C: DIGITAALISEN KUVANKASITTELYN MATLAB®
OHJELMISTOLLA

% Color Channel Extraction

% read image data to a variable
img=imread ( 'rubik1.jpg’);

% initializing variables R, G, B to proper sizes
R=uint8 (zeros(size(img)));

G=R;

B=R;

% extracting color channels
R(:,:,1)=img(:,:,1);
G(:,:,2)=img(:,:,2);
B(:,:,3)=img(:,:,3);

SSSISIS/S/S/SISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/ISISIS/S o

% Brightness and contrast

% read image
img=imread('lowlight.jpg’);

% brighten the image

[1=uint8 (1.1+«img+60+uint8 (ones(size(img))));
% gamma correction

A=double (img)=1/255;

[2=uint8 ((A.70.5)+255);

% brighten the gamma corrected image
I3=12+uint8 (25+ones(size(1)));

% small gamma

[4=uint8 ((A.70.1)+255);

% big gamma

I15=uint8 ((A."5)+255);

SSSISIS/S/SISISIS/S/SISISISIS/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/ISISISIS/SISISIS/S) o
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% Convolution Blur
img = imread( ’'rubik1.jpg’);
% make grayscale image
img=0.2989«img (:,:,1) + 0.5870«img(:,:,2) + 0.1140«img(:,:,3);
% add noise to image
imgNoise=imnoise (img, 'salt_&_ pepper’,0.02);
% loop over different kernel sizes
for i=[3 57 9]

kernel=1/i"2+~ones(i);

blur=convolution (imgNoise, kernel);
end

SSSISIS/S/S/SISISS/S/SISISS/S/SISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISIS/S o

% Region blur

% read images

img=imread ( 'rubik1.jpg’);
H_Al=imread( 'rubik_sq.jpg ’);
H_A2=imread(’'rubik_fs.jpg’);
% make grayscale image
img=0.2989+img (:,:,1) + 0.5870«img(:,:,2) + 0.1140«img(:,:,3);

% make binary images of regions to be blurred and their negatives
H_ A1=1/255+-H_A1(:,:,1);
H_A2=1/255+H_A2(:,:,1);

H_Bi=ones(size (H_A1))-double (H_A1);
H_B2=ones(size (H_A2))-double (H_A2);

% blur image

B=convolution (img,1/25"2+0nes (25));

% make regional blurs

blur_sq=uint8 (H_A1).»img+uint8 (H_B1) .«
blur_fs=uint8 (H_A2).«img+uint8 (H_B2).«

B;
B

SSSISIS/S/S/SISIS/S/S/SISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISIS/S/S/SISIS/S) o

% Convolution, Unsharp Masking

% read image and convert it to grayscale

img=imread ( 'rubik1.jpg’);

img=0.2989+img (:,:,1) + 0.5870«img(:,:,2) + 0.1140«img(:,:,3);
% create a gaussian 3x3 kernel
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a=fspecial ("gaussian" ,[3,3],1);

% create unsharp kernel

id=[ 00 0;0 1 0; 00 OJ;
edge_kernel=id-a;

% extract the edges to be sharpened from image
edgesi=convolution (img, edge_kernel);
edges2=convolution (img, —-edge_kernel);

% modify the contrast of edges

A=double (edges1)=1/255;

edges1=uint8 ((A.70.35)«255);

A=double (edges2)=1/255;

edges2=uint8 ((A.70.35)«255);

% sharpened image with t=5
convi=convolution (img, id+5+«edge_kernel);
% sharpened image with t=-
conv2=convolution (img, id-5-edge_kernel);
% sharpened image with t=20
conv3=convolution (img, id+20-~edge_kernel);

SISISIS/S/S/SISISS/S/SISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISIS/S) o

% Colorconvolution

% read image

img = imread(’rubik1.jpg’);

% create a gaussian 3x3 kernel
a=fspecial ("gaussian" ,[3,3],1);
% create unsharp kernel
Ki=5«([ 0 0 0;0 1 O; 0 O 0]-a);
% Prewitt kernels
K2=-1«fspecial ("prewitt");

K3=—-K2;
K4=K2’;
K5=-K4;

% create list of kernels
K={K1, K2, K3, K4, K5};
% loop over different kernels
for i=1:5

I=colorConvolution (img,K{i});
end
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SSSISIS/S/S/SISIS/S/S/SISIS/S/S/SISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISIS/S o

function newlmg = convolution (img, kernel)
% This function does convolution. As a matter of fact it does
% correlation, since it assumes the user has already flipped
% the kernel.
K=kernel;
% variables needed for zeropadding
d=floor (size (K,1)/2);
dim=size (img);
% zeropadding
A=[zeros(d,dim(2)+2«d);
zeros (dim(1),d) img zeros(dim(1),d);
zeros (d,dim(2)+2+«d)];
% initialize the conv variable
conv=zeros(size(img));
% convolution
for i=1+d:dim(1)+d-1
for j=1+d:dim(2)+d-1
% sum of the hadamard product
conv(i-d+1,j-d+1)=sum(K.«double (A(i-d:i+d,j-d:j+d)),
“all’);
end
end
% return convoluted image
newlmg=uint8 (conv);
end

SSSISIS/S/S/SISIS/S/S/SISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISISIS/S/SISIS/S/S/SISIS/S) o

function newlmg = colorConvolution(img, kernel)
% This function extract different color channels from
% RGB-image and convolutes them one by one with
% convolution-function before combining them and returning
% the color convoluted image.

% convolution of red channel

dim=size (img);

newR=zeros (dim(1),dim(2),3);
newR(:,:,1)=convolution(img(:,:,1), kernel);



end

newR=uint8 (newR) ;

% green channel

newG=zeros (dim(1),dim(2),3);
newG(:,:,2)=convolution(img(:,:,2), kernel);
newG=uint8 (newG) ;

% blue channel

newB=zeros (dim(1),dim(2),3);
newB(:,:,3)=convolution(img(:,:,3), kernel);
newB=uint8 (newB);

% return image

newlmg=newR+newG+newB ;

Ohjelma C.1. Digitaalista kuvankdsittelyd MATLAB® ohjelmistolla
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